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2.2. Discos anaĺıticos y el principio de continuidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.3. Pseudoconvexidad global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.4. Propiedades de dominios pseudoconvexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.5. Dominios plurisubarmónicamente convexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.6. Pseudoconvexidad local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

i



2.7. Función de definición global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.8. Dominios Levi pseudoconvexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

2.9. La función distancia orientada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

2.10. El teorema de Levi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

2.11. Dominios estrictamente pseudoconvexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

2.12. Exhaustividad de dominios pseudoconvexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3. La Ecuación ∂ En Dominios Pseudoconvexos 90

3.1. Operadores densamente definidos en espacios de Hilbert . . . . . . . . . . . . 90

3.2. Formas diferenciales de tipo (p, q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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El Problema de Levi en Cn

RESUMEN

En el presente trabajo haremos un estudio de dominios de holomorf́ıa y dominios pseudocon-

vexos en Cn, y probaremos que todo dominio de holomorf́ıa es un dominio pseudoconvexo. Es

natural preguntarnos si la implicación inversa es también cierta, este es el famoso problema

de E. Levi. Para resolver el problema de E. Levi aplicaremos el método general de K. Oka, y

las técnicas de L. Hörmander en espacios de Hilbert en relación con la ecuación ∂ en dominios

pseudoconvexos.
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The Levi Problem in Cn

ABSTRACT

In the present work we make a study of domains of holomorphy and pseudoconvex domains,

and we prove that all domain of holomorphy is a pseudoconvex domain in Cn. It is natural

to ask ourselves if the inverse implication is also true, this is the famous E. Levi problem. To

solve the problem of E. Levi we apply the general method of K. Oka, and the techniques of

L. Hormander in Hilbert spaces in relation to ∂ equation in pseudoconvex domains.
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Introducción

Contenido

Uno de los fenómenos más interesantes observados en el estudio de las funciones holomorfas

de varias variables complejas, es la existencia de pares de conjuntos abiertos U ⊂ V ⊂ Cn

tales que toda función holomorfa en U necesariamente se extiende a una función que es

holomorfa en el abierto V (estrictamente mayor), por ejemplo el

Teorema de Extensión de Hartogs[7]: Si U es un dominio de Cn (n ≥ 2) y K ⊂ U es un

compacto tal que U −K es conexo, entonces toda función holomorfa en U −K se extiende

holomórficamente hacia U .

Es claramente de algún interés determinar aquellos abiertos U ⊂ Cn para los cuales tal

extensión no sea posible, estos abiertos serán llamados dominios de holomorf́ıa. Como más

adelante veremos, estos dominios desempeñarán un papel fundamental en la Teoŕıa de Varias

Variables Complejas. El presente trabajo consta de cuatro caṕıtulos:

En el primer caṕıtulo: Definiremos el concepto de dominio de holomorf́ıa, caracteri-

zaremos los dominios de holomorf́ıa en su forma topológica, esto es, introduciremos la

noción de convexidad holomorfa y estableceremos el Teorema de Cartan-Thullen, el cual

caracterizará los dominios de holomorf́ıa en términos de convexidad holomorfa.

Extensión hacia un punto: Sea U ⊂ Cn un abierto, f ∈ O(U) y a ∈ ∂U . Diremos que la fun-

ción holomorfa f se extiende holomórficamente hacia a, si existe una vecindad conexa V de a

y una función holomorfa g ∈ O(V ) tal que f ≡ g en un subconjunto abierto no vacio de U∩V .
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Dominio de holomorf́ıa: Sea U ⊂ Cn un dominio. Diremos que U es un dominio de

holomorf́ıa, si existe una función f ∈ O(U), el cual no se extiende holomórficamente hacia

ningún punto a ∈ ∂U .

Convexidad holomorfa: Sea U ⊂ Cn un dominio y K ⊂ U un compacto. El conjunto

K̂hol
U =

⋂
f∈O(U)

{
z ∈ U : |f(z)| ≤ sup

z∈K
|f(z)|

}

es llamado la envolvente convexa holomorfa de K en U . Diremos que U es un dominio

holomórficamente convexo si para todo compacto K ⊂ U la envolvente convexa holomorfa

K̂hol
U es compacta.

Teorema de Cartan-Thullen: Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces las siguientes proposiciones

son equivalentes:

U es un dominio de holomorf́ıa.

U es un dominio holomórficamente convexo.

En el segundo caṕıtulo: Introduciremos la noción de función plurisubarmónica (el cual

generaliza las funciones subarmónicas a varias variables complejas). Caracterizaremos los

dominios de holomorf́ıa (independientemente) en su forma anaĺıtica, esto es, v́ıa funciones

plurisubarmónicas: dominios pseudoconvexos. Además demostraremos que todo dominio de

holomorf́ıa es un dominio pseudoconvexo.

Plurisubarmonicidad : Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Sea u : Ω → [−∞,∞) semicontinua supe-

riormente. Diremos que f es plurisubarmónica en Ω, si para todo disco complejo a+ ∆· b =

{a+ z· b : |z| ≤ 1} ⊂ Ω (a, b ∈ Cn), se cumple la desigualdad del valor medio

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(a+ eiθ· b)dθ.

Dominio pseudoconvexo: Diremos que un dominio U ⊂ Cn es pseudoconvexo si la función

U 3 z 7→ − log dist(z, ∂U)
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es plurisubarmónica en U .

Teorema: Si U ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa, entonces U es un dominio pseudoconvexo.

Es natural preguntarnos si la implicación inversa es también cierta, este problema es conocido

como el Problema de Levi. Fue planteado por E.E. Levi en 1911. El problema de Levi fue

resuelto por K. Oka en 1942 en C2, y en dimensión arbitraria, fue resuelto independientemente

por K. Oka, H. Bremermann, F. Norguet en 1950. Finalmente, en 1965 L. Hörmander publica

una prueba usando técnicas en espacios de Hilbert y ecuaciones diferenciales parciales en

relación con la ecuación ∂ en dominios pseudoconvexos.

En el tercer caṕıtulo: Resolveremos la ecuación ∂ en dominios pseudoconvexos, esto es,

el Teorema de Hörmander. El cual será una herramienta fundamental para poder resolver el

problema de E. Levi.

Teorema de Hörmander : Sea Ω ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Entonces la siguiente

secuencia

0 −→ O(Ω) −→ C∞(0,0)(Ω)
∂−→ C∞(0,1)(Ω)

∂−→ . . .
∂−→ C∞(0,n)(Ω) −→ 0

es exacta, donde C∞(p,q)(Ω) es el espacio de las (p, q)-formas diferenciales con coeficientes en

C∞(Ω).

En el cuarto caṕıtulo: Demostraremos que las dos caracterizaciones de dominios de holo-

morf́ıa en su forma topológica y anaĺıtica, estudiadas en el primer y segundo caṕıtulo son
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equivalentes, esto es, precisamente resolver el Problema de Levi en Cn.

Para resolver el problema de E. Levi aplicaremos el método general de K. Oka[4], esto es, re-

solveremos el problema de E. Levi para una clase muy especial de dominios pseudoconvexos:

dominios estrictamente pseudoconvexos suavemente acotados, el cual será una consecuencia

del Teorema de Hörmander. Luego estableceremos el Teorema de Behnke-Stein

Teorema de Behnke-Stein: Si Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ . . . es una sucesión creciente de dominios de holo-

morf́ıa en Cn, entonces la unión

Ω =

∞⋃
j=1

Ωj

es también un dominio de holomorf́ıa.

El Teorema de Behnke-Stein será una consecuencia del Teorema de Aproximación de Oka-

Weil y del Teorema de Hörmander.

Teorema de Aproximación de Oka-Weil : Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa y K ⊂ U un

compacto tal que

K = K̂hol
U

esto es, por definición un compacto holomórficamente convexo, entonces

O(U) es denso en
(
O(K), τc

)
en la topoloǵıa compacta-abierta.

Finalmente el Teorema de Sard conjuntamente con la Teoŕıa de Funciones Plurisubarmónicas

nos permitirá aproximar un dominio pseudoconvexo, por una sucesión creciente de dominios

estrictamente pseudoconvexos suavemente acotados

Teorema de Sard [17]: Si f : U ⊂ Rn −→ R (donde U es abierto) es de clase C∞, entonces la

medida de Lebesgue de los valores cŕıticos{
f(x) : x ∈ U,∇f(x) = 0

}
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es cero.

Aproximación de un dominio pseudoconvexo: Sea Ω ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Enton-

ces existe una sucesión (Ωj)j≥1 ⊂ Cn de dominios estrictamente pseudoconvexos suavemente

acotados tales que

Ωj ⊂⊂ Ωj+1 para todo j ≥ 1.

Ω =
∞⋃
j=1

Ωj .
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Notación

Antes de comenzar formalmente nuestra discusión del problema de E. Levi enumeramos

cierta notación y terminoloǵıa, que utilizaremos con frecuencia en este trabajo.

Śımbolo Significado

N el conjunto de los números naturales

R el conjunto de los números reales

C el conjunto de los números complejos

<z, =z, |z| la parte real, parte imaginária y módulo de z ∈ C

‖x‖ la norma Euclidiana para x ∈ Rn

‖x‖∞ la norma L∞ para x ∈ Rn

d(x, y) la métrica Euclidiana para x, y ∈ Rn

d∞(x, y) la métrica L∞ para x, y ∈ Rn

x· y el producto interno Euclidiano para x, y ∈ Rn

〈z, w〉 el producto interno complejo para z, w ∈ Cn

B(x, r) la bola Euclidiana de radio r > 0 y centro x ∈ Rn

∆n(z, r) el polidisco de multiradio r y centro z ∈ Cn

∆n el polidisco unitario ∆n(0, 1)

Xc, X, ∂X, X̊ para un conjunto X de algún espacio métrico,

el complemento, clausura, frontera e interior

B(X, ε) la ε-vecindad de X, B(X, ε) =
⋃
x∈X B(X, ε)

d(x, S), d(T, S) para un punto x y conjuntos S y T de algún espacio métrico,

con métrica d, la distancia de x a S, y la distancia de T a S

‖f‖B para una función f : A→ Cn y subconjunto B ⊂ A

el supremo de la norma Euclidiana de f en B

O(U) el espacio de las funciones holomorfas en U ⊂ Cn

Ck(U) el espacio de las funciones k-veces continuamente diferenciable

df el gradiente real de f : U ⊂ Rn → R

∇g el gradiente complejo de g : V ⊂ Cn → C

x



Śımbolo Significado

A ⊂⊂ B A es relativamente compacto en B

conv(X) la envolvente convexa de X

Sn−1 la esfera unitaria en Rn

a+ ∆· b ⊂ Cn disco complejo a+ ∆· b = {a+ z· b : |z| ≤ 1} (a, b ∈ Cn)

vecindad de a conjunto abierto que contiene al punto a
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Caṕıtulo 1

Dominios de holomorf́ıa

Uno de los fenómenos más interesantes observados en el estudio de las funciones holomor-

fas de varias variables es la existencia de pares de conjuntos abiertos U ⊂ V ⊂ Cn tales que

toda función holomorfa en U se extiende holomórficamente hacia V , por ejemplo el Teorema

de Extensión de Hartogs[7]: Si U ⊂ Cn es un dominio y K ⊂ U un compacto tal que U −K

es conexo, entonces toda función holomorfa en U −K se extiende holomórficamente hacia U .

Es claramente de algún interés determinar aquellos abiertos U para los cuales tal extensión

no sea posible, estos abiertos seran llamados dominios de holomorf́ıa. Como más adelante ve-

remos, estos dominios desempeñarán un papel fundamental en la Teoŕıa de Varias Variables

Complejas.

1.1. Dominios de holomorf́ıa

En el presente trabajo se requiere una introducción a la Teoŕıa de Varias Variables Com-

plejas, recomendamos V. Scheidemann [7], para más detalles. Para una introducción a la

Teoŕıa de Una Variable Compleja, recomendamos W. Rudin [5] y J.B. Conway [6].

Definición 1.1.1. Sea U ⊂ Cn un abierto, f ∈ O(U) y a ∈ U c. Diremos que la función

holomorfa f se extiende holomórficamente hacia a, si existe una vecindad conexa V de

a y una función holomorfa g ∈ O(V ) tal que f ≡ g en un subconjunto abierto no vacio de

U ∩ V .

Observaciones:
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1. Notemos que no requerimos que las funciones f y g coincidan en todo U ∩ V , no

estamos en el caso en que la función f se extienda a una función holomorfa en U ∪ V .

De este manera, si f ∈ O(U) se extiende holomórficamente hacia a ∈ U c, entonces no

necesariamente existe un dominio W ⊂ Cn y una función g ∈ O(W ) tal que U ⊂ W ,

a ∈ W y f ≡ g en U . Nosotros usamos esta definición de extensión holomorfa para

evitar las funciones multi-valuadas.

2. Por ejemplo, la función

z 7→ log z

definida en el dominio U = C − {x ∈ R : x ≤ 0} se extiende holomórficamente hacia

el punto z = −1, pero no existe forma de definir esta función holomórficamente en un

dominio de C el cual contenga ambos U y el punto z = −1, a menos que trabajemos

con funciones multi-valuadas.

Definición 1.1.2. Sea U ⊂ Cn un dominio. Diremos que U es un dominio de holomorf́ıa,

si existe una función f ∈ O(U) el cual no se extiende holomórficamente hacia ningún punto

a ∈ U c.

Observaciones:

1. Equivalentemente, f ∈ O(U) se extiende holomórficamente hacia a, si existe una vecin-

dad conexa V de a y una función holomorfa g ∈ O(V ) tal que f ≡ g en una componente

conexa no vacia de U ∩ V (Principio de Identidad[7]).

2. Equivalentemente, U ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa, si existe una función holomorfa

f ∈ O(U) el cual no se extiende holomórficamente hacia ningún punto a ∈ ∂U .

La siguiente definición es una reformulación de la definición 1.1.2.

Definición 1.1.3. Sea U ⊂ Cn un dominio. Diremos que U es un dominio de holomorf́ıa

si existe f ∈ O(U) tal que no existen conjuntos abiertos V , W en Cn y g ∈ O(V ) con las

siguientes propiedades:

a) ∅ 6= W ⊂ U ∩ V .

b) V es conexo y no está contenido en U .
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c) f = g en W .

Diremos que un abierto U ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa si cada una de sus compo-

nentes es un dominio de holomorf́ıa.

La definición 1.1.3 nos permite definir el concepto de dominio de holomorf́ıa débil.

Definición 1.1.4. Sea U ⊂ Cn un dominio. Diremos que U es un dominio de holomorf́ıa

débil, si no existen conjuntos abiertos V y W en Cn con las siguientes propiedades:

a) ∅ 6= W ⊂ U ∩ V .

b) V es conexo y no está contenido en U .

c) Para todo f ∈ O(U) existe una función g ∈ O(V ) (necesariamente única) tal que f ≡ g

en W .

Definición 1.1.5. Sea U ⊂ Cn un dominio y f ∈ O(U). Diremos que U es dominio de

existencia de f o que el dominio U admite una función singular f , si no existen conjuntos

abiertos V , W en Cn y g ∈ O(V ) con las siguientes propiedades:

a) ∅ 6= W ⊂ U ∩ V .

b) V es conexo y no está contenido en U .

c) f = g en W .

La frontera de U es llamado la frontera natural de f .

Observaciones:

1. Cn es un dominio de holomorf́ıa por definición.

2. Si U ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa entonces U es un dominio de holomorf́ıa débil.

Posteriormente mostraremos que los conceptos de dominio de holomorf́ıa y dominio de

holomorf́ıa débil son equivalentes.

3. Un dominio U ⊂ Cn es dominio de holomorf́ıa si y solamente si U es dominio de

existencia de alguna función holomorfa f ∈ O(U).
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4. Equivalentemente en las definiciones 1.1.3, 1.1.4, 1.1.5 podemos asumir W una compo-

nente conexa de la intersección U ∩ V (Principio de identidad[7]).

Definición 1.1.6. Para n ≥ 2, sea

H = {z ∈ ∆n : |z1| > q1 ∨ |zj | < qj para j = 2, . . . , n}

entonces (∆n, H) es llamado una figura de Hartogs Euclidiana.

Ejemplos:

1. El disco unitario ∆ ⊂ C es un dominio de holomorf́ıa, considerando la función holomorfa

∆ 3 z 7→ f(z) =
∞∑
j=1

zj! (α)

observamos que cuando r ∈ (0, 1) y θ ∈ Q entonces

ĺım
r→1−

f(re2πiθ) = +∞

los puntos e2πiθ forman un conjunto denso en ∂∆.

2. El polidisco unitario ∆n ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa, considerando la función

holomorfa

∆n 3 z 7→ f(z1) + · · ·+ f(zn)

donde f es la función de (α). Notemos que para θ ∈ Q y z1, z2, . . . , zn ∈ ∂∆ los puntos

(e2πiθ, z2, . . . , zn), (z1, e
2πiθ, . . . , zn), . . . , (z1, z2, . . . , e

2πiθ)

forman un conjunto denso en ∂∆n.

3. Si (∆n, H) es una figura de Hartogs en Cn (n ≥ 2), entonces toda función holomorfa

en H se extiende holomórficamente hacia ∆n (Fenómeno de Hartogs[7]). Por lo tanto

H no es dominio de holomorf́ıa.

4. Si U ⊂ Cn es un dominio y K ⊂ U compacto tal que U − K es conexo, entonces

toda función holomorfa en U −K se extiende holomórficamente hacia U (Teorema de

Extensión de Hartogs[7]). Por lo tanto U −K no es dominio de holomorf́ıa.
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Definición 1.1.7. Sea U ⊂ Cn un dominio y f ∈ O(U). Diremos que f es esencialmente

ilimitado en ∂U , si para todo abierto conexo V que intersecta a la frontera de U y toda

componente conexa W de U ∩ V existe una sucesión (zj)j≥1 ⊂ W tal que f(zj) −→ ∞,

cuando j →∞.

El siguiente lema, el cual es un argumento de Topoloǵıa General[18], será usado frecuen-

temente, dejamos la prueba al lector.

Lema 1.1.1 (lema técnico). Sea U ⊂ Cn un dominio. Sea p un punto en ∂U , sea V una

vecindad conexa de p y sea W una componente conexa de U ∩ V . Entonces

∂W ∩ V ⊂ ∂U.

Proposición 1.1.1. Sea U ⊂ Cn un dominio y f ∈ O(U) esencialmente ilimitado en ∂U .

Entonces U es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Supongamos por contradicción, que f se extiende holomórficamente hacia

algún punto b ∈ ∂U , entonces existe una vecindad conexa V de b y una función holomorfa

g ∈ O(V ) tal que

f ≡ g en una componente conexa W de U ∩ V.

Sea a ∈ ∂W ∩ V entonces por el Lema 1.1.1 a ∈ ∂U . Sea r > 0 tal que B(a, r) ⊂ V . Sea Ω

una componente conexa de B(a, r)∩W entonces Ω es una componente conexa de B(a, r)∩U .

Desde que f es esencialmente ilimitado existe una sucesión (zj)j≥1 ⊂ Ω tal que

f(zj) −→∞ (j →∞).

Como Ω ⊂W se sigue que

g(zj) −→∞ (j →∞).

Desde que g ∈ O(V ) la función g es continua en V y por lo tanto acotada en el compacto

B(a, r). Como (zj)j≥1 ⊂ Ω ⊂ B(a, r) tenemos que la sucesión (g(zj))j≥1 es acotada, lo cual

es una contradicción.

Para muchas aplicaciones el teorema siguiente es suficiente, el cual probaremos posterior-

mente, mediante el Teorema de Cartan-Thullen.
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Teorema 1.1.1. Sea U ⊂ Cn un dominio y suponer que para cada a ∈ ∂U existe una

función holomorfa fa ∈ O(U) tendiendo al ∞ en a (esto es, si (zj)j≥1 es una sucesión en U

con zj → a entonces fa(zj)→∞). Entonces U es un dominio de holomorf́ıa.

Consideremos algunas consecuencias de este resultado.

Corolario 1.1.1. Todo domino U ⊂ C es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Consideremos para cada a ∈ ∂U la función holomorfa

U 3 z 7→ 1

z − a

Ejemplo 1.1.1. El polidisco unitario ∆n ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa, consideremos

para cada a ∈ ∂∆n la función holomorfa

∆n 3 z 7→ 1

zj − aj

donde j es tal que aj ∈ ∂∆.

Ejemplo 1.1.2. La bola Euclidiana B(0, R) ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa, consideremos

para cada a ∈ ∂B(0, R) la función holomorfa

B(0, R) 3 z 7→ 1

R2 − 〈z, a〉
.

Corolario 1.1.2. Todo dominio convexo U ⊂ Cn (esto es, U es convexo considerado como

un subconjunto de R2n) es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Sea a ∈ ∂U , entonces existe un hiperplano de soporte[14] para U en a,

H = {z ∈ Cn : (z − a)· b = 0}

donde b ∈ Cn. Por lo tanto la función

U 3 z 7→ 1

〈z − a, b〉

es holomorfa en U (notar que, <〈z−a, b〉 = (z−a)· b). Entonces U es un dominio de holomorf́ıa.
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Ejemplo 1.1.3. El triángulo de Hartogs

T =
{

(z, w) ∈ ∆2 : |z| < |w|
}

es un dominio de holomorf́ıa, considerando la función holomorfa

T 3 (z, w) 7→ 1

z − eiθw
∈ C , (θ ∈ R)

para los puntos de la diagonal (eiθw,w) ∈ ∂T y la función holomorfa

T 3 (z, w) 7→ 1

w − eiθ
∈ C , (θ ∈ R)

para los puntos (z, eiθ) ∈ ∂T .

1.2. Dominios holomórficamente convexos

En ésta sección introduciremos la noción de convexidad holomorfa y estableceremos el

teorema de H. Cartan y P. Thullen, el cual caracterizará los dominios de holomorf́ıa en

términos de convexidad holomorfa.

Para motivar la definición de dominios holomórficamente convexos comenzaremos presen-

tando la siguiente caracterización de dominios convexos[14].

Teorema 1.2.1. Sea Ω ⊂ Rn un dominio. Entonces Ω es convexo si y solamente si para todo

compacto K ⊂ Ω,

K̂ lin
Ω =

{
x ∈ Ω : f(x) ≤ sup

x∈K
f(x) para toda función lineal f : Rn → R

}
es compacto.

Podemos utilizar el Teorema 1.2.1 como nuestra definición de convexidad. Lo cual nos

motiva la noción de convexidad holomorfa, reemplazando funciones lineales por funciones

holomorfas.

Definición 1.2.1. Sea U ⊂ Cn un dominio y K ⊂ U un compacto. El conjunto

K̂U =

{
z ∈ U : |f(z)| ≤ sup

z∈K
|f(z)| para toda función holomorfa f : U → C

}
Es llamado la envolvente convexa holomorfa de K en U , también denotada por

hconvU (K) o K̂hol
U . Diremos que U es un dominio holomórficamente convexo si para
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todo compacto K ⊂ U la envolvente convexa holomorfa K̂U es relativamente compacta en

U , y por tanto compacta. Si K = K̂U diremos que K es un compacto holomórficamente

convexo o O(U)-convexo.

Las siguientes propiedades serán usadas frecuentemente, las cuales se deducen claramente

de la definición 1.2.1, dejamos la prueba al lector.

Proposición 1.2.1. Sean U, V ⊂ Cn dominios y K,L ⊂ U compactos. Entonces se cumplen

las siguientes propiedades.

(a) K ⊂ K̂U ⊂ U .

(b) K̂U es acotado y relativamente cerrado en U .

(c) Si M = K̂U es compacto, entonces M̂U = M .

(d) Si K ⊂ L, entonces K̂U ⊂ L̂U .

(e) Si U ⊂ V , entonces K̂U ⊂ K̂V .

(f) La envolvente convexa holomorfa K̂U es compacta si y solamente si

d
(
K̂U , ∂U

)
> 0.

(g) Para cada M, ε > 0 y a ∈ U − K̂U , existe f ∈ O(U) tal que

‖f‖K < ε y |f(a)| > M.

(h) Para cada f ∈ O(U), ‖f‖
K̂U
≤ ‖f‖K .

Demostración: Probaremos la propiedad (b). Sea r > 0 tal que K ⊂ ∆n(0, r). Dado que

las funciones coordenadas z 7→ zj son holomorfas en U , entonces para z ∈ K̂U tenemos que

|zj | ≤ supK |zj | ≤ r. Por lo tanto K̂U ⊂ ∆n(0, r) .

Proposición 1.2.2. Todo dominio en C es holomórficamente convexo.

Demostración: Sea K ⊂ U compacto. Supongamos que existe a ∈ K̂U − K̂U , entonces

a ∈ ∂U dado que K̂U es cerrado en U . Sea (zj)j≥1 ⊂ K̂U tal que zj → a y consideremos la

función holomorfa

f(z) =
1

z − a
en U.

Entonces |f(zj)| ≤ ‖f‖K , lo cual es una contradicción.
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Para n ≥ 2 mostraremos que existen dominios que no son holomórficamente convexos.

Ejemplo 1.2.1. La envolvente convexa holomorfa depende del dominio. Consideremos el

compacto K = S2n−1 ⊂ Cn.

Si U = (Cn)∗

K̂U =

 K , n = 1

B(0, 1)− {0} , n ≥ 2

Si n = 1 entonces K̂U = K considerando las funciones f(z) = 1/z y f(z) = z en U . Si n ≥ 2

el Teorema de extensión de Hartogs[7] implica que K̂U = B(0, 1)−{0} conjuntamente con el

Principio del Módulo Máximo[7] en la bola compacta B[0, 1].

Si U = Cn

K̂U = B(0, 1)

para todo n ≥ 1.

Proposición 1.2.3. Si K ⊂ Cn es un compacto, entonces K̂Cn ⊂ conv(K). En particular si

K ⊂ U es un compacto convexo, entonces K es un compacto O(U)-convexo.

Demostración: Sea z0 ∈ K̂Cn . Supongamos por contradicción que z0 /∈ conv(K) entonces

existe un hiperplano[14]:

<〈z − a, b〉 = 0

que separa z0 de K, esto es <〈z−a, b〉 ≤ 0 para todo z ∈ K y <〈z0−a, b〉 > 0. Consideremos

la función entera

f(z) = e〈z−a,b〉

entonces |f(z0)| > 1 ≥ ‖f‖K , lo cual es una contradicción.

Proposición 1.2.4. Si U ⊂ Cn es un dominio convexo, entonces U es holomórficamente

convexo.

Demostración: Supongamos por contradicción que U no es holomórficamente convexo, en-

tonces existe a ∈ cl
(
K̂U

)
tal que a ∈ ∂U , luego como U es convexo, existe un hiperplano de

soporte[14] para U en a,

H = {z ∈ Cn : (z − a)· b = 0}
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donde b ∈ Cn. Por lo tanto la función

U 3 z 7→ 1

〈z − a, b〉

es holomorfa en U (notar que, <〈z− a, b〉 = (z− a)· b), lo cual es una contradicción dado que

a ∈ cl
(
K̂U

)
.

En general, convexidad holomorfa es una propiedad mucho más débil que convexidad

lineal (Teorema 1.2.1).

Proposición 1.2.5. Sea U ⊂ Cn un dominio y K ⊂ U un compacto. Si M ⊂ U −K es una

componente conexa, el cual es relativamente compacta en U , entonces M ⊂ K̂U .

Demostración: Como ∂M ⊂ U entonces ∂M ⊂ K. Dado que M ⊂⊂ U entonces M ⊂ ∂̂MU

(Principio del Módulo Máximo[7]).

Definición 1.2.2. Un disco anaĺıtico es una aplicación continua

S : ∆ −→ Cn

cuya restricción a ∆ es holomorfa. La frontera de un disco anaĺıtico S, denotado por ∂S,

será la imagen S(∂∆). Para un disco anaĺıtico S : ∆ −→ Cn, las imágenes S(∆) y S(∆)

frecuentemente serán denotadas por S y S̊.

Proposición 1.2.6. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si S ⊂ U es un disco anaĺıtico, entonces

S ⊂ ∂̂SU

Demostración: Aplicando el Principio del Módulo Máximo[7], obtenemos el principio del

módulo máximo v́ıa discos anaĺıticos,

‖f‖S ≤ ‖f‖∂S

para toda función holomorfa f ∈ O(U).

1.3. Lema de Thullen

Definición 1.3.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si a ∈ U y r ∈ (0,∞)n un multiradio, definimos

δrU (a) = sup{λ > 0 : ∆n(a, λr) ⊂ U}
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Observaciones:

1. λ ≤ δrU (a)⇐⇒ ∆n(a, λr) ⊂ U .

Lema 1.3.1. Si U ⊂ Cn es un dominio propio y a ∈ U , entonces

d(a, ∂U)=inf{δrU (a) :‖r‖ = 1}

Demostración: Denotemos λ = d(a, ∂U), η = inf{δrU (a) : ‖r‖ = 1}

λ ≤ η ⇐⇒ λ ≤ δrU (a)⇐⇒ ∆(a, λr) ⊂ U

pero ∆(a, λr) ⊂ B(a, λ) ⊂ U entonces λ ≤ η. Supongamos λ < η entonces B(a, η) 6⊂ U lo

cual implica que existe z ∈ B(a, η)− U . Como ‖z − a‖ < η entonces

|zj − aj | <
η|zj − aj |

‖(|z1 − a1|, |z2 − a2|, . . . , |zn − an|)‖

lo cual implica que z ∈ ∆(a, ηr) donde

r =
(|z1 − a1|, |z2 − a2|, . . . , |zn − an|)
‖(|z1 − a1|, |z2 − a2|, . . . , |zn − an|)‖

.

Por lo tanto ∆(a, ηr) 6⊂ U . Por la observación η > δrU (a), lo cual es una contradicción.

Teorema 1.3.1 (Lema de Thullen). Sea U ⊂ Cn un dominio, sea K un compacto contenido

en U y sea r ∈ (0,∞)n un multiradio. Si g ∈ O(U) tiene la propiedad,

δrU (a) ≥ |g(a)| , ∀a ∈ K.

Entonces para cada b ∈ K̂U y para cada f ∈ O(U) la serie de Taylor de f en b

∞∑
|α|=0

∂αf(b)

α!
(z − b)α

converge en el polidisco ∆(b, |g(b)|· r). En particular, si U es un dominio de holomorf́ıa débil,

entonces ∆(b, |g(b)|· r) ⊂ U .

Demostración: Podemos asumir que δrU (a) > |g(a)| para todo a ∈ K, desde que g puede

ser reemplazado por (1 − ε)g por cualquier ε ∈ (0, 1), luego hacemos ε → 0. Por demostrar

que la serie
∞∑
|α|=0

Dαf(b)

α!
(z − b)α
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converge en el polidisco ∆(b, |g(b)|· r). Por el Lema de Abel[7], es suficiente probar que el

conjunto {∣∣∣∣Dαf(b)

α!
g|α|(b)· rα

∣∣∣∣ : α ∈ Zn+
}

es acotado. Como ⋃
a∈K

∆(a, |g(a)|· r) ⊂⊂ U

entonces

M = sup

{
|f(z)| : z ∈

⋃
a∈K

∆(a, |g(a)|· r)

}
<∞

Sea a ∈ K − Zg, entonces por las estimativas de Cauchy[7] en ∆(a, |g(a)|· r) ⊂ U

|∂αf(a)| ≤ M ·α!

(|g(a)|· r)α
⇒
∣∣∣∣∂αf(a)

α!
g|α|(a)· rα

∣∣∣∣ ≤M
para todo a ∈ K. Como las derivadas parciales de f son holomorfas en U [7] entonces∣∣∣∣Dαf(b)

α!
g|α|(b)· rα

∣∣∣∣ ≤M
para todo b ∈ K̂U (Proposición 1.2.1).

Corolario 1.3.1. Sea U ⊂ Cn un dominio, K ⊂ U un compacto, y g ∈ O(U) tal que

|g(a)| ≤ d(a, ∂U) , ∀a ∈ K.

Si b ∈ K̂U y f ∈ O(U) entonces la serie de Taylor de f en b

∞∑
|α|=0

∂αf(b)

α!
(z − b)α

converge en la bola B(b, |g(b)|).

Demostración: Consideremos la siguiente identidad

B(0, 1) =
⋃
‖r‖=1

∆n(0, r)

conjuntamente con el Lema de Thullen 1.3.1.

Corolario 1.3.2. Sea Ω ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa débil y sea g ∈ O(Ω). Si

|g(a)| ≤ d(a, ∂Ω) , ∀a ∈ K
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donde K es un subconjunto compacto de Ω, entonces

|g(b)| ≤ d(b, ∂Ω) , ∀b ∈ K̂Ω

en particular, si Ω es un dominio de holomorf́ıa débil, entonces la función

z 7→ − log d(z, ∂Ω)

es plurisubarmónica en Ω (Definición 2.1.3), esto es, Ω es un dominio pseudoconvexo.

Demostración: Sea b ∈ K̂Ω. Entonces por el Corolario 1.3.1 la serie de Taylor de toda

f ∈ O(Ω) converge en B(b, |g(b)|). Como Ω es un dominio de holomorf́ıa débil, entonces

B(b, |g(b)|) ⊂ Ω.

Corolario 1.3.3. Sea U ⊂ Cn un dominio, K ⊂ U un compacto y b ∈ K̂U . Si f ∈ O(U)

entonces, la serie de Taylor de f en b,

∞∑
|α|=0

∂αf(b)

α!
(z − b)α

converge en la bola B(b, d(K, ∂U)).

Demostración: Consideremos la función constante g(z) = d(K, ∂U) en el Corolario 1.3.1.

Corolario 1.3.4. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa débil. Entonces para todo compacto

K ⊂ U , se cumple la ecuación

d(K, ∂U) = d
(
K̂U , ∂U

)
donde d(K, ∂U) es la distancia Euclidiana entre K y ∂U .

Demostración: Sea b ∈ K̂U . Por el Corolario 1.3.3 la serie de Taylor de toda función

f ∈ O(U) converge en la bola

B(b, d(K, ∂U))

como U es un dominio de holomorf́ıa débil entonces

B(b, d(K, ∂U)) ⊂ U.

Por lo tanto d(K, ∂U) ≤ d
(
K̂U , ∂U

)
.
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Corolario 1.3.5. Si U ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa débil, entonces U es holomórfica-

mente convexo.

Demostración: Sea K ⊂ U un compacto. Como U es un dominio de holomorf́ıa débil

entonces por el Corolario 1.3.4,

d
(
K̂U , ∂U

)
= d(K, ∂U) > 0.

1.4. Construcción de funciones holomorfas no acotadas

Sea U ⊂ Cn un dominio holomórficamente convexo, nuestro objetivo en esta sección es

construir una función holomorfa en U tal que no se extienda holomórficamente hacia ningún

punto z ∈ ∂U . Para esto utilizaremos exhaustividades normales.

Definición 1.4.1. Una exhaustividad normal de U es una sucesión de compactos

(Kj)j≥1 ⊂ U tales que:

Kj ⊂ K̊j+1, para todo j ≥ 1.

U =
⋃∞
j=1Kj .

Lema 1.4.1 (Descomposición de un abierto en compactos). Si U es un abierto de Cn, en-

tonces U admite una exhaustividad normal,

U =
⋃
j≥1

Kj ,

en particular, si K ⊂ U es un compacto, entonces K está contenido en algún Kj.

Demostración: Es suficiente con tomar la siguiente sucesión de compactos,

Kj =

{
z ∈ U : d(z, ∂U) ≥ 1

j
, ‖z‖ ≤ j

}
(j = 1, 2, . . .)

Lema 1.4.2. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si U es holomórficamente convexo, entonces U admite

una exhaustividad normal,

U =
⋃
j≥1

Kj ,

donde cada compacto Kj es O(U)-convexo.

14



Demostración: Si U = Cn es suficiente con tomar la sucesión

Kj = B(0, j) (j = 1, 2, . . .)

notemos que Kj ⊂ K̂j ⊂ conv(Kj) = Kj . Supongamos ahora que U 6= Cn. Definamos para

cada j ≥ 1

Lj =

{
z ∈ U : d(z, ∂U) ≥ 1/j , ‖z‖ ≤ j

}
Por el Lema 1.4.1, la sucesión (Lj)j≥1 ⊂ U es una exhaustividad para U . Sea

K1 =
(
L̂1

)
U

notamos que K1 es un compacto O(U)-convexo por la Proposición 1.2.1 y L1 ⊂ K1. Por el

Lema 1.4.1 K1 ⊂ L̊j2 para algún 1 < j2. Sea

K2 =
(
L̂j2

)
U

notamos que K2 es un compacto O(U)-convexo por la Proposición 1.2.1, L2 ⊂ K2 y K1 ⊂ K̊2.

Por el Lema 1.4.1 K2 ⊂ L̊j3 para algún j2 < j3. Sea

K3 =
(
L̂j3

)
U

notamos que K3 es un compacto O(U)-convexo por la Proposición 1.2.1, L3 ⊂ K3 y K2 ⊂

K̊3. Procediendo por inducción obtenemos una sucesión (Kj)j≥1 ⊂ U de compactos O(U)-

convexos tales que Lj ⊂ Kj y Kj ⊂ K̊j+1 para todo j ≥ 1. Se sigue que

U =

∞⋃
j=1

K̊j .

Por lo tanto (Kj)j≥1 ⊂ U es la sucesión requerida.

Una consecuencia directa del Lema 1.4.2 es la siguiente proposición.

Proposición 1.4.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces U es holomórficamente convexo

si y solamente si U admite una exhaustividad normal (Kj)j≥1 donde cada compacto Kj es

O(U)-convexo.

Definición 1.4.2. Diremos que z ∈ Cn es racional, si la parte real e imaginária de cada

coordenada de z es racional.
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Lema 1.4.3. Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces existe una sucesión (aj)j≥1 ⊂ U densa en

U .

Demostración: Sea

D = {z∈U : z es racional}.

Afirmamos que D es denso en U . Sean z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ U y r > 0 tal que B(z, r) ⊂ U .

Dado que Q es denso en R tenemos que para cada j ≥ 1, existen pj , qj ∈ Q tales que

pj ∈
(
<(zj)−

r√
2n
,<(zj) +

r√
2n

)

qj ∈
(
=(zj)−

r√
2n
,=(zj) +

r√
2n

)
entonces

w = (p1 + iq1, . . . , pn + iqn) ∈ (Q + iQ)n

‖w − z‖2 = |<(z1)− p1|2 + |=(z1)− q1|2 + . . .+ |<(zn)− pn|2 + |=(zn)− qn|2 < r2

se sigue que w ∈ B(z, r), aśı D es denso en U . Como D es numerable, existe una aplicación

biyectiva a : N→ D, j 7→ aj . Por lo tanto (aj)j≥1 es la sucesión requerida.

Lema 1.4.4. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si (Kj)j≥1 es una exhaustividad normal de U con

Kj =
(̂
Kj

)
U

(j = 1, 2, . . .)

y (zj)j≥1 es una sucesión con

zj ∈ Kj+1 −Kj (j = 1, 2, . . .)

Entonces existe una función holomorfa f ∈ O(U) tal que

ĺım
j→∞

|f(zj)| =∞.

Demostración: Como zj /∈ Kj =
(̂
Kj

)
U

entonces existe una función holomorfa fj ∈ O(U)

tal que

|fj(zj)| > 1 > ‖fj‖Kj (j = 1, 2, . . .)

Sea p1 = 1. Dado que |f2(z2)| > 1 existe p2 ∈ N tal que

1

22
|f2(z2)|p2 −

1∑
k=1

1

2k
|fk(z2)|pk ≥ 3
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Dado que |f3(z3)| > 1 existe p3 ∈ N tal que

1

32
|f3(z3)|p3 −

2∑
k=1

1

2k
|fk(z3)|pk ≥ 4

Dado que |f4(z4)| > 1 existe p4 ∈ N tal que

1

42
|f4(z4)|p4 −

3∑
k=1

1

2k
|fk(z4)|pk ≥ 5

Procediendo por inducción obtenemos una sucesión (pj)j≥1 ⊂ N de modo que para todo j ≥ 2

1

j2
|fj(zj)|pj −

j−1∑
k=1

1

2k
|fk(zj)|pk ≥ j + 1

Sea f : U −→ C definido por

f(z) =
∞∑
k=1

1

2k
fk(z)

pk (α)

Por el M -test de Weierstrass[7] la serie (α) converge absolutamente y uniformemente en Kj ,

para todo j ≥ 1. Por lo tanto la serie (α) converge uniformemente en partes compactas de U .

Se sigue que f es una función holomorfa en U (Teorema de Convergencia de Weierstrass[7]).

Para todo j ≥ 2 tenemos que

|f(zj)| ≥
1

j2
|fj(zj)|pj −

j−1∑
k=1

1

2k
|fk(zj)|pk −

∞∑
k=j+1

1

2k
|fk(zj)|pk ≥ (j + 1)−

∞∑
k=j+1

1

2k
≥ j (β)

de la estimación (β) se sigue que f(zj) −→∞, cuando j →∞.

Para un dominio U ⊂ Cn , construiremos ahora una sucesión (zj)j≥1 ⊂ U , que se acumula

en todo punto de la frontera ∂U .

Lema 1.4.5. Sea U ⊂ Cn un dominio y sea (Kj)j≥1 una exhaustividad normal de U . Enton-

ces existe una subsucesión (Kjl)l≥1 y una sucesión (zl)l≥1 ⊂ U tales que cumplen lo siguiente:

a) zl ∈ Kjl+1
−Kjl para todo l ≥ 1.

b) Para todo a ∈ ∂U , para toda vecindad conexa V de a, y para toda componente conexa

W de U ∩ V , tenemos que

cardinal{l ≥ 1 : zl ∈W} =∞.
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Demostración: Por el Lema 1.4.3, sea (ak)k≥1 ⊂ U una sucesión densa en U , y para cada

k ≥ 1 sea Bk = B (ak, rk) ⊂ U donde rk = d (ak, ∂U). Ahora sea (Qj)j≥1 una sucesión cuyos

elementos son elementos de (Bk)k≥1 de forma que cada Bk se repita un número infinito de

veces en (Ql)l≥1, por ejemplo

(Qj)j≥1 =
(
B1, B1, B2, B1, B2, B3, B1, B2, B3, B4, . . .

)
.

Para cada l ≥ 1 sea (dado que Ql 6⊂ Kj para ningún j)

zl ∈ Ql ∩ (Kjl+1
−Kjl)

Sea V un dominio intersectando a ∂U y W una componente conexa de U ∩ V . Sea a ∈

∂W ∩ V ⊂ ∂U (Lema 1.1.1). Sea r = d(a, ∂V ). Como la sucesión (ak)k≥1 es densa en U

tenemos que ak ∈ B(a, r/2) ∩W ⊂ U para algún k, entonces

rk = d(ak, ∂U) ≤ ‖ak − a‖ <
r

2
< d(ak, ∂V )

se sigue que B(ak, rk) ⊂ V , y por conexidad Bk ⊂ W . Por lo tanto tenemos que Bk = Qjl

para una infinidad de indices {j1 < j2 < . . . < jl < . . .}, de donde obtenemos una subsucesión

(zjl)l≥1 ⊂ Bk ⊂W .

Teorema 1.4.1. Si U ⊂ Cn es holomórficamente convexo, entonces U es un dominio de

holomorf́ıa.

Demostración: Sea (Kj)j≥1 ⊂ U una exhaustividad normal para U , donde cada Kj es

O(U)-convexo (1.4.2). Por el Lema 1.4.4 existe una sucesión zl ∈ Kjl+1
−Kjl que se acumula

en ∂U , y por el Lema 1.4.5 existe f ∈ O(U) tal que

f(zl) −→∞ (l→∞)

entonces f es esencialmente ilimitado en ∂U . Por lo tanto U es un dominio de holomorf́ıa

(Proposición 1.1.1)

Corolario 1.4.1. Sea U ⊂ Cn un dominio y suponer para cada a ∈ ∂U existe una función

fa ∈ O(U) tendiendo al ∞ en a (esto es, para toda sucesión (zj)j≥1 ⊂ U con zj → a tenemos

que fa(zj)→∞). Entonces U es un dominio de holomorf́ıa.
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Demostración: Por el Teorema 1.4.1 es suficiente demostrar que es U holomórficamente

convexo. Sea K ⊂ U un compacto, debemos probar que K̂U es compacto, el cual equiva-

le a probar que d
(
K̂U , ∂U

)
> 0 (Proposición 1.2.1). Supongamos por contradicción que

d
(
K̂U , ∂U

)
= 0, entonces existe una sucesión (zj)j≥1 ⊂ K̂U con

d(zj , ∂U) −→ 0 cuando j →∞.

Desde que K̂U ⊂⊂ U podemos asumir que la sucesión converge a un punto a ∈ cl
(
K̂U

)
, y

desde que d (zj , ∂U) −→ 0 tenemos que a ∈ ∂U . Luego existe una función fa ∈ O(U) tal que

fa(zj) −→∞ cuando j →∞

Por la Proposición 1.2.1, ‖fa‖K̂U ≤ ‖fa‖K <∞, lo cual es una contradicción.

1.5. El teorema de Cartan-Thullen

Ahora podemos enunciar y demostrar un teorema debido a H. Cartan y P. Thullen caracte-

rizando los dominios de holomorf́ıa en términos de convexidad holomorfa.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Cartan-Thullen). Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes:

(a) U es un dominio de holomorf́ıa débil.

(b) Para todo compacto K ⊂ U , la ecuación

d(K, ∂U) = d
(
K̂U , ∂U

)
se cumple.

(c) U es un dominio holomórficamente convexo.

(d) U es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: La implicación (a)⇒ (b) se sigue del corolorio 1.3.4. La implicación (b)⇒

(c) es clara. La implicación (c)⇒ (d) se sigue del teorema 1.4.1 y la implicación (d)⇒ (a) es

clara.
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Definición 1.5.1. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Diremos que un subconjunto D ⊂ Ω es discreto

en Ω, si D no tiene puntos de acumulación en Ω.

Corolario 1.5.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. U es un dominio de holomorf́ıa si y solamente

si para todo conjunto infinito D ⊂ U discreto en U , existe una función holomorfa f ∈ O(U)

tal que sup
D
|f | =∞.

Demostración: [⇒] Dado que U es holomórficamente convexo (Teorema 1.5.1), existe una

exhaustividad normal (Kj)j≥1 ⊂ U con Kj =
(̂
Kj

)
U

(Lema 1.4.2), entonces D ∩Kj es finito

(o vacio) para todo j ≥ 1. Sea z1 ∈ D −K1 luego z1 ∈ Kj2 donde j2 > 1. Sea z2 ∈ D −Kj2

luego z2 ∈ Kj3 donde j3 > j2. Procediendo por inducción construimos una sucesión (zl)l≥1

tal que

zl ∈ Kjl+1
−Kjl (l = 1, 2, . . .)

luego por el Lema 1.4.4 existe una función holomorfa f ∈ O(U) tal que

f(zj) −→∞ cuando j →∞

[⇐] Afirmamos que U es holomórficamente convexo. Sea K ⊂ U un compacto. Supongamos

por contradicción que K̂U no es compacto, entonces existe una sucesión (zj)j≥1 ⊂ K̂U tal que

zj −→ a ∈ ∂U cuando j →∞

Sea D = {zj : j ≥ 1} entonces existe f ∈ O(U) tal que

sup
j≥1
|f(zj)| =∞

lo cual es una contradicción, dado que f es acotado sobre K̂U . Por lo tanto U es un dominio

de holomorf́ıa (Teorema 1.5.1).

Una consecuencia directa del Corolario 1.5.1 es la siguiente proposición.

Proposición 1.5.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. U es un dominio de holomorf́ıa si y solamente

si para cada sucesión (aj)j≥1 en U convergente a un punto a ∈ ∂U , existe una función

f ∈ O(U) tal que

sup
j∈N
|f(aj)| =∞.
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1.6. Propiedades de dominios de holomorf́ıa

En ésta sección daremos algunos ejemplos de dominios de holomorf́ıa y algunas propieda-

des de estabilidad de dominios de holomorf́ıa bajo operaciones de conjuntos.

Proposición 1.6.1. Sea {Uλ}λ∈Λ una familia de dominios de holomorf́ıa y sea U una com-

ponente conexa del interior de ⋂
λ∈Λ

Uλ

entonces U es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Sea K ⊂ U un compacto. Observamos que K̂U ⊂ K̂Uλ para todo λ ∈ Λ.

Por el Teorema de Cartan-Thullen 1.5.1

d(K̂U , ∂Uλ) ≥ d(K̂Uλ , ∂Uλ) = d(K, ∂Uλ) ≥ d(K, ∂U)

Por lo tanto ∆(K̂U , r) ⊂ Uλ para todo λ ∈ Λ, donde r = d(K, ∂U) > 0. Entonces

∆(K̂U , r) ⊂ int

(⋂
λ∈Λ

Uλ

)

Desde que K̂U ⊂ U tenemos que ∆(K̂U , r) ⊂ U , esto es, d(K̂U , ∂U) ≥ r. Por lo tanto

d(K, ∂U) = d(K̂U , ∂U). Por el Teorema de Cartan-Thullen 1.5.1 U es un dominio de holo-

morf́ıa.

Proposición 1.6.2. Sean U ⊂ Cn, V ⊂ Cm dominios y F ∈ O(U, V ) un mapeo holomorfo

propio, entonces U es un dominio de holomorf́ıa, si V es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Sea K ⊂ U compacto. Desde que f
(
K̂U

)
⊂ f̂(K)V , se sigue que K̂U es

compacto. Por lo tanto U es holomórficamente convexo.

Proposición 1.6.3. Sean U1 ⊂ Cn, U2 ⊂ Cm dominios de holomorf́ıa. Entonces el producto

Cartesiano U1 × U2 ⊂ Cn+m es también un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Sea K ⊂ U1 × U2 un compacto. Sean

π1 : Cn × Cm → Cn

π2 : Cn × Cm → Cm
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las proyecciones canónicas. Sea K1 = π1(K) y K2 = π2(K), entonces

K ⊂ K1 ×K2 ⊂ U1 × U2

Como Kj ⊂ Uj es compacto, entonces (̂Kj)Uj es compacto. Desde que

K̂U1×U2 ⊂ (̂K1)U1
× (̂K2)U2

se sigue que K̂U1×U2 es compacto. Por lo tanto U1 × U2 es holomórficamente convexo.

Proposición 1.6.4. Sean U ⊂ Cn, V ⊂ Cm dominios de holomorf́ıa y f ∈ O(U,Cm) una

aplicación holomorfa. Entonces

Uf = {z ∈ U : f(z) ∈ V }

es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Probaremos que Uf es holomórficamente convexo. Sea K ⊂ Uf un compac-

to. Entonces

K̂Uf ⊂ K̂U ⊂⊂ U.

Supongamos que K̂Uf no es compacto, entonces existe una sucesión (zj)j≥1 ⊂ K̂Uf tal que

zj −→ z0 ∈ U ∩ ∂Uf . Notemos que para todo z ∈ K̂Uf y g ∈ O(V )

|g(f(z))| ≤ sup
K
|g ◦ f | = sup

f(K)
|g|

Por lo tanto

f(K̂Uf ) ⊂ f̂(K)V ⊂⊂ V

f(zj) ∈ f̂(K)V ⊂⊂ V , j ≥ 1

luego f(z0) ∈ V , lo cual es una contradicción. Por lo tanto Uf es holomórficamente convexo.

Proposición 1.6.5 (Invarianza bajo cambio de coordenadas). Sean U, V ⊂ Cn dominios y

f : U → V un biholomorfismo. Si V es un dominio de holomorf́ıa entonces U es un dominio

de holomorf́ıa.

Demostración: Sea K ⊂ U un compacto. Desde que f̂(K)V = f(K̂U ) tenemos que K̂U es

compacto. Por lo tanto U es holomórficamente convexo.
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Proposición 1.6.6. Sea T : Cn → Cm una aplicación C-lineal, V ⊂ Cm un dominio de

holomorf́ıa y sea U = T−1(V ). Entonces U es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Sea K ⊂ U un compacto. Observamos que

K̂U ⊂ T−1
[
T̂ (K)V

]
y que existe un ε > 0 tal que

T̂ (K)V +B(0, ε) ⊂ V

entonces K̂U +B(0, δ) ⊂ U , luego U es holomórficamente convexo.

Proposición 1.6.7. Sea Ω ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa y sea E ⊂ Cn un subespacio

af́ın. Entonces Ω ∩ E es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Sea E = a+ Cv1 + · · ·+ Cvk, donde k = dimE

Ck 3 (z1, . . . , zk)
f7−→ a+ z1v1 + · · ·+ zkvk ∈ Cn

entonces f−1(Ω) ∼= Ω ∩ E.

Ejemplo 1.6.1. El triángulo de Hartogs

T = {(z, w) ∈ ∆2 : |z| < |w|}

es un dominio de holomorf́ıa, la aplicación

T 3 (z, w) 7→ (z, z/w) ∈ ∆×∆∗

mapea biholomórficamente el triángulo de Hartogs T sobre ∆×∆∗.

1.7. Conjuntos holomórficamente acotados

En esta sección presentaremos una nueva clase de conjuntos, el cual llamaremos conjuntos

holomórficamente acotados, y estudiaremos su conexión con los dominios de holomorf́ıa.

Definición 1.7.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Diremos que B ⊂ U es holomórficamente

acotado, o O(U)-acotado, si toda función holomorfa f ∈ O(U) es acotada en B.
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Ejemplo 1.7.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces todo subconjunto relativamente com-

pacto de U es holomórficamente acotado. Además para todo compacto K ⊂ U su envolvente

holomorfo K̂U es holomórficamente acotado.

Considerando las funciones coordenadas z 7→ zj las cuales son funciones holomorfas,

obtenemos claramente la siguiente proposición.

Proposición 1.7.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si B ⊂ U es holomórficamente acotado

entonces B es acotado.

Lema 1.7.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si B ⊂ U es holomórficamente acotado, entonces

existe un compacto K ⊂ U tal que B ⊂ K̂U .

Demostración: Sea (Kj)j≥1 una exhaustividad normal para U . Supongamos por contra-

dicción que B 6⊂
(
K̂j

)
U

para todo j ≥ 1. Entonces existe una sucesión (zl)l≥1 ⊂ B tal que

zl ∈ Kjl+1
− K̂jl para todo l ≥ 1. Por el Lema 1.4.4 existe una función holomorfa f ∈ O(U)

tal que ĺıml→∞ |f(zl)| =∞, lo cual es una contradicción.

El siguiente teorema establece la conexión entre dominios holomórficamente acotados y

dominios de holomorf́ıa, el cual es una consecuencia del Lema 1.7.1.

Teorema 1.7.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces U es un dominio de holomorf́ıa si y

solamente si los únicos subconjuntos holomórficamente acotados de U son los subconjuntos

relativamente compactos de U .

1.8. Poliedros anaĺıticos

Si observamos la definición de un polidisco

∆n = {z ∈ Cn : |zj | < 1, 1 ≤ j ≤ n}

observamos que está generado por las funciones coordenadas z 7→ zj , si reemplazamos estas

funciones coordenadas por funciones holomorfas, estaremos definiendo una nueva clase de

conjuntos, llamados poliedros anaĺıticos.

Definición 1.8.1. Sean V ⊂ U ⊂ Cn abiertos y F = (f1, . . . , fm) ∈ O(U,Cm) un mapeo

holomorfo. El conjunto

Π = V ∩ F−1(∆m) = {z ∈ V : |fj(z)| < 1, 1 ≤ j ≤ m}
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es llamado un poliedro anaĺıtico en U si Π es relativamente compacto en V . El conjunto

Π = V ∩ F−1
(

∆
m )

= {z ∈ V : |fj(z)| ≤ 1, 1 ≤ j ≤ m}

es llamado un poliedro anaĺıtico compacto en U si Π es compacto. La colección de fun-

ciones {f1, . . . , fm} ⊂ O(U) son llamadas las caras del poliedro anaĺıtico.

Observaciones:

1. Si consideramos V = U = C, el poliedro anaĺıtico determinado por f(z) = z2 − 1 no es

conexo.

2. Si Π = {z ∈ Ω : |fj(z)| ≤ 1, 1 ≤ j ≤ m} es un poliedro anaĺıtico compacto, entonces

Π̊ = {z ∈ Ω : |fj(z)| < 1, 1 ≤ j ≤ m} es también un poliedro anaĺıtico.

Con las notaciones de la definición 1.8.1 obtenemos las siguientes proposiciones.

Proposición 1.8.1. Todo poliedro anaĺıtico es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: En efecto, desde que la aplicación holomorfa F : Π→ ∆m es propia.

Proposición 1.8.2. Sea Π ⊂ Cn un poliedro anaĺıtico compacto. Entonces Π admite una

base de vecindades, formada por dominios de holomorf́ıa.

Demostración: Por definición existen abiertos V ⊂ U ⊂ Cn y funciones holomorfas

f1, . . . , fm ∈ O(U) tales que

Π = {z ∈ V : |fj(z)| ≤ 1, 1 ≤ j ≤ m}

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Ω ⊂⊂ V . Sea el abierto Π ⊂ Ω ⊂⊂W ⊂⊂ V .

Sea a ∈W −Ω, entonces |fj(a)| > 1 para algún j. Por la compacidad de W −Ω, existe c > 1

tal que si a ∈W − Ω entonces |fj(a)| ≥ c para algún j. Sea

Σ = {z ∈W : |fj(z)| < c, 1 ≤ j ≤ m}

entonces Π ⊂ Σ ⊂ Ω y Σ ⊂⊂W . Por lo tanto Σ es un poliedro anaĺıtico.

Proposición 1.8.3. Sea U ⊂ Cn un dominio. Sea K ⊂ U un compacto O(U)-convexo y

Ω ⊂ U una vecindad de K. Entonces existe un poliedro anaĺıtico compacto Π con caras en

O(U) tal que K ⊂ Π̊ ⊂ Π ⊂ Ω.
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Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Ω ⊂⊂ U . Si a ∈ U − K

entonces existe una función holomorfa f ∈ O(U) tal que |f(a)|> 1> ‖f‖K . Entonces por la

compacidad de ∂Ω ⊂ U −K existen funciones holomorfas f1, . . . , fm ∈ O(U) con ‖fj‖K ≤ 1

para todo j, tal que si a ∈ ∂Ω entonces |fj(a)| > 1 para algún j. Sea

Π = {z ∈ Ω : |fj(z)| ≤ 1, 1 ≤ j ≤ m}

entonces K ⊂ Π ⊂ Ω. Dado que Π es acotado y cerrado en Ω, mostrar que Π es compacto

es equivalente a mostrar que d(Π, ∂Ω) > 0. Supongamos por contradicción que d(Π, ∂Ω) = 0

entonces existe una sucesión (zk)k≥1 ⊂ Π con zk → a ∈ ∂Ω, por continuidad |fj(a)| ≤ 1 para

todo 1 ≤ j ≤ m, lo cual es una contradicción. Por lo tanto Π es el poliedro anaĺıtico compacto

requerido.

Mostraremos ahora que todo dominio de holomorf́ıa lo podemos aproximar por poliedros

anaĺıticos. Posteriormente mostraremos que solo los dominios de holomorf́ıa son aproximables

por poliedros anaĺıticos.

Proposición 1.8.4. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa. Entonces existe una sucesión

(Pj)j≥1 de poliedros anaĺıticos en U tales que

(a) Pj ⊂⊂ Pj+1, para todo j ≥ 1.

(b) U =
⋃∞
j=1 Pj.

Demostración: Aplicar el Lema 1.4.2 conjuntamente con el Teorema 1.8.3.

Ejemplo 1.8.1. Sea q ∈ (0, 1) y

P =
{
z ∈ ∆2 : |z1z2| < q

}
Entonces P es claramente un poliedro anaĺıtico, pero no es un conjunto convexo ni tampoco

un producto Cartesiano de dominios en C. Por lo tanto los poliedros anaĺıticos enriquecen

nuestro stock de ejemplos de dominios de holomorf́ıa.
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1.9. Dominios de holomorf́ıa y la serie de Taylor

En esta sección estudiaremos la relación de un dominio de holomorf́ıa con la serie de

Taylor de una función holomorfa, más precisamente con su radio de convergencia.

Definición 1.9.1. Sea U ⊂ Cn un dominio y f ∈ O(U). Definamos el radio de convergencia

de f en el punto a ∈ U como

rcf(a) = sup
{
r > 0 : la serie de Taylor de f en el punto a ∈ U converge en B(a, r)

}
Observaciones:

1. Para toda función holomorfa f ∈ O(U), rcf(a) ≥ d(a, ∂U).

2. Si r = ı́nf
{
rcf(a) : f ∈ O(U)

}
entonces r es el mayor radio, tal que la serie de Taylor en

el punto a, de toda función f ∈ O(U), converge en la bola B(a, r).

Teorema 1.9.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes.

a) Para cada a ∈ U , d(a, ∂U) ≥ ı́nf
{
rcf(a) : f ∈ O(U)

}
.

b) U es un dominio de holomorf́ıa débil.

Demostración: a) ⇒ b) Si U no es dominio de holomorf́ıa, d(K̂U , ∂U) = 0. Entonces 0 <

d(b, ∂U) < d(K, ∂U) = r para algún b ∈ K̂U . Por el Lema de Thullen 1.3.1 la serie de Taylor

en el punto b, de toda función holomorfa f ∈ O(U), converge en la bola B(b, r).

De la definición 1.1.4 es claro el siguiente teorema.

27



Teorema 1.9.2. Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes.

a) U es un dominio de holomorf́ıa.

b) Existe una función holomorfa f ∈ O(U), tal que para cada a ∈ U

rcf(a) = d(a, ∂U)

Corolario 1.9.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces U es dominio de existencia de f ∈ O(U)

si y solamente si rcf(a) = d(a, ∂U) para todo a ∈ U .

Proposición 1.9.1. Sea G ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa y f ∈ O(G), f 6≡ 0. Entonces

U = G− Zf es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Sea a ∈ U ⊂ G entonces por demostrar que

d(a, ∂U) ≥ inf{rcf(a) : f ∈ O(U)}

Si d(a, ∂U) = d(a, ∂G) entonces

d(a, ∂U) = d(a, ∂G) = inf{rcf(a) : f ∈ O(G)} ≥ inf{rcf(a) : f ∈ O(U)}

Si r = d(a, ∂U) < d(a, ∂G), entonces existe b ∈ ∂∆(a, r) ∩ Zf . Como la función g = 1/f es

holomorfa en U , entonces rcg(a) = r.

Ejemplo 1.9.1. El abierto GLn(C) ⊂ Cn2
es un dominio de holomorf́ıa, dado que la función

det : Cn2 7→ C es un polinomio holomorfo y GLn(C) = Cn2 − det−1{0}.

1.10. Dominios Reinhardt completos

En esta sección estudiaremos la relación entre los dominios de holomorf́ıa y los dominios

de convergencia de series de potencias en Cn. Recomendamos la referencia [7], para más

detalles.

Proposición 1.10.1. El dominio de convergencia D ⊂ Cn de una serie de potencias∑
α∈Zn+

cαz
α

es un dominio Reinhardt completo logaŕıtmicamente convexo.
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Demostración: Sea x, y ∈ log τ(D ∩ (C∗)n) ⊂ Rn entonces existen a, b ∈ D ∩ (C∗)n =

U − {z ∈ Cn : z1· z2 · · · zn = 0} el cual es un dominio, con x = log τ(a) e y = log τ(b). Sea

θ > 1 tal que θa, θb ∈ D ∩ (C∗)n entonces

|cα· (θa)α| = |cα|· θ|α|· |aα| ≤M

|cα· (θb)α| = |cα|· θ|α|· |bα| ≤M

Por lo tanto para t ∈ [0, 1]

|cα|· θ|α|· |aα|t· |bα|1−t =
∣∣cα· (θ· |a|t· |b|1−t)α∣∣ ≤M

Se sigue del Lema de Abel[7] que zt = |a|t· |b|1−t ∈ D, luego (1 − t)x + ty = log τ(zt) ∈

log τ(D ∩ (C∗)n).

Proposición 1.10.2. Sea Ω un dominio Reinhardt completo. Si Ω es logaŕıtmicamente con-

vexo, entonces Ω es holomórficamente convexo.

Demostración: Sea K ⊂ Ω un compacto y a = (a1, . . . , an) en la clausura (en Cn) de K̂Ω.

Por demostrar que a ∈ Ω. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que a1, . . . , as 6= 0,

as+1 = · · · = an = 0, donde 1 ≤ s ≤ n. Como Ω es un dominio Reinhardt completo, entonces

existe un número finito de puntos ξ1, . . . , ξN ∈ Ω ∩ Rn>0 tal que

K ⊂
N⋃
j=1

∆(0, ξj).

Por la definición de K̂Ω tenemos que

|aα1
1 · · · · · a

αs
s | ≤ máx

1≤j≤N

{(
ξj1

)α1

· · · · ·
(
ξjs
)αs}

, α1, . . . , αs ∈ Z+.

Luego (tomando log y dividiendo por |α1|+ · · ·+ |αs|) tenemos que

s∑
ν=1

tν log |aν | ≤ máx
1≤j≤N

{
s∑

ν=1

tν log ξjν

}
, t1, . . . , ts ∈ Q+, t1 + · · · ts = 1,

consecuentemente, por continuidad, para todo t1, . . . , ts ∈ R+ con t1 + · · · ts = 1. Por lo tanto

el punto (log |a1|, · · · , log |as|) pertenece a la envolvente convexa Cs del conjunto

{
(η1, . . . , ηs) ∈ Rs : η ≤ log ξj para algún j

}
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Observemos que Cs está contenido en la proyección sobre Rs de la envolvente convexa Cn del

conjunto {
(η1, . . . , ηn) ∈ Rn : η ≤ log ξj para algún j

}
Desde que Cn ⊂ Ω∗, existe un punto x ∈ Ω∗, tal que |aν | ≤ exν , ν = 1, . . . , n. Por lo tanto

a ∈ Ω.

Teorema 1.10.1. Sea Ω ⊂ Cn un dominio Reinhardt completo con centro 0. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Ω es dominio de convergencia.

(b) Ω es logaŕıtmicamente convexo.

(c) Ω es holomórficamente convexo.

(d) Ω es dominio de holomorf́ıa.

Demostración: (d)⇒ (a). Por el Teorema de Cartan-Thullen1.3.1 y la prueba del Teorema

1.5.1, existe una función holomorfa f ∈ O(Ω) esencialmente ilimitado en ∂Ω. Como Ω es

dominio Reinhardt completo, entonces la serie de Taylor de f en el origen, converge en Ω.

Por lo tanto no converge en cualquier dominio estrictamente mayor que Ω.

Ejemplo 1.10.1. Sea U = ∆(0, (e, e2))∪∆(0, (e2, e)) ⊂ C2. Observamos que U es un dominio

Reinhardt completo con centro 0. La imagen logaŕıtmica de U es

{(log |z1|, log |z2|) : (z1, z2) ∈ U, z1· z2 6= 0} = [(−∞, 1)× (−∞, 2)] ∪ [(−∞, 2)× (−∞, 1)]

el cual no es convexo. Por lo tanto U no es logaŕıtmicamente convexo, se sigue que U no es

un dominio de holomorf́ıa.

1.11. El espacio de las funciones singulares

Dado un dominio de holomorf́ıa U , sabemos que U admite una función singular, una

pregunta natural seŕıa que espacio ocupa estas funciones singulares dentro del espacio de las

funciones holomorfas en U , en la topoloǵıa compacta-abierta.
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Definición 1.11.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Definamos

SU = {f ∈ O(U) : f es singular enU}

Teorema 1.11.1 (Teorema de Categoŕıa de Baire[21]). Sea (X, d) un espacio métrico com-

pleto, entonces

a) X es un espacio de Baire.

b) X es de segunda categoŕıa.

Proposición 1.11.1. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa débil, entonces se cumplen las

siguientes propiedades

a) {SU es de primera categoŕıa en (O(U), τc) (en el sentido de Baire).

b) SU es de segunda categoŕıa en (O(U), τc) (en el sentido de Baire).

en particular, SU es denso en (O(U), τc), y no numerable.

Demostración: Sea V un abierto conexo que intersecta a U , y W una componente conexa

de la intersección U ∩ V . Definamos para cada par (V,W )

H(V,W ) =
{
f ∈ O(U) : existe f̂ ∈ O(V ) tal que f ≡ f̂ enW

}
el cual es un subespacio lineal propio de O(U) dado que U es un dominio de holomorf́ıa débil.

Observamos que

{SU =
⋃

(V,W )

H(V,W ).

Definamos para cada m ≥ 1

Hm(V,W ) =

{
f ∈ H(V,W ) : su extensión f̂ satisface sup

V
|f̂ | ≤ m

}
Luego

{SU =
⋃

(V,W ),m

Hm(V,W ).

Afirmamos que cada Hm(V,W ) es un suconjunto cerrado de (O(U), τc). Sea f ∈ O(U) ad-

herente a Hm(V,W ), entonces existe una sucesión (fj)j≥1 ⊂ Hm(V,W ) tal que fj → f en

(O(U), τc). Por el Teorema de Montel[7] existe una subsucesión de (f̂jk)k≥1 tal que f̂jk → g
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en (O(V ), τc). Por lo tanto f ∈ Hm(V,W ) con f̂ = g. Si denotamos por Ω a cualquier bola

abierta en Cn de centro y radio racional tal que intersecta a la frontera de U , entonces {SU

lo podemos expresar como una unión numerable

{SU =
⋃

(Ω,W ),m

Hm(Ω,W ).

Como H(Ω,W ) es un subespacio lineal propio de (O(U), τc) entonces tiene interior vacio en

(O(U), τc), luego cada Hm(Ω,W ) es un subconjunto nunca denso de (O(U), τc).

1.12. Interpolación en dominios de holomorf́ıa

Recordemos que todo dominio en C admite una interpolación, esto es, podemos construir

una función holomorfa con valores prescritos. Pero en Cn no todo dominio admite una in-

terpolación. Pero entonces cuales son estos dominios? el siguiente teorema responderá esta

interrogante.

Definición 1.12.1. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Decimos que Ω satisface la propiedad de

interpolación si para toda sucesión de puntos distintos (zj)j≥1 ⊂ Ω sin puntos ĺımites en

Ω, y cualquier sucesión de números complejos (aj)j≥1, existe una función holomorfa f en Ω

tal que

f(zj) = aj , para todo j ≥ 1.

Teorema 1.12.1 (Interpolación en dominios de holomorf́ıa). Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Enton-

ces Ω es un dominio de holomorf́ıa si y solamente si Ω satisface la propiedad de interpolación.

Demostración: [⇒] Por el Teorema de Cartan-Thullen Ω es holomórficamente convexo,

entonces Ω admite una exhaustividad normal tal que

hconvΩ(Kj) = Kj

Kj ⊆ int(Kj+1)

Ω =
⋃∞
j=1Kj

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ninguno de los puntos de la sucesión (zj)j≥1

pertenecen a K1, y que los primeros k1 términos de la sucesión están en K1, los siguientes k2

términos están en K2. Sea mj ≥ 1 el único entero con la propiedad que zj ∈ Kmj+1 −Kmj .
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Desde que zj /∈ hconvΩ(Kmj ), sea fj ∈ O(Ω) tal que |fj(zj)| > ‖fj‖Kmj . Haciendo un

cambio de escala podemos suponer que fj(zj) = 1. Sea pj ∈ O(Cn) un polinomio holomorfo

satisfaciendo

pj(zj) = 1 , pj(z1) = pj(z2) = · · · = pj(zj−1) = 0

Sea λ1 = a1 y r1 de modo que

‖λ1p1f
r1
1 ‖Km1

≤ 1

2

Si λ1, . . . , λj−1 y r1, . . . , rj−1 estan definidos, definamos recursivamente λj y rj satisfaciendo

λj = aj −
j−1∑
l=1

λlpl(zj)fl(zj)
rl

wwwλjpjf rjj www
Kmj

≤ 1

2j

Ahora definamos

f(z) =
∞∑
j=1

λjpj(z)fj(z)
rj

Afirmamos que la serie converge uniformemente en partes compactas de Ω. Sea K ⊂ Ω

compacto. Notemos que ĺımj→∞mj =∞. Por tanto podemos escojer k suficientemente grande

tal que K ⊂ Kmj para todo j ≥ k. Podemos también suponer que

p∑
j=q+1

1

2j
< ε

si p, q ≥ k donde p > q. Entonces para p, q ≥ k tenemos que∥∥∥∥∥∥
p∑
j=1

λjpjf
rj
j −

q∑
j=1

λjpjf
rj
j

∥∥∥∥∥∥
K

≤
p∑

j=q+1

wwwλjpjf rjj www
Kmj

< ε.

Además, desde que pk(zj) = 0 para todo k > j, tenemos que

f(zj) =

j∑
l=1

λlpl(zj)fl(zj)
rl = λj +

j−1∑
l=1

λlpl(zj)fl(zj)
rl = aj .

[⇐] Sea (zj)j≥1 ⊂ Ω una sucesión inyectiva tal que zj −→ a ∈ ∂Ω, entonces existe una función

holomorfa f ∈ O(Ω) tal que

f(zj) = j

Por lo tanto Ω es holomórficamente convexo.
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Caṕıtulo 2

Dominios pseudoconvexos

En este caṕıtulo definiremos una nueva clase de dominios, la cual llamaremos dominios

pseudoconvexos, para el cual necesitaremos el concepto de función plurisubarmónica.

2.1. Funciones plurisubarmónicas

Definición 2.1.1. Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que f : X → [−∞,∞) es

semicontinua superiormente en a ∈ X si para todo c ∈ R tal que c > f(a) existe una

vecindad Va de a tal que c > f(z) para todo z ∈ Va. Si f es semicontinua superiormente en

cada punto de X entonces diremos que f es semicontinua superiormente en X.

Presentamos algunas propiedades de las funciones semicontinuas superiormente, dejamos

la prueba al lector.

Proposición 2.1.1. Sea (X, τ) un espacio topológico. El ı́nfimo de una familia de funciones

semicontinuas superiormente en X, es también semicontinua superiormente.

Proposición 2.1.2. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces f : X → [−∞,∞) es semi-

continua superiormente si y solamente si el conjunto Xc = {z ∈ X : f(z) < c} es abierto en

X, para todo c ∈ R.

Proposición 2.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico y a ∈ X. Entonces f es semicontinua

superiormente en a si y solamente si

ĺım sup
x→a

f(x) ≤ f(a)
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donde

ĺım sup
x→a

f(x) = ĺım
δ→0

{
sup

x∈B(a,δ)−{a}
f(x)

}
.

Proposición 2.1.4. Sea (X, τ) un espacio topológico. Si f : X → [−∞,∞) es semicontinua

superiormente, entonces para cada compacto K ⊂ X existe a ∈ K tal que f(x) ≤ f(a) para

todo x ∈ K, además el conjunto

{z ∈ K : f(z) = f(a)}

es compacto.

Proposición 2.1.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces cada función semicontinua su-

periormente f : X −→ [−∞,∞) es el ĺımite puntual de una sucesión decreciente de funciones

continuas fj : X −→ R.

Definición 2.1.2. Sea Ω ⊂ C un abierto. Sea u : Ω→ [−∞,∞) semicontinua superiormente.

Diremos que f es subarmónica en Ω, si para cada a ∈ Ω y r > 0 tal que ∆(a, r) ⊂ Ω

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(a+ reiθ)dθ.

esto es satisface la desigualdad del valor medio. El conjunto de todas las funciones

subarmónicas en Ω será denotado por SH(Ω).

Más generalmente, tenemos la siguiente definición.

Definición 2.1.3. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Sea u : Ω→ [−∞,∞) semicontinua superiormen-

te. Diremos que f es plurisubarmónica en Ω, si para todo disco a+ ∆· b ⊂ Ω, se cumple la

desigualdad del valor medio

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(a+ eiθ· b)dθ.

Observemos que u es medible y por la proposición 2.1.4, u está acotada superiormente en

cada disco a+ ∆· b ⊂ Ω. Por lo tanto la integral∫ 2π

0
u(a+ eiθ· b)dθ

está bien definida, posiblemente tome el valor −∞. El conjunto de todas las funciones pluri-

subarmónicas en Ω será denotado por PSH(Ω).
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Ejemplo 2.1.1. Sea Ω ⊂ Cn un abierto y sea f ∈ H(Ω). Entonces <f,=f, |f | ∈ PSH(Ω) ∩

C(U). En efecto si a+ ∆ · b ⊂ U entonces por la fórmula integral de Cauchy

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0
f(a+ eiθ· b)dθ

de donde obtenemos que <f,=f, |f | ∈ PSH(Ω) ∩ C(U).

La siguiente proposición se deduce directamente de la definición.

Proposición 2.1.6. Sea Ω ⊂ Cn un abierto.

a) Si f, g ∈ PSH(Ω) entonces f + g ∈ PSH(Ω)

b) Si f ∈ PSH(Ω) y c > 0 entonces cf ∈ PSH(Ω)

Proposición 2.1.7. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Sea uα : Ω→ [−∞,∞) una familia de funciones

plurisubarmónicas tal que

u = sup
α∈I

uα : Ω→ [−∞,∞)

es semicontinua superiormente, entonces u es plurisubarmónica.

Demostración: En efecto sea a+ ∆ · b ⊂ U . Entonces existe un ı́ndice α tal que u(a)− ε <

uα(a). Por lo tanto

u(a) < uα(a) + ε ≤ 1

2π

∫ 2π

0
uα(a+ eiθ· b)dθ + ε ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(a+ eiθ· b)dθ + ε

Proposición 2.1.8. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Si fj : U → [−∞,∞) es una sucesión decre-

ciente de funciones plurisubarmónicas el cual converge puntualmente a f : U → [−∞,∞),

entonces f es plurisubarmónica en U .

Demostración: Sea a+ ∆b ⊂ U entonces

f(a) ≤ fj(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
fj(a+ eiθb)dθ

para todo j ≥ 1. Desde que f1 está acotado superiormente en a + ∆b, una aplicación del

Teorema de la Convergencia Monótona de Lebesgue muetra que∫ 2π

0
f(a+ eiθb)dθ = ĺım

n→∞

∫ 2π

0
fj(a+ eiθb)dθ
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Ejemplo 2.1.2. Sea Ω ⊂ Cn un abierto y sea f ∈ H(Ω,Cm). Entonces ‖f‖ ∈ PSH(Ω)∩C(U).

En efecto por el Teorema de Hahn-Banach[22]

‖f(z)‖ = sup
{
|(ϕ ◦ f)(z)| : ϕ ∈

(
Cm
)∗ ∧ ‖ϕ‖ = 1

}
para cada z ∈ U . Desde que ϕ ◦ f ∈ H(U) para cada ϕ, la conclusión se sigue del ejemplo

2.1.1 y la Proposición 2.1.7.

Teorema 2.1.1 (Principio del máximo para funciones plurisubarmónicas). Sea U ⊂ Cn un

dominio, y sea u : U → [−∞,∞) una función plurisubarmónica. Si u alcanza el máximo

global en U , entonces u debe ser constante. En particular si U es un dominio acotado y

u ∈ USC(U) ∩ PSH(U), entonces

sup
U
u ≤ sup

∂U
u

Demostración: Sea a ∈ U tal que u(z) ≤ u(a) para todo z ∈ U . Desde que u es semicontinua

superiormente, el conjunto no vacio

A = {z ∈ U : u(z) = u(a)} = U − {z ∈ U : u(z) < u(a)}

es cerrado en U . Para mostrar que A = U es suficiente probar que A es abierto. Sea b ∈ A

y sea r > 0 tal que B(b, r) ⊂ U . Afirmamos que B(b, r) ⊂ A. Supongamos por contradicción

que existe p ∈ B(b, r) tal que u(p) < u(a). Desde que u es semicontinua superiormente existe

ε > 0 tal que B(p, ε) ⊂ B(a, r) y u(z) < u(a) para todo z ∈ B(p, ε). Esto claramente implica

que
1

2π

∫ 2π

0
u(b+ eiθ(p− b))dθ < 1

2π

∫ 2π

0
u(a)dθ = u(a) = u(b)

lo cual es una contradicción.

Proposición 2.1.9. Sea Ω ⊂ Cd un dominio, y sea u ∈ PSH(Ω). Si f ≡ −∞ en un subcon-

junto abierto no vacio de Ω, entonces f ≡ −∞ en Ω.

Demostración: Sea A el conjunto de todos los puntos a ∈ Ω tal que f ≡ −∞ en una

vecindad de a. Entonces A es abierto y no vacio. Para completar la prueba mostraremos

que A es cerrado en Ω. Sea (an)n≥1 una sucesión en A el cual converge a un punto a ∈ Ω.

Consideremos B(an, ε) ⊂ B(a, r) ⊂ Ω y f ≡ −∞ en B(an, ε). Afirmamos que f ≡ −∞ en

B(a, ε). En efecto, si z ∈ B(a, ε) entonces

z + (an − a) ∈ B(an, ε)
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en consecuencia

f(z) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
f(z + eiθ(an − a))dθ = −∞.

Por lo tanto a ∈ A.

Definición 2.1.4. Sea U ⊂ Cn un dominio. Un disco complejo D ⊂ U es de la forma

D = a+ ∆· b

donde a ∈ U y b ∈ (Cn)∗. Denotemos ∂D = a+ ∂∆· b.

Teorema 2.1.2. Sea f : U → [−∞,∞) una función semicontinua superiormente en un

abierto U ⊂ Cn. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Para todo disco a+ ∆· b ⊂ U , se cumple la desigualdad del valor medio

f(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
f(a+ eiθ· b)dθ.

(b) Para cada a ∈ U , b ∈ Cn y ε > 0, existe r ∈ (0, ε) tal que a+ r∆· b ⊂ U , y se cumple la

desigualdad del valor medio

f(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
f(a+ reiθ· b)dθ.

(c) Para todo disco complejo a + ∆· b ⊂ U , y para toda función real-valuada h continua en

|ζ − a| ≤ 1, armónica en |ζ − a| < 1, f satisface la siguiente condición

f(a+ λ· b) ≤ h(λ) para |λ| = 1 =⇒ f(a+ λ· b) ≤ h(λ) para |λ| < 1.

(d) Para todo disco complejo a+∆· b ⊂ U , y para todo polinomio holomorfo p(λ), f satisface

la siguiente condición

f(a+ λ· b) ≤ <p(λ) para |λ| = 1 =⇒ f(a+ λ· b) ≤ <p(λ) para |λ| < 1.

Demostración: (a)⇒ (b). La implicación es clara. (b)⇒ (c). Sea h una función real-valuada

continua en |ζ−a| ≤ 1, armónica en |ζ−a| < 1, y sea a+∆b ⊂ U . Sea v(λ) = f(a+λb)−h(λ)

para |λ| ≤ 1. Supongamos que v(λ) ≤ 0 para todo λ ∈ ∂∆ pero v(λ) > 0 para algún λ ∈ ∆.

Entonces M = sup∆ v > 0 y el conjunto A = {λ ∈ ∆ : v(λ) = M} es un compacto no vacio
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de ∆ (Proposición 2.1.4). Por lo tanto d(A, ∂∆) = δ > 0 y podemos encontrar un λ0 ∈ A tal

que d(λ0, ∂∆) = δ. Por (b) podemos encontrar un r ∈ (0, δ) tal que a+ λ0b+ r∆b ⊂ U y

f(a+ λ0b) ≤
1

2π

∫ 2π

0
f(a+ λ0b+ reiθb)dθ

Por nuestra elección de λ0 es claro que

1

2π

∫ 2π

0
v(λ0 + reiθ)dθ <

1

2π

∫ 2π

0
Mdθ = M

Por lo tanto

v(λ0) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
v(λ0 + reiθ)dθ < M

lo cual es una contradicción, desde que λ0 ∈ A.

(c) ⇒ (d). La implicación es clara. (d) ⇒ (a). Sea a + ∆b ⊂ U . Sea ϕ ∈ C([0, 2π],R) tal

que ϕ(0) = ϕ(2π) y

f(a+ eiθb) ≤ ϕ(θ) , 0 ≤ θ ≤ 2π

debemos probar que

f(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
ϕ(θ)dθ.

Sea ε > 0. Por el Teorema de Stone-Weierstrass[5] existe un polinomio trigonométrico

ψ(θ) =
n∑

k=−n
cke

ikθ

tal que ϕ(θ) ≤ ψ(θ) ≤ ϕ(θ) + ε para 0 ≤ θ ≤ 2π. Definamos p ∈ P(C) por

p(λ) = c0 + 2

n∑
k=1

ckλ
k.

Desde que ck =
1

2π

∫ 2π

0
ψ(θ)eikθdθ, se cumple que ck = c−k para 0 ≤ k ≤ n, se sigue que

ψ(θ) = <p(eiθ) para 0 ≤ θ ≤ 2π,

f(a+ eiθb) ≤ ϕ(θ) ≤ ψ(θ) = <p(eiθ) , 0 ≤ θ ≤ 2π

aplicando (c) tenemos que

f(a+ λb) ≤ <p(λ) , |λ| ≤ 1

Por lo tanto

f(a) ≤ <p(0) = c0 =
1

2π

∫ 2π

0
ψ(θ)dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0
ϕ(θ)dθ + ε
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Por la proposición 2.1.5 existe una sucesión decreciente de funciones continuas ϕn : [0, 2π] −→

R tal que ϕn(0) = ϕn(2π) y ĺımn→∞ ϕn(θ) = f(a+ eiθb) para todo θ ∈ [0, 2π]. Por lo tanto

f(a+ eiθb) ≤ ϕn(θ) , 0 ≤ θ ≤ 2π

f(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
ϕn(θ)dθ

entonces una aplicación del Teorema de la Convergencia Monótona de Lebesgue muestra que

f(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
f(a+ eiθb)dθ.

El Teorema 2.1.2 nos muestra claramente que plurisubarmonicidad es una propiedad local.

Corolario 2.1.1 (Plurisubarmonicidad es una propiedad local). Sea U ⊂ Cn un abierto. Una

función f : U −→ [−∞,∞) es plurisubarmónica si y solamente si para cada a ∈ U existe una

vecindad V de a en U tal que f
∣∣
V

es plurisubarmónica.

Corolario 2.1.2. Sea U ⊂ Cn un abierto. Una función f : U −→ [−∞,∞) es plurisu-

barmónica si y solamente si para cada a ∈ U y δ ∈ Cn la función

fa,δ : Ua,δ −→ C

definida por fa,δ(λ) = f(a+ λb) es subarmónica en la componente conexa de Ua,δ = {λ ∈ C :

a+ λb ∈ U} que contiene al origen. Esto es, una función es plurisubarmónica si y solamente

si es subarmónica en cada recta compleja.

Corolario 2.1.3. Sea Ω ⊂ Cn un abierto.

(a) Si f ∈ H(Ω) entonces log |f | ∈ PSH(Ω).

(b) Si f ∈ H(Ω,Cm) entonces log ‖f‖ ∈ PSH(Ω).

Demostración: (a) Sea a+ ∆b ⊂ U y sea p ∈ P(C) tal que

log |f(a+ λb)| ≤ <p(λ) , |λ| = 1

entonces

f(a+ λb) ≤ e<p(λ) =
∣∣∣ep(λ)

∣∣∣ , |λ| = 1
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∣∣∣e−p(λ)f(a+ λb)
∣∣∣ ≤ 1 , |λ| = 1

y por lo tanto para |λ| ≤ 1, por el principio del módulo máximo. Se sigue que

log |f(a+ λb)| ≤ <p(λ) , |λ| ≤ 1

(b) Por el Teorema de Hahn-Banach[22]

log ‖f(z)‖ = sup{log |(ϕ ◦ f)(z)| : ϕ ∈ (Cm)∗ ∧ ‖ϕ‖ = 1}

Lema 2.1.1. Sea Ω ⊂ C un abierto. Entonces una función real-valuada u ∈ C2(Ω) es

subarmónica en Ω si y solamente si

∆u = 4
∂2u

∂z∂z
(z) ≥ 0 , z ∈ Ω

Demostración: Sin pérdida de generalidad, asumamos 0 ∈ Ω. Definamos

M(r) =
1

2π

∫ 2π

0
u(reiθ)dθ

ĺım
r→0+

M(r) = u(0)

Por el Teorema de Green[18]

dM

dr
(r) =

1

2π

∫ 2π

0

∂u

∂x
xeiθ +

∂u

∂y
yeiθdθ =

1

2πr

∫
|z|=r

u

x
dy − ∂u

∂y
dx

dM

dr
(r) =

1

2πr

∫∫
|z|≤r

∆udxdy

Definición 2.1.5. Sea U ⊂ Cn un dominio, u ∈ C2(U,R) y a ∈ U . La forma Hermitiana

∆δu(a) =

n∑
j,k=1

∂2u

∂zj∂zk
(a)δjδk =

∂2u(a+ λδ)

∂λ∂λ
(0)

es llamado la forma de Levi de u en a, donde δ ∈ Cn, (a+ λδ ∈ U).

Proposición 2.1.10. Sea U ⊂ Cn un abierto y u : U −→ R de clase C2. Entonces u es

plurisubarmónica si y sólo si para todo δ ∈ Cn y a ∈ U se cumple que

∆u(a, δ) =

n∑
j,k=1

∂2u

∂zj∂zk
(a)δjδk ≥ 0
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Demostración: Calculemos

∂u(a+ λδ)

∂λ
=

n∑
k=1

∂u

∂zk
(a+ λδ)δk

∂2u(a+ λδ)

∂λ∂λ
=

n∑
j=1

n∑
k=1

∂2u

∂zj∂zk
(a+ λδ)δjδk

∆(u ◦ αa,δ)(0, 1) = ∆u(a, δ)

El teorema se sigue del Lema 2.1.1.

Definición 2.1.6. Sea f : U ⊂ Cn −→ R (donde U es abierto) de clase C2. Entonces f es

estrictamente plurisubarmónica si

n∑
j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(a)δjδk > 0

para todo a ∈ U y δ ∈ (Cn)∗.

Proposición 2.1.11 (Lema de Urysohn[8]). Sea K ⊂ Rn un compacto, y U una vecindad de

K. Entonces existe una función ϕ ∈ C∞c (Rn) tal que supp(ϕ) ⊂ U , 0 ≤ ϕ ≤ 1 en Rn y ϕ = 1

en una vecindad de K.

Proposición 2.1.12. Sea Ω ⊂ Cn un abierto y sea f : Ω → R una función no-negativa.

Suponer que f es acotado en cada compacto de Ω. Entonces existe una función ϕ ∈ C∞(Ω)

tal que f(z) ≤ ϕ(z) para todo z ∈ Ω.

Demostración: Sean Kn una sucesión de compactos de Ω de modo que

Kn ⊂⊂ K̊n+1 ⊂ Ω

Ω =
∞⋃
n=1

Kn

Sea

Mn = sup{f(z) : z ∈ Kn −Kn−1} n ≥ 3

luego escojemos funciones an ∈ C∞c (Ω) con las propiedades (n ≥ 3)

0 ≤ an ≤ 1

an ≡ 1 enKn − K̊n−1
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suppan ⊂ K̊n+1 −Kn−2

Definimos

ϕ(z) =
∞∑
n=2

Mnan(z)

donde a2 ≡ 1 y M2 = sup{f(z) : z ∈ K2}.

Lema 2.1.2. Sea Ω ⊂ Cn un abierto, y sea f ∈ C2(Ω) una función estrictamente plurisu-

barmónica. Entonces existe una función estrictamente positiva ϕ ∈ C∞(Ω,R) tal que

n∑
j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(a)tjtk ≥ ϕ(a)

n∑
j=1

|tj |2

para todo a ∈ Ω y t ∈ Cn.

Demostración: Sea

S =

t ∈ Cn :
n∑
j=1

|tj |2
 = 1.

Sea Ωn una sucesión creciente de subconjuntos abiertos relativamente compactos de Ω tal

que

Ω =
∞⋃
n=1

Ωn

desde que f es estrictamente plurisubarmónica en Ω se sigue que

inf


n∑

j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(a)tjtk : a ∈ Ωn, t ∈ S

 = cn > 0

entonces por la Proposición 2.1.12 existe una función χ ∈ C∞(Ω,R+) tal que χ ≥ 1/cn en

Ωn −Ωn−1 para todo n ≥ 1. Definamos ϕ = 1/χ entonces ϕ ∈ C∞(Ω,R+). Sea a ∈ Ω y t ∈ S

entonces a ∈ Ωn − Ωn−1 para algún n ≥ 1, se sigue que

n∑
j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(a)tjtk ≥ cn ≥

1

χ(a)
= ϕ(a)

Lema 2.1.3. Sea Ω ⊂ C un abierto. Sea u una función subarmónica en Ω y a ∈ Ω. Para

0 ≤ r < d(a, ∂Ω), definamos

A(u, r) =
1

2π

∫ 2π

0
u(a+ reiθ)dθ
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entonces A(r) satisface lo siguiente

0 < r1 < r2 < d(a, ∂Ω) =⇒ A(u, r1) ≤ A(u, r2).

Demostración: Consideremos una función ϕ ∈ C(∂∆r2) tal que ϕ ≥ u en ∂∆r2 . Por el

Principio de Dirichlet[6] podemos asumir que ϕ es continua en la clausura de ∆r2 y armónica

en ∆r2 . Entonces ϕ satisface la propiedad del valor medio, esto es, A(ϕ, r) = ϕ(a) para todo

r ≤ r2. Desde que u es subarmónica en Ω, tenemos que u ≤ ϕ en ∆r2 y

A(u, r1) ≤ A(ϕ, r1) = A(ϕ, r2)

para todo tal ϕ, se sigue que

A(u, r1) ≤ ı́nf {A(ϕ, r2) : ϕ ∈ C(∂∆r2), ϕ ≥ u} = A(u, r2).

Lema 2.1.4. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Si u ∈ PSH(Ω) y u 6≡ −∞ en Ω, entonces u ∈

L1(Ω, loc). En particular, {z ∈ Ω : u(z) = −∞} tiene medida de Lebesgue cero.

Demostración: Primero mostraremos que

f(a) ≤ 1

(πr2)n

∫
∆(a,r)

fdV

para cada polidisco compacto ∆(a, r) ⊂ U . En efecto para 0 < ρ ≤ r tenemos que

f(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
f(a+ ρeiθe1)dθ

se deduce que

f(a) ≤ 1

πr2

∫ r

0
ρdρ

∫ 2π

0
f(a+ ρeiθe1)dθ

desde que f está acotada superiormente en cada compacto de U , podemos reemplazar la

integral iterada por una doble integral (Teorema de Fubini[5]). Entonces

f(a) ≤ 1

πr2

∫
∆(0,r)

f(a+ z1e1)dλ(z1)

Por iteración obtenemos que

f(a) ≤ 1

(πr2)n

∫
∆(0,r)

dλ(z1) · · ·
∫

∆(0,r)
f(a+ z1e1 + . . .+ znen)dλ(zn)
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y otra aplicación del Teorema de Fubini[5]) muestra que

f(a) ≤ 1

(πr2)n

∫
∆(a,r)

fdV.

Desde que f está acotada superiormente en cada compacto de U

f ∈ L1(∆(b, r)) si y solamente si

∫
∆(b,r)

fdV > −∞.

Ahora mostraremos que f es localmente Lebesgue integrable. En efecto, sea a ∈ Ω y

∆(a, 2r) ⊂ U . Entonces existe b ∈ ∆(a, r) tal que f(b) > −∞. Por lo tanto la función u

es Lebesgue integrable en ∆(b, r).

Corolario 2.1.4. Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces

(a) Si f ∈ PSH(U) no es identicamente −∞, entonces el conjunto

{z ∈ U : u(z) = −∞}

tiene medida de Lebesgue cero.

(b) Si f ∈ H(U) no es identicamente cero, entonces el conjunto

{z ∈ U : u(z) = 0}

tiene medida de Lebesgue cero.

Teorema 2.1.3. Sea Ω ⊂ Cn un dominio y Ωj = {z ∈ Ω : d(z, ∂Ω) > 1/j ∧ ‖z‖ < j}. Sea

u ∈ PSH(Ω), u 6≡ −∞. Entonces existe una sucesión (uj)j≥1 ⊂ C∞(Ω) con las siguientes

propiedades

(a) uj es estrictamente plurisubarmónica en Ωj.

(b) uj(z) ≥ uj+1 para todo z ∈ Ωj.

(c) ĺımj→∞ uj(z) = u(z) para todo z ∈ Ω.

(d) Si u es continua entonces la sucesión (uj)j≥1 converge hacia u uniformemente en partes

compactas de Ω.
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Demostración: Definamos: uj : Ω −→ R

uj(a) =

∫
Ωj+1

u(ζ)Φδj (a− ζ)dV (ζ) , δj =
1

j + 1

Para mostrar que uj ∈ PSH(Ωj), sea a ∈ Ωj y w ∈ Cn tal que a + ∆w ⊂ Ωj . Entonces

aplicando el Teorema de Fubini

1

2π

∫ 2π

0
uj(a+ eiθw)dθ =

1

2π

∫ 2π

0

[∫
B(0,1)

u(a+ eiθw − δjζ)Φ(ζ)dV (ζ)

]
dθ

=

∫
B(0,1)

[
1

2π

∫ 2π

0
u(a− δjζ + eiθw)dθ

]
Φ(ζ)dV (ζ)

≥
∫
‖ζ‖≤1

u(a− δjζ)Φ(ζ)dV (ζ)

= uj(a)

Entonces uj ∈ PSH(Ω) desde que u ∈ PSH(Ω). Por el Lema 2.1.3 aplicado a la función

subarmónica λ 7→ u(a+ λ(−ζ)), la integral

1

2π

∫ 2π

0
u(a− δjeitζ)dt

es una función decreciente en j, además

uj(a) =

∫
B(0,1)

u(a− δjζ)Φ(ζ)dV (ζ) =

∫
B(0,1)

u(a− δjeitζ)Φ(ζ)dV (ζ)

para todo t ∈ R, luego

uj(a) =
1

2π

∫ 2π

0

[∫
B(0,1)

u(a− δjζ)Φ(ζ)dV (ζ)

]
dt

=
1

2π

∫ 2π

0

[∫
B(0,1)

u(a− δjeitζ)Φ(ζ)dV (ζ)

]
dt

=

∫
B(0,1)

[
1

2π

∫ 2π

0
u(a− δjeitζ)dt

]
Φ(ζ)dV (ζ)

Por lo tanto la sucesión (uj)j≥1 es decreciente. Aplicando la propiedad del valor submedio a

la función subarmónica λ 7→ u(a+ λ(−ζ)), obtenemos que

uj(a) =

∫
B(0,1)

[
1

2π

∫ 2π

0
u(a− δjeitζ)dt

]
Φ(ζ)dV (ζ) ≥ u(a).

Como u es semicontinua superiormente tenemos que

ĺım sup
z→a

u(z) ≤ u(a)
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esto es dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

u(a+ δ(−ζ)) ≤ u(a) + ε

para todo |ζ| ≤ 1. Por lo tanto

u(a) ≤ uj(a) =

∫
B(0,1)

u(a− δjζ)Φ(ζ)dV (ζ) ≤ u(a) + ε , j + 1 >
1

δ

vj(z) = uj(z) +
1

j
‖z‖2

Lema 2.1.5 (Lema suavizante). Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Supongamos que u : Ω → R es

una función exhaustiva plurisubarmónica continua. Entonces para todo compacto K ⊂ Ω y

para todo ε > 0 existe una función ϕ : Ω→ R exhaustiva de clase C∞ tal que

(a) ϕ es estrictamente plurisubarmónica.

(b) ϕ ≥ u en Ω.

(c) |ϕ− u| < ε en K.

Demostración: Para cada j ≥ 0 sea Ωj = {z ∈ Ω : u(z) < j} ⊂⊂ Ω, sin pérdida de

generalidad podemos asumir que K ⊂ Ω0. Entonces por el Corolario 2.1.3 existe una sucesión

de funciones (j ≥ 1)

uj : Ωj −→ R

donde cada uj es estrictamente plurisubarmónica en Ωj y de clase C∞(Ω) tal que

u < uj < u+ 1 Ωj , j ≥ 1

lo cual implica que

uj − j + 1 < 0 Ωj−2 , j ≥ 2

uj − j + 1 > 0 Ωj − Ωj−1 , j ≥ 2

luego escojemos una función χ ∈ C∞(R) tal que

(
χ(t) =

∫ t

0
e−1/sds)

)
χ(t) = exp(t− 2t−1) , t > 0

χ(t) = 0 , t ≤ 0
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χ(t), χ′(t), χ′′(t) > 0 , t > 0

entonces

χ ◦ (uj − j + 1) ≡ 0 Ωj−2 , j ≥ 2

χ ◦ (uj − j + 1) > 0 Ωj − Ωj−1 , j ≥ 2

calculando la forma de Levi (j ≥ 2)

χ ◦ (uj − j + 1)

es plurisubarmónica en Ωj y estrictamente plurisubarmónica en Ωj − Ωj−1. Sea a2 > 0

suficientemente grande tal que

ϕ2 = u1 + a2χ ◦ (u2 − 2 + 1)

sea estrictamente plurisubarmónica en Ω2 y ϕ2 ≥ u en Ω2. Sea a3 > 0 suficientemente grande

tal que

ϕ3 = u1 + a2χ ◦ (u2 − 2 + 1) + a3χ ◦ (u3 − 3 + 1)

sea estrictamente plurisubarmónica en Ω3 y ϕ3 ≥ u en Ω3. Procediendo por inducción se

construye una sucesión (m ≥ 2)

ϕm = u1 +
m∑
j=2

ajχ ◦ (uj − j + 1)

donde cada ϕm es estrictamente plurisubarmónica en Ωm y ϕm ≥ u en Ωm. Consecuentemente

ϕm ≡ u1 Ω0 , m ≥ 2

ϕm ≡ ϕm−1 Ωm−2 , m ≥ 3.

Por lo tanto la función

ϕ = ĺım
m→∞

ϕm

es una función estrictamente plurisubarmónica de clase C∞ en Ω tal que

ϕ ≥ u Ω

|ϕ− u| < 1 , K
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Lema 2.1.6. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si F ∈ H(U, V ) es un mapeo holomorfo y u ∈

PSH(V ) ∩ C2(V ) entonces u ◦ F es PSH(V ) ∩ C2(V ).

Demostración: Apliquemos la identidad

∆δ(u ◦ F )(a) = ∆(u)(F (a), F ′(a)(δ)) ≥ 0

Corolario 2.1.5. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si F ∈ H(U, V ) es un mapeo holomorfo y

u ∈ PSH(V ) entonces u ◦ F es PSH(U).

Demostración: Sea Ω ⊂⊂ U y u 6≡ −∞. Entonces por el Teorema 2.1.3 uε = u ∗Φε decrece

hacia u. Observemos que uε ◦F ∈ PSH(U) para todo ε > 0 pequeño. Por lo tanto la sucesión

uε ◦ F decrece hacia u ◦ F en Ω. Desde que plurisubarmonicidad es una propiedad local,

entonces u ◦ F es plurisubarmónica.

En conjunción con el Teorema 2.1.1 obtenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.1.13 (principio del máximo para funciones plurisubarmónicas v́ıa discos

anaĺıticos). Sea Ω ⊂ Cn un dominio, S : ∆ → Ω un disco anaĺıtico y u : Ω → [−∞,∞) una

función plurisubarmónica, entonces

sup
S
u ≤ sup

∂S
u

Proposición 2.1.14. Si u es plurisubarmónica, entonces ϕ◦u es plurisubarmónica para toda

función convexa creciente ϕ en R (considerando ϕ(−∞) = ĺımt→−∞ ϕ(t) ∈ [−∞,∞)).

Demostración: Sea a + ∆b ⊂ U y t0 ∈ R. Dado que ϕ es una función convexa, entonces

existe k ∈ R tal que

ϕ(t) ≥ ϕ(t0) + k(t− t0) , t ∈ R

En particular

ϕ(u(a+ eiθb)) ≥ ϕ(t0) + k(u(a+ eiθb)− t0)

para todo θ ∈ [0, 2π], y por lo tanto

1

2π

∫ 2π

0
ϕ(u(a+ eiθb))dθ ≥ ϕ(t0) + k

[
1

2π

∫ 2π

0
(u(a+ eiθb)dθ − t0)

]
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Si escogemos

t0 =
1

2π

∫ 2π

0
u(a+ eiθb)dθ

entonces obtenemos

ϕ(u(a)) ≤ ϕ(t0) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
ϕ(u(a+ eiθb))dθ

Proposición 2.1.15. Si u es estrictamente plurisubarmónica, entonces ϕ◦u es estrictamente

plurisubarmónica, para toda función convexa estrictamente creciente ϕ en R.

Demostración: Apliquemos la identidad

∆δ(ϕ ◦ u)(a) = g′′(u(a))·
∣∣∣〈δ,∇u(a)

〉∣∣∣2 + ϕ′(u(a))·∆δu(a)

Proposición 2.1.16. Sea U ⊂ Cn un abierto. Si u es plurisubarmónica en U , entonces

ĺım sup
z→a

u(z) = u(a)

para cada punto a ∈ U .

Demostración: Desde que u es semicontinua superiormente,

ĺım sup
z→a

u(z) ≤ u(a)

para todo punto a ∈ U . Supongamos que

ĺım sup
z→a

u(z) < u(a)

entonces

sup
z∈B(a,ε)∗

u(z) < u(a)

para algún ε > 0, lo cual es una contradicción.

Definición 2.1.7. Sea U ⊂ Cn un dominio, f ∈ C2(U,R) y a ∈ U . La forma Hermitiana

∆δf(a) = ∆f(a, δ) =
n∑

j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(a)δjδk =

∂2fa,δ

∂λ∂λ
(0) ∈ R

es llamado la forma de Levi de f en a, donde δ ∈ Cn, (a+ λδ ∈ U).
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Las siguientes propiedades se deducen claramente de la definición y de la regla de la

cadena en su versión compleja, dejamos la prueba al lector.

Proposición 2.1.17. Si f ∈ C2(U,R) y g : R→ R es de clase C2, entonces

∆δ(g ◦ f)(a) = g′′(f(a))·
∣∣∣〈δ,∇f(a)

〉∣∣∣2 + g′(f(a))·∆δf(a)

Proposición 2.1.18. Si F : U → V es un mapeo holomorfo y g ∈ C2(V,R), entonces

∆δ(g ◦ F )(a) = ∆(g)(F (a), F ′(a)(δ))

Proposición 2.1.19. Si F ∈ C1(U, V ) y g : V → R es de clase C1, entonces

∇(g ◦ F )(a) = [JF (a)]∗∇g(F (a))

donde [JF (a)]∗ es la transpuesta de la conjugada de la matriz compleja JF (a).

Proposición 2.1.20. Sea Ω ⊂ Cn un dominio y f, g ∈ C2(Ω,R), entonces

∆δ(hf)(a) = h(a)·∆δf(a) + f(a)·∆δh(a) + 2<
{
∂h(a)(δ)· ∂f(a)(δ)

}
Proposición 2.1.21. Sea Ω ⊂ Cn un dominio y f ∈ C2(Ω,R), entonces

∆δf(a) =
Hessδf(a) + Hessiδf(a)

4

donde Hessδf(a) es la forma cudrática asociada a la matriz Hessiana de f en el punto a ∈ Ω.

2.2. Discos anaĺıticos y el principio de continuidad

Definición 2.2.1. Sea (Sj)j≥1 una sucesión de subconjuntos de un espacio métrico M y sea

S ⊂ M . Decimos que Sn converge a S si para todo ε > 0 existe J ∈ N tal que si j ≥ J

entonces Sj ⊂ B(S, ε) y S ⊂ B(Sj , ε). En este caso escribiremos Sj → S.

Para motivar la definición comenzaremos presentando algunos resultados de dominios

convexos[14].

Definición 2.2.2. Sea U ⊂ Rn un dominio. Diremos que U satisface el principio de

continuidad si para toda sucesión de segmentos cerrados (Lj)j≥1 ⊂ U satisfaciendo ∂Lj → B

y Lj → L donde B ⊂ U y L ⊂ Rn son compactos, entonces L ⊂ U .
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Teorema 2.2.1. Un dominio U ⊂ Rn es convexo si y solamente si satisface el principio de

continuidad.

Proposición 2.2.1 (S. Krantz[14]). Un dominio U ⊂ Rn es convexo si y solamente si para

todo segmento cerrado [a, b] ⊂ U la distancia

d([a, b], ∂U)

es alcanzada en los extremos del segmento.

Ahora estudiaremos una caracterización de dominios pseudoconvexos, mediante discos

anaĺıticos cerrados.

Definición 2.2.3. Un disco anaĺıtico es una aplicación continua S : ∆ −→ Cn cuya restric-

ción a ∆ es holomorfa. La frontera de un disco anaĺıtico S, denotado por ∂S, será la imagen

S(∂∆). Un disco anaĺıtico S : ∆ −→ Cn y la imagen S(∆) frecuentemente será denotado por

S.

Definición 2.2.4. Una familia continua de discos anaĺıticos {Φt}t∈[0,1] ⊂ Cn es una

aplicación continua de la forma

Φ : [0, 1]×∆ −→ Cn

de modo que cada Φt(z) = Φ(t, z) es una función holomorfa en ∆.

Definición 2.2.5 (Kontinuitätssatz). Sea U ⊂ Cn un dominio. Diremos que U satisface el

principio de continuidad si para toda sucesión de discos anaĺıticos (Sj)j≥1 satisfaciendo

Sj ∪ ∂Sj ⊂ U para todo j ≥ 1, tal que limj→∞∂Sj = B y ĺımj→∞ Sj = T donde B ⊂ U y

T ⊂ Cn son compactos, entonces T ⊂ U .

Propiedades 2.2.1.

(a) Si Xj ⊂ Yj, limj→∞Xj = A, limj→∞Yj = B entonces A ⊂ B.

(b) Si limj→∞Xj = A, limj→∞Yj = B entonces limj→∞Xj ∪ Yj = A ∪B.

(c) Si limj→∞Xj = A entonces limj→∞Xj = A y limj→∞Xj = A.

(d) Si limj→∞Xj = A entonces a ∈ A si y solo xj → a.
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(e) Si limj→∞Xj = A y limj→∞Xj = B entonces A = B.

(f) Si limj→∞Xj = A donde cada Xj es acotado entonces A es acotado.

(g) Si limj→∞K
compacto
j = Kcompacto donde cada Kj es conexo entonces K es conexo.

(h) Consideremos los discos anaĺıticos Sj : ∆ → Cn (j ≥ 1), S : ∆ → Cn, de modo que la

sucesión (Sj)j≥1 converge uniformemente a S en ∆, entonces

ĺım
j→∞

∂Sj = ∂S

ĺım
j→∞

Sj = S ∪ ∂S

Observaciones:

1. Los compactos B y T en la Definición 2.2.5 son siempre conexos, además B ⊂ T ⊂ U .

Esta observación implica lo siguiente:

Proposición 2.2.2. Sean U, V ⊂ Cn dominios satisfaciendo el principio de continuidad.

Entonces cada componente conexa de U ∩ V satisface el principio de continuidad.

Demostración: Sea W una componente conexa de U∩V . Sea (Sj)j≥1 una sucesión de discos

anaĺıticos satisfaciendo Sj ∪ ∂Sj⊂W para todo j ≥ 1, tal que

ĺım
j→∞

∂Sj = B

ĺım
j→∞

Sj = T

donde B ⊂ W y T ⊂ Cn son compactos. Por demostrar que T ⊂ W . Dado que U y V satis-

facen el principio de continuidad, T ⊂ U ∩ V . Como T es conexo, entonces T está contenido

en alguna componente conexa de U ∩V . Dado que B ⊂ T y B ⊂W entonces existe un punto

b ∈ T tal que b pertenece a la componente conexa W , la conexidad de T obliga a que todo el

conjunto T ⊂W . Por lo tanto W satisface el principio de continuidad.

Teorema 2.2.2. Si U ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa entonces U satisface el principio

de continuidad.

Demostración: Sea (Sj)j≥1 una sucesión de discos anaĺıticos satisfaciendo Sj ∪ ∂Sj ⊂ U

para todo j ≥ 1, tal que

ĺım
j→∞

∂Sj = B
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ĺım
j→∞

Sj = T

donde B ⊂ U y T ⊂ Cn son compactos. Por demostrar que T ⊂ U . Sea a ∈ T . Dado que

ĺımj→∞ Sj = T , entonces existe una sucesión (zj)j≥1 tal que ĺımj→∞ zj = a, donde zj ∈ Sj
para todo j ≥ 1. Dilatamos el compacto B, ∆(B, r) ⊂⊂ U , para algún r > 0, denotemos

K = ∆(B, r). Como ĺımj→∞ ∂Sj = B, entonces existe j0 ≥ 1 tal que ∂Sj ⊂ ∆(B, r) para todo

j ≥ j0. Por el Lema 1.2.6 Sj ⊂ (̂∂Sj)U ⊂ K̂U para todo j ≥ j0. Dado que U es un dominio

de holomorf́ıa entonces K̂U es compacto, y como (zj)j≥j0 ⊂ K̂U , se sigue que a ∈ K̂U ⊂ U ,

luego T ⊂ U . Por lo tanto U satisface el principio de continuidad.

Definición 2.2.6. Una rotación compleja es un isomorfismo C-lineal isométrico T : Cn →

Cn, esto es, preserva distancias ‖Tz − Tw‖ = ‖z − w‖.

Observación. Equivalentemente T es una rotación compleja si T admite la representación

Tz = U · z, donde U ⊂ Cn2
es una matriz unitaria (UU∗ = In).

Lema 2.2.1. Sea a ∈ Cn unitario, entonces existe una rotación compleja T : Cn → Cn tal

que Ta = e1.

Demostración: Por el proceso de Ghram-Smith, sea {a, a2, . . . , an} una base ortonormal

de Cn, luego formamos la matriz unitaria U = [a a2 . . . λan] donde λ−1 = det[a a2 . . . an],

entonces Tz = U−1z es una rotación compleja tal que Ta = e1, además el detT = 1.

Proposición 2.2.3. Sea U ⊂ Cn (con n ≥ 2) un dominio propio tal que Cn−U es compacto.

Entonces U no es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Desde que Cn − U es compacto, consideremos el punto a ∈ Cn − U el más

alejado del origen. Sea

R : Cn → Cn

una rotación compleja tal que Ra = (‖a‖, 0, . . . , 0). Sea b = Ra y V = R(U), entonces b es

el punto del compacto K = Cn − V más alejado al origen. Por demostrar que V no es un

dominio de holomorf́ıa. Para cada j ≥ 1 definamos los discos anaĺıticos

Sj : ∆→ V

Sj(z) = (‖a‖+
1

j
, z, 0, . . . , 0)
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Notamos que

ĺım
j→∞

∂Sj = {(‖a‖, z, 0, . . . , 0) : z ∈ ∂∆} ⊂ B(0, ‖a‖)c ⊂ V

ĺım
j→∞

Sj = {(‖a‖, z, 0, . . . , 0) : z ∈ ∆} 6⊂ V

desde que b ∈ ∂K = ∂V , luego V no satisface el principio de continuidad, se sigue por el

Teorema 2.2.2 que V no es un dominio de holomorf́ıa. Dado que U y V son biholomórficamente

equivalentes, entonces por la Proposición 1.6.5 U no es un dominio de holomorf́ıa.

Proposición 2.2.4. Si U ⊂ Cn es un dominio convexo entonces U satisface el principio de

continuidad.

Demostración: Sea (Sj)j≥1 una sucesión de discos anaĺıticos satisfaciendo Sj ∪ ∂Sj ⊂ U

para todo j ≥ 1, tal que ĺımj→∞ ∂Sj = B y ĺımj→∞ Sj = T donde B ⊂ U y T ⊂ Cn son

compactos y supongamos que existe a ∈ T y a /∈ U (a ∈ ∂U). Por convergencia Sj → T

existe una sucesión (zj)j≥1 tal que zj → a con zj ∈ Sj para cada j. Por la Proposición, existe

un hiperplano de soporte H = {z ∈ Cn : (z − a)· b = 0} para U en a, donde b ∈ Cn tal que

(z − a)· b < 0 para todo z ∈ U . Sea r = d(B, ∂U)/2 entonces K = ∆(B, r) ⊂ U es compacto.

Por convergencia ∂Sj → B existe j0 ≥ 1 tal que si j ≥ j0 entonces ∂Sj ⊂ ∆(B, r) ⊂ K. Como

la función z 7→ e〈z−a,b〉 es holomorfa en U entonces por el principio del módulo máximo para

funciones holomorfas respecto a discos anaĺıticos tenemos que ‖f‖Sj ≤ ‖f‖∂Sj ≤ ‖f‖K para

todo j ≥ j0, entonces 1 ≤ e(z0−a)·b para algún z0 ∈ K, el cual es una contradicción. Por lo

tanto todo dominio convexo satisface el principio de continuidad.

Teorema 2.2.3 (Versiones equivalentes al principio de continuidad). Sea U ⊂ Cn un

dominio. Las siguientes condiciones son equivalentes.

a) U satisface el principio de continuidad.

b) Para toda familia continua de discos anaĺıticos {Φt}t∈[0,1] ⊂ Cn de modo que

{Φt}t∈[0,1) ⊂ U y ∂Φ1 ⊂ U , entonces Φ1 ⊂ U .

c) Para toda familia continua de discos anaĺıticos {Φt}t∈[0,1] ⊂ Cn de modo que ∂Φt ⊂ U

para todo t ∈ I = [0, 1], entonces la inclusión Φt ⊂ U se cumple o bien para todo t ∈ I

o para ningún t ∈ I.
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2.3. Pseudoconvexidad global

Para todo dominio U ⊂ C la aplicación z 7→ − log d(z, ∂U) es subarmónica en U . En dimensio-

nes mayores en general no es cierto que la aplicación z 7→ − log d(z, ∂U) es plurisubharmónica

para todo dominio U . En esta sección probaremos que esta clase de dominios tal que la apli-

cación z 7→ − log d(z, ∂U) es plurisubharmónica, contiene la clase de dominios de holomorf́ıa.

En efecto en el caṕıtulo mostraremos que estas dos clases son la misma.

Proposición 2.3.1. Un dominio propio U ⊂ Rn es convexo si y solamente si la función

x 7→ − log d(x, ∂U)

es convexa en U .

Teorema 2.3.1. Un dominio U ⊂ Rn es convexo si y solamente si U admite una función

exhaustiva convexa continua.

Proposición 2.3.2. Para todo dominio U ⊂ C la aplicación z 7→ − log d(z, ∂U) es

subarmónica.

Demostración: − log d(z, ∂Ω) = − log ı́nf{|z − a| : a ∈ ∂U} = sup{− log |z − a| : a ∈ ∂U}

es subarmónica en U ⊂ C.

Ejemplo 2.3.1. La función z 7→ − log ‖z‖ no es plurisubharmónica en (Cn)∗ para n ≥ 2.

Demostración: Principio del máximo para funciones subarmónicas (en el punto a = e1 con

dirección δ = e2).

Definición 2.3.1. Sea U ⊂ Cn un abierto. Diremos que f : U → R, [−∞,∞) es una función

exhaustiva si Uc = {z ∈ U : f(z) < c} ⊂⊂ U , para todo c ∈ R.

Observaciones:

1. Equivalentemente si c ∈ Z+.

2. Si f es continua, entonces f es una función exhaustiva si y solamente si Uc = {z ∈ U :

f(z) ≤ c} es compacto, para todo c ∈ R.

3. Equivalentemente f es una función exhaustiva, si para todo c ∈ R, existe un compacto

K ⊂ U tal que para todo z ∈ U −K, f(z) > c.
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Proposición 2.3.3. Sea U ⊂ Cn un dominio y f : U → R una función continua. Entonces f

es una función exhaustiva si y solamente si para toda sucesión (zj)j≥1 ⊂ U con zj → a ∈ ∂U

o zj →∞ (esto es, ‖zj‖ → ∞) entonces f(zj)→ +∞.

Proposición 2.3.4. Todo dominio U ⊂ Cn admite una función exhaustiva continua.

Demostración: Sea f : U −→ R dado por f(z) = ‖z‖2 si ∂U = ∅ y f(z) = ‖z‖2 −

log dist(z, ∂U) por lo demás (donde d(z1, z2) = ‖z1 − z2‖, z1, z2 ∈ Cn). Afirmamos que f es

una función exhaustiva para U . Si ∂U = ∅ es claro, consideremos el caso cuando ∂U 6= ∅.

Si zj → a ∈ ∂U entonces
(
‖zj‖2

)
j≥1

es acotado y log dist(zj , ∂U) → −∞, aśı f(zj) → +∞.

Si zj → ∞ entonces dist(zj , ∂U) ≤ 2‖zj‖ para todo j suficientemente grande y por lo tanto

f(zj) ≥ ‖zj‖2 − log ‖zj‖ − log 2, lo cual implica f(zj)→ +∞. Observar que z 7→ dist(z, ∂U)

es lipschitziana, además si U es acotado f(z) = − log dist(z, ∂U) es una función exhaustiva

para U .

Observaciones:

1. Aplicando partición de la unidad en U =
⋃∞
n=1B(an, rn), podemos demostrar que todo

dominio U ⊂ Cn admite una función exhaustiva u =
∑∞

n=1 nϕn de clase C∞. En general

− log dist(z, ∂U) podŕıa no ser una exhaustion. Por ejemplo, si Ω = {z ∈ C : =(z) > 0}.

Definición 2.3.2. Un dominio U ⊂ Cn es pseudoconvexo si admite una función u : U →

R exhaustiva plurisubarmónica continua. Un abierto U ⊂ Cn es pseudoconvexo si cada

componente de U es un dominio pseudoconvexo.

Observaciones:

1. Equivalentemente por el Lema 2.1.5, un dominio U ⊂ Cn es pseudoconvexo si admite

una función u : U → R exhaustiva estrictamente plurisubarmónica de clase C∞.

2. Pseudoconvexidad es una propiedad invariante bajo biholomorfismos.

Ejemplo 2.3.2. Toda bola Euclidiana U = B(a, r) ⊂ Cn es un dominio pseudoconvexo. Sea

f : B(a, r) → R definido por f(z) = − log d(z, ∂U) claramente f es continua y exhaustiva.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz |〈a− z, w − a〉| ≤ r‖a− z‖, para todo w ∈ ∂U , luego

r2 − r‖a− z‖ ≤ r2 − |〈a− z, w − a〉| ≤ |r2 + 〈a− z, w − a〉| = |〈w − z, w − a〉|
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d(z, ∂U) = r − ‖a− z‖ ≤
∣∣∣∣〈w − z, w − ar

〉∣∣∣∣
Sea p ∈ ∂U de modo que d(z, ∂U) = ‖z − p‖, entonces∣∣∣∣〈p− z, p− ar

〉∣∣∣∣ = d(z, ∂U)

Por lo tanto

d(z, ∂U) = ı́nf
w∈∂U

{∣∣∣∣〈w − z, w − ar
〉∣∣∣∣}

Por la continuidad y monotońıa de la función log tenemos que

− log d(z, ∂U) = sup
w∈∂U

{
− log

∣∣∣∣〈w − z, w − ar
〉∣∣∣∣}

se sigue de la Proposición 4.8 y 4.9 que f es plurisubarmónica.

Ejemplo 2.3.3. Toda polidisco ∆(a, r) ⊂ Cn es un dominio pseudoconvexo.

Proposición 2.3.5. Sean U, V ⊂ Cn dominios pseudoconvexos. Entonces cada componente

conexa de U ∩ V es un dominio pseudoconvexo.

Demostración: Sean f, g : U → R funciones exhaustivas plurisubarmónicas continuas. Sea

W ⊂ U ∩ V una componente conexa. Por demostrar que W es un dominio pseudoconvexo.

Definimos

h : W → R

h(z) = máx{f(z), g(z)}

entonces h es una función plurisubarmónica continua. Sea (zj)j≥1 ⊂ W una sucesión tal

que ĺımj→∞ zj = ∞, entonces ĺımj→∞ f(zj) = +∞, luego ĺımj→∞ h(zj) = +∞. Sea

(zj)j≥1 ⊂ W una sucesión tal que ĺımj→∞ zj = a ∈ ∂W . Como ∂W ⊂ ∂U ∩ ∂V enton-

ces ĺımj→∞ f(zj) = +∞ o ĺımj→∞ g(zj) = +∞, luego ĺımj→∞ h(zj) = +∞. Por lo tanto h

es una función exhaustiva plurisubarmónica continua, se sigue que W es un dominio pseudo-

convexo.

Teorema 2.3.2. Si U ⊂ Cn es un dominio pseudoconvexo, entonces U satisface el principio

de continuidad.
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Demostración: Sea f : U → R una función exhaustiva plurisubarmónica continua. Sea

(Sj)j≥1 una sucesión de discos anaĺıticos satisfaciendo Sj ∪ ∂Sj ⊂ U para todo j ≥ 1

ĺım
j→∞

∂Sj = B

ĺım
j→∞

Sj = T

donde B ⊂ U y T ⊂ Cn son compactos. Por demostrar que T ⊂ U . Sea a ∈ T , por la

convergencia ĺımj→∞ Sj = T existe una sucesión (zj)j≥1 tal que zj → a donde zj ∈ Sj

para todo j ≥ 1. Dilatamos el compacto B, ∆(B, r) ⊂⊂ U , para algún r > 0. Denotemos

K = ∆(B, r) y M = sup
K
f . Por la convergencia ĺımj→∞ ∂Sj = B existe j0 ≥ 1 tal que

∂Sj ⊂ ∆(B, r) para todo j ≥ j0. Por la Proposición 2.1.13

f(zj) ≤ sup
Sj

f ≤ sup
∂Sj

f ≤M

para todo j ≥ j0, entonces (zj)j≥j0 ⊂ f−1(−∞,M ]. Como f es una exhaustion, a ∈

f−1(−∞,M ] ⊂ U , luego T ⊂ U . Por lo tanto U satisface el principio de continuidad.

2.4. Propiedades de dominios pseudoconvexos

En ésta sección daremos algunos ejemplos de dominios pseudoconvexos y algunas propie-

dades de estabilidad de dominios pseudoconvexos bajo operaciones de conjuntos.

Proposición 2.4.1. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Entonces U es una región pseudoconvexa si y

solamente si cada componente de U es un dominio pseudoconvexo.

Teorema 2.4.1. Sea
(

Ωλ

)
λ∈Λ
⊂ Cn una familia de dominios pseudoconvexos, y sea Ω una

componente conexa del interior de
⋂
λ∈Λ

Ωλ. Entonces Ω es un dominio pseudoconvexo.

Demostración: Observemos que

d(z, ∂Ω) = ı́nf
λ∈Λ

d(z, ∂Ωλ)

para z ∈ Ω, entonces

− log d(z, ∂Ω) = sup
λ∈Λ
{− log d(z, ∂Ωλ)}.
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Proposición 2.4.2. Si U ⊂ Cn y V ⊂ Cm son dominios de pseudoconvexos, entonces

el producto Cartesiano U × V ⊂ Cn+m es un dominio pseudoconvexo. En particular, si

Ω1, . . . ,Ωn ⊂ C son abiertos, entonces Ω = Ω1 × · · · × Ωn es pseudoconvexo en Cn.

Demostración: Observemos que ∂(U×V ) = (∂U×V )∪(U×∂V ). Si (z, w) ∈ U×V entonces

d((z, w), ∂(U×V )) = min{d(z, ∂U), d(w, ∂V )}. Consecuentemente − log d((z, w), ∂(U×V )) =

max{− log d(z, ∂U),− log d(w, ∂V )}

Proposición 2.4.3. Sean U ⊂ Cn y V ⊂ Cm dominios. Si f : U → V es un mapeo holomorfo

propio y V es pseudoconvexo, entonces U es un dominio pseudoconvexo.

Demostración: Como V es un dominio pseudoconvexo, entonces V admite una función

exhaustiva plurisubarmónica continua g : V −→ R. Por lo tanto g◦f es una función exhaustiva

plurisubarmónica continua en U . Por lo tanto U es un dominio pseudoconvexo.

Proposición 2.4.4. Sea T : Cn → Cm una aplicación lineal y V ⊂ Cm un dominio pseudo-

convexo y sea U = T−1(V ). Entonces U es un dominio pseudoconvexo.

Demostración: K̂psh
U ⊂ T−1

[
T̂ (K)

psh

V

]
, T̂ (K)

psh

V +B(0, ε) ⊂ V entonces K̂psh
U +B(0, δ) ⊂

U , luego U es plurisubarmónicamente convexo.

Definición 2.4.1. Un dominio TB ⊂ Cn es llamado un dominio tubular si existe un

dominio B ⊂ Rn, llamado la base de TB, tal que TB = {z ∈ Cn : <z ∈ Ω} = B + iRn.

Proposición 2.4.5. Un dominio tubular es pseudoconvexo si y solamente si su base es con-

vexa.

Demostración: Supongamos que TB es pseudoconvexo. Por demostrar que B es convexo.

Sea el segmento b+ [−1, 1] · d ⊂ B, entonces por demostrar que la función

t 7→ d(b+ td, ∂B) , t ∈ [−1, 1]

alcanza el mı́nimo en +1 o −1. Equivalentemente por demostrar la función

t 7→ − log d(b+ td, ∂B) , t ∈ [−1, 1]
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alcanza el máximo en +1 o −1. Supongamos por contradicción que el máximo es alcanzado

en el intervalo (−1, 1). Observemos que

− log d(z, ∂TB) = − log d(<z, ∂B) , z ∈ TB

y que la función

λ 7→ − log d(b+ λd, ∂TB) , λ ∈ ∆

es subarmónica. Por lo tanto la función subarmónica admite un máximo global y debe ser

constante, lo cual es una contradicción.

Proposición 2.4.6. Sean U ⊂ Cn, V ⊂ Cm dominios de pseudoconvexos y f ∈ O(U,Cm).

Entonces

Uf = {z ∈ U : f(z) ∈ V }

es un dominio pseudoconvexo.

Demostración: Sea K ⊂ Uf un compacto. Entonces

K̂psh
Uf
⊂ K̂psh

U ⊂⊂ U.

Supongamos que existe una sucesión (zj)j≥1 ⊂ K̂psh
Uf

tal que zj −→ z0 ∈ U ∩ ∂Uf . Notemos

que para todo z ∈ K̂psh
Uf

y v ∈ PSH(V )

v(f(z)) ≤ sup
K
v ◦ f = sup

f(K)
v

entonces

f(K̂psh
Uf

) ⊂ f̂(K)
psh

V ⊂⊂ V

f(zj) ∈ f̂(K)
psh

V ⊂⊂ V , j ≥ 1

y por lo tanto f(z0) ∈ V , lo cual es una contradicción.

Proposición 2.4.7. Sea Ω ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Entonces para todo subespacio

af́ın complejo V ⊂ Cn, Ω ∩ V es un dominio pseudoconvexo en V , i.e. para todo a ∈ Cn y

vectores linealmente independientes v1, . . . , vk ∈ Cn

G = {(λ1, . . . , λk) ∈ Ck : a+ λ1v1 + · · ·+ λkvk ∈ Ω}

es pseudoconvexo en Ck.
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Demostración: Si u es una función exhaustiva plurisubarmónica para Ω, entonces la función

v(λ) = u(a+ λ1v1 + · · ·+ λkvk) , λ = (λ1, . . . , λk) ∈ G

es una función exhaustiva plurisubarmónica para G. Observemos que el resultado también se

sigue de la proposición con

Ck 3 (λ1, . . . , λk)
f7→ a+ λ1v1 + · · ·+ λkvk ∈ Cn.

Corolario 2.4.1. Sea Ωj un abierto en Cnj , j = 1, . . . ,m. Entonces Ω = Ω1 × · · · × Ωm es

pseudoconvexo si y solamente si cada Ωj es pseudoconvexo, j = 1, . . . ,m.

Proposición 2.4.8. Sea Ω ⊂ Cn pseudoconvexo. Entonces para todo biholomorfismo

Φ : Ω −→ Φ(Ω)

el abierto Φ(Ω) es pseudoconvexo.

Demostración: Si u es una función exhaustiva plurisubarmónica para Ω, entonces u ◦ Φ−1

es una función exhaustiva plurisubarmónica para Φ(Ω).

2.5. Dominios plurisubarmónicamente convexos

Definición 2.5.1. Sea U ⊂ Cn un dominio y K ⊂ U compacto. El conjunto

K̂psh
U =

{
z ∈ U : u(z) ≤ sup

k
u para toda función plurisubarmónica u enU

}
Es llamado la envolvente convexa plurisubarmónica de K en U . Diremos que U es un

dominio plurisubarmónicamente convexo si para todo compacto K ⊂ U la envolvente

convexa plurisubarmónica K̂psh
U es relativamente compacta en U . Similarmente definimos

K̂psh∩C
U =

{
z ∈ U : u(z) ≤ sup

k
u para toda función plurisubarmónica continua u enU

}

K̂psh∩C∞
U =

{
z ∈ U : u(z) ≤ sup

k
u para toda función plurisubarmónica ude clase C∞ enU

}
Observaciones:
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1. La envolvente K̂psh
U ⊂ U es acotada desde que |zj | ∈ PSH(U).

2. La envolvente K̂psh∩C
U es cerrado en U .

3. En general, la envolvente K̂psh
U no es relativamente cerrado en U .

4. Si f ∈ H(U) entonces |f | ∈ PSH(U).

5. K ⊂ K̂psh
U ⊂ K̂psh∩C

U ⊂ K̂hol
U ⊂ K̂ lin

U = U ∩ conv(K).

6. Si u ∈ PSH(U) entonces sup
K̂psh
U

u ≤ sup
K
u.

7. Todo dominio holomórficamente convexo es plurisubarmónicamente convexo.

8. Las funciones exhaustivas forman una exhaustion en su dominio. Si U ⊂ Cn (n ≥ 1) es

un dominio de holomorf́ıa, entonces U no admite una exhaustion de la forma |f | donde

f ∈ H(U) (por el Teorema de Extensión de Hartogs y el principio del módulo máximo

para funciones holomorfas).

Proposición 2.5.1. Si S ⊂ U es un disco anaĺıtico cerrado, entonces S ⊂ (̂∂S)
psh

U .

Demostración: Principio del máximo para funciones plurisubarmónicas v́ıa discos anaĺıti-

cos.

Definición 2.5.2 (La función distancia direccional). Sea U ⊂ Cn un dominio. Para cada

η ∈ Cn, definamos dη : U → R por

dη(z) = sup{r > 0 : z + r∆· η ⊂ U}

Proposición 2.5.2. Sea U ⊂ Cn un dominio, entonces

a) La función z 7→ d(z, ∂U) es Lipschitz-continua en U .

b) La función z 7→ dη(z) es semicontinua inferiormente en U .

c) d(a, ∂U) = ı́nf‖η‖=1{dη(a)}.

Demostración: La función z 7→ dη(z) es semicontinua inferiormente en U . Sea 0 < c <

dη(a), entonces

a+ c∆· η ⊂ U
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Dilatamos el compacto K = a+ c∆· η, B(K, r) ⊂ U , entonces

B(a, r) + c∆· η ⊂ U

se sigue que c < dη(z) para todo z ∈ B(a, r). Por lo tanto z 7→ dη(z) es semiconti-

nua inferiormente en U . Además, como B(a, r) =
⋃
‖η‖=1

{a + r∆· η} entonces d(a, ∂U) =

ı́nf‖η‖=1{dη(a)}.

Teorema 2.5.1. Sea U ⊂ Cn un dominio, entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes.

a) La función

z 7→ − log dη(z)

es plurisubarmónica en U , para cada η ∈ Cn.

b) La función

z 7→ − log d(z, ∂U)

es plurisubarmónica en U .

c) U admite una función exhaustiva plurisubarmónica continua.

d) U admite una función exhaustiva plurisubarmónica.

e) U es continuamente plurisubarmónicamente convexo, esto es, para todo compacto K ⊂ U

tenemos que K̂psh∩C
U es compacto.

f) U es plurisubarmónicamente convexo, esto es, para todo compacto K ⊂ U tenemos que

K̂psh
U ⊂⊂ U

g) U satisface el principio de continuidad. Para toda familia continua de discos anaĺıticos

{Φt}t∈[0,1] ⊂ Cn de modo que ∂Φt ⊂ U para todo t ∈ I = [0, 1], entonces la inclusión

Φt ⊂ U se cumple o bien para todo t ∈ I o para ningún t ∈ I.

Demostración: El caso Ω = Cn es claro. Por lo tanto asumiremos Ω un dominio propio de

Cn.

a)⇒ b) d(z, ∂U) = ı́nf‖η‖=1{dη(z)}.

b)⇒ c) Consideremos la función z 7→ ‖z‖2 − log d(z, ∂U), z ∈ U .
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c)⇒ e) K̂psh∩C
U ⊂ {z ∈ Ω : u(z) ≤ supK u} ⊂⊂ Ω

e)⇒ f) K̂psh
U ⊂ K̂psh∩C

U ⊂ U .

f)⇒ g) Sea T = {t ∈ [0, 1] : Φt ⊂ U} entonces T es abierto en [0, 1]. Observemos que

Φt ⊂ ∂̂ΦtPSH(U) , t ∈ T

por el principio del máximo para funciones plurisubarmónicas, v́ıa discos anaĺıticos, y que

∂̂ΦtPSH(U) ⊂ ̂(Φ[0, 1]×∂∆)PSH(U) ⊂⊂ U , t ∈ [0, 1]

entonces

Φ(T ×∆) ⊂ ̂(Φ[0, 1]×∂∆)PSH(U) ⊂⊂ U

Φ(T ×∆) ⊂ Φ(T ×∆) ⊂ U

se sigue que T ⊂ T . Por lo tanto T es abierto y cerrado en el espacio conexo [0, 1].

g)⇒ a) Sea a+ ∆ ⊂ U .

− log dU (a+ λb) ≤ <p(λ) , |λ| = 1

dU (a+ λb) ≥ |e−p(λ)|

B(a+ λb, |e−p(λ)|) ⊂ U

a+ λb+ e−p(λ)B(0, 1) ⊂ U , |λ| = 1

Sea w ∈ B(0, 1).

Φ : [0, 1]×∆ −→ Cn

Φ(t, λ) = a+ λb+ te−p(λ)w

Φ0 ⊂ U =⇒ Φ1 ⊂ U

a+ λb+ e−p(λ)B(0, 1) ⊂ U , |λ| ≤ 1

− log dU (a+ λb) ≤ <p(λ) , |λ| ≤ 1

c)⇒ d) Es claro.

d)⇒ f) K̂psh
U ⊂ {z ∈ Ω : u(z) ≤ supK u} ⊂⊂ Ω
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Lema 2.5.1. Sea (Uj)j≥1 una sucesión de dominios pseudoconvexos en Cn con Uj ⊂ Uj+1

para cada j ≥ 1. Sea U =
⋃∞
j=1 Uj. Entonces la función

z 7→ − log d(z, ∂U)

es plurisubarmónica en U , y por lo tanto U es pseudoconvexo.

Demostración: Sea k ≥ 1 y z ∈ Uk. Observamos que la sucesión (d(z, ∂Uj))j≥k es creciente y

converge a d(z, ∂U), aśı por la continuidad de la función log tenemos que (− log d(z, ∂Uj))j≥k

es decreciente y converge a − log d(z, ∂U). Por lo tanto cada z 7→ − log d(z, ∂Uj) es pluri-

subarmónica. Se sigue que z 7→ − log d(z, ∂U) es plurisubarmónica en Uk. Desde que pluri-

subarmonicidad es una propiedad local y U =
⋃
j≥1 Uj , se sigue que z 7→ − log d(z, ∂U) es

plurisubarmónica en U . Luego la función z 7→ ‖z‖2 − log d(z, ∂U) es una exhaustion plurisu-

barmónica continua en U , y por lo tanto U es pseudoconvexo.

Corolario 2.5.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) U satisface el principio de continuidad.

(b) Para todo disco anaĺıtico cerrado S ⊂ U , tenemos que

d(∂S, ∂U) = d(S, ∂U)

(c) Para toda familia de discos anaĺıticos {∆t}t ⊂ U , de modo que
⋃
t ∂∆t ⊂⊂ U entonces⋃

t ∆t ⊂⊂ U.

Demostración: (a)⇒ (b). Supongamos por contradicción que

‖a− b‖ = d(S̊, ∂U) < d(∂S, ∂U)

donde podemos asumir que a = S(0). Ahora definimos los discos anaĺıticos

St = S + t(b− a) , t ∈ [0, 1)

aplicando el principio de continuidad b ∈ U , lo cual es una contradicción.

(b)⇒ (c). Dado que ∆t ⊂ ∂̂∆t para cada t, entonces
⋃
t ∆t es acotado. Además tenemos

que

ı́nf
t
d(∆t, ∂U) = ı́nf

t
d(∂∆, ∂U)
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esto es,

d

(⋃
t

∆t, ∂U

)
= d

(⋃
t

∂∆t, ∂U

)
Por lo tanto

⋃
t ∆t ⊂⊂ U.

Corolario 2.5.2. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si U es PSH(U)-convexo, entonces para toda

familia de discos anaĺıticos {∆t}t ⊂ U , de modo que
⋃
t ∂∆t ⊂⊂ U entonces

⋃
t ∆t ⊂⊂ U.

Corolario 2.5.3. Sea U ⊂ Cn un dominio. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) U es pseudoconvexo.

(b) Para cada compacto K ⊂ U , d(K, ∂U) = d
(
K̂psh∩C
U , ∂U

)
.

Demostración: (a) ⇒ (b). Sea K ⊂ U compacto. Desde que la función z 7→ − log d(z, ∂U)

es plurisubarmónica continua en U , entonces

d(K, ∂U) = d
(
K̂psh∩C
U , ∂U

)
.

(b) ⇒ (a). Sea K ⊂ U un compacto, entonces d
(
K̂psh∩C
U , ∂U

)
> 0. Por lo tanto K̂psh∩C

U

es compacto.

Corolario 2.5.4. Sea U ⊂ Cn un dominio holomórficamente convexo, entonces U es un

dominio pseudoconvexo.

Teorema 2.5.2. Si U ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa, entonces U es un dominio pseu-

doconvexo.

Demostración: Por convexidad holomorfa o por el principio de continuidad.

Es natural preguntarnos si la implicación inversa es también cierta, este es el famoso

Problema de Levi, el cual lo estudiaremos en el caṕıtulo IV.

Lema 2.5.2. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo, sea K ⊂ U compacto, y sea V una

vecindad de K̂psh
U en U . Entonces existe una función f ∈ PSH(U) ∩ C(U) tal que:

a) El conjunto {z ∈ U : f(z) ≤ c} es compacto para cada c ∈ R.

b) f(z) < 0 para todo z ∈ K.
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c) f(z) > 0 para todo z ∈ U − V.

Demostración: Sea u ∈ PSH(U) ∩ C(U) definido por

u(z) = max{‖z‖,− log d(z, ∂U)} − k

donde k es una constante tal que sup
K
u < 0. Dado que u es una exhaustion, Kc = {z ∈ U :

u(z) ≤ c} es compacto para cada c ∈ R. Si K0 − V = ∅ entonces f = u. Ahora consideremos

K0−V 6= ∅. Desde que K2 es compacto, K2 ⊂ Uδ = {z ∈ U : d(z, ∂U) > δ} para algún δ > 0.

Para cada a ∈ K0 − V existe ϕ ∈ PSH(U) tal que sup
K
ϕ < 0 < ϕ(a). Por el Corolario 2.1.3

existe una sucesión decreciente (ϕj)j≥1 ⊂ PSH(Uδ)∩ C(Uδ) el cual converge puntualmente a

ϕ en Uδ. Entonces

K ⊂
∞⋃
j=1

{z ∈ Uδ : ϕj(z) < 0}

dado que K es compacto existe ψ ∈ PSH(Uδ) ∩ C(Uδ) tal que sup
K
ψ < 0 < ψ(a). Desde

que K0 − V es compacto existen ψ1, . . . , ψm ∈ PSH(Uδ) ∩ C(Uδ) tal que sup
K
ψj < 0 para

j = 1, . . . ,m y

K0 − V ⊂
m⋃
j=1

{z ∈ Uδ : φj(z) > 0}.

Sea v = max{ψ, . . . , ψm}. Entonces v ∈ PSH(Uδ) ∩ C(Uδ), v(z) < 0 para todo z ∈ K y

v(z) > 0 para todo z ∈ K0 − V . Sea M = sup
K2

v > 0 y definamos f : U → R por

f(z) =

max{M ·u(z), v(z)} , u(z) < 2

M ·u(z) , u(z) > 1

Si 1 < u(z) < 2 entonces v(z) ≤ M < M.u(z), por lo tanto f está bien definido y pertenece

a PSH(U) ∩ C(U). Claramente f(z) < 0 para todo z ∈ K y f(z) > 0 para todo z ∈ U − V ,

y desde que

{z ∈ U : f(z) ≤ c} ⊂ {z ∈ U : M.u(z) ≤ c},

concluimos que el conjunto {z ∈ U : f(z) ≤ c} es compacto para todo c ∈ R.

Para llegar a una función estrictamente plurisubarmónica C∞ aplicaremos el Lema 2.1.5.

Lema 2.5.3. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo, sea K ⊂ U compacto, y sea V una

vecindad de K̂psh
U en U . Entonces existe una función f ∈ SPSH(U) ∩ C∞(U) tal que:
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a) El conjunto {z ∈ U : f(z) ≤ c} es compacto para cada c ∈ R.

b) f(z) < 0 para todo z ∈ K.

c) f(z) > 0 para todo z ∈ U − V.

Teorema 2.5.3. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo, entonces

K̂psh∩C
U = K̂psh

U

para todo compacto K ⊂ U . En particular K̂psh
U es compacto para cada compacto K ⊂ U .

Demostración: Por definición K̂psh
U ⊂ K̂pshc

U . Sea a ∈ U−K̂psh
U . Aplicando el Lema 2.5.2 con

V = U −{a} existe f ∈ PSH(U)∩C(U) tal que sup
K
f < 0 < f(a) por lo tanto a /∈ K̂pshc

U .

Corolario 2.5.5. Si U es un dominio pseudoconvexo en Cn y K un compacto en U entonces

K̂psh
U = K̂psh∩C∞

U . En particular K̂psh
U es compacto.

Demostración: Claramente K̂p
U ⊂ K̂

p∩C∞
U . Consideremos un punto a ∈ U − K̂p

U , aplicando

el Lema 2.5.3 al conjunto compacto y la vecindad V = U − {a} en K̂p
U , entonces existe

u ∈ PSH(U)∩ C∞(U) tal que u(a) > 0 y u < 0 en K̂p
U . Entonces u(z) < 0 en K, se sigue que

a ∈ U − K̂p∩C∞
U .

Proposición 2.5.3. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Sea u ∈ PSH(U) ∩ C(U) y sea

V = {z ∈ U : u(z) < 0}.

Entonces V es un dominio pseudoconvexo.

Demostración: Sea K ⊂ V compacto. Entonces

K̂psh
U ⊂ {z ∈ U : u(z) ≤ sup

K
u} ⊂ V

consecuentemente, K̂psh
V ⊂ K̂psh

U ⊂⊂ V.

Corolario 2.5.6. Un abierto Ω ⊂ Cn es pseudoconvexo si y solamente si Ωε = {z ∈ Ω :

dΩ(z) > ε} es pseudoconvexo para todo ε > 0.

Proposición 2.5.4. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Sea f ∈ PSH(U) y sea

V = {z ∈ U : f(z) < 0}.

Entonces V es un dominio pseudoconvexo.
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Demostración: Sea K ⊂ V compacto. Entonces existe c < 0 tal que f(z) ≤ c para todo

z ∈ K. Se sigue que f(z) ≤ c para todo z ∈ K̂psh
U porlo tanto K̂psh

V ⊂ K̂psh
U ⊂ V . Desde que

K̂psh
U es compacto, por el Teorema 2.5.3, concluimos que K̂psh

V es relativamente compacto en

V . Por lo tanto V es un abierto pseudoconvexo.

Proposición 2.5.5. Sea U ⊂ Cn un dominio. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) U es pseudoconvexo.

(b) Para todo compacto K ⊂ U , K̂psh
U ⊂⊂ U .

(c) Para todo compacto K ⊂ U , K̂psh
U es compacto.

(d) Para todo compacto K ⊂ U , K̂psh∩C
U es compacto.

(e) Para todo compacto K ⊂ U , K̂psh∩C∞
U es compacto.

Proposición 2.5.6. Si U es un dominio pseudoconvexo, entonces

K̂psh
U = K̂psh∩C

U = K̂psh∩C1

U = · · · = K̂psh∩Ck
U = · · · = K̂psh∩C∞

U .

2.6. Pseudoconvexidad local

Probaremos ahora que pseudoconvexidad como convexidad es en efecto una propiedad

local de la frontera.

Teorema 2.6.1. Sea U ⊂ Rn un dominio. Entonces U es convexo si y solamente si para

cada a ∈ ∂U existe una vecindad V ⊂ Rn de a tal que V ∩ U es convexo.

Definición 2.6.1. Sea U ⊂ Cn un dominio y a ∈ ∂U . Entonces U es localmente pseudo-

convexo en a si existe una vecindad V de a tal que toda componente de V ∩U es pseudocon-

vexo. Si U es localmente pseudoconvexo en cada a ∈ ∂U es localmente pseudoconvexo.

Teorema 2.6.2. Sea U ⊂ Cn un dominio. Entonces U es pseudoconvexo si y sólo si U es

localmente pseudoconvexo.

Demostración: Si U es pseudoconvexo entonces para todo a ∈ ∂U , cada componente de

U ∩ B(a, 1) es pseudoconvexo. Por lo tanto U es localmente pseudoconvexo. Supongamos

ahora que U es localmente pseudoconvexo. Primero supongamos que U es acotado. Sea
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a ∈ ∂U entonces existe una vecindad V de a tal que cada componente de U ∩ V es pseu-

doconvexo. Sea ra > 0 tal que B(a, ra) ⊂ V entonces cada componente de U ∩ B(a, ra)

es pseudoconvexo. Consideremos las componentes conexas W de U ∩ B(a, ra) tales que

W ∩ B(a, ra/2) 6= ∅. Para z ∈ W tenemos que d(z, ∂W ) = min{d(z, ∂U), d(z, ∂B(a, ra))}.

Para z ∈ W ∩ B(a, ra/2) tenemos que d(z, ∂U) ≤ d(z, a) < ra/2 < d(z, ∂B(a, ra)). Entonces

z 7→ − log d(z, ∂U) es plurisubarmónica en W ∩ B(a, ra/2), se sigue que z 7→ − log d(z, ∂U)

es plurisubarmónica en U ∩B(a, ra/2). Por lo tanto z 7→ − log d(z, ∂U) es plurisubarmónica

en X = U ∩
⋃
a∈∂U B(a, ra/2). Sea Y = U ∩

⋃
a∈∂U B(a, ra/4). Observemos que K = U −Y =

U −Y es compacto y por lo tanto z 7→ − log d(z, ∂U) alcanza su valor máximo M en K. Defi-

namos f : U → R dado por f(z) = max{− log d(z, ∂U),M}. Desde que plurisubarmonicidad

es una propiedad local y X∪K̊ = U , se sigue que f es una función exhaustiva plurisubarmóni-

ca continua. Por lo tanto U es pseudoconvexo. Supongamos ahora que U no es acotado. Sea

z0 ∈ U y consideremos la componente conexa Uj de U ∩B(z0, j) que contiene a z0, entonces

U =
⋃∞
j=1 Uj . Probaremos que cada Uj es localmente pseudoconvexo, por el resultado anterior

cada Uj es pseudoconvexo, se sigue que U es pseudoconvexo. Sea a ∈ ∂Uj ⊂ ∂U ∪ ∂B(z0, j).

Si a ∈ ∂U entonces existe una vecindad Va de a tal que cada componente de U ∩ Va es

pseudoconvexo. Observemos que cada componente conexa de Uj ∩ Va es una componente

conexa de [U ∩B(z0, j)]∩Va el cual es pseudoconvexo. Si a /∈ ∂U , entonces a ∈ ∂B(z0, j)∩U .

Sea r = d(a, ∂U), sea W una componente de Uj ∩ B(a, r/2). Para z ∈ W tenemos que

d(z, ∂W ) = min{d(z, ∂Uj), d(z, ∂B(a, r/2))}, d(z, ∂Uj) = min{d(z, ∂U), d(z, ∂B(z0, j))}. Pa-

ra z ∈ W tenemos que d(z, ∂B(z0, j)) < r/2 < d(z, ∂U). Por lo tanto z 7→ − log d(z, ∂W ) es

plurisubarmónica, se sigue del Teorema 2.5.1 que W es pseudoconvexo.

Observaciones:

1. El teorema precedente muestra que la pseudoconvexidad de un dominio U ⊂ Cn es una

propiedad local de ∂U . Si la función − log dU es plurisubarmónica en una vecindad abierta

de ∂U en U , entonces la función − log dU es plurisubarmónica en todo U , desde que

z 7→ máx{− log d(z, ∂B(a, r)),− log d(z, u)}

es plurisubarmónica en B(a, r) ∩ U .

2. Análogamente si U admite un función exhaustiva plurisubarmónica continua cerca a la
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∂U entonces U admite un función exhaustiva plurisubarmónica continua global, desde que

z 7→ máx{− log d(z, ∂B(a, r)), f(z)}

es una exhaustion plurisubarmónica continua en B(a, r) ∩ U .

Proposición 2.6.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si existe una función continua plurisubarmóni-

ca ρ definida en una vecindad V∂U de la frontera de U tal que

U ∩ V∂U = {z ∈ V∂U : ρ(z) < 0}

entonces U es pseudoconvexo.

Demostración: Sea a ∈ ∂U y sea r > 0 tal que B(a, r) ⊂ V∂U . Por el Teorema 2.6.2

es suficiente probar que U ∩ B(a, r) es pseudoconvexo. Consideremos la función continua

plurisubarmónica definido en V∂U por

u(z) = máx{‖z − a‖ − r, ρ(z)}.

Entonces u < 0 en U ∩ B(a, r) y u = 0 en ∂(U ∩ B(a, r)). Sea K ⊂ U ∩ B(a, r) compacto.

Entonces supK u = c < 0 y

K̂psh
U∩B(a,r) ⊂ {z ∈ U ∩B(a, r) : u(z) < c} ⊂⊂ U ∩B(a, r),

se sigue que U ∩B(a, r) es pseudoconvexo.

2.7. Función de definición global

Definición 2.7.1. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Diremos que la frontera ∂Ω es de clase Ck

(1 ≤ k ≤ ∞) si para cada a ∈ ∂Ω existe una función

% : Ua −→ R

de clase Ck no-degenerado en Ua ∩ ∂Ω, tal que

Ua ∩ Ω = {z ∈ Ua : %(z) < 0}

la funcion % es llamada una función de definición local para Ω.

Presentamos una definición equivalente, aplicando el Teorema de la función impĺıcita
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Definición 2.7.2. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Diremos que la frontera ∂Ω es de clase Ck

(1 ≤ k ≤ ∞) si para cada a ∈ ∂Ω existe una función

% : Ua −→ R

de clase Ck no-degenerado en Ua ∩ ∂Ω, tal que

Ua ∩ Ω = {z ∈ Ua : %(z) < 0}

Ua ∩ ∂Ω = {z ∈ Ua : %(z) = 0}

la funcion % es llamada una función de definición local para Ω.

Observaciones:

1. Ua ∩ ∂Ω es una superficie en R2n de clase Ck, (2n− 1)-dimensional (dado que 0 ∈ R es un

valor regular de %).

2. Presentamos una definición equivalente, pegando todas las definiciones locales (esto es,

aplicamos C∞-partición de la unidad).

Definición 2.7.3. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Diremos que la frontera ∂Ω es de clase Ck

(1 ≤ k ≤ ∞) si existe una función

% : U∂Ω −→ R

de clase Ck no-degenerado en ∂Ω, tal que

Ω ∩ U∂Ω = {z ∈ U∂Ω : %(z) < 0}

∂Ω = {z ∈ U∂Ω : %(z) = 0}

la funcion % es llamada una función de definición global para Ω.

Observaciones:

1. Si Ω ⊂ Cn es un dominio, entonces ∂Ω ∈ Ck si y solamente si ∂Ω ⊂ R2n es una superficie

de clase Ck, (2n − 1)-dimensional. Por lo tanto podemos considerar el espacio tangente

Ta(∂Ω) a ∂Ω en el punto a ∈ ∂Ω.

2. Presentamos una nueva definición equivalente, extendiendo la función de definición global

hacia una vecindad UΩ o hacia todo Cn (mediante el Lema de Urysohn).
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Definición 2.7.4. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Diremos que la frontera ∂Ω es de clase Ck

(1 ≤ k ≤ ∞) si existe una función

% : UΩ −→ R

de clase Ck no-degenerado en ∂Ω, tal que

Ω = {z ∈ UΩ : %(z) < 0}

∂Ω = {z ∈ UΩ : %(z) = 0}

la funcion % es llamada una función de definición global para Ω.

Ejemplo 2.7.1. Consideremos la bola Euclidiana B(a, r) ⊂ Cn, la cual admite una función

de definición global %(z) = ‖z − a‖2 − r2 de clase C∞, entonces ∂B(a, r) ∈ C∞.

Proposición 2.7.1 (forma compleja). Sea Ω ⊂ Cn un dominio con ∂Ω ∈ C1. Sean %1, %2

dos funciones de definicion global para Ω en una vecindad U∂Ω. Entonces existe una función

positiva h ∈ C(U∂Ω) tal que

a) %2 = h%1 en U∂Ω.

b) ∇%2 = h∇%1 en ∂Ω.

Demostración: Sea a ∈ ∂Ω. Por el Teorema de la Función Impĺıcita existe un C1-

difeomorfismo (es decir, un cambio de coordenadas)

Φa : Wa −→ B(0, ε) ⊂ Cn

de modo que

Φa(Wa ∩ Ω) = {x ∈ B(0, ε) : x2n < 0}

Φa(Wa ∩ ∂Ω) = {x ∈ B(0, ε) : x2n = 0}

Definimos

r1 = %1 ◦ Φ−1
a ∈ C1(B(0, ε))

r2 = %2 ◦ Φ−1
a ∈ C1(B(0, ε))

h1(x′, x2n) =

∫ 1

0

∂r1

∂x2n
(x′, tx2n)dt

h2(x′, x2n) =

∫ 1

0

∂r2

∂x2n
(x′, tx2n)dt
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Notamos que r1, r2 son funciones de definición local del plano x2n = 0 en el origen. Por la

regla de Leibniz h1, h2 ∈ C(B(0, ε)), y por el Teorema Fundamental del Cálculo

r1(x′, x2n) = r1(x′, x2n)− r1(x′, 0) =

∫ 1

0

d

dt

{
r1(x′, tx2n)

}
dt = x2nh1(x′, x2n)

r2(x′, x2n) = r2(x′, x2n)− r2(x′, 0) =

∫ 1

0

d

dt

{
r2(x′, tx2n)

}
dt = x2nh2(x′, x2n)

entonces
∂r1

∂x2n
(0) = h1(0)

∂r2

∂x2n
(0) = h2(0)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que h1, h2 > 0 en B(0, ε). Entonces r2 = h2
h1
r1,

se sigue que %2 = ha%1 en Wa, donde ha = h2
h1
◦ Φa. Por lo tanto para cada a ∈ ∂Ω existe

una bola Ba ⊂ U∂Ω y una función continua ha ∈ C(Ba) tal que %2 = ha%1 en Ba. Definimos

h : U∂Ω −→ R por

h(z) =


%2(z)
%1(z) , z ∈ U∂Ω − ∂Ω

ha(z) , z ∈ Ba

Observaciones:

1. La función h es única.

2. Si U ⊂ Rn es un dominio con ∂U ∈ C1 entonces admite un espacio tangente bien-definido

(esto es, no depende de la función de definición) en cada punto a ∈ ∂U (dado que ∂U

es una superficie) denotado por Ta(∂U), si %a es una función de definición local en una

vecindad Va, entonces (dado que Va ∩ ∂U = %−1{0}, donde 0 es un valor regular)

Ta(∂U) = {x ∈ Rn : x· d%(a) = 0} = {x ∈ Rn : d%(a)(x) = 0}

el cual es un subespacio real (2n− 1)-dimensional.

3. Como la función % : V → R ⊂ C es real-valuada, entonces

d%(a) = ∂%(a) + ∂%(a) = 2<∂%(a)
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4. Identifiquemos Cn = R2n mediante (z1, z2, . . . , zn) = (x1, y1, x2, y2, . . . , xn, yn) donde zj =

xj + iyj para todo 1 ≤ j ≤ n. Si U ⊂ Cn es un dominio con ∂U ∈ Ck (k ≥ 1) entonces

Ta(∂U) =
{
z ∈ Cn : <

〈
z,∇%(a)

〉
= 0
}

Definamos el espacio tangente complejo a ∂U en a

TC
a (∂U) = Ta(∂U) ∩ iTa(∂U)

si % es una función de definición para U , entonces

TC
a (∂U) =

{
z ∈ Cn :

〈
z,∇%(a)

〉
= 0
}

= Ker(∂%)(a) = {δ ∈ Cn : ∂%(a)(δ) = 0}

el cual es un subespacio complejo (n− 1)-dimensional, donde

∇%(a) =

(
∂%

∂z1
(a),

∂%

∂z2
(a), . . . ,

∂%

∂zn
(a)

)
es el gradiente complejo de % en a.

5. Equivalentemente el espacio tangente complejo, es el mayor C-subespacio de Cn, contenido

en el espacio tangente real.

6. ∇%(a) 6= 0 si y solo si d%(a) 6= 0.

Definición 2.7.5. Sea U ⊂ Cn un dominio, f ∈ C2(U,R) y a ∈ U . La forma Hermitiana

∆δf(a) = ∆f(a, δ) =
n∑

j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(a)δjδk =

∂2fa,δ

∂λ∂λ
(0) ∈ R

es llamado la forma de Levi de f en a, donde δ ∈ Cn, (a+ λδ ∈ U).

Observaciones:

1. La forma de Levi ∆δf(a) es R-lineal en f .

Ejemplo 2.7.2. Si f(z) = ‖z‖2 =
∑n

j=1 zjzj entonces ∆δf(a) = ‖δ‖2.

2.8. Dominios Levi pseudoconvexos

Para dominios de Cn con fronteras suaves, existen caracterizaciones alternativas de pseu-

doconvexidad, análogamente a los dominios convexos de Rn con fronteras suaves.
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Teorema 2.8.1 (S. Krantz[14]). Sea U ⊂ Rn un dominio con frontera de clase C2. Entonces

U es convexo si y solamente si para cada a ∈ ∂U

Hess(%)(a, δ) =

n∑
j,k=1

∂2%

∂xj∂xk
(a)δjδk ≥ 0

para todo δ ∈ Ta(∂U).

Definición 2.8.1. Sea U ⊂ Cn un dominio con frontera de clase C2. Diremos que U satisface

la condición de Levi en a ∈ ∂U si la forma de Levi

∆δ%(a) =
n∑

j,k=1

∂2%

∂zj∂zk
(a)δjδk ≥ 0

es semidefinida positiva en TC
a (∂U). Diremos que U satisface la condición estricta de Levi

en a ∈ ∂U si la forma de Levi

∆δ%(a) =

n∑
j,k=1

∂2%

∂zj∂zk
(a)δjδk > 0

es definida positiva en TC
a (∂U)∗. Diremos que U es Levi pseudoconvexo si satisface la

condición de Levi en cada punto a ∈ ∂U . Si U es un dominio acotado, diremos que U es

estrictamente pseudoconvexo si satisface la condición estricta de Levi en cada punto

a ∈ ∂U .

Lema 2.8.1. Si f : U ⊂ Cn → R es diferenciable en z = a con f(a) = 0, y h : U ⊂ Cn → R

es continua en z = a. Entonces hf es diferenciable en z = a, además

∇(hf)(a) = h(a)· ∇f(a)

Proposición 2.8.1. Las condiciónes de Levi no dependen de la elección de la función de

definición local o global, y ellos son invariantes bajo mapeos biholomorfos.

Demostración: Si %2 = h%1 es otra función de definición local, entonces

∆δ%2(a) =
n∑

j,k=1

∂2%2

∂zj∂zk
(a)δjδk =

n∑
j,k=1

∂h

∂zk
(a)

∂%1

∂zk
(a)δjδk +

n∑
j,k=1

∂h

∂zk
(a)

∂%1

∂zj
(a)δjδk + h(a)

n∑
j,k=1

∂2%1

∂zj∂zk
(a)δjδk

∆δ%2(a) = h(a)·∆δ%1(a) + 2<
{
∂h(a)(δ)· ∂%1(a)(δ)

}
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Si restringuimos la forma de Levi al espacio tangente complejo δ ∈ TC
a (∂U) entonces

∆δ%2(a) = h(a)·∆δ%1(a)

el cual difiere por solo un factor escalar positivo. En particular el número de autovalores

negativos y positivos de la forma de Levi es independiente de la elección de la función de

definición local o global.

Ejemplo 2.8.1. Sea U ⊂ Cn un dominio con frontera de clase C2. Si a ∈ ∂U es un punto

de convexidad, entonces es un punto de Levi pseudoconvexidad, el rećıproco no es cierto

(∆(r,R)× C).

Ejemplo 2.8.2. Ω = {z ∈ C2 : |z1|4 + |z2|4 < 1} es un dominio Levi pseudoconvexo pero no

estrictamente pseudoconvexo.

Ejemplo 2.8.3. Las bolas son dominios estrictamente pseudoconvexos, z 7→ ‖z‖2 − 1.

Ejemplo 2.8.4. Sea Φ una función entera en C2 tal que ∇Φ 6= 0 en |Φ| = 1. Sea

Ω = {(z1, z2) ∈ C2 : |Φ(z1, z2)| < 1}

entonces Ω es un dominio Levi pseudoconvexo.

Ejemplo 2.8.5. Si Ω es el exterior de la bola unitaria en C2,

Ω = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2 + |z2|2 > 1}

entonces Ω no es Levi pseudoconvexo en ningún punto frontera.

2.9. La función distancia orientada

Teorema 2.9.1 (Teorema de Rademacher[12]). Sea U ⊂ Cn un abierto. Si f : U −→ R es

Lipschitz-continua, entonces f es diferenciable en casi todo punto en U , esto es, los puntos

en U en el cual f no es diferenciable forman un conjunto de medida de Lebesgue cero.

Proposición 2.9.1 (H. Federer [19]). Sea U ⊂ Rn un abierto. Si f es una función Lipschitz-

continua en U , y g una función continua en U , tal que

∇f(x) = g(x)
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para casi todo x ∈ U , entonces

∇f(x) = g(x)

para todo x ∈ U , y por lo tanto f ∈ C1(U).

Lema 2.9.1 (S. Krantz [20]). Sea U ⊂ Rn un dominio con frontera de clase C2. Entonces la

función distancia orientada θ : Rn −→ R

θ(x) =

−dist(x, ∂U) , x ∈ U

dist(x, ∂U) , x ∈ Rn − U

es una función de definición global en una vecindad de ∂U , de clase C2, no-degenerado en

∂U , y Lipschitz-continua.

Demostración: Sea a ∈ ∂U , entonces existe una función % : Va → R de clase C2 tal

que Va ∩ U = {x ∈ Va : %(x) < 0} y ∇%(a) 6= 0. Sin pérdida de generalidad pode-

mos suponer que ∂%
∂xn

(a) > 0, entonces por el teorema de la función impĺıcita existen

B(a′, δ) ⊂ Rn−1, Iε(an) ⊂ R y una función ξ : B(a′, δ) → Iε(an) de clase C2 tal que

%−1(0) ∩ (B(a′, δ)× Iε(an)) = {(x′, xn) ∈ B(a′, δ) × Iε(an) : xn = ξ(x′)}. Por lo tanto la

restricción % : V ′a → R (V ′a = B(a′, δ)× Iε(an)) es una función de definición local para U en

a ∈ ∂U , de modo que

V ′a ∩ U = {x ∈ V ′a : %(x) < 0} = {(x′, xn) ∈ V ′a : xn < ξ(x′)}

V ′a ∩ ∂U = {x ∈ V ′a : %(x) = 0} = {(x′, xn) ∈ V ′a : xn = ξ(x′)}

además por convención de definición local, el gradiente ∇%(x) es un vector normal a ∂U

dirigido hacia el exterior de U , en cada punto x ∈ V ′a ∩ ∂U . Como U = {x ∈ Rn : θ(x) < 0},

entonces demostraremos que θ es de clase C2, y con gradiente no-degenerado en una vecindad

del punto a ∈ ∂U . Definamos la aplicación Φ : B(a′, δ)× R→ Rn

Φ(x′, t) = (x′, ξ(x′)) + t· ∇%(x′, ξ(x′))

calculemos el determinante de la matriz Jacobiana de Φ(x′, t)

1 + t
(

∂2%
∂x1∂x1

+ ∂2%
∂xn∂x1

∂ξ
∂x1

)
· · · t

(
∂2%

∂xn−1∂x1
+ ∂2%

∂xn∂x1

∂ξ
∂xn−1

)
∂%
∂x1

t
(

∂2%
∂x1∂x2

+ ∂2%
∂xn∂x2

∂ξ
∂x1

)
· · · t

(
∂2%

∂xn−1∂x2
+ ∂2%

∂xn∂x2

∂ξ
∂xn−1

)
∂%
∂x2

... · · ·
...

...

t
(

∂2%
∂x1∂xn−1

+ ∂2%
∂xn∂xn−1

∂ξ
∂x1

)
· · · 1 + t

(
∂2%

∂xn−1∂xn−1
+ ∂2%

∂xn∂xn−1

∂ξ
∂xn−1

)
∂%

∂xn−1

∂ξ
∂x1

+ t
(

∂2%
∂x1∂xn

+ ∂2%
∂xn∂xn

∂ξ
∂x1

)
· · · ∂ξ

∂xn−1
+ t
(

∂2%
∂xn−1∂xn

+ ∂2%
∂xn∂xn

∂ξ
∂xn−1

)
∂%
∂xn


=
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det JΦ(x′, t) = det

 In−1 + t·A(x′) ∇x′%(x′, ξ(x′))

∇ξ(x′) + t· b(x′) %xn(x′, ξ(x′))


donde A(x′) es una (n−1)×(n−1)-matriz continua y b(x′) es un (n−1)-matriz fila continua.

Diferenciando %(x′, ξ(x′)) = 0 para x′ ∈ B(a′, δ) tenemos que

det JΦ(x′, t) = det

 In−1 + t·A(x′) − ∂%
∂xn

(x′, ξ(x′))·∇ξ(x′)

∇ξ(x′) + t· b(x′) ∂%
∂xn

(x′, ξ(x′))


Evaluando el determinante de la matriz Jacobiana de Φ en el punto (a′, 0)

det J(a′, 0) =
∂%

∂xn
(a′, ξ(a′)) det

 In−1 −∇ξ(a′)

∇ξ(a′) 1


=

∂%

∂xn
(a′, ξ(a′)) det

In−1 −∇ξ(a′)

0 1 + ‖∇ξ(a′)‖2


=

∂%

∂xn
(a) · (1 + ‖∇ξ(a′)‖2) 6= 0.

Por el teorema de la función inversa existe ε > 0 y una vecindad Wa tal que

Φ : B(a′, δ)× (−ε, ε) −→Wa

es un difeomorfismo de clase C1, además Φ (B(a′, δ)× {0}) = Wa ∩ ∂U . Observamos que si

y ∈Wa entonces y admite una escritura única de la forma

y = Φ(x′, t) = (x′, ξ(x′)) + t· ∇%(x′, ξ(x′))

Ahora definamos π : B(a′, δ)× (−ε, ε)→ B(a′, δ)× (−ε, ε) por π(x′, t) = (x′, 0) y la aplicación

proyección de clase C1

p = Φ ◦ π ◦ Φ−1 : y = x+ t· ∇%(x) 7→ x

para todo x ∈ Wa ∩ ∂U . Sea el compacto K = Φ (B[a, δ/2]× [−ε/2, ε/2]), luego dilatamos

B(K, r) ⊂ Wa, donde r < ε/2, entonces para todo y ∈ Φ (B(a, δ/2)× (−r, r)) tenemos que

B(y, ‖y−x‖) ⊂ Φ (B(a, δ)× (−ε, ε)). Por lo anterior haciendo δ y ε suficientemente pequeños

tenemos que

θ(y) =

−‖y − p(y)‖ , y ∈Wa ∩ U

‖y − p(y)‖ , y ∈Wa ∩ U c
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Entonces θ es una función de clase C1 en Wa excepto talvez en ∂U . Si y ∈Wa−∂U , entonces

∇θ(y) =


−(In −Dp(y))∗ (y − p(y))

‖y − p(y)‖
, y ∈Wa ∩ U − ∂U

(In −Dp(y))∗ (y − p(y))

‖y − p(y)‖
, y ∈Wa ∩ U c − ∂U

Desde que % ◦ p(y) = 0 se sigue que Dp(y)∗(∇%(x)) = 0. Pero y − p(y) = t· ∇%(x)

Dp(y)∗(y − p(y)) = 0.

Entonces

∇θ(y) =


− y − p(y)

‖y − p(y)‖
, y ∈Wa ∩ U − ∂U

y − p(y)

‖y − p(y)‖
, y ∈Wa ∩ U c − ∂U

=

{
∇%(p(y))

‖∇%(p(y))‖
, y ∈Wa − ∂U

Por lo tanto el campo vectorial ∇θ(y) es de clase C1 y no-degenerado en Wa.

Observaciones:

1. ‖∇θ(x)‖ = 1 para todo x ∈ ∂U .

2. Si N es el campo normal unitario hacia el exterior de U , entonces N
∣∣
∂U

= ∇θ.

3. x− π(x) = θ(x)N(x)

4. Si U = B(a, r), entonces θ(z) = ‖z − a‖ − r

5. La frontera ∂U admite una vecindad V∂U , tal que para todo x ∈ V∂U existe exactamente

un punto π(x) ∈ ∂U tal que

dist(x, ∂U) = ‖x− π(x)‖

6. La proyección x 7→ π(x) es de clase C1.

2.10. El teorema de Levi

Lema 2.10.1. Suponer f : U −→ R de clase C2 y con gradiente no-degenerado y que para

algún conjunto S ⊂⊂ U tengamos ∆δf(z) ≥ 0 para todo z ∈ S y para todo δ ∈ Cn con〈
δ,∇f(z)

〉
= 0. Entonces existe c ≥ 0 tal que ∆δf(z) ≥ −c‖δ‖

∣∣∣〈δ,∇f(z)
〉∣∣∣ para todo z ∈ S

y δ ∈ Cn.
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Demostración: Definamos

d =

n∑
j,k=1

wwww ∂2f

∂zj∂zk

wwww
S

, c = 4d

wwww 1

‖∇f‖

wwww
S

Sean z ∈ S y δ ∈ Cn. Denotemos θ = ∇f(z)/‖∇f(z)‖ , δ′ =
〈
δ, θ
〉
θ , δ′′ = δ − δ′ en-

tonces 〈δ′′, θ〉 = 0 por lo cual
〈
δ′′,∇f(z)

〉
= 0 y ‖δ′‖ , ‖δ′′‖ ≤ ‖δ‖ dado que 〈δ′, δ′′〉 = 0.

Como
〈
δ′′,∇f(z)

〉
= 0 entonces ∆δ′′f(z) ≥ 0. Como |∆δ′f(z)| ≤ d‖δ′‖2 ≤ d‖δ‖‖δ′‖ y∣∣∣∑n

j,k=1
∂2f

∂zj∂zk
(z)(δ′′j δ

′
k + δ′jδ

′′
k)
∣∣∣ ≤ 2d‖δ′‖‖δ′′‖ ≤ 2d‖δ‖‖δ′‖ tenemos que

∆δf(z) = ∆δ′′f(z) + ∆δ′f(z) +
n∑

j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(z)(δ′′j δ

′
k + δ′jδ

′′
k) ≥ −3d‖δ‖‖δ′‖

∆δf(z) ≥ −3d‖δ‖ 1

‖∇f(z)‖

∣∣∣〈δ,∇f(z)
〉∣∣∣ ≥ −c‖δ‖ ∣∣∣〈δ,∇f(z)

〉∣∣∣

Teorema 2.10.1. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo con frontera ∂U de clase C2.

Entonces U es Levi pseudoconvexo.

Demostración: Dado que ∂U ∈ C2 podemos manufacturar una función de definición global

para ∂U . Sea θ : Cn → R la función distancia orientada dada por el Lema 2.9.1, el cual es

una función de definición global en una vecindad V de ∂U , de clase C2, no-degenerado en la

frontera ∂U . Dado que U es pseudoconvexo la función

f(z) = − log(−θ(z)) = − log d(z, ∂U)

es plurisubarmónica en U . Dado que θ es de clase C2 en V∂U ∩ U entonces por la regla de la

cadena tenemos que

0 ≤ ∆δf(z) =
1

θ(z)2

∣∣∣〈δ,∇θ(z)〉∣∣∣2 − 1

θ(z)
∆δθ(z)

y como θ < 0 en U entonces

∆δθ(z) ≥ 0

para todo z ∈ V∂U ∩U con
〈
δ,∇θ(z)

〉
= 0. Sea a ∈ ∂U . Afirmamos que ∆δθ(a) ≥ 0 para todo

δ ∈ TC
a (∂U). Sea W = B(a, r) ∩ U donde B(a, r) ⊂ V∂U entonces a ∈ W . Luego ∆δθ(z) ≥ 0

para todo z ∈W con
〈
δ,∇θ(z)

〉
= 0. Por el Lema 2.10.1 existe c ≥ 0 tal que

∆δθ(z) ≥ −c‖δ‖
∣∣∣〈δ,∇θ(z)〉∣∣∣
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para todo z ∈ W y para todo δ ∈ Cn. Dado que las primeras y segundas derivadas de θ son

continuas y a ∈W entonces ∆δθ(a) ≥ −c‖δ‖
∣∣∣〈δ,∇θ(a)

〉∣∣∣ = 0.

Lema 2.10.2. Sea U ⊂ Cn un dominio. Si la función

z 7→ − log dU (z)

es plurisubarmónica cerca a la frontera de U , entonces U es un dominio pseudoconvexo.

Demostración: Probaremos que U es localmente pseudoconvexo. Sea a ∈ ∂U y r > 0 tal

que B(a, r) ⊂ V∂U , entonces

− log d(z, ∂(B(a, r) ∩ U)) = máx{− log d(z, ∂B(a, r),− log d(z, ∂U)}.

Por lo tanto la función

− log d(z, ∂(B(a, r) ∩ U))

es plurisubarmónica en B(a, r) ∩ U .

Teorema 2.10.2. Sea U ⊂ Cn un dominio con frontera ∂U ∈ C2. Si U es un dominio Levi

pseudoconvexo, entonces U es un dominio pseudoconvexo.

Demostración: Como ∂U ∈ C2 entonces la función distancia orientada θ : Cn −→ R

θ(z) =

−dU (z) , z ∈ U

dU (z) , z ∈ Rn − U

es una función de definición global para U , de clase C2 en una vecindad V∂U de ∂U . Supon-

gamos por contradicción que U no es pseudoconvexo. Entonces la función

z 7→ − log dU (z)

de clase C2 en V∂U ∩ U no es plurisubarmónica (Lema 2.10.2). Entonces

∆δ(− log dU (z))(a) = −2r < 0

o equivalentemente
∂2 log dU (a+ zδ)

∂z∂z
(0) = 2r > 0
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Por la fórmula de Taylor en su forma compleja en z = 0

log dU (a+ zδ) = log dU (a) + <p(z) + 2r|z|2 + o(|z|2)

Consecuentemente

log dU (a+ zδ) ≥ log dU (a) + <p(z) + r|z|2 , |z| < ε

dU (a+ zδ) ≥ dU (a)
∣∣∣ep(z)∣∣∣ er|z|2 , |z| < ε

consideremos el disco anaĺıtico F : ∆(0, ε) −→ V∂U

F (z) = a+ zδ + (b− a)ep(z)

donde dU (a) = ‖a − b‖. Notemos que F (0) = b ∈ ∂U y que cuando 0 < |z| < ε entonces

er|z|
2
> 1

dU (a+ zδ) >
www(b− a)ep(z)

www
luego F (z) ∈ U , el disco anaĺıtico F : ∆(0, ε)→ Cn es tangente a ∂U en F (0). Para 0 < |z| < ε

dU (F (z)) ≥ dU (a+ zδ)−
www(a− b)ep(z)

www
≥ dU (a)(er|z|

2 − 1)
∣∣∣ep(z)∣∣∣

≥ rdU (a)
∣∣∣ep(z)∣∣∣ |z|2

Notamos que f(z) = −θ(F (z)) alcanza un mı́nimo local en z = 0. Por la fórmula de Taylor

en z = 0, tenemos que

f(z) = <
(
∂2f

∂z2
(0)z2

)
+

∂2f

∂z∂z
(0)|z|2 + o(|z|2) ≥ r‖b− a‖

∣∣∣ep(z)∣∣∣ |z|2
haciendo z = teiϕ

∂ − θ(F (z))

∂z
(0) = 0

∂2 − θ(F (z))

∂z∂z
(0) > 0

Escribiendo F = (f1, . . . , fn) y usando la forma compleja de la regla de la cadena〈
F ′(0),∇θ(b)

〉
= 0

∆(θ)(b, F ′(0)) < 0

Desde que θ es una función de definición global para U , esto muestra que U no es un dominio

Levi pseudoconvexo.
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Teorema 2.10.3 (Teorema de Levi). Un dominio U ⊂ Cn con frontera de clase C2 es un

dominio pseudoconvexo si y solamente si es un dominio Levi pseudoconvexo.

2.11. Dominios estrictamente pseudoconvexos

Teorema 2.11.1. Sea U ⊂ Cn un dominio acotado con frontera de clase C2. Entonces las

siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) U es un dominio estrictamente pseudoconvexo.

(b) U admite una función de definición global estrictamente plurisubarmónica de clase C2.

Demostración: (a) ⇒ (b). Sea % una función de definición global para U en una vecindad

de ∂U . Observemos que para A > 0 suficientemente grande

%A = eA% − 1

es también una función de definición global para U , además

∆δ%A(a) = AeA%(a)

[
∆δ%(a) +A

∣∣∣〈δ,∇ρ(a)
〉∣∣∣2]

Definamos los compactos

K = ∂U × S2n−1

L = {(a, δ) ∈ K : ∆δ%(a) ≤ 0}

entonces
〈
δ,∇ρ(a)

〉
6= 0 para todo (a, δ) ∈ L. Sean

M = inf {∆δ%(a) : (a, δ) ∈ K} > −∞

C = inf

{∣∣∣〈δ,∇%(a)
〉∣∣∣2 : (a, δ) ∈ L

}
> 0

Sea A > 0 suficientemente grande tal que M +AC > 0. Entonces

∆δ%A(a) = A

[
∆δ%(a) +A

∣∣∣〈δ,∇%(a)
〉∣∣∣2] ≥ A(M +AC) > 0

para todo (a, δ) ∈ L y

∆δ%A(a) > A2
∣∣∣〈δ,∇%(a)

〉∣∣∣2 ≥ 0

para todo (a, δ) ∈ K−L. Luego ∆δ%A(a) > 0 para todo a ∈ ∂U y para todo δ ∈ Cn unitario.

Por continuidad y compacidad, %A es estrictamente plurisubarmónica en una vecindad de

∂U .
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Observaciones:

1. Si U es un dominio estrictamente pseudoconvexo entonces U es pseudoconvexo, B(a, r) ∩

U 3 z 7→ máx{− log d(z, ∂B(a, r),− log(−%(z))}.

Teorema 2.11.2. Sea Ω ⊂ Cn un dominio estrictamente pseudoconvexo con frontera de clase

C2. Entonces existe una C2-función estrictamente plurisubarmónica

% : UΩ −→ R

tal que ∇%(z) 6= 0 para todo z ∈ ∂Ω, y

Ω =
{
z ∈ UΩ : %(z) < 0

}
∂Ω =

{
z ∈ UΩ : %(z) = 0

}
Demostración: Por el Teorema Ω admite una C2-función de definición global

%0 : U∂Ω −→ R

estrictamente plurisubarmónica. Sea δ > 0 suficientemente pequeño tal que

K = {z ∈ U∂Ω : −δ ≤ %0(z) ≤ 0}

sea compacto, y escojamos una función real-valuada χ ∈ C∞(R) tal que

χ(t) = −δ , t ∈ (−∞,−δ]

χ(0) = 0

d2χ

dt2
(t) ≥ 0 , t ∈ R

dχ

dt
(t) > 0 , t ∈ (−δ,∞).

Definamos

%1 : Ω ∪ U∂Ω −→ R

%1 =

−δ , Ω−K

χ ◦ %0 , U∂Ω

entonces
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%1 es una C2-función plurisubarmónica en Ω ∪ U∂Ω.

%1 es estrictamente plurisubarmónica en

V = {z ∈ U∂Ω : %0(z) > −δ}.

∇%1(z) 6= 0 para todo z ∈ ∂Ω.

Ω = {z ∈ Ω ∪ U∂Ω : %1(z) < 0}.

Se sigue del Lema 2.1.5 que Ω admite una C∞-función

%2 : Ω −→ R

exhaustiva estrictamente plurisubarmónica. Sea t ∈ R suficientemente grande tal que

{z ∈ Ω ∪ U∂Ω : %1(z) ≤ −δ/2} ⊂ L = {z ∈ Ω : %2(z) ≤ t}

Sea ψ ∈ C∞0 (Ω, [0, 1]) tal que ψ = 1 en una vecindad de L. Definamos

%3 : Cn −→ R

%3 =

ψ%2 , Ω

0 , Cn − suppψ

Entonces para todo c > 0 la función

% : Ω ∪ U∂Ω −→ R

% = %1 + c%3

es estrictamente plurisubarmónica en una vecindad de L (desde que % = %1 + c%2 y %2 es

estrictamente plurisubarmónica), es estrictamente plurisubarmónica en U∂Ω − suppψ (desde

que % = %1 y U∂Ω − suppψ ⊂ V ). Además, es claro que para c > 0 suficientemente pequeño

la función % es estrictamente plurisubarmónica en una vecindad de (suppψ) − L y negativo

en suppψ. Por lo tanto, para 0 < c � 1, la función % es la función de definición global

requerida.
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2.12. Exhaustividad de dominios pseudoconvexos

Los dominios pseudoconvexos pueden ser aproximados por dominios estrictamente pseu-

doconvexos.

Definición 2.12.1. Sea U ⊂ Cn un dominio acotado que admite una función de definición

global estrictamente plurisubarmónica de clase C∞ no-degenerado en ∂U . Diremos que U es

un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado.

Ejemplo 2.12.1. Sea U = B(c, r) ⊂ Cn y sea % : Cn → R definido por %(z) = ‖z − c‖2 − r2,

entonces U es un dominio con frontera de clase C∞, ∇%(z) = z − c. Además para todo

a ∈ ∂U y δ ∈ Cn, ∆δ%(a) = ‖δ‖2, se sigue que U es un dominio estrictamente pseudoconvexo

suavemente acotado.

Teorema 2.12.1 (Teorema de Sard[17]). Sea U ⊂ Rn un abierto y f ∈ C∞(U,R). Entonces

la medida de Lebesgue n-dimensional de {f(x) : x ∈ U,∇f(x) = 0} es cero.

Una aplicación del Teorema de Sard es el siguiente Lema.

Lema 2.12.1. Sea U ⊂ Cn un abierto y f : U −→ R de clase C∞. Si V ⊂ R es un abierto

no vacio, entonces existe y ∈ V tal que ∇f(z) 6= 0 para todo z ∈ f−1(y).

Una aplicación del Teorema de la Función Impĺıcita es el siguiente Lema.

Lema 2.12.2. Sea U ⊂ Cn un abierto y f : U −→ R de clase C1. Sea c ∈ f(U) un valor

regular y sea V ⊂⊂ U una componente de f−1(−∞, c). Entonces z 7→ f(z)−c es una función

de definición global para V , en alguna vecindad de V .

Teorema 2.12.2. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Entonces existe una sucesión

(Uj)j≥1 ⊂ Cn de dominios estrictamente pseudoconvexos suavemente acotados tal que

(a) Uj ⊂⊂ Uj+1 para todo j ≥ 1.

(b) U =
⋃∞
j=1 Uj.

Demostración: Dado que U es pseudoconvexo existe una función exhaustiva plurisu-

barmónica continua

f : U → R.
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Como f es plurisubarmónica por el Corolario 2.1.3 existe una sucesión de dominios acotados

(Vj)j≥1 ⊂ U tal que Vj ⊂⊂ Vj+1, U =
⋃∞
j=1 Vj y una sucesión decreciente de funciones

estrictamente plurisubarmónicas C∞

fj : Vj → R

el cual converge puntualmente a f . Sea z0 ∈ V1, sin pérdida de generalidad podemos suponer

que f1(z0) ≤ 0 (caso contrario consideramos una traslación). Dado que f es una exhaustion

y f(z0) ≤ 0 tenemos que [0,∞) ⊂ f(U) por el teorema del valor intermedio. Como f es una

exhaustion Kj = f−1(−∞, j+1/2] es compacto. Sin pérdida de generalidad podemos suponer

que Kj ⊂ Vj para todo j ≥ 1 (caso contrario consideramos una subsucesión de (Vj)j≥1). Dado

que j + 1/2 ∈ f(U) existe aj ∈ Kj tal que f(aj) = j + 1/2 luego fj(aj) ≥ j + 1/2 entonces

por el teorema del valor intermedio [0, j+1/2] ⊂ fj(Vj). Por el Teorema de Sard 2.12.1 existe

rj ∈ (j − 1/2, j + 1/2) ⊂ fj(Vj) (observar que rj es estrictamente creciente y rj → ∞) de

modo que ∇fj(z) 6= 0, para todo z ∈ f−1
j (rj). Sea Uj = f−1

j (−∞, rj) ⊂ Kj . Observamos

que Uj ⊂ Uj+1 (si z ∈ Uj entonces fj(z) ≤ rj luego fj+1(z) ≤ fj(z) ≤ rj < rj+1), y que

U =
⋃
j≥1 Uj (si z ∈ U entonces f(z) < rk para algún k y por la convergencia fj(z) → f(z)

tenemos que fl(z) < rl para algún l, luego z ∈ Ul). Ahora reemplazamos cada Uj por la

componente de Uj que contiene a z0, las propiedades Uj ⊂ Uj+1 (la clausura de un conexo es

conexo) y U =
⋃
j≥1 Uj (como U es dominio, es conexo por C1-caminos) se conservan. Luego

por el Lema 2.12.2

z 7→ fj(z)− rj

es una función de definición global para Uj en una vecindad de U j , no-degenerado en ∂Uj ,

siendo además estrictamente plurisubarmónica y de clase C∞. Por lo tanto Uj es un dominio

estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado.

Observaciones:

1. Si U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo, entonces U admite una función exhaustiva es-

trictamente plurisubarmónica de clase C∞. Por el Teorema de Sard, Uc es un dominio

estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado (f−1(−∞, c) ⊂⊂ Ω), para casi todo

c ∈ R. Por lo tanto todo dominio pseudoconvexo admite una exhaustion formada por

dominios estrictamente pseudoconvexos suavemente acotados.
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Caṕıtulo 3

La Ecuación ∂ En Dominios

Pseudoconvexos

En este caṕıtulo, resolveremos la ecuación ∂ en dominios pseudoconvexos, esto es, el

Teorema de Hörmander. El cual será una herramienta indispensable para poder resolver el

problema de E. Levi.

3.1. Operadores densamente definidos en espacios de Hilbert

En esta sección daremos la definición y las propiedades elementales de la Teoŕıa de los

Operadores Densamente Definidos en Espacios de Hilbert, el cual será una herramienta funda-

mental, para resolver la ecuación ∂ en dominios pseudoconvexos. Recomendamos la referencia

[8], para más detalles.

En lo que sigue, H1 y H2 representarán espacios de Hilbert.

Definición 3.1.1. Sea T : Dom(T ) ⊂ H1 → H2 un operador lineal cuyo dominio Dom(T ) es

un subespacio de H1. Denotaremos por Nu(T ) el núcleo de T , por Ran(T ) el rango de T , y

por G(T ) la gráfica de T , esto es

Nu(T ) = {x ∈ D(T ) : Tx = 0} , Ran(T ) = {Tx : x ∈ D(T )} , G(T ) = {(x, Tx) : x ∈ D(T )}

El operador T se dice densamente definido si Dom(T ) es denso en H1. El operador T se

dice cerrado si el subespacio G(T ) es cerrado en H1 ×H2.
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Definición 3.1.2. Sea T : Dom(T ) ⊂ H1 → H2 un operador lineal densamente definido.

Definamos el subespacio Dom(T ∗), formado por los y ∈ H2, para el cual existe y∗ ∈ H1 tal

que

〈Tx, y〉2 = 〈x, y∗〉1 , ∀x ∈ Dom(T )

Equivalentemente si y ∈ H2, entonces y ∈ Dom(T ∗) si existe una constante c = c(y) > 0 tal

que

|〈Tx, y〉2| ≤ c‖x‖1

para todo x ∈ Dom(T ). Desde que Dom(T ) es denso en H1, y∗ es único siempre que exista. El

operador

T ∗ : DT ∗ ⊂ H2 → H1

definido por T ∗y = y∗ es llamado el operador adjunto de T . Por lo tanto tenemos que

〈Tx, y〉2 = 〈x, T ∗y〉1 , ∀x ∈ Dom(T ) , ∀y ∈ Dom(T ∗).

Proposición 3.1.1. Sea T : Dom(T ) ⊂ H1 → H2 un operador lineal, densamente definido.

Entonces T ∗ : Dom(T ∗) ⊂ H2 → H1 es un operador lineal cerrado.

Proposición 3.1.2. Sea T : Dom(T ) ⊂ H1 → H2 un operador lineal cerrado, densamente

definido. Entonces T ∗ : Dom(T ∗) ⊂ H2 → H1 es un operador lineal cerrado, densamente

definido, con T ∗∗ = T .

Proposición 3.1.3. Sea T : Dom(T )→ H2 un operador lineal cerrado, densamente definido.

Entonces Nu(T ) es un subespacio cerrado, además

Ran(T )⊥ = Nu(T ∗)

Nu(T )⊥ = Ran(T ∗)

Proposición 3.1.4. Supongamos que T : Dom(T ) → H2 es un operador lineal cerrado,

densamente definido. Entonces T es sobreyectivo si y solamente si existe una constante c > 0

tal que

‖T ∗y‖ ≥ c‖y‖

para todo y ∈ Dom(T ∗). En caso afirmativo Ran(T ∗) es cerrado en H1.
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El siguiente teorema central de esta sección, es una consecuencia del Teorema de categoŕıa

de Baire 4.5.9, del Principio de la acotación uniforme 4.5.10, del Teorema de extensión de

Hahn-Banach 4.5.11, y del Teorema de representación de Riesz 4.5.12.

Teorema 3.1.1. Supongamos que T : Dom(T ) ⊂ H1 → H2 es un operador lineal cerrado,

densamente definido. Sea F un subespacio cerrado de H2 tal que Ran(T ) ⊂ F . Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Ran(T ) = F

(b) Existe una constante c > 0 tal que

‖T ∗v‖1 ≥ c‖v‖2 , ∀v ∈ Dom(T ∗) ∩ F

En este caso :

(c) Para cada v ∈ F , existe u ∈ Dom(T ) ∩ Ran(T ∗) tal que

Tu = v

‖u‖1 ≤ c‖v‖2.

(d) Para cada u ∈ Nu(T )⊥, existe v ∈ Dom(T ∗) ∩ F tal que

T ∗v = u

‖v‖2 ≤ c‖u‖1.

Corolario 3.1.1. Sea T : Dom(T ) ⊂ H1 → H2 un operador lineal cerrado, densamente

definido. Si Ran(T ) es cerrado, entonces Ran(T ∗) es cerrado también.

Ejemplo 3.1.1. Sea U ⊂ Rn un abierto. Sea

Dom(∂α) =
{
f ∈ L2(U) : ∂αf ∈ L2(U) en el sentido de distribuciones

}
.

Entonces para cada multi-́ındice α ∈ Nn el operador

∂α : Dom(∂α) ⊂ L2(U) −→ L2(U)

define un operador lineal cerrado, densamente definido, donde su operador adjunto (∂α)∗ =

(−1)|α|∂α.
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3.2. Formas diferenciales de tipo (p, q)

En esta sección daremos la definición y las propiedades elementales de la teoŕıa de formas

diferenciales de tipo (p, q). Recomendamos la referencia [8], para más detalles.

Definición 3.2.1. Sea U ⊂ Rn un abierto. Una k-forma diferencial sobre U es una función

ω : U →
⋃
p∈U

k∧
(Rnp )

que a cada punto p ∈ U le asocia ω(p) ∈
∧k(Rnp ), entonces ω admite una representación única

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n
ai1...ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

Denotemos por Ωk(U) al espacio de las k-formas diferenciales de clase C∞, esto es, las

funciones coordenadas ai1...ik ∈ C∞(U,C). Esta representación puede ser escrita en una forma

más compacta como

ω =
∑
|α|=k

aα dx
α

Si f ∈ Ω0(U) = C∞(U,C) entonces

df =

n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj ∈ Ω1(U)

La diferencial exterior de ω ∈ Ωk(U) se define como

dω =
∑
|α|=k

daα ∧ dxα∈ Ωk+1(U)

Con las operaciones de suma y producto por funciones, Ωk(U) es un C∞(U)-módulo.

Proposición 3.2.1. Sea U ⊂ Rn un abierto. Sean ω ∈ Ωk(U), η ∈ Ωl(U), θ ∈ Ωr(U) y

f ∈ C∞(U), entonces

(a) d : Ωk(U) −→ Ωk+1(U) es un operador lineal.

(b) d(fω) = df ∧ ω + fdω.

(c) d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.
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(d) d(dω) = 0.

Definición 3.2.2. Sean U ⊂ Rn, V ⊂ Rm abiertos. Sea F ∈ C∞(U, V ). Si ω ∈ Ωk(V ),

definimos el pull-back de ω bajo F , denotado por F ∗(ω) como

F ∗(ω) : U −→
⋃
p∈U

k∧
(Rmp )

p 7→ [F ∗(ω)]p = (F ′(p))∗(ωF (p))

Observaciones:

1. Si ω ∈ Ωk(V ) entonces F ∗(ω) ∈ Ωk(U).

2. Si g ∈ Ω0(V ) entonces F ∗(g) = g ◦ F .

Proposición 3.2.2. Si F ∈ C∞(U, V ), entonces

(a) El operador F ∗ : Ωk(V ) −→ Ωk(U) es lineal.

(b) F ∗(fω) = F ∗(f)F ∗(ω).

(c) F ∗(ω ∧ η) = F ∗(ω) ∧ F ∗(η).

Teorema 3.2.1. Sean U ⊂ Rn, V ⊂ Rm abiertos, F∞(U, V ) y ω ∈ Ωk(V ) entonces

d(F ∗(ω)) = F ∗(dω).

Definición 3.2.3. Una forma diferencial η ∈ Ωk(U) se dice cerrada si dη = 0, y se dice

exacta si existe una forma diferencial ω ∈ Ωk−1(U) tal que dω = η. Por la proposición

anterior toda forma diferencial exacta es cerrada.

Ejemplo 3.2.1. Sea U =
(
R2
)∗

. La forma diferencial ω ∈ Ω1(U) definido por

ω =
−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy

es cerrada pero no es exacta.

Teorema 3.2.2 (Lema de Poincaré). Sea U ⊂ Rn un dominio con forma de estrella. Entonces

toda forma cerrada en Ωk(U) es exacta.

94



Definición 3.2.4. Sea U ⊂ Cn un abierto. Identificando Cn ∼= R2n mediante (z1, . . . , zn) 7→

(x1, y1, . . . , xn, yn) tenemos que

dzj = dxj + idyj

dzj = dxj − idyj

lo cual induce en Ωk(U) la siguiente descomposición en suma directa de subespacios

Ωk(U) =
⊕
p+q=k

Ω(p,q)(U)

donde Ω(p,q)(U) es el espacio de las (p, q)-formas diferenciales. Si ω(p,q) ∈ Ω(p,q)(U), enton-

ces ω(p,q) admite una representación única, el cual es llamado la representación canónica de

ω(p,q)

ω(p,q) =
∑

1≤i1<···<ip≤n
1≤j1<···<jq≤n

ai1...ipj1...jqdzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq

donde las funciones coordenadas ai1...ipj1...jq ∈ C∞(U,C). Esta representación puede ser escrita

en su forma más compacta

ω =
∑
|α|=p
|β|=q

aαβ dz
α∧ dzβ

Para a ∈ C∞(U) definimos

∂a =
n∑
j=1

∂a

∂zj
dzj

∂a =
n∑
j=1

∂a

∂zj
dzj

Si a ∈ Ω0(U) entonces a nivel de funciones

da = ∂a+ ∂a ∈ Ω(1,0)(U)⊕ Ω(0,1)(U)

Si ω(p,q) ∈ Ω(p,q)(U) la ∂-diferencial exterior y la ∂-diferencial exterior de ω(p,q) se

definen como

∂ω(p,q) =
∑
|α|=p
|β|=q

∂aαβ ∧ dzα∧ dzβ

∂ω(p,q) =
∑
|α|=p
|β|=q

∂aαβ ∧ dzα∧ dzβ

95



entonces dω(p,q) = ∂ω(p,q)+∂ω(p,q) ∈ Ω(p+1,q)(U)⊕Ω(p,q+1)(U). Si ω ∈ Ωk(U) la ∂-diferencial

exterior y la ∂-diferencial exterior de ω =
∑
p+q=k

ω(p,q) se definen como

∂ω =
∑
p+q=k

∂ω(p,q)

∂ω =
∑
p+q=k

∂ω(p,q)

Observaciones:

1. Los operadores ∂ : Ωk(U) −→ Ωk+1(U) , ∂ : Ωk(U) −→ Ωk+1(U) son lineales.

2. ∂ : Ω(p,q)(U) −→ Ω(p+1,q)(U) , ∂ : Ω(p,q)(U) −→ Ω(p,q+1)(U).

Proposición 3.2.3. Sea U ⊂ Cn un abierto. Si ω ∈ Ωk(U) y η ∈ Ωl(U) entonces

(a) dω = ∂ω + ∂ω.

(b) ∂2ω = 0 , ∂∂ω + ∂∂ω = 0 , ∂
2
ω = 0.

(c) ∂(ω ∧ η) = ∂ω ∧ η + (−1)kω ∧ ∂η , ∂(ω ∧ η) = ∂ω ∧ η + (−1)kω ∧ ∂η.

(d) ∂(fω) = ∂f ∧ ω + f∂ω , ∂(fω) = ∂f ∧ ω + f∂ω.

Teorema 3.2.3. Sea F ∈ O(U, V ), entonces

(a) Si ω ∈ Ω(p,q)(V ) entonces F ∗(ω) ∈ Ω(p,q)(U).

(b) ∂(F ∗ω) = F ∗(∂ω) y ∂(F ∗ω) = F ∗(∂ω), para todo ω ∈ Ωk(V ).

Proposición 3.2.4. Sea U ⊂ Cn un abierto. Si f ∈ C1(U) y ∂f = 0, entonces f ∈ O(U).

La siguiente proposición extiende esta propiedad a formas diferenciales.

Proposición 3.2.5. Sea U ⊂ Cn un abierto y sea ω ∈ Ω(p,0)(U). Entonces ∂ω = 0 en U si

y solamente si ω es una (p, 0)-forma holomorfa en U , esto es, cada una de sus coordenadas

es holomorfa.

En este caṕıtulo estudiaremos la ecuación ∂ω = η, el cual constituye uno de los problemas

centrales.
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Definición 3.2.5. Una forma diferencial η ∈ Ω(p,q)(U) se dice ∂-cerrada si ∂η = 0, y se

dice ∂-exacta si existe una forma diferencial ω ∈ Ω(p,q−1)(U) tal que ∂ω = η.

Por la proposición anterior toda (p, q)-forma diferencial ∂-exacta es ∂-cerrada, y nos gus-

taŕıa conocer cuando el rećıproco es cierto. En esta caṕıtulo resolveremos este problema.

Definición 3.2.6. Definimos el soporte de una forma diferencial ω ∈ Ω(p,q)(U) como

suppω =
⋃
|α|=p
|β|=q

suppωαβ.

Teorema 3.2.4. Toda forma diferencial ∂-cerrada en Ω(p,q+1)(Cn) con soporte compacto, es

∂-exacta.

Resolver la ecuación ∂ en Cn, nos permite demostrar el Teorema de Extensión de Hartogs.

Teorema 3.2.5 (Teorema de Extensión de Hartogs). Sea U ⊂ Cn un abierto (n ≥ 2), y sea

K un compacto en U tal que U − K es conexo. Entonces para cada f ∈ O(U − K), existe

g ∈ O(U) tal que g = f en U −K.

El siguiente teorema, es la versión compleja del lema de Poincaré.

Teorema 3.2.6 (Lema de Dolbeault). Sea U = ∆n(a, r) ⊂ Cn un polidisco, con r ∈ (0,∞].

Si η ∈ Ω(p,q+1)(U) es una forma diferencial ∂-cerrada, entonces η es ∂-exacta.

3.3. Teoŕıa elemental de distribuciones

En esta sección daremos la definición y las propiedades elementales de la teoŕıa de distri-

buciones. Recomendamos la referencia [8], para más detalles.

Definición 3.3.1. Sea U ⊂ Rn un abierto. Definimos el soporte de una función f : U −→ C

como

supp(f) = {x ∈ U : f(x) 6= 0} ∩ U

Definición 3.3.2. Denotaremos por D(Cn) el espacio vectorial de todos los f ∈ C∞(Cn)

con soporte compacto, donde f será llamado una función de prueba. Si U es un abierto

de Cn entonces denotaremos por D(U) el espacio vectorial de todos los f ∈ D(Cn) tal que

supp(f) ⊂ U . Similarmente, si K es un compacto de Cn.
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Definición 3.3.3. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Entonces el espacio vectorial E(Ω) = C∞(Ω)

será equipado con la topoloǵıa localmente convexa, generado por las seminormas

f 7→‖f‖m,K =
∑
|α|≤m

sup
K
|∂αf |

donde m recorre todos los enteros Z+, y K todos los compactos de Ω. Actualmente E(Ω) es

un espacio de Fréchet, cuya convergencia está caracterizada del siguiente modo

fj
E(Ω)−→ f ⇐⇒ ∀α ∈ Zn+ : ∂αfj −→ ∂αf uniformemente en compactos de Ω.

Definición 3.3.4. Sea K ⊂ Cn un compacto. Entonces el espacio vectorial D(K) será equi-

pado con la topoloǵıa localmente convexa, generada por las seminormas

f 7→‖f‖m,K =
∑
|α|≤m

sup
K
|∂αf |

donde m recorre todos los enteros Z+. Actualmente D(K) es un espacio de Fréchet, cuya

convergencia está caracterizada del siguiente modo

fj
D(K)−→ f ⇐⇒ ∀α ∈ Zn+ : ∂αfj −→ ∂αf uniformemente enK.

Observaciones:

1. La aplicación ∂α : E(Ω)→ E(Ω) es lineal y continua.

2. Si K ⊂ Ω es un compacto, D(K) es cerrado en E(Ω).

Definición 3.3.5. Sea U ⊂ Cn un abierto. Sea (Kj)j≥1 ⊂ U una exhaustion normal. Equi-

pamos el espacio vectorial

D(U) =

∞⋃
j=1

D(Kj)

con la más fina topoloǵıa localmente convexa para el cual todas las inclusiones

D(Kj) 7→ D(U)

son continuas, cuya convergencia está caracterizada del siguente modo

ϕj
D(U)−→ ϕ⇐⇒ ∃K ⊂⊂ Ω : {ϕ,ϕ1, ϕ2, . . .} ⊂ D(K) , ϕj

D(K)−→ ϕ.

Propiedades:
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(a) D(U) es un espacio vectorial topológico localmente convexo, completo, no metrizable.

Definición 3.3.6. Sea U ⊂ Cn un abierto. Entonces una distribución en U es un fun-

cional lineal continuo en D(U). Denotaremos por D ′(U) el espacio vectorial de todas las

distribuciones en U .

Proposición 3.3.1. Sea T un funcional lineal en D(Ω). Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes.

(a) T es continuo.

(b) T es secuencialmente continuo.

(c) La restricción de T a cada D(K) es continuo.

(d) Para cada compacto K ⊂ Ω existe una constante C > 0 y un entero m ∈ Z+ tal que

|〈T, ϕ〉| ≤ C‖ϕ‖m,K

para todo ϕ ∈ D(K).

El siguiente lema es una consecuencia del Teorema de diferenciación de Lebesgue 4.5.13

Lema 3.3.1 (du Bois-Raymond). Si f ∈ L1(U, loc) y∫
U
fϕdV = 0 , ∀ϕ ∈ D(U)

entonces f(x) = 0 para casi todo x ∈ U .

Ejemplo 3.3.1. Sea U ⊂ Cn un abierto. Entonces, cada función f ∈ L1(U, loc) define una

distribución Tf ∈ D ′(U) dado por

〈Tf , ϕ〉 =

∫
U
ϕfdV , ∀ϕ ∈ D(U).

Aplicando el Lema 3.3.1, podemos mostrar que la aplicación lineal

L1(U, loc) 3 f 7→ Tf ∈ D ′(U)

es una inyección continua. Por lo tanto podemos identificar cada f ∈ L1(U, loc) con su imagen

Tf ∈ D ′(U) y hablar de la distribución f .
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Ejemplo 3.3.2. Sea U ⊂ Cn un abierto, y a ∈ U . La distribución delta de Dirac 〈δa, ϕ〉 =

ϕ(a) no es regular, es decir, no lo podemos identificar con una función f ∈ L1(U, loc).

Dado que podemos identificar C∞(U) con un subespacio vectorial de D ′(U), nos gustaŕıa

extender el operador diferencial ∂α de C∞(U) hacia todo D ′(U). Para motivar la definición

tomemos f ∈ Ck(U) y ϕ ∈ D(U). Desde que ϕ tiene soporte compacto se sigue de la fórmula

de integración por partes[11], ∫
U
ϕ
∂f

∂xj
dV = −

∫
U

∂ϕ

∂xj
fdV

para todo j = 1, 2, . . . , n. Luego por inducción tenemos que∫
U
ϕDαfdV = (−1)|α|

∫
U
fDαϕdV

para todo multi-́ındice |α| ≤ k. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 3.3.7. Sea U ⊂ Cn un abierto y sea T ∈ D ′(U). Para cada multi-́ındice α

definimos ∂αT ∈ D ′(U) por

〈∂αT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T, ∂αϕ〉

para todo ϕ ∈ D(U).

Desde que la aplicación D(U) 3 ϕ 7→ Dαϕ ∈ D(U) es lineal y continua, es claro que ∂αT

es en efecto una distribución en U . En particular, toda función u ∈ L1(Ω, loc) tiene todas las

derivadas en el sentido distribucional. Es claro también que si f ∈ Ck(U) entonces la derivada

∂αf en el sentido de distribuciones coincide con la derivada ∂αf en el sentido clásico. Es decir,

si u ∈ Ck(Ω), entonces ∂αTu = T∂αu, para todo |α| ≤ k.

Ejemplo 3.3.3. La derivada de la función de Heaviside χ′[0,∞) = δ0.

Definición 3.3.8. Sea U ⊂ Cn un abierto. El espacio vectorial D ′(U) será equipado con la

topoloǵıa débil estrella σ(D ′(U),D(U)), esto es, la topoloǵıa de la convergencia puntual,

Tj
w∗−→ T ⇐⇒ 〈Tj , ϕ〉 −→ 〈T, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(U).

Entonces el siguiente resultado es claro.

Proposición 3.3.2. Sea U ⊂ Cn un abierto. Entonces el operador

D ′(U) 3 T 7→ ∂αT ∈ D ′(U)

es lineal y continuo, para todo multi-́ındice α.
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Definición 3.3.9. Sea U ⊂ Cn un abierto. Dado f ∈ C∞(U) y T ∈ D ′(U) definimos el

producto aT ∈ D ′(U) por

〈aT, ϕ〉 = 〈T, aϕ〉

para todo ϕ ∈ D(U).

Desde que la aplicación ϕ ∈ D(U) 7→ aϕ ∈ D(U) es lineal y continua, es claro que aT

es en efecto una distribución en U . Si f ∈ L1(U, loc) entonces el producto af en el sentido

de distribuciones coincide con el producto en el sentido clásico. Es decir si f ∈ L1(Ω, loc),

entonces aTf = Taf .

Proposición 3.3.3. Sea U ⊂ Cn un abierto. Entonces el operador

D ′(U) 3 T 7→ aT ∈ D ′(U)

es un operador lineal y continuo.

Proposición 3.3.4 (Regla de Leibniz). Sea U ⊂ Cn un abierto, sea a ∈ C∞(U) y sea

T ∈ D ′(U), entonces

∂α(aT ) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂βa · ∂α−βT

para todo multi-́ındice α.

Dado una distribución T ∈ D ′(U), aplicando C∞-partición de la unidad podemos demos-

trar la existencia del mayor abierto V ⊂ U tal que T ≡ 0 en V .

Definición 3.3.10. Sea U ⊂ Cn un abierto y sea T ∈ D ′(U). Si V es el mayor abierto en U

tal que T ≡ 0 en V , entonces el conjunto U −V es llamado el soporte de T y lo denotaremos

por suppT .

Ejemplo 3.3.4. Sea U ⊂ Cn un abierto y sea f ∈ L1(U, loc). Entonces suppTf = suppf .

Definición 3.3.11. Sea U ⊂ Cn un abierto. Para cada ε > 0 definimos el abierto

Uε = {z ∈ U : d(z, ∂U) > ε}

Dado T ∈ D ′(U) definimos su convolución T ∗ Φε : Uε −→ C por

(T ∗ Φε)(z) = 〈T,w 7→ Φε(z − w)〉.

Denotaremos fε = f ∗ Φε.
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Si f ∈ L1(U, loc) entonces es claro que la convolución f ∗Φε en el sentido de distribuciones

coincide con la convolución f∗Φε en el sentido de funciones. Es decir si f ∈ L1(U, loc), entonces

Tf ∗ Φε = f ∗ Φε.

Proposición 3.3.5. Sea U ⊂ Cn un abierto. Si T ∈ D ′(U), entonces

(a) T ∗ Φε ∈ C∞(Uε).

(b) ∂α(T ∗ Φε) = T ∗ ∂αΦε = ∂αT ∗ Φε.

(c) supp(T ∗ Φε) ⊂ suppT +B(0, ε).

En particular T ∗ Φε ∈ D(Uε) si el soporte de T es un compacto de U2ε.

Proposición 3.3.6. Sea U ⊂ Cn un abierto. Las distribuciones en U con soporte compacto

forman un subconjunto secuencialmente denso en D ′(U).

Proposición 3.3.7. Sea U ⊂ Cn un abierto, y sea T ∈ D ′(U) una distribución con soporte

compacto. Entonces T ∗Φε ∈ D(U) cuando ε > 0 es suficientemente pequeño, y T ∗Φε −→ T

en D ′(U) cuando ε→ 0.

Teorema 3.3.1. Sea U ⊂ Cn un abierto, entonces D(U) es secuencialmente denso en D ′(U).

Teorema 3.3.2 (du Bois-Rymond). Sea U ⊂ Cn un abierto, y sean f, g ∈ C(U). Entonces si

∂f

∂xj
= g

para algún j ∈ {1, 2, . . . , 2n} en el sentido de distribuciones, entonces

∂f

∂xj
= g

en el sentido clásico.

Corolario 3.3.1. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Sea f una función continua en Ω

a) Si
∂f

∂xj
= 0 (en el sentido de distribuciones)

para j = 1, 2, . . . , n, entonces f es una función constante.
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b) Si
∂f

∂xj
∈ C(Ω) (en el sentido de distribuciones)

para j = 1, 2, . . . , n, entonces f ∈ C1(Ω).

Proposición 3.3.8. Sea U ⊂ Rn un abierto. Si fj → f en L1(U, loc), entonces fj → f en

D ′(U).

3.4. El operador ∂ en espacios de Hörmander

En esta sección extenderemos el operador ∂ de los espacios de formas diferenciales con

coeficientes funciones de clase C∞ a ciertos espacios de formas diferenciales con coeficientes

como distribuciones. Nuestro objetivo es aplicar las técnicas estudiadas en espacios de Hilbert,

a la solución de la ecuación ∂ en dominios pseudoconvexos. Recomendamos la referencia [2],

para más detalles.

Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Para p, q ∈ Z+ sea D ′(p,q)(Ω) el espacio de todas las formas

diferenciales de tipo (p, q) con coeficientes (en su forma canónica) en D ′(Ω). Si

T =
∑
|α|=p
|β|=q

Tαβdzα ∧ zβ ∈ D ′(p,q)(Ω)

Los operadores ∂ y ∂ definidos en C∞(p,q)(Ω) pueden ser extendidos a D ′(p,q)(Ω), esto es,

∂ : D ′(p,q)(Ω) −→ D ′(p+1,q)(Ω)

∂T =
∑
|α|=p
|β|=q

∂Tαβ ∧ dzα∧ dzβ

∂ : D ′(p,q)(Ω) −→ D ′(p,q+1)(Ω)

∂T =
∑
|α|=p
|β|=q

∂Tαβ ∧ dzα∧ dzβ

Tengamos en cuenta que su forma canónica de ∂T es

∂T =
∑
|α|=p
|γ|=q+1

(−1)p
∑

j+β=γ

εγjβ
∂Tαβ
∂zj


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂T

dzα∧ dzγ .
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Definamos también los operadores

∂α,β : D ′(p,q)(Ω) −→ D ′(p,q)(Ω)

∂α,βT =
∑
|α|=p
|β|=q

(
∂α,βTαβ

)
dzα∧ dzβ

ϑ : D ′(p,q+1)(Ω) −→ D ′(p,q)(Ω)

ϑT = (−1)p−1
∑
|α|=p
|β|=q

 n∑
j=1

∂Tα,jβ
∂zj

 dzα∧ dzβ , (q ≥ 0)

donde para cada β = (j1, . . . , jq)

Tα,jβ =

 0 , si existe k ∈ {1, 2, . . . , q} tal que j = jk

(−1)rTαγ , γ = (j1, . . . , jr, j, jr+1, . . . , jq)

Para cada η ∈ C∞(Ω) y T ∈ D ′(p,q)(Ω) definamos

Aη : D ′(p,q)(Ω) −→ D ′(p,q−1)(Ω)

Aη(T ) = (−1)p−1
∑
|α|=p
|γ|=q−1

 n∑
j=1

∂η

∂zj
Tα,jγ

 dzα ∧ dzγ .

Proposición 3.4.1. (a) ∂2 = 0 , ∂∂ + ∂∂ = 0 , ∂
2

= 0.

(b) ∂α,β ◦ ∂ = ∂ ◦ ∂α,β, ∂α,β ◦ ∂ = ∂ ◦ ∂α,β.

(c) ϑ ◦ ϑ = 0 , ϑ ◦ ∂α,β = ∂α,β ◦ ϑ.

(d) Para η ∈ C∞(Ω) y T ∈ D ′(p,q)(Ω) se cumple que ϑ(ηT ) = ηϑT +Aη(T ).

Lema 3.4.1. Si f ∈ L2
(p,q)(Ω, ϕ), entonces f ∈ L2

(p,q)(Ω, loc).

Demostración: Dado K ⊂ Ω un compacto, entonces existe constantes c1 > 0 y c2 > 0 tal

que

c1 ≤ e−ϕ(z) ≤ c2

para todo z ∈ K, entonces ∫
K
|f |2dV ≤ 1

c1

∫
K
|f |2e−ϕdV <∞

lo cual implica que f ∈ L2
(p,q)(Ω, loc).
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Proposición 3.4.2 (Lema de Urysohn). Sea U ⊂ Rn un abierto. Sean A y B dos subcon-

juntos cerrados disjuntos de U . Entonces existe una función ϕ ∈ C∞(U,R) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1

en U , ϕ ≡ 1 en una vecindad de A en U , y ϕ ≡ 0 en una vecindad de B en U .

Lema 3.4.2. Si f ∈ L2
(p,q)(Ω, loc), entonces existe ϕ ∈ C∞(Ω) tal que f ∈ L2

(p,q)(Ω, ϕ).

Demostración: Sean Kn una sucesión de compactos en Ω (Lema 1.4.1) de modo que

Kn ⊂⊂ K̊n+1 ⊂ Ω

Ω =
∞⋃
n=1

Kn

Sea

cn =

∫
Kn

|f |2dV

Para n ≥ 2 escojemos funciones an ∈ C∞c (Ω) con las propiedades (Lema de Urysohn 4.5.8)

0 ≤ an ≤ 1

an ≡ 1 enKn − K̊n−1

suppan ⊂ K̊n+1 −Kn−2

Definimos

ϕ(z) =
∞∑
n=2

(
log n2(cn + 1)

)
an(z)

entonces ϕ ∈ C∞(Ω). Por lo tanto tenemos que∫
Ω
|f |2e−ϕdV =

∫
K1

|f |2e−ϕdV +

∞∑
n=2

∫
Kn−Kn−1

|f |2e−ϕdV

≤ c1 +
∞∑
n=2

∫
Kn−Kn−1

|f |2e− logn2(cn+1)dV

≤ c1 +
∞∑
n=2

1

n2(cn + 1)
cn

≤ c1 +

∞∑
n=2

1

n2

lo cual implica que f ∈ L2
(p,q)(Ω, ϕ).
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Definición 3.4.1. Para

f =
∑
|α|=p
|β|=q

fαβ dz
α∧ dzβ ∈ L2

(p,q)(Ω, ϕ)

definimos

∂f =
∑
|α|=p
|γ|=q+1

(−1)|α|
∑

j+β=γ

εγjβ
∂fαβ
∂z̄j


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂f

dzα∧ dz̄γ

por el Lema 3.4.1, ∂f existe en el sentido de distribuciones.

Definición 3.4.2. Sea U ⊂ Cn un abierto, y sean ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ C∞(U,R) tres funciones de

peso.

(a) Denotaremos como

H1 = L2
(p,q)(Ω, ϕ1) , H2 = L2

(p,q+1)(Ω, ϕ2) , H3 = L2
(p,q+2)(Ω, ϕ3)

(b) Sea Dom(T ) el subespacio de todas las formas f ∈ H1 tal que ∂f ∈ H2. Sea

T : Dom(T ) ⊂ H1 −→ H2

definido por Tf = ∂f .

(c) Sea Dom(S) el subespacio de todas las formas g ∈ H2 tal que ∂g ∈ H3. Sea

S : Dom(S) ⊂ H2 −→ H3

definido por Sg = ∂g.

Observaciones: (Ω ⊂ Cn)

1. Desde que D(Ω) es denso en L2(Ω, ϕ), entonces D(p,q)(Ω) es denso en L2
(p,q)(Ω, ϕ).

2. La restricción ∂ a C∞(p,q)(Ω) coincide con la definición en el sentido clásico.

3. L2(Ω, ϕ) es un espacio de Hilbert.
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4. Los espacios de Hörmander L2
(p,q)(Ω, ϕj) (j = 1, 2, 3) son espacios de Hilbert, con producto

interno

〈f, g〉j =

∫
Ω
fge−ϕjdV

‖f‖2j =

∫
Ω
|f |2e−ϕjdV

donde ϕ es llamada función de peso.

Teorema 3.4.1. Sea Ω ⊂ Cn un abierto y sean ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ C∞(Ω,R) funciones de peso, por

definición

L2
(p,q)(Ω, ϕ1)

T−→ L2
(p,q+1)(Ω, ϕ2)

S−→ L2
(p,q+2)(Ω, ϕ3)

entonces

(a) T es un operador lineal cerrado densamente definido, en particular Nu(T ) es un subes-

pacio cerrado de H1.

(b) S es un operador lineal cerrado densamente definido, en particular Nu(S) es un subes-

pacio cerrado de H2.

(c) Ran(T ) ⊂ Nu(S).

Demostración: (a) Como D(p,q)(Ω) es denso en L2
(p,q)(Ω, ϕ1) y D(p,q)(Ω) ⊂ DT entonces DT

es denso en L2
(p,q)(Ω, ϕ1). Sea fn una sucesión en DT tal que fn converge a f en H1, y Tfn

converge a g en H2. Denotemos

gn = Tfn

f =
∑
|α|=p
|β|=q

fαβ dz
α∧ dzβ

fn =
∑
|α|=p
|β|=q

fnαβ dz
α∧ dzβ

g =
∑
|α|=p
|γ|=q+1

gαγ dz
α∧ dzγ

gn =
∑
|α|=p
|γ|=q+1

gnαγ dz
α∧ dzγ
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entonces para cada |α| = p, |β| = q

fnαβ−→fαβ en L2(Ω, ϕ1), cuando n→∞

gnαβ −→ gαβ en L2(Ω, ϕ2), cuando n→∞

aplicando la desigualdad de Schwarz

fnαβ−→fαβ en D ′(Ω), cuando n→∞

gnαβ −→ gαβ en D ′(Ω), cuando n→∞

gnαγ = (−1)p
∑

j+β=γ

εγjβ
∂fnαβ
∂zj

−→ (−1)p
∑

j+β=γ

εγjβ
∂fαβ
∂zj

en D ′(Ω), cuando n→∞

gnαγ −→ gαγ en D ′(Ω), cuando n→∞

Por lo tanto ∂f = g en el sentido distribucional.

(b) Similar a la prueba (a).

(c) Denotemos

f =
∑
|α|=p
|β|=q

fαβ dz
α∧ dzβ ∈ DT

∂f =
∑
|α|=p
|γ|=q+1

(−1)p
∑

j+β=γ

εγjβ
∂fαβ
∂zj


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂f

dzα∧ dzγ

∂
2
f =

∑
|α|=p
|θ|=q+2

(−1)p
∑
k+γ=θ

εθkγ
∂

∂zk

(−1)p
∑

j+β=γ

εγjβ
∂fαβ
∂zj

︸ ︷︷ ︸
coordenadas de ∂f


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂
2
f

dzα∧ dzθ

∂
2
f =

∑
|α|=p
|θ|=q+2

 ∑
k+γ=θ

∑
j+β=γ

εθkγε
γ
jβ

∂2fαβ
∂zk∂zj


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂
2
f

dzα∧ dzθ

observamos que εθkjβ = −εθjkβ , entonces

∂
2
f =

∑
|α|=p
|θ|=q+2

 ∑
k+j+γ=θ

εθkjβ
∂2fαβ
∂zk∂zj


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂
2
f

dzα∧ dzθ = 0
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Por lo tanto ∂f ∈ Dom(S).

Lema 3.4.3. Sea Ω ⊂ Cn un abierto, entonces

(a) Si η ∈ D(Ω) y f ∈ Dom(T ), entonces ηf ∈ Dom(T ) y

T (ηf) = ∂η ∧ f + ηTf.

(b) Si η ∈ D(Ω) y g ∈ Dom(S), entonces ηg ∈ Dom(S) y

S(ηg) = ∂η ∧ g + ηSg.

(c) Si η ∈ D(Ω) y f ∈ Dom(T ∗), entonces ηf ∈ Dom(T ∗).

Demostración: (b) Dado que g ∈ H2 entonces ηg ∈ H2

‖ηg‖22 =

∫
Ω
|ηg|2 e−ϕ2dV

≤ ‖η‖2∞
∫

Ω
|g|2 e−ϕ2dV

= ‖η‖2∞‖g‖22.

Denotemos

g =
∑
|α|=p
|β|=q+1

gαβ dz
α∧ dzβ

∂g =
∑
|α|=p
|γ|=q+2

(−1)|α|
∑

j+β=γ

εγjβ
∂gαβ
∂zj


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂g

dzα∧ dzγ

entonces por la regla de Leibniz, en el sentido distribucional(−1)|α|
∑

j+β=γ

εγjβ
∂(ηgαβ)

∂zj


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂(ηg)

= η

(−1)|α|
∑

j+β=γ

εγjβ
∂gαβ
∂zj


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂g

+

(−1)|α|
∑

j+β=γ

εγjβ
∂η

∂zj
gαβ


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂η∧g

de donde observamos que las coordenadas de ∂(ηg) pertenecen a L2(Ω, ϕ3). Por lo tanto

ηg ∈ DS

∂(ηg) = η∂g + ∂η ∧ g.
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(c) Dado que f ∈ H2 entonces ηf ∈ H2. Por demostrar que existe una constante c = c(η, f) >

0 tal que

| 〈Tg, ηf〉2 | ≤ c‖g‖1

para todo g ∈ DT .

|〈Tg, ηf〉2| = |〈ηTg, f〉2|

= |〈T (ηg)− Tη ∧ g, f〉2|

≤ |〈T (ηg), f〉2|+ |〈Tη ∧ g, f〉2|

=
∣∣〈g, ηT ∗f〉

1

∣∣+
∣∣〈∂η ∧ g, f〉

2

∣∣
≤ ‖g‖1‖ηT ∗f‖1 + ‖∂η ∧ g‖2‖f‖2.

Por la desigualdad de Schwarz

∣∣∂η ∧ g∣∣2 ≤ ( n

q + 1

) ∣∣∂η∣∣2 |g|2
‖∂η ∧ g‖22 ≤ c(η)‖g‖21∣∣∣∣〈Tg, ηf〉2

∣∣∣∣ ≤ (‖ηT ∗f‖1 +
√
c(η)‖f‖2

)
‖g‖1.

Lema 3.4.4. Sea Ω ⊂ Cn un abierto y sea f : Ω → R una función no-negativa. Suponer

que f es acotado en cada compacto de Ω. Entonces existe una función ϕ ∈ C∞(Ω) tal que

f(z) ≤ ϕ(z) para todo z ∈ Ω.

Demostración: Sean Kn una sucesión de compactos de Ω (Lema 1.4.1) de modo que

Kn ⊂⊂ K̊n+1 ⊂ Ω

Ω =

∞⋃
n=1

Kn

Sea

Mn = sup{f(z) : z ∈ Kn −Kn−1} (n ≥ 3)

por el Lema de Urysohn 4.5.8 escojemos funciones an ∈ C∞c (Ω) con las propiedades (n ≥ 3)

0 ≤ an ≤ 1
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an ≡ 1 enKn − K̊n−1

suppan ⊂ K̊n+1 −Kn−2

Definamos

ϕ(z) =

∞∑
n=2

Mnan(z)

donde a2 ≡ 1 y M2 = sup{f(z) : z ∈ K2}. Por lo tanto ϕ es la función requerida.

Lema 3.4.5. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Sea (Kj)j≥0 una sucesión de compactos en Ω tales que

Kj−1 ⊂⊂ K̊j , (j ≥ 1)

∞⋃
j=0

Kj = Ω.

Para cada j ≥ 1, sea ηj ∈ C∞c (Ω) tal que ηj ≡ 1 en Kj−1, supp(ηj) ⊂ K̊j y 0 ≤ ηj ≤ 1.

Entonces existe una función ψ ∈ C∞(Ω) tal que

|∂ηj |2 =
n∑
k=1

∣∣∣∣∂ηj∂zk

∣∣∣∣2 ≤ eψ
para todo j ≥ 1.

Demostración: Definamos

f(z) =


n∑
k=1

∣∣∣∣∂ηj∂zk

∣∣∣∣2 , z ∈ Kj −Kj−1 , (j ≥ 1)

0 , z ∈ K0

Entonces f es acotado en cada compacto de Ω y satisface

n∑
k=1

∣∣∣∣∂ηj∂zk

∣∣∣∣2 ≤ f(z) (j = 1, 2, · · · ).

Por el Lema 3.4.4, existe una función ψ ∈ C∞(Ω) tal que f ≤ ψ ≤ eψ en Ω.

Definición 3.4.3. Para ϕ,ψ ∈ C∞(Ω,R), definimos

ϕ1 = ϕ− 2ψ, ϕ2 = ϕ− ψ, ϕ3 = ϕ

Si ψ es como en el Lema 3.4.5 entonces

e−ϕ3
∣∣∂ηj∣∣2 ≤ e−ϕ2 , e−ϕ2

∣∣∂ηj∣∣2 ≤ e−ϕ1 (j = 1, 2, . . .)
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Lema 3.4.6. Sean η1, η2, . . . las funciones definidas en el Lema 3.4.5. Si f ∈ Dom(S),

‖S(ηjf)− ηjS(f)‖3 −→ 0 cuando j →∞.

Demostración: Por la desigualdad de Schwarz

|S(ηjf)− ηjS(f)|2 e−ϕ3 =
∣∣∂ηj ∧ f ∣∣2 e−ϕ3

≤ c
∣∣∂ηj∣∣2 |f |2 e−ϕ3

≤ c |f |2 e−ϕ2

de la primera desigualdad notamos que

|S(ηjf)− ηjS(f)|2 e−ϕ3 −→ 0

puntualmente cuando j → ∞, entonces por el teorema de la convergencia dominada de

Lebesgue[5] ∫
Ω
|S(ηjf)− ηjS(f)|2 e−ϕ3dV −→ 0 (j →∞).

esto es,

‖S(ηjf)− ηjS(f)‖3 −→ 0 (j →∞).

Proposición 3.4.3. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Entonces

(a) D(p,q)(Ω) ⊂ Dom(T ).

(b) D(p,q+1)(Ω) ⊂ Dom(S).

(c) D(p,q+1)(Ω) ⊂ Dom(T ∗).

Demostración: (a) Es claro de la definición de T .

(b) Es claro de la definición de S.

(c) Sea

g =
∑
|α|=p
|γ|=q+1

gαγ dz
α∧ dzγ ∈ D(p,q+1)(Ω)

entonces para cada f ∈ Dom(T ) tenemos que

〈Tf, g〉2 =

〈
f,
∑
|α|=p
|β|=q

(−1)p−1
n∑
j=1

eϕ1

{
∂

∂zj

(
e−ϕ2gα,jβ

)} dzα∧ dzβ〉
1
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lo cual muestra que g ∈ Dom(T ∗) y que

T ∗g =
∑
|α|=p
|β|=q

(−1)p−1
n∑
j=1

eϕ1

{
∂

∂zj

(
e−ϕ2gα,jβ

)}
︸ ︷︷ ︸

coordenadas deT ∗g

dzα∧ dzβ

Lema 3.4.7. Si f =
∑
|α|=p
|γ|=q+1

fαγ dz
α∧ dzγ ∈ Dom(T ∗), entonces

T ∗f = eϕ1ϑ(e−ϕ2f)

T ∗f =
∑
|α|=p
|β|=q

(−1)p−1
n∑
j=1

eϕ1

{
∂

∂zj

(
e−ϕ2fα,jβ

)}
︸ ︷︷ ︸

coordenadas deT ∗f

dzα∧ dzβ

Demostración: Denotemos

T ∗f =
∑
|α|=p
|β|=q

(T ∗f)αβ dz
α∧ dzβ ∈ H1

Sea

ϕ =
∑
|α|=p
|β|=q

ϕαβ dz
α∧ dzβ ∈ D(p,q)(Ω) ⊂ DT

entonces ∑
|α|=p
|β|=q

〈
(T ∗f)αβ , ϕαβe

−ϕ1

〉
=

∑
|α|=p
|β|=q

∫
Ω

(T ∗f)αβ ϕαβe
−ϕ1dV =

〈T ∗f, ϕ〉1 =

〈f, Tϕ〉2 =〈
f,

∑
|α|=p
|γ|=q+1

(−1)p
∑

j+β=γ

εγjβ
∂ϕαβ
∂zj

dzα∧ dzγ〉
2

=

113



∑
|α|=p
|γ|=q+1

∫
Ω

(−1)p
∑

j+β=γ

εγjβ
∂ϕαβ
∂zj

fαγ

 e−ϕ2dV =

∑
|α|=p
|γ|=q+1

∫
Ω

(−1)p
∑

j+β=γ

∂ϕαβ
∂zj

fα,jβ

 e−ϕ2dV =

∑
|α|=p
|β|=q

∫
Ω

(−1)p
n∑
j=1

∂ϕαβ
∂zj

fα,jβ

 e−ϕ2dV =

∑
|α|=p
|β|=q

〈(−1)p−1
n∑
j=1

eϕ1

{
∂

∂zj

(
e−ϕ2fα,jβ

)}, ϕαβe−ϕ1

〉

entonces

∑
|α|=p
|β|=q

〈
(T ∗f)αβ , ϕαβ

〉
=
∑
|α|=p
|β|=q

〈(−1)p−1
n∑
j=1

eϕ1

{
∂

∂zj

(
e−ϕ2fα,jβ

)}, ϕαβ
〉

para todo ϕ ∈ D(p,q)(Ω) de donde

(T ∗f)αβ = (−1)p−1
n∑
j=1

eϕ1

{
∂

∂zj

(
e−ϕ2fα,jβ

)}
para todo |α| = p, |β| = q en el sentido de distribuciones.

Corolario 3.4.1. eϕ2−ϕ1T ∗ = ϑ−Aϕ2

Demostración:

eϕ2−ϕ1T ∗f =

(−1)p−1
∑
|α|=p
|β|=q

n∑
j=1

[
∂fα,jβ
∂zj

− ∂ϕ2

∂zj
fα,jβ

]
dzα∧ dzβ =

(−1)p−1
∑
|α|=p
|β|=q

n∑
j=1

[
∂fα,jβ
∂zj

]
dzα∧ dzβ − (−1)p−1

∑
|α|=p
|β|=q

n∑
j=1

[
∂ϕ2

∂zj
fα,jβ

]
dzα∧ dzβ =

ϑf −Aϕ2f
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Lema 3.4.8. Sean η1, η2, . . . las funciones definidas en el Lema 3.4.5. Si f ∈ Dom(T ∗),

entonces

‖T ∗(ηlf)− ηlT ∗(f)‖1 → 0

cuando l→∞.

Demostración: Denotemos

f =
∑
|α|=p
|γ|=q+1

fαγ dz
α∧ dzγ

T ∗(ηlf)− ηlT ∗(f) =
∑
|α|=p
|β|=q

glαβ dz
α∧ dzβ ∈ H1

se sigue del Lema 3.4.7 y de la regla de Leibniz 3.3.4 que

glαβ =

(−1)p−1
n∑
j=1

eϕ1

{
∂

∂zj

(
e−ϕ2ηlfα,jβ

)}
− (−1)p−1ηl

n∑
j=1

eϕ1

{
∂

∂zj

(
e−ϕ2fα,jβ

)}
=

(−1)p−1
n∑
j=1

[
eϕ1

∂ηl
∂zj

e−ϕ2fα,jβ

]
Por el Lema 3.4.5 y la desigualdad de Schwarz

∣∣∣glαβ∣∣∣2 ≤ e2(ϕ1−ϕ2)

 n∑
j=1

∣∣∣∣∂ηl∂zj

∣∣∣∣2
 n∑

j=1

|fα,jβ|2


≤ eϕ1−ϕ2

n∑
j=1

|fα,jβ|2

De la primera desigualdad observamos que∣∣∣glαβ∣∣∣2 −→ 0

se sigue que

|T ∗(ηlf)− ηlT ∗(f)|2 e−ϕ1 −→ 0.
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Además

|T ∗(ηlf)− ηlT ∗(f)|2 e−ϕ1 =
∑
|α|=p
|β|=q

∣∣∣glαβ∣∣∣2 e−ϕ1

≤
∑
|α|=p
|β|=q

n∑
j=1

|fα,jβ|2 e−ϕ2

= (q + 1)
∑
|α|=p
|γ|=q+1

|fαγ |2 e−ϕ2

= (q + 1)|f |2e−ϕ2

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue[5] tenemos que

‖T ∗(ηlf)− ηlT ∗(f)‖1 −→ 0.

Teorema 3.4.2. Sean η1, η2, . . . las funciones definidas en el Lema 3.4.5.

(a) Si f ∈ H2,

‖ηjf − f‖2 −→ 0 cuando j →∞.

(b) Si f ∈ Dom(T ∗),

‖T ∗(ηjf)− T ∗f‖1 −→ 0 cuando j →∞.

(c) Si f ∈ Dom(S),

‖S(ηjf)− Sf‖3 −→ 0 cuando j →∞.

Demostración: (a)

‖ηjf − f‖22 =

∫
Ω
|ηjf − f |2e−ϕ2dV

observemos que

|ηjf − f |2e−ϕ2 −→ 0 cuando j →∞

|ηjf − f |2e−ϕ2 ≤ |f |2e−ϕ2

entonces por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue[5]

‖ηjf − f‖2 −→ 0 cuando j →∞
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(b) Similarmente por (a)

‖ηjT ∗f − T ∗f‖1 −→ 0 cuando j →∞

se sigue del Lema 3.4.8 que

‖T ∗(ηjf)− T ∗f‖1 ≤ ‖T ∗(ηjf)− ηjT ∗f‖1 + ‖ηjT ∗f − T ∗f‖1 −→ 0 cuando j →∞

(c) Similarmente por (a)

‖ηjSf − Sf‖3 −→ 0 cuando j →∞

sigue del Lema 3.4.6 que

‖S(ηjf)− Sf‖3 ≤ ‖S(ηjf)− ηjSf‖3 + ‖ηjSf − Sf‖3 −→ 0 cuando j →∞

Definición 3.4.4. Para g ∈ Dom(T ∗) ∩ Dom(S), definimos la norma de la gráfica

‖g‖2G = ‖g‖22 + ‖T ∗g‖21 + ‖Sg‖23.

Una consecuencia directa del Teorema 3.4.2 es el siguiente corolario.

Corolario 3.4.2. Sean η1, η2, . . . las funciones definidas en el Lema 3.4.5. Entonces para

f ∈ Dom(T ∗) ∩ Dom(S),

‖ηjf − f‖G −→ 0 cuando j →∞.

Definición 3.4.5. Si

T =
∑
|α|=p
|β|=q

Tαβdzα ∧ zβ ∈ D ′(p,q)(Ω)

entonces definimos su convolución

T ∗ Φε =
∑
|α|=p
|β|=q

Tαβ ∗ Φεdzα ∧ zβ ∈ C∞(p,q)(Ωε)

Proposición 3.4.4. Sea Ω ⊂ Cn un abierto.

a) Si f ∈ Dom(T ),

T (f ∗ Φε) = T (f) ∗ Φε
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b) Si g ∈ Dom(S),

S(g ∗ Φε) = S(g) ∗ Φε

c) Si f ∈ D ′(p,q)(Ω),

ϑ(f ∗ Φε) = ϑf ∗ Φε

Demostración: (b) Dado que S es un operador diferencial lineal

S(f ∗ Φε) =
∑
|α|=p
|θ|=q+2

(−1)p
∑
j+γ=θ

εθjγ
∂(fαγ ∗ Φε)

∂zj

 dzα∧ dzθ

=
∑
|α|=p
|θ|=q+2

(−1)p
∑
j+γ=θ

εθjγ
∂fαγ
∂zj

 ∗ Φε dz
α∧ dzθ

= S(f) ∗ Φε

Lema 3.4.9. Sea Ω ⊂ Cn un abierto y sean ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ C∞(Ω,R). Si g ∈ H2 tiene soporte

compacto con supp(g) ⊂ Ω2ε, entonces

gε = g ∗ Φε ∈ D(p,q+1)(Ω)

‖gε − g‖2 −→ 0 cuando ε→ 0

Demostración: Por la Proposición 3.3.5

g ∗ Φε ∈ D(p,q+1)(Ω)

y por la Proposición 4.5.6

‖g ∗ Φε − g‖L2
(p,q+1)(Ω) −→ 0 cuando ε→ 0

consecuentemente

‖g ∗ Φε − g‖2 −→ 0 cuando ε→ 0

Lema 3.4.10. Supongamos que f ∈ Dom(S) con supp(f) ⊂⊂ Ω, entonces

‖S(fε)− S(f)‖3 −→ 0 cuando ε→ 0
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Demostración: Notemos que

S(f) =
∑
|α|=p
|θ|=q+2

(−1)p
∑
j+γ=θ

εθjγ
∂fαγ
∂zj


︸ ︷︷ ︸

coordenadas enH3 con soporte compacto

dzα∧ dzθ

por el Lema 3.4.9

‖S(f) ∗ Φε − S(f)‖ϕ3 −→ 0

y por la Proposición 3.4.4

S(f) ∗ Φε = S(f ∗ Φε).

Lema 3.4.11. Sea f ∈ Dom(T ∗) con supp(f) ⊂⊂ Ω, entonces

‖T ∗(fε)− T ∗f‖ϕ1 −→ 0.

Demostración: Denotemos

f =
∑
|α|=p
|γ|=q+1

fαγ dz
α∧ dzγ ∈ Dom(T ∗)

T ∗f =
∑
|α|=p
|β|=q

(−1)p−1
n∑
j=1

eφ1

{
∂

∂zj

(
e−φ2fα,jβ

)}
︸ ︷︷ ︸
las coordenadas deT ∗f tienen soporte compacto

dzα∧ dzβ

por el Corolario 3.4.1, la Proposición 3.4.4 (a = Aϕ2)

eϕ2−ϕ1T ∗f = (ϑ− a)f

eϕ2−ϕ1T ∗fε = (ϑ− a)fε

(ϑ− a)(f ∗ Φε) = ϑ(f ∗ Φε)− a(f ∗ Φε)

((ϑ− a)f) ∗ Φε = ϑ(f) ∗ Φε − (af) ∗ Φε

ϑ(f ∗ Φε) = ϑ(f) ∗ Φε

(ϑ− a)(f ∗ Φε) = ((ϑ− a)f) ∗ Φε + (af) ∗ Φε − a(f ∗ Φε)

por la Proposición 4.5.6

‖((ϑ− a)f) ∗ Φε − (ϑ− a)f‖2 −→ 0 cuando ε→ 0
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‖(af) ∗ Φε − af‖2 −→ 0 cuando ε→ 0

‖a(f ∗ Φε)− af‖2 −→ 0 cuando ε→ 0

entonces

‖(ϑ− a)(f ∗ Φε)− (ϑ− a)f‖2 −→ 0 cuando ε→ 0

consecuentemente

‖T ∗(fε)− T ∗f‖2 −→ 0 cuando ε→ 0

‖T ∗(fε)− T ∗f‖ϕ1 −→ 0 cuando ε→ 0

Una consecuencia directa de los Lemas 3.4.9, 3.4.10, y 3.4.11 es el siguiente teorema.

Teorema 3.4.3. Si g ∈ Dom(T ∗) ∩ Dom(S) con soporte compacto, entonces

‖gε − g‖G −→ 0 cuando ε→ 0

Teorema 3.4.4. El espacio D(p,q+1)(Ω) es denso en Dom(T ∗) ∩ Dom(S) con respecto a la

norma de la gráfica

Dom(T ∗) ∩ Dom(S) 3 f 7→ ‖f‖2G = ‖f‖22 + ‖T ∗f‖21 + ‖Sf‖23.

Demostración: Sea f ∈ Dom(T ∗) ∩ Dom(S). Por el Corolario 3.4.2

‖ηjf − f‖G −→ 0 cuando j →∞.

Observamos que cada ηjf es un elemento en Dom(T ∗)∩Dom(S) con soporte compacto. Por el

Teorema 3.4.3 podemos aproximar elementos g ∈ Dom(T ∗) ∩ Dom(S) con soporte compacto,

por elementos de D(p,q+1)(Ω) con respecto a la norma de la gráfica.

Lema 3.4.12. Sea f ∈ D(p,q+1)(Ω)

f =
∑
|α|=p
|β|=q+1

fαβ dz
α∧ dzβ

entonces

∣∣∂f ∣∣2 =
∑
|α|=p
|β|=q+1

n∑
j=1

∣∣∣∣∂fαβ∂z̄j

∣∣∣∣2 − ∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

[
∂fα,jγ
∂z̄k

] [
∂fα,kγ
∂z̄j

]
.
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Demostración: Desde que

∂f =
∑
|α|=p
|θ|=q+2

(−1)p
∑
j+β=θ

εθjβ
∂fαβ
∂zj


︸ ︷︷ ︸

coordenadas de ∂f

dzα∧ dzθ

tenemos que

∣∣∂f ∣∣2 =
∑
|α|=p
|θ|=q+2

∣∣∣∣∣∣(−1)p
∑
j+β=θ

εθjβ
∂fαβ
∂zj

∣∣∣∣∣∣
2

=
∑
|α|=p
|θ|=q+2

 ∑
j+β=θ

εθjβ
∂fαβ
∂zj

[ ∑
k+λ=θ

εθkλ
∂fαλ
∂zk

]

=
∑
|α|=p
|θ|=q+2

 ∑
j+β=θ,k+λ=θ

εθjβε
θ
kλ

∂fαβ
∂zj

∂fαλ
∂zk



=
∑
|α|=p
|β|=q+1
|λ|=q+1

 n∑
j,k=1

εkλjβ
∂fαβ
∂z̄j

∂fαλ
∂z̄k



en el caso j = k tenemos que

λ = β, j /∈ β

en el caso j 6= k tenemos que

j ∈ λ, k ∈ β, γ = β − {k} = λ− {j}, β = k + γ, λ = j + γ

εkλjβ = −εjkγjβ ε
kλ
kjγ

εkλjβ = −εkγβ ε
λ
jγ

fα,kγ = εβkγfαβ

fα,jγ = ελjγfαλ
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se sigue que

∣∣∂f ∣∣2 =
∑
|α|=p
|β|=q+1
|λ|=q+1

∑
j=k

εkλjβ
∂fαβ
∂z̄j

∂fαλ
∂z̄k

+
∑
|α|=p
|β|=q+1
|λ|=q+1

∑
j 6=k

εkλjβ
∂fαβ
∂z̄j

∂fαλ
∂z̄k



=
∑
|α|=p
|β|=q+1

∑
j /∈β

∣∣∣∣∂fαβ∂z̄j

∣∣∣∣2
+

∑
|α|=p
|β|=q+1
|λ|=q+1

∑
j 6=k

εkλjβ
∂fαβ
∂z̄j

∂fαλ
∂z̄k



=
∑
|α|=p
|β|=q+1

∑
j /∈β

∣∣∣∣∂fαβ∂z̄j

∣∣∣∣2
− ∑

|α|=p
|γ|=q

∑
j 6=k

∂fα,kγ
∂z̄j

∂fα,jγ
∂z̄k


además ∑

|α|=p
|β|=q+1

∑
j∈β

∣∣∣∣∂fαβ∂z̄j

∣∣∣∣2
 =

∑
|α|=p
|γ|=q

 n∑
j=1

∣∣∣∣∂fα,jγ∂z̄j

∣∣∣∣2


entonces ∣∣∂f ∣∣2 =
∑
|α|=p
|β|=q+1

 n∑
j=1

∣∣∣∣∂fαβ∂z̄j

∣∣∣∣2
− ∑

|α|=p
|γ|=q

 n∑
j,k=1

∂fα,kγ
∂z̄j

∂fα,jγ
∂z̄k



Definición 3.4.6. Para g ∈ C1(Ω) definimos el operador

δjg = eϕ
∂

∂zj
(ge−ϕ) =

∂g

∂zj
− g ∂ϕ

∂zj
(j = 1, . . . , n).

Para f ∈ C2(Ω) definimos el operador[
δj ,

∂

∂zk

]
f = δj

∂f

∂zk
− ∂(δjf)

∂zk
(j, k = 1, . . . , n).

Observaciones:

1. El operador

T = − ∂

∂z̄j
: L2(Ω, ϕ) −→ L2(Ω, ϕ)

es un operador lineal cerrado densamente definido, con su operador adjunto δj (en el
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sentido de distribuciones). 〈
T ∗g, e−ϕθ

〉
=

∫
Ω
T ∗ge−ϕθdV

= 〈T ∗g, θ〉ϕ

=

〈
g,− ∂θ

∂zj

〉
ϕ

= −
∫

Ω
g
∂θ

∂zj
e−ϕdV

=
〈
δjg, e

−ϕθ
〉

2. Si

f =
∑
|α|=p
|β|=q+1

fαβ dz
α∧ dzβ ∈ D(p,q+1)(Ω)

entonces

eψT ∗f = (−1)p−1
∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

δjfα,jγ dz
α∧ dzγ + (−1)p−1

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

fα,jγ
∂ψ

∂zj
dzα∧ dzγ

donde ψ es como en el Lema 3.4.5 y ϕ1 = ϕ− 2ψ, ϕ2 = ϕ− ψ, ϕ3 = ϕ.

3. Para f ∈ C2(Ω) [
δj ,

∂

∂zk

]
f = f

∂2ϕ

∂zj∂zk
(j, k = 1, . . . , n).

Lema 3.4.13. Sea Ω ⊂ Cd un abierto. Sea Ωn una sucesión creciente de conjuntos abiertos

cuya unión es Ω, y sea cn una sucesión de números reales no-negativos. Entonces existe una

función ϕ ∈ C∞(Ω,R) tal que ϕ ≥ cn en Ωn − Ωn−1 para todo n ≥ 1 (Ω0 = ∅).

Demostración: Definamos f : Ω −→ R

f(z) = cn , z ∈ Ωn − Ωn−1

Entonces por el Lema 3.4.4 existe una función ϕ ∈ C∞(Ω,R) tal que ϕ ≥ f en Ω.

Lema 3.4.14. Sea f : R −→ R una función no-negativa el cual es acotada en cada intervalo

acotado. Asumir que existe a ∈ R tal que f(t) = 0 para todo t ≤ a. Entonces existe una

función creciente convexa χ ∈ C∞(R) tal que

χ(t) ≥ f(t) , χ′(t) ≥ f(t) , χ′′(t) ≥ 0 (t ∈ R).
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Demostración: Por el Lema de Urysohn 4.5.8, para cada n ∈ Z, escogemos una función

an ∈ C∞(R) tal que 0 ≤ an ≤ 1, y

an(t) =

1 , t ∈ [n− 2, n]

0 , t ∈ [n− 3, n+ 1]c

definamos

Mn = sup
[n−2,n]

f

ϕ =
∑
n∈Z

Mnan

entonces ϕ ∈ C∞(R) y ϕ ≥ f . Dado n− 1 ≤ x ≤ n tenemos que

χ1(x) =

∫ x

−∞
ϕ(t)dt ≥

∫ n−1

n−2
ϕ(t)dt ≥

∫ n−1

n−2
Mnan(t)dt = Mn ≥ f(x)

analogamente, existe una función θ ∈ C∞(R) tal que θ ≥ máx{χ′′1, 0}. Definamos

χ(x) =

∫ x

−∞

{∫ t

−∞
θ(y)dy

}
dt

entonces

χ′(x) =

∫ x

−∞
θ(y)dy ≥

∫ x

−∞
χ′′1(y)dy = χ′1(x) ≥ f(x)

χ(x) ≥
∫ x

−∞

{∫ t

−∞
χ′′1(y)dy

}
dt = χ1(x) ≥ f(x)

χ′′(x) = θ(x) ≥ 0.

Teorema 3.4.5. Sea Ω ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo y sea ρ ∈ C∞(Ω). Sea Φ : Ω→ R una

función exhaustiva estrictamente plurisubarmónica de clase C∞. Entonces existe una función

creciente convexa χ ∈ C∞(R) tal que ϕ = χ ◦ Φ es una función exhaustiva estrictamente

plurisubarmónica tal que

n∑
j,k=1

∂2ϕ

∂zj∂zk
wjwk ≥ 2

(∣∣∂ψ∣∣2 + eψ
) n∑
j=1

|wj |2 , ∀w ∈ Cn

ϕ(z) ≥ ρ(z) , ∀z ∈ Ω.

124



Demostración: Como Φ es estrictamente plurisubarmónica en Ω, entonces por el Lema

2.1.2 existe una función continua a : Ω→ R+ tal que

∆wΦ(z) =
n∑

j,k=1

∂2Φ

∂zj∂zk
(z)wjwk ≥ a(z)‖w‖2

para todo z ∈ Ω y w ∈ Cn. Definamos

Ωt = {z ∈ Ω : Φ(z) ≤ t} ⊂⊂ Ω (t ∈ R)

g(t) =


sup
z∈Ωt

ρ(z) , t > mı́n
Ω

Φ

0 , t ≤ mı́n
Ω

Φ

h(t) =


sup
z∈Ωt

2
(∣∣∂ψ(z)

∣∣2 + eψ(z)
)

a(z)

 , t > mı́n
Ω

Φ

0 , t ≤ mı́n
Ω

Φ

Notemos que g(t), h(t) son crecientes para t ≥ mı́n
Ω

Φ. Por el Lema 3.4.14 existe una función

creciente convexa χ1 ∈ C∞(R) tal que χ1(t) ≥ g+(t), χ′1(t) ≥ g+(t), y una función creciente

convexa χ2 ∈ C∞(R) tal que χ2(t) ≥ h(t), χ′2(t) ≥ h(t). Entonces obtenemos una función

creciente convexa χ ∈ C∞(R) tal que χ(t) ≥ g(t), χ′(t) ≥ h(t). Definamos

ϕ(z) = (χ ◦ Φ) (z)

entonces

ϕ(z) = χ(Φ(z)) ≥ g(Φ(z)) = sup
w∈ΩΦ(z)

ρ(w) ≥ ρ(z)

aplicando la Proposición 2.1.17

n∑
j,k=1

∂2ϕ

∂zj∂zk
(z)wjwk =

n∑
j,k=1

∂2 (χ ◦ Φ)

∂zj∂zk
(z)wjwk

= ∆w (χ ◦ Φ) (z)

= χ′′(Φ(z))·
∣∣∣〈w,∇Φ(z)

〉∣∣∣2 + χ′(Φ(z))·∆wΦ(z)

≥ h(Φ(z))a(z)‖w‖2

≥ 2
(∣∣∂ψ(z)

∣∣2 + eψ(z)
)
‖w‖2
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3.5. Un teorema de existencia para el operador ∂

Observaciones:

a) Para cada j = 1, 2, . . . , n, sea δj : D(Ω) −→ D(Ω) definido por

δjf = eϕ
∂

∂zj
(fe−ϕ) =

∂f

∂zj
− f ∂ϕ

∂zj

entonces, para todo f, g ∈ D(Ω) tenemos que (aplicando integración por partes)∫
Ω

∂f

∂zj
ge−ϕdV = −

∫
Ω
f · δjg· e−ϕdV

〈
− ∂f

∂zj
, g
〉
ϕ

=
〈
f, δjg

〉
ϕ

b)

δj
∂f

∂zk
− ∂

∂zk
δjf =

∂2ϕ

∂zj∂zk
f.

Teorema 3.5.1 (L2-estimaciones de Hörmander). Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Sea ϕ ∈ C∞(Ω),

ψ ∈ C∞(Ω), y ϕ1 = ϕ− 2ψ, ϕ2 = ϕ− ψ, ϕ3 = ϕ, entonces

2‖T ∗f‖21 + ‖Sf‖23 + 2(q + 1)

∫
Ω
|f |2

∣∣∂ψ∣∣2 e−ϕdV ≥
∫

Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

∂2ϕ

∂zj∂zk
fα,jγfα,kγe

−ϕdV +

∫
Ω

∑
|α|=p
|β|=q+1

∣∣∂fαβ∣∣2 e−ϕdV
para todo f ∈ D(p,q+1)(Ω), en particular para ϕ = ψ = 0, tenemos que

2‖ϑf‖2L2 + ‖∂f‖2L2 ≥
∑
|α|=p
|β|=q+1

n∑
j=1

wwww∂fαβ∂zj

wwww2

L2

Demostración: Para

f =
∑
|α|=p
|β|=q+1

fαβ dz
α∧ dzβ ∈ D(p,q+1)(Ω)
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T ∗f =
∑
|α|=p
|γ|=q

(−1)p−1
n∑
j=1

eϕ1

{
∂

∂zj

(
e−ϕ2fα,jγ

)}
︸ ︷︷ ︸

coordenadas deT ∗f

dzα∧ dzγ

= (−1)p−1
∑
|α|=p
|γ|=q

 n∑
j=1

eϕ−2ψ

{
∂

∂zj

(
eψ−ϕfα,jγ

)} dzα∧ dzγ

= (−1)p−1e−ψ
∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

δjfα,jγ dz
α∧ dzγ + (−1)p−1e−ψ

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

fα,jγ
∂ψ

∂zj
dzα∧ dzγ

≡ A+B

aplicando la desigualdad ‖x+ y‖2ϕ1
≤ 2‖x‖2ϕ1

+ 2‖y‖2ϕ1
tenemos que

2‖T ∗f‖2ϕ1
≥ ‖A‖2ϕ1

− 2‖B‖2ϕ1

donde

‖A‖2ϕ1
=

wwwwwwwww(−1)p−1e−ψ
∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

δjfα,jγ dz
α∧ dzγ

wwwwwwwww
2

ϕ1

=

∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

δjfα,jγδkfα,kγe
−ϕdV

=

∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

δjfα,jγ
∂
{
fα,kγe

−ϕ}
∂zk

dV

= −
∫

Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

∂(δjfα,jγ)

∂zk
fα,kγe

−ϕdV

127



‖B‖2ϕ1
=

wwwwwwwww(−1)p−1e−ψ
∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

fα,jγ
∂ψ

∂zj
dzα∧ dzγ

wwwwwwwww
2

1

=

∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

fα,jγ
∂ψ

∂zj

∣∣∣∣∣∣
2

e−ϕdV

≤
∫

Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

 n∑
j=1

|fα,jγ |2
 n∑

j=1

∣∣∣∣ ∂ψ∂zj
∣∣∣∣2
 e−ϕdV

= (q + 1)

∫
Ω
|f |2

∣∣∂ψ∣∣2 e−ϕdV
Por lo tanto

2‖T ∗f‖21 ≥ −
∫

Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

∂(δjfα,jγ)

∂zk
fα,kγe

−ϕdV − 2(q + 1)

∫
Ω
|f |2

∣∣∂ψ∣∣2 e−ϕdV
Por otro lado

‖Sf‖23 =

∫
Ω

∣∣∂f ∣∣2 e−ϕ3dV

=

∫
Ω

∑
|α|=p
|β|=q+1

n∑
j=1

∣∣∣∣∂fαβ∂z̄j

∣∣∣∣2 e−ϕdV − ∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

[
∂fα,jγ
∂z̄k

] [
∂fα,kγ
∂z̄j

]
e−ϕdV

=

∫
Ω

∑
|α|=p
|β|=q+1

n∑
j=1

∣∣∣∣∂fαβ∂z̄j

∣∣∣∣2 e−ϕdV +

∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

∂

∂zj

[
∂fα,jγ
∂z̄k

e−ϕ
]
fα,kγdV

=

∫
Ω

∑
|α|=p
|β|=q+1

n∑
j=1

∣∣∣∣∂fαβ∂z̄j

∣∣∣∣2 e−ϕdV +

∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

δj

[
∂fα,jγ
∂z̄k

]
fα,kγe

−ϕdV

Consecuentemente

2‖T ∗f‖21 + ‖Sf‖23 ≥∫
Ω

∑
|α|=p
|β|=q+1

∣∣∂fαβ∣∣2 e−ϕdV−2(q+1)

∫
Ω
|f |2

∣∣∂ψ∣∣2 e−ϕdV+

∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

[
δj ,

∂

∂z̄k

]
fα,jγfα,kγe

−ϕdV =

∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

∂2ϕ

∂zj∂zk
fα,jγfα,kγe

−ϕdV +

∫
Ω

∑
|α|=p
|β|=q+1

∣∣∂fαβ∣∣2 e−ϕdV − 2(q + 1)

∫
Ω
|f |2

∣∣∂ψ∣∣2 e−ϕdV
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Teorema 3.5.2. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Sea ϕ ∈ C∞(Ω), ψ ∈ C∞(Ω), y ϕ1 = ϕ − 2ψ,

ϕ2 = ϕ− ψ, ϕ3 = ϕ. Asumamos que

n∑
j,k=1

∂2ϕ

∂zj∂zk
wjwk ≥ 2

(∣∣∂ψ∣∣2 + eψ
) n∑
j=1

|wj |2 , ∀w ∈ Cn.

Entonces

‖T ∗f‖21 + ‖Sf‖23 ≥ ‖f‖22

para todo f ∈ D(p,q+1)(Ω).

Demostración:

2‖T ∗f‖21 + ‖Sf‖23 ≥∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

∂2ϕ

∂zj∂zk
fα,jγfα,kγe

−ϕdV +

∫
Ω

∑
|α|=p
|β|=q+1

∣∣∂fαβ∣∣2 e−ϕdV −2(q+ 1)

∫
Ω
|f |2

∣∣∂ψ∣∣2 e−ϕdV ≥
∫

Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

2
(∣∣∂ψ∣∣2 + eψ

)
|fα,jγ |2e−ϕdV+

∫
Ω

∑
|α|=p
|β|=q+1

∣∣∂fαβ∣∣2 e−ϕdV−2(q+1)

∫
Ω
|f |2

∣∣∂ψ∣∣2 e−ϕdV ≥
∫

Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

2
(∣∣∂ψ∣∣2 + eψ

)
|fα,jγ |2e−ϕdV − 2(q + 1)

∫
Ω
|f |2

∣∣∂ψ∣∣2 e−ϕdV =

2

∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

|fα,jγ |2eψ−ϕdV+2

∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

|fα,jγ |2

∣∣∂ψ∣∣2e−ϕdV−2(q+1)

∫
Ω
|f |2

∣∣∂ψ∣∣2 e−ϕdV =

2

∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

|fα,jγ |2eψ−ϕdV ≥

2‖f‖22

Teorema 3.5.3. Sea Ω ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Para f ∈ Dom(T ∗) ∩ Dom(S),

tenemos que

‖T ∗f‖21 + ‖Sf‖23 ≥ ‖f‖22.
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Demostración: Por el Teorema 3.4.4 existe una sucesión (fj)j≥1 ⊂ D(p,q+1)(Ω) tal que

‖fj − f‖G −→ 0 cuando j →∞

y por el Teorema 3.5.2

‖fj‖22 ≤ ‖T ∗(fj)‖21 + ‖S(fj)‖23

haciendo tender j →∞ tenemos que

‖f‖22 ≤ ‖T ∗(f)‖21 + ‖S(f)‖23.

Una consecuencia directa del Teorema 3.1.1 y el Teorema 3.5.3 es el siguiente teorema de

existencia para el operador ∂.

Teorema 3.5.4. Sea Ω ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Sea ϕ ∈ C∞(Ω) como en el Teorema

3.4.5, ψ ∈ C∞(Ω) como en el Lema 3.4.5, y ϕ1 = ϕ− 2ψ, ϕ2 = ϕ− ψ, ϕ3 = ϕ. Supongamos

que f ∈ L2
(p,q+1)(Ω, ϕ2) satisface ∂f = 0, entonces existe u ∈ L2

(p,q)(Ω, ϕ1) tal que ∂u = f .

Teorema 3.5.5. Sea Ω ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Supongamos que f ∈

L2
(p,q+1)(Ω, loc) satisface ∂f = 0. Entonces existe u ∈ L2

(p,q)(Ω, loc) tal que ∂u = f .

Demostración: Por el Lema 3.4.2 existe una función λ ∈ C∞(Ω) tal que f ∈ L2
(p,q+1)(Ω, λ).

Supongamos que ϕ satisface la condición del Teorema 3.4.5 para ρ = ψ + λ. Desde que∫
Ω
|f |2e−ϕ2dV ≤

∫
Ω
|f |2e−λdV <∞

tenemos que f ∈ L2
(p,q+1)(Ω, ϕ2). Por el Teorema 3.5.4 existe u ∈ L2

(p,q)(Ω, ϕ1) tal que ∂u = f .

Se sigue del Lema 3.4.1 que u ∈ L2
(p,q)(Ω, loc).

3.6. Regularización para el operador ∂

Lema 3.6.1 (Solución canónica). Sean ϕ y ψ como en el Teorema 3.5.4. Sean

ϕ1 = ϕ− 2ψ , ϕ2 = ϕ− ψ , ϕ3 = ϕ

Si f ∈ Nu(S), entonces existe una única solución u ∈ Nu(T )⊥ de la ecuación Tu = f .
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Demostración: Dado que T es un operador cerrado, entonces Nu(T ) es cerrado en H1. Por

lo tanto

H1 = Nu(T )⊕ Nu(T )⊥.

Por el Teorema 3.5.4 Ran(T ) = Nu(S), entonces existe g ∈ Dom(T ) tal que Tg = f . Definamos

u = g − proyecciónNu(T )g

entonces u ∈ Nu(T )⊥ el cual es también una solución de Tu = f . Si v ∈ Nu(T )⊥ es otra

solución de Tv = f , entonces u− v ∈ Nu(T )⊥ y u− v ∈ Nu(T ), se sigue que u = v.

Definición 3.6.1. Sea Ω ⊂ Rn un abierto. Definamos los espacios de Sobolev de orden

k ∈ Z+ ∪ {∞}

Wk(Ω) =

{
f ∈ L2(Ω)

∣∣∣∣( ∂

∂x

)µ
f ∈ L2(Ω), |µ| ≤ k

}
Wk(Ω, loc) =

{
f ∈ L2(Ω, loc)

∣∣∣∣( ∂

∂x

)µ
f ∈ L2(Ω, loc), |µ| ≤ k

}
Si Ω ⊂ Cn, obtenemos la siguiente notación compleja (identificando Cn ∼= R2n)

Wk(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω)

∣∣∣∣∣∂α,βu =

(
∂

∂z

)α( ∂

∂z

)β
u ∈ L2(Ω), |α|+ |β| ≤ k

}

Wk(Ω, loc) =

{
f ∈ L2(Ω, loc)

∣∣∣∣( ∂

∂z

)µ( ∂

∂z

)η
f ∈ L2(Ω, loc), |µ|+ |η| ≤ k

}
Denotemos como Wk

(p,q)(Ω), Wk
(p,q)(Ω, loc) los correspondientes espacios de formas (en su

forma canónica).

Lema 3.6.2. Si ϕ ∈ D(Rn), entonces

sup
Rn
|ϕ| ≤

∫
Rn

∣∣∣∣ ∂nϕ

∂x1 · · · ∂xn

∣∣∣∣ dV.
Demostración: Sea a ∈ Rn. Por el Teorema Fundamental del Cálculo en una variable

ϕ(a) =

∫ an

−∞
· · ·
∫ a2

−∞

∫ a1

−∞

∂nϕ

∂x1∂x2 · · · ∂xn
(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn

ϕ(a) =

∫
∏n
j=1(−∞,aj ]

∂nϕ

∂x1∂x2 · · · ∂xn
dV
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Proposición 3.6.1. Sea n ≥ 1, entonces

Wn
c (Rn) ⊂ C(Rn)

esto es, si f ∈ Wn(Rn) tiene soporte compacto, entonces después de una corrección en un

conjunto de medida cero f es continua en Rn.

Demostración: Escojamos una función Φ ∈ D(Rn) tal que∫
Rn

ΦdV = 1, supp(Φ) = B(0, 1).

Definamos para cada ε > 0

Φε(x) =
1

εn
Φ
(x
ε

)
.

Sea f ∈ Wn(Rn) un función con soporte compacto. Por el Lema 3.6.2

sup
Rn
|f ∗ Φε − f ∗ Φδ| ≤

∫
Rn

∣∣∣∣∂n(f ∗ Φε − f ∗ Φδ)

∂x1 · · · ∂xn

∣∣∣∣ dV
≤M

wwww∂n(f ∗ Φε − f ∗ Φδ)

∂x1∂x2 · · · ∂xn

wwww
2

(desigualdad de Schwarz)

donde M =

√
V
[
supp (f) +B(0, 1)

]
. Como f ∈ Wn(Rn) tenemos que

wwww∂n(f ∗ Φε − f ∗ Φδ)

∂x1∂x2 · · · ∂xn

wwww
2

=

wwww ∂nf

∂x1∂x2 · · · ∂xn
∗ Φε −

∂nf

∂x1∂x2 · · · ∂xn
∗ Φδ

wwww
2

−→ 0

cuando ε, δ → 0, entonces la sucesión (f ∗ Φε)ε converge uniformemente a una función g ∈

C(Rn) con soporte compacto, consecuentemente

‖f ∗ Φε − g‖2 −→ 0 cuando ε→ 0

y por otro lado, por la Proposición 4.5.6

‖f ∗ Φε − f‖2 −→ 0 cuando ε→ 0

concluimos que f(x) = g(x) para casi todo x ∈ Rn.

Lema 3.6.3. Sea Ω ⊂ Rn un abierto, entonces

Wn(Ω, loc) ⊂ C(Ω)
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Demostración: Sea f ∈ Wn(Ω, loc). Sea (Ωj)j≥1 una sucesión creciente de abiertos (Ωj ⊂⊂

Ωj+1 ⊂⊂ Ω). Por el Lema de Urysohn 4.5.8, para cada j ≥ 1, sea ηj ∈ D(Ω) con ηj ≡ 1 en

Ωj y suppηj ⊂ Ωj+1. Sea η ∈ D(U) entonces(
∂

∂x

)α
ηf ∈ L2(Rn)

para todo multi-indice |α| ≤ n. Por la Proposición 3.6.1 existe una función a ∈ C(Rn) tal que

ηf = a para casi todo punto. Luego para cada j ≥ 1, existe aj ∈ C(Rn) tal que ηjf = aj para

casi todo punto. Sea a(x) = aj(x) si x ∈ Ωj , entonces a ∈ C(Ω). Por lo tanto f(x) = a(x)

para casi todo x ∈ Ω.

Teorema 3.6.1 (Teorema de incrustración de Sobolev). Sea Ω ⊂ Rn un abierto, entonces

Wn+k(Ω, loc) ⊂ Ck(Ω)

Demostración: Sea k = 1. Sea f ∈ Wn+1(Ω, loc), entonces

∂f

∂xj
∈ Wn(Ω, loc).

Por el Lema 3.6.3
∂f

∂xj
∈ C(Ω)

para j = 1, 2, . . . , n, se sigue del Lema de Bois-Raymond 3.3.2 que f ∈ C1(Ω).

Sea k = 2. Sea f ∈ Wn+2(Ω, loc), entonces

∂f

∂xj
∈ Wn+1(Ω, loc).

Por el caso k = 1
∂f

∂xj
∈ C1(Ω)

para j = 1, 2, . . . , n, se sigue del Lema de Bois-Raymond 3.3.2 que f ∈ C2(Ω).

Procediendo por inducción logramos que

Wn+k(Ω, loc) ⊂ Ck(Ω).

Observaciones:
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1. Sea Ω ⊂ Rn un abierto, f ∈ C∞(Ω) y ϕ ∈ D(Ω). Desde que ϕ tiene soporte compacto

se sigue del Teorema de Fubini y de la fórmula de integración por partes que∫
Ω
ϕ
∂f

∂xj
dV = −

∫
Ω

∂ϕ

∂xj
fdV

para todo j = 1, 2, . . . , n. Luego por inducción tenemos que∫
Ω
ϕ∂αfdV = (−1)|α|

∫
Ω
f∂αϕdV

para todo multi-́ındice α.

Lema 3.6.4. Para f ∈ D(Cn), tenemos quewwww ∂f

∂zj

wwww
L2

=

wwww ∂f

∂zj

wwww
L2

para todo j = 1, 2, . . . , n.

Demostración: Como f ∈ D(Cn) entonces por la observación anteriorwwww ∂f

∂zj

wwww2

2

=

∫
Cn

∣∣∣∣ ∂f∂zj
∣∣∣∣2 dV =

∫
Cn

∂f

∂zj

∂f

∂z̄j
dV = −

∫
Cn
f

∂2f

∂zj∂z̄j
dV

wwww ∂f

∂z̄j

wwww2

2

=

∫
Cn

∣∣∣∣ ∂f∂z̄j
∣∣∣∣2 dV =

∫
Cn

∂f

∂z̄j

∂f

∂zj
dV = −

∫
Cn
f

∂2f

∂z̄j∂zj
dV

aplicando la identidad de Schwarz

−
∫
Cn
f

∂2f

∂zj∂z̄j
dV = −

∫
Cn
f

∂2f

∂z̄j∂zj
dV.

Lema 3.6.5. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Supongamos que f ∈ L2(Ω) tiene soporte compacto y

que
∂f

∂z̄j
∈ L2(Ω) , ∀j = 1, 2, . . . , n

entonces
∂f

∂zj
∈ L2(Ω) , ∀j = 1, 2, . . . , n

esto es, f ∈ W1(Ω) con wwww ∂f

∂zj

wwww
L2

=

wwww ∂f

∂z̄j

wwww
L2

, ∀j = 1, 2, . . . , n.
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Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Ω = Cn (suppf ⊂⊂ Ω).

Sea j ∈ {1, 2, . . . , n}. Escojamos una función Φ ∈ D(Cn) tal que∫
Cn

ΦdV = 1, supp(Φ) = B(0, 1).

Definamos para cada ε > 0 (suficientemente pequeño)

Φε(x) =
1

ε2n
Φ
(x
ε

)
entonces fε = f ∗ Φε ∈ D(Cn). Por la Proposición 4.5.6wwww∂fε∂z̄j

− ∂f

∂z̄j

wwww
L2

=

wwww ∂f

∂z̄j
∗ Φε −

∂f

∂z̄j

wwww
L2

−→ 0 cuando ε→ 0

Por el Lema 3.6.4wwww∂fε∂zj
− ∂fδ
∂zj

wwww
L2

=

wwww∂fε∂z̄j
− ∂fδ
∂z̄j

wwww
L2

−→ 0 cuando ε, δ → 0

entonces

(
∂fε
∂zj

)
ε

es una sucesión de Cauchy en L2(Cn). Por completitud existe g ∈ L2(Cn)

tal que wwww∂fε∂zj
− g
wwww
L2

−→ 0 cuando ε→ 0.

Por la Proposición 4.5.6

‖fε − f‖L2 −→ 0 cuando ε→ 0

en particular

fε −→ f en L1(Ω, loc) cuando ε→ 0

Por la Proposición 3.3.8 y la Proposición 3.3.2

fε −→ f en D ′(Cn) cuando ε→ 0

∂fε
∂zj
−→ ∂f

∂zj
en D ′(Cn) cuando ε→ 0

por otro lado
∂fε
∂zj
−→ g en D ′(Cn) cuando ε→ 0

concluimos que
∂f

∂zj
= g ∈ L2(Cn).
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Por el Lema 3.6.4 wwww∂fε∂zj

wwww
2

=

wwww∂fε∂z̄j

wwww
2

tomando ĺımite cuando ε→ 0 (conjuntamente con la Proposición 4.5.6)wwww ∂f

∂zj

wwww
2

=

wwww ∂f

∂z̄j

wwww
2

para cada j = 1, 2, . . . , n.

Definición 3.6.2. Sea

f =
∑
|α|=p
|β|=q+1

fαβ dz
α∧ dzβ ∈ L2

(p,q+1)(Ω).

Definamos el operador diferencial ϑ con coeficientes constantes

ϑf = (−1)p−1
∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j=1

∂fα,jγ
∂zj

dzα∧ dzγ

en el sentido de distribuciones.

Lema 3.6.6. Sea g ∈ L2
(p,q+1)(Ω) con soporte compacto de modo que

∂g ∈ L2
(p,q+2)(Ω)

ϑg ∈ L2
(p,q)(Ω)

entonces g ∈ W1
(p,q+1)(Ω).

Demostración: Para f ∈ D(p,q+1)(Ω) hacemos ψ = ϕ = 0 en la prueba del Teorema 3.5.1

2‖T ∗f‖21 + ‖Sf‖23 ≥∫
Ω

∑
|α|=p
|γ|=q

n∑
j,k=1

∂2ϕ

∂zj∂zk
fα,jγfα,kγe

−ϕdV +

∫
Ω

∑
|α|=p
|β|=q+1

∣∣∂fαβ∣∣2 e−ϕdV − 2(q + 1)

∫
Ω
|f |2

∣∣∂ψ∣∣2 e−ϕdV
entonces

2‖ϑf‖2L2 + ‖∂f‖2L2 ≥
∑
|α|=p
|β|=q+1

n∑
j=1

wwww∂fαβ∂zj

wwww2

L2

.

Luego escogemos una función Φ ∈ D(Cn) tal que∫
Cn

ΦdV = 1, supp(Φ) = B(0, 1)
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Definamos para cada ε > 0 (suficientemente pequeño)

Φε(z) =
1

ε2n
Φ
(z
ε

)
.

Por las Proposiciones 4.5.8, 3.4.4, 4.5.6 tenemos que

gε = g ∗ Φε ∈ D(p,q+1)(Ω)

∂gε = ∂(g ∗ Φε) =
(
∂g
)
∗ Φε

ϑgε = ϑ(g ∗ Φε) = (ϑg) ∗ Φε

‖gε − g‖L2 −→ 0 cuando ε→ 0

‖∂gε − ∂g‖L2 −→ 0 cuando ε→ 0

‖ϑgε − ϑg‖L2 −→ 0 cuando ε→ 0

de la desigualdad

2‖ϑgδ − ϑgε‖2L2 + ‖∂gδ − ∂gε‖2L2 ≥
∑
|α|=p
|β|=q+1

n∑
j=1

wwww∂(gαβ ∗ Φδ)

∂zj
−
∂(gαβ ∗ Φε)

∂zj

wwww2

L2

observamos que la sucesión (
∂(gαβ ∗ Φε)

∂zj

)
ε>0

es de Cauchy. Por completitud existe hjαβ ∈ L
2(Ω) tal que

∂(gαβ ∗ Φε)

∂zj
−→ hjαβ en L2(Ω) cuando ε→ 0

en particular
∂(gαβ ∗ Φε)

∂zj
−→ hjαβ en L1(Ω, loc) cuando ε→ 0

por la Proposición 3.3.8

∂(gαβ ∗ Φε)

∂zj
−→ hjαβ en D ′(Ω) cuando ε→ 0

por las Proposiciones 3.3.5, 3.3.7

∂(gαβ ∗ Φε)

∂zj
=
∂(gαβ)

∂zj
∗ Φε −→

∂gαβ
∂zj

en D ′(Ω) cuando ε→ 0
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se sigue que
∂gαβ
∂zj

= hjαβ ∈ L
2(Ω)

en el sentido de distribuciones. Aplicando el Lema 3.6.5

∂gαβ
∂zj

∈ L2(Ω)

para cada j = 1, . . . , n y por lo tanto g ∈ W1
(p,q+1)(Ω).

Observaciones:

(a) Ck(p,q)(Ω) ⊂ Wk
(p,q)(Ω, loc), k ≥ 0.

(b) ∂(Wk+1
(p,q)(Ω, loc)) ⊂ W

k
(p,q+1)(Ω, loc), k ≥ 0.

(c) ϑ(Wk+1
(p,q+1)(Ω, loc)) ⊂ W

k
(p,q)(Ω, loc), k ≥ 0.

En lo que sigue el siguiente lema será usado frecuentemente, la prueba es por inducción,

dejamos la prueba al lector.

Lema 3.6.7 (lema técnico). Sea u ∈ L2(Ω, loc) y k ∈ Z+. Entonces u ∈ Wk(Ω, loc) si y

solamente si ηu ∈ Wk(Ω) para todo η ∈ D(Ω).

Lema 3.6.8. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Entonces

Wk+1
(p,0)(Ω, loc) =

{
u ∈ L2

(p,0)(Ω, loc) : ∂u ∈ Wk
(p,1)(Ω, loc)

}
para todo p, k ∈ Z+.

Demostración: Procederemos por inducción en la regularidad k. Para k = 0

f =
∑
|α|=p

n∑
j=1

fαj dz
α ∧ dzj ∈W 0

(p,1)(Ω, loc) = L2
(p,1)(Ω, loc)

u =
∑
|α|=p

uα dz
α ∈ L2

(p,0)(Ω, loc)

de la ecuación ∂u = f , se sigue que

∂uα
∂zj
∈ L2(Ω, loc)
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para todo multi-́ındice |α| = p y para todo j = 1, . . . , n. Para η ∈ D(Ω) tenemos que

∂(ηuα)

∂zj
= η

∂uα
∂zj

+
∂η

∂zj
uα ∈ L2(Ω)

Por el Lema 3.6.5 ηuα ∈W 1(Ω), entonces uα ∈W 1(Ω, loc) (Lema 3.6.7), esto es

u ∈W 1
(p,0)(Ω, loc)

Para k = 1. De la ecuación ∂u = f se sigue que

∂uα
∂zj
∈W 1(Ω, loc)

para todo multi-́ındice |α| = p y para todo j = 1, . . . , n. Para η ∈ D(Ω) tenemos que

∂(ηuα)

∂zj
= η

∂uα
∂zj

+
∂η

∂zj
uα ∈W 1(Ω)

Para |a|+ |b| ≤ 1

∂

∂zj

{(
∂

∂z

)a( ∂

∂z

)b
(ηuα)

}
=

(
∂

∂z

)a( ∂

∂z

)b( ∂

∂zj
(ηuα)

)
∈ L2(Ω)

Por el Lema 3.6.5 ηuα ∈W 2(Ω), entonces uα ∈W 2(Ω, loc) (Lema 3.6.7), esto es

u ∈W 2
(p,0)(Ω, loc)

Para k = 2. De la ecuación ∂u = f se sigue que

∂uα
∂zj
∈W 2(Ω, loc)

para todo multi-́ındice |α| = p y para todo j = 1, . . . , n. Para η ∈ D(Ω) tenemos que

∂(ηuα)

∂zj
= η

∂uα
∂zj

+
∂η

∂zj
uα ∈W 2(Ω)

Para |a|+ |b| ≤ 2

∂

∂zj

{(
∂

∂z

)a( ∂

∂z

)b
(ηuα)

}
=

(
∂

∂z

)a( ∂

∂z

)b( ∂

∂zj
(ηuα)

)
∈ L2(Ω)

Por el Teorema 3.6.5 ηuα ∈W 3(Ω), entonces uα ∈W 3(Ω, loc) (Lema 3.6.7), esto es

u ∈W 3
(p,0)(Ω, loc)

Procediendo por inducción logramos que u ∈W k+1
(p,0)(Ω, loc).
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Lema 3.6.9. Sea Ω ⊂ Cn un abierto. Entonces

Wk+1
(p,q+1)(Ω, loc) =

{
u ∈ L2

(p,q+1)(Ω, loc) : ∂u ∈ Wk
(p,q+2)(Ω, loc) , ϑu ∈ Wk

(p,q)(Ω, loc)
}

para todo p, q ≥ 0 , k ∈ Z+.

Demostración: Procederemos por inducción en la regularidad k. Para k = 0. Sea η ∈ D(Ω),

entonces

∂(ηu) = ∂η ∧ u+ η∂u ∈ W0
(p,q+2)(Ω)

ϑ(ηu) = ηϑ(u) +Aη(u) ∈ W0
(p,q)(Ω)

esto es

∂ (ηu) ∈ L2
(p,q+2)(Ω)

ϑ (ηu) ∈ L2
(p,q)(Ω)

Por el Lema 3.6.6

ηu ∈ W1
(p,q)(Ω)

entonces

u ∈ W1
(p,q+1)(Ω, loc)

Para k = 1. Sea η ∈ D(Ω), entonces

∂(ηu) = ∂η ∧ u+ η∂u ∈ W1
(p,q+2)(Ω)

ϑ(ηu) = ηϑ(u) +Aη(u) ∈ W1
(p,q)(Ω)

Para |a|+ |b| ≤ 1

∂

{(
∂

∂z

)a( ∂

∂z

)b
(ηu)

}
∈ L2

(p,q+2)(Ω)

ϑ

{(
∂

∂z

)a( ∂

∂z

)b
(ηu)

}
∈ L2

(p,q)(Ω)

Por el Lema 3.6.6 (
∂

∂z

)a( ∂

∂z

)b
(ηu) ∈ W1

(p,q+1)(Ω)

ηu ∈ W2
(p,q+1)(Ω)

entonces

u ∈ W1+1
(p,q+1)(Ω, loc)
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Para k = 2. Sea η ∈ D(Ω), entonces

∂(ηu) = ∂η ∧ u+ η∂u ∈ W2
(p,q+2)(Ω)

ϑ(ηu) = ηϑ(u) +Aη(u) ∈ W2
(p,q)(Ω)

Para |a|+ |b| ≤ 2

∂

{(
∂

∂z

)a( ∂

∂z

)b
(ηu)

}
∈ L2

(p,q+2)(Ω)

ϑ

{(
∂

∂z

)a( ∂

∂z

)b
(ηu)

}
∈ L2

(p,q)(Ω)

Por el Lema 3.6.6 (
∂

∂z

)a( ∂

∂z

)b
(ηu) ∈ W1

(p,q+1)(Ω)

ηu ∈ W3
(p,q+1)(Ω)

entonces

u ∈ W2+1
(p,q+1)(Ω, loc)

Procediendo por inducción logramos que

u ∈ Wk+1
(p,q+1)(Ω, loc).

Teorema 3.6.2. Sea Ω ⊂ Cn un abierto pseudoconvexo. Entonces

∂
(
Wk+1

(p,q)(Ω, loc)
)

=
{
v ∈ Wk

(p,q+1)(Ω, loc) : ∂v = 0
}
, p, q ≥ 0 , k ∈ Z+ ∪ {∞}

Demostración: El caso q = 0.

∂
(
Wk+1

(p,0)(Ω, loc)
)

=
{
v ∈ Wk

(p,1)(Ω, loc) : ∂v = 0
}
, p ≥ 0 , k ∈ Z+ ∪ {∞}

Sea v ∈ Wk
(p,1)(Ω, loc) tal que ∂v = 0. Por el Teorema 3.5.5 existe u ∈ L2

(p,0)(Ω, loc) tal que

∂u = v. Por lo tanto, aplicando el Lema 3.6.9 u ∈ Wk+1
(p,0)(Ω, loc).

El caso q ≥ 1.

∂
(
Wk+1

(p,q)(Ω, loc)
)

=
{
v ∈ Wk

(p,q+1)(Ω, loc) : ∂v = 0
}
, p ≥ 0, q ≥ 1, k ∈ Z+ ∪ {∞}
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Desde que v ∈ L2
(p,q+1)(Ω, loc), por el 3.4.2 existe λ ∈ C∞(Ω) tal que v ∈ L2

(p,q+1)(Ω, λ). Si ϕ

satisface las propiedades del Teorema 3.4.5 para ρ = ψ + λ, entonces para

ϕ1 = ϕ− 2ψ , ϕ2 = ϕ− ψ , ϕ3 = ϕ

v ∈ L2
(p,q+1)(Ω, ϕ2). Debido al Lema 3.6.1 existe u ∈ L2

(p,q)(Ω, ϕ1) tal que ∂u = v con u ∈

Nu(T )⊥. Desde que Ran(T ) = Nu(S), Ran(T ) es cerrado. Por el Corolario 3.1.1 Ran(T ∗) es

cerrado y por la Proposición 3.1.3

u ∈ Nu(T )⊥ = Ran(T ∗) = Ran(T ∗)

entonces existe v ∈ L2
(p,q+1)(Ω, ϕ2) tal que u = T ∗v = eϕ1ϑ(e−ϕ2v) (Lema 3.4.7 ). Se sigue

que ϑ(e−ϕ1u) = 0 (Proposición 3.4.1)

ϑu = (−1)p−1
∑
|α|=p
|β|=q−1

 n∑
j=1

∂ϕ1

∂zj
uα,jβ

 dzα∧ dzβ

Procederemos por inducción en la regularidad k. Para k = 0. Notamos que

∂u ∈ W0
(p,q+1)(Ω, loc)

ϑu ∈ W0
(p,q−1)(Ω, loc)

entonces (Lema 3.6.9)

u ∈ W0+1
(p,q)(Ω, loc)

Para k = 1. Notamos que

∂u ∈ W1
(p,q+1)(Ω, loc)

ϑu ∈ W1
(p,q−1)(Ω, loc)

entonces (Lema 3.6.9)

u ∈ W1+1
(p,q)(Ω, loc)

Para k = 2. Notamos que

∂u ∈ W2
(p,q+1)(Ω, loc)

ϑu ∈ W2
(p,q−1)(Ω, loc)

entonces (Lema 3.6.9)

u ∈ W2+1
(p,q)(Ω, loc)
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Procediendo por inducción logramos que

u ∈ Wk+1
(p,q)(Ω, loc).

Corolario 3.6.1 (Teorema de Hörmander). Sea Ω ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Enton-

ces

∂
(
Ck+1

(p,q)(Ω)
)
⊃
{
v ∈ C2n+k

(p,q+1)(Ω) : ∂v = 0
}
, p, q ≥ 0 , k ∈ Z+ ∪ {∞}

En particular, si v ∈ C∞(p,q+1)(Ω) satisface ∂v = 0, entonces existe u ∈ C∞(p,q)(Ω) satisfaciendo

∂u = v.

Demostración: Como C2n+k
(p,q+1)(Ω) ⊂ W2n+k

(p,q+1)(Ω, loc) entonces v ∈ W2n+k
(p,q+1)(Ω, loc). Enton-

ces por el Teorema 3.6.2 existe u ∈ W2n+k+1
(p,q) (Ω, loc) satisfaciendo ∂u = v. Por el Teorema de

incrustración de Sobolev 3.6.1

W2n+k+1
(p,q) (Ω, loc) ⊂ Ck+1

(p,q)(Ω)

entonces después de una corrección en un conjunto de medida cero u ∈ Ck+1
(p,q)(Ω).

143



Caṕıtulo 4

El problema de Levi

Presentamos una versión débil del Teorema de Hörmander 3.6.1, recomendamos la refe-

rencia [3]. Es posible debilitar la solución del problema de E. Levi, de tal forma que solo

necesitemos la versión débil del Teorema de Hörmander.

Teorema 4.0.3 (Teorema de Hörmander). Sea U ⊂ Cn un dominio estrictamente pseudo-

convexo suavemente acotado y sea f una (0, 1)-forma con coeficientes de clase C∞ en una

vecindad de la clausura de U , tal que ∂f = 0 en U , entonces existe u ∈ C∞(U) tal que ∂u = f .

4.1. El teorema de aproximación de Oka-Weil

El Teorema de Aproximación de Oka-Weil generaliza el Teorema de Runge [6] a varias

variables complejas, herramienta fundamental para resolver el problema de E. Levi.

Definición 4.1.1. Sean A ⊂ B ⊂ Cn conjuntos tales que, para toda función holomorfa

f ∈ O(A), cualquier compacto K ⊂ A y cualquier ε > 0, existe una función holomorfa

g ∈ O(B) tal que ‖f − g‖K < ε. Entonces diremos que A es Runge en B o (A,B) es un

par de Runge. Si A es compacto, es suficiente con tomar K = A.

Recordemos que una función holomorfa en un conjunto arbitrario X ⊂ Cn (no necesaria-

mente abierto), es una función holomorfa en una vecindad de X.

Proposición 4.1.1. Sea (Kj)j≥1 ⊂ Cn una sucesión de conjuntos compactos tales que

Kj ⊂ K̊j+1
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Kj es Runge en Kj+1

para todo j ≥ 1. Entonces K1 es Runge en U =
∞⋃
j=1

K̊j.

Demostración: Sean f ∈ O(K1), ε > 0 y denotemos g1 = f . Desde que K1 es Runge en K2

existe g2 ∈ O(K2) tal que

‖g2 − g1‖K1 <
ε

21
.

Desde que K2 es Runge en K3 existe g3 ∈ O(K3) tal que

‖g3 − g2‖K2 <
ε

22
.

De este modo obtenemos una sucesión de funciones holomorfas (gj)j≥1 tal que

‖gj+1 − gj‖Kj <
ε

2j

para todo j ≥ 1. Analizemos la siguiente serie funciones

g = g1 + (g2 − g1) + (g3 − g2) + (g4 − g3) + · · ·

aplicando el M -test de Weierstrass, la serie converge uniformemente en K1, entonces

‖f − g‖K1 < ε

g = g2 + (g3 − g2) + (g4 − g3) + (g5 − g4) + · · ·

aplicando el M -test de Weierstrass, la serie converge uniformemente en K2. entonces

g = g3 + (g4 − g3) + (g5 − g4) + (g6 − g5) + · · ·

aplicando el M -test de Weierstrass, la serie converge uniformemente en K3. De este modo,

observamos que la serie está bien definida en todo U , además la serie converge uniformemente

en cada compacto de U . Por lo tanto g ∈ O(U) (Teorema de Convergencia de Weierstrass).

Lema 4.1.1. Sea K ⊂ Cn un poliedro anaĺıtico compacto y U una vecindad de K × ∆.

Entonces existe un conjunto abierto X donde cada componente es un dominio estrictamente

pseudoconvexo suavemente acotado tal que K ×∆ ⊂ X ⊂⊂ U .
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Demostración: Dilatando el compacto K ×∆ ⊂ U , sea W una vecindad de K y r > 1 tal

que

K ×∆ ⊂W ×∆(0, r) ⊂ U.

Por la Proposición 1.8.2 existe un dominio de holomorf́ıa Z tal que K ⊂ Z ⊂W entonces

K ×∆ ⊂ Z ×∆(0, r) ⊂ U.

Por la Proposición 1.6.3 cada componente conexa Yj de

Z ×∆(0, r) =
∞⋃
j=1

Yj

es un dominio de holomorf́ıa, y por lo tanto pseudoconvexo (Teorema 2.5.2). Como K×∆ no

intersecta la frontera de Z ×∆(0, r), entonces no intersecta la frontera de ningún Yj , luego(
K ×∆

)
∩ Yj es compacto. Por el Teorema 2.12.2

Yj =

∞⋃
k=1

Xjk (j = 1, 2, . . .)

donde cada Xjk es un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado, entonces(
K ×∆

)
∩ Yj ⊂ Xjkj ⊂ Yj para algún kj . Se sigue que

K ×∆ ⊂
∞⋃
j=1

Xjkj ⊂ Z ×∆(0, r) ⊂ U.

Por lo tanto

X =
∞⋃
j=1

Xjkj

satisface las condiciones del teorema.

Lema 4.1.2. Sea K ⊂ Cn un compacto y G ∈ O(K × ∆). Entonces existe una vecindad

U ×∆(0, r) de K ×∆ tal que

G(z, w) =
∞∑
j=0

aj(z)w
j

para todo (z, w) ∈ U ×∆(0, r), donde cada aj ∈ O(K), además la serie converge uniforme-

mente en K ×∆.
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Demostración: Sea U×∆(0, r) una vecindad de K×∆ tal que G es continua en U ×∆(0, r)

y holomorfa en U×∆(0, r). Denotemos como (z, w) las coordenadas de U×∆(0, r). Definamos

aj(z) =
1

j!

∂jG

∂wj

∣∣∣∣
(z,0)

(j = 1, 2, . . .)

entonces cada aj ∈ O(U). Para cada z ∈ U , la función

w 7→ G(z, w)

es continua en ∆(0, r) y holomorfa en ∆(0, r), entonces

G(z, w) =
∞∑
j=0

1

j!

∂jG

∂wj

∣∣∣∣
(z,0)

wj =
∞∑
j=0

aj(z)w
j

para todo (z, w) ∈ U ×∆(0, r). Por las estimativas de Cauchy, para z ∈ K

∣∣∣∣∣∂jG∂wj
∣∣∣∣
(z,0)

∣∣∣∣∣ ≤ j!‖G‖{z}×∆(0,r)

rj

≤
j!‖G‖

K×∆(0,r)

rj

aplicando el M -test de Weierstrass la serie

∞∑
j=0

aj(z)w
j

converge uniformemente en K ×∆.

Lema 4.1.3. Sea U ⊂ Cn un dominio, K ⊂ U un poliedro anaĺıtico compacto, f ∈ O(U) y

L = {z ∈ K : |f(z)| ≤ 1}.

Entonces L es Runge en K.

Demostración: Sea g ∈ O(L) y ε > 0. Sea L0 ⊂ U una vecindad de L tal que g ∈ O(L0).

Sea V un abierto tal que L ⊂ V ⊂⊂ L0. Supongamos el caso K − V = ∅, entonces

L ⊂ K ⊂ V ⊂ L0

Para el resto de la demostración supondremos K − V 6= ∅. Sea

χ : Cn −→ R
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χ ∈ C∞(Cn)

supp(χ) ⊂⊂ L0

χ ≡ 1 en V

Como el mı́n
K−V
|f | > 1, entonces existe una vecindad W ⊂ U de K − V tal que |f | > r en W ,

donde r > 1. Entonces

η(z, w) =



g(z)

f(z)− w
∂χ(z) , (z, w) ∈ (L0 ∩W )×∆(0, r)

0 , (z, w) ∈ V ×∆(0, r)

0 , (z, w) ∈ (supp(χ)c ∩W )×∆(0, r)

es una (0,1)-forma con coordenadas en C∞((V ∪W )×∆(0, r)) con

∂η(z, w) =
g(z)∂

2
χ(z, w)

f(z)− w
+ ∂

(
g(z)

f(z)− w

)
∧ ∂χ(z, w)

como f y g son funciones holomorfas

∂

(
g(z)

f(z)− w

)
= 0

y como el operador ∂
2

= 0 tenemos que ∂η = 0. Desde que (V ∪W )×∆(0, r) es una vecindad

de K ×∆, entonces por el Lema 4.1.1 existe un abierto X tal que

K ×∆ ⊂ X ⊂ (V ∪W )×∆(0, r)

donde cada componente conexa de X es un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente

acotado. Por el Teorema de Hörmander 4.0.3 existe una función φ ∈ C∞(X) tal que ∂φ = η.

Extendamos el dominio del producto gχ,

g(z)χ(z) =

g(z)χ(z) , z ∈ L0

0 , z ∈ supp(χ)c
.

Definamos

G(z, w) = g(z)χ(z)− (f(z)− w)φ(z, w)

entonces G(z, w) es una función de clase C∞(X) con ∂G(z, w) = 0

∂G(z, w) = g(z)∂χ(z, w)− (f(z)− w)η(z, w) = 0
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Por lo tanto G ∈ O(K ×∆). Por el Lema 4.1.2 existe (aj)j≥1 ⊂ O(K) tal que

G(z, w) =
∞∑
j=1

aj(z)w
j

en una vecindad de K ×∆, y además la serie converge uniformemente en K ×∆. Dado que

L = {z ∈ K : |f(z)| ≤ 1}

la serie
∞∑
j=1

aj(z)f(z)j

converge uniformemente en L, y por otro lado

g(z) = G(z, f(z)) =

∞∑
j=1

aj(z)f(z)j .

Por lo tanto para algún m ≥ 1 suficientemente grandewwwwwwg −
m∑
j=1

ajf
j

wwwwww
L

< ε

esto es, L es Runge en K.

El Lema 4.1.3 admite la siguiente generalización.

Corolario 4.1.1. Sea U ⊂ Cn un dominio, y sean K ⊂ U y L ⊂ K poliedros anaĺıticos

compactos tales que el marco de L está contenido en O(U). Entonces L es Runge en K.

Demostración: Sean f1, . . . , fm ∈ O(U) tal que

L = {z ∈ U : |fj(z)| ≤ 1, 1 ≤ j ≤ m} = {z ∈ K : |fj(z)| ≤ 1, 1 ≤ j ≤ m}.

Por el Lema 4.1.3

{z ∈ K : |f1(z)| ≤ 1} es Runge en K

{z ∈ {z ∈ K : |f1(z)| ≤ 1} : |f2(z)| ≤ 1} es Runge en {z ∈ K : |f1(z)| ≤ 1}

por transitividad, se sigue que

{z ∈ K : |f1(z)| ≤ 1, |f2(z)| ≤ 1} es Runge en K

aplicando m veces el proceso anterior

{z ∈ K : |fj(z)| ≤ 1, 1 ≤ j ≤ m} es Runge en K.
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Demostraremos el Teorema de aproximación de Oka-Weil, para una clase especial de

compactos.

Proposición 4.1.2. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa y K ⊂ U un poliedro anaĺıtico

compacto con marco en O(U). Entonces K es Runge en U .

Demostración: Sea (Kj)j≥1 una sucesión de compactos tales que

K ⊂ K̊j ⊂ Kj ⊂ K̊j+1 (j = 1, 2, . . .)

U =
∞⋃
j=1

K̊j

Por el Teorema 1.8.3 existe un poliedro anaĺıtico compacto Lj con marco en O(U) tal que(
K̂j

)
U
⊂ Lj ⊂ U (j = 1, 2, . . .)

se sigue que

K̊j ⊂ L̊j ⊂ U (j = 1, 2, . . .)

U =

∞⋃
j=1

L̊j .

Pasando a una subsucesión si fuese necesario podemos asumir que Lj ⊂ L̊j+1 para todo j ≥ 1.

Sea L0 = K, y consideremos la sucesión (Lj)j≥0. Por el Corolario 4.1.1 Lj es Runge en Lj+1

para todo j ≥ 0. Por la Proposición 4.1.1, se sigue que K es Runge en U .

Teorema 4.1.1 (Teorema de aproximación de Oka-Weil). Sea U ⊂ Cn un dominio de holo-

morf́ıa y K ⊂ U un compacto O(U)-convexo. Entonces K es Runge en U .

Demostración: Sea f ∈ O(K) y ε > 0. Desde que f ∈ O(K) existe una vecindad K0 ⊂ U

de K tal que f ∈ O(K0). Por la Proposición 1.8.3 existe un poliedro anaĺıtico compacto L

con marco en O(U) tal que K ⊂ L ⊂ K0. Por la Proposición 4.1.2 L es Runge en U .

Lema 4.1.4 (Lema técnico). Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa, K ⊂ U un compacto y

V ⊂ U una vecindad de K tal que K̂U ∩ ∂V = ∅. Entonces K̂U ⊂ V .

Demostración: Denotemos W = Ext(V ) el exterior de V . Entonces K̂U ⊂ V ∪ W . Sea

f ∈ O(V ∪W ) tal que

f ≡ 0 en V
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f ≡ 1 en W

Por el Teorema de aproximación de Oka-Weil 4.1.1 K̂U es Runge en U . Luego existe g ∈ O(U)

tal que

‖f − g‖
K̂U

<
1

2
.

Afirmamos que K̂U ∩W = ∅. En efecto, si z ∈ K̂U ∩W tenemos que

|g(z)| > 1

2
>‖g‖K

lo cual es una contradicción, dado que z ∈ K̂U . Por lo tanto K̂U ⊂ V .

Definición 4.1.2. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa. Se dice un subconjunto abierto

V ⊂ U es O(U)-convexo si para todo compacto K ⊂ V se cumple que K̂hol
U ⊂ V . En

particular V es un dominio de holomorf́ıa.

Una consecuencia directa del Lema 1.4.2 y del Teorema de aproximación de Oka-Weil

4.1.1 es el siguiente corolario.

Corolario 4.1.2. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa, y sea V ⊂ U un abierto O(U)-

convexo. Entonces O(U) es denso en (O(V ), τc), en la topoloǵıa compacta-abierta.

Corolario 4.1.3. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa, y sea K ⊂ U un compacto O(U)-

convexo. Entonces para cada vecindad W de K, existe un abierto O(U)-convexo V tal que

K ⊂ V ⊂W .

Demostración: Por la Proposición 1.8.3 K ⊂ V ⊂W ⊂ U donde

V = {z ∈W : |fj(z)| < 1 , 1 ≤ j ≤ m}

aplicando el lema técnico 4.1.4, el abierto V es O(U)-convexo.

El siguiente corolario mejora el Teorema de aproximación de Oka-Weil, el cual es una

consecuencia directa de los Corolarios 4.1.2, 4.1.3.

Corolario 4.1.4. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa. Sea K ⊂ U un compacto O(U)-

convexo. Entonces para cada f ∈ O(K) existe una sucesión (fj)j≥1 ∈ O(U) tal que (fj)j≥1

converge uniformemente hacia f en una vecindad de K.

Observaciones:
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1. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa y K ⊂ U un compacto. Entonces cada compo-

nente conexa de K̂U intersecta a K.

2. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa y K ⊂ U un compacto conexo. Entonces K̂U es

conexo.

4.2. El teorema de Behnke-Stein

Lema 4.2.1. Sea (Kj)j≥1 ⊂ Cn una sucesión de compactos tales que

Kj ⊂ Kj+1

Kj es Runge en Kj+1

para todo j ≥ 1. Sea U =
⋃
j≥1 K̊j y suponer que existe una sucesión (Uj)j≥1 ⊂ Cn de

dominios de holomorf́ıa tales que Kj ⊂ Uj ⊂ Uj+1 ⊂ U para cada j ≥ 1. Entonces U es un

dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Kj ⊂ K̊j+1 para todo

j ≥ 1. Por la Proposición 4.1.1, Kj es Runge en U para todo j ≥ 1. Sea K ⊂ U compacto.

Sea a ∈ U tal que d(K, ∂U) > d(a, ∂U). Notemos que

d(K, ∂Uj) > d(a, ∂Uj) para todo j suficientemente grande

{a} ∪K ⊂ Kj para todo j suficientemente grande

Fijemos un j ≥ 1 tal que

d(K, ∂Uj) > d(a, ∂Uj) y {a} ∪K ⊂ Kj .

Por el Teorema de Cartan-Thullen 1.5.1 a /∈ K̂Uj . Luego existe una función f ∈ O(Uj) tal

que ε = |f(a)|−‖f‖K > 0. Notemos que U es un dominio, desde que U =
⋃∞
j=1 Uj . Dado que

Kj es Runge en U , existe una función holomorfa g ∈ O(U) tal que ‖g−f‖Kj < ε/2. Entonces

|g(a)| − ‖g‖K ≥ (|f(a)| − ‖g − f‖Kj )− (‖g − f‖Kj + ‖f‖K) > 0

se sigue que a /∈ K̂O(U). Por lo tanto

d(K, ∂U) ≤ d(a, ∂U) , ∀a ∈ K̂O(U)

Por el Teorema de Cartan-Thullen 1.5.1 U es dominio de holomorf́ıa.
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Lema 4.2.2. Sea U ⊂ Cn un dominio, sea z0 ∈ U y suponer que la componente conexa de

U ∩∆(z0, r) que contiene a z0, es un dominio de holomorf́ıa, para todo r > 0. Entonces U

es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Para cada j ≥ 1 sea Uj la componente de U ∩∆(z0, j) que contiene a z0.

Entonces cada Uj es un dominio de holomorf́ıa y Uj ⊂ Uj+1. Sea K ⊂ Uj compacto. Entonces

por el Teorema de Cartan-Thullen 1.5.1

d
(
K̂∆(z0,j+1), ∂∆(z0, j + 1)

)
= d(K, ∂∆(z0, j + 1)) > 1

se sigue que

K̂∆(z0,j+1) ⊂ ∆(z0, j)

K̂Uj+1 ⊂ U ∩∆(z0, j).

Dado que K̂Uj+1 es un compacto y Uj es una componente conexa de U ∩∆(z0, j),

K̂Uj+1 ∩ ∂Uj = ∅.

Por el lema técnico 4.1.4

K̂Uj+1 ⊂ Uj .

Por lo tanto si K ⊂ Uj es compacto entonces K̂Uj+1 ⊂ Uj . Sea ε = d(z0, ∂U)/2. Para cada

j ≥ 1 sea Lj la componente de

{z ∈ U : d(z, ∂U) ≥ ε/j} ∩∆n(z0, j − 1)

que contiene a z0. Entonces para cada j ≥ 1

Lj es compacto , Lj ⊂ Uj , Lj ⊂ L̊j+1

U =
∞⋃
j=1

L̊j

Para cada j ≥ 1, sea Kj =
(
L̂j

)
Uj+1

⊂ Uj . Notemos que para cada j ≥ 1

Kj ⊂ Kj+1 , Lj ⊂ Kj ⊂ Uj ⊂ Uj+1 ⊂ U

U =
∞⋃
j=1

K̊j .

Por el Teorema de aproximación de Oka-Weil 4.1.1 Kj es Runge en Uj+1 (dado que Kj es

O(Uj+1)-convexo), se sigue que Kj es Runge en Kj+1 (dado que Kj ⊂ Kj+1 ⊂ Uj+1). Por lo

tanto U es un dominio de holomorf́ıa (Lema 4.2.1).
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Lema 4.2.3. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa y sea z0 ∈ U . Entonces para cada ε > 0

con d(z0, ∂U) > ε, la componente de

{z ∈ U : d(z, ∂U) > ε}

que contiene a z0 es un dominio de holomorf́ıa. En particular U admite una exhaustion

U1 ⊂⊂ U2 ⊂⊂ U3 ⊂⊂ · · ·

formada por dominios de holomorf́ıa.

Demostración: Sea W la componente de

{z ∈ U : d(z, ∂U) > ε}

que contiene a z0. Sea K ⊂W un compacto. Por el Teorema de Cartan-Thullen 1.5.1,

d
(
K̂U , ∂U

)
= d(K, ∂U) > ε.

Se sigue que

K̂U ⊂ {z ∈ U : d(z, ∂U) > ε}

K̂U ∩ ∂W = ∅.

Entonces por el lema técnico 4.1.4 K̂U ⊂ W . Dado que K̂W ⊂ K̂U ⊂ W , K̂W es compacto.

Por lo tanto W es holomórficamente convexo.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Behnke-Stein). Sea (Uj)j≥1 ⊂ Cn una sucesión de dominios de

holomorf́ıa tales que

Uj ⊂ Uj+1 para todo j ≥ 1.

Entonces

U =
∞⋃
j=1

Uj

es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Sea z0 ∈ U1 y ε = d(z0, ∂U1)/2. Para cada j ≥ 1 sea Vj la componente de

{z ∈ Uj : d(z, ∂Uj) > ε/j} que contiene a z0. Por el Lema 4.2.3 cada Vj es un dominio de

holomorf́ıa. Notemos que

V j ⊂ Vj+1 , U =

∞⋃
j=1

Vj .
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Por lo anterior podemos asumir en la hipótesis del Teorema sin pérdida de generalidad que

U j ⊂ Uj+1 para todo j ≥ 1. Como primer caso supongamos que U es acotado. Sea V1 = U1.

Sea j2 > 1 tal que el compacto {z ∈ U : d(z, ∂U) ≥ d(V1, ∂U)} ⊂ Uj2 . Sea V2 = Uj2 .

Observemos que {z ∈ U : d(z, ∂U) ≥ d(V2, ∂U)} ⊂ Uj para todo j suficientemente grande,

y supz∈∂V2
d(z, ∂Uj) < d(V1, ∂Uj) para todo j suficientemente grande. Sea j3 > j2 tal que

{z ∈ U : d(z, ∂U) ≥ d(V2, ∂U)} ⊂ Uj3 y supz∈∂V2
d(z, ∂Uj3) < d(V1, ∂Uj3). Sea V3 = Uj3 .

Entonces

sup
z∈∂V2

d(z, ∂V3) < d(V1, ∂V3)

Observemos que {z ∈ U : d(z, ∂U) ≥ d(V3, ∂U)} ⊂ Uj para todo j suficientemente grande,

y supz∈∂V3
d(z, ∂Uj) < d(V2, ∂Uj) para todo j suficientemente grande. Sea j4 > j3 tal que

{z ∈ U : d(z, ∂U) ≥ d(V3, ∂U)} ⊂ Uj4 y supz∈∂V3
d(z, ∂Uj4) < d(V2, ∂Uj4). Sea V4 = Uj4 .

Entonces

sup
z∈∂V3

d(z, ∂V4) < d(V2, ∂V4)

Observemos que {z ∈ U : d(z, ∂U) ≥ d(V4, ∂U)} ⊂ Uj para todo j suficientemente grande,

y supz∈∂V4
d(z, ∂Uj) < d(V3, ∂Uj) para todo j suficientemente grande. Sea j5 > j4 tal que

{z ∈ U : d(z, ∂U) ≥ d(V4, ∂U)} ⊂ Uj5 y supz∈∂V4
d(z, ∂Uj5) < d(V3, ∂Uj5). Sea V5 = Uj5 .

Entonces

sup
z∈∂V4

d(z, ∂V5) < d(V3, ∂V5)

Procediendo por inducción construimos una subsucesión (Vk)k≥1 de (Uj)j≥1 tal que para todo

k ≥ 2

sup
z∈∂Vk

d(z, ∂Vk+1) < d(Vk−1, ∂Vk+1)

Entonces U =
⋃∞
k=1 Vk, Vk es un dominio de holomorf́ıa y V k ⊂ Vk+1. Por lo anterior podemos

asumir en la hipótesis del Teorema sin pérdida de generalidad que U j ⊂ Uj+1 para todo j ≥ 1,

y que para todo j ≥ 2

sup
z∈∂Uj

d(z, ∂Uj+1) < d(Uj−1, ∂Uj+1)

Sean Lj = U j para j ≥ 1 y Kj =
(
L̂j−1

)
Uj+1

para j ≥ 2. Dado que Lj−1 ⊂ Uj ⊂ Uj+1,

d(Uj−1, ∂Uj+1) = d(Lj−1, ∂Uj+1) = d(Kj , ∂Uj+1) lo cual implica que Kj ∩ ∂Uj = ∅. Por

el Lema técnico 4.1.4 tenemos que Kj ⊂ Uj para todo j ≥ 1. Notemos que Kj ⊂ Kj+1,

Uj−1 ⊂ Lj−1 ⊂ Kj ⊂ Uj ⊂ Uj+1 ⊂ U , y U =
⋃∞
j=2 K̊j . Por el Teorema de aproximación de
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Oka-Weil Kj es Runge en Uj+1 (dado que Kj es O(Uj+1)-convexo), y como Kj ⊂ Kj+1 ⊂

Uj+1, Kj es Runge en Kj+1. Por lo tanto Kj ⊂ Kj+1, Kj es Runge en Kj+1, U =
⋃
j≥1 K̊j ,

y Kj ⊂ Uj ⊂ Uj+1 ⊂ U para todo j ≥ 1. Por el Lema 4.2.1 U es un dominio de holomorf́ıa.

Como segundo caso supongamos ahora que U es no acotado. Sea z0 ∈ U1 y r > 0. Para cada

j ≥ 1 sea Vj la componente de Uj ∩∆(z0, r) que contiene a z0. Por la Proposición 1.6.1 cada

Vj es un dominio de holomorf́ıa y Vj ⊂ Vj+1 para todo j ≥ 1. Observamos que
⋃∞
j=1 Vj es la

componente de U ∩ ∆(z0, r) que contiene a z0. Entonces por el primer caso y por el Lema

4.2.2, U es un dominio de holomorf́ıa.

4.3. Construcción de funciones holomorfas no acotadas

Lema 4.3.1 (Fórmula de Taylor en su forma compleja). Sea f : U ⊂ Cn → R una función

de clase C2 entonces para cada a ∈ U y h ∈ Ua = {h ∈ Cn : a+ h ∈ U} :

f(a+ h) = f(a) + 2<
n∑
j=1

∂f

∂zj
(a)hj + <

n∑
j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(a)hjhk +

n∑
j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(a)hjhk + o(‖h‖2)

f(a+ h) = f(a) + <(P (h)) + ∆hf(a) + o(‖h‖2)

donde P (z) es un polinomio holomorfo cuadrático.

Demostración: Identificando Cn = R2n entonces

h = (h1, . . . , hj , . . . , hn) = (x1, x2, . . . , x2j−1, x2j , . . . , x2n−1, x2n)

donde hj = x2j−1 + ix2j . Por la fórmula de Taylor

f(a+ h) = f(a) +
2n∑
j=1

∂f

∂xj
(a)xj +

1

2

2n∑
j,k=1

∂2f

∂xj∂xk
(a)xjxk + o(‖h‖2)

2n∑
j=1

∂f

∂xj
(a)xj = 2<

n∑
j=1

∂f

∂zj
(a)hj

1

2

2n∑
j,k=1

∂2f

∂xj∂xk
(a)xjxk = <

n∑
j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(a)hjhk +

n∑
j,k=1

∂2f

∂zj∂zk
(a)hjhk
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Lema 4.3.2. Sea U ⊂ Cn un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado y

sea a ∈ ∂U . Entonces existe una función entera g ∈ O(Cn) y una bola abierta B(a, r) ⊂ Cn

tal que g(a) = 0 y g(z) 6= 0 para todo z ∈
(
U ∩B(a, r)

)
\{a}.

Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que a = 0 (el caso general se

reduce a este caso mediante una traslación z 7→ z − a). Sea % : W → R (donde W es una

vecindad de U) una función de definición global para U , estrictamente plurisubarmónica de

clase C∞. Aplicando la fórmula de Taylor a la función % en a ∈ ∂U (en su forma compleja)

tenemos que

%(z) = 2<
n∑
j=1

∂%

∂zj
(a)zj + <

n∑
j,k=1

∂2%

∂zj∂zk
(a)zjzk +

n∑
j,k=1

∂2%

∂zj∂zk
(a)zjzk + o(‖z‖2)

para todo z ∈W . Sea

g(z) = 2
n∑
j=1

∂%

∂zj
(a)zj +

n∑
j,k=1

∂2%

∂zj∂zk
(a)zjzk

Observamos que g es un polinomio holomorfo cuadrático y por lo tanto una función entera

con g(a) = 0. Desde que la aplicación

z 7→
n∑

j,k=1

∂2%

∂zj∂zk
(a)zjzk

es continua y la esfera {z ∈ Cn : ‖z‖ = 1} compacta y dado que % es estrictamente plurisu-

barmónica, entonces existe M > 0 tal que

n∑
j,k=1

∂2%

∂zj∂zk
(a)zjzk ≥M

para todo ‖z‖ = 1. Sea r > 0 tal que
∣∣∣o(‖z‖2)
‖z‖2

∣∣∣ ≤ M
2 para todo z ∈ B(a, r) − {a}. Entonces

para todo z ∈
(
U ∩B(a, r)

)
\{a} tenemos que

%(z) ≤ 0

%(z) = <g(z) +
n∑

j,k=1

∂2%

∂zj∂zk
(a)zjzk + o(‖z‖2)

≥ <g(z) +M‖z‖2 − M

2
‖z‖2

= <g(z) +
M

2
‖z‖2

de donde <g(z) < 0.
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Proposición 4.3.1. Sea U ⊂ Cn un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente aco-

tado y sea a ∈ ∂U . Entonces existe una función f ∈ O(U) tendiendo al ∞ en a.

Demostración: Por el Lema 4.3.2 existe una función entera g ∈ H(Cn) y una bola

B(a, 3r) ⊂ Cn tal que g(a) = 0 y g(z) 6= 0, para todo z ∈ U ∩ B(a, 3r) − {a}. Por la

continuidad de g en ∂U ∩B(a, 3r)− {a}, existe una vecindad V de U − {a} tal que g(z) 6= 0

para todo z ∈ V ∩ B(a, 3r). Por el Lema de Urysohn, existe una función χ ∈ C∞ tal que

supp(χ) = B(a, 2r) y χ ≡ 1 en B(a, r). Sea Ω = V ∪ B(a, r), el cual es una vecindad de U .

Entonces

w =


∂χ

g
, V ∩B(a, 3r)

0 , B(a, r) ∪
(
B(a, 2r)

c ∩ V
)

es una (0,1)-forma con coordenadas en C∞(Ω) con

∂w =
∂

2
χ

g
+ ∂(

1

g
) ∧ ∂χ

como g es holomorfa ∂(1
g ) = 0, y como el operador ∂

2
= 0 tenemos que ∂w = 0. Sea

% : Z → R

una función de definición global para U , estrictamente plurisubarmónica de clase C∞, no

degenerado en ∂U (reduciendo Z, podemos asumir Z ⊂⊂ Ω). Sea ε ∈ %(Z)∩ (0,∞) de modo

que la componente de %−1(−∞, ε) que contiene a U sea relativamente compacto en Z. Como

(0, ε) ⊂ %(Z), entonces por el Lema existe c ∈ (0, ε) tal que c es un valor regular de %, y por

el Lema la aplicación

z 7→ %(z)− c

es una función de definición global para la componente Y de %−1(−∞, c) que contiene a U .

Por lo tanto Y es un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado. Notemos que

U ⊂⊂ Y ⊂⊂ Z ⊂⊂ Ω. Entonces por el teorema de Hörmander existe una función φ ∈ C∞(Y )

tal que ∂φ = w. Entonces

ψ =


χ

g
, U ∩B(a, 3r)

0 , B(a, 2r)
c ∩ U

f = ψ − φ
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es una función de clase C∞(U) con ∂f = 0

∂f =
∂χ

g
+ χ∂(

1

g
)− ∂φ = w − ∂φ = 0

se sigue que f ∈ O(U). Cuando z → a (con z ∈ U) tenemos que

χ(z)→ 1, g(z)→ 0 y φ(z)→ φ(a)

entonces f(z)→∞. Por lo tanto f tiende al infinito en a ∈ ∂U .

En conjunción con el Corolario 1.4.1 obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.3.1 (El problema de Levi para dominios estrictamente pseudoconvexos suave-

mente acotados). Si U ⊂ Cn es un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado

entonces U es un dominio de holomorf́ıa.

Teorema 4.3.1 (El problema de Levi). Si U ⊂ Cn es un dominio pseudoconvexo entonces

U es un dominio de holomorf́ıa.

Demostración: Por el Teorema 2.12.2 existe una sucesión (Uj)j≥1 de dominios estrictamente

pseudoconvexos suavemente acotados tales que Uj ⊂ Uj+1 para todo j ≥ 1 y U =
⋃∞
j=1 Uj .

Por el Corolario 4.3.1 cada Uj es un dominio de holomorf́ıa, y por lo tanto aplicando el

Teorema de Behnke-Stein, U es un dominio de holomorf́ıa.

4.4. Grupos de cohomoloǵıa de Dolbeault

Definición 4.4.1. Sea U ⊂ Cn un dominio. Para cada (p, q) tal que 0 ≤ p ≤ n, 1 ≤ q ≤ n,

definimos el grupo de cohomoloǵıa de Dolbeault:

Hp,q

∂
(U) =

Nu
{
∂ : Ω(p,q)(U) −→ Ω(p,q+1)(U)

}
Ran
{
∂ : Ω(p,q−1)(U) −→ Ω(p,q)(U)

}
Observaciones:

1. Hp,q

∂
(U) = {0} si y solamente si toda (p, q)-forma diferencial ∂-cerrada en U , es ∂-exacta.

Una consecuencia directa del problema de Levi 4.3.1, es el siguiente teorema.
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Teorema 4.4.1. Sea Ω ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Entonces el grupo de cohomoloǵıa

de Dolbeault

Hp,q

∂
(Ω) = {0}

para todo (p, q) tal que 0 ≤ p ≤ n, 1 ≤ q ≤ n.

Lema 4.4.1. Sea Ω ⊂ Cn un dominio, donde n ≥ 2, tal que el grupo de cohomoloǵıa de

Dolbeault

H0,1

∂
(Ω) = {0}.

Sea U = Ω ∩Cn−1. Entonces toda función holomorfa en U ⊂ Cn−1, se extiende holomórfica-

mente hacia Ω.

Demostración: Sea π : Cn −→ Cn−1 la proyección canónica. Observamos que U es cerrado

en Ω y abierto en Cn−1. Por el Lema de Urysohn 4.5.8 existe una función χ ∈ C∞(Ω,R) tal

que

χ ≡ 1 , en una vecindad de U

χ ≡ 0 , en una vecindad de Ω− π−1(U)

Sea f ∈ O(U), definamos g ∈ C∞(Ω) por

g = χ(f ◦ π)− znu

donde u ∈ C∞(Ω) se escogerá de tal modo que ∂g = 0. La ecuación ∂g = 0 es equivalente a

la ecuación ∂u = v, donde

v =
f ◦ π
zn

∂χ

observamos que v es una (0, 1)-forma ∂-cerrada en Ω (Proposición 3.2.3). Entonces existe

u ∈ C∞(Ω) tal que ∂u = v. Por lo tanto g ∈ O(Ω) con la propiedad f ≡ g en U .

Teorema 4.4.2. Sea Ω ⊂ Cn un dominio (n ≥ 2). Si el grupo de cohomoloǵıa de Dolbeault

H0,q

∂
(Ω) = {0}

para todo 1 ≤ q ≤ n− 1, entonces Ω es un dominio de holomorf́ıa.
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Demostración: Demostraremos el teorema por inducción en la dimensión compleja n. Asu-

mamos que el teorema se cumple en dimensión n− 1. Primero observemos que el conjunto

Λ = {p ∈ ∂Ω : p ∈ ∂B(a, r) para alguna bola B(a, r) ⊂ Ω}

es denso en ∂Ω. Sea p ∈ Λ (cualesquiera, fijo). Sin pérdida de generalidad podemos asumir

que p, a ∈ Cn−1, entonces p ∈ ∂(Ω ∩ Cn−1). Afirmamos que

U = Ω ∩ Cn−1

es u dominio de holomorf́ıa (considerado como un abierto de Cn−1). Sea i : U −→ Ω la

inyección canónica. Sea π : Cn −→ Cn−1 la proyección canónica. Fijemos 1 ≤ q ≤ n− 2. Sea

v una (0, q)-forma diferencial ∂-cerrada en U , entonces el pull-back π∗v es una (0, q)-forma

diferencial ∂-cerrada en V = π−1(U) (Teorema 3.2.3). Por el Lema de Urysohn 4.5.8 existe

una función χ ∈ C∞(Ω) tal que

χ ≡ 1 , en una vecindad de U

χ ≡ 0 , en una vecindad de Ω− V

Definamos una (0, q + 1)-forma diferencial en Ω

u =


∂χ(z) ∧ (π∗v)(z)

zn
, z ∈ V

0 , z ∈ Ω− V

Por lo tanto u es una (0, q + 1)-forma diferencial ∂-cerrada en Ω (Teorema 3.2.3). Desde que

H0,q+1(Ω) = 0, entonces existe una (0, q)-forma diferencial f en Ω tal que ∂f = u. Entonces

∂(χπ∗v − znf) = ∂χ ∧ π∗v − zn∂f = zn(u− ∂f) = 0

en Ω. Desde que H0,q(Ω) = 0, entonces existe una (0, q − 1)-forma diferencial g en Ω tal que

∂g = χπ∗v − znf.

Consideremos el pull-back h = i∗g, entonces h es una (0, q−1)-forma diferencial en U tal que

∂h = i∗(χπ∗v − znf) = v.

Por lo tanto

H(0,q)(U) = 0 , ∀ 1 ≤ q ≤ n− 2.
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Se sigue que U es dominio de holomorf́ıa. Entonces existe f ∈ O(U) tal que no se extiende

holomórficamente hacia ningún punto de la frontera de U . Por el lema 4.4.1 f se extiende

holomórficamente hacia Ω, llamemos F ∈ O(Ω) tal extensión, en particular F no se extiende

holomórficamente hacia p ∈ Λ. Dado que Λ es denso en ∂Ω, Ω es un dominio de holomorf́ıa.

Teorema 4.4.3. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes.

(a) Ω es un dominio de holomorf́ıa.

(b) Ω es holomórficamente convexo.

(c) Ω es un dominio pseudoconvexo.

(d) H0,q(Ω) = 0 para todo 1 ≤ q ≤ n− 1.

Definición 4.4.2. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Diremos que Ω es localmente un dominio de

holomorf́ıa si cada punto a ∈ ∂Ω admite una vecindad U tal que U ∩ Ω es un dominio de

holomorf́ıa.

Corolario 4.4.1. Sea Ω ⊂ Cn un dominio. Entonces Ω es un dominio de holomorf́ıa si y

solamente si Ω es localmente un dominio de holomorf́ıa.

Definición 4.4.3. Sea U ⊂ Cn un abierto, y V un subconjunto abierto de U . Diremos que V

es Runge en U , si O(U) es denso en (O(V ), τc). Si V es Runge en Cn simplemente diremos

que V es Runge (equivalentemente V es Runge en Cn, si P(Cn) es denso en (O(V ), τc)).

Definición 4.4.4. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Un subconjunto abierto V de U

se dice U -pseudoconvexo, si K̂psh
U ⊂ V para todo compacto K ⊂ V .

Observaciones: Si U ⊂ Cn es un dominio pseudoconvexo, entonces

(a) Cada dominio convexo V ⊂ U es U -pseudoconvexo.

(b) Para cada f ∈ PSH(U), el abierto V = {z ∈ U : f(z) < 0} es U -pseudoconvexo.

(c) Si V es U -pseudoconvexo, entonces V es pseudoconvexo.
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Teorema 4.4.4. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo, y K ⊂ U un compacto pluri-

subarmónicamente convexo. Entonces para cada vecindad V de K en U , existe un abierto

U -pseudoconvexo W tal que K ⊂W ⊂ V .

Demostración: Sea ∆ ⊂ Cn un polidisco tal que K ⊂ ∆. Si ∆ ⊂ V entonces es suficiente

tomar W = ∆. Si ∆ 6⊂ V entonces para cada a ∈ ∆ − V existe u ∈ PSH(U) ∩ C(U) tal que

sup
K
u < 0 < u(a). Desde que ∆− V es compacto, existen u1, . . . , um ∈ PSH(U) ∩ C(U) tales

que sup
K
uj < 0 para cada j = 1, . . . ,m y

∆− V ⊂
m⋃
j=1

{z ∈ U : uj(z) > 0}.

Por lo tanto es suficiente tomar W = {z ∈ ∆ : uj(z) < 0 , 1 ≤ j ≤ m}

Lema 4.4.2. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Sea Φ ∈ C∞(U) estrictamente pluri-

subarmónica tal que el conjunto

Kc = {z ∈ U : Φ(z) ≤ c}

es compacto para cada c ∈ R. Entonces para cada f ∈ O(K0) existe una sucesión (fj)j≥1 ⊂

O(U) tal que ∫
K0

|fj − f |2dV −→ 0.

Demostración: Debemos demostrar que O(K0) ⊂ O(U) en el espacio de Hilbert L2(K0).

Por lo cual es suficiente demostrar que, O(U)⊥ ⊂ O(K0)⊥ en L2(K0). Sea f0 ∈ L2(K0) tal

que ∫
K0

f0fdV = 0 , ∀f ∈ O(U).

Por demostrar que ∫
K0

f0fdV = 0 , ∀f ∈ O(K0).

Definamos f0 = 0 en U −K0, de modo que f0 ∈ L2(U). Consideremos ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ C∞(U,R)

funciones de peso, y el complejo

L2(U,ϕ1)
∂=T
−−→ L2

(0,1)(U,ϕ2)
∂=S
−−→ L2

(0,2)(U,ϕ3)

Por el lema de Weyl 4.5.16 tenemos que Nu(T ) ⊂ O(U), se sigue que f0e
ϕ1 ⊥ Nu(T ). Supon-

gamos por un momento que

‖g‖2ϕ2
≤‖T ∗g‖2ϕ1

+‖Sg‖2ϕ3
, ∀g ∈ Dom(T ∗) ∩ Dom(S) (α)
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entonces por el Teorema 3.1.1 existe g ∈ Dom(T ∗) tal que

T ∗g = f0e
ϕ1

‖g‖ϕ2 ≤‖T ∗g‖ϕ1

Si g =
∑n

j=1 gjdzj entonces por el Lema 3.4.7

f0 = −
n∑
j=1

∂

∂zj

(
gje
−ϕ2

)
.

Denotemos h = ge−ϕ2 , luego

h ∈ L2
(0,1)(U,−ϕ2)

f0 = −
n∑
j=1

∂hj
∂zj∫

U

n∑
j=1

|hj |2eϕ2dV ≤
∫
U
|f0|2eϕ1dV.

Sea (θp)p≥1 ⊂ C∞(R,R) una sucesión creciente de funciones convexas crecientes, tal que

θp(t) = 0 para todo t ≤ 0 y ĺımp→∞ θp(t) = +∞ para todo t > 0, por ejemplo

θp(t) =

∫ t

−∞
λp(t)dt

λp(t) =

pe
−1/t2 , t > 0

0 , t ≤ 0

Sea χ la función en el Teorema 3.4.5. Definamos χp = χ + θp para todo p ≥ 1. Entonces

(χp)p≥1 ⊂ C∞(R,R) es una sucesión creciente de funciones convexas crecientes, tal que χp(t) =

χ(t) para todo t ≤ 0 y ĺımp→∞ χp(t) = +∞ para todo t > 0. Se sigue del teorema 3.4.5 que

n∑
j,k=1

∂2(χp ◦ Φ)

∂zj∂zk
bjbk ≥ 2

(∣∣∂ψ∣∣2 + eψ
) n∑
j=1

|bj |2 (b ∈ Cn)

Definamos para cada p ≥ 1, ϕp = χp ◦ Φ

ϕp1 = ϕp − 2ψ , ϕp2 = ϕp − ψ , ϕp3 = ϕp

Por lo tanto el Teorema 3.5.2 garantiza la validez de la desigualdad (α) para las funciones de

peso ϕp1, ϕp2, ϕp3 ∈ C∞(U,R). Entonces por el argumento precedente, existe una sucesión de

formas diferenciales (hp)p≥1 tales que

hp =

n∑
j=1

hpjdzj ∈ L
2
(0,1)(U,−ϕ

p
2)
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f0 = −
n∑
j=1

∂hpj
∂zj∫

U

n∑
j=1

|hpj |
2eχp◦Φ−ψdV ≤

∫
U
|f0|2eχp◦Φ−2ψdV

Desde que f0 = 0 en U −K0, y χp(t) = χ(t) para todo t ≤ 0, se sigue que∫
U

n∑
j=1

|hpj |
2eχp◦Φ−ψdV ≤

∫
K0

|f0|2eχ◦Φ−2ψdV

Sea c =

∫
K0

|f0|2eχ◦Φ−2ψdV . Desde que la sucesión (χp) es creciente, concluimos que para

cada q ≥ 1 ∫
U

n∑
j=1

|hpj |
2eχq◦Φ−ψdV ≤ c , ∀p ≥ q

Entonces para cada q ≥ 1, la sucesión (hp)∞p=q es acotada en L2
(0,1)(U,ψ − χq ◦ Φ). Desde

que toda sucesión acotada en un espacio de Hilbert admite una subsucesión w-convergente

(Teorema 4.5.17), un argumento inductivo muestra la existencia de una forma diferencial

h =

n∑
j=1

hjdzj ∈
∞⋂
q=1

L2
(0,1)(U,ψ − χq ◦ Φ)

tal que para cada q ≥ 1, h es un punto w-ĺımite de (hp)∞p=q en L2
(0,1)(U,ψ−χq ◦Φ). Entonces

por el Teorema 4.5.18 ∫
U

n∑
j=1

|hj |2eχq◦Φ−ψdV ≤ c , ∀q ≥ 1

Desde que ĺımp→∞ χp(t) = +∞ para todo t > 0, una aplicación del teorema de la convergencia

monótona muestra que h = 0 casi en todo punto en U −K0. Por otro lado∫
U
f0fdV = −

∫
U

n∑
j=1

∂hpj
∂zj

fdV =

∫
U

n∑
j=1

hpj
∂f

∂zj
dV

para toda función f ∈ D(U) y p ≥ 1, de donde se sigue que∫
U
f0fdV =

∫
U

n∑
j=1

hj
∂f

∂zj
dV

para toda función f ∈ D(U) (Teorema 4.5.19). Desde que K0 ⊂ U es compacto y f0 = h = 0

en U −K0, tenemos que ∫
K0

f0fdV =

∫
K0

n∑
j=1

hj
∂f

∂zj
dV
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para toda función f ∈ C∞(K0). En particular para todo f ∈ O(K0)∫
K0

f0fdV =

∫
K0

n∑
j=1

hj
∂f

∂zj
dV = 0.

Lema 4.4.3. Sea U ⊂ Cn un abierto. Entonces para cada compacto K y cada abierto V con

K ⊂ V ⊂ U , existe una constante c > 0 tal que

sup
K
|f | ≤ c

∫
V
|f |dV

para toda función holomorfa f ∈ O(U).

Demostración: (a) Sea U ⊂ C un abierto y sean ∆1 y ∆2 dos discos abiertos tales que

∆1 ⊂⊂ ∆2 ⊂⊂ U.

Afirmamos que existe una constante c > 0 tal que

sup
∆1

|f | ≤ c
∫

∆2

|f |dV , ∀f ∈ O(U).

En efecto, sea ϕ ∈ D(∆2) tal que ϕ ≡ 1 en una vecindad de ∆1. Entonces por la fórmula

integral de Cauchy generalizada 4.5.15 aplicada al producto ϕf obtenemos que

f(a) =
1

2πi

∫
∆2

f(z)

z − a
∂ϕ

∂z
dz ∧ dz

para todo f ∈ O(U), para todo a ∈ ∆1. Desde que
∂ϕ

∂z
≡ 0 en una vecindad de ∆1

existe δ > 0 tal que |z − a| ≥ δ para todo a ∈ ∆1, para todo z ∈ supp
∂ϕ

∂z
. Si denotamos

c =
1

2πδ
sup
∆2

∣∣∣∣∂ϕ∂z
∣∣∣∣ entonces

|f(a)| ≤ c
∫

∆2

|f |dV

para todo f ∈ H(U), para todo a ∈ ∆1, como se afirma.

(b) Sea U ⊂ Cn un abierto, y sean ∆1 y ∆2 dos polidiscos tales que

∆1 ⊂⊂ ∆2 ⊂⊂ U.

Luego por aplicaciones repetidas de (a) podemos encontrar un constante c > 0 tal que

sup
∆1

|f | ≤ c
∫

∆2

|f |dV , ∀f ∈ O(U).
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(c) Desde que, cada compacto en Cn puede ser cubierto por un número finito de polidiscos,

el caso general se sigue de (b).

Teorema 4.4.5. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Sea K ⊂ U un compacto tal que

K̂psh
U = K.

Entonces para cada f ∈ O(K) existe un un abierto V con K ⊂ V ⊂ U , y una sucesión

(fj)j≥1 ⊂ O(U), tal que f ∈ O(V ) y (fj)j≥1 converge uniformemente a f en V .

Demostración: Sea V un abierto tal que K ⊂ V ⊂ U y f ∈ O(V ). Por el Lema existe una

función u ∈ C∞(U) estrictamente plurisubarmónica tal que:

(a) El conjunto Kc = {z ∈ U : u(z) ≤ c} es compacto para cada c ∈ R.

(b) u(z) < 0 para todo z ∈ K.

(c) u(z) > 0 para todo z ∈ U − V .

Desde que u(z) < 0 para todo z ∈ K, existe una constante c < 0 tal que u(z) < c para todo

z ∈ K. Entonces K ⊂ K̊c ⊂ Kc ⊂ K̊0 ⊂ K0 ⊂ V . Por el lema 4.4.2 existe una sucesión

(fj)j≥1 ⊂ O(U) tal que ∫
K0

|fj − f |2dV −→ 0

Por el lema 4.4.3 se sigue que

sup
Kc

|fj − f |2 −→ 0.

Corolario 4.4.2. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo y sea V ⊂ U un abierto U -

pseudoconvexo. Entonces V es Runge en U .

Demostración: Dado que V es U -pseudoconvexo, V admite una exhaustion normal (Kj)j≥1,

formado por compactos PSH(U)-convexos. Sea f ∈ O(V ). Por el Teorema de aproximación

de Oka-Weil para cada j ≥ 1, existe fj ∈ O(U) tal que ‖fj − f‖Kj <
1

j
. Por lo tanto para

cada compacto K ⊂ V , ‖fj − f‖K → 0 cuando j →∞.
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Definición 4.4.5. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa. Se dice un subconjunto abierto

V ⊂ U es O(U)-convexo si para todo compacto K ⊂ V se cumple que K̂hol
U ⊂ V . En

particular V es un dominio de holomorf́ıa.

Teorema 4.4.6. Sea U ⊂ Cn un dominio de holomorf́ıa. Entonces para cada abierto V ⊂ U

las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) K̂hol
U ∩ V es compacto, para todo compacto K ⊂ V .

(b) V es un abierto O(U)-convexo.

(c) V es dominio de holomorf́ıa y V es Runge en U .

(d) V es dominio de holomorf́ıa y K̂hol
V = K̂hol

U ∩ V para todo compacto K ⊂ V .

Demostración: (a) ⇒ (b) Sea K ⊂ V un compacto. Supongamos por contradicción que

K̂hol
U 6⊂ V , entonces podemos escribir

K̂hol
U = A ∪B

donde A = K̂hol
U ∩V y B = K̂hol

U −V . Entonces A y B son compactos disjuntos. Si definimos

f ≡ 0 en una vecindad de A, y f ≡ 1 en una vecindad de B, entonces f ∈ O(K̂hol
U ). Por

el Teorema de aproximación de Oka-Weil, existe una función holomorfa g ∈ O(U) tal que

‖f − g‖
K̂hol
U

< 1
2 , lo cual es una contradicción, desde que B ⊂ K̂hol

U .

(b)⇒ (c) Como V es un abierto O(U)-convexo, entonces V admite una exhaustividad normal

(Kj)j≥1 formada por compactos O(U)-convexos. Por lo tanto V es Runge en U (Teorema de

aproximación de Oka-Weil).

(c)⇒ (d) Desde que O(U) es denso en (O(V ), τc) tenemos que K̂hol
V = K̂hol

U ∩ V .

El siguiente corolario contiene el problema de Levi.

Corolario 4.4.3. Sea U ⊂ Cn un dominio pseudoconvexo. Entonces

K̂psh
U = K̂hol

U

para todo compacto K ⊂ U .

Demostración: Sea V una vecindad de K̂psh
U en U . Por el Lema 2.5.2 existe una función

u ∈ PSH(U) ∩ C(U) tal que
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(a) u < 0 en K.

(b) u > 0 en U − V .

Sea

W = {z ∈ U : u(z) < 0}

entonces W es pseudoconvexo por la Proposición 2.5.3. Observemos que K ⊂ W ⊂ V y

L̂pshU ⊂ W para todo compacto L ⊂ W , es decir, W es U -pseudoconvexo. Por lo tanto W es

Runge en U por el Corolario 4.4.2. Desde que U y W son ambos pseudoconvexos, se sigue del

Problema de Levi que U y W son ambos dominios de holomorf́ıa. Entonces una aplicación

del Teorema 4.4.6 muestra que L̂holU ⊂ W para todo compacto L ⊂ W . Desde que V es una

vecindad cualesquiera de K̂psh
U en U , concluimos que K̂hol

U ⊂ K̂psh
U .

4.5. Dominios polinomialmente convexos

En esta sección estudiaremos una clase especial de dominios en Cn, el cual nos permi-

tirá extender el Teorema de Runge.

Teorema 4.5.1 (Teorema de Runge I[6]). Sea K ⊂ C un compacto, entonces las siguientes

condiciones son equivalentes

(1) K es Runge.

(2) C−K es conexo.

Teorema 4.5.2 (Teorema de Runge II[6]). Sea U ⊂ C un abierto, entonces las siguientes

condiciones son equivalentes

(1) U es Runge.

(2) U ⊂ C es un abierto simplemente conexo.

Definición 4.5.1. La envolvente convexa polinomialmente de un compacto K ⊂ Cn se

define como

K̂pol
Cn =

⋂
p∈P(Cn)

{z ∈ Cn : |p(z)| ≤ ‖p‖K}
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donde P(Cn) = C[z1, . . . , zn] es el espacio vectorial de los polinomios holomorfos. Un com-

pacto K ⊂ Cn se dice polinomialmente convexo si

K̂pol
Cn = K.

Ejemplos:

(a) Todo compacto convexo de Cn es polinomialmente convexo.

(b) Todo polidisco compacto es polinomialmente convexo. Más generalmente, todo poliedro

polinomial compacto

Π = {z ∈ Cn : |pj(z)| ≤ 1 , 1 ≤ j ≤ m}

es polinomialmente convexo, donde p1, . . . , pm ∈ C[z1, . . . , zn].

Lema 4.5.1. Sea K ⊂ Cn un compacto polinomialmente convexo, y sea U una vecindad de

K. Entonces existe un poliedro polinomial compacto L tal que K ⊂ L ⊂ U .

Demostración: Sea D un polidisco compacto conteniendo K. Si D ⊂ U entonces es suficien-

te tomar L = D. Si D 6⊂ U entonces para cada a ∈ D−U existe un polinomio p ∈ P(Cn) tal

que ‖p‖K < 1 < |p(a)|. Desde que D−U es compacto, existen polinomios p1, . . . , pm ∈ P(Cn)

tal que ‖pj‖K < 1 para todo j = 1, . . . ,m y

D − U ⊂
m⋃
j=1

{z ∈ Cn : |pj(z)| > 1}.

Por lo tanto es suficiente tomar

L = {z ∈ D : |pj(z)| ≤ 1 , 1 ≤ j ≤ m}.

Definición 4.5.2. Sea U ⊂ Cn un abierto. Diremos que U es polinomialmente convexo

si

K̂pol
Cn ∩ U = K̂pol

U =
⋂

p∈H(Cn)

{z ∈ U : |p(z)| ≤ ‖p‖K}

es compacto, para todo compacto K ⊂ U , y que U es fuertemente polinomialmente

convexo si

K̂pol
Cn ⊂ U

para todo compacto K ⊂ U .
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Ejemplos:

(1) Todo dominio convexo en Cn es polinomialmente convexo.

(2) Todo poliedro polinomial Π = {z ∈ Cn : |pj(z)| < 1 , 1 ≤ j ≤ m} es polinomialmente

convexo.

Observaciones:

(a) Si K ⊂ Cn es un compacto, entonces K̂hol
Cn = K̂pol

Cn .

(b) Si U ⊂ Cn es un abierto y K ⊂ U un compacto, entonces K̂hol
U ⊂ K̂pol

U .

Teorema 4.5.3. Un abierto U de Cn es polinomialmente convexo si y solamente si U es

fuertemente polinomialmente convexo.

Demostración: Sea U ⊂ Cn un abierto polinomialmente convexo, y sea K ⊂ U un compac-

to. Supongamos por contradicción que K̂pol
Cn 6⊂ U , entonces podemos escribir

K̂pol
Cn = A ∪B

donde A = K̂pol
Cn∩U y B = K̂pol

Cn−U . Entonces A y B son dos compactos disjuntos. Si definimos

f = 0 en una vecindad de A, y f = 1 en una vecindad de B, entonces f ∈ O(K̂pol
Cn ). Por el

Teorema de aproximación de Oka-Weil existe un polinomio p ∈ P(Cn) tal que |f − p| < 1
2 en

K̂pol
Cn , lo cual es una contradicción, desde que B ⊂ K̂pol

Cn .

Teorema 4.5.4. Sea U ⊂ Cn un abierto polinomialmente convexo. Entonces para cada f ∈

O(U) existe una sucesión de polinomios (pj)j≥1 ⊂ P(Cn), el cual converge a f uniformemente

en cada compacto de U .

Demostración: Como U es fuertemente polinomialmente convexo, entonces U admite una

exhaustividad por compactos polinomialmente convexos, la conclusión del teorema se sigue

del Teorema aproximación de Oka-Weil.

Observaciones:

(a) Si K ⊂ Cn es un compacto, entonces cada componente conexa de K̂pol
Cn intersecta a K.

(b) Si K ⊂ Cn es un compacto conexo, entonces K̂pol
Cn es también conexo.
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Proposición 4.5.1. Sea K ⊂ Cn un compacto polinomialmente convexo, y sea U una vecin-

dad de K. Entonces existe un abierto polinomialmente convexo V tal que K ⊂ V ⊂ U .

Demostración: Sea D un polidisco conteniendo K. Si D ⊂ U entonces es suficiente tomar

V = D. Si D 6⊂ U entonces para cada a ∈ D − U existe un polinomio p ∈ P(Cn) tal que

‖p‖K < 1 < |p(a)|. Desde que D−U es compacto, existen polinomios p1, . . . , pm ∈ P(Cn) tal

que ‖Pj‖K < 1 para todo j = 1, . . . ,m y

D − U ⊂
m⋃
j=1

{z ∈ Cn : |pj(z)| > 1}.

Por lo tanto es suficiente tomar

V = {z ∈ D : |pj(z)| < 1 , 1 ≤ j ≤ m}

Teorema 4.5.5. Sea K ⊂ Cn un compacto polinomialmente convexo. Entonces para cada

f ∈ O(K) existe una vecindad V de K, y una sucesión de polinomios (pj)j≥1 tal que f ∈ O(V )

y (pj)j≥1 converge a f uniformemente en V .

Demostración: Consecuencia del Teorema 4.5.4 y de la Proposición 4.5.1.

Teorema 4.5.6. Sea U ⊂ Cn un abierto. Entonces U es polinomialmente convexo si y

solamente si U es holomórficamente convexo y Runge (esto es, P(Cn) es denso en (O(U), τc)).

Demostración: Consecuencia del Teorema 4.5.4 y del Teorema 4.4.6.

Teorema 4.5.7. Si U ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa y Runge, entonces

K̂psh
U = K̂hol

U = K̂pol
Cn

para todo compacto K ⊂ U .

Demostración: Consecuencia del Teorema 4.4.6
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Conclusiones

El problema de E. Levi en Cn es precisamente demostrar la siguiente caracterización:

U ⊂ Cn es un dominio de holomorf́ıa si y solamente si U es un dominio pseudoconvexo.

Intuitivamente un dominio de holomorf́ıa U ⊂ Cn es un dominio maximal, esto es,

existe una función holomorfa en U el cual no puede extenderse holomórficamente hacia

ningún punto de la frontera de U .

Dado un dominio U ⊂ Cn en general, un primer problema es determinar, si es dominio

de holomorf́ıa, el Teorema de Cartan-Thullen nos ofrece una caracterización topológica

(v́ıa funciones holomorfas), el cual es efectivo para muchos casos. Pero el problema

de E. Levi nos ofrece una caracterización anaĺıtica (v́ıa funciones plurisubarmónicas).

Tengamos en cuenta que las funciones plurisubarmónicas son mucho más flexibles que

las funciones holomorfas, esto es, pueden adaptarse a condiciones iniciales, mientras que

las funciones holomorfas son muy ŕıgidas. Por lo tanto es más factible demostrar que

U ⊂ Cn es un dominio pseudoconvexo.

Uno de los problemas fundamentales en una variable compleja es el Problema de Inter-

polación Discreta, el cual se demuestra mediante el Teorema de Weiertrass conjunta-

mente con el Teorema de Mittag-Leffler. En varias variables complejas no todo dominio

U ⊂ Cn admite interpolación. Los dominios de holomorf́ıa caracterizan precisamente

quienes son estos dominios, esto es, solo los dominios de holomorf́ıa admiten interpola-

ción.

Uno de los teoremas fundamentales en una variable compleja es el Teorema de Weier-

trass conjuntamente con el Teorema de Mittag-Leffler. En varias variables complejas

sus homólogos seŕıan el Problema Multiplicativo de Cousin y el Problema Aditivo de

Cousin[2]. Pero no en todo dominio U ⊂ Cn podemos resolver el Problema Aditivo de
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Cousin. Los dominios de holomorf́ıa caracterizan precisamente quienes son estos domi-

nios, esto es, solo en dominios de holomorf́ıa podemos resolver el Problema Aditivo de

Cousin. Para el caso de el Problema Multipliccativo de Cousin solo existen condiciones

suficientes.

En una variable compleja, la ecuación ∂ admite solución en todo dominio U ⊂ C.

En varias variables complejas, solo en dominios pseudoconvexos, la ecuación ∂ admite

solución, más aún, si nuestro dominio es pseudoconvexo en el sentido de Levi la solución

de la ecuación ∂ admite una representación integral, mediante la fórmula integral de

Bochner-Martinelli.

Los dominios de holomorf́ıa admiten una caracterización v́ıa los grupos de cohomoloǵıa

de Dolbeaut

Hp,q

∂
= {0}.

En una variable compleja uno de los teoremas fundamentales de aproximación poli-

nomial es el Teorema de Runge[6]. La generalización del Teorema de Runge a varias

variables complejas es el Teorema de Aproximación de Oka-Weil en dominios de holo-

morf́ıa.

El problema de E. Levi en Cn lo podemos generalizar a espacios de Banach[8], donde

primeramente hay que definir el concepto de holomorf́ıa. El problema de E. Levi en

Cn también lo podemos generalizar a variedades anaĺıticas complejas (variedades de

Stein)[10], espacios vectoriales topológicos localmente convexos[23].
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Apéndice

Funciones suavizantes

En esta sección daremos la definición y las propiedades elementales del operador convo-

lución, una herramienta fundamental en el análisis, el cual nos permitirá suavizar funciones

localmente integrables, citamos la referencia [8], para más detalles.

Definición 1. Sea U ⊂ Rn un abierto. Definimos el soporte de una función f : U −→ C

como

supp(f) = {x ∈ U : f(x) 6= 0} ∩ U

Definición 4.5.3. Denotaremos por D(Cn) el espacio vectorial de todas las funciones f ∈

C∞(Cn) con soporte compacto. Cada f ∈ D(Cn) es llamado una función de prueba. Si U es

un abierto de Cn entonces denotaremos por D(U) el espacio vectorial de todas las funciones

f ∈ D(Cn) tal que supp(f) ⊂ U .

Definición 4.5.4. Sea Φ : Cn −→ R definido por

Φ(z) =


c exp

(
−1

1− ‖z‖2

)
, ‖z‖ < 1

0 , ‖z‖ ≥ 1

donde la constante c > 0 es tal que ∫
Cn

ΦdV = 1.

Entonces Φ ∈ C∞(Cn) con supp(Φ) = B(0, 1). Más generalmente, para cada ε > 0 sea

Φε ∈ D(Cn) definido por

Φε(z) = ε−2nΦ(
z

ε
)
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Entonces ∫
Cn

ΦεdV = 1

y supp(Φε) = B(0, ε). Las funciones Φε serán llamadas funciones suavizantes.

Definición 4.5.5. Sea U ⊂ Cn un abierto. Para cada ε > 0 definimos el abierto

Uε = {z ∈ U : d(z, ∂U) > ε}

Dado f ∈ L1(U, loc) definimos su convolución

f ∗ Φε : Uε −→ C

f ∗ Φε(z) =

∫
U

f(w)Φε(z − w)dw =

∫
B(0,ε)

f(z − w)Φε(w)dw.

Denotaremos fε = f ∗ Φε.

Teorema 4.5.8. Sea U ⊂ Cn un abierto. Si f ∈ L1(U, loc), entonces

(a) f ∗ Φε ∈ C∞(Uε).

(b) ∂α(f ∗ Φε) = f ∗ ∂αΦε para todo multi-́ındice α.

(c) supp(f ∗ Φε) ⊂ supp(f) +B(0, ε), en particular f ∗ Φε ∈ D(U) si el soporte de f es un

compacto de U2ε.

(d) Si f ∈ Ck(U), ∂α(f ∗ Φε) = ∂αf ∗ Φε para todo multi-́ındice |α| ≤ k.

Proposición 4.5.2. Sea U ⊂ Cn un abierto y sea f ∈ L1(U, loc), entonces f ∗Φε −→ f casi

en todo punto de U , cuando ε→ 0.

Proposición 4.5.3. Sea U ⊂ Cn un abierto y sea f ∈ C(U). Entonces f ∗Φε converge hacia

f uniformemente en partes compactas de U , cuando ε→ 0.

Proposición 4.5.4. Sea U ⊂ Cn un abierto y sea f ∈ Cc(U). Entonces f ∗Φε converge hacia

f uniformemente en U , cuando ε→ 0.

Proposición 4.5.5. Sea U ⊂ Rn un abierto. Si f ∈ D(U), entonces f ∗ Φε −→ f en D(U).

Proposición 4.5.6. Sea U ⊂ Cn un abierto y sea f ∈ Lp(U), con soporte compacto, p ∈

[1,∞), entonces
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(a) ‖f ∗ Φε‖p ≤‖f‖p, siempre que supp(f) ⊂ U2ε.

(b) f ∗ Φε −→ f en Lp(U), cuando ε→ 0.

Corolario 4.5.1. Si U ⊂ Cn es un abierto, entonces D(U) es denso en Lp(U), donde p ∈

[1,∞).

Teoremas auxiliares

Teorema 4.5.9 (Teorema de categoŕıa de Baire[21]). Sea (X, d) un espacio métrico completo,

entonces

a) X es un espacio de Baire.

b) X es de segunda categoŕıa.

Teorema 4.5.10 (Principio de la acotación uniforme[21]). Supongamos que X,Y son es-

pacios de Banach y {Tα}α∈A es una familia de operadores lineales acotados de X en Y . Si

{Tα}α∈A es puntualmente acotada, entonces es uniformemente acotada.

Teorema 4.5.11 (Teorema de extensión de Hahn-Banach[21]). Sea Y un subespacio de un

espacio normado X. Si f ∈ Y ∗ entonces existe F ∈ X∗ tal que F
∣∣
Y

= f y ‖F‖X∗ = ‖f‖Y ∗.

Teorema 4.5.12 (Teorema de representación de Riesz[21]). Sea H un espacio de Hilbert.

Para todo f ∈ H∗, existe un único a ∈ H tal que f(x) = 〈x, a〉 para todo x ∈ H. La aplicación

f 7→ a es una isometŕıa conjugada-lineal de H∗ sobre H.

Proposición 4.5.7 (Funcion de corte[8]). Sea K ⊂ Rn un compacto, y U una vecindad de

K. Entonces existe una función ϕ ∈ C∞c (Rn) tal que supp(ϕ) ⊂ U , 0 ≤ ϕ ≤ 1 en Rn y ϕ = 1

en una vecindad de K.

Proposición 4.5.8 (Lema de Urysohn[8]). Sea U ⊂ Rn un abierto. Sean A y B dos subcon-

juntos cerrados disjuntos de U . Entonces existe una función ϕ ∈ C∞(U,R) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1

en U , ϕ ≡ 1 en una vecindad de A en U , y ϕ ≡ 0 en una vecindad de B en U .

Teorema 4.5.13 (Teorema de diferenciación de Lebesgue[11]). Sea f : Rn −→ C localmente

integrable. Entonces, para c.t.p. x ∈ Rn tenemos que

1

vol(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)|dy −→ 0 , r → 0+

177



en particular, para c.t.p. x ∈ Rn,

1

vol(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y)dy −→ f(x) , r → 0+.

si x ∈ Rn satisface el ĺımite anterior, será llamado punto de Lebesgue de f .

Teorema 4.5.14 (Partición de la unidad[8]). Sea U ⊂ Cn un abierto. Si (Uα)α∈A es una

cobertura abierta de U , entonces existe una partición de la unidad (ϕα)α∈A ⊂ C∞(U) en U ,

la cual está subordinada a (Uα)α∈A.

Teorema 4.5.15 (Fórmula integral de Cauchy generalizada[2]). Sea f : U ⊂ C −→ C una

función de clase C1(U). Entonces para w ∈ ∆(a, r) ⊂⊂ U

f(w) =
1

2πi

∫
∂∆(a,r)

f(z)

z − w
dz +

1

2πi

∫∫
∆(a,r)

∂f(z)

∂z

dz ∧ dz
z − w

Teorema 4.5.16 (Lema de Weyl[10]). Sea U ⊂ Rn un abierto. Si u ∈ L1(U, loc) es una

solución débil de la ecuación de Laplace ∆u = 0, entonces (después de una correción en un

conjunto de medida cero) u ∈ C∞(U), y satisface ∆u = 0 en el sentido clásico.

Teorema 4.5.17 (Bolzano-Weirstrass[22]). Toda sucesión acotada en un espacio de Hilbert,

contiene una subsucesión débilmente convergente.

Teorema 4.5.18 (Semicontinuidad de la norma[22]). En un espacio de Hilbert, la norma es

débilmente semicontinua inferiormente, esto se, si xn converge débilmente a x, entonces xn

es acotada y

‖x‖ ≤ ĺım inf
n→∞

‖xn‖.

Teorema 4.5.19 (Convergencia débil en espacios de Hilbert[22]). Sea
(
H, 〈· , · 〉

)
un espacio

de Hilbert. Una sucesión de puntos (xn)n≥1 en H converge débilmente hacia el punto x ∈ H

(esto es, en la topoloǵıa débil) si y solamente si

〈xn, y〉 −→ 〈x, y〉

para todo y ∈ H.
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