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SUMARIO 

El presente trabajo consta de la realización de un programa de cálculo de para la matriz 

de impedancia serie y admitancias de líneas de transmisión. Él objetivo fue la 

realización de un programa cuya interfaz con el usuario sea amigable y sencilla, de 

manera que el uso del mismo sea directo y casi intuitivo. 

Ei:i una primera parte se presenta y desarrolla el fundamento teórico del programa, 

posterior a lo cual se establece la estructura del programa y las premisas sobre las cuales 

se desarrollará. Luego se presenta un vistazo al programa en sí y se describen las 

diferentes pantallas y operaciones relacionadas con el uso del mismo. 

Finalmente se presentan una serie de ejemplos teóricos los cuales son comparados con 

los resultados obtenidos mediante el uso del software, siendo los resultados excelentes 
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INTRODUCCIÓN 

La línea de transmisión es el elemento más común de los que conforman las redes 

eléctricas. Los elementos que conforman sus instalaciones constituyen una gran 

autopista a través de las cuales fluye la energía eléctrica desde los centros de generación 

hasta centros de consumo. 

La Terminología Eléctrica del Código Nacional de Electricidad Clasifica los niveles de 

voltaje al cual se realiza la transmisión de energía eléctrica, en tres categorías: 

transmisión, subtransmisión y distribución. 

En nuestro país, los niveles de voltajes hasta 1 kV son considerados de baja tensión, los 

de niveles mayores de 1 kV hasta 33 kV son considerados de media tensión, los niveles 

mayores de 33 kV hasta 50 kV son considerados redes de transmisión de subtransmisión 

y los mayores de 50 kV a 220 kV son considerados como transmisión en alta tensión .. 

Por último, niveles de tensión menores a 22.9 kV están relacionados con redes de 

distribución. 

En el Perú, la transmisión de energía eléctrica es aérea, de modo que el aislante común 

entre los conductores es el aire circundante. 

Por lo general las corrientes que transportan cada fase de la línea de transmisión no 

están balanceadas; por lo cual, puede haber una corriente de retorno en los conductores 

neutros conectados a la tierra y en ésta. La corriente de retorno por la tierra se dispersa 

debajo de la línea, buscando la trayectoria de retorno de impedancia más baja. 

En base a esto, es necesario desarrollar un modelo matemático que represente el 

comportamiento de la línea de transmisión aérea de corriente alterna y trifásica que 

considera la impedancia de retorno por tierra en los cálculos de los parámetros ya 

conocidos; tales como, la Resistencia serie, Inductancia serie, Conductancia en 

derivación y Capacitancia en derivación. 



CAPÍTULO I 

PLANEAMIENTO DE INGENIERÍA DEL PROBLEMA 

1.1 Descripción del proyecto 

El proyecto consiste en desarrollar una herramienta digital (aplicativo) de análisis 

amigable para el cálculo de la matriz de impedancia serie y la matriz de admitancias de 

líneas de transmisión trifásicas típicas del Perú. 

Esta herramienta permitirá el cálculo de la matriz Z e Y para múltiples conductores por 

fase. 

Si las corrientes de fase no están balanceadas, puede haber una corriente de retomo en 

los conductores neutros conectados a la tierra y en ésta. La corriente de retomo por la 

tierra se dispersa debajo de la línea, buscando la trayectoria de retomo de impedancia 

más baja. 

Para tal efecto, el aplicativo considera las ecuaciones de John R. Carson para el cálculo 

de la impedancia de un circuito, considerando el efecto de retomo por tierra; el cual 

hace que la tierra se pueda reemplazar por un conjunto de conductores "de retomo por 

tierra" ubicado directamente debajo de los conductores aéreos. 

1.2 Justificación 

Durante los proyecto de transmisión es necesario analizar la forma que tomará la 

disposición de los conductores de tal manera que el proyecto sea diseñado con la mejor 

alternativa técnica y económica. Técnicamente, es necesario analizar varias alternativas 

de configuración considerando si la potencia a transportar será en simple terna, doble 

terna, un conductor por fase o múltiples conductores por fase y disponer de varias 

alternativas técnicas incluyen la mejor; sabiendo que, los parámetros de la línea varían 

con la configuración de la misma y éste a su vez influye en la eficiencia de la línea. 
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En ese sentido, la elaboración de un aplicativo facilitará el análisis al realizar los 

cálculos de una manera más eficiente. Además se puede acceder al código fuente para 

realizar modificaciones, o cualquier tipo de cambio en el programa, ya sea, en el método 

utilizado en el algoritmo de cálculo o en la presentación o manipulación de los dato 

1.3 Objetivo 

Desarrollar una herramienta computacional de cálculo para la matriz de impedancia 

serie y admitancias de líneas de transmisión, con una interfaz amigable para el usuario. 

Desarrollar el programa de cálculo considerando las diferentes configuraciones que 

puede adoptar la línea de transmisión con múltiples conductores por fase durante el 

transporte de la energía. 

1.4 Síntesis del trabajo 

El presente trabajo consta de la realización de un programa de cálculo de para la matriz 

de impedancia serie y admitancias de líneas de transmisión. El objetivo fue la 

realización de un programa cuya interfaz con el usuario sea amigable y sencilla, de 

manera que el uso del mismo sea directo y casi intuitivo. 

En una primera parte se presenta y desarrolla el fundamento teórico del programa, 

posterior a lo cual se establece la estructura del programa y las premisas sobre las cuales 

se desarrollará. Luego se presenta un vistazo al programa en sí y se describen las 

diferentes pantallas y operaciones relacionadas con el uso del mismo. 

Finalmente se presentan una serie de ejemplos teóricos los cuales son comparados con 
¡ 

los resultados obtenidos mediante el uso del software, siendo los resultados excelentes. 



CAPÍTULO 11 

DESARROLLO TEÓRICO 

2.1 Impedancia Serie de Líneas de Transmisión 

2.1.1 Resistencia de la Línea 

Durante el transporte de energía eléctrica la resistencia de los conductores causa 

pérdidas de potencia por transmisión, las cuales están dadas por la expresión FR, donde 

I es la corriente que fluye a través de conductor y R es la resistencia del mismo. Estas 

pérdidas de potencia se acostumbra a considerar aceptable en peajes de interconexiones 

para valores :S 3% por kilómetro, lo cual depende de un diseño adecuado de la línea, 

tomando en consideración factores como el calibre de conductores, número de los 

. mismos por fase, tipo de material e influencia del medio ambiente, entre otros. 

a.) Resistencia de Corriente Directa 

Cuando se transporta una corriente continua a través de un conductor la corriente se 

distribuida uniformemente en toda la sección transversal. Su resistencia de c.d. puede 

calcularse mediante la expresión siguiente: 

donde: 

p = resistividad del conductor ( n -m) 

l = longitud del conductor (m)

A= área efectiva de la sección transversal del conductor (m 2)

(2.1) 
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La resistividad depende del material del conductor. El cobre recocido es el estándar 

internacional para medir la resistividad p (o la conductividad cr, en donde cr = 1/ p). 

Para los conductores trenzados, las capas alternadas de hilos describen espirales en 

direcciones opuestas para mantener los hilos unidos. La formación de la espiral hace 

que los hilos sean 1 o 2% más largos que la longitud real del conductor. Como 

resultado, la resistencia cd de un conductor trenzado es 1 o 2% mayor que la calculada a 

partir de la ecuación (2.1), para una longitud especificada del conductor. 

b.) Efecto de la Temperatura Sobre la Resistencia. 

La resistencia de los metales para los conductores varía linealmente sobre las 

condiciones normales de operación. Un cambio en la temperatura causara una variación 

en· la resistencia, en forma prácticamente lineal. Esta variación esta de acuerdo a la 

siguiente ecuación: 

(
T+t2) 

Pr2 = Pn T+ti
(2.2) 

donde p¡ y P2 son las resistividades a las temperaturas t 1 y ti, respectivamente. La 

constante T depende del material conductor y se define como la temperatura a la cual la 

resistencia del conductor es igual a cero. Para el aluminio T es aproximadamente 228. 

Puede concluirse que un incremento de temperatura causa un aumento a la resistencia y 

viceversa. 

c.) Efecto Piel 

Para la corriente continua, la distribución es uniforme en toda la sección transversal del 

. conductor. Sin embargo para la corriente alterna la di$tribución de corriente no es 

uniforme. Conforme aumenta la frecuencia, la corriente en un conductor cilíndrico 

sólido tiende a agolparse hacia la superficie del mismo, con menor densidad de corriente 

en el centro de éste. Este fenómeno se conoce como efecto piel. 
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Al aumentar la frecuencia, aumenta la pérdida en el conductor, la cual hace que se 

incremente la resistencia de ca. A la frecuencia de transmisión de potencia ( 60Hs ), la 

resistencia de ca es al menos un pequeño porcentaje más alta que la de cd. Normalmente 

los fabricantes de conductores proporcionan la resistencia de cd, a 50 y 60 Hz de los 

conductores con base en datos de prueba. 

Para entender mejor este efecto, será necesario considerar lo siguiente: 

1. A partir de la figura 2.1, donde se muestra un conductor secciona! izado

transversalmente, en el cual se ha dibujado dos filamentos hipotéticos iguales

además del centro, se hará el análisis.

Figura 2.1 Sección transversal de un cond�ctor mostrando dos de sus 
filamentos 

2. Las dimensiones del conductor son uniformes, es decir si se secciona el

conductor en diferentes tramos, todas las sesiones transversales resultaran ser

iguales.

3. La corriente será la misma para toda la longitud del conductor, esto es, la

corriente que entra por un extremo del conductor, será la misma que saldrá

por el otro extremo.

4. Apoyándose en las dos suposiciones anteriores, puede suponerse que

cualquier sección transversal del conductor será una superficie equipotencial.

Al medir una caída de tensión en cada uno de los filamentos, esta será la misma para 

ambos (suposición 4). En corriente directa, la condición anterior se satisface con la 

densidad de corriente uniforme que resultara en caídas de tensión por resistencia 

uniformes. Si se trata de corriente alterna, además de la caída de tensión por resistencia, 

existirá un voltaje inducido en cada filamento, resultante del campo magnético variante 

producido por la corriente en el propio conductor. Las líneas de flujo de este campo 
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magnético circularan de acuerdo al eje del conductor y algunas encerraran al filamento 

B sin hacerlo con el A, debido a la posición geométrica de ambos. Las reactancias 

alejadas del centro ( como la del filamento A), serán menores que las de los filamentos 

alrededor del centro del conductor ( como el filamento B), Por lo tanto, para producir 

caídas de tensión iguales, las densidades de corriente deben ser mayores cerca de la 

periferia del conductor, para compensar la reactancia menor. 

El resultado final es que la energía electromagnética no se transmite en el interior del 

conductor sino que viaja en las regiones que rodean el conductor debido a que la 

distribución de densidades de corriente a través de la sección transversal del conductor 

no es uniforme, siendo este fenómeno conocido como efecto piel, el cual causara que la 

resistencia de c.d. se incremente ligeramente. Esta es la llamada resistencia de e.a. Por 

otro lado, la inductancia debida al flujo interno en el conductor se vera disminuida. 

Por lo cual, se concluye que la resistencia de ca se expresa mediante la formulas 

siguiente: 

y para la inductancia interna se tiene que: 

(Li)ca = (L¡)cd a L

donde a
R 

y a
l 

son ligeramente mayor y menor que la unidad, respectivamente. 

d.) Efecto Corona 

(2.3) 

(2.4) 

El efecto corona ocurre cuando un valor elevado de la intensidad del campo eléctrico en 

la superficie de un conductor debidos a altas densidades de carga hace que el aire se 

· ionice eléctricamente y se vuelve conductor. Las pérdidas de potencia real debida al

efecto corona, llamadas pérdidas por efecto corona, depende de las condiciones

meteorológicas, en particular la lluvia, y de las irregularidades de la superficie del

conductor.
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Una iotización extrema resultara en la presencia de arcos eléctricos entre conductores. 

Este efecto puede detectarse audiblemente por el zumbido que produce y visualmente 

por el aura luminosa que se presenta en cada conductor de fase. 

El efecto corona producirá perdidas e interferencias radiofónicas. Tales pérdidas serán 

relativamente pequeñas en ambientes secos y tienden a incrementarse en ambientes más 

húmedos, llegando inclusive a magnitudes 15 veces mayores. 

Este fenómeno influye en la eficiencia de operación de la línea de transmisión, debido a 

que su existencia producirá perdidas adicionales. Tales pérdidas por corona se expresan 

en k W /Km., pero resulta difícil de obtener un modelo analítico que permita calcularlas 

de manera exacta, debido a la gran cantidad de variables involucradas. Los resultados 

son obtenidos usando relaciones empíricas y métodos estadísticos. Sin embargo, el 

efecto corona debe tomarse en cuenta para diseñar adecuadamente las líneas de 

transmisión. 

2.1.2 Impedancia Serie Líneas de Transmisión Monofásicas. 

Este parámetro está compuesto por los efectos resistivo e inductivo de la línea. Se 

considerará el efecto de retorno por tierra. 

Para las condiciones normales de diseño, la reactancia correspondiente a la inductancia, 

xL = wL, es la parte dominante de la impedancia serie, la cual determina el efecto sobre 

la capacidad de transmitir y la caída de tensión. Este dominio de la inductancia sobre la 

resistencia se aprecia por medio de la relación x / r >> 1 para líneas de transmisión de 

alta �ensión. 

El efecto de retorno por tierra consiste en considerar que las corrientes en las líneas 

. tienen una trayectoria de retorno a través de los neutros de los equipos conectados a 

tierra. La tierra se simula por medio de un conductor ficticio de longitud infinita, situada 

debajo de la superficie del terreno que tiene una resistividad uniforme y paralela a la 

línea. A este conductor se le supone un radio medio geométrico, denotad por Dsg, igual a 
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la unidad de longitud de las coordenadas entre los conductores de la línea. La figura 2.2 

representa esta situación. 

a 
fa'--__ .., 

V =0
g 

ref 

Zaa' 
a' 

Zag 

fg = -J a g' 

Figura 2.2 Línea monofásica considerando el efecto de retomo por tierra 

De la Figura 2.2 se observa que las caídas de tensión están dadas por: 

(2.5) 

Sabiendo que V
g 

= V
g
. = Vª. = O , se deduce que V

g
. - Vª. = O . Restando renglones en la

ecuación (2.5): 

va 
- v

a
' - (v

g
- v

g
') = va

- v
g 

= va

Además, 

Esta expresión puede escribirse en términos de una sola corriente, resultando: 

donde: 

V - (z ' z )r + (- - X ¡- ) (- '+ - 2- )lf- - l-a - ªª - ag a zag - zgg - a = zaa zgg - zag a = zªª a 

(2.6) 

(2.8) 
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(2.9) 

cuyas componentes son impedancias primitivas, las cuales, a su vez, están definidas por 

las siguientes expresiones: 

Q/ul (2.10) 

donde ra es la resistencia del conductor de la línea, r
g 

es la resistencia del supuesto 

conductor que representa al efecto de retorno por tierra; OJ es la frecuencia en rad/s; La y 

L
g 

son las inductancias propias de la línea y del efecto de retorno por tierra, 

respectivamente, mientras que Mag 
representa al efecto mutuo inductivo entre ambos 

conductores; ul representa cualquier unidad de longitud y k es una constante de 

conversión por unidades de longitud. 

Sustituyendo la expresión (2.10) en (2.9) se tiene que: 

donde las inductancias están definidas por las expresiones siguientes: 

2S 
L =fn--1a 

D.1·a

2S 
L =fn--1a 

Dsg 

2S 
M

0g 
= fn---1 

Dag 

(2.11) 

(2.12) 

En estas expresiones (2.12), S es la longitud del conductor a. Si se suman las 

inductancias, tal como se describe en (2.11 ), 

(2.13) 
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Sabiendo que Dsg 
= 1, se definirá a la constante De cómo: 

(2.14) 

y substituyendo en la ecuación (2.12), la impedancia de la línea dada por: 

(2.15) 

En las expresiones anteriores, Dsa es la Radio Medio Geométrico (RMG) del conductor 

a. 

Para calcular el valor de la resistencia del efecto de retomo por tierra, Carson encontró 

que, empíricamente, esta puede calcularse mediante las fórmulas siguientes: 

r
g 

= 1.588 x 10-3 f O/mi 

r
g 

= 9.869 X 10-
4 f 0/ km (2.16) 

donde f es la frecuencia en ciclos /s o Hz. El cálculo de la constante De está dado por: 

D = 2160 {Ee 
�/

siendo p la resistividad de la tierra en n -m . 

2.1.3
1 
Ecuaciones de Carson 

ft (2.17) 

La impedancia de la línea de transmisión puede ser separado en dos componentes: la 

impedancia propia y la impedancia mutua. El primero, es la proporción de la caída de 

tensión por unidad de longitud de la corriente que fluye en el conductor y retoma a 

través de la tierra. La impedancia mutua Zij entre conductores i y j es la proporción del 

voltaje inducido por unidad de longitud en el conductor i debido a la corriente en el 
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conductor j. A causa de la simetría del circuito, Zij es igual a Zji. Ambos la impedancia 

propia y mutua son influenciados por la corriente de retorno por tierra. La tierra puede 

ser considerada como un conductor infinito. La corriente que fluye en la línea de 

transmisión causa una corriente de retorno por tierra inducido magnéticamente que se 

propaga afuera debajo de las líneas, buscando la ruta de retorno de más baja 

impedancia. Influenciado por el efecto skin y de proximidad, la distribución de la 

corriente de retorno por tierra inducido en el suelo es difícil de determinar. Sin embargo 

mucho ingenieros electricistas destacados has estudiado este problema durante los 

pasados 100 anos y obtenido soluciones precisos usando varios métodos, incluyendo el 

método del Dr. Jhon R. Carson's. 

En 1926 Carson publicó sus ecuaciones para calcular la impedancia de un circuito, 

considerando el efecto de retorno por tierra. Estas ecuaciones actualmente son muy 
utilizadas para el cálculo de parámetros de líneas de transmisión aérea y subterránea. 

Carson supone que la tierra es una superficie uniforme, plana, sólida e infinita con una 

resistividad constante. Cualquier efecto en los extremos de la línea en los puntos de 

aterrizamiento son despreciables para frecuencias de estado estacionario. Las 
ecuaciones de Carson se muestran a continuación: 

....... (2.18) 

Z
;¡
-g =(6.4374x10-4 mP)+j[3.2187xI0-4 mlnS¡; +6.4374x10-4 mQ] O/milla 

D
iJ 

....... (2.19) 
ó ta�bién: 

(2.20) 

ZiJ-g = R;J-g + jXu-g (2.21) 



donde:

Ri = Resistencia interna del conductor i

xi = Reactancia interna del conductor i

13

Rii-g = Componente resistiva externa de la auto impedancia Zii-g considerando el

efecto de retorno por tierra.

Xii-g = Componente reactiva externa de la auto impedancia Zii-g considerando el

efecto de retorno de la tierra

Rij-g = Componente resistiva de la impedancia mutua Zij-g considerando efecto por

tierra.

Xij-g = Componentes reactiva de la impedancia mutua Zij-g consid.erando efecto por

. tierra.

Las componentes internas ri y xi para un conductor particular se obtienen de las

manuales de conductores.

Los factores P;;, P
ü

, Qu y Q
ü 

se determinan mediante las Series de Carson siguientes:

7r k k2 ( 2) k2 k3 trk 4 

P=-- �cos0+- O.6728 +/n- cos20+-0sin20+ F2,cos30---cos40
8 3-v2 16 k 16 45 2 1536 

(2.22)

1 2 k rck2 k
3 

k
4
0 k

4 ( 2 )Q=-O.O368+-Jn-+ �cos0--cos20+ �cos30--sin40--cos40 /n-+1.O895 
2 k 3-v2 64 45-v2 384 384 k 

(2.23)

donde

m .. 
Are sin _!!_ , para conductores diferentes i * j

k=8.565x10-4 s
ij
..Jf/p y 0

sij 
para el mismo conductor i = j
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f: Frecuencia Hz 

p : Resistividad del terreno. n-m. 

Las distancias S .. y D .. se calculan de acuerdo la Figura 2.3, mostrado a continuación: 
lj lj 

r.::-i_. .,_ v., . ........ 

..._ 

..._ 

''G)J 
Su : S-· 

' 'jj 

Figura 2.3 Conductores de la línea monofásica y sus imágenes 

2.1.4 Impedancia Serie de la Línea Trifásica 

Para calcular la impedancia sene de una línea trifásica, considerando el efecto de 

retomo por tierra, se procede en forma similar al cálculo de la impedancia serie de la 

línea monofásica. La configuración de los circuitos se muestra en la Figura 2.4, 

identificándose impedancias, voltajes y corrientes. 
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fa 
a' a 

Zaa 1 + 

Zah 
b lb ... 

Zhb + 

fe Zhe Zea 
e' V a e 

Zec + 

v h 

tierra Ve Zgg 
tierra 

remota Zcg remota 

Vg= O 

Zgg ... g' g re/ ]g 

Figura 2.4. Línea Trifásica incluyendo el efecto de retomo por tierra 

De la figura 2.4, se observa que: 

(2.24) 

y las caídas de tensión, en la dirección dada a las corrientes, es expresan como sigue: 

vaa' va -V:, zªª 1 zah 
1 zae 1 zag Ja 

vhh' Vh -V". zba 
1 

Z1,1, 

1 zbe 1 zbg lb 
= 

vee' Ve -Ve, zea 
1 zcb 1 zcc 

1 zcg le 
vgg. Vg -Vg, zga zgb zgc zgg lg 

Extendiendo al caso trifásico lo visto en la sección anterior, se tiene: 

V'-V '=O·
a g , V,,'-Vg'= O; V. '-V'= O·

h g ' v
g 

=O. 

(2.25) 

(2.26) 

. Además, se conoce el valor de J
g 

, y partiendo de estas condiciones, puede establecerse 

el siguiente sistema de ecuaciones. 
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(2.27) 

y en forma mas compacta, la ecuación anterior puede escribirse como: 

(2.28) 

donde los elementos de la diagonal principal de la matriz ZiJ definidas en (2.27), son las 

impedancias serie propias de cada fase y se calcula de acuerdo a la ecuación (2.20); es 

decir: 

con i = a,b,c (2.29) 

Del mismo modo los elementos fuera de la diagonal son las impedancias serie mutuas 

entre fases, y se calculan de acuerdo a la ecuación (2.21 ); es decir: 

i -:t= j, i, j = a, b, c 

En ambos casos, las unidades estarán dadas en Q/ul 

a) Impedancia Serie de una Línea Trifásica con Hilos de Guarda

(2.30) 

Las líneas de transmisión que se encuentran instaladas arriba de los 1000 msnm se 

colocan cables de guarda con la finalidad de proteger a la línea contra descargas 

atmosféricas. La figura 2.5 representa una línea de estas características conteniendo dos 

hilos de guarda. 



lw 
w

_,._ 
_______ --'-------1 

Zww
1 

lv 

Z vv
1 

la 

Zaa 
1 

b lb 
... 

Zbb' + 

le 
... 

Zee
1 

+ 

Vg=O 

Zgg ... 

ref 
g 

lg 

Figura 2.5. Línea trifásica con dos hilos de guarda 

Para este circuito, el conjunto de ecuaciones que resulta es el siguiente: 

V:, 
" " " "

/a zªª zab zac zav z
aw 

v;, 
u " " " u 

lb zba zbb zbe zhv 
zbw 

� 
" " " "

Je 
= zea zeb zec zcv zcw 

V:, 
" " u " . 

I
V 

zva zvb zva zvv zvw 

vw 
" " " " " 

Jw zwa zwb z
wa 

z
wv 

z,vw
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w' 

tierra 

remota 

g' 

(2.31) 

Nótese que en las ecuaciones (2.31 ), ya se ha realizado el proceso de reducir el efecto de 

retomo por tierra y donde cada elemento de las mismas se determina ya sea con la 

ecuación (2.29) o la (2.30). Considerando la partición matricial mostrada en (2.31) y 

compactando cada bloque submatricial, se obtiene: 

(2.32) 

El objetivo es que, a partir de (2.32), se obtenga un modelo matricial equivalente 

trifásico. Esto significa que se debe obtener un conjunto de ecuaciones que incluya 
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únicamente a las fases a, b, c, y que, además, tenga incluidos los efectos de los 

conductores de guarda. Para esto, se aplica el procedimiento que se describe a 

continuación. 

De la figura 2.5, se observara que los voltajes de los conductores de guarda son iguales 

a cero. Si de realiza la operación indicada en (2.32), se obtiene: 

Resolviendo el segundo expresión se tiene que 

Reemplazando (2.35) en (2.33): 

Despejando el valor de labc se obtiene

o bien

en donde 

[Z00 

zabc = ZA - ZsZD -IZc = �ba

zca 

zab 

z1,1, 

zcb 

z�] 
zbc 

zcc 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 
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Podrá observarse que el conjunto de ecuaciones (2.31 ), se ha reducido de cmco 

renglones a tres. El efecto de los conductores de guarda esta representado por el término 

negativo de (2.37). Este procedimiento es aplicable también a cualquier número de 

circuitos con cualquier número de hilos de guarda. La única condición es que los 

voltajes de la parte inferior del vector correspondiente a los voltajes sean igual a cero. 

b) Impedancia Serie de líneas Trifásicas con Conductores Agrupados en Cada

Fase (formación de haces) 

Con la formación de haces se reduce la intensidad del campo eléctric9 en las superficies 

de los conductores, lo cual, a su vez, reduce o elimina el efecto corona, pérdida 

indeseable de potencia, interferencia en las comunicaciones y ruido audible. La 

formación de haces también reduce la reactancia en serie de la línea al incrementar el 

RMG del haz; asimismo, permiten el transporte de altas cantidades de energía. En caso 

de que se utilizara un conductor único en cada fase, este tendrá que ser de un calibre 

que, desde un punto vista de esfuerzos mecánicos, será impráctico . 

b' s 

Formación de haces 

c' t Reduciendo 

formación de 

haces. 

b 
.., .... , 
. , .... ..., . ., . .,.. ........ "!""' 

.... '\] ..... ,. 
a .,.,., .,.,. 

--·�· 

c 

. .,.;. . ....... , ...,. . ., . .,, ....... 
•r"•-!• 

Figura 2.6. Modelo de la línea trifásica con dos conductores agrupados por fase. 

La figura 2.6 muestra la secuencia para resolver el problema de modelar la línea 

trifásica en formación de haces con dos conductores agrupados en cada fase. Por otro 

lado, la figura 2.7 muestra el circuito representativo, en este caso, para la fase a de la 

· línea. Es de suponerse que para las demás fases los circuitos serán semejantes y,

además, estarán acoplados entre sí.
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I a1 

fa Z 
11 

ªª a' 

1 Va 1 

Z rr 
� 

r' 

I, 

tierra tierra 

77777777 
remota remota l/1/111/ 

Figura 2.7. Conductores aQruoados oara la fase a. 

Utilizando las ecuaciones (2.29) y (2.30), puede calcularse la matriz de coeficientes 

para el siguiente conjunto de ecuaciones: 

va 
" " " 

]al zªª zab zac za, zas za, 
" " 

Jbl 2ha 2hb zbc zb, zbs zb, 
" " 

]el 2ca 2cb zcc zc, z
C.f zc, 

= 

V, z,a z,b z,c z,, z,s z,, 1, 

v:,. zsa 2sb zsc zs, zss zs, Is 

z,a z,b z,c z,, z, .. z" 1, 

De la figura 2.7, puede observarse las siguientes relaciones de corriente: 

Así como también las siguientes relaciones de voltaje: 

V-V =0 t e 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

Entonces, efectuando las restas indicadas, el conjunto de ecuac10nes (2.40) se 

modificara y, en forma compacta, resultara en el siguiente: 

(2.43) 
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donde: 

[ 

" 

]
zªª z

ab z
ac 
" 

(2.44) z A = zba zbb z
bc 

" " 
z

ca 
z

cb 
zcc 

. ]
[z., - zªª zas 

-
z

ab
za, 

-
zac 

" " 
(2.45) ZB = �br - zba

zbs 
-

zbb zb, 
-

zac

z
cr -

zca z
cs -

zcb zc, -
zac

.. [zro- z
aa zrb

-
z

ab 
zrc 

- z�]
" " " 

(2.46) Zc = zsa 
-

z
ba

zsb 
-

z
bb

2sc -
zac 

" 
z,a 

-
z

ca 
z,b 

-
2cb

z,c -
zac 

(2.47) 

donde cada elemento de la submatriz anterior se determina mediante las expresiones: 

D pq = z pq - Z;q - z ph + Z;h 

i, h =a, , b, e

p, q = r, s, t 

(2.48) 

Finalmente, la matriz equivalente trifásica z
abc 

se calcula mediante la ecuación (2.39). 

2.2 Admitancia Paralelo de Líneas de Transmisión 

La admitancia en paralelo de líneas de transmisión esta formada básicamente por dos 
parámetros: conductancia y capacitancia. Sin embargo, el primero de ellos se desprecia 
por las razones que se describen a continuación. 



2.2.1 Conductancia de Líneas de Transmisión. 
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Concretamente, para este parámetro todavía no existe un modelo matemático preciso y 

con la simplicidad apropiada para poderlo manejar. Este parámetro resulta de la 

observación de las "corrientes de fuga" describiendo una trayectoria de las fases a tierra. 

Principalmente, estas corrientes fluyen a través del aislador hacia la torre, siendo 

función de la eficiencia del aislador, la cual varía significativamente con el calor, 

humedad atmosférica, contaminación y salinidad del ambiente, entre otros factores. Por 

esta razón, obtener un modelo matemático representativo de este fenómeno, resulta una 

tarea compleja. Por otro lado, es común despreciar el efecto de estas corrientes de fuga, 

debido a que representan un porcentaje muy pequeño con respecto a las corrientes 

nominales de la línea. 

2.2.2 Capacitancia Monofásica 

A partir de la ecuación de teoría de campo eléctrico: 

<;=_q_ V/m 
2,re

0

(2.49) 

Donde e
0 

= 8.854x10-12 F/m, q es la carga en Coulombs. De acuerdo a la Figura 1.10, 

la diferencia de potencial entre los puntos 1 y 2 esta dada por: 

(2.50) 

donde es la permitividad del medio circundante. 
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D2 

Figura 2.8 Esquema para analizar la caída de potencial entre dos puntos 

A partir de la ecuación (2.50), puede encontrase la expresión para una línea monofásica, 

la cual se representa por la Figura 2.9. 

D 

Figura 2.9 Línea monofásica para el análisis de capacitancias 

La diferencia de potencial entre los dos conductores es la siguiente: 

Y sabiendo que q ª = -q b la ecuación anterior se simplifica como sigue: 

Por definición, la capacitancia es: 

(2.51) 

(2.52) 

C = _!L Flul (2.53) 
vab 

Substituyendo (2.52) en (2.53), y considerando que r
0 

= r
h = r, 



21r& 
C

01, = ( ,¡ ) F/m
fn D1 r 

2.2.3 Capacitancia para líneas de Transmisión 
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(2.54) 

En esta sección, se presentara el método general para determinar capacitancias para una 

línea con cualquier número de conductores, incluyendo hilos de guarda y considerando 

el efecto de tierra. 

La figura 2.1 O muestra el esquema de cargas-imágenes, para considerar el efecto de 

tierra en el cálculo de capacitancias. Con este método, los voltajes involucrados se 

determinan mediante la ecuación siguiente: 

donde: 

1 
11 H .. 

V¡ = -¿q/n _!!_

2,r& j=I Dij
(2.55) 

H
ij 

= Distancia entre el conductor i y la imagen del conductor j. Si i = J,H¡¡ es la

distancia del conductor i a su propia imagen. 

Dij = Distancia entre los conductores i y j. Si i =},Hu es el radio exterior del

conductor i. 

q j = Carga del conductor j.



-qj

Figura 2.1 O Conductores con sus respectivas imágenes, representados por 
cargas. 

La ecuación (2.55) puede compactarse para obtener: 

V=Pq 

25 

(2.56) 

donde V es el vector de voltajes, Pes una matriz de coeficientes de potencial y q es el 

vector que contiene a las cargas. La matriz de coeficientes de potencial se define como: 

P __ l_ 0 H;;. 
;; - ,c,n ,

2,r& r; 

1 H .. 
P. = --.f,n_!!__; 

1J 2,r& r
1

i= j enP- 1 m

i = j enP- 1 m

(2.57) 

. donde r es el radio exterior del conductor i. Si la ecuación anterior se escribe en la 

forma siguiente: 

coul/m (2.58) 
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se podrá definir: 

e =P-
1 F/ul (2.59) 

En términos fasoriales, para la densidad de carga Q y el voltaje V, la ecuación (2.58) se 

escribe como: 

Q=CV 

multiplicando ambos miembros por j m 

y sabiendo que / = YV , entonces 

f =JmQ=jmCV 

Y=JmC 

donde Y, es la admitancia en paralelo de la línea de transmisión. 

2.3 Transposición de Conductores en Líneas de Transmisión 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

Hasta este momento, se ha calculado los parámetros de la línea de transmisión en base a 

sus unidades correspondientes, por unidad de longitud. En esta sección, se obtendrán los 

parámetros cons�derando la longitud de la línea, a fin de observar el efecto de las 

transposiciones sobre los mismos. 

A manera de ilustración, únicamente se observará el efecto de la transposición sobre la 

impedancia serie, debido a que efecto sobre la admitancia en derivación es similar. 

El equivalente trifásico de la impedancia serie relacionando voltajes y corrientes es el 

siguiente: 
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(2.63) 

Aquí, es clara la existencia de acoplamientos mutuos, de modo que las corrientes de 

cualquier conductor producirán caídas de tensión en los conductores adyacentes, 

Además, estas caídas de tensión pueden ser diferentes entre si, aun para corrientes 

balanceadas, debido a que las impedancias mutuas dependen del arreglo Físico de los 

conductores de la línea. 

Únicamente se tendrá un efecto balanceado de los acoplamientos mutuos cuando la 

línea tenga un espaciamiento triangular equilátero, es decir, que D 
ah 

= D
hc 

= D
ca 

. Sin 

embargo, este tipo de arreglo es pocas veces utilizado en la realidad, debido a cuestiones 

del diseño mecánico de la línea. 

Otra manera para balancear las impedancias mutuas consiste en la realización de 

transposiciones a lo largo de la línea. Una transposición es una rotación física de los 

conductores que puede ejecutarse a intervalos o irregulares de la distancia total de la 

línea. 

2.3.1 Método General de Transposiciones 

Este método permite obtener parámetros de la línea con cualquier número de 

transposiciones y a cualquier distancia que se desee para cada transposición, tal como 

muestra la Figura 2.11, donde se presenta la transposición completa de la línea 

consistente en dos rotaciones. 



la 

Posición 1 
... c b 

lb 

Posición 2 
... a c 

le 

Posición 3 
... b a 

Sección 1 Sección 2 Sección 3 

S1 

s 

Figura 2.11 Esquema de la Transposición completa de una línea de 
transmisión 
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Matemáticamente, para lograr las rotaciones se utiliza las dos matrices de rotación 

siguientes: 

y su mversa: 

pudiéndose comprobar que R; 1 = R; 

Un ciclo completo de transposición está dado por las transformaciones lineales 

definidas como: 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 
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que es llamada "Transformación R
,, 

". 

(2.67) 

que es llamada "Transformación Ri' ".

Si se desea analizar el efecto de la transposición, sin tomar en cuenta la longitud S de la 

línea, entonces se define lo siguiente para un ciclo completo: 

k = 1, 2, 3 (2.68) 

donde: 

¿Jk=I (2.69) 

Partiendo de la figura 2.11, el cálculo de parámetros con transposiciones, para cada una 

de las secciones es como sigue: 

Primera sección: 

Segunda sección 
1 

Tercera sección 

n (2.70) 

(2.71) 

(2.72) 
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Por ultimo, se tendrá la impedancia serie total de la línea de transmisión: 

n (2.73) 

De acuerdo a lo anterior, puede observarse que con este método puede calcularse 
transposiciones en cantidades y longitudes que se desee. 

2.3.2 Línea No Transpuesta 

La figura 2.12 muestra una línea no transpuesta. El modelo matricial permite observar el 
mayor grado de desbalance que puede existir entre los acoplamientos mutuos se 
presenta en este caso, cuya impedancia de la línea, considerando su longitud, se 
determina como sigue: 

Posición 1 

Posición 2 

Posición 3 

la 
� a 

lb 
� b 

le 
� c 

L ............................................................................................ ��.��.�?.� .. !. ................ ........................................................................................ JI'" S1 = S ... , 
Figura 2.12 Línea no Transpuesta 

s
1 

=S (2.74) 

(2.75) 

(2.76) 
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2.3.3 Línea con Transposiciones Parciales 

Una transposición parcial es la que resulta de dividir a la línea en solo dos secciones de 

longitud haciendo una rotación, tal como lo muestra la Figura 2.13. 

Posición 1 

Posición 2 

Posición 3 

En este caso, 

fa 
• c 

lh 
• a 

le 
• b 

t 
Sección I 

I 
Secció� 2 

J ....................................................... s1 .................................................................................................... s2························································ 

Figura 2.13 Línea de transmisión con transposición parcial 

(2.77) 

(2.78) 

(2.79) 

donde, la rotación se logra aplicando las ecuaciones (2. 70) y (2. 71) para calcular 

Z
(i) 

y Zc2) respectivamente.

El grado de desbalance para el caso de líneas con transposiciones parciales será menor 

que el caso de tener una línea no transpuesta, debido a que una rotación ayuda 

considerablemente al balanceo de los efectos mutuos. 

En general, los resultados de las dos secciones anteriores serán los siguientes: 
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(2.80) 

donde: 

Z ah '* Z oc , Z he '* Z ha , Z ca * Z ch (2.81) 

Las transposiciones completas de línea son las que permiten balancear perfectamente 

los efectos propios y mutuos. Sin embargo, cualquier tipo de transposición, ya sea 

parcial o total, económicamente resultará costosa, además de que los desbalances en los 

acoplamientos mutuos son relativamente pequeños. 

Ante una transposición ideal, se tendrá el siguiente modelo trifásico de la línea de 

transmisión: 

(2.82) 

Para todos los casos anteriores, se obtiene un modelo trifásico de los efectos serie y 

derivación de la línea de transmisión. Sin embargo, cuando se tiene el caso de dos líneas 

de transmisión sobre un mismo derecho de vía o dos o mas líneas físicamente cercanas 

entre si, el modelo que se obtiene será de orden mayor. 

2.3.4 Línea de Transmisión con Circuitos Múltiples 

Cuando una línea de transmisión contiene dos o más circuitos en paralelo, entonces se 
1 

habla de un sistema de transmisión de circuitos múltiples. Para este tipo de sistemas, las 

ecuaciones de voltaje pueden escribirse de la manera siguiente: 

(2.83) 

donde: 
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v
a Ja zaa 

z
a,, zac 

zaA Zas Zac 
v

a 
I

,, zba z,,,, Z1,c 
Z

¡,A zhB Z¡,c 
v

a Je zca zch zcc 
zcA zcB Z

cc 

V = 

p 
l =

p 
z = 

p 
(2.84) 

VA JA 2Aa 2Ah 2Ac 
2AA 2AB ZA(.'

VB JB Zsa ZBh 2sc 
ZBA 2sn Zsc 

Ve l
e 

2ca 
ZCb 2cc 2cA ZcB Zcc 

El orden del conjunto de ecuaciones (2.83) será de 3 veces el número de circuitos 

múltiples. Por ejemplo, para una línea con dos circuitos múltiples, él modelo matricial 

será de orden 6. 

Ante la presencia de circuitos múltiples se tiene que construir el modelo matricial de la 

siguiente manera: 

l. Conductores principales de A

2. Conductores principales de B

3. Conductores agrupados de A

4. Conductores agrupados de B

5. Hilos de guarda de A

6. Hilos de guarda de B

El orden de la matriz será igual al número total de conductores y siempre será cuadrada 

y simétrica. Después de que se ha formado la matriz general, se harán las operaciones 

necesarias para reducirla, hasta obtener una matriz equivalente de orden 3N donde N es 

el número de circuitos soportados en un mismo derecho de vía. 

2.3.5 Transformación Lineal de Componentes Simétricas 

Considerando que se tiene un sistema trifásico balanceado perfectamente, cuya matriz 

de coeficientes es la siguiente: 
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(2.85) 

Una transformación lineal, permite trasladar un conjunto de ecuaciones definido en un 

marco de referencia a otro. Para ello, puede formalmente plantearse el problema de 

pasar de un sistema de coordenadas de fase (abe) al sistema de coordenadas de 

secuencia (012). En este caso, se parte de la relación lineal: 

(2.86) 

El cual puede trasladarse al marco de referencia de las componentes simétricas, 

aplicando la transformación lineal siguiente: 

o también,

Premultiplicando ambos miembros por r_;• : 

y de aquí, se obtiene que: 

. Donde: 

V,, -1 - l 
012 == T_, zabcT., 012

(2.87) 

(2.88) 

(2.89) 

(2.90) 

(2.91) 
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Para el modelo trifásico perfectamente balanceado, se define la matriz de 

transformación lineal como: 

(2.92) 

donde a= IL120º,a2 = IL240º . La inversa de Ts, será: 

(2.93) 

Es fácilmente demostrable que realizando el producto matricial de la ecuaciones (2.91), 

se obtiene una matriz diagonal de la forma: 

[z +2M ] 

Zo12 = Z-M

Z-M

(2.94) 

donde se nota que los elementos diagonales son exactamente los valores propios de 

Zabc. La matriz (2.94) representará tres circuitos monofásicos desacoplados 

electromagnéticamente entre sí. Este concepto se ilustra en la Figura 2.14, donde se 

muestra un circuito trifásico y sus respectivas redes de secuencias monofásicas y 

desacopladas. 



+ 4 
Zo r + 

Vo Vo' 

a z a' 

11 

r + + .. 
Z1 b z b' 

V1 V1' 

e z e' 

h ·
r+ + �

Z2 
V2 Vi' 

Figura 2.14 Red trifásica y redes monofásicas de secuencia desacopladas 

2.3.6 Transformación de un Sistema Trifásico de Circuitos Múltiples 
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Cuando una red eléctrica contiene dos o más circuitos trifásicos acopados 

magnéticamente, entonces se habla de un sistema de circuitos múltiples. Para este tipo 

de sistemas las ecuaciones de voltaje pueden escribirse de la manera siguiente: 

(2.95) 

donde: 

va fa zaa zah zac zaA zaB Zac 

vh Ih zba zhh zbc zhA zbB Zhc 

ve Je zca zcb zcc zcA zcB Zcc
V = 

p 
z = 

p 
(2.96) 

VA JA ZAa ZAh ZAc ZAA ZAB ZAC
VB JB ZBa ZBh ZBc ZBA ZBB ZBC
Ve l

e Zca Zch Zch ZcA ZcB Zcc 

Mediante una transformación lineal, puede establecerse que: 

V =TV 
p 

I = TI 
p 

(2.97) 
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donde: 

(2.98) 

Los vectores de voltaje y corriente de secuencia serán los siguientes: 

Vo lo 

v; 1, 

V2 12 

V= I= (2.99) 

Vo lo 

Vi 1
¡ 

V
II 

fu

De manera similar al caso del circuito trifásico único, se tiene la expresión relacionando 

voltajes y corrientes de secuencia: 

donde: 

V=ZI 

Z=T-1Z T 
p 

(2.100) 

(2.101) 

En este caso, se tiene un modelo matemático en el marco de referencia de fase, 

caracterizado por acoplamiento mutuo entre fases, el cual se convierte en varios 

circuitos desacoplados entre sí, al pasar el marco de referencia de secuencias. 

Sin embargo, debe recordarse que la transformación de componentes simétricas se 

obtiene partiendo de un modelo de circuito trifásico perfectamente balanceado. Esto 

implica que para modelos que no cumplan con esta condición, el desacoplamiento de los 

circuitos de secuencia no será total. De hecho, una situación típica se presenta al aplicar 
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la transformación al modelo de una línea con circuitos múltiples, donde se observa un 

fuerte acoplamiento entre las componentes de secuencia cero. 

El tratamiento de las transposiciones para líneas de transmisión con múltiples circuitos, 

es semejante a la aplicación de la transformación de componentes simétricas, es decir, 

las transformaciones lineales se aplican en forma de bloques diagonales, cuyo número 

dependerá de los circuitos múltiples involucrados. 



CAPÍTULO 111 

ASPECTOS COMPUTACIONALES 

3.1 Consideraciones 

Para el cálculo de la matriz de impedancias de la línea de transmisión se considerara que 

los conductores de fase están integrados por un conductor principal y varios conductores 

agrupados. Entonces, la matriz de impedancias serie general debe construirse bajo el 

siguiente orden: 

Conductores 

{principales 

Conductores 

{agrupados 

Hilos de 

{guarda 

Conductores 
principales 

Conductores 
agrupados 

1 1 

Hilos de 
guarda 

----------�---------�---------
' 1 

1 

1 

1 1 

----------�---------�--------
' 

Fümra 3.1. Forma 2:eneral de la matriz de imoedancias serie 

Entonces la matriz de impedancias serie general será de la siguiente forma: 

Z1(3+N) Z1(3+N+I) 

Z 2(3+N) Z 2(3+N+I) 

Z1(3+N+Ng) 

Z 2(3+N+Ng) 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Z 31 Z 32 Z 33 : Z 34 Z 3(3+N) 1 Z 3(3+N+I) Z 3(3+N+Ng) 
---------------------------,------------------------T-----------------------------

2 41 Z 42 Z 43 : Z 44 Z 4(3+N) : Z 4(3+N+I) 
1 1 

1 1 

1 1 

- - - , - , -
z (3+N)I Z (3+N)2 Z (3+N)3 1 Z (3+N)4 • • • Z (3+N)(3+N) 1 Z (3+N)(3+N+I) • • • • • • 

---------------------------1------------------------+-----------------------------
- - - , - - , -
z (3+N+l)I Z (3+N+l)2 Z (3+N+l)3 1 Z (3+N+1)4 Z (3+N+IX3+N) 1 Z (3+N+l)(3+N+I) 

1 1 

1 1 

1 1 

,_ ,_ 

Z (3+N+Ng)I Z (3+N+Ng)2 Z (3+N+Ng)3 : Z (3+N+Ng)4 Z (3+N+Ng)(3+N) : Z (3+N+Ng)(3+N+I) 

Z (3+N+l)(3+N+N¡¡) 

Z (3+N+Ng)(3+N+Ng) 



donde: 

N = número de conductores agrupados. 

Ng = número de cables de guarda. 
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Cuando la línea de transmisión sea el tipo multicircuitos, esto es, que la torre de 

transmisión soporte más de un circuito, o que se tengan varias torres sobre un mismo 

derecho de vía, entonces el orden anterior se modificara. Supóngase que se tienen dos 

circuitos A y B soportados en una misma torre de transmisión. En este caso, el orden 

para la formación de la matriz general de impedancias serie será como sigue: 

1. Conductores principales de A

2. Conductores principales de B

3. Conductores agrupados de A

4. Conductores agrupados de B

5. Hilos de guarda de A

6. Hilos de guarda de B

El orden de la matriz será igual al número total de conductores y siempre será cuadrada 

y simétrica. Después de que se ha formado la matriz general, se harán las operaciones 

necesarias para reducirla, hasta obtener una matriz equivalente de orden 3N donde N es 

el número de circuitos soportados en un mismo derecho de vía. 

Para el cálculo de los elementos de la matriz de impedancia seria se debe de tener en 

cuenta la enumeración de los conductores. Por ejemplo, para una línea de transmisión 

que lleva dos circuitos A y B con 3 conductores por fase y dos cables de guarda la 

enumeración será como sigue: 



Circuito 
A 

9 

. 13 

H4 

15 

40 
100 016 

5 o Cir
�
uito 

11 o 011

60 
12 0 ()18 

Figura 3.2 Enumeración de los conductores 

3.2 Procedimiento para el cálculo de la Matriz Zabc e Yabc 

} 2 Cables
de guarda 

Los procedimientos generales que se deben de seguir para el desarrollo del aplicativo 

son los siguientes: 
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a) Lectura de datos: Los datos que deben ingresarse al programa son: número 

total de conductores, número de hilos de guarda, resistencia de cada conductor, 

radio medio geométrico de cada conductor, radio exterior de cada conductor, 
coordenadas geométricas de cada conductor, frecuencia y resistividad del 

terreno. 

b) Formación de la Matriz de Distancias entre Conductores: Las distancias se 
1 

calculan en base a las coordenadas geométricas de los conductores. 
Considerando como referencia a la tierra para el eje vertical. Luego de la figura 
2.3 se observa que los elementos de la Matriz de distancias pueden calcularse 
mediante la siguiente ecuación: 

(3.1) 



donde: 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

X;, x 1 = coordenadas horizontales de los conductores i y j, respectivamente. 

Y;, y
1 

= coordenadas verticales de los conductores i y j, resp.ectivamente. 

x J' , y J' = coordenada horizontales y verticales de la imagen del conductor j. 
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Podrá observarse que D
ü 

= D
1
;, de modo que es suficiente formar una matriz 

de distancias entre conductores triangular superior o inferior, sin incluir la 

diagonal. 

c) Cálculo de la Matriz General de Impedancias Serie: El orden de la matriz

será igual al número total de conductores que formen la línea de transmisión.

Los elementos de la diagonal se determinan con la ecuación (2.29) y los de fuera

de la diagonal mediante la ecuación (2.30).

d) Reducción de hilos de Guarda y Conductores Agrupados en las Fases:

Primeramente aplicando la ecuación (2.39) se obtiene el equivalente trifásico de
la impedancia serie de la línea de transmisión reduciendo los hilos de guarda, y

luego se aplican las ecuaciones (2.44) al (2.47) para reducir los conductores
agrupados.

e) Construcción de la Matriz de Coeficientes de Potencial: Los elementos de la

matriz de coeficientes de potencial se define como:

p =-1-R Hu.
u 

n '

2TC6 r; 
i = j (3.5) 



donde r¡ es el radio exterior del conductor i. 

Asimismo, 

I H .. 
P. = --fn __J!_ ;

lj 2ne Dü
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i =t= j (3.6) 

f) Cálculo de la Matriz Yabc: Para el cálculo de la matriz Yabc se tiene que reducir

primero los Hilos de Guarda y Conductores Agrupado� de la matriz de

coeficientes de potencial; para lo cual, se procede en forma similar al descrito en

d).

Luego, la matriz de admitancias en derivación trifásica, se obtiene al invertir la 

matriz de coeficientes de potencial reducida, y multiplicándola por el término 

jw, tal como lo muestran las ecuaciones (2.59) y (2.62). El orden de la matriz por 

invertir es de 3, únicamente. La forma general de la matriz de admitancias en 

derivación será la siguiente: 

[ 
Yaa

Yabc = -Yba 

- Yca

-Yab

Ybb
-ycb

-Yac
]-Ybc 

Ycc

(3.7) 

Los signos de los elementos en (2.63) se deben a que todos los elementos de la 

matriz de coeficientes de potencial P son positivos. 

3.3 
1 

Diagrama de bloque del programa.

A continuación, se muestra el diagrama de bloques para calcular las impedancias serie 
y admitancias de una línea de transmisión mediante un programa de computadora 

digital; la cual, se muestra en las figuras 3.3 y 3.4, como se muestra. 



Lectura de 
datos 

1 

Cálculo de las 
distancias Dij 

1 

Cálculo de la matriz de 
impedancias 

[Z) 

1 

Reducción de hilos de 
guarda y conductores 

agrupados por fase 

1 

Obtención de la 
matriz de admitancia 

Zabc• 

Figura 3.3 
Diagrama de bloques de un 
programa de computadora 
digital para el calculo de 

impedancias serie de líneas 
de transmisión. 

Lectura de 
datos 

1 

Cálculo de las 
distancias Hij 

1 

Cálculo de la matriz de 
coeficientes de potencial 

[P) 

1 

Reducción de hilos de 
guarda y conductores 
agrupados por: fase 

1 

Obtención de la 
matriz de admitancia 

Y abe• 

Figura 3.4 Diagrama de 
bloques para el calculo de la 

matriz de admitancias en 

derivación Yahc para líneas 

de transmisión trifásicas. 

3.4 Elaboración de un Aplicativo mediante Software. 

A continuación, se muestra una breve descripción de los principales características del 

aplicativo elaborado en Visual Basic. 

Presentación del programa: 
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Menú principal: 

IIMATPARA - ' 
- -- ---- -- - ---- --

.- -- -- . . ,, . 
E.rincipal !;,squema �entana 

1.- Abre la ventana de Explorados de Esquemas. 

2.- Abre la Ventana de Diseño de Esquemas. 

3.- Guarda la configuración de un esquema de una torre. 

4.- Modo de Carga de un esquema grabado. 

5.- Modo de Diseño de un esquema. 

6.- Hace más grande el esquema diseñado. 

7 .- Hace más pequeño el esquema diseñado. 

8;- Muestra la numeración de los conductores. 

9.- Graficar un haz de conductores Activos. 

10.- Graficas un conductor de guarda. 

11.- Mover gráfico del conductor. 

12.- Borrar gráfico del conductor. 

13.- Hacer un conductor equidistante a otro respecto del eje vertical. 

Explorador de esquemas: 

T= A 

� O inade 
f:"l O Distribución 

� Consorcio Elécllico de Villacwi SAC 
� Empresa Generación y Comerciaizac 

f�I - · � Elecuocentro SA 
.. �)! Electronoroosto S.A. 

L? · - �;.J Electronorte Medio SA • HIDRANOI 
, · · · _ _j Esquema_ 112 

_j Esquema_ 112_ e _j Esquema_222_c 
j Esquema_ 112_Xa 

· j Esquema_222_f 
· _j Esquema_ 112_ ok 
- - j Esquema_x1 

.j Esquema_"" 
j Esquem,._x2 

. °tJ w;m;m�,m
_j L.T. 138 San Gaban ·Mazul 
_j Esquema_242 

· ... _j Esquema_1_2_2 
· __j Esquema_ 1_ 1_2 

_j Esquema_1_2_2_w 
.._j Wilson_ 112 1 Electronorte S.A. 

Electro Oriente SA 
� Elecuo Pangoa S.A. 



Ventana de Diseño de esquemas: 

Botones: 

Me.t Z. J Me.t 2.§,bc 

Me.t Z!J.12 i Me.t .E 

�� ���� _l'i�t Qabc_

Me.t)'.'.e.bc Salir 

Donde: 

Mat z. 1 Mat Z�bc 

__ Mal Zl!.� Mal E 

-�at��� Mat.Qabc 

MalYabc B.alir 

r Resistividad del T errono: :7 
Olvn·m:�.::J�j 

· Conducl01 activo:- -¡
r (Olvn/mi!oi � 

Xo (Olvn/milloi � 1 
Dio(pulg.):�j 

d!Piei �I 
flocho (pio� éCJ 1 

. Cable de guo,do: - --¡ 
r (Olvn/miDot � ' 

Xo (Olvn/milo� � I 
Dlo(pulg.): � 1 
íleclio (piet � , 

-··-·· ·-· 

NO ORTO GAILlA 

Mat Z: Muestra la Matriz de Impedancia Seria sin reducción de cables de guarda ni 

conductores agrupados. 

Mat Zabe: Muestra la Matriz de Impedancia Seria reducida. 

Mat Zo12: Muestra la Matriz de Componentes Simétricas de Mat Zabe

Mat P: Muestra la Matriz de Coeficientes de Potenciales sin reducción de cables de 

guarda ni conductores agrupados. 

1 

Mat P abe: Muestra la Matriz de Coeficientes de Potenciales reducida. 

Mat Cabe : Muestra la Matriz de Capacitancias reducida. 

Mat Y abe: Muestra la Matriz de Admitancia reducida. 

46 
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Salir: Cierra la ventana de Diseño de Esquemas. 

Cambiar la Resistividad del Terreno: Presionar el botón de puntos( ... ) y mostrará la 

ventana de Resistividad del Terreno que me permite ingresar del valor deseado. 

1 
A esisti,idad del T etreno : ;:i 
Ohm-m :1100 1 ..J�-----• 

�-------

Ingreso de Datos: 

Resistividad del Terreno 

Ohm-m :j100 

1 f' .... Acep _ _  
tar ....... ],

'h ............. . ................... , 

Cancelar 

D4tos del Conductoi .-----�-

Flecha [pie): 

¡2
5

Coordenadas:---� 

X [pie]= j-14 

y (pie]= :1�87--

Datos:--------,

d (pie): j1.5 

Dia (pulg.): ¡1.063 

ri (Ohm/millaJ:j0.1428

Xa (Ohm/millaJ:!0.406 

Grupo: f1 

Aceptar 

Cancelar 

3 Cond 4 cond 
1 Cond 2 Cond 

Ín7 Flecha (pie):

�

120

- Cordenadas :--�

X(pie)= r 
Y(pie)= � 

Grupo:r 

1
Aceptar 1e 

Cancelar 
1- - -

-

�Datos:----------�

ri (Ohm/milla): J2.44 
D ia (pulg. ): 

Xa (Ohm/milla):jo.749 Jo.385 



Datos de conductor: 

Flecha: Ingreso de la flecha del conductor en pie. 
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X: Ingreso de la coordenada horizontal respecto al origen de coordenadas en pies 

Y: Ingreso de la coordenada Vertical respecto al origen de coordenadas en pies 

n: Resistencia interna del conductor en ohm/ milla 

xa: Reactancia inductiva a 1 pie de separación en ohm / milla 

dia: Diámetro exterior del conductor en pulgadas. 

Grupo: Numeración de grupo del haz de conductores. 

Datos del Cable de Guarda: 

Flecha: Ingreso de la flecha del cable de Guarda en pie. 

X: Ingreso de la coordenada horizontal respecto al origen de coordenadas en pies 

Y: Ingreso de la coordenada Vertical respecto al origen de coordenadas en pies 

n: Resistencia interna del cable de guarda en ohm/ milla 

xa: Reactancia inductiva a 1 pie de separación en ohm / milla 

dia: Diámetro exterior del cable de guardas en pulgadas. 

Num.: Numeración del cable de guarda. 



4.1 Ejemplo 1 

CAPÍTULO IV 

CÁLCULO DEL PROGRAMA 

Una línea de transmisión de 161 kV con conductor de fase Grosbel 636 MCM (26/7) 

ACSR y conductor de guarda con 7 hebras Nº 8 ACW se muestra en la figura 4.1. La 

resistividad del terreno es de 100 !1-m. Se desea encontrar la matriz de impedancia serie 

de los conductores trifásicos equivalente del circuito. Los parámetros de los circuitos 

pueden ser obtenidos de la tabla de datos de los conductores que se muestra a 

continuación. Asumir flecha O para ambos conductores y frecuencia de 60 Hz. 

Conductor 

636 MCM (26/7)ACSR 

7 hebras No. 8 ACW 

48' 

''
• 

Resistencia interna 

R
1 
(ni mile)

0.1618 

2.440 

20' 

32'

''
• 

FiQura 4.1 

Reactancia inductiva a 1 pie 

de separación Xª (n / mil e) 

0.412 

0.749 

''

17'

Diámetro 

(pulg.) 

0.990 

0.385 



Calculando la inductancia interna: 

X; = X
ª 

- 0.004657 * f * log(�) 
Dw; 

X
i Conductor = 0.412-0.004657 * 60 * log( 24 J = 0.02512176092 Q/ mi/. 0.990 

XiCabledeGuarda =0.749-0.004657*60*}og( 24 J=0.2475108119Q/mif . 0.385 

32' 

•4

1 

• 1 • 2
:�,�------v---J' \ 

YI = 48' .... � 
1 

1 

\ 20' \ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ '
\ ' 

1 ' 

•5

•3

Figura 4.2 

--- >,,.______ --------L-------------------
, '
1 ' 

1 
' 

: \S12 = 98.061' 
1 ' 

1 ' .... ' ' '
1 ' 

Yi'=- 48': \ 
1 \ 
1 ' 

1 -. 1' ' 
• 2'

17'

Conductor i Xi (pie) Yi (pie) Xi' (pie) Yi' (pie) 
Conductor 1 -20 48 -20 -48

Conductor 2 o 48 o -48

Conductor 3 20 48 20 -48

Conductor 4 -16 65 -16 -65
Conductor 6 16 65 16 -65

Dia
1 

=0.990 pulg.

50 



k
11 

= 8.565 x 10-4 s
i 1 
"1 f / p = 8.565 x 10-4 * 96"160/100 = 0.0636904

k
12 

= 8.565 x 10-4 
S12 "1 f / p = 8.565 x 10-4 * 98.061"160/100 = 0.065Q5779059

011 =Orad 

012 
= Are sin m12

= Are sin 20
= 0.20987059 rad 

S12 96 

Reemplazando en las ecuaciones (2.22) y (2.23) se tiene: 
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7r k,, 0 k112( 2) ku
2 • k,/ 

P¡1 
=--

¡;;;cos 
1 1 +- 0.6728+Jn- cos2011 

+-011
sm2011 

+ ¡;;;cos30118 3'\J 2 16 k11 16 45"12 

7r k 4 

- 11 cos40 1536 11 

Pi, = 0.3787355852 

P. - 7r k,2 0 k12 2 ( 2 
) k12 2 • k,2 3 

12 - - -
r;:; 

cos 12 +- 0.6728 + In- cos2012 +-0
12 

sm 2012 + r;:; cos30128 3'\/2 16 k,2 16 45"12 

7r k 4 

- 12 cos40 1536 12 
1 

-Pi2 = 0.3787080778 
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1 2 k11 Q
11 = 

-0.0368+-In-+ � cos0112 k11 3-v2 
nk11 2 k./ k./0 . 0 ---cos2011 

+ -J2 cos30
11 ---sm4 

11 -
64 45 2 384 

-1-1 cos 40
11 

In-+ 1.0895 k 4 

( 
2 J 

384 k11

º·· = l.705044194

1 2 k12 rdc12 2 0 k./ 30 Q
12 

= -0.0368+-In-+ � cos011 ---cos2 11 
+ � cos 112 k12 3-v2 64 45-v2 

-1-1 cos40
12

/n-+1.0895 k 4 
( 2 J 

384 k12 

º12 = 1.69211054 

Reemplazando en las ecuaciones (2.18) y (2.19) se tiene que: 

4 

k12 0 . 0 ---sm4 -
384 12 

( 

_ 24x96 

J
0.0251+3.2187x10 4 x377x ln--+ 

Z
1 1 = 0.1618 + 6.4374x10-4 x 377 x 0.3787 + j 0.99 

6.4374x10-4 x377xl.7050 
z •• = 0.2537 + JI.3796399

Z12 = Z12_g = (6.4374x10-4 mPi2
)+ J[3.2187x10-4 mln 812 +6.4374x10-4 mQ

12
] 

D12

Z12 = (6.4374 x 10-4 x 21r60 x 0.3787 x 0.3787 )+ j 20 [
3.2187x10-4 x21r60x/n98·061 +

] 
6.4374 X 1 Ü-

4 
X 2.7r60 X 1.69211 

1 

Z12 
= 0.0919 + J0.6033

y así sucesivamente hasta hallar todo los elementos de la matriz de impedancia serie, la 

cual se muestra a continuación: 



1 

2 

3 

4 

5 
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Zabcwv-g =

1 2 3 4 5 

0.2537 + jl .3787 0.0919+ j0.6033 0.0919+ j0.5192 0.0914+ j0.6203 0.09 l 3 + J0.5204 

0.09 l 9 + j0.6033 0.253 7 + jl .3 787 0.09 l 9 + J0.6033 0.0914+ j0.5851 0.0914+ j0.5851 

0.0919+ j0.5192 0.0919+ j0.6033 0.2537 + jl .3787 0.0913+ j0.5204 0.0914+ j0.6203 0./mile 

0.0914 + j0.6203 0.0914+ j0.5851 0.09 I 3 + j0.5204 2.5308 + jl.7170 0.0908 + j0.5475 

0.0913 + j0.5204 0.0914+ j0.5851 0.0914+ J0.6203 0.0908 + j0.5475 2.5308 + jl.7170 

Aplicando la transformación Z zhc-g = Z
A 

- Z 8Z;1 Z
c 

, a la matriz de arriba puede reducirse a una matriz Zabc-g de 3 por 3, donde: 

[0.2537 + jl.3787 0.0919 + J0.6033Z
A 

= 0.0919 + j0.6033 0.2537 + jl.37870.0919 + J0.5192 0.0919 + J0.6033 
0.0919+ J0.5192] 0.0919 + J0.6033 0.2537 + jl .3787 

. [0.0914 + J0.6203Z
B = 0.0914 + }0.58510.0913 + J0.5204

0.0913 + J0.5204] 0.0914 + J0.5851 0.0914 + J0.6203

Z
c = 

[0.0914 + J0.6203 0.0914 + J0.5851 0.0913 + J0.5204] 0.0913 + J0.5204 0.0914 + J0.5851 0.0914 + J0.6203

-[2.5308 + jl.7170 0.0908 + J0.5475]Z
o 

- 0.0908 + J0.5475 2.5308 + jl.7170 
Este circuito de cinco conductores se reduce a un modelo equivalente de 3 conductores descritos por la matriz de impedancia serie: 

[0.3545+ jl.2128 0.1942+ J0.4343

zabc-g = 0.1942 + J0.4343 0.3593 + jl.2060 0.1894 + J0.3548 0.1942 + J0.4343

0.1894 + J0.3548] 0.1942 + J0.4343 O/ mi/e0.3545 + jl.2128 
Resolviendo el problema anterior a través del aplicativo en Visual Basic se tiene: 



l:rincipol �squcma �entono 

��, � 
1 ,;;,. � Acercar 

'18119'� 

� � 
· r-;: C) Disbbución ·1 @Si Consorcio Eléctrico de Vll1-,c1Mi SAC. 

. o EmpresaGeneraci6nyCommcielizad6n• 
t--. Elcdrocenllo SA ¡ . Eleetronor-lc SA 

t•: o. Electron01te Medio SA • HtDAANDINA 
j) Esquema_,oc 
_j Esquema_112 
j Esquem11_112__c 

.j Esquema_222_c 
_j Esquefflll..242 
j Esquem11_222__1 

'fJ Esquema_112_X. 
JI Esquema_ 1_ 1_2 
j Esquema_1_2_2 
j Esquem11_1_2_2_w 

. .::1 Wison_.112 
[f) Elecbonorle SA 
&� Electro Oriente SA 
� Electro Pangoa SA 
f

e

_ Elecbo Su, Este SAA 
• 
.
. Electro Sll Medio S.AA. 

o"' Eloctrosu S.A 
·@- Eleclro Ucoyali SA 
°"" EdelnorSAA 
��- Empcesa de Oi.stsibuCOO E�tlica Caf\ete 
&'-

,. 
Emp,ese Munq)al de Se,viciot EléciJico 

�� Emptesa de Servicios Elécll'icos Municip, 
¡., Empresa Municipol de Servicio Elkbico , 
[� LuzdelSurSAA 
o! . INADE · Ptoyecto E speciel Chovimochic 
[!" Servicios Eléclficos Aioia S.A 
!o� Sociedad Eléc::trica del Sl.f Oeste SA 
í;."I �lnri1nPunnSAA � 

1 < .. - 1 > .:: 

M
_
"t2.Q12 

I 
M"tE 

M"tPab.cj 

M"t�"bc' .s, ... lir 

r �
emtividod del Terreno:··-·

¡ Lhm·m:�_jr.> 

Conductor oclivo: 

r(Omvm11a}: � 
X. (Olvnlmilol � 

Dio(pug.J: � 
d(piel� 

lleclio (piel IC:J
- Cable de gualdo :-- --! 

r(Omvmio\ �I
Xa(Omvmiol � 1 

DIO(pulg.):� 
lle�(piel�J 

� , ,.._� � _._.__._ ,-.., 

'""MA��IM - H�tn, Titulo)], . . . . _ 
e::¡ .• Archivo 

00 
ºi':,10 B 

Explorar Esquema Guardar ; Acercar Alejar Energía Guarda 

[l][Il 
m 

Número 

�------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
FECHA : 05/02/2006 
HORA : 10:20:59 p.m. 
MATRIZ DE IMPEDANCIA SERIE 
Resistividad del terreno (ohm - m): 100 

1 

1 0.2537 + j 1 .3787 
2 0.0919 + j 0.6033 
3 0.0919 + j 0.5192 
4 0.0914 + j 0.6203 
5 0.0913 + j 0.5204 

2 

0.0919 + j 0.6033 
O .2537 + j 1 .3787 
0.0919 + j 0.6033 
0.0913 + j 0.5851 
0.0913 + j 0.5851 

3 

0.0919 + j 0.5192 
0.0919 + j 0.6033 
O .2537 + j 1 .3787 
0.0913 + j 0.5204 
0.0914 + j 0.6203 

4 

0.0914 + j 0.6203 
0.0913 + j 0.5851 
0.0913 + j 0.5204 
2.5308 + j 1.7170 
0.0908 + j 0.5475 

5 

0.0913 + j 0.5204 
0.0913 + j 0.5851 
0.0914 + j 0.6203 
0.0908 + j 0.5475 
2.5308 + j 1.7170 

54 
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li_MAIPARA - U�in1 TJ�ulo)l 
E

f

• Archivo

¡� 
00 

lB 
1 Cargar 

� � � º1º,º 

E:-:plorar Esquema Guardar Diseño Acercar Alej, 

�----------------------------------------------------------------------------------
FECHA : 0510212006 

HORA 10:23:35 p.m. 
MATRIZ DE Zabc 
Resistividad del terreno (ohm - m): 100 

1 2 3 

1 0.3545 + j 1.2128 0.1942 + j 0.4344 0.1894 + j 0.3548 

2 0.1942 + j 0.4344 0.3593 + j 1.2060 0.1942 + j 0.4344 

3 0.1894 + j 0.3548 0.1942 + j 0.4344 0.3545 + j 1.2128 

4.2 Ejemplo 2 

Para el caso de una línea de 

transmisión con múltiples circuitos 

por fase como se muestra en la 
figura 4.3. Asumir que la 

• 

1.5' : resistividad de la tierra es de 100 n

m, frecuencia de 60 Hz, conductor 

es de 795 MCM ( 45/7) ACSR y 
cable de guarda de 7 hebras No. 8 

ACW. 

--..·.� 

14' ..,.._. - . - . - . - . -

' 
•'• 

1 

••• 

1 '
1 

,_...,''

1 

1 En el ejemplo anterior, no hemos 
co�siderado el efecto de la flecha en 

los conductores de fase y del cable 
de guarda. Ahora tomaremos en 

•·-·-·-·-·-·-·-· ·-·-�

cuenta las flechas cuando 
calculemos los parámetros de la 
línea. En este ejemplo asumimos 

16' 

Figura 4.3 
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15' 

• 

17.5' 

1 

••• -

18' 
' 

. ··-

18' 
1 

1 

••• 
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que la flecha para los conductores de fase es de 25 pies y para el cable de guarda es de 

20 pies 

Conductor Resistencia interna Reactancia inductiva a 1 pie Diámetro 

R
1 
(ni mile) de separación Xª (n / mile) (pulg.) 

795 MCM ( 45/7)ACSR 0.1428 0.406 1.063 

7 hebras No. 8 ACW 2.440 0.749 0.385 

Tomando en cuenta las flechas se 

emplea la ecuación siguiente: 

13 (gl) 

• 

14 (g2) 

• 

.r; = .r; -
2 

flecha (pies) 
3 

i Xi y¡ Xi' 

1 -14.75 70.3 -14.75

2 -15.75 52.3 -15.75

3 -16.75 34.3 -16.75

4 13.25 70.3 13.25 

5 14.25 52.3 14.25 

6 15.25 34.3 15.25 

7 -13.25 70.3 -13.25

8 -14.25 52.3 -14.25

9 -15.25 34.3 -15.25

10 14.75 70.3 14.75 

11 15.75 52.3 15.75 

12 16.75 34.3 16.75 

13 -15 91.16 -15

14 15 91.16 15 

1 

•'• 

Yi' 
1 7 (a) 

-70.3

-52.3
••• 

2 8 (b) 

-34.3

-70.3
•'• 

-52.3
3 9 (c) 

-34.3 Circuito 1 

-70.3

-52.3

-34.3

-70.3

-52.3

-34.3

-91.16

-91.16

Figura 4.4 

1 

1 

••• 

4 10 (a) 

1 

1 

• ••

5 11 (b) 

1 

•'• 

6 12 (c) 

Circuito 2 
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Se procede igual que en el ejemplo anterior, aplicando las formulas de Carson's y se 
obtiene una matriz de dimensión 14 dado que son 14 conductores. La matriz de 

impedancia que muestro a continuación está separada en una matriz de componentes 

reales y una matriz de componentes imaginarias. Los elementos de la matriz está en 

O/milla. 

La matriz con elementos reales está dado por: 

Parte real de Z(abc)' (abc)
2 
g'g

2 =

al bl el ª2 b2 e2 

.2333 .0910 .0916 .0904 .0910 .0916 
.0910 .2324 .0922 .0910 .0916 .0922 
.0916 .0922 .2356 .0916 .0922 .0928 
.0904 .0910 .0916 .2333 .0910 .0916 
.0910 .0916 .0922 .0910 .2344 .0922 
.916 .0922 .0928 .0916 .0922 .2356 

ª1 bl e1 

.0905 .0910 .0916 

.0910 .0916 .0922 

.0916 .0922 .0928 

.0804 .0910 .0916 

.0910 .0916 .0922 

.0916 .0922 .0928 

ª2 b2 e2 gl g2

.0904 .0910 .0916 .0898 .0897 s Main 

.0910 .0916 .0922 .0903 .0903 b conductors 

.0916 .0922 .0928 .0909 .0909 e ofcircuitl 

.0905 .0910 .0916 .0897 .0898 a Main 

.0910 .0916 .0922 .0903 .0903 b conductors 

.0916 .0922 .0928 1 .0909 .0909 e ofcircuit2 
----------------------------------�----------------------------------�----------- -
.0905 .0910 .0916 .0904 .0910 .0916: .2333 .0910 .0916 .0904 .0910 .0916 : .0898 .0898 a Bund/ed

.0910 .0916 .0922 .0910 .0916 .0922: .0910 .2344 .0922 .0910 .0916 .0922 : .0903 .0903 b conductors 

.0916 .0922 .0928 .0916 .0922 
1 

.0928 : .0916 .0922 
1 

.2356 .0916 .0922 .0928 : .0909 .0909 e ofcircuitl 

.0904 .0910 .0916 .0905 .0910 .0916: .0904 .0910 .0916 .2333 .0910 .0916: .0898 
1 

.0898 a Bund/ed 

.0910 .0916 .0922 .0910 .0916 .0922: .0910 .0916 .0922 .0910 .2344 .0922 : .0903 .0903 b conductors 
1 

.0916 .0922 .0928 .0916 .0922 .0928 : .0916 .0922 .0928 .0916 .0922 .2356 : .0909 .0909 e ofcircui/2 
----------------------------------�----------------------------------,----------- -
.0898 .0903 .0909 .0897 .0903 .0909 : .0898 .0903 .0909 .0898 .0903 .0909 : 2.529 .0891 g Groundwires 

1 1 

.0897 .0903 .0909 .0898 .0903 .0909 : .0898 .0903 .0909 .0898 .0903 .0909 : .0891 2.529 g ofcircuit 

Parte imaginaria de Z( b 
)'( )2 , 2 = 

a e abe g g 
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1.374 .6164 .5316 .5573 .5345 .0916 i .9188 .6165 .5318 .5636 .5389 .4998 .5928 .5303 
1 

.6164 1.373 .6151 .5345 .5480 .0922 i .6154 .9174 .6152 .5389 .5539 .5317 .5200 .4920 

.5316 .6151 1.371 .4973 .5273 .0928 i .5312 .6141 .9161 .4998 .5317 .5448 .4744 .4586 
.5573 .5345 .4973 1.374 .6164 .0916: .5636 .5389 .4998 .9188 .6165 .5318 .5303 .5928 
.5345 .5480 .5273 .6164 1.373 .0922 i .5389 .5539 .5317 .6154 .9174 .6152 .4920 .5200 

1 1 

.4973 .5273 .5392 .5316 .6151 .2356 i .4989 .5317 .5448 .5312 .6141 .9161 i .4586 .4744 
----------------------------------�-----------------------------------,-----------

.9188 .6154 .5312 .5636 .5389 .4998 1.374 .6164 .5316 .5703 .5435 .5023 i .5924 .5343 
1 

.6165 .9174 .6141 .5389 .5539 .5317 .6164 1.373 .6151 .5435 .5602 .5361 i .5200 .4942 

.5318 .6152 .9161 .4998 .5317 .5448 .5316 .6151 1.371 .5023 .5361 .5506: .4744 .4599 

.5636 .5389 .4998 .9188 .6154 .5312 .5703 .5435 .5023 1.374 .6164 .5316 i .5343 .5924 
1 

.5389 .5539 .5317 .6165 .9174 .6141 .5435 .5602 .5361 .6164 1.373 .6151 i .4942 .5200 
1 

.4998 .5317 .5448 .5318 .6152 .9161 .5023 .5361 .5506 .5316 .6151 1.371 i .4599 .4744 
----------------------------------�-----------------------------------,-----------

.5928 .5200 .4744 .4744 .0903 .4586 i .5924 .5200 .4744 .5343 .4942 .4599 i 1.719 .5569 
1 1 

.5303 .4920 .4586 .4586 .0903 .4744 i .5343 .4942 .4599 .5924 .5200 . .4744 i .5569 1.719

Reduciendo el efecto de los conductores de guarda y la formación de haces se obtiene 

una matriz de impedancia de dimensión 6. 

z = 

(abc-g}'(abc-g)2 

0.2585 + j0.9855 0.1754 + j0.4694 0.1673 + j03948 : 0.1858 + j0.4035 0.1748 + j0.3925 0.1670 + j0.3632 
1 

0.1754 + j0.4694 0.2367 +ji.o 111 0.1583 + j0.490 l : 0.1748 + j0.3925 0.1650 + j0.4203 0.1581 + j0.4070 

0.1673 + j0.3948 0.1583 + j0.4901 0.2234 + jl.0274 : 0.1670 + j0.3632 · O. 1581 + j0.4070 0.1519+ j0.4286 
-------------------------------------------T-------------------------------------------

0.1858 + J0.4035 0.1748 + j0.3925 o. 1670 + j0.3632 : 0.2585 + j0.9855 0.1754 + j0.4694 0.1673 + j0.3948 

0.1748 + J0.3925 0.1650 + j0.4203 0.1581 + j0.4070 : 0.1754 + j0.4694 0.2367 +ji.o 111 0.1583+J0.4901 
1 

0.1670 + J0.3632 0.1581 + J0.4070 0.1519 + J0.4286 : 0.1673 + J0.3948 0.1583 + J0.490 l .02234 + jl.0274 

Resolviendo el problema anterior a través del aplicativo en Visual Basic se tiene: 



Mat z. ¡_ Mat Z!!bC 
-·

MatZQ12 I MatE 

�����
aQ� j Mat Qabc

Matl'.'.abc Salir

¡-Resistividad del Terreno : 

v] Ohm· m: ¡,oo I_JP-

Conductor activo:----, 

r (Ohm/milla): ¡o.142a 

Xa (Ohm/milla): ¡o.406 

Dia (pulg.): ¡1.063 

d(pie): ¡,.s

flecha (pie): 12
5

Cable de guarda : - --

r (Ohm/milla): ¡2.44 
:=::::==:::::: 

Xa (Ohm/milla): ¡o.749 
::· =====:::::: 

Dia (pulg.): ¡o.385 
;:;;===:::::: 

flecha (pie): j,_20 __ __.

FECHA : 26/02/2006 
HORA : 07:04:08 p.m. 
MATRIZ DE IMPEDANCIA SERIE Z 
Unldedes : Ohm / mil 
Reslstlviclad del terreno (ohm - m): 100 

2 

59 

NO ORTO GRILIA 

3 4 5 6 7 8 
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1 0.2333 + j 1.3744 0.0910+10.6168 0.0916 +JO .5321 0.0904 + 10.5641 0.0910 + 10.5394 0.0916 + 10.5003 o.osos+ 10.9192 0.091 O + 1 0.6170 
2 0.0910 + 10.6168 0.2344 + 11 .3731 0.0922 + 10.6155 0.0910 + 10.5394 0.0916 + 10.5544 0.0922 + I 0.5321 0.0910 + I 0.6159 0.0916 + 1 0.9179 
3 0.0916 + 10.5321 0.0922 + 10.6155 0.2356 + 11.3717 0.0916 + 1 0.5003 0.0922 + 10.5321 0.0928 + J 0.5452 0.0916 + 1 0.5317 0.0922 + 10.6145 
4 0.0904 + I 0.5641 0.0910 + j 0.5394 0.0916 + j 0.5003 0.2333 + 11.3744 0.0910 + j 0.6168 0.0916 + J 0.5321 O ,0904 + J 0.5708 0.091 O + J 0.5440 
5 0.0910 + j 0.5394 0.0916 + j 0.5544 0.0922 + j 0.5321 0.0910+j0.6168 O .2344 + j 1 .3731 0.0922 + I 0.6155 0.0910 + j 0.5440 0.0916 + j 0.5606 
6 0.0916 + j 0.S003 0.0922 + 1 0.5321 0.0928 + J 0.5452 0.0916 + j 0.5321 0.0922 + 10.6155 0.2356 + j 1 .3717 0.0916 + 1 0.5027 0.0922 + j 0.5366 

0.0905 + 10.9192 0.0910 + j 0.6159 0.0916 + 10.5317 O .0904 + J O .5708 0.0910 + 10.5440 0.0916 + j 0.5027 0.2333 + 11,3744 0.0910 + 10.6168 
8 10.091 O+ j 0.6170 0.0916 + 10.9179 0.0922 + 1 0.6145 0.091 O+ 10.5440 0.0916 + j 0.5606 0.0922 + j 0.S366 0.0910 + 10.6168 0.2344 + j 1.3731 
9 0.0916 + j 0.5322 0.0922 + j 0.6157 0.0928 + 10.9166 0.0916 + 10.5027 0.0922 + I 0.5366 0.0928 + J O.S51 O 0.0916 + J O.S321 0.0922 + J 0.6155 

10 0.0904 + j 0.5577 0.091 O+ j O.S349 0.0916 + I 0.4978 0.0905 + j 0.9192 0.0910 + 10.6170 0.0916 + I 0.5322 0.0904 + I O.S641 0.091 O + J 0.5394 
11 0.091 O+ j 0.5349 0,0916 + j 0.5485 0.0922 + J 0.5278 0.0910 + j 0.6159 0.0916 + j 0.9179 0.0922 + J 0.6157 0.091 O+ J 0.5394 0.0916 + j 0.5544 
12 0.0916 + 10.4978 0.0922 + 1 O.S278 0.0928 + 10.5397 0.0916 + I 0.5317 0.0922 + J 0.614S 0.0928 + I 0.9166 0.0916 + I 0.5003 0.0922 + 1 0.5321 
13 0.0898 + 10.6007 0.0904 + 10.5245 0.0909 + 10.4776 0.0898 + J 0,5374 0.0904 + j 0.4972 0.0909 + 10.4625 0.0898 + 1 0.6003 0.0904 + 10.5245 
14 0.0898 + J 0.5333 0.0904 + j 0.4950 0.0909 + J 0.4611 0.0898 + 1 0.6003 0.0904 + J 0.524S 0.0909 + J 0.4776 0.0898 + j 0.5374 0.0904 + 1 0.4972 

<1 ,IW >,.:i 



1 

2 
3 

4 

5 

6 

FECHA : 26102/2006 
HORA : 07:09:46 p.m. 

MATRIZ DE IMPEDANCIA SERI REDUCIDA Zabc 

Unidades : Ohm I mil 

Resistividad del terreno ( ohm - m): 100 

2 3 

0.2608 + j 0.9831 0.1772 + j 0.4676 0.1688 + j 0.3933 

0.1772 + j 0.4676 O .2380 + j 1 .0098 0.1594 + j 0.4890 
0.1688 + j 0.3933 0.1594 + J 0.4890 0.2244 + j 1.0266 
0.1880 + j 0.4012 0.1765 + J 0.3908 0.1684 + j 0.3617 
0.1765 + j 0.3908 0.1663 + j 0.4190 0.1592 + j 0.4060 
0.1684 + j 0.3617 0.1592 + j 0.4060 0.1528 + j 0.4278 

4.3 . Líneas Típicas del Perú 

4 5 

0.1880 + j 0.4012 0.1765 + j 0.3908 

0.1765 + j 0.3908 0.1663 + j 0.4190 

0.1684 + j 0.3617 0.1592 + j 0.4060 

0.2608 + j 0.9831 0.1772 + j 0.4676 

0.1772 + j 0.4676 0.2380 + j 1.0098 

0.1688 + j 0.3933 0.1594 + j 0.4890 

4.3.1 LT. 138 San Gabán - Mazuko (Futura línea) 

r· 3.25m2 
10.66 pies�,..; o 

+-· 
---. __ r; 

'===!' 
� 

o 
_,,-- ·-,--

19.2 mo

-.....__ 
r; 

'=t 
l 

62.99 ples
� 
,-

·-,--

PATA -2 S-3

t eAIA -l 

PATA .+O 

eAIA ±J s+o 

�-----
o o 
o 

PATA -+2 S+3 o 

I") 
t {-. eAIA ±� {-. 

60 

8 

0.1684 + j 0.3617 

0.1592 + j 0.4060 

0.1528 + j 0.4278 
0.1688 + j 0.3933 

0.1594 + j 0.4890 

0.2244 + j 1.0266 

21.2 m
69.SS pies

17.Z m --
56.43 pie

7 J 7 ., 
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S.E. Sa, Gabán 138 IN Urea en 1 ::E IN 

Línea de Transmisión San Gabán - Mazuko 138 KV: Las principales características 

de este tramo de línea son las siguientes: 

Tensión Nominal 138 kV 

Número de Ternas Una 

Longitud 68 km 

Conductor 200 mm2 Al Aluminio 

Cable de Guarda 50 mm2 Acero EHS 

Estructuras Torres Metálicas 

Aisladores Poliméricos 

Conductor Resistencia interna Reactancia inductiva a 1 pie Diámetro 

R
1 
(n/ mile) de separación Xª (n / mil e) (pulg .) 

200mm¿ AAAC 0.322 0.459 0.721 

Asumiendo una flecha de 20 pies para los conductores sin considerar cable de guarda y 

una resistividad del terreno promedio de 100 O-m, se tiene que: 

Conductor i Xi (pie) Yi (pie) Xi' (pie) Yi' (pie) 

Conductor 1 -10.66 62.99 -10.66 -62.99

Conductor 2 10.66 69.55 10.66 -69.55

Conductor 3 10.66 56.43 10.66 -56.43



Mediante el programa se 

tiene los resultados de la 

matriz de impedancia serie, 

como se muestra a 

continuación: 

MATRIZ DE 

COMPONENTES 

SIMÉTRICOS Z(0l2): 

MATRIZ DE 

COEFICIENTES DE 

POTENCIAL P: 

FECHA : 13/02/2006 
HORA : 05:53:40 a.m. 
MATRIZ DE IMPEDANCIA SERIE Z 
Unidades : Ohm / mil 
Resistividad del terreno (ohm - m): 100 

1 2 3 

1 0.4138 + j 1.4259 0.0916 + j 0.5904 0.0920 + j 0.5899 
2 0.0916 + j 0.5904 0.4134 + j 1.4263 0.0918 + j 0.6545 
3 0.0920 + j 0.5899 0.0918 + j 0.6545 0.4142 + j 1.4254 

FECHA : 13/02/2006 
HORA : 05:58:03 a.m. 
MATRIZ DE COMPONENTES SIMÉTRICOS Z(012) 
Unidades : Ohm / mil 
Resistividad del terreno (ohm - m): 100 

1 2 3 

1 0.5974 + j 2.6491 0.0004 + j -0.0211 -0.0004 + j -0.0218 
2 -0.0004 + j -0.0218 0.3220 + j 0.8143 0.0000 + j 0.0429 
3 0.0004 + j -0.0211 0.0000 + j 0.0429 0.3220 + j 0.8143 

62 

� (Sin Tít�lo) . . . [ll)ll)(m 

FECHA : 13/02/2006 
HORA : 05:59:50 a.m.

MATRIZ DE COEFICIENTES DE POTENCIAL P 
Unidades : m / nF 
Resistividad del terreno (ohm - m): 100 

1 2 3 

1 145.4171 + j 0.0000 28.3038 + j 0.0000 26.0349 + j 0.0000 
2 28.3038 + j 0.0000 147.6437 + j 0.0000 36.3234 + j 0.0000 
3 26.0349 + j 0.0000 36.3234 + j 0.0000 142.8745 + j 0.0000 



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

CONCLUSIONES: 

1. El algoritmo del programa funciona de manera apropiada tal y como se diseño.

La consigna de un programa modular y flexible para el análisis de los sistemas

de transmisión se obtuvo de manera que el usuario puede construir cualquier

topología para el sistema de transmisión con múltiples circuitos trifásicos donde

cada fase usa más de un conductor, es decir en formación de haces.

2. El programa es capaz de almacenar y cargar los datos de cada perfil o esquema

de distribución de conductores diseñado, dado que los datos es almacenado en

una base de datos en Access; el cual, facilita el trabajo con el mismo, y sobre

todo se obtuvo una interfaz amigable para el usuario, el cual de manera casi

intuitiva puede entender y manipular las diferentes pantallas del software.

3. El uso del software es sencillo y directo de manera que se pueden obtener los

resultados de manera rápida y simple.

4. La variedad de perfiles que el usuario puede realizar cubre la totalidad de los

casos; esto se debe a la flexibilidad que el programa nos permite.

5. Los datos calculados para los diversos elementos que integran la matriz de

impedancia serie de la línea de transmisión, son consecuentes con la teoría, y se

observa que sus resultados son correspondientes.

6. Se observa de los resultados obtenidos que la topología seleccionada de la torre

afecta la reactancia serie de la línea de transmisión.

7. En general los resultados obtenidos con el programa se ajustan a lo predicho por

la teoría y la facilidad de análisis de los diversos perfiles mediante el uso del

programa es evidente.
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. RECOMENDACIONES: 

1. El programa se puede optimizar mucho más, de forma tal que permita

seleccionar el tipo de conductor deseado obtenidos de la base de datos, a fin de

cargar automáticamente los parámetros del conductor y evitar tenerlos que

mgresar.

2. La principal mejora que se puede implementar para el programa es el cálculo de

la matriz de corrientes I, caída de tensiones tensión y la ejecución de otro tipo de

estudios como la regulación de la línea .sujeto a la tipo de topología de la torre,

entre otros; esto podría realizarse para versiones posteriores del programa.

3. Asimismo, se puede hacer análisis de fallas dado que conociendo la matriz de

impedancia y las tensiones para una falla fase - tierra la cual se hace cero, es

posible conocer las corriente en todas las fase e inclusive en el cable de guarda

la cual será diferente de cero.
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ABSTRACT 

This paper reviews the three most commonfy used methods for calcufation of frequency-dependent impedance 
of overhead transmission fines: Carson 's method, the compfex depth of earth return method and the finite efement 

method. The historicaf path afong which these methods were devefoped is afso reviewed. This is followed by an 

illustrative exampfe that compares the frequency-dependent impedances of a 500 kV transmission fine calcufated using 

the tree methods. It is concfuded that the compfex depth ofearth retum method can, in most cases, replace Carson's 

method without impairing the calcufation accuracy, and that the finite ciernen! method, though more complicated and 

computationally more cumbersome, is capable of treating problems resulting from practica! geometric allocation of 

transmission conductors and is a promising method for use in the near future. 

Key Words: Carson's method, complex depth ofearth retum, finite element method, frequency-dependent impedance 

l. lntroduction

The history ofthe electrical power industry can be traced 
back to Edison's Pearl Street Power Station in New York City 
in 1882 that supplied 11 O-V DC power. Then in 1889, the 
first single-phase AC line between Oregon and Portland (US) 
began to operate. The first three-phase AC transmission line 
became operational in Germany in 1891 (Glover and Sarma, 
1989). The transmission of electric power from DC to polyphase 
AC implies that the working frequency of the power system 
has increased from zero Hz to severa! different values. For 
instance, the early Central European and American electric 
railways were operated at 162/3 Hz and 25 Hz, respectively
(Hill, 1994). Modero electric power systems work at 50 or 
60 Hz, and sorne special power systems, such as those used 
in aircraft, submarines and military equipment, are designed 
to operate at 400 Hz. 

TuJ change ofpower transmission technology from DC 
to AC allowed the voltage leve! to be shifted easily by trans
formers, and the increase in the operational frequency also 
allowed the volumes and weights ofpower system components 
to be reduced. However, severa[ types of disturbances arising 
fróm the increase in frequency, such as harmonics, transients 
and electromagnetic interference, have become new chal
lenges to electrical engineers, and the frequency-dependent 
ímpedance of transmission lines has also become one of the 

most important power system parameters. For instance, an 
electrical engineer needs to know the power line impedance 
from the fundamental frequency (i.e., 50/60 Hz) to about the 
25th harmonic frequency (i.e., l ,250/1,500 Hz) to conduct 
harmonic analysis, and that from DC to about I MHz to conduct 
transient analysis. lt is noteworthy that calculation of fre
quency-dependent impedance is important not only in power 
engineering, but also in other areas involving high frequency 
applications like communications and semiconductor micro
chip design. In fact, as the frequency increases to severa! GHz 
( l 09 Hz), a small segment of the conductor in a microchip 
behaves just like a l 00-km-long power transmission line 
working at 60 Hz. Consequently, the methods for calculating 
power Iine frequency-dependent impedance are also appli
cable to the analysis of electromagnetic interference in printed 
circuit boards and integrated círcuits. 

This paper discusses three most commonly used meth
ods for calculating the frequency-dependent impedance of 
overhead power transmission lines: Carson's method, the 
complex depth of earth return method and the finite element 
method. An example of a three-phase 500 kV transmission 
line is then used to compare the three methods. 

11. Literatura Review

The term "frequency-dependent impedance" in thís paper 
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refers to the frequency response of the distributed series in
ductance and resistance of a transmission line. That is, it refers 
to the distributed resistance and inductance parameters as 
functions of frequency. In most textbooks on power system 
engineering, the transmission line parameters are calculated 
based on the assumption that DC or very low frequency condi
tions prevail. For example, the well known solution that the 
interna! inductance of a straight solid cylindrical conductor 
is equal to µo/(81r) H/m, is derived under DC conditions. This 
assumption, which may be acceptable in analyses of only the 
fundamental frequency (e.g., load flow studies, voltage drop 
calculations etc.), no longer holds in analyses involving harmo
nics and transients in which the voltage and current in the 
transmission line are rich in high frequency components. Be
cause of the skin and proximity effects, the line impedance 
varíes considerably at high frequencies, necessitating calcu
lation ofthe transmission line impedance over the whole fre
quency range. 

Transmission line impedance can be separated into two

components: self impedance and mutual impedance. The 
former is the ratio of the voltage drop per unit length to the 
current flowing in the conductor and retuming through the 
earth. The mutual impedance Zü between conductors i and 
j is the ratio ofthe induced voltage per unit length in conductor 
i to the current in conductor j. Because of the symmetry of 
the circuit, Z

ü is equal to Z¡;. Both the self and mutual im
pedances are influenced by the earth retum current. The earth 
can be considered as a semi-infinitely extended non-ideal 
conductor. The currents flowing in the transmission line cause 
a magnetically induced earth retum current that spreads out 
under the lines, seeking the lowest impedance retum path. 
Influenced by the skin and proximity effects, the distribution 
of the induced earth retum current in the ground is hard to 
determine. However, many outstanding electrical engineers 
have studied this problem over the past 100 years and obtained 
accurate solutions using various methods, including Carson 's 
method, the complex depth of earth return method and the 
finite element method. 

In 1926, J.R. Carson in the US (Carson, 1926) and F. 
Pollaczek in Germany (Pollaczek, 1926, 193 l )  almost simul
taneously published a method for determining the AC trans
mission line frequency-dependent impedance considering earth 
retum. This method is now called the Carson/Pollaczek model, 
or simply Carson's method. Car-son's method is still the 
standard method for calculation of the frequency-dependent 
impedarice of overhead transmission lines. It must be em
phasized that Carson's method does not provide a closed-form 
solution. It expresses the impedance by means of an improper 
integral that has to be expanded into a infinite series for 
computation. Hence, if not properly applied, Carson 's method 
may cause considerable truncation errors at high frequencies. 

In 1976, 50 years after the publication ofCarson's me
thod, C. Gary, a research engineer with the French Electricity 
Board (Electricité de France, EDF), proposed an approach in 

which the earth could be replaced by a set of earth retum 
conductors located directly under the overhcad lines at a 
complex depth (Gary, 1976). That is, the distances between 
the imagined earth retum conductors and the overhead lines 
are "complex numbers"! As a result, the transmission line 
impedance can be written in a simple algebraic form. Sur
prisingly, Gary's proposition was found to be equally accurate 
over the whole frequency range than Carson's method. When 
calculating high frequency impedance using Carson's method, 
we must increase the term number ofthe infinite series to avoid 
truncation errors. On the other hand, Gary's method does not 
encounter this problem and is a powerful too! that can replace 
Carson's method. Unfortunately, Gary's proposition did not 
receive much attention from. the power engineering community. 
There might be two reasons. Electrical engineers at that time 
still doubted the validity of Gary's proposition. Furthermore, 
in Gary's paper, there was no rigorous theoretical proof. Five 
years later, A. Deri, a professor at Budapest University in 
Hungary, derived a mathematical relation between Carson's 
method and the complex ground retum, and proved that Gary's 
formulae were indeed a closed-form approximation ofCarson's 
improper integral and were valid over the whole frequency 
range (Deri et al., 1981 ). This was a milestone in the devel
opment of power engineering. Since then, the complex depth 
of earth retum method has found widespread application in 
electric power engineering. 

The error of the complex depth of earth retum method 
increases with the ratio of the horizontal distance between 
conductors to their heights (d/h). Fortunately, the d/h ratio 
oftypical power transmission lines is very small. The resulting 
error is less than 0.5%. However, for cases involving crosstalk 
between power lines and communication lines, thc d/h ratio 
can be very large. An error as large as 15% is possible. Alvara
do and Betancourt (1983) proposed a modified method that 
reduced the error of the complex depth of earth retum method 
to less than 2.5%. 

The finite element method (FEM) (Cristina and Feliziani, 
1989; Triantafyllidis et al., 1999; Papagiannis et al., 2000) 
has been one ofthe most rapidly developing topics in electrical 
engineering in recent years. It has been used to solve Maxell's 
equations that govem the distribution of electric and magnetic 
fields. The FEM can also be used to calculate the frequency
dependent impedance oftransmission lines. It is able to display 
the distribution of earth retum current in the ground, and to 
show the distribution ofthe magnetic field around the conductors. 
The advantage ofthe FEM líes in its ability to handle irregular 
terrain geometry in the vicinity of transmission lines. For 
example, when the transmission lines are located besides a 
lake or cliff, or when they cross a river, the FEM is capable 
of considering the effect of the terrain variation on the line 
impedance. On the other hand, Carson's method and the 
complex depth of earth retum method are not applicable to 
problems involving terrain irregularities. The inconveniences 
ofthe FEM include the high cost ofthe software, much longer 
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computational time and the necessity of training individuals
to use the FEM software.

111. Mathematical Formulation

l. Carson's Method

A. Self lmpedance

Self impedance includes· three components: the reac
tance of the loop inductance L;; assuming that the line and
the earth are perfect conductors, the interna! impedance of line 
Zc, and the impedance of the ground Zg, The impedance of
conductor i can then be written as

Z;; =jroL;; + Zc + Zg. (1) 

The loop inductance is given by

(2) 

in which µ0 is the permeability constant, egua! to 4n x
10-1 Hlm by definition, r; is the radius of the conductor and
h; is the average height of the conductor above the ground.

. The interna! impedance Zc ofthe conductor is calculated
using a tubular conductor model as shown in Fig. l, in which
the inner and outer radii q and r of a hollow cylindrical con
ductor are indicated. The sol id line indicates a special case
of the model for q egua) to zero. 

The interna) impedance of conductor Zc is given by

(her mr + j hei mr) + </)(_ker mr + j kei mr) 
X -:-:---:-----::---,:---:--�-:-::--:--�--:---

(her' mr + j hei' mr) + <p(ker' mr + j kei' mr) '
(3) 

where Rd = 1/[1t'O(r2-q2)] is the DC resistance ofthe conductor,
q and r are the inner and outer radii of the conductor, S =

q/r is the ratio of the inner to the outer radius, which is zero
for a solid Iine, m = ,¡ roµa is a variable related to the freguency,
ro is the radian freguency, a is the conductivity and µ is the
permeabi�ity of the conductor. The variable <f, in Eg. (3) is
given by

</> = _ her' mq + j hei' mq

ker' mq + j kei' mq ' (4) 

where her, hei, ker and kei are Kelvin's functions which belong
to the Bessel function family, and her', hei', ker' and kei' are
their derivatives, respectively (Andrews, 1992). Kelvin's
functions are often defined as

r 

Fig. 1. The tubular conductor model. 

her x + j hei x = I0(x/J),

ker x + j kei x = K 0(xj]), 

(5) 

(6) 

where /0 and K0 are the modified Bessel functions ofthe 1st
and the 2nd kinds of order zero, respectively. Many scientific
Fortran libraries provide subroutines for calculation ofKelvin's
functions with satisfactory accuracy, which makes application
of the tubular conductor model easier. lt is noteworthy that
the inner radius q eguals zero for a solid line, leading to the
result <f, = O. 

The ground impedance Z
g 

is expressed by

Calculation of Z
g will be discussed in the next section.

B. Mutual lmpedance

(7) 

The mutual impedance Z y oftwo conductors i andj, both
parallel to the ground with their respective heights above the
ground being h; and h

j
, has two components. The first com

ponent is the mutual inductance L y between the two conductors
when the conductors and the ground are perfectly conductive.
The second component is the impedance of the earth return
path Zgm that is common to the currents in conductors i and
j. The mutual impedance Zy can be written as

Zy = jroLy + Zgm·

The mutual inductance L y is given by

L - µºJ 
D

�;¡--2 
n-D '1t' 

ij 

(8) 

(9) 

where D;j is the distance between conductors i andj, and D �
is the distance between conductor i and the image of conductor
j (cf., Fig. 2). The impedance of the earth return path Zgm 

is

Zgm = Rgm + JXgm· (10) 
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Carson 's correction terrns for the self and mutual impedances 
due to the earth path impedances Zg and Zgm are given by 
(Carson, 1926; Meliopoulos, 1988) 

Rg = 4w x 10-1{ f - b 1k + b2[(C2 - In k)k2] 

+ b3'<! - d4k4 - ••• }, (11) 

Xg = 4wx 10-1{½(0.6159315 - In k) + b 1k- d2k2

(12) 

Rgm = 4wx 10-1{f- b 1 kmcos0 

+ b2[(C2 - In k111)k;,cos20 + 0k;,sin20]

3 4 + b3k 111
cos30- d4k

111 cos40- ... }, (13) 

- b4[(C4 - In k111)k!,cos40 + 0k!sin40] + ... },
(14) 

where 

b = .fi. 
1 6 ' 

c. = c. 2 +1+-1-
1 J- ¡ i+ 2 '

C2 = 1.3659315, 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

In Eq. ( 17), the sign of coefficient b; changes every four tenns. 
That is, sign = +1 when i = I, 2, 3, 4; sign = -1 when i = 

5, 6, 7, 8 and so on. Variables k and km in Eqs. (11) - (14) 
are frequency-related and are given by 

(21) 

(22) 

where/refers to the frequency and p to the resistivity ofthe 
ground. The angle 0 is indicated in Fig. 2. It is the angle 
between i - i' and i -j', and is expressed by 

l 

t 

¡._ _____ x,, -----..i,, 
·-----

----- D 
,, -.... 

--------.d 

2h, 

p 
- _¡._ ---

Fig. 2. Allocation of conductors i andj and their images i' and/. pis 

the skin depth of the soil. 

(22) 

2. The Complex Depth of Earth Return

Carson's infinite series for calculating Zg and Zgm 
(cf, Eqs. (11 )-(14)) converge very quickly at low frequencies. 
However, they converge slowly at high frequencies. The 
number ofterrns required to obtain accurate results increases 
rapidly with the frequency. The complex depth of earth retum 
method assumes that the current in conductor i retums through 
an imagined earth path located directly under the original 
conductor at a depth of(h; + 2p) as shown in Fig. 2, in which 
i" refers to the imagined earth retum conductor of conductor 
i and p to the skin depth of the ground. In other words, the 
earth can be replaced by a set of earth retum conductors. The 
distance between a conductor and its imagined earth retum 
conductor equals twice its height above the ground plus the 
skin depth ofthe ground (i.e., 2(h; + p)). lt must be emphasized 
that this distance is a complex number since the skin depth 

p is a complex number. Thus, the self and the mutual im
pedances can be written as 

z .. =1·�1n 2(h; +p) +Z u 21& r; e' (23) 
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Fig. 3. The geometric mode, boundary radius and boundary conditions of 
the FEM. 

where 

p
=

Jj!i
, (25) 

and the distances h;, h¡, x;¡, p, D;¡ and D � are clearly indicated 
in Fig. 2. 

3. The Finite Element Method

The finite element method (FEM) has developed rapidly 
as a topic ofresearch in electrical engineering. It is a numerical 
method that can be used to calculate the electromagnetic fields, 
electromagnetic forces, energy storage in electromagnetic 
fields, power dissipation, eddy current, thermal conduction etc. 
Calculation ofthe transmission line impedance using the FEM 
requires that an appropriate boundary be defined first. Ali 
bodies (including the air and the ground) included in the 
boundary are modeled as areas. Each area has its own geo
metric shape and physical properties, such as conductivity, 
permeability, nonlinearity ofmagnetization etc. Ali areas are 
subdivided into first order triangular finite elements. The 
boundary conditions must then be given to allow Maxwell's 
equations to be solved correctly according to the nature ofthe 
problem. 

In this paper, the boundary radius has been chosen to 
be six times (the absolute value of) the skin depth ofthe ground 
p. The ground can be considered as a semi-infinite conductor.
The currbnt density of the ground induced current attenuates
exponentially as depth increases. When the depth reaches 6\pl,
the current density is reduced to e-<> (approximately 0.25%)
of the density at the surface and can be neglected without
causing perceptible errors. The boundary condition of the
rriagnetic field is set to be the Dirichlet condition, assuming
that there is no normal component of the magnetic field at
the boundary.

Figure 3 shows the boundary and the geometric models 

of two conductors i andj, the air and the ground. We use 
Fig. 3 to show how the self and the mutual impedances of 
conductors i andj are formulated using the FEM. Although 
Fig. 3 shows only two conductors, the method of calculation 
is general one and can be extended to calculating the imped
ances of any number of conductors. The FEM formulation 
proposed in this paper is different from those proposed by 
Triantafyllidis et al. ( 1999) and Papagiannis et al. (2000), in 
which the voltage drop per unit length on each conductor is 
obtained using the FEM and is then divided by the driving 
current to find the self or mutual impedance. This paper 
proposes a new approach that combines the energy method 
and the two-port network theory to obtain the impedance in 
an indirect way. 

A. Self Impedance

The FEM is able to calculate the active and reactive 
power that is dissipated in each area included in the defined 
boundary at sinusoidal steady-state at a specified frequency. 
When calculating the self impedance of conductor i, a current 
I; is applied to conductor i and retums through the ground, 
and the current in conductor j is set to be zero. Under this
condition, the active power P; and reactive power Q; dissipated 
within the whole boundary can be used to find the selfimpedance 
of conductor i by 

P

.+

jQ

-1 
Z;; =R ¡¡ +jX¡¡ = '

!�
' 

1 l¡=O 

(26) 

The impedance given by Eq. (26) includes the impedances 
ofthe conductor and the earth retum path. A similar method 
can be used to find the self impedance of conductor j: 

(27) 

I ¡=O 

B. Mutual Impedance

Having obtained the self impedances Z;; and Zjj, we can 
simultaneously apply currents f; and f¡ to conductors i andj. 
For convenience of formulation, we take f; = f¡ = I and use 
the FEM to calculate the complex power P;¡ + JQ;¡ dissipated 
within the boundary. Let the voltage drops per unit length 
of conductors i andj be denoted by V; and V¡, respectively. 
Then, V; and V¡ can be written as 

(28) 

The complex power can be written as the product ofthe voltage 
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Fig. 4. Allocation of conductors for a 500 kY transmission line (unit: m). 

and current vectors: 

2 2 • • 

=Z;/; +Z_ufff
+Z¡//¡ +Z¡//;, (29) 

where the asterisk refers to the conjugate operation. Using 
the relations I; = l¡ = 1 and Z;¡ = Z¡

;, Eq. (29) can be reduced 
to 

P;¡ + JQ
;¡ 

= (Z;; + Z
ff 

+ 2Z;¡)l2
• (30) 

The mutual impedance is, therefore, given by 

(31) 

IV. Numerical Examples

Figure 4 shows the allocation ofthe conductors of a 500
kV, three-phase transmission line. Each phase is composed 
of a four-conductor bundle. The bundle conductor's diameter 
is 23.7 mm, and the DC resistance ofeach bundle conductor 
is 0.108 Q/km. The bundle spacing is 0.45 m. Two shield 

�ires a�e located at the top. Th_e shield conductor's diameter
1s 14.84 mm, and the DC res1stance of each conductor is 
0.374 Q/km. The soíl resistivity pis assumed to be 100 
Q-m.

The frequency-dependent impedance ofthe 500 kV line 
was calculated using the aforementioned three methods. For 
convenience of comparison, we assumed that the transmission 
line fuliy transposed, so that its impedance matrix was sym
metric and could be reduced to the positive-, negative- and 
zero-sequence impedances. lt is noted here that for a trans-

mission line, the positive- and the negative-sequence imped
ances are equal. 

I·igurc 5 shows the meshing ofthe conductors and their 
surroundings. It can be seen that the elements near the con
ductors are smaller, and that those far away from the conductors 
are larger. In general, the elements must be made smaller at 
places where the field gradient or the current density gradient 
is high to maintain a high leve! of computational accuracy. 

l. Primitive lmpedance Matrix and Combination of
Bundle Conductors

The transmission line shown in Fig. 4 is composed of 
14 conductors. Any of the previously discussed three methods 
can be used to find the self and mutual impedance of the 14 
conductors and to then obtain a 14 x 14 primitive impedance 
matrix Z

p
, In our illustrative example, the conductors are 

numbered sequentially from phases A, B and C. The shield 
wires are numbered 13 and 14. The inverse of Z

p 
yields the 

primitive admittance matrix Y
p
, which can be written as 

(32) 

In Eq. (32), Y
P 

has been partitioned according to the conductor 
allocation into severa! minor matrices [Y

p 
], which refer to 

lm 

the self admittance matrix of the kth group of conductors of 
the same voltage if k = m or to the mutual admittance matrix 
between the kth and the mth groups of conductors if k '# m.

For the case of k = m, because of their egua! voltage, ali the 
conductors ofthe kth group can be treated as a single conductor 
whose self admittance equals the sum of ali the elements of 
[YpJ· Similarly, for the case of k'# m, the mutual admittance 
between the kth and the mth groups is the sum ofall the elements 

Fig. 5. Meshing ofthe conductors and their surroundings for finite element 
analysis. 
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of[Y
pJ· Consequently, the conductors ofthe same voltage 

can be combined, and the 14 x 14 admittance matrix Y
p 

can 
be reduced to a 4 x 4 matrix Yr, which is given by 

y =  r 

Yr11 Yr,2 Yr13¡Yr14 
Yr21 Yr22 Yr23: Yr24 
J.r�1 J'r�2 __ J' ,·3LJ:'r)4
Yr41 Yr42 Yr43:Yr44 

(33) 

4x4 

whcre Yr is equal the sum of ali the elements of [ Y
p 

]. The 
� � 

inverse of Yr yields 

zr11 zr12 Zr13: Zr14 
z,.21 z,.22 Zr23: zr24 
zr31 z,.32 zr33j z,.34 
·z;¡;-··i"r4

� ·z;¡/z�
4
�

4x4 
(34) 

Since the electric potential of the shield wires is zero, 
Zr ca� be reduced to a 3 x 3 matrix Z by eliminating the shield 
wires: 

[ Zaa 
Z = ZLL -ZLTZ�Zn = zba 

Zca 

2. Sequence lmpedances

(35) 

It is assumed in our example that the line is fully 
transposed. The resulting impedance matrix is 

_ ¡ ( [ 
z •• z •• z oc l [ '�

z,p -3 Zba zbb Zbc + Zcb
Z ca Z cb Z ce Z ab

[ 
z,. Zca Zcb 

)f: + Zac Zaa Zab
Zbc Zba zbb 

where 

Zm = (Zab + Zbc + Zca)/3 • 

z., z,. ¡ 
Zcc Zca 
Zac Zaa 

Zm Zm 
Zs Zm '
Zm Zs 

(36) 

(37) 

(38)

The sequence impedance matrix of the line becomes 

(39) 

where 

A = ª
2 

a 

a a
2 

(40) 

anda = exp(¡'2m'3) is the Fortescue operator, and z0, z1 and 
z2 are the zero-sequence, positive-sequence and negative
sequence impedances, respectively. From Eq. (39), we have 

3. Comparison of the Calculation Results

(41) 

(42) 

The zero-sequence inductance L0, positive-sequence 
inductance L 1 , zero-sequence resistance Ro and positive-se
quence resistance R I based on frequencies varying from DC 
to 2,000 Hz were calculated using the three methods, and the 
results are shown in l· 1g. 6. Over the frcquency range from 
DC to 2,000 Hz, the complex depth of earth return method 
and the FEM produced results that are in good agreement with 
those obtained using Carson's method. The discrepancies in 
the zero-sequence inductance and resistance results produced 
by the three methods are very small. The discrepancy in the 
positive-sequence inductance results is evident at frequencies 
near 500 Hz. The differences between the positive-sequence 
resistances obtained using the three methods increase with 
frequency. 

The zero-sequence resistance and inductance are related 
to the zero-sequence currents that flow in the phase conductors 
and retum through the ground. This is sometimes called the 
ground mode, in which both the conductors and the ground 
are excited. On the other hand, the positive-sequence resis
tance and inductance are related to the positive-sequence 
currents that sum to zero and do not flow through the ground. 
This is called the line mode since the ground is not excited. 
The zero-sequence resistance and inductance shown in Fig. 
6 revea! that the three methods are equally accurate in cal
culating the ground impedance, which is the major part ofthe 
zero-sequence impedance. The greater discrepancies in the 
positive-sequence resistance and inductance results may be 
explained by the proximity effect between conductors that is 
not considered in the combination ofbundle conductors when 
using Carson's method or the complex earth retum method. 
The FEM, on the other hand, takes into account the proximity 
effect and may give more accurate results. 

Figure 7 is similar to Fig. 6 except for a wider frequency 
range from 1 Hz to 105 Hz. The zero-sequence resistance and 
inductance results obtained using the three methods are in very 
good agreement. Figure 7(b) shows the positive-sequence 
inductance. Both the FEM and the complex depth of earth 
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results obtained using Carson's method (solid lines), the complex depth of earth return method (dashed lines) and the FEM (scattered dots) over 

the frequency range from O to 2,000 Hz. 
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retum method gave very similar results, but the inductance 
obtained using Carson 's method failed to converge to a correct 
value at frequencies beyond 40 kHz. This result stems from 
the use ofCarson's correction terms in Eqs. (11)- (14). We 
deliberately used only the first eight terms from the infinite 
series in the calculations. To obtain acceptable accuracy when 
using Carson's method at high frequencies, more terms from 
the infinite series must be calculated. Figure 7(d) also shows 
that the positive-sequence resistance obtained using Carson 's 
method diverges from those obtained using the FEM and the 
complex depth of earth return method. 

V. Conclusions

Three methods for calculating the frequency-dependent 
impedance of overhead power transmission lines have been 
reviewed in this paper, including the early Carson's method 
(Carson, 1926), the more recent complex depth of earth retum 
method (Gary, 1976), and the latest method, the FEM (Tri
antafyllidis et al., 1999). A 500 kV three-phase transmission 
line has also been analyzed using the three methods for the 
purpose of comparison. 

Carson's method is the classic method for dealing with 
this problem. It is still the only method that provides a complete 
analytical solution to the problem, but the solution is expressed 
in terms of improper integrals that have to be expanded into 
infinite series to allow calculation. The series converge slowly 
at high frequencies. The increased speed and memory capacity 
of modern computers has greatly reduced the difficulty of 
calculating infinite series. However, care still needs to be taken 
when using Carson's method to calculate high frequency impe
dance to avoid possible truncation errors. Carson's method 
is important because it gives insight into how and to what 
degree the earth impedance is influenced by the frequency and 
the electrical properties of soil. 

The complex depth of earth return method is indeed a 
closed-form approximation ofCarson's method. Besides its 
contribution to the approximation theory, it provides an 
explanation for the imagined earth return conductors. The 
complex depth of earth return method is simple, easy to use 
and accurate. lt can replace Carson's method in almost ali 
cases in which power line impedance is calculated. 

The FEM is new and promising. It is derived neither 
from Carson's method, nor from the complex depth ofearth 
return. ífhe FEM attacks the problem from a completely 
different angle. It applies a numerical method to calculate 
the distribution of the magnetic fields in the conductors, in 
the air and in the ground. The electric power dissipation and 
magnetic energy storage in ali the areas in the boundary are 
t�en obtained and used to indirectly find the impedance. The 
FEM is powerful. It is able to consider the skin effect and 
proximity effect simultaneously and gives accurate results. 
The inconveniences of the FEM include the high cost of 
software and hardware, long computation time and the need 

for experience in using the software. 
Having given a detailed introduction to the three methods 

and compared them, the authors also wish to remind the reader 
to note the historical path along which the three methods 
developed. Numerous efforts have been made by electrical 
engineers over the past 75 years to find solutions. An inter
esting and important point to be made is that it is always pos
sible to find a newer and better solution to an old problem. 
The problem of determining the frequency-dependent imped
ance ofan overhead transmission Iine as discussed in this paper 
is an example. We expect that the current generation of elec
trical engineers will find a new method for dealing with this 
old problem. 

Nomenclature 

r; 
h; 
hj 

z,. 

m 
(1) 

µ 
Rt1 
r 

11 

D
;¡ 

0 

b;, C¡, <f; 
p 

self impedance of conductor i (nJm) 
mutual impedance of conductors i and j (.Q/m) 
permeability of the free space (H/m) 
radius of conductor i (m) 
height of conductor i (m) 
height of conductor j (m) 
interna! impedance of conductor (.Q/m) 
variable used in the Bessel fünction (m-1) 
radian frequency (Rad/s) 
permeability of conductor (H/m) 
DC resistance (.Q/m) 
outer radius (m) 
inner radius (m) 
Carson's correction terms of mutual impedance (nJm) 
Carson's correction terms of self impedance (.Q/m) 
distance between conductors i and j (m) 
distance between conductors i and the image of conductor j 
(m) 

distance between conductor i and the complex image of con
ductor j (m) 
angle included between i - i' and i - / (deg) 
coefficients of Carson 's infinite series 
soil resistivity (Q-m) 
horizontal distance between conductors i andj (m) 
self resistance of conductor i (nJm) 
mutual resistance of conductors i andj (.Q/m) 
self inductance of conductor i (H/m) 
mutual inductance of conductors i and j (H/m) 
skin depth of the ground (m) 
conductor conductivity cn-mr' 
active power (W/m) 
reactive power (Yar/m) 
primitive impedance matrix (Q/m) 
primitive admittance matrix (S/m) 
reduced primitive impedance matrix (nJm) 
reduced primitive admittance matrix (S/m) 
impedance matrix after eliminating shield wires (nJm) 
impedance matrix of transposed line (nJm) 
sequence impedance matrix (.Q/m) 
zero-sequence impedance (.Q/m) 

positive-sequence impedance (.Q/m) 
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NAPS, University of Waterloo, Canada, October 23-24, 2000

Wave Propagation in O-yerhead Wires 
with Ground Return 

By JOHN R. CARSON 

I 

. 

T
HE problem of wave propagation along a transmission ·system
composed of an overhead wire parallel' to the (plane) surface of 

the earth; in spite of its great technical importance, <loes not appear 
to have been satisfactorily solved. 1 While a complete soluti9n. of 
the actual problem. is impossible, on account of the inequalities in the 
earth's surface and its lack of conductive homogeneity, the solution · 
of the proble'm/ where. the actual earth• is replaced by a plá.ne horno-':' ,, ' 
geneous semi-infinite solid, is of considerable theoretical and práctical · 
interest. The solütion of""this problem _is given in the present ·paper,. 
together with formulas for calculating . inductive disturbances in 
neighboring transmission systems. 

The axis of the wire is taken parallel to the z-axis a t heigh t h 
above the xz-plane ,and passes through the y-axis at point O' as 
shown in Fig. l. herewith. The "image" of the wire is designated 
by O". 

For y> O (in the=--dielectric) the medium is supposed to have zero 
conductivity, while for y< O (in the ground) the conductivity of the 
medium is designated by >,,, . The xz-plane represents the surface of 
separation between dielectric and ground. 

We consider a wave propagated along the z-axis and the current, _ 
charge ánd field are supposed to contain the common factor 
exp (- rz+iwt), which, however, will be omitted for ·convenience in 
the formulas. · The propagation coQ,stant, r, is to be determined. It is 
assumed, ab initio, as a very small quantity in c.g.s. units.2 

- . • • => 
In the grom-Í:d - (y;& O) the axial electric force is formulated· as the 
1 See Rudenberg, Ú. f. Angewandt, Mnth. u. Mechanik, Band S, 19'.ÍS .. In that 

paper the current density in the ground is assumed to be distributed with radial 
symmetry. The resulting formulas nre not in agreement with those of the present 
pa()er. Since this paper was set up in type I hnve learned that formulas equivalent 
to equations (26), (28), (31) for the m1,l11al im-pedance of two parellel wires· were 
obtained by my colleague, Dr. G. A. Campbell, in 1917. It is to l::,.e hoped that · 
his solution will be published shortly. 

1 The simplifying assumptions introtluced in this annlysis are essentíally the same 
as those employed and discussed in '1Wave Propagation Over Parallel \,Vires: The 
Proximity Effect," Phil. Mag., Vol. xli, April� l 921. 
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general solution, symmetrical with respect to x, of the wave equation; 
thus 

y�O (1) 
where 

cx=41r>.w, 
1' = conductivity of ground in elm. c.g.s. units, 
i=v=T. 

. w/21r=frequency in cycles per second. 
(In the following analysis and formulas, elm. c.g.s. units are employed 
throughou t). 
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Assuming that in the g·round E.� and Ey are negligilJle compare<l . 
. . a I with E., we have from the formula, curl E= - ot I ,

iwl-I,. = -2E.·oy 
iwl-Iy = :xE •. 
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Also at the surface of scparation of the two media (y= O), Ilx and II:1 

must be continuous. Equating the values of II., and II:1 at y=O, 
as given by (2), (3) and by (7), (8) and (9), (10), we have 

. whence 

1
iw y'µ.2 +icx.F(µ.) =21.e-hJ.t+q,(µ.),

1 ,-µ..F(µ.) =2J.e-hJ.t-q,(µ),
1W 

,; e-1,µ 
F(µ.) = .w 

. 41,
v'µ.2+icx+µ. 

e/>(µ) = 
(vµ2+ia-µ)

e-hJ.t,2J,
v' µ.2 + icx + µ. 

which determines the functions F(µ) and cj,(µ). 

(11) 

(12) 

Inserting the val u e of F(µ), as given by ( 11) in ( 1), the axial electric 
force E, in the grouncl (y� O) and 'therefore the distribution of curren t 
clensity in the ground_ is expressed as a Fourier integral in terms of the 
frequency w/2-rr, the curren t I in the wire, the heigh t h of the wire 
above ground, ancl Lhe conductivity >-. of the ground. Similarly the 
insertion of et,(µ.), as gi,,en by (12) in formulas (7) and (8) gives the 
magnetic field u:, Il>� in lhe dielectric .. Thus 

[oo e-µJ, --

Ez(x,y) =E, = -i-lwl 
O

· y'µ.2+ia+/rJµ•+i<J c�s xµ .dµ,

This can be f urther simplifiecl if we write 

x'=xv'� 

y'=yva 

h' =hv'�, 
whence 

[00 
h' ' -•. 

J!,=_ -4wl 
O 

(y'µ4i-µ)e- ,,.eY .,¡,, +• cos x'µ dµ, 

y�O. (13) 

J'�º· (14) 

The axial electric force in the clielectric is now to be- formulated. 
This is always derivable from a vector and a scalar potential; thus 

. . 
a E, = -·iwA.--V, 
cz 

(15) 

where A. is the vector potential of the axial currents, and V the 
scalar potential. Consequently, 
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\.Vhcnce, in the ground 

JI,,=�[
"" 

V µ2+icc .F(µ) .cos xµ.ey../µ'+ia.dµ, 
·iw o 

Ily
= J:_ f

00 

µ.F(µ).sin xµ.ey../µ'+ia.dµ , iwJo 

541 

(2) 

(3) 

it being understood that y �O. The function F(µ) in the preceding 
formulas is to be determined by the boundary conditions. 

In the dielectrk, I-I.-. and J-ly may be regarded as composed of two 
componen ts; th us 

II.i: = ll.i:º +II;c',
lly

= Ily
º+II/, 

wl-icre H,,0
, JI/ designate the field due to the current J in the w.íre, o.nd 

JI./, JI/ the field of the ground current. 
Neglecting axial displacement currents in the dielectric, and as

suming that the wire is of sufficiently small radius so th�t the distri
bution uf curre11t over its cross section is symmetrical, we have 

where 

II O= cos 0' 
?[X J • - ' 

p 

JI º=sin 0' ?Jy 
p' . - ' 

p'·= v'x2 +(y-'1)2, 

h-v cos 0' = -,-· , 
p 

sin e'=x/p'.

· Thc seconclary magnetic field JI,,', JI/ is tnken as
- JI,/= f 00 ct,(µ)cos xµ .e-,·µdµ, . Jo 

. JI/= - J:
00 

<J>(µ)sin xµ.e-:11-'dµ. 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

At the surface of separation y= O, II.i:º, JI/ are expressible as thc 
Fourier integrals 

Ji.-.°= 2[ l
"" 

cos xµ.c-11µdµ , . ·(9) 

(10) 
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E,(x,)') -E.(x,O) = -iw(A ,(x,y)-Az(x,O)) - �/ V(x,y)- V0). (lG) 

Hcre Ez(x,O) is the axial electric intensity at the surface of 
plane (y= O), and. 

the ground 

. 

ly 
A z(x,y)-A,(x,O) = 

0 

Jl,:(x,y)<ly. (l 7)

V(x,y)- Vu is the difference in the scalar potential between the point 
x,y and the ground, which is due to the charges on the wire and on 
the surface of the ground. For convenience, it will be designated by V.

By means oí (lG) ancl the preceding formulas we get 3 

whcre 

E:= -4wIJ:
00

(yµ
2+i-µ)e-0•'+y');, cos x'µ dµ 

- ·i 2wl kig (p" / p') -tz V, y�O 

p' = ,1 (Ji -)•f+x2

=distance of point x,:v frorn wire, 

p" = ,1 (li+y)2+x2 

=distance of point ;\:,'.,\' from irnage of wire. 

(18) 

The first two terms on the right hand side of (18) represent the 

electric force cfue to the varying m.ignetic field; the term --º-V� 
oz 

represents the axial electric intensity due to the charges on the surface 
of the · wire and the ground. If Q be the charge per unit length, V 
is cnlculable by usual electrostatic methocls on the assumption that 
the surface of thc wire and the surface of the ground are equipotential 
surfaces, an<l theCr clifference of potential is Q/C where C is the electro
s ta tic capacity hetween wire and grouncl. 4 

II 

By aid of the preceding analysis ami formulas, we are now in a 
rosition to derive the propagation constant, r, and characteristic 
impedance, K, which characterize wave propagation alon·g the system. 
Let z denote the "interna!" or "intrinsic" irnpedance of the wire per 

3 .�s a d,cck on this formula note that togcther with (14) it satisfics thc conclition 
oí conti1111i1 y oí R,' at ;v =0. 

• Sce "\,\."ave Pn>pag"atioll'Ü\'er P;uallcl \Vires: Thc Proximity Eff�d," Phil. 11-fag.,
Vol. xli, Apr., 1921, : .. 
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unit length. (With small error this rnay usually be taken as the resist
ance per unit length of the wire.) The axial electric intensity at the 
surface of.the wire is then zl. Equating this to the axial electric in
tensity at the surface of the wire as given by (18) and replacing o/oz
by -r, we have 

zl = - 4wl [
00 

( -V µ2 +i- µ)e-2l•'P.dµ
-i 2wI.1og (p" /a) +r V.

Writing V=Q/C and 

· iwQ=I'l-GV=rl-gQ,

(l!)) 

where G is the leakage conductance to ground per unit · length, we 
have·, solving for r,. 

,/ 100 
- -t 

r
2 
= (G+iwC)[z+i2w. log (p" /a)] +4w 

O 

(-V µ.2+·i- µ.)e-211 'µ.dµ.)] (20)

Writing this in the usual form 

the characteristic impedance is given by 

IC2= R+iX
G+iwC

and the series impedance per tm·it" length of tlie c·irrnit is 

(21) 

(22) 

R+iX = Z =z+i2w. log (p" /a) +4w [
00

-(-v' µ.2+i-µ.)e-21•'P.dµ. (23) 

It will be observed that the first two terms on the right �and side of 
(23) represeñt the series impedance of the circuit {f the groztnd is a per

fect conductor; the infinite integral formulates the eff ect of the finitc
conductivity of the ground.

The mttt·ual inipedance 5 Z 1� between two parallel grouncl return 
circuits with wires at heights h 1 and h2 above ground and a separation 
x between their vertical planes· is given by 

r.,,. Z 12 =i2w. log (�"/�')+4wj0 
(-Vµ

2+i-,u.)e-<1
11'+hi')µ cos x'µ dµ, (24)

& I t will be notcd that thc mutual impeclance is equal to the axial clectric intensity 
at thc axis oí the second wire due to thc varying magnetic licld of unit current in 
the first wire and its accompanying distribution oí ground cur�ent. 
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p" = v (h1 +1i2)2+x2

p' =. v (h, -1i2> 2+x2

lit' =h,v� 

lt,/ =h2--y;_ 

x'=x� 

545 

From the preceding the series self impedance of the ground return 
circuit may be conveniently written as 

Z=Zº+Z' 

and the mutual impedance as 

Z,i =Zh+Zí2 

(25) 

(26) 

wherc zº , z?2 are the self. and mutual impedances respectively, on tite 
asrnmption of a per_fec/Jy conducting grountl, and 

(27) 

(28) 

The calculation of the circuit constan ts and the electromagnetic 
field in ··the dielectric depends, therefore, on the evaluation of an 
infinite integral of the form 

J(p,q) =J= J,� (�- µ)e-P/.1, COS qµ. dµ .

[n terms of this integral 

Z' =4w.J(2li'.0) 

Z�2 = 4w.J(h ,' + h/, ;\;'). 

To the solulion of the infinite integral J(p,q) we now proceecl. 

III 

(29) 

(:30) 

(31) 

The solution of equation (20), that is, the evaluation of J(p,g)
can IJe made to depend on the solution of the infinite integral 

J
oo 

V µ�+c,2.e-fJµd
µ 

o .....
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which has been worked out and communicatecl to me by R. M. Fuslcr. 
I t is 

ª{ 
1

� l( 1(a{3) +G(af3) f 

where K1(x) is the Bessel function of the second kind and first ordcr 
as defined by Jahnke un<l Emde, Funktionentafeln, pg. 93, and 
G(x) is the absolutely convergent series 

:c2 x4 x6 
G(x) =-3 - -;-325- + 32 r::2 7 -.. . .o. 

On the basis of this solution, it is a straightforwarcl though intricate 
and tedious process to derive the following solution for J(p,q) of 
equation (29). 

\,Vriting r=� and 0=tan-1 (q/p), it is J=P+·iQ

in which 

P = .2':..(1-s4) + .:!...(1og �)s2+ _!._0.s2'
8 2 -yr 2 

1 1 1 
- v 2 O'¡ + 2 0-2 + v 2 <Ta,

Q = _!._+ I-(log 2-) (l -s4)- _!._ 0,s/4 2 -yr 2 

l 1r 1 1 
+-=0-1 --s2+ --<13- -u,..

v/ 2 8 v'2 2 

In these equations log -y is Euler's constant: 

(32) 

(33) 

-y=l.7811, log � =0.11593, log-y=O.57722 and <11, <T:!, ua, u.1, s:!, s2',
'Y 

s", s/, are infinite series deímccl ns follows: 

1 ') 2 l (') r. .
s2 = 112¡{ 2 

cos 20-314, 2 
cos ue+ ... , 

, 1 ( r ) 
2 • 'J l ( r ) 

6 • ,:0 + 
S2 = l !Z ! 2 

Slll '....0- 3 !4 ! 2 
Slll v , , . , 

l (')" l (') 9 

S4=- - COS -l0-
41 r.; 1 -2 CO!i 80+, • • · 

2!3! 2 .o., 

P-72



WAVE PROPAGAT/ON 

, l (' 
) 

4 • 1 
(
' 

) 
8 • 

S4 
=213! 2 Sln 40- 415 ! 2 

Sin 80+ ... , 

r cos 0 r5 cos 50 r9 cos 90 
u,

= 3 - 32.52.7 + 32.52.72 .92.11 - ... '

r3 cos 30 r7 cos 70 r11 cos 110 
<Ta

= 

32 .5 -32.52.7 2.9 + 32 .52 .72 .02.1!2.13 ... 1 

( 1 1) 1 (r) 2 

<12

= 1+2-4 1!2! 2 cos 20

( 1 1 1) 1 (' )� 
0"4 = 1+-+--- - - cos 402 3 6 2!3! 2 

547 

I t is to be regretted that the foregoing formulas appear so com
plicated. The series, however, are very rapidly convergent and for 
r�2 only the two leading terms of each ·series need be retained. For 
r � 1, only the lending terms are of importance. 

For the important range r � 1/4, 

1r 1 r2 ( 2
) 

r2 
• 

P= 8-3-y'z' cos 0+lü cos 20 O.G728+1ogr +16 0 Stn 20,

1 ( 2) 1 Q = -O.O386+2 'ºg r 
+ 3y2

' cos 0.

(34) 

(35) 

For r > f> the following asymptotic expansions, derivable from (29) 
by repeated partial integrations, are to be employed. 

P=·-t _cos e_cos 2e+L cos 30+3 _ cos 50 .
.. , (36)

,12 r r2 .,/2 r3 ,/2 r5 

Q 1 cos 0 1 cos 3 0 + 3 cos 5 0 
= 0-,-- v2 r3 v2 ,s -

r>5.

• • • t (37)
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For large values of r(r>lü), these reduce to 

J=l+�cos 0 _ cos 20 r>lO.,V2 r r2 
' 

(38) 

In view of the somewhat complicated character of the function in 
the range 1/4�r�5 the curves shown below have been computed. 

These show J=P+iQ as a function of r fer 0=0, ; , �, 3
;, ; . By

interpolation it is possible to estimate with fair accúracy the valuc 
of the functions far intermediate values of 0. 
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The theory and formulas of the precec.Iing sections will now be 
reviewe<l and summarized as regards their principal applications to 
technical transmission problems where the ground forms, in whole 
or part, the "return" part of the circuit. In such problems we are 
interested in the electric intensity in the dielectric and in the ground, 
and in particular in the self impedance and mutual impedances of 
ground retum circuits. The calculation of these quantities is pro
vided for by the general analysis and the solution of the infinite 
integral J. Reference should be made to Fig. 1 shown in section I 
for the geometry of the system and coordinate system employed. 

l. Tite Axial Electric lnte11s·ity E= ·in tlle Dielectric; (See equations
(15) and (18) ).

E,.
= - 0 V - (i2w log (p" / p') +4wJ)I

oz 
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p' = -V(h-y)2 +x2 

= distan ce of poin t in die lec trie from axis of wire. 

· p" = -v(h+y)2+x2 

= distan ce of poin t in dielectric from image of wire. 

r =p" y-;;

e:;::: sin-1 (x/ p")

a=41r>.w. 

These values of r and 0 are, of course, to be employed in calculating 
J =P+iQ from the formulas and curves of the preceding �ection. · 
As a special case the electric intensity at the rnrface of tite earth is

E, = -4wJI

p"= yh2+x2 

r=p"va 
0 =sin-1 (x/ p") 

2. Self Jmpcdance of Grorwd Return Cirwit. (See equations (25),

(27), (30) ). 

Z=Zº +4wJ 
Zº=self impedance with pcrfectly conducting ground. 

r=2hya 
0=0. 

3. klu.tnal Impedance of Gromid Retrmt Cirrnüs. (See equations (26),
(28), (31) ). 

Z 12 = Z12+4wJ 
Z�2 = mutual impedance with perfectly conclucting groun<l. 

r= 0-v'(h 1+h2)2 +x2 = p"y;;

9 = sin -1 (x/ p
11

). 

Tite axial elecf.ric intensity E, -in the grormd (y< O) is given by equation 
(l), and the subsequent analysis, whence 

Es = -4wl .[
00 

(yµ2 +i-µ).cos x'µ.e-(h'µ.+i'..Jµi+;>dµ
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where, as bef ore 

x'=xva 

l(=hy (X 

111d 

WAVE PROPrlGATION 

g' = V� times the depth below the surface of the ground. 

=g�· 
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The integral can undoubtedly be evaluated in so�ewhat the same way 
as (20) ancl can in any case be numerically computed without much 
difficulty. Owing, however, to the secondary technical interest in the· 
clectric intensity below the surface of the earth, the detailed solution 
has not been undertaken, nor has the magnetic field been worked out. 

V 

The practical utility of the preceding theory and-formuJas will now 
be il\ustrated by a brief sketch of their application to two important 
trnnsmission problems. 

TnE vVA vE ANTENNA

\Vhcn a transmission .line with "ground return" is employed as a 
radio receiving antenna it is called a wave antenna. The theory and 
design of such an antenna requires a knowledge of the transmission 
characterístics of the ground return circuit, which are calculable, as 
shown above, from the geometry ancl constants of the overhead wire, 
together with Z' =4wJ, which may be termed the "ground return" 
i mpeclance. 

\Ve assume that the wire is approximately 30 ft. above the ground 
(h = 103) aiid that the frequency is 5.10� c.p.s. corresponding to the 
frcqucncy cmployed in Trans-Atlantic radio communication. _The 
ground conductivity X is exceedingly variable, depending on the 
locality ·and weather conditions. Calculations of Z' wiU therefore 
be made for two extreme cases, X = 10- 12 and X= 10-14 which should 
cover the range of variation encountered in practice. 

For X= 10-12, 

y-;;= V471"Xw=2.I0-3 

and for X= 10- 1 4, 
a=2.lo--a. 
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Correspondingly, r = 2h� has the values 4.0 and 0.4, respectively. 
Reference to the preceding formulas and curves for J, Cor r = 4.0 and 
r=0.4, give 

J=0.126+i 0.168, 

J = 0.323+i 0.871, 

>. = 10-12 

X= 10-1• 

whence the corresponding values of Z' are 

Z' =4w. (0.126+i 0.168), 

Z' =4w. (0.323+i 0.871). 

These are the "ground return" impedances per unit length in elm. 
c.g.s. units; to convert to ohms per mile they are to be multipl_ied oy the
factor 1.61 X 10-4 . Consequently setting w = 1r.105 , we get

Z' ,;,,,·6.441r(l.3+i 1.7), 

Z' = 6.441r (3 .2 +i 8. 7), 

>-= 10-12 

X= 10-1•. 

Comparison of these formulas shows that an hundred-fold increase 
in the resistivity of the ground increases the resistance component of 
the ground return impedan�e by the factor 2.5 and increases its 
reactance only five-fold. That is to say. the ground return impedance 
is not sensitive to wide variations in the resistivity of the earth, a 
fortunate circumstance in view of its wide variability and our lack of 
precise information regarding it. 

INDUCTION FROM ELECTRIC RAILWAY SYSTEMS 

A particularly important application of the preceding analysis is 
to the problems connected with the disturbances induced in parallel 
communicatfon lines by alternating current electric railways. As
suming the frequency as 25 c.p.s., we have corresponding to X= 10-12 

and X= 10-14, 

Va=0.45XIO-� and 0.45Xl0-5• 

Taking the height of the trolley wire as approximately 30 f t., h = 103 

and assuming the parallel telephone· as the same heigh t above ground 
and separated by approximately 120 ft., x=4.103

, and 

r = vav(2/i)2 -x2 

=4.47Xl03 � 
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ancl corresponding to the values of a taken above

r = 0.2 and 0.02 in round numbers,
while

0=sin-1 
v25=63 º 30' approximately.

553 

For both cases, therefore, \\'.e can employ, in calculating J=P+iQ,
the approximate formulas,

P = ¡ -
3 �2

r. cos e+;� cos 20 (-6728+ log ! ) + ;� 0 sin 20,

Q= -0.0386+!. log(�)+-1-r cose.2 r 3-v'Z 
for X= 10-12 and r =·0.2, this gives

J = 0.3fü>+i 1.135
and

Z'12 = 4w(0.3G9+i 1.135).

The foregoing assumes that the only return conductor is the ground.
If, however, an equal an<l opposite current flows in the raíl we must
subtrnct from the foregoing mutual impedance, the mutual impedance
between rail and telephone line; that is, the mutual impedance Z�2 

betweeh the telephorie line ancl a conductor at the surface of the
earth. For this case

p" = y11,2 +x2 
= 4.12 X 103 

0�sin-1� =76º 

VÍ7 
cos 0_=0.242, r=0.18,1 for X=l0-12

• 

The corresponding value of J is
J=0.378+i 1.105

and the resultant mutual impedance between railway and parallel
telephone line is, 

Z�2=4w(0.369-0.378+i (1.135-1.165))
= 4w(0.009 - ·i 0.030).

The very large reduction in mutual impedance, due to the current
in the rail, is striking.
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For the case of }.. = 10- 14, the corresponding ca\culations g1ve 

Zí2 = 4w(0.39 l +i 2.27) 

wi th no wrr'ent in rail, and 

Z�2 =4w(-0.001-i 0.002) 

with equal and opposile wrrwt in raíl. It is evident from these 
figures that the reduction in mutual impedancc, ,due to the current 
in the·rail, is practically in<lependent of the ground con<luctivity, at 
least at the separation specified. 
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