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SUMARIO 

El estudio y tratado de las máquinas eléctricas 

constituye una de las áreas más antiguas de la ingeniería 

eléctrica, reside su importancia en el hecho de que estos-

aparatos electromecánicos proporcionan potencia para 

distintos y variados tipos de aplicaciones. 

Así, para un análisis riguroso de la máquina eléctrica, 

es necesario formular sus ecuaciones diferenciales, las 

cuales son de orden superior, ·y su solución ha constituido 

siempre una gran dificultad para el investigador. 

El trabajo realizado, pr·opone y desarrolla rutas que 

permitan abordar éste análisis con relativa facilidad; para 

lo que se emplea el concepto de ecuaciones y variables de 

estado. 

Para arribar a la ecuación de estado que gobierna el 

comportamiento de la máquina, se formula un proceso 

metodológico teniendo en cuenta los modelos circuitales que 

la representan. 

Se presenta los resultados obtenidos en computador 

para el caso de transitorios en un motor de inducción 

trifásico. 
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El trabajo consta de 4 capítulos en los que se aborda 

el modelo matemático que constituye las ecuaciones de 

estado, la metodología en el análisis de una máquina 

eléctrica en este caso generador síncrono y seguidamente una 

aplicación directa mediante simulación digital para un motor 

de inducción trifásico. 

En el capitulo I, se desarrolla el concepto de las 

ecuaciones de estado, el criterio para definir las variables 

de estado y loa métodos para la solución de éstas 

ecuaciones, tanto analíticamente como en forma digital. 

El modelamiento de la máquina síncrona se desarrolla en 

el capitulo II; se ha incluido los pasos llevados a cabo 

para determina� las matrices inductancia y resistencia de la 

máquina con el propósito de establecer con claridad las 



relaciones tensión-corriente que se presentan. Acotando que 

éste tratado se ha efectuado finalmente en el modelo D-Q en 

que se representa la máquina eléctrica. 

En el capítulo III, se formula y desarrolla las 

ecuaciones de estado que resultan del modelamiento de la 

máquina síncrona. Adicionalmente se incluyen las ecuaciones 

de estado que se derivan de los reguladores de excitación y 

de velocidad. 

Una aplicación concreta > lo constituye el análisis y 

posterior simulación de operación de un motor de inducción 

trifásico; que se desarrolla en el capítulo IV. En éste caso 

se arriba a la ecuación de estado particular > se estructura 

el programa utilizado en MATLAB y se obtiene resultados para 

determinadas condiciones de operación de la máquina. 

·i
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INTRODUCCION 

El interés por pronosticar el comportamiento de una 

máquina .eléctrica bajo determinadas condiciones de operación 

ha creado la necesidad de disponer de her·ramientas par·a 

determinar esa per·formance, los cuales generalmente son 

complicados. 

En este propósito las ecuaciones de estado permiten 

establecer un marco teórico para un estudio efectivo de la 

máquina eléctrica, sin embargo ellos al mismo tiempo, 

constituyen un prerequisito para producir programas 

·computacionales que finalmente permitan explorar resultados

para una gran variedad de casos.

En consecuencia el objetivo del presente trabajo es 

probar la eficacia del método en el análisis particular de 

máquinas eléctricas, 
¡ 

asi entonces se proponen modelos 

circuitales clásicos que representan a la máquina eléctrica, 

se formulan las ecuaciones que la gobiernan; a continuación 

se definen las variables de estado y finalmente se culmina 

con la obtención de .las ecuaciones de estado 

correspondientes. 

Luego que en la primera parte se aclara el panorama 

teórico de las ecuaciones de estado, se continúa con lo que 

constituye en si el objetivo del trabajo, la aplicación en 

'el análisis de máquinas eléctricas. 



En el tratado de la máquina síncrona trifásica, a partir 

del modelo de fases, se resume un análisis de los flujos 

magnéticos que permite la obtención de la matriz inductancia 

y resistencia de la máquina, utilizando luego la técnica de 

transfo·rmación abe - dqo, se ar1--iba a las ecuaciones de la 

máquina síncrona transformada; seguidamente se formulan las 

ecuaciones de espacio estado y se agrega las ecuaciones de 

los controladores del generador. 

Como aplicación directa que resume el trabajo, se 

presenta el análisis durante el transitorio de un motor 

trifásico asíncrono; en este caso se utiliza como indicador 

de la estabilidad al ángulo de carga 6, fijándose como 

variables de entrada al voltaje y al torque de carga. La 

falla considerada es una perturbación en la tensión aplicada 

al motor. Se acompaBa el programa implementado en MATLAB 

para la solución de la ecuación de estado obtenida, asimismo 

se adjunta los gráficos que resultaron de correr el 

programa. 

Finalmente, deseo expresar mi profunda gratitud a esta 

Casa de Estudios que me formó, a todos quienes tuve la 

suerte de tener como profesores y en particular al MSc. Ing. 

Victor Cáceres Cárdenas por su gran apoyo. 



CAPITULO I 

ECUACION DE ESTADO 

En el presente capitulo se aborda el modelo matemática oue 

permit!=? analizar sistemas en qeneral. ut.i 1 izando las 

variables y ecuaciones de estado. Asimismo, se indica además

los métodos de solución que plantean para est¿,s 

ecuaciones. 

1.. 1 Concepto de es taq_Q. 

El estado es un concepto abstracto y en general 

puede describirse por un conjunto de cifras, una curva, 

una ecuación o algo que sea de na t.L1ra 1 e:z é1 más 

abstracta, al igL1al QLte un número natural. Así el 

estado puede representarse de diversas maneras, como 

también por un conjunto de variables que determinan el 

comportamiento de un sistema. 

Se entiende por sistema a un modo de organización, 

clasificación, gobierno, etc., que tiene por 

característica fundamental el de actuar conjuntamente 

cump 1 iendo determinado objetivo; pLtd iendo const.i tui r un 

sistema objetos físicos o abstractos, por ejemplo: 

sistema mecánico, sistema económi c:o, el primero 

constituido por partes mecánicas conectados entre si y 

el segundo constituido por partes abstractas que 

interaccionan. 

Se debe se�alar que para representar los sj. s;temas 

se emplean los diagramas de bloque. 
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EXCITACION SISTEMA RESPUESTA 

_________ ... 

Ecuaciones y variables de estado 

Las ecL1aciones de estaclo son ecua1cione5:, 

diferenciales L1tilizados para la caracterización de 

sistemas en general. En éste caso las características 

de un sistema físico son tan complejas y diversas, que 

para analizarlo es necesario describirlo como un modelo 

idealizado. 

Considerando, así entonces al estado como un vector, 

los componentes de éste vector se llaman variables de 

estado. 

VECTOR ESTADO 

)•( ( t) = ..

VECTOR EXCITACION 

f ( t) = 

LVariables de 

estado 

L.en: ci tacioneS::

La ecuación de estado estará expresada por: 

.!E!,= (A] X + [B] :f
dt 

Donde: 

(1) 

es Lln vector de n componentes, 

representa el estado del sistema. 

f es un vector de m componentes que 

representa las excitaciones. 



1 
¡ 
¡ 
k 

Í' 
¡-
¡ 
\ 
¡ 

r 
1 

1 
1, 

5 

(AJ y [BJ son matrices de coeficientes 

Representando (1) un conjunto de ecuaciones llamados 

Ecuación de Estado, involLtcrando en ésta al propio 

vector de estado con el de excitación y siendo parte 

las variables de estado en X, es preciso adoptar por 

definición: "llámese variable de estado de un sistem.;:, 

al conjunto de aquellas variables X(t), tal que si son 

conocidas para cualquier instante t
0

, a.si como 1a 

excitación en t, se puede deter-minar el estado para 

cualquier instante t:2:t
0

" .

1.3 Método de obtención de las ecuaciones de estado 

Para obtener este grLtpo de ecuaciones, se Lt!::;a un 

conjunto de n variables �e estado, asi estas pueden 

obtenerse: 

a) A partir de una ecuación diferencial de orden n,

la que a su vez resulta de representar por

ecuaciones cualquier sistema.

b) Mediante análisis directo del sistema.

Método general de obtención de las ecuaciones de 

estado. 

Sea una ecuación diferencial ordinaria de orden n: 

+ • • •  + 
dV 

ai_ dt 
+ a

,,
v = .f'(é) (G1) 

tal como se indicó al inicio, para obtener las n 

ecLtaciones diferenciales ordinarias de coeficiente'-:; 

constantes, de 1•r- orden; se necesita n variables de 

estad o : Xi, • , • Xn • 
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Sea entonces: 

X1
- V

dx-1 
• • 

"'2 - •X• V
de 1 

• -

1C3 = =X = V 
dt a 

d,t-D•1 4•-:1.v 
X = 

= 

D 
dt dt"-1

Reemplazando en la expresión (a): 

d22v 
- + ª•1"11 + �-aXi.-1 + • • • + ai.xa + ªA • f ( t) · · · < 13 > 
dt� 

Ordenando: 

d22v 
- • - ªn-1. X4 - a.-a-Xn-1- • ª • - ª1� - ªA + f ( t;)
dt�

Representando en forma matricial la ecL\ación ( f3 ) • 

resulta: 

Xi ,O 

Xa 0 

Xi o 

. 

• • 

�-2. 
• 

Xn
-aº

Por tanto, 

será: 

1 
o 

o 

• 

• 

-ai

la 

o 

1 

o 

• 

• 

. 

. . 

o 

o 

1 

• 

• 

. . 

"forma 

JI:( t) • [A]x( t) + b.t'( t)

. . . . . 
••••• 

. . . . .

. . . . . 
• ••••

• • • • •

. . . . . 
. . . . . 

normal" 

o 

. . 

. . 

• • 

• • 

-�-1 

de la

JG. o 

o 
.Ka 

o 
X3 

+ f(t)

• 

.X.-1 
o 

x. 1

ecuación de esté. .. do 

Para sistemas que tienen más de una e;-:c:i tación o 
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entrada 

x( t) = [A]x( t) + [B] f( t) 

donde: 

[AJ . matriz n !·! n "matriz . 

x(t) : vector n "vector de 

[BJ : matriz n >( p "matriz 

f(t) . vec:toi'"" F' "vector de. 

c:le planta" 

estado" 

de control" 

con trc.) l o e>: c:i. tación 11 

Así por ejemplo� sj_ e J. sistema tL1viera dos 

entradas [AJ seria una matriz n í-: n; }·( ( t) L1na 

matriz n x 1, f(t) una matriz n x 1 y [BJ una matriz n 

>t 2.

Para sistemas 

ec:L1aciones de 

como: 

invariantes en 

estado pueden 

el tiempo, las 

representarse 

donde a11 
y b

1k 
son coeficientes constantes.

El hecho de plantear las ecuaciones de un sistema en 

forma de ecuaciones de estado presenta las siguientes 

ventajas: 

a) Provee un marco teórico para el estudio de 

sistemas lineales y no lineales.

b) Por lo tanto� se puede aplicar en la formulación

de 1 as ecL1ac:iones en e 1 análisis de <:i rcui tr.:is



eléctricos, 

8 

máquinas eléctricas. 

potencia, etc. 

sistemas CJe 

e) Por su estructura, la solución de las ecuaciones

diferenciales puede efectuarse fácilmente,

mediante el uso de programas en ordenadores.

1.4 Solución analítica de las ecuaciones de estado 

Establecida la ecuación de estado como: 

x( t) = [A] x( t) + [B] f( t:) 

Para facilitar la comprensión se sL1oone inicialmente 

[B] = o. es decir sin excitación.

L.uego:

.x( t:) = [A] x( t) 

La solución está dada por: 

Derivando: 

• 

X ( t:) - [A] e [AJ tt-t.> Xo

Resulta: 

x( t) = [A] .x( t:) 

( I ) 

(GC) 

Por lo tanto. se confirma que (a) es la solución del 

sistema (I). 

De la misma manera. para la ecuación de estado, modo 

·l
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gene1··a1 .. 

x(t)= [A]x(t;)+ [B]f(t) 

Al igual que el caso anterior� se postula una 

solución de la forma: 

x ( t} • e CAl e z ( t) 

Derivando: 

. . . . . . . . . . . . . . . 

• • 
.x( t) • [A] 9 00 t ,: ( t) + 9 taJ t s( t) 

Resulta: 

• • 
.x( t) • [AJ x( t) +e W t z-( t) 

Comparando con la Ecuación de Estadot 

el.Altz(t) = [B] f(t) 

Luego: 

.z(t) = e,-tllt[B] f(t) 

Integrando: 

.z(t)-.z =r
c

e-lAlt[B] .f(t) d(t) 
o Jt • 

Despejando: 

De (B) para t - to (condición inicial) 

X =B l&lt• Z 
o o 

( 13) 



1.5 
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Por lo oue: 

Finalmente, reemplazando en a: 

x(t) • elA.lt- e- uu.x + f t. 
e- CAJ .. [B] .t"(�) d(t) sCA.l�o J

r:• 

Que representa la solución general de la ecuación de 

estado. 

Solución de las ecuaciones de estado en forma matricial 

Dado la ecuación de estado . 

• 

.x( t) • [A] .x( t) + (B] .t"( C) 

Definiremos primeramente como matriz transición de 

estado a: 

e lAlt • [I] + [A] t + _!:... [A] 2 t2 
+ • • • •  + ...!_ [AP1 tª 

+ • •  • • 
21 ni 

Derivando: 

[A] e [Al t • [O]+ [A] +[A] 2 t + •••• +

Luego� se oostula una solución: 

1 [A] .aea-t
(n-1) l 
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que será la solución siempre que cumolar 

a) x(t) satisface las condiciones iniciales.

b) x(t) satisface la ecuación de estado.

Reemplazando las condiciones inicj,ales t: = t:
0 

y

luego derivando se comprueba� 

demostrado que es solución. 

Matriz autovalores y autovectores

c:on 1 o que queda.

Como se ha detallado� la ecuación de estado para un 

sistema general de entradas 

representado por: 

.X( t) • [A] X( C) + [B] .t'( t;} 

y su solución es� 

múltiples, 

x( t) = e (.1) (t-t.> Zo + r
e 

e t.lJ (t-T) [B] .t"{�) d('()
J,:. 

está 

para obtener la solución analitic:a, debe determinarse 

la matriz 91.Alt� para luego determinar la int.eqral de un 

producto de matrices. 

Para un sistema ne acoplado y no forzado. 

•• • • • ••••••

•• • • • ••••••

x < e} • 1
.a 

x; < t) 
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Matricialmente. se tendrá: 

Según las 

dado por: 

11 o

o 12 

[1] =
o o 

. • 

• • 

o o 

relaciones 

o o 

o o 

13 o

• 

. 

o o 

• • •

• • •  

. . . 

. . . 

o 

o 

o 

• 

1 

Definiéndose: 

de a-• ( t) la 

e C�lt = [I]+[l.]t + ...!..[1) 2 t2 + •••••• + 
2, 

• • • 3 ..]
Por tanto: 

tienen soluciones de la forma: 

matr.iz [1] 

..!.. [.l.] ll t ª+. ll l 

estará 

Los coeficientes de los exponentes 1
1

• se llaman 

autovectores o valores caracteristicos del sistema. 

Para sistemas acoplados y no forzados la solución será� 



Es decir: 

� ª11 Bi.a 

X:a �1. l!aa 

. 

• . 

. . • 

X 

. . .

. . . 

. . .

. . . 

. . .

x(t) = 

11a Xi. 

�D -1Ga 
• .

. . 

• • 

13 

[A] X( t)

La relación de x(t) y x•(t) estará dado por una matriz 

(TJ, denominada matriz de transformación, resultando� 

x(t)= [Tlx"(t) 

LL1ego: 

Xi. 

X:a 

. 

• 

• 

X 

Pero 

t:11 tia 

�1. taa 

• .

• • 

. . . 

• • •

. . .

. . . 

. . . .

tia 

�-

. 

• 

• • • • • • 

t:� t,aa • • • t 

según: 

x• ( t) • e Ul <tJ x• (O) 

Xi. tu � . .

Jita t21 f!:¡2 . -. 

• • • • 
-

x; 

x; 

• 

• 

ti.a 

ta. 

• 

X t� t.aa . . t 

.1,_t: o 

o • 1at

. . 

• 

o 

. . 

. . 

. . 

• • 

o 

o 

. 

• 

xi(O) 

x;(o) 

. 
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Resulta: 

X:t t:11 tia t;,, 
.i,� x;(o)

"2 �1 taa . . �. 
e'.a'- x;(o) 

• 
IÍI 

. . . . 

• . . . . • • 
. . • • 

X. tni t112 • • t; e-'•i. x:<o>

En donde, los vaLoras iniciales. con x(O) dado son: 

[T] es una matriz CLtadrada n>m que también pue:�de

representarse como: 

V11 

Vu 
[T) 

Vs.n 

V21 
V22 

Vu

••• 

. . . 

. . . 

•• •

Va,1V.a 

J 
Los vectores v

1 
que conforman la matriz [T) s;e

denominan autovectores del sistema, así como los 

coetic:ientes la matriz e lA1 � se denominan 

autovalores del sistema. 

Así cada autovector es determinado según los 

autovalores obtenidos, mediante: 

i-1,2,3, ..... .ll 

La correspondencia de cada autovector a un autovalor , 

da como resu 1 tado n ecuc."lciones 1 in ea 1 es algebraicas 

homogéneas. 
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Los autovalores o valores característicos. necesarios 

para estructurar la matriz correspondientes, se hallan 

a partir de: 

det [ [A] -1 [I] ] •O 

1.7 Las ecuaciones de estado y la transformada de Laplace 

En los acápites anteriores se ha visto como resolver 

las ecuaciones de estado utilizando métodos analíticos 

y matriciales. Concluyendo asimismo, que gran parte de 

la solución radica en la obtención de la matriz 

transición de estado, definida por e lAlt . 

Así, para el caso de sistemas lineales invariantes 

( * ) ' la determinación de la matriz transición de 

estado se facilita utilizando la Transformada de 

Laplace. 

Mediante el uso de la Transformada de Laplace, las 

operaciones de derivación e integración pueden ser 

reemplazados por operaciones algebraicas, con lo que 

solución de ecuaciones integro-diferenciales 

reduciría a una solución algebraica equivalente. 

Conociendo los teoremas fundamentales: 

si <.t< t> + g< e)}• se (f <e>> + � {g( e)} 

� {cf( t)} • e si (t"( t)} 

� {f1(t)} • B 5f {t"(t)} -f(o) 

la

se 
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12 v. .t'( t) dt}· i 12 {.f'( tl} + il t'( t) d t

(*) No se puede aplicar a sistemas lineales variantes. 

Aplicando estas propiedades a las ecl.laciones 

de .estada, que en forma general se representa 

por: 

Jt ( t) - [A] X ( e) + [B] fe t) 

Aplicando Teorema de Laplace se obtiene: 

� {X( e)} - si {(A] x( t) + [B] f < t)} 

s z(s) -z<o > • se ([AJ x(t)) + � {[B1 f(t)} 

S Z(s) - .X(o) • [A] si {X( t)} + [B) � (f( t)} 

S Z(s) - .X(o) • [A] X(s) + [B] l'(s) 

Agrupando: 

SX(s) - [A].x(s) • X (o)+ [B] l'(s) 

X(s) [S[I] -[A] ]•X(o) + [B] F(s) 
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Resulta: 

X( s) • (S [I] - [A] r1 X( o) + (S [I] - [A] J-1 [B] P(s)

Para obtener la solución en el domino del tiempo t. se 

aplica transformada inversa de la expresión anterior 

obt.en iéndose: 

X( t) = a-1 { [S[I] - [A]] ) X(o) + 52-1 { [S[I] - [A] 1-1 [B] .P'(s)}

dada por la expresión: 

x( t) • e 141 º' x
0 

+ f e-141 (7J [B] .f(�) d 'C'
o 

Comparando� se tendrá que: 

si-1 < [S[I] -[A]] } • e CAl t 

Con lo que se concluye que &e puede obtener la matriz 

de transformación de estado empleando la Transformada 

de L.apl.,ac�J. 

1.8 Solución_,_d:lc:::a.i tal. 

La complejid�d de realizar proce$O& iterativo& de 

cálculo ha sido l'"SSLl�i! l. to c:<:in l.1'l ¿�yu<:I .. '\ d<"1 

orclenadc>rerr.,;,. Am.;;. el c"'\lc::Lllc:> nl.1méric::o 1i,\pli1::c:,dc:i e:\ 1,,,, 

solución de las ecuaciones cie estado ha recaidc en el 

computador digital. 

En este marce� para la solución de la ecuación de 

estado. deben implementarse les programa& necesarios 

para este propósito" utilizando el Lenguaje C p Fortran 
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ú otro. Asimismo� el programa debe ser desarrollado con 

el criterio de simplicidad para el análisis numérico. 

Con el impacto de la era del ordenador personal se 

han .plasmado los métodos y algoritmos df.d análisis 

numérico en programas como el MATLAB; siendo este un 

sistema iterativo basado en matrices para cálculos 

científicos y de ingeniería� con capacidad para generar 

multiples gráficos. 



CAPITULO II 

MODELAMIENTO DE LA MAQUINA SINCRONA 

En este capítulo se desarrolla el modelamiento de la máauina 

síncrona trifásica, tomandose como punto de partida para el 

análisis a la máquina invertida; es decir con el devado de 

campo en el estator y el devanado inducido en el rotor. 

Luego de obtenerse la matriz inductancia y resistencia de la 

máquina síncrona se utiliza la técnic:a de transformacj.ón 

abc-dqo, para así establecer las ecuaciones eléctricas en 

los ejes d-q en que se modela a la máquina. Además se 

incluye la ecuación mecánica que gobierna a la máquina 

síncrona. 

2.� Conceptos básicos de la máquina síncrona 

Las máqLtinas síncronas son motores o generadores 

cuya corriente de campo es suministrada desde el 

exterior por una fuente de potencia DC. 

La diferencia fundamental entre la máquina síncrona 

y la máquina asíncrona (de inducción) radica en que el 

campo magnético de la 

suministrando corriente 

una fuente e:-:terior a 

máquina síncr-ona se cr(�a 

de excitación al rotor desde 

la máquina� mientras que la 

máquina de inducción obtiene el campo magnético en el 

rotor por inducción electromagnética. 

La máquina síncrona opera a velocidad y frecuencia 

constante en condiciones de operación estacionarias. 



La estructura de la máouina síncrona está formada 

por una parte exterior fija denominado estator y una 

parte interior giratoria llamada rotor, ambas son masas 

de hierro separadas por espacio denominado entrehierF·o. 

Los elementos básicos de una máqLlina síncrona lo 

constitLlyen el devanado de armadura ubicado en el 

estator� el devanado de campo y el devanado 

amortiguador, ámbos dispuestos en el rotor. 

La superficie interna del estator y rotor pueden ser 

lisas o con salientes. El flujo magnético principal a 

través del estrehierro circula por el estator y rotor. 

2.2 Modelo de fases de la máquina síncrona 

Se representa la máquina primitiva trifásica, con el 

campo en el estator y el inducido en el rotor. 

Bobinados Estator 1D� FD, 1Q: Estacionarios 

Bobinados Rotor (a, b, c): Giratorios 

Inductancias Propias y Mutuas conocidas. 

d 

A continuación se evalua las inductancias de la máquina 

síncrona trifásica. 

2.2.1 Inductancias en el estator 

Inductancias Propias, Mutuas del estator: 

Las inductancias propias Lu,, Lm, �O y la inductancia 



mutua Jf1J'lP!> son valor-es constantes e independientes de 

Fuerzas magnetomotrices del Rotor: 

d 

La fuerza magnetomotriz en la fase será: 

Proyectando a los ejes d y q: 

Flujo concatenado por fase: 

• • NPF

Luego: 



El flujo concatenado: Fase a 

1+CoS28
,. Cos2G

.r 
•

2 

Reemplazando en la expresión del flujo concatenado: 

• = N. 1• [p 
( 1+Cos28r)+ p ( 1-Cos28.r)ll 

ga 1 .l& d 2 9 2 �

Flujo de dispersión: 

El flujo concatenado total en la fase a está dado por: 

•. = tz.. + •• 



2.2.2 Inductancias en 

Inductancias propias 

= .t -
•• 

,..,--;­..::.-.:.• 

el ro-t;or. 

L =L • . :u 
.l i. 

Reemplazando: 

L_ ·• 11,.• [p� + 
Pd+P

'i.

2 
+ p ";p I CoS28z-]

Definimos: 

LL= N1
i Pz. 

L,.• N,
ª ( P.,;P«) 

La= N,• ( P.,;Ps)

Con lo.Que resulta: 

Haciendo el mismo análisis, se obtiene para las fases 

b y  c .. 

Inductancias mutuas en el rotor 

La inductancia mutua entre cualquier par de bobinas 

del rotor está determinadc.1 por el flLtjo concatenado 

mL1tuo de una bobina eNci tada y la otra en circuí to 

·!



abierto.· 

Inductancia mutua entre la fase a y b. 

Para bobina fase a excitada y para bobina fase b en 

circuito abierto. 

c. 

•-=t.cos(120-8r) +t
.,.

cos(8z-".30) 

·-- •• cos(120-er> + t
,,.

sen(er-30+90)

•b.a
= tc1aCos(120--8z) + •99Bt9.ll(8z+60) 

·-- •• cos (8r-120) - t
,_

sen (8r-120)

••• N1
ªl'�4COs8rCos(8.r-l20) +N.lP,¡i..Sen8zSen(8r-120)

•-= Nl1..(P«Po.s8zCos(8r-120) +..PJ1Bn8z-8sn(8r-120)] 

t. = N1
2l.a [..Pc,Cos8r(Cos8rCoB120 + Sen8r9en120)

+ PqSeáJr (Bea8rCos120 - Sen120Cos8r) 1

•be • Vii. [P�osª8rcos1.20 + P�erl8scos1Jr9e:n1.20

+ .Prenª8.rCOS120 - P�e.il8rCOs8zSen120]

. ( 1+Cbs28 ) P 
t. = 1(2. [P4 2 

:r Cos120 + 
2

4sen.28-z9en120

( 1-cos.28 ) P + P
q 2 r COSl.20 - -=fSell28zSBll1.20]

a. 



.... = a:1. [ �dCos120 + �4Cos28rCOB120 + ( pd;Pq )sen28;rBe.a120

p p + 7Cos120 -=¡cos38rcos120]

• ... = N,.ªi. [- ( P•;P• )+ ( P,,-;_P• )cos12e.-1201]

.
...
. N,.ªi. [- ( p·:p 1 )+ ( pd;p• )Co82 (8.-60)]

Como: L•-1

La inductancia mutua entre la fase a y b será: 

Luego, reemplazando en función de Li. y L
.a

L � • -
2

1 + �COS2 (8,r-60)

Procediendo de igual forma en los demás casos: 



Además: 

2.2.3 .Inductancias mutuas rotor-estator 

Inductancias mL\tL\as entre los devanados rot.óricos y 

estatóricos. 

d 

llrlt> 
: IndLtctancia mutua, valor má:-:imo entre 

una fase del rotor y el devanado de campo 

FD. 

Mzm
. I ndLtctan c ia mutLta, valor má>:imo entre una . 

fase del r·otor y el devanado 1D 



cortoci rcLli tado. 

Inductancia mLltLla. valor· má>:imo entre Llna 

fase del rotor 

cortocircuitado. 

2.3 Matriz de inductancias de 

trifásica 

[+] • [L] [ .i] 

donde: 

y el devanado 1Q

la máquina síncroQa 

[.] : vector de flLljO concatenado, dado por 

[L]: matriz de indLlctancias. 

[1]: vector de corrientes. 



28 

Reemplazando: 

•• L .. L_. L.: 
L

fllD L•JD L
.io 

1.

... L
_.,. L» L. Lbl'D L,,m � 1b

.o La L_. Loo Lan, Lom Lo.10 :,," 

.,., Lma L...a Ll'Da L.l'IB'D L,,,u, 
Lmio .1..n, 

.u, � Li- � � � Limo 11.IJ 

• Lia. L,.oa. Li.0o LiOPD Liom Li.01a 1

Lo que puede escribirse como: 

Ahora, particionando la matriz principal: 

Reemplazando en la matriz principal: 

Con lo que resulta: 

(a) 

2.4 Tranformación abe - dgo para los devanados retóricos 

Con la finalidad de establecer las ecuaciones 



eléctrica� de la máquina síncrona seg�n el modelo d-q. 

se aplica la transformación abc-dqo, a continuación se 

resumirá el procedimiento 

bibliqgráficas 7 y 8. 

[•.abe] = [t:.1 e [•dtzo] 

[ia1,o) - [Cj t [idF]

Reemplazando en (a)

Sc.,bemos que: 

Reemplazando: 

de 

Se tendrá ahora Ltna e�-:presión 

forma: 

1 i:\S rt�ferencias

matricial de le\ 
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Reemolazando valores en: 

[Lwd • -½Li, +�Cos2 (8.r-60) L,.+�+L:aCos2 (8.r-120) - ! L1 +LaCos28r

- ! .C..,. +L_aCOS2 <8.r+60) - ! L;¡, +L:..CoS28:,; L�+Li +L:..Cos2 (8,.+120) 

La matriz de transformación [e] está dada pc.>r: 

cose
,.

cos(8
,.

-120) cos (8z+l20) 

[e) =

� � 
-serJ/8

r 
-sen <er-120) -se.n (8r+l20)

{½ 

[ 
�n,Cos8r 

[L..J = �.n>cos(G�-120) 
J4.n>COS (8r1-120) 

donde: 

M.1ma = O = �
Ol'D 

Mima • 
O • �OJD 

Con lo que resulta: 

{½ {½ 

M.rwCos8r 

Nzv,COS ( Gr-12 O) 
Hr:u,COS ( 8r1-12 O) 

-N.ruPen8r l
-N

z2gSen (Gr-120)
-Nr1a5'en(8z+120)



Operando· oarcia 1 mente: 

� f Kr,., � fKr..., o 

o 

o 

o o � -½Kr.10

[L� t: [Cj t •

o o o 

� ÍNrm o o 

�¾N- o o 

o � "ÍHr.10 O

o 

L 

2.4.1 Matriz de inductancia transformada 

Reemplazando en la matriz principal transformada: 

L.z;+ ! (L... +La) o o � � 14-, � � 14m o 

o Lz.+ � (L.._-L..a) o o o � �Hrio 

o o Lr, o o o 

(Lc1pmw1Q] = � iYrm o o L,o M
nw, 

o 

� ��m o o •nw o 

o � �Hr10 o o o Lio 



!·

Las inductancias propias: 

Las inductancias mutuas: 

Con lo Que la matriz principal 

será: 

Ld o o � N4W o 

o L,,, o o o 1<,,.o 

o o LL o o o 

(Ldt'ol1D1D10] = 
N

a,, 
o o Lm N

n,w 
o 

NIUD o o H'n,.u, L,_,, o 

o M'v:to o o o Li.o

[•c,,,., mu, 10] • [Lc,,,o mu, 10] [ictGo n 1D 10) 

transformada 



Reemolazando: 

•c1 Ld o o M',ap 
M

cUD o 1"

·- o r.,,,
o o o � í 'I

.o o o L1, o o o 
.1 ,., 

= 

.,,., Hdm o o L
n, 

H
JIDID 

o i
n, 

•:a.a H.w, o o N
nw, LiD o i

u, 

• o "'vio o o o Lio i3.

Despejando • de la expresión matricial: 

Resulta: 

// (y) 

2.4.2 Transformación de las resistencias del sistemª 

abe a dqo 

La matriz de resistencias del devanado trifásico abe 
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es: 

I
R• O O

] (Ra1,c) • O Rb O 

. O O R,,_ 

Como : Ra • Rb • Ro • R

. ¡R O º] (Raa] = O R O 

O O R 

[1 O �l(Ruo] = R � � �

(Ra11o] • R [i]

Para transformar esta matriz a dqo se usa: 

(RctiD) = [ dJ (Raba] [ dJ t

(R.) - [C.) R [.I) [C) f:

(R•) • [C.) R [C1 � 

(RctiD) = R [dj (dJ t 

(RctiD) = R [.I]

De los devanados FD, 

[
Rn, O OJ 

[Rm:w:io] • O Riz, O 
o o Ri 

1D y 1Q 

La matriz Resistencia de la Máquina Sincrona: 

l[R,.,] [O] J
(Rtl<lo 11D 1D 10] • [O] [Rm 1D 1Q



2.5 Inductancias rotacionale� 

Matriz Inductancia Rotacional: 

o -L O 
.. 

o o -M
.,.io 

Ld o O N.,, M
dW

o 

[Gd!Jo m 1D 10) = o o o o o o 

o o o o o o 

o o o o o o 

o o o o o o 

2.6 Ecuaciones V-I en la máquina síncrona transformad� 



Reemplazando en la exoresión los valores hallaaos� 

Vd ROO o o o Ld o o H'dn> lldJD o
V

q ORO o o o o Lq o o o � 
Vº O O R O o o o o LL o o o 

O O O Rn, O o L
n, NnnD

o V
n, 

11
.,, 

o o 

v1D
o o o o �o 

"'11J o o lllmD Li.o o

Vi o o o o o �Q o Nq;io o o o L:i.o

Operando� resulta: 

V
d (R+L.p) -c.>zL,, o llJ> MJ 

V" •rL, (R+Ltl)) o -� '°J:ldV) 

Vo o o (R+L.iP) o o 

V
n, 

M,¡J) 0 o (R
n,

+Ln,P) Mn,uJ) 

VID 11.m,P 0 o ll,,,JJ (Ru,+Lu,p) 
V1 o 'llvJrJ> o o o 

--
. -- � _.._ ., ....,.____ -· --- �---"'----- - � �·- --

O -L O " o o 

Ld o o 'llar, "dJD 

o o o o o 
p + t.)r 

o o o o o 
o o o o o 
o o o o o 

--�-º 1d

� J.,,
o .lo

o i
n, 

o 11.D

(�+�) :l.1 

-N
ttJ.Q

id

i�o

o io

o i,,,
o Íu, 

o j1.



-:""-1 
•• :.• I 

Desarrollando la exoresión matricial: 

Vd = 
(R+L.,p) id+ (-6lz;Lq) i

q+Mdl'J1PÍm+Md11JPÍ1D-m_rHq1fil.1a 

v., • 6>zLtJÍ4+ (R+L�) i9+6>z:NdlfiÍm+6l�1.D+�QP i10 

V
0 =

(R+Lz.P} Í0 

Resultará: 

Estas ecuaciones eléctricas de la máquina sincrona con 

el devanado trifásico abe reemplazado por los devanados 

d y q, constituye el denominado modelo d-q de la 

máquina síncrona. 

Si en estas ecuaciones se reemplaza: 

.:,r, = M,m,Íd + L:,r,Í:,r, + N,r:nn,1.1D 

¡ 



- ..
• ID = M,m,i.d + Ln,n,Ín, + Lwi,1D

Se obtiene: 

E>:presando estas últimas ecuaciones en forma matricial: 

V
d

R• o o o o o i
,, .4 -·(l

v-cr o R
._ 

o o o o :J.(I .ti .d 

Vo o O R4 
o o o 

• 
.o l.o o 

= +P + 6l
V

,a 
o o o R

n, 
o o 1

,,, •m o 

VID o o o o � o 1u, 9u, o 

Vi o o o o o Ri 110. •1 
o 

La máquina síncrona ha sido representada en los ejes 

ortogonales D y Q lo que constituye un modelo 

matemático de gran ventaja en el análisis de su 

comportamiento transitorio. 

� 
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2.7 Ecuación mecánica de la máquina síncrgn-ª 

La ecuación que gobierna el movimiento del rotor de 

la máquina con la inercia y la resultan te de lDs 

torques eléctricos y mecánicos es: 

J8•Ta (N-.m) 

donde: 

J : Momento de inercia de la masa rotativa 

8 : Angulo mecánico del eje (radianes). 

Ta : Torque acelerante (N - m). 

Escribiendo en forma más útil, se tendrá: 

2H 
W • Ta

WR 

Donde: 

Wk 

SB3 

(p. u) 

Energía cinética (MJ) 

Potencia nominal (MVA) 

( Kg-m2 ) • 

w velocidad angular del campo magnético 

El torqLte ace 1 eran te T
.-

está dado po1,..: 

- donde:

torque exterior aplicado al eje de la máquina. 

torque electromagnético desarrollado por la 

máquina. 

El torque electromagnético se calcula utilizando: 



CAPITULO III 

FORMULACION DE LAS ECUACIONES DE ESTADO PARA LA 

MAQUINA SINCRONA 

En el presente caoitulo se formularán las ecuaciones de la 

máquina síncrona utilizando la técnica del espacio de 

estado. AsimismD con la idea de modelar un sistema 

formado por: generador síncrono y sistema de transmisión, 

también se incluyen las ecuaciones de les controladores 

del generador como son: 

tensión. 

regulador de velocidad y de 

3.1 Selección de las variable_s de estadq 

Se desarrollaron en el capitulo II las ecuaciones 

del modelo d-q de la máquina síncrona. Si se consideran 

que las inducti:'\ncias mutl.,as en d y q son L11d y L11q m,e

obtiene: 

Est.ab 1 eciendo como variable!;; de e!;;tada a 1 flujo 
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concatenado. se tendrá: 

De las expresiones de los flujos concatenados se 

d•spejan las corrientes (Ver Anexo 1); se obtiene: 

Reemplazando y 

V:1.q=O. 

teniendo en 

JJff .n, •\t l'JJ-R,,,p, 0 [ Y,c,ep 4+ Y144> ,r, + Y,JI i..o1

P'f 1D =0-RuJ,>0 [ Y sJf ,1+ Y,,lf ,,,+ Y,,JPu,l 

l"f,z •\t ,,-Ra(.)o [ Y1�9"' Y, ... 1.J -(a)o.d 

l'fft,z •0-Ri_,Po [Y,9"<r
+Y,aq.1Q"] 

Ordenado en la forma: 

[•) = [A] (4P] +B [u] 

cuenta que: V:1.o=O. 
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[:.:] = [ e ][:.� + [::] _., [:•] 

3.2 Ecuaciones de estado en el eje D y .@ 

En e:i. 12je D: 

3.3 

En el eje ti: 

Ecuaciones de la línea de transmisión 

Se considera línea de transmisión corta� 

despreciando los efectos transitorios, se tiene: 

Vocr = componente de la tensión en el eje directo. 

V�: componente de la tensión en el eje de cua·­

dratura. 

3.4 Ecuación de estado del regulador de excitación 

Un esquema de regulador de estandar (Referencia 6) 



1 

4.,. ·-' 

utilizado para modular este controlador es: 

1 + "t s 

'( · = Con s tc:"\n te c:le tiempo filtro regulador 

'f A
l Constante c:le tiempo amplificador del regulador 

't •• Constante de tiempo del e>:ci tador·· 

'f ,. Constante de tiempo estabi l i Zc:\c:lor 

K..1 1 Ganancia del regulador 

K•• Constante de e>:ci tador 

K
r

• Ganancia del circuito estabilizador 

SE: Función de saturación del e>:citador 

Bn,1 Vol.taje de sal ida de 1 eN citado 

V
t

l Voltaje de en los terminales del qenerac::IC)r 

V.., 1 Señal de entrada a1..n:i l. .i ar 

V
rd

: Voltaje de referencia del regulador 

'r
i 

es muy pequeAo = O 

Si no tiene filtro y el rat- de realimentación es 

cero� el voltaje de error es: 

E.l=t> 
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El excitador incluye el efecto de saturación: 

Sil• (A-B) /B

LLtego: 

vi •· VR-SB, Ba 

Las variables de estado para el regulador: 

La ecuación de estado resultará: 

Vi 

Va

llm

+ 

-1/-r11,
o 

o -1/-r,

-XJ�A 
-XA/�A

o o 

KA (V..,.+V.) 
�. 

o 

o o 

K,/'c•'fr 
-K'L (S8+K•)

�,,�i 

-1/�A o 

-1/'f.
(S.+K_.

-r. 

V1

v, 

VR

B
,,,_ 

3.5 Ecuación de estado del regulador de velocidad 

Para modelar elregulador de velocidad se utilizará 



1
• Kw,;:. 
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el siguieQte modelo (Referencia 6): 

.H·1'.'.'2. p. 
i+�, p 

-- lr 
---· ... ·-·· .._�

..:...-

- ... R_z ____ �---- i--'2 __ :3
.,_

-t...:..� ·
..;..
t-_F_?:'�,s

.._
· ._p_

'1+�3p -14-� P H- �S P 
o 

Donde: 

't 11 Constante de tiempo 

't .a 1 Constante de tiempo 

't� 1 Constante de tiempo 

'I'' 1 Constante de tiempo 

't5I Constante de tiempo 

Y: Ganancia de salida 

de control 

hidro-regulador-

compuerta de turbina 

válvula de vapor 

arranque. de agua 

Pau: : Pot.encia má>:ima de salida de la t.urbina 

P. =• 

(1+Pr5P) 

(1+�1P) 

Las variables de estado serán: 

R
:a

= 
1 (R,. + P.,) 

(1 + -r3P) 

R.,
= 

1 R:a 
(1 +'f,.P) 



R, = p �
(1+.PrsP} 

• (l +�5P}

R:i_ = (Aa +-c2PA6>-�)
"1 

R:a • 
(Ri +P,_ -Ra) 

�3 

R3 
= 

(Ra -.R._t} 
"' 

46 

R., 



CAPITULO IV 

FORMULACION DE LAS ECUACIONES DE ESTADO DE LA 

MAQUINA ASINCRONA V APLICACIONES 

En el presente capitulo, luego de establecer las ecuaciones 

de la máquina asíncrona en el modelo d-q, se pasa a 

desarrollar el análisis para el caso de un motor asincrono 

(de inducción) trifásico, utilizando el circuito equivalente 

clásico; se formulan las ecuaciones de estado y a 

continuación se presenta los resultados de la simulación 

digital ef ectuadc:\, utilizando para este propósito un 

programa desarrollado en MATLAB que también se muestra. 

4.1 Conceptos básicos de la máquina asíncron� 

La m�\quina asíncrona como el común dr;� las máquinas 

eléctricas consta de un estator y un rotor, con la 

particularidad que el rotor puede ser del tipo: Jaula 

de Ardilla y Rotor Devanado. 

La máquina asincrona tiene su principio en la 

interacción entre el campo del entrehierro y las 

corrientes inducidas en el rotor . 

Si se aplica una corriente 3+ a los devanados del 

estator del motor de inducción, se origina un carneo 

magnético giratorio, que gira a la velocidad síncrona. 

El campo magnético 

conductores del r·otor 

inducida de acuerdo 

electromagnética. 

a 

giratorio 

una "fuerza 

las leyes 

indLtce en los 

e l. ectromot.r i �! 11 

de inducción 
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El rotor jaula de ardilla consta de una serie de 

barras conductoras colocadas dentro de ranuras en la 

superficie del rotor, con sus extremos en cortocircuito 

por -medio de anillos. 

A la diferencia entre la velocidad síncrona 6.)• y lc:1 

velocidad efectiva de rotación del rotor 6.)r se define 

como deslizamiento. 

Q•-<->r S•---- R.P.N. 
Q. 

Donde: 120t' 

p 

f: Frecuencia de la fuente de alimentación 

p: Número de polos en el estator 

El eje de las máquinas de inducción puede girar a 

velocidades cercanas a la sincrónica pero nunca 

alcanzará exactamente la velocidad sincrónica.· 

4.2 Modelo d-g de la máquina asíncrona o de inducciqn 

Si se elimina la saliencia y se prescinde del 

devanado de excitación de la máquina síncrona se 
\ 

obtiene el modelo d-q de la máquina asíncrona. 

Al eliminar la saliencia se tendrá: 

(a) 

(b) T. • T. • TÍ • D ,., = D e n
2

I 

�" --s.D � ' ·�.,. ·� ,n, 

LL,ego; haciendo R = � se obtiene: 
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Donde: 

La ecuación mecánica será exactamente igual a la de la 

máquina síncrona. 

Estas ecuaciones constituyen el modelo matemático 

de la máquina de inducción y para expresarlas mediante 

la técnica de espacio de estado se sigue un 

procedimiento análogo, pero menos engorroso, que en la 

máquina sincrona. 

En este capitulo se mostrará el procedimiento 

utilizado en la Referencia 4. En esta metodología se 

desprecian les transitorios eléctricos en la máquina y 

se considera el transitorio mecánico. En otras palabras 

se utiliza el circuito equivalente clásico de estado 

estacionario y la ecuación de movimiento del rotor. 

4.3 Circuito equivalente del motor de inducción 

• "'1 
.) "?.

\ �-a(,-s) 
s 

·,



El circuito mostrado es un equivalente por fase del 

motar de inducción, donde R' 
2(1-S) es entendida como la 
s 

resistencia dinámica por fase y representará la 

potencia convertida. 

-Algunas veces el circuito equivalente del motor de

inducción se representa de manera aproximada por: 

. ' 
..)X-z. 

La frecuencia de la tensión inducida en el rotor es 

igual al de la tensión de alimentación del estator al 

momento de la conexión (rotor parado). 

4.4 Potencia y par en el motor de inducción 

La diferencia entre la potencia de entrada al motor 

y la potencia de pérdidas en el cobre del estator, en 

el núcleo y en el cobre del rotor� resulta la potencia 

que se convertirá en·mecánica (potencia convertida). En 

el circuito 3 •. 

Asi también la potencia en función de la velocidad 
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Y el número de polos p está dado por: 

P T (a)r . - .-

LLtego: 

T c.>z
• p 

p 

D! 
a 3..::!. (1-s) z: 2

s 

. . - . . . . . . . . . . 

Se sabe que: 

para a ::= cte 

6)r • (1-s) c.>• 

Reemplazando en (a) 

(1-S) (a)• 
• 3 R: (1-s) z1 2

p B 

. . - . . 

(a) 

<a> 

Según el circuito equivalente aproximado del motor 

de inducción. 

[ 
' 

f'2 (R1 
+ ':: ) 2 + (� +�) 2 



·-
4 .4.1 Par electro�agnético 

Reemplazando en ( (3) el p�r T• resultará:

I 

<.Ri + R:í > 2+ <Xi +xi> 2
s 

4.5 Relación entre los parámetros R y_! 

Del circuito equivalente aproximado.

Tg8 • 

- - . . . . . . . . . - . . - . . 

haciendo: a-�+e 
2 

T�•Tg(; +8)

T� • -Ctg8 

Reemplazando en <t>= 

. . . . - . . - . . . - . - - . 

I 

Ri+ R2 •-(X1+X�) T� 
s 

Reemplazando en I: 

R� 
T. = 3-

s 
p 
-

I 

('1") 



donde: 

I 

T. = 3 R2 L
s ••

vfcos2& 

(X1+X�)2

Buscando relacionar 
Ri 
-

s 

Reemplazando en II 

. . . . . . . . . . . . 

con &� despejando de (�): 

T =-3...l!.. 
• 

(1) 
11 

vf [ Ri cos2& +Sen& Cos&] 
(Jti. +,cJ) (x,. +x�) 

Resulta: 

( I I) 

III 
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·--
4 .6 Par máximq 

De la ecuación I: 

vf 

Evaluamos el torque máximo. haciendo 
dT•.o
ds 

R� R� R� ) 2 ( ') 2s 2 (--) (Ri_+-) +CR
1

+- + X1
+X2 

O= (-1) ..._ __ _;;;;;s_2 ____ s _____ s __ ��---

{s I CR,. + � > 2. ex,_·�> 2
1 f 

[ 
� �

2 

� �
2 l 

0•-1 -2-R
1

-2-+Rf+2R
1
-+--+ (Xi+X:) 2 

s s2 s s2 

Lo a Lle t-esu l ta:

R� 
s =----------

º 

[Rf + (""1 +x:) 2] 1/2
• • • • • • • • • . IV



SE, 

R
1

: Resistencia del devanado esi:.atórico. 

zj, Resistencia del devanado retórico referido al 

estator. 

Xi_: Reactancia de dispersión del estator. 

xJ: Reactancia de dispersión del rotor referido al 

estator. 

4.7 Ecuación mecánica 

Considerando como angulo de carga al desfasaje entre 

los flujos magnéticos en el entrehierro y rotor como se 

mL1estra: 

' 

Así, según referencia bibliográfica (4), en cualquier 

instante de tiempo, la relación en�re 

deslizamiento s pueden ser dados oor: 

(a')
6

=&+Cal
z
+Sfl>6 

derivando: 

dCal6 d6 dCalr ds- =-+-+Cal -
de de dt: • dt



• • dc.> el, 0•8+---L+(a) _!!!_ 
dt • dt

haciendo: 

• • dc.> el, d'ª 0 • a +---L +(a) _!! V

dt • dt d& 
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. . . . - . . . . . . . . .

De la e:-:presión ( y) 

despejando S: 

I

( O) 

S=-
R2 

.Ri + (.Ki +;4) Tg-5 
• • • • • • • • • • • • • • • • V 

De las expresiones IV y V: 

S R:/ [R1 + (Xi_ +X:) Tg6] 
So=- �/[Rf+(X1 +X:)J 1/2 

S = -S [Rf + (Xi_ +xi) 2] 1/2
o Ri + (.Ki +XJ) Tg8

derivando: 

ds. S
0 [Rf + (X1 +xi> 21 112 (X,. +x:> sec26

cií [R
1 + (Xi +X�) Tg& J 2 
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... 

ds - So [Rf + (Xi, +X�) 2] 1/2 (Xi, +ra) 
d5' - [�cosa+ (JG. +.xi) sen& J a

• • • • • • • • • • • VI

Reemplazando en (a): 

VII 

recurimos al par desarrollado 

por el motor: 

J d6>r T•--+TL
• p dt 

despejando: 

d6>r p p - • -T - -Tz 
dt J • J 

Reemplazando en VII: 

De la expresión III� reemplazando resulta:

• • • [Jiª+ (X. +.x;') ª] 1/2 (Xi, +X�) 3 pa V: a+&6>A 1 1 a ______ _ 

º [�cosa+ (JG. +.xi) sen6J 2 2 J6>. (� +X�) 

Haciendo: 

[ 2.Ri. cosª6+sen2&]-.!!. T.r. • o
(JG. +.xi) J 
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B= .! � 
2 J6'J. (X:i+.14)

e= [Ri,Cosa+ (Xi, +X�) sen6J a 

D = [ 
2R� cos26 + sen26]

. (Xi+ 2>

Resulta: 

• • • A p & +6 C(&) -B D(6) - JT
z.

•O • . . • . . . . . . . . VIII

Con la finalidad de estructurar mejor y simplificar 

la expresión anterior, hacemos un artificio de cambio 

de variables; asi: 

Haciendo: 

Reemplazando en A, C y D 

A • 6>.S,lll [1+03) 112 0 

e• Rl [Cos6 + o sena] 2
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e• Rf [Cos& + Cos, sen6J 2

Sentp 

Rf Sen2 (6 + fP) 
C= 

Sen2•
= 

Rfsen2 (& + cp) 
Rf / [Rf + (.Ki +�) ZJ

e• Rf [1+021 sen2 (& + •>

D= 
2 Cos26 + Sen 26 

<Xi+�> IR,.

D • 2 cos26 + sen2& 
o 

Reemplazando en VIII: 

a·
+
a (a)• SoR,f+ [l+Q2] 1/20 _¿_ �

Rf[l+02]Sen(6+•> 2 J�. (Xi+�)

t-ª. Cos26 + Sen2&] - p T
.r, 

• O 
o J 

ReSLtl ta: 

V: 
----· 

(X1+X�)

La Expresión deducida es una ecuación diferencial no 

lineal de segundo orden, que describe el comportamiento 

transitorio del motor de inducción . 
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Para el análisis de este comoortamiento sólo resta 

plantear la solución de la expresión deducida. 

4.8 Formulación de las ecuaciones y variables de estado 

Con la finalidad de establece� la ecuación de 

estado, debe llevarse la 

forma: 

[X] • [A] X + [B] u

e>:presión hallada 

Entonces formulando las variables de estada: 

• 

Ka = &

LLtego: 

= 

• • • 

X = 6 
2 

Reemplazando en la ecuación diferencial: 

Luego: 

y 

X =� 

p2 

J6). 

a la 

Llevándolo a la forma matricial. a tendrá la 
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ecuación de estado. 

• o 1 X 
1 • 

(&). so o • 
o :1X 

2 [1 + Oª] 1/2 Sen2 (JG. + .») 

+ [�

o 

+ Sen2X,] l [�] 3 p2 1 [� Cos2X1.
--

2 J6>. (""3,+Xl) o 

Con la finalidad de no orovocar confusión entre las 

variables de estado Jli, � y los parámetros reactancia

de dispersión del es tato,� ( Jli) y del rotor ( �) se hace 

finalmente: Jli•3 

Sen2 (6+4P) 

3 p2 1 
--

2 J�. CXi+X�) 

La matriz de estado resulta: 

• 

= ¡: 1 I IX11 [ o o T
z. X 

1 

• 
s .. n•:¡+•I X. + �

2 Cos 26+Sen2&] X T.[ 
O V: 2 

Solución de la ecuación de estado 

Para este paso deben establecerse las condiciones 

iniciales y los valores de los parámetros que involuc1'"a 

la ecuación de estado. 

Las condiciones iniciales: 

f JG. ( o ) l - [� ( o ) l 
lXz <o> a <o> 



Para ef�2tuar 1�� · l · =� simu aciones se usará los si9uientes

parc'.-\metr·o!:=,: 

Ri = o.oso

� • 0.1720 

,Xi.• 0.250 

J = 9 • 45 Kgr-nit• 

P • 3 pares de polos 

Para les valores asumidos y condiciones dadas debe 

desarrollarse el programa. 

4.9.1 Programas en MATLAB 

PROGRAMA # 1 

;. Transitorios en un motor de inducción trifásico sometido 

7. a variaciones bruscas de la tensión

;. Influencia de los parámetros rl, r2p, xl,x2p en el 

;. transitorio 

;. Listado de parámetros 

;. xi : Reactancia de dispersión del estator 

;. x2p: Reactancia de dispersión del rotor referido al 

;. estator 

;. rl : Resistencia del devanado estatórico 

;. r2p: Resistencia de rotor referido al estator 

% J :  Momento de inercia 



... 

'l. p :  Número de par de polos 

'l. volt: Tensión aplicada al motor 

'l. Vp : Relación de caída de tensión 

'l. Torquen: Torque aplicado en el eje (TL ) 

'l. w_ : Velocidad síncrona

'l. X1 : Angulo de carga

'l. Condiciones de operación 

tO=O; tf = 9 

tol=0.001; 

'l. Tiempo inicial y final 

integración 

xO=[l.7082 125.66]'; 

'l. Ingreso de datos 

xl= 0.25; 

x2p=0.32; 

rl=0.05; 

r2p=0.1.72; 

J=9.45; 

p=3; 

volt=400; 

torquen=720; 

t0f=1; 

tff=6.9; 

ttor=l.5; 

Vp=0.5; 

/. Tolerancia del 

'l.Condiciones iniciales 

'l.Definición de las expresiones ws,q, sa, val

q=( xl+x2p) /r,1.; 

método de 



val=atan(l/q)f 

tole=tol; 

global p volt x1 x2p r1 r2p J ws val Vp torquen tOf tff ttor 

%Integración 4th 5th orden Kutta Fehlberg 

file = 'PROGRAMA 2'; 

[t,x]=ode45(file,tO,tf,xO,to1,0); 

v=ones(max(size(t)),l)*volt; 

fer loz=l:max(size(t)) 

if t(loz)=tOf 

v(loz,1)=volt; 

end 

if (t(loz)>=tOf)&(t(loz)<tff) 

v(loz,l)=volt*Vp; 

end 

if t(loz)=tff 

v(loz,l)=volt; 

v(loz,1)=volt; 

PROGRAMA # 2 

7. Transitorios en un motor trifásico de inducción

7.. Evaluación de la Ecuación de Estado 

function trabajo=prog2(t,x) 

global P volt xl x2p r1 r2p J ws q s_ val tole Vp torquen 

tOf tff ttor 

'l. tensión aplicado al motor de inducción: 

'l. caracterización de la falla 

if (t<tOf)!(t>=tff), 

vn=volt; 



tln=torquen; 

end 

if (t>=tOf)&(t<tff), 

tln=torquen; 

end 
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'l.Definición de las variables de estado 

del tap=x (2); 

Wr=x(2); 

delta=x(.1); 

%Definición de las expresiones propuestas 

M=Ka/Csin(delta+val)�2); 

deltapp=tmax*(sin(2*delta)+(2/q)*(cos(delta))�2)+(p/J)*tln-Wr*M 

'l. Solucción 

trabajo= [deltap;deltapp]; 

'l.Fin de los cálculos 

'l. Gráficos de los resultados 

4 • .10 Análisis de los resultados de las simulacio�e� 

Los resultados de las simulaciones, obtenidas por 

computadora, se incluyen en el anexo B. Haciendo uso 

las bc,ndades del programa MATLAB, se han 

considerc::'\do 17 casos; en c.;ida uno de éstos se 1,a 

opté\dO por mc>dificar uno ele los parámetr-os de la 

máqL\ina, con el objeto de su

comportamiento dur-ante el transitorio producido por la 

caida de la tensión aplicada al motor . 



Los resultados mostrados, para los casos de valores 

distintos de parámetros de la máquina tienen sólo el 

propósito de ampliar la cobertura da ilustración; será 

s;,.in e.>mb,::\r��10 la conft-cln t.;;,,ción c:I<� estas c;;¡ráfic:c.'1�;; t,-11 

material que permitirá comparar en que medida influyen 

las parámetros de la máquina durante el transitorio. 

De la ecuación que describe el comportamiento del 

mcltor de inducción, se desprendt"?, que el c:f\ngulo d€�) 

carga depende de los parámetros de la máquina; asi� un 

análisis rápido en el circuito equivalente del motor 

de inducción, al variar por ejemplo la resistencia del 

devanado estatórico� cambiará entonces el valor de la 

corriente; consecuentemente varia el par electromagné-

tico producido, si aún más consideramos la dependencia 

del deslizamiento de los parámetros de la máquina, en-

tonces claro está la influencia de éstos en el ángulo 

d� carga. Por esta razón en adelante se obviará repe-

tir la explicación en cada uno de los casos asumidos. 

4.10.1 Casos simulaqQ..� 

Caso 1: Angulo de carga VS tiempo para un valor 

determinado de los parámetros de la máquina. 

Para los valores asumidos, se observa (GRAF.#1), 

1 �<�o �1- 1r·l·-��o·� 1� falla en t=l seq_.,_ el ánc.1.uloque L.1,�·. ::I .. • • .::! .... 1 •• , .......... e . e:: • 
• 

de carga se incrementará con gran rapidez, provocando 

tiempo muy corto volverá a recuperar estabilidad. Cabe 

anot:dr qu(� �,;e e:?füti:1 tomandci c,l t.�ngulo dE· c:a¡,·qa c:omci 



indicador de la estabilidad del motor. 

Caso 2: Angulo de carga VS tiempo para un nuevo 

valor de r1. 

el gráfica obtenido, ( GRAF .. #:2), 

r1=0,15Q; durante el transitorio, el ángulo de carga 

se incrementa cier:,; c r- .i b i t:ndo 

pendiente, pasada la falla 

una curva 

( caidcil de 

con 

1 a t.eins:ión 

�plicada) la restitución al valor estable se realiza 

en -un tiempo de aproximadamente 1 seg. 

Caso 3: Angulo de carga VS tiempo para un nuevo 

valor de xl. 

En e1;;tf? caso, considerando Lln va 1 or >: l ==(), .1. 9Q d<'? 

reactancia de dispersión del estator, se observa 

(GRAF.#3), que durante el transitorio la variación del 

ángulo de carga se amortigua luego de aproximadamente 

1 seg. de iniciada la falla. 

Caso 4: Angulo de carga VS tiempo para un nuevo 

valor de r2p. 

El resLll tada obtenido ( Gl�AF. #4) � con si ¡je,,. c:'\n do 

r2p=0,25Q como valor de resistencia del devanado 

retórico de la máquina, la característica del ángulo 

de carga, dL.lré:lí"I te 

incremente sostenido 

el transitorio, de 

la restitución de 

tensión nominal en bornes de la máquina. 

un 

la 

Caso 5: Angulo de carga VS tiempo para un nuevo 

valor de x2p. 

Según la gráfica (GRAF.#5), un valor de x2p=0,4Q 

para la reactancia de dispersión del rotor, da lugar 
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a qu<:1 dLll,..c:\n te el tra,nsi tor iCl el ángu J. o de c:.::1rq,:1 !::·H,? 

incremente permanentemente hasta la restitución de la 

tensión nominal en bornes de la máquina. 

Caso 6: Angulo de Carga VS Tiempo para un nuevo 

valor de .J. 

El g1•·áf.i.<:o obtenifj<J (GRAF .*1:6) � paré., un valor d<·?. 

J=5,5Kg-m2, se observa que el incremento del ángulo de 

dL1rante el tr·ansi tor i<J, sostenidc:i, 

estabilizándose en un valor luego de aproximadamente 

2,5 seg. de iniciada la falla. 

Caso 7: Angulo de Carga VS Tiempo para un nuevo 

valor de .J. 

Según la gráfica (GRAF.#7), se observa que para un 

nuE�VO valor· J=3, !5 l"lC.')

si<,:;inific:a t.ivamEint.e l;.;;i c:arc:,c'l:e1°·:i1::.;tic1:1 del ángulo de 

carga durante el transitorio. 

Caso 8: Angulo de Carga VS Tiempo para diferentes 

valores de rl. 

En la gráfica (GRAF.#1 y GRAF.#2), se muestra 

comparativamente cómo el ángulo de carga varia durante 

el transitorio si la máquina tuviese valores distintos 

de resistencia del devanado estatóricc. 

Caso 9. 

En 

Angulo de Carga VS Tiempo para diferentes 

valores de >�1. 

1 C)!S rc�su l ti:\dc::is m1...1e�.;; t.r" ,::ll'"r

comparativamente en (GRAF.#1 y GRAF.#2)� f.'l C:} l.\ :.\. !5 E·:1 

observa que durante el transitn�io, el ángulo de carga 

no variará significci��vemente para valores distintos 
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de l;;.-.. n2ac:tancia de dispe•r:sión del estat<::>r. 

�:::,so 10. 

Los 

Angulo de Carga VS Tiempo para diferentes 

valores de r2p. 

resultados mo!:;trac:los compar<':1 ti vamen te <?.n 

y GRAF=-. #4) , pt'?rmi ten conc 1 Lli r qu<?. la 

per·fc>rman ce de la máquina, dur·¿1n t.€? e 1 trans.i tor ic:>, 

sufre una ligera variación si se modifica el valor de 

la resistencia del devanado retórico. 

Caso 11. Angulo de Carga VS Tiempo para di ferents 

valores de x2p. 

Según el gráfico comparativo (GRAF.#1 y GRAF.#5), 

en este caso, el ángulo de carga estaría notablemente 

afectado si se modifica el valor de la reactancia de 

dispersión del rotor referido al estator. 

Caso 12. Anguio de Carga VS Tiempo para diferentes 

valores de J. 

Según los resultados (GRAF.#1� GRAF.#6 y GRAF.#7), 

ei J. mc.1rr-.c;.?n to de inercia J, prác:ti camen tf:"? no in f 1 uyt:-i 

sobre el ángulo de carga durante el 

asi los valores de J fuesen marcadamente distintos. 

Caso 13. Angulo de Carga VS Tiempo para diferentes 

valores de caída de tensión. 

En e�:.te Cc.1.so, se h,;:� simulad<:J li::1 n?.spuesta de la 

máquina (GRAF.#8), cuando la tensión aplicada al motor 

.sea del 50%, 75% y 90% de la tensión nominal. 

Caso 14. Angulo de Carga VS Tiempo para un nuevo 

valor del torque aplicado. 

El resultado obtenido (GRAF.#9), muestra que para 
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el torque indicado, el incremento del ángulo de carga 

cesa sólo cuando se pone fin a la falla, asimismo la 

recuperación de estabilidad de la máquina se logra en 

.mayor tiempo que los casos anteriores. 

Caso 15. Angulo de Carga VS Tiempo para otro valor 

del torque aplicado. 

LJn¿\ disminución de 1 torque ap l. i cado, como es �::.� 1 

caso (FIG.#10), permite advertir la influencia de éste 

en e l. ángu 1 D df.� carga, qLte var .i.2,rá sosten id¿,mf?n te 

estabilizándose en un valor 1 seg. después de iniciada 

la f.::dla. 

Caso 16. Angulo de Carga VS Tiempo para distintos 

valores del torque aplicado. 

Según los resultados obtenidos (GRAF.#1, GRAF.#9 y 

GRAF .#10), se puede concluir que a menor torque 

aplicado el incremento del ángulo de carga se hace más 

sostenido, asimismo el tiempo de recuperación luego de 

terminadc\ 1,::\ ·fal l,"=1 es máis co1··tc) cuanto menor es �?l 

tor-que� apl icadD. 

Caso 17. Angulo de Carga VS Tiempo para distintos 

valores del numero de polos de la máquina. 

polos; de 1 ci, 

varíe 

J. 
• 

mc.-1qu.1.na 

durante un 

consigo 

tiempo 

que el é1ngu 1 o c.i<.;:� 

cor·t<j S(� 

estab.i.l.ize también en un menor valor hasta el fin de 

la fc.dla. 

!I
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4.10.2 · Intensidad de corriente en el motor de inducción 

durante el transitorio producido por u.na caída en 

la tensión aplicada 

La performance del motor de inducción a sido simulado 

para el caso de falla sostenida, utilizando al ángulo de 

carga como variable de interés. �.e consideró como falla una 

caída dei 50% en la tensión aplicada al motor. Los 

re�ultados obtenidos se han mostrado mediante gráficas en 

los que además se observan la influencia de los parámetros 

de la máquina en operación. 
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Resulta también de interés pronosticar la característica de 

la corriente en el motor de inducción en operación, antes. 

durante y después de la falla. Con este propósito, 



utilizando el programa MATLAB. se han simulado nuevamente 

3 de los casos anteriores más uno adicional; p�ra lo·gue ha 

sido. necesar·io previamente desarrollar la expresiór¡ de la 

corriente rotórica Ii como una función del ángulo de car·ga: 

IÍ= [vl/ (X
1 

+xÍ)] Cosa - Así entonces la expresión deducida,

utilizando los valores de la variable ángulo de carga que 

resultan .de la solución de la ecuación de estado, permite 

obtener la corriente -,-/ 
.L2 -
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Los resultados de la simulación mostrados en· la GRAF _ 1. 

permiten c�n claridad establecer la caracteristica de la 

corriente durante la operación del motor_ Así la elevada 
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corriente presentada durante el arrar1que se estabilizará 

rápidamente, operando el motor con carga constante. Al 

presentarse la falla en t=l seg, la corriente se 

incrementará luego de haber decaído un pico justamente en 

el instante de la falla. El rápido incremento de la 

corriente tenderá nuevamente a estabilizarse dependiendo de 

los parámetros de la máquina, como se observa en los casos 

1, 3, 5 y el adicional. Terminada la falla en t=6,85 seg, 

osea, restituida la tensión nominal, Ae presentará un pico 

de corriente cuya duración también dependerá de los 

parámetros de la máquina, y finalmente la corriente se 

estabilizará en el mismo valor que tuvo antes de la falla. 

Se complementa esta par·te con la GRAF.2, con el propósito 

de visualizar comparativamente para los casos indicados al 

Rngulo de carga y a la cor·riente rotórica como funciones del 

tiempo durante la operación del motor de inducción. 



l. El análisis de la máquina eléctrica mediante ecuaciones

y variables de estado, ha demostrado ser una técnica

eficaz y que además que permite una facilidad en la

posterior simulación digital de operación de la

máquina.

2. Un sistema eléctrico en el que se involucra al

generador síncrono, sus sistemas de control y las

ecuaciones de la línea de transmisión, también puede

ser modelado mediante la técnica de espacio estado,

3. 

4. 

luego de establecerse sus ecuaciones en forma

matricial.

En la· formulación de las ecuaciones de la máquina

síncrona, se distingue · que las variables de estado

elegidos son los flujos magnéticos, pudiendo también

haberse elegido para el análisis a las corrientes; así

la selección de la variable de estado no debe

constituir un problema y que dependerá del enfoque que

se quiera dar en el análisis.

Las ecuaciones de estado obtenidas, han sido

acondicionadas con el propósito de utilizar los

parámetros de la máquina a partir de los datos

proporcionado por el fabricante; lo que a su vez brinda
< 

la oportunidad de explorar el comportamiento de la

máquina al modificarse algunos de estos parámetros, así



5. 

6. 

7. 

8. 
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como ante las fallas que pudieran presentarse. 

En el tratado desarrollado para la máquina asíncrona 

trifásica, se demuestra directamente la aplicabilidad 

del método, así en su primera parte se formulan las 

ecuaciones de estado que resultan del análisis de la 

máquina, seguidamente se acompaña los resultados del 

programa implementado en MATLAB; en donde se muestra 

las características de las respuestas obtenidas. 

El comportamiento del motor asíncrono (de inducción) 

trifásico, durante el transitorio ocurrido por 

perturbaciones de la tensión aplicada, puede ser 

evaluada tomando como indicador al ángulo de carga; 

asimismo utilizando el circuito equivalente clásico del 

motor en estado estacionario y la ecuación de 

movimiento del rotor. 

Los distintos gráficos obtenidos, denotan la magnitud 

de la influencia de los parámetros de la máquina en el 

ángulo de carga, durante el transitorio producido por 

la caída de tensión en bornes del motor asíncrono. 

De los resultados de la simulación se concluye que para 

mayores valores de la resistencia del devanado 

estatórico (Ri_), de la reactancia de dispersión del 

estator (.Ki,) y de la reactancia de dispersión del rotor 

referido al estator (XJ); el transitorio se hace más 

crítico, es decir la falla se amortiguará con mayor 

dificultad. 

9. Así también, para mayores valores de la resistencia del
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rotor referido al estator (Ri) y del momento de inercia 

(J); la falla se hará menos crítica durante el 

transitorio. 

10. Es notorio en los resultados obtenidos la versatilidad

de análisis para diferentes casos y propósitos, tales

como posibilitar al investigador un mejor diseño de la

máquina eléctrica.



A N E X O S 



ANEXO A: . RELACIONES V CIRCUITOS EQUIVALENTES DEL MODELO d-q 

d. 

A.1 Circuitos equivalentes 

Estableciendo en forma de circuitos equivalentes el 

modela prop1.testo, según r-efer-encia bibliográfica 6 

será: 
Lo.. lfd 

Lid 
Rid 

y)d 
Lo.d 

R1d 
_e�c1 

La. L1q 

La.q

Efectuando el análisis respecte> a los 1° l.uj os 

originados: 

Lo_ L�d 

l 
Ll 

R�d ld Lid 

�d 
Lod 

. �ld 
l+d 



A.2 Flujo magnético en los ejes D y Q 

a 

13 

y 

Simplificando : 

Resulta: 

. . . . - . - - . . ( I) 

Lo. 

• 

!. 
• 

lL
q. L1q 

\f <\ Lo.<i
l1�

R1� 



,,1qª (L..,,+L1q)119-L.,¡l.q 

•q•L4,,(í1q-i9) -L8 (i,)

Resulta: 

. . . . . . - . . . . . 

De las expresiones (I) y (II)

.d LlUl+L• La4 L" o o -id
.,,, L_. L._d

+Ln, L._,, o o i,,, 

•.m = L-4 L-4 Lu+Lw o o Íw 

•o- o o o L
aq

+L. L
a,z 

-:l 

• o o o L
_,, 

Lq+L1 iJv,

De la matriz anterior� volviendo a: 

haciendo: 

L,.,, + .Lm • La 

( I I) 

(a)



A.3

ResÚlta: 

Matriz corriente [I] 

A.3.1 En el eje directo

Observamos que: 

Despejando (i] 

Para determinar la inversa de [LJ: 

[LJ-:i • Adj (L]
det[L] 

[L]-1 = __ 1 __
det [L] 

LaL,-L!d 
[L] -1. de;(L]

- (LJ.,-L!J)

- (LJ..,-L!,)

(��-L!,) 

a La4-L.,,La

-(L.J.i-L!,) 

(L!,-L.A) - (L.A-L!c,) (L1L2-L!,) 
(6)



De la matriz (a) evaluamos el det[L]

det [L] =Li_ [L.iL:,-L!,) -L.[L.A-L!,] +L.,, [L!,-L.A] 

Lo qL\e resulta: 

Factorizando L1D
: 

[L] -1- 1 
- det[L]

(L_Lm) (L_,,+Lu,) -L!, 

L!,-L_,(Le+�) 

L!,--Lad (L..,+L.,,} 

(L_,+La) (L-+.l.u,) -L!t L!,-L.d(Le+L.) 

L!,-L_,,(L.,+L•) (L.,+La) (L_,,+L.,,) -L!" 



[L] ;.1

. .. 

. 
[
L�+L.,_l..n,+ Ln:hz, -L.,,Lu, -L,_Ln, l

[L] -1..
det

1
[L] 

-LuLu, L.iLu,+L_t.+L.Lu, -L.,¡L._

-L.,,Lm -LJ..a L�n,+L.¡L.+L.Z,,m 

Factor izando � de la matriz: 

L,,,L.,, +L +L
� _, ., 

Haciendo por conveniencia: 

det [L] • Liz, det (L)

Entonces: 

-Lat1

L.L•+L +L 
� -·

L_.L. 

( Lt;,_. +L..,+L
,.,)/dat (L) 

(-L.)/det (L)

(-L.) /det (L) 

( Lt,,.., +L..,+L.)/det (LI 

-
LJ..at1 

L.Lad 
� 

L.Lad+L.Z,,n,+ L_,L,,,,

Li.o 

(- Lt;,act )/det (L)

(- Lt,,•)/det (L)

(- Li"')'det(Ll
(- Ltª )/det(LI ( 

L_r...,+ Lz+L..,C._.., )1 det (Ll

p1•·opon iendo: 

t.>º [L] -1
[ r.J = ----­

(¡)º 

[Y] = (11 [_!__] o 6>,,L 



se obtendrá: 

Reemplazando: 

Parámetros Y ti

donde: 

. - . . . . . . . . . - - ( 1.)



Habiéndose obtenido: 

A.3.2 En el eje de cuadratura

Efectuando una inversión de matriz: 

[�:H L� r r:.� 
Análogamente el caso anterior 



[L� -1 • 1 LJ{�:•1) 

L1 L�• +Leg+L.) (- �:)L,9

[L.J-1 = 1 

L_,L. +L +L
L ._ • 

1q 

L _!=a .::5+1
L1q LJ"

-� L.,l+La
L1,,

L1q

Asi para la expresión deducida hacemos: 

con lo que: 

Parámetros Y
,,

donde: 

.!!.!!l.+1 X1, Y24• det rv>

X
aq+X. 
X11 Y39• det ( Y. )fl 

- x.rz

X11 Y,q• det ( Y. )" 

(2)



En-las expresiones hallados: 

<x'rx.> <X::-x.> 

<xf,-x:f> 

zj-x. X
xl._ • ------

• X -JC!! .,,
'l q 



ANEXO B:··· RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES 

En todos 1 os casos simu 1 ados. se ha considerado una 

perturbación en la tensión aplicada al motor del 50% de la 

tensión nominal y las gráficas obtenidas muestran la 

inflLtencia de los pci1rámetros de la máquina durante el 

transitorio. 

Los casos tenidos en cuenta en la simulación fueron: 

Caso 1: 

Caso 2: 

Caso 3: 

Angulo de Carga vs Tiempo para Lln valor 

determinada de los parámetros de la máquina. GRAF. 

#1 (Gráfica que muestra la variación del ángulo de 

carga durante el transitorio). 

Angula de Carga VS Tiempo para un nuevo valor de 

r1. GRAF. #2 (Angulo de carga durante El

transitorio para un nuevo valor de rl = 0,15Q). 

Angulo de Carga VS Tiempo para un nuevo valor de 

),( l . GRAF. #3 ( AngLtlo de carga durante el 

transitorio para un nuevo valor de xl = 0,19Q). 

Caso 4: 

Caso 5: 

Caso 6: 

Caso 7: 

Angulo de Carga VS Tiempo para un nuevo valor de 

r2p. GRAF. #4 (AngLtlo de carga durante 

transitorio para un nuevo valor de r2p = 0,250). 

Angulo de Carga VS Tiempo para un nuevo valor de 

�-:2p. GF:AF. #5 (AngLtlo de carga durante 

transitorio para un nuevo valor de x2p = 0,40). 

Angulo de Carga VS Tiempo para un nuevo valor de 

GF:AF. #6 (Angulo de cargc1. dLtraríte el 

transitorio para un nuevo valor de J = 5,5Kg-m2 ). 

Angulo de Carga VS Tiempo para un nuevo valor de 

.. 1 • GRAF ( AngLt 1 o de carga dura.nte el 



Caso 8: 

Caso 9: 

Caso 10: 

Caso 11: 

Caso 12: 

Caso 13: 

Caso 14: 

transitorio para un nueva valor de J = 3�5Kg-m2 J.

Angulo de Carga VS Tiempo para diferentes valores 

de rl. GRAF. #1 y GRAF. #2 (Gráfico comparativo 

del ángulo de carga durante el transitorio para 

dos valores distintos de rl). 

Angulo de Carga VS Tiempo para diferentes valores 

de xl. GRAF. #1 y GRAF. #3 (Gráfico comparativo 

del ángulo de carga durante el transitorio para 

dos valores distintos de xl). 

Angulo de Carga VS Tiempo para diferentes valores 

de r2p. GRAF. #1 y GRAF. #4 (Gráfico comparativo 

del ángulo de carga durante el transitorio para 

dos valores��os de r2p). 

Angulo de Carga VS Tiempo para diferentes valores 

de x2p. GRAF. #1 y GRAF. #5 (Gráfico comparativo 

del ángulo de carga durante el transitorio para 

dos valores distintos de x2p). 

Angulo de Carga VS Tiempo para diferentes valores 

de J. GRAF. :J.tl, GRAF. #6 y GRAF. #7 (Gráfico 

compat-a ti va del cf,ngl.l lo de carga durante el 

transitorio para tres valores distintos de J). 

Angulo de Carga VS Tiempo para diferentes valores 

de caída de tensión. GRAF. #8 (Gráfico comparativo 

del ángulo de carga durante el transitorio para 

tres valores distintos de caída de tensión). 

Angula de Carga VS Tiempo para un nuevo valor del 

, torque. GR,�F. #9 (,�ngulo de carga durante el 

transitorio para un nuevo valor del torque aplicado). 



Caso 15.:.. Angulo de Carga VS Tiempo para otro valor del 

Caso 16: 

Caso 17: 

torque. GRAF. #10 ( AngL11 o de carga duran te e 1 

transitorio para otro valor del torque aplicado). 

Angulo de Carga VS Tiempo para distintos valores 

de torque. GRAF. #1, GRAF. #9 y GRAF. #10 (Gráfico 

comparativo del ángLll.O de carga durante el 

transitorio para tres valores distintos del torqL1e 

aplicado). 

Angulo de Carga VS Tiempo para distintas valares 

del número de polos de la máquina. GRAF. 4:1:11 

(Gráfico comparativo del ángulo de 

el transitorio para �s valores 

número de polos de la m�quina). 

cat-ga dL.lré1n te 

distintos del 



GRAlfICA QUE MUESTRA L·A 
·DURANTE CARGA 

VARIACION DEL ANGULO 
EL TRANSITORIO 

CASO 1 

DE 
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Tiempo (s} 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl 0,05Q J: 9.45 Kgr-m2·. 

r2p: 0,172Q p: 3 pares de polos 

xl 0,25Q Vi: 400 V 

x2p: 0,32Q TL: 720 



ANGULO DE CARGA 
NUEVO 
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VALOR DE 

CASO 2 

TRANSITORIO 
r1 0,150 
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Delta vs. Tiempo (vañando r1) GRAF #2 
2.6,_.;....--�--�----.----,----,----y----¡r---.-----, 

2.5 

2.4 

2.3 

2.2 

2 

1.9 

1.8 

1.7 

: : : 
. .•. . 

. • • . : • i ---··-····-·t···-........................... !.-..................... __ � ................. --.-· -!. ......................... -¡.............................� .. --······· ------............ -.. ¡ ..
................... ___ _

i i : : ! 
: : : i : . . . . . ····--···-l---------L-----------i---··-··-----···--------1---· - ... -------,-----------=--.· ----···-···i : : : : • • • • t • . . . . . . . . . . 

: : ! . : : ·······-····· .. i--·-··--···-·····i·-··--······ ¡ .... -............. : ·-·--··--i·-····-··- 1·-····-...... _ .. ¡. ....... ·-·-··•······-····· .. ·· . . . : : : : 

! · l ¡ i ! ! .i .. 
: -: : -----· : _____ : i --··-·····-1---···---·r-··-·-·· 1·--··-···-··r ---·--- 1 ·--·---·-·:.= _ .............. ______
: : 

. . . 
: i i i ! -··----·;··=·-·--····--····------: ---------- ·--· . --·-·----!.-----------:. ·----------+-
•
.·• ·.: 

: : : : 
': : : : : 

: : : : : : !, 
: : : : : : . 

............... ______ ¡ ________ --------i----------------i ........... ___ ............... ¡····-·--·········=··--·--·····- )--·-·· .............. -?-... • ••• _. ....... :·-······----
: : : : : : : : . 

: i : : - : ! : : 
: : : : : : : i . . . . . . . . - --··-···----.! ..... ······-······:·-····· .. ··· .. ··--·=--·-----!. ........... -----:·--·--·----�·-··-··-·�--· ···-···-···:···-······· .. ······ 
: : : : : : : : 
: : : : i : i i 
: � : : : i i : ¡ 

-- ·-·····-···-l- .................. : .............. _. ___ .: ....................... .!. •••..•••••.•••• _ ••• :.. ... --............. -i-··· .. ···········-·t· .. ·· .... ...... -........ ¡ ... _ ................. ..
: : : : i : ! : 
: : : : ! ! : i 
: : : : : : : i 
_._ ............... _ ....... ; ......... -.... --.. ·--·i· ............ -... --.. ¡ ........ -........... , ... -......... __ ....... _ ......... _ ............. t··· .. ···· ·········1•• .. ··-····· ....... .

----� : : : ¡ ¡ : 
: : : : : : 
i � : : : : 

1 •5 O
L._ __ 

1
L._ __ 

2
.L-__ .1-

3 
___ 

4
..1._ __ .J._

5 
__ ___._

6 
__ __._

7 
__ ___.,

8 
__ -:g

Tiempo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl 0,150 

r2p: 0,1720 

xl 0,25Q 

x2p: 0,32Q 

J: 9.45 Kgr-m2 

p: 3 pares de polos 

V.1.: 400 V 

Tt: 720 



ANGULO DE CAR GA 
NUEVO 

DURANTE EL
VALOR DE 

CASO 3 

TRANSITORIO 
xl 0,190 

Delta vs. Tiempo (variando x1} GRAF #3 

PARA UN 
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_ _l.4 _
_ _L.5 __ __,_6 ___ 7-'-----8�----=9 .

Tiempo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl 0,05Q J: 9.45 Kgr-m2

r2p: 0,172Q p: 3 pares de polos 

xl 0,19Q Vi: 400 V 

x2p: 0,32Q TL: 720 

·�1



ANGULO DE CARGA 
NUEVO 

DURANTE 
VALOR DE 

EL TRANSITORIO 
r2p 0,250 

CASO 4 

Delta vs. Tiempo (variando r2p) GRAF #4 
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Tiempo (s) 

Los valores asumidos para .los parámetros de la máqui�a: 

rl 0,05Q J: 9.45 Kgr-m2 

r2p: 0,25Q p: 3 pares de polos 

xl 0,25Q Vi: 400 V 

x2p: 0,32Q TL: 720 



ANGULO DE CARGA 
NUEVO 

DURANTE EL 
VALOR DE 

CASO 5 

TRANSITORIO 
x2p 0,4Q 

PARA 

Delta vs. Tiempo (variando x2p) GRAF #5 
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Tiempo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl 0,05Q J: 9.45 Kgr-m2

r2p: 0,172Q p: 3 pares de polos 

xl 0,25Q Vi: 400 V 

x2p: 0,4Q TL: 720



ANGULO DURANTE 
VALOR DE 

DE CARGA 
NUEVO 

EL 
J 

CASO 6 

TRANSITORIO 
= 5�5 Kgr-mª

Delta vs. Tiempo (variando J} GRAF '116 
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Tiempo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl 0,05Q J: 5,5 Kgr-m2 

r2p: 0,172Q p: 3 pares de ·polos 

xl 0,25Q Vi: 400 V 

x2p: 0,320 



ANGULO DURANTE 
VALOR DE 

DE CARGA 
NUEVO 

EL 
J 

CASO 7 

TRANSITORIO 
3,5 Kgr-mª
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Delta vs. Tiempo (variando J) GRAF #7 
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1.6 .___ __ ...__ __ ,L._ __ _,__ __ ,.1.__ __ ..1_ __ ..1_ __ .J__ __ ..L,_ _ __J 

1 2 3 4 5 6 7 8 

Tiempo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl 0,05Q 

r2p: 0,172Q 

xl · 0,25Q 

x2p: 0,32Q 

J:. 3,5 Kgr-m2

p: 3 pares de polos 
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2.6 

2.5 

2.4 

2.3 

2.2 

J?-1

1.9 

1.8 

1.7 

1.6 
o 

GRAFICO COMPARATIVO DEL ANGULO DE CARGA 
DURANTE EL TRANS ITORIO PARA DOS 

VALORES DIS TINTOS DE rl 

CASO 8 

Delta vs. Tiempo GRAF #1 y GRAF #2 

r1=O.15 

r1=0.O5 

1 2 3 5 6 7 
Tiempo (s) 

8 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl : 0,05Q; 0,15Q 

r2p: 0,1720 

xl : 0,250 

x2p: 0,320 

J : 9 , 45 Kg1"-m2

p: 3 pares de polos 

Vi: 400 V 

9 ·  



GRAFICO COMPARATIVO DEL ANGULO DE CARGA 
DURANTE EL TRANSITORIO PARA DOS 

VALORES DISTINTOS DE xi 

CASO 9 

Delta vs. Tiempo GRAF #1 y GRAF #3 
2.4 .-----r-----,r-----.----.----.----r---,----.---,

2.3 

2.2 x1=0.25 

2.1 
x1=0.19 

1.9 

1.7 

1
·
5

01__ _ _J1L__ _ __12 __ --13 __ --14 __ __._5 __ ---1..6 ___ 7..,__ __ e.L.----::9
Tiempo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl : 0,05Q 

r2p: 0,172Q 

xl : 0,25Q; 0,19Q 

x2p: 0,32Q 

J: 9,45 Kgr-m2

p: 3 pares de polos 

Vi: 400 V 



GRAFICO COMPARATIVO DEL ANGULO DE CARGA 
DURANTE EL TRANSITORIO PARA DOS 

VALORES DISTINTOS DE r2p 

CASO 10 

Delta vs. Tiempo GRAF #1 y GRAF #4. 
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Tl�mpo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl : 0,05Q 

r2p: 0,172Q; 0,25Q 

xl : 0,25Q 

x2p: 0,32Q 

J: 9,45 Kgr-m2

p: 3 pares de polos 

Vi: 400 V 



GRAFICO COMPARATIVO DEL ANGULO DE CARGA 
DURANTE EL TRANSITORIO PARA DOS

VALORES DISTINTOS DE x2p 

CASO 11 

Delta vs. Tiempo GRAF #1 y GRAF #5 
2.4-----.-----y----r---.-----.---.------=-.--�----,
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Tiempo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl : 0,05Q 

r2p: 0,172Q 

xl : 0,25Q 

x2p: 0,32Q; 0,4Q 

J: 9,45 Kgr-m2

p: 3 pares de polos 

Vi: 400 V 

·�



GRAFICO COMPARATIVO DEL 
DURANTE EL TRANSITORIO 

VALORES DISTINTOS 

ANGULO 
PARA 

DE J 

CASO 12 

DE CARGA
TRES 

Delta vs. Tiempo GRAF #1 , GRAF #6 y GRAF #7 
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Tiempo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl 0,05Q J: 9,45 Kgr-m2 
; 5,5 Kgr-m2

; 

3,5 Kgr-m2

r2p: 0,172Q p: 3 pares de polos 

xl 0,25Q Vi: 400 V

x2p: 0,32Q TL: 720 

" 



GRAFI-CO COMP�RATIVO DEL ANGULO DE CARGA DURANTE 
EL TRANSITORIO PARA TRES VALORES DISTINTOS 

DE CAIDA DE TENSION 

(Vp = % Vn) 

CASO 13 

Delta vs. Tiempo (variando Vp) GRAF #8 
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Tiempo (s) 

Los valoree asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl: 0,05Q 

r2p: 0,172Q 

xl : 0,25Q 

x2p: 0,32Q 

J: 9,45 Kgr-m2 

p: 3 pares de polos 

TL: 720 



ANGULO DE CARGA DURANTE EL TRANSITORIO PARA UN 

NUEVO VALOR DEL TORQUE APLICADO 

CASO 14 

Delta vs. Tiempo (variando el torque) GRAF #9 
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Tiempo _(s)

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl : 0,05Q 

r2p: 0,1720 

xl : 0,25Q 

x2p: 0,32Q 

J : 9, 45 Kgr-m2

p: 3 pares de polos 

Vi: 400 V 

TL: 900 



ANGULO DE CARGA DURANTE EL TRANSITORIO PARA 
OTRO VALOR DEL TORQUE APLICADO 

CASO 15 

Delta vs. Tiempo (variando el torque) GRAF #1 O
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Tiempo (s) 

Los valores asumidos para loa parámetros de la máquina: 

rl : 0,05Q 

r2p: 0,172Q 

xl : 0,25Q 

x2p: 0,32Q 

J: 9,45 Kgr-m2

p: 3 pares de polos 



GRAFICO COMPARATIVO DEL ANGULO DE CARGA DURANTE 

EL TRANSITORIO PARA TRES VALORES DISTINTOS 

DE TORQUE APLICADO 

CASO 16 

Delta vs. Tiempo GRAF #1 , GRAF #9 y GRAF #1 O 
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Tiempo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl : 0,05Q 

r2p: 0,1720 

xl : 0,25Q 

x2p: 0,32Q 

J: 9,45 Kgr-m2

p: 3 pares de polos 

Tt: 500; 720; 900 



GRAFrco COMPARATIVO DEL ANGULO DE CARGA DURANTE 
VALORES DISTINTOS EL TRANSITORIO 

DEL NUMERO 
PARA DOS 
DE POLOS 

CASO 17 

DE LA MAQUINA 

Delta vs. Tiempo (variando p) GRAF #11 
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Tiempo (s) 

Los valores asumidos para los parámetros de la máquina: 

rl 0,05Q 

r2p: 0,1720 

xl 0,25Q 

x2p: 0,32Q 

J : 9 , 45 Kgr-m2

p: 3 y 4 pares de polos 

Vi: 400 V 

Tt: 500; 720; 900 
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