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RESUMEN

En este trabajo de tesis presentamos la prueba del Teorema 90 de
Hilbert, en su versién para el grupo K, de Milnor. Para ello definimos la teoria
K de Milnor, y presentamos sus propiedades principales y algunos resultados intere-
santes. Previamente, recordamos las principales definiciones acerca de las exten-
siones de Galois y los grupos de cohomologia, definiendo la cohomologia de Galois.
Finalmente, enunciamos el Teorema de Merkurjev-Suslin, principal aplicacién del

Teorema 90 de Hilbert.
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INTRODUCCION

El presente trabajo de tesis tiene como principal objetivo introducir al
lector a la teoria K de Milnor, asi como a sus principales propiedades y aplicaciones.
Entre ellas, mencionamos a la ley de reciprocidad de Weil, el teorema de Milnor y

el teorema 90 de Hilbert, que a su vez implica el teorema de Merkurjev-Suslin.

La teorfa K de Milnor tuvo su origen en el articulo [8], publicado en
1970. En él, Milnor estudio, entre otras cosas, la relacion entre los anillos graduados
KM(k), la teorfa K de Milnor médulo 2, y la cohomologia de Galois H,(k) con
coeficientes en Z/2, donde el cuerpo base k es un cuerpo de caracteristica # 2. La
conjetura de Milnor afirma que dichos anillos son isomorfos, y en dicho articulo se

dan algunos ejemplos particulares de este hecho.

Para un cuerpo F' arbitrario, existe una aplicacion natural del n-ésimo
grupo KM(F) de la teorfa K de Milnor y el n-ésimo grupo K,(F) de la teorfa K
clasica de Quillen. Dicha aplicacion es un isomorfismo para n < 2, pero los grupos
son diferentes en general para n > 2. El caso n = 2 es conocido como el teorema de

Matsumoto.

La ley de reciprocidad de Weil es una generalizacién del siguiente he-
cho: dados dos polinomios de grados m y n, el producto de los valores del primero
en las raices del segundo es igual al producto de los valores del segundo en las raices
del primero, multiplicado por (—1)™". Més precisamente, sea X una curva alge-
braica irreducible sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K, y sean f, g funciones

racionales no nulas. Para cada a € X se define el simbolo de Weil de f y g en a
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como el elemento de K dado por

ordg(
[f7 g]a = (_1)Ord“(f)0rda(g) —f 0 (a) )
gorda(f) (a)
el cual estd bien definido. La ley de reciprocidad de Weil afirma que el producto de
los simbolos de Weil [f, g], sobre todos los puntos de la curva X es igual a 1. En
su version teoria K de Milnor, este hecho es consecuencia del teorema de Milnor,

que incluimos en el capitulo 2.

En 2003, Voevodsky public6é una prueba de la conjetura de Milnor.
El resultado era entonces conocido para grado 1, grado 2 (Merkurjev) y grado 3
(Merkurjev-Suslin). La conjetura de Bloch-Kato es una versién mas general que se
extiende a partir del probado por Voevodsky, que afirma que la teoria K médulo m
es isomorfa a la cohomologia de Galois con coeficientes en u,,, para todo primo m

y todo cuerpo con caracteristica distinta de m.

En 1982, Merkurjev y Suslin probaron la conjetura de Bloch-Kato para
n = 2. Esta prueba se basa principalmente en el Teorema 90 de Hilbert, el cual
presentamos en la presente tesis, ademés de un esbozo de la prueba de Merkurjev-
Suslin.
En el capitulo 1 revisamos las principales herramientas a usar, como la cohomologia
de Galois. El capitulo 2 estd dedicado a la teoria K de Milnor y sus principales
propiedades, ademés de algunos resultados interesantes, como el Teorema de Milnor
y la ley de reciprocidad de Weil. En el capitulo 3 presentamos la prueba del Teorema
90 de Hilbert (en su versién para la teoria K de Milnor), para finalizar en el capitulo

4 con su principal aplicacion, el Teorema de Merkurjev-Suslin.
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1 PREVIOS

En este capitulo recordamos las herramientas principales que usaremos:
las extensiones de Galois y los grupos de cohomologia. Recordamos también la
nocién de norma sobre un cuerpo, y finalmente definimos la cohomologia de Galois.
Los resultados mencionados en este capitulo se pueden encontrar, por ejemplo, en

2] o [7].

1.1 Grupos de Cohomologia

Sea G un grupo.

Definicién 1.1.1. Un grupo abeliano A es un G-mddulo si existe una acciéon de G

sobre A

GxA — A

(ga) — ga

Observacién 1.1.2. Un G-médulo A es lo mismo que un Z[GJ-médulo. En efecto,
si Y n,o € Z[G] y a € A, entonces (D> n,o)a := Y n,o(a). Reciprocamente, una

estructura de Z[G]-médulo implica una accién de G sobre A.

Definicién 1.1.3. Decimos que un G-médulo A es trivial si G actia trivialmente
sobre A (ca = a, Vo € G,Va € A). Un G-homomorfismo es un homomorfismo de

grupos abelianos A —+ B compatible con la accién de G (es decir, p(oa) = op(a)).

Denotamos por homg (A, B) al conjunto de G-homomorfismos A — B. Es un grupo
abeliano con la suma usual de homomorfismos. Denotamos por A% al subgrupo de

elementos G-invariantes en el G-mddulo A:

A% ={a € AJoa =a,Yo € G}.
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Ejemplo 1.1.4. Si V es un espacio vectorial sobre K de dimensiéon ny G = GL,,(F),

entonces V es un G-médulo, con V¢ = {0}.

Ejemplo 1.1.5. Si K|F es Galois con grupo de Galois G, entonces el grupo aditivo
K es un G-médulo con K¢ = F. Similarmente, el grupo multiplicativo K* es un

G-médulo con (K*)¢ = F*.

Buscamos definir, para todo G-médulo A, para todo i € Zg, grupos
abelianos H'(G, A) tales que:
1. H(G, A) = A%,
2. Existe H(G, A) — H'(G, B) canénico VA — B G-homomorfismo, Vi > 0.
3. Dada la sucesién exacta corta (s.e.c.) 0 - A — B — C — 0 de G-mddulos,

existe una sucesion exacta larga

-+ — H(G,A) —— H'(G,B) ——— H'(G,0) j

L H (G, A) ——— HYVG, B) —— H*NG,C) — -

de grupos abelianos, empezando en ¢ = 0.

Sean entonces G un grupo, A un G-médulo. Tomemos una resolucién proyectiva
Po=-5 PP 5 h
del G-médulo trivial Z. Consideremos la sucesién home(FP,, A) definida por
homeg (P, A) o, homeg (P, A) LN homg (P, A) — - -

donde homg(P;, A) LN homg (P11, A) estd dado por A +— Aop; 1. Como p;yq0p; =

0, entonces d;.1 o d; = 0. Definimos

H'(G, A) := H'(homg(F;, A)) = ker(d") /Im(d""),Vi > 0.



Proposicién 1.1.6. Los grupos H'(G, A) satisfacen 1, 2 y 3, y sus clases de iso-

morfismo no dependen de la eleccion de la resolucion P,.

Observacion 1.1.7. De la definicion, los grupos de cohomologia satisfacen
i) Si
A——=B

|

A——=PB

es un diagrama conmutativo de G-mdédulos, entonces los diagramas asociados

H/(G, A) —— H'(G, B)

| |

H(G, A"y — Hi(G, B

conmutan para todo ¢ > 0.

ii) Dado el diagrama conmutativo de s.e.c.’s

los diagramas
HY(G,C)—— HY(G, A)
H(G,C")—— HTYG, A)
que vienen de la propiedad funtorial anterior y las sucesiones exactas largas conmu-

tan para todo 7z > 0.

Para calcular los grupos H*(G, A) explicitamente, consideremos el Z[G]-
médulo Z[G], para cada i > 0, donde la accién de G esté dada por o(0y, ..., 0;) =
(000, ...,00;). Estos son Z[G]-médulos proyectivos (de hecho, libres), pues son

isomorfos a Z[G]"*1. Para i > 0, definimos G-homomorfismos ¢° : Z[G'™] — Z[G!]



por &' = Y .(=1)s}, donde s} : Z[G"™] — Z[G'] esta dada por (oy,...,0:)

(00,...,0j,...,0;). Asi, obtenemos una resoluciéon proyectiva
s zle? S zie) S zie) Sz o,

donde §° lleva cada o; al 1. Esta es llamada la resolucion estindar de 7.
Si definimos, para ¢ € G fijo, h' : Z|G""'] — Z[G""?] por (oq,...,0:)

(0,00,...,0;), vemos que
(Si—H o hZ —+ hi_l o 5Z = idz[Gi+l].

Esto prueba que ker(6’) = Im(6°"'). Para un G-mddulo A, los elementos de
homg (Z[GT], A) son llamados i-cocadenas, los elementos de Z*™! (homg(Z[G*], A))
son llamados i-cociclos, y los elementos de B'™'(homg(Z[G*], A)) son llamados -
cobordes. Denotamos estos grupos por C*(G, A), Z'(G, A) y B'(G, A), respectiva-
mente. Los grupos de cohomologia H*(G, A) son los grupos H"!(homg(Z[G*], A)).
Una construccién muy ttil es la siguiente: en Z[G*!] consideremos los elementos
basicos

01, ...,00) == (1,01,0109,...,01 - 0;).

De la definicién de la G-accién en Z[G'], Z[G'] es el Z|G]-mddulo libre generado

por los elementos [0, ...,0;]. Vemos que

(5%[0'1, Cen 7Ui]) = 0'1[0'2, . ,Ui]‘i‘Z(—l)j[O’l, e 3050541, - - ,Ui]+<—1)j+1[0'1, c. 70-2'—1}-
j=1

(1.1)

Por lo tanto, podemos identificar i-cocadenas con funciones

[01,...,0i > aq,...0, v calcular las aplicaciones ¢; : C""1(G, A) — C(G,A) por

:::::

7
1) _ 1)+l
Qgy,...;o; 77 0100y, Ui+§ ( 1) Qoy,.0j05 41,00 0i+( 1) Qoy,...,oi1-
Jj=1



Las funciones a,, . ,, son llamadas cocadenas inhomogéneas.

Ejemplo 1.1.8. Un 1-cociclo esta dado por una funcién o — a, que satisface
Qpy0y = Oy, + Ay, . Es un 1-coborde si, y solo si es de la forma o — oa — a, para
algin a € A. En el caso especial en que G actie trivialmente en A (o(a) = a, para
todo a € A), entonces Z'(G, A) = hom(G, A) y BYG, A) = 0, luego H'(G, A) =
hom(G, A).

Ejemplo 1.1.9. Un 2-cociclo estd dado por una funcién (o1, 02) — 4,4, que satis-

face

010g3,05 = Qg102,05 + Q0005 — Qoy,o0 = 0.

Es un 2-coborde, es decir, un elemento de Im(9'*) si es de la forma 1b,, — by, 05 + b0y 5

para alguna 1-cocadena o + b, .

Ejemplo 1.1.10. Sea G un grupo ciclico finito de orden p generado por un elemento

o. Consideremos las aplicaciones Z[G] — Z[G] dadas por

(0 —1)(a) = ga — a.
Se cumple entonces que ker(N) = Im(c — 1) y Im(N) = ker(o — 1). Asi, obtenemos
la resolucién libre

- 7[6) S Z[6) B ZI6) S Z[G) = Z — 0,

donde la ultima aplicacion es inducida por o — 1.
Si A es un G-modulo, definimos aplicaciones N : A - Ayo—1: A — A por las
mismas férmulas, y escribimos y A := ker(NN). De la tltima resolucién, obtenemos,

para ¢ > 0,

HY(G,A) = A®, H*" NG, A) =y AJ(c — 1)A, H**(G,A) = AY/NA.
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Sean H un subgrupo de G, A un H-mé6dulo. Entonces Z[G] también es
un H-médulo, y podemos asociar a A el G-médulo M§(A) := hompy(Z[G], A), donde
la accién de G sobre un H-homomorfismo ¢ : Z[G] — A estd dado por (0¢)(g) =

®(go), para cualquier generador g € G. Claramente, o¢ es un H-homomorfismo.

Lema 1.1.11. Asumamos ademds un G-mddulo M. Se tiene un isomorfismo
candnico home (M, hompy (Z[G], A)) ~ homy (M, A), dado por (m +— ¢,,) — (m —
Pm(1)).

Demostracion. Si A : M — A es un H-homomorfismo, definimos \,, €
homy(Z[G], A) por g — A(gm). Esta aplicacién es la inversa de la aplicacién dada.

O

Corolario 1.1.12. (Lema de Shapiro) Dados un subgrupo H de G y un H-mddulo
A, se tienen isomorfismos candnicos H'(G, MG (A)) ~ H'(H, A), para todo i > 0.

Demostracion. Basta aplicar el lema a los términos de una Z[G]-resolucién

proyectiva P, de Z. O

Cuando H = {1}, un H-mdédulo es simplemente un grupo abeliano.
Denotamos M§(A) por MY%(A) en este caso, y lo llamamos el mddulo coinducido

asoclado a A.

Corolario 1.1.13. El grupo H(G, M%(A)) es trivial para todo i > 0.

Demostracion. En este caso, el lado derecho en el Lema de Shapiro es trivial (pode-

mos tomar, por ejemplo, la resolucién 0 — Z — Z — 0 de Z).

Observacion 1.1.14. El paso a mdédulos coinducidos es funtorial: dado un ho-
momorfismo de grupos abelianos A — B, existe un G-homomorfismo asociado

M%(A) — M%(B). Lo mismo ocurre para los médulos M§(A).
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Dado un G-médulo A, existe una aplicacién natural inyectiva A — MY%(A) que

asocia a a € A el homomorfismo Z[G] — A inducido por ¢ — oa.

Cup-product

En esta seccion definimos en primer lugar las aplicaciones restriccion,

para luego definir el cup-product, un producto asociativo

H'(G,A) x H(G,B) - H"(G,A® B); U(a,b) =aUb

Sean G un grupo, A un G-médulo y H un subgrupo de G. Existen

aplicaciones naturales de G-moédulos
A = homg(Z[G], A) — hompy(Z[G], A) = M§(A),

el primero que lleva el elemento a al homomorfismo que lleva la identidad en a, y
el segundo que considera un G-homomorfismo como H-homomorfismo. Tomando la

cohomologia, y aplicando el Lema de Shapiro, obtenemos las aplicaciones restriccion
Res: H' (G, A) — H'(H, A)

para todo i > 0.
Sean ahora los complejos de grupos abelianos A® y B®. Definamos el producto

tensorial A* ® B®. Para ello consideremos el complejo doble



Aifl ® Bj+1 AZ ® B]+1 Ai+1 ® Bj+1
At BJ Al® BI At @ BI
Ai—l ® Bj—l AZ ® Bj—l Ai-‘rl ® Bj—l

donde las aplicaciones horizontales estan dadas por 81-}’]- = 0 ®id y las verticales por
o =1d® (—1)@%. Los cuadrados en el diagrama son anticonmutativos:
h v v h

8i,j+1 © 81‘3‘ = 0Uiy15° aij'
Tomemos el complejo total T* definido por T" = @, ,_, A'®@ B y 9" : T" — T"*!
definido por 8{} +0j; en la componente A'®B’. Por la anticonmutatividad de arriba,
O"tlo " =0,y T* es efectivamente un complejo. Asi, definimos A®* @ B® := T*.
Consideremos ademads los grupos abelianos A y B, y los complejos hom(A®, A) y
hom(B®, B), cuyos términos de grado ¢ son hom(A~™ A) y hom(B~" B). Si « :
A" - Ay B: B — B son homomorfismos con i + j = n, entonces o ® 3 es un

homomorfismo y define un elemento de grado i + j en hom(A®* ® B*, A ® B) via la



inclusién diagonal

hom(A™"® B7,A@ B) »hom( @ A*®@B' A®B).

kHl=i+j

Por construccién, si a € Z'(hom(A4°* A)) v B € Z/(B*, B), entonces a @ 3 €
Z"(hom(A®* @ B*, A ® B)). Si ademés a € B'(hom(A®, A)), entonces a ® €
B (hom(A®* ® B*, A® B)). Lo mismo ocurre para . Esto define una aplicacién

H'(hom(A®, A)) x H’(hom(B*, B)) — H""(hom(A®* ® B*,A® B)).

Si ademas todos los grupos abelianos poseen estructura de G-moédulos para un grupo

G,y ay 8 son G-homomorfismos, obtenemos
H'(homg(A®, A)) x H’(homg(B*, B)) — H'" (homg(A®* ® B*, A® B)),

donde las G-acciones en A® By A®* ® B® vienen dadas por o(a ® b) = o(a) @ o(b).

Proposicién 1.1.15. Sean G un grupo y P, un complejo de G-mddulos (donde P; :=
P~") que ademds sea una resolucién proyectiva del G-mddulo trivial Z. Entonces

P, ® P, es una resolucion proyectiva del Z|G x G]-mddulo trivial 7.

Demostracion. [3], Proposicion 3.4.3.

En la construcciéon de arriba, podemos considerar A* = B®* = P, y

obtenemos aplicaciones

H'(hom(P,, A)) x H’(hom(P,, B)) — H""(hom(P, ® P,, A® B)).



Por la proposicion 1.1.15, P, ® P, es resolucion proyectiva de Z como G x G-médulo,

y por definicién de grupos de cohomologia, se tiene
H'(G,A) x H(G,B) - H"(G,A® B).
A su vez, la inclusién diagonal G — G x G induce una aplicacion restriccién
Res: HY (G x G,A® B) - H(G,A® B).
Componiendo ambas, obtenemos una operacion
H'(G,A) x H(G,B) - H"Y(G,A® B),

llamada cup-product. Denotamos a la imagen de (a,b) por a U b.

1.2 Cohomologia de (alois

Extensiones de Galois

Definicién 1.2.1. La extensién F|K es normal si cumple cualquiera de las siguien-
tes condiciones equivalentes:

i) para todo € FE, el polinomio irreducible de a en KJz|, denotado por
irr(a, K, z) € K|x] se descompone completamente en F;

ii) E es cuerpo de descomposicién de algin T C K|x] (es decir, es el menor cuerpo
en el que se descomponen todos los polinomios en T');

iii) dado 2 algebraicamente cerrado con F C €, cualquier K-inmersién o : £ — Q
es un automorfismo de E respecto a K (0 € Autg(FE)).

La extensién E|K es separable si todo elemento de E es la raiz de un polinomio
separable sobre K (es decir, irr(a, K, x) no tiene raices miltiples, para todo a € E).

La extension E|K es de Galois si es normal y separable.
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Sobre la extension de Galois E|K se define el grupo de Galois Gal(E|K) como el
grupo de automorfismos de E sobre K. Como E|K es normal, toda K-inmersién en-
tre £y 2 es un automorfismo, luego Gal(E|K) := Autg(F) = { K — inmersiones o :
E — K}. Ademés, se cumple que |Gal(E|K)| = |[Autg(E)| = [E : K].

Ejemplo 1.2.2. La extension Q(v2)|Q es Galois con grupo de Galois
Gal(Q(v2)|Q) = {1,0} = Z,, donde a + bv/2 % a — bv/2.

Ejemplo 1.2.3. La extensién Q( \3/5)]@ no es Galois, pues su grupo de automorfis-

mos es de orden 1.

Sea K un cuerpo de caracteristica p, para algin p primo.

Definicién 1.2.4. Una extensién algebraica L|K es puramente inseparable si, para
cualquier o € L, el polinomio minimal de « sobre K tiene solo una raiz distinta. La
extension es separable si, para cualquier elemento o € L, el polinomio minimal de

a sobre K tiene todas sus raices distintas (es decir, es separable).

Proposicién 1.2.5. Sean Ly, Ly extensiones puramente inseparables (separables)

de K. Entonces L1Ly es una extension puramente inseparable (separable) de K.

Proposicién 1.2.6. Sea L|K una extension algebraica. Entonces existe un unico
cuerpo Lge, con L D Ly, O K tal que L|Lge, es puramente inseparable y Lg.,|K es

separable. El cuerpo L., es el conjunto de elementos de L separables sobre K.

El grado de L|Lep es llamado grado inseparable de L|K, y el grado de
Leep| K es llamado grado separable de L|K. Estos se denotan por [L: K|; y [L : K],

respectivamente. Ademads se cumple que

[L: K]=[L:KJ[L: K]s.

Sea E una extensién finita de k, char(k) = p. Sean r = [E : k| y

p* = [E : k];. Sean o1,...,0, los distintos monomorfismos de £ en k. Si a € E,

11



definimos su norma como
T T
H E:k);
Ngp(a) = [[oie?” = (] ] oie) 4.
i=1 =1

Si la extension es puramente inseparable, entonces r =1y
NE|k(Od) = Oé[E:k].
Si E|K es Galois, entonces

NE|K(04) = g(@).

Ejemplo 1.2.7. Como Gal(C|R) consiste de la identidad y de la conjugacién, se

tiene
Neg(z +1y) = (v +y)(x — iy) = 2* + 2.
Ejemplo 1.2.8. La norma no tiene porqué ser positiva. Si consideramos la extension

Q(v/2)|Q, vemos por ejemplo que
Proposicién 1.2.9. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Ngig : EX — K> es un homomorfismo de grupos, es decir

Ngik(aB) = Ng k(@) Ng ik (8),

para todo o, B € E*.
2. Npk(aa) = a[E:K]NE‘K(a), para todo a € K*, a € E*.
8. Npjr(a) = al®El para todo a € K*.
4. Si L|E es finita, Npjx = Ngjx © Nyjg.

12



Cohomologia de Galois

Una aplicacion importante de los grupos de cohomologia ocurre cuando
el grupo G es el grupo de Galois de una extensién K|F. El grupo de Galois Gal(K|F)
es el limite inverso @Gal(L|F ) de los grupos de Galois de las extensiones finitas
L de F contenidas en K, y es un grupo topoldgico compacto con respecto a su
topologia de Krull, es decir, la tnica topologia tal que para todo o € G, la familia

de subconjuntos
{oGal(K|L)/o € G, L|F extensién finita de Galois}

es una base de vecindades abiertas para o. Para definir los grupos de cohomologia
en este contexto definimos los grupos profinitos como limites inversos arbitrarios de
grupos finitos. Si G es profinito, entonces G = @G /N, donde el limite inverso se

toma sobre los subgrupos normales N de G.

Definicién 1.2.10. Si G es un grupo profinito, un G-mddulo discreto es un G-

modulo A con la topologia discreta tal que la accién de G sobre A es continua

Como en A se define la topologia discreta todo elemento a € A es
abierto, y la continuidad de la accién de G sobre A es equivalente a que el estabi-
lizador G, de a en G sea un subgrupo abierto de GG, y por lo tanto de indice finito
(por ser G compacto). A su vez, esto es equivalente a que A = [J A, donde la
union se toma sobre los subgrupos abiertos H de G.

Para definir los grupos de cohomologia H"(G, A) de un grupo profinito G que actia
sobre un G-médulo discreto A, basta requerir que las cocadenas C"(G, A) sean apli-
caciones continuas. Las definiciones de las aplicaciones coborde (1.1) y de los gru-
pos de cociclos, cobordes y los correspondientes grupos de cohomologia permanecen

igual.

Definicién 1.2.11. Si G es un grupo profinito y A es un G-moddulo discreto, los

grupos de cohomologia calculados usando complejos continuos son llamados grupos
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de cohomologia discretos o continuos. Cuando G = Gal(K|F') es el grupo de Galois
de una extensiéon K|F Galois, los grupos de cohomologia de Galois son los grupos

de cohomologia calculados usando complejos continuos.

Podemos escribir G = lIim(G/N) y A = UAY, donde N recorre los
subgrupos normales abiertos de G (que son de indice finito por ser G compacto).

Luego AN es un GG/N-médulo y se cumple que
H"(G, A) = limy H"(G/N, AY),

donde los grupos de cohomologia son continuos y el limite directo se toma sobre la

coleccién de todos los subgrupos normales abiertos N de G.

1.3 Algebras Simples Centrales

Sea k un cuerpo. Recordemos que un k-algebra A es un anillo que

contiene a k en su centro, y cuya identidad coincide con la de k.

Definicién 1.3.1. Decimos que el k-algebra A es simple si A no contiene ideales
bilaterales propios no triviales. Un k-dlgebra simple central es un k-algebra simple

cuyo centro coincide con k.

Entre los ejemplos mas sencillos de k-algebra simple central encon-
tramos a M, (k), el dlgebra de matrices n x n con coeficientes en k, y a los cua-

terniones, para k = R

Teorema 1.3.2. Sean k un cuerpo y A un k-dlgebra de dimension finita. Entonces
A es un algebra simple central si, y solo si existe una extension finita K|k tal que

A @y, K es isomorfo al anillo de matrices M, (K), para algin n > 0.

En este caso decimos que K es cuerpo de descomposicion de A o sim-

plemente que K descompone a A. Este resultado se puede encontrar en [6], pagina
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81. De él podemos concluir que la dimensién de A sobre k es un cuadrado perfecto.
El entero /dimy(A) se conoce como grado de A.
Si K|k es una extensién Galois finita, denotamos por ASCg(n) al conjunto de clases

de k-isomorfismo de k-algebras simples centrales de grado n descompuestas por K.

Definicién 1.3.3. Dadas las k-dlgebras centrales simples A y A’, decimos que son
similares o Brauer equivalentes si existen m,m’ > 0 tales que A ®; M,,(k) = A’ @y
M, (k). La relacién recién descrita define una relacién de equivalencia en la unién
de los conjuntos ASCk(n). Denotamos al conjunto de clases de equivalencia por
Br(K|k), y a la unién de los conjuntos Br(K|k) para todas las extensiones Galois

finitas por Br(k).

Consideremos una extension ciclica K|k, es decir, una extension Galois
con grupo Galois ciclico G = Gal(K|k). Sea n = |G| = [K : k]. Un elemento
X € hom(G,Z/n) es llamado un caracter. Presentar un caracter sobreyectivo es
equivalente a presentar un isomorfismo y : G — Z/n, o elegir un generador o € G
tal que x(o) = 1.

Sean entonces x un caracter sobreyectivoy a € k*. Denotemos por ¢ a la preimagen
de 1 via y. Definimos el k-4lgebra (,a) como el K-espacio vectorial generado por
{1,e,€? ...,e" 1}, con la multiplicacién dada por eX = o(\)e para A € K,y " = a.

Vemos ademds que dimy(x, a) = n?, pues dimg(x,a) =n = [K : k].

Ejemplo 1.3.4. Consideremos la extension ciclica C|R. En este caso, n = 2 y
G = {id, o}, donde o es la conjugacién compleja. Sea x : G — Z/2 el caracter

definido por x(o) = 1. Entonces, si a € R*,
(x,a) ={z4+we/z,w € C},
donde €? = a y ez = Ze. Si a > 0, consideremos
¢: (x,a) = My(R)
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dado por

‘ . a+yva P —d/a
d(a+1if + vye+ide) = va va
—B—d0va a—-vva
¢ es inyectiva, y como (x,a) y M3(R) tienen dimension 4 sobre R, debe

ser un isomorfismo.

1.4 Variedades Algebraicas

Recordemos que, asi como las variedades topoldgicas o diferenciables se
construyen pegando bolas abiertas de un espacio euclidiano, un esquema resulta de
pegar conjuntos abiertos llamados esquemas afines. Un esquema afin es un espacio
localmente anillado isomorfo al espectro de un anillo. Un morfismo de esquemas es
un morfismo de espacios localmente anillados. Un isomorfismo es un morfismo que
posee inversa. Asi, los esquemas junto con los morfismos de esquemas forman una
categoria. Un punto genérico es aquel cuya clausura es igual al cerrado irreducible
que lo contiene.

Un esquema X es integral si el anillo asociado a cada abierto U C X es un dominio
de integridad.

Un morfismo de esquemas f : X — Y es de tipo finito si existe un cubrimiento de Y’
por abiertos afines Y; = Spec(B;) tal que para cada i, f~'(V;) puede ser cubierto por
una cantidad finita de afines abiertos U;; = Spec(A4;;), donde A;; es un B;-algebra
finitamente generado.

Dados los esquemas X y S, decimos que X es un esquema sobre S si existe un
morfismo X — 5. Si X,Y son esquemas sobre S, definimos el producto fibrado
X XgY sobre S, junto con proyecciones p; : X XgY — X ypy: X XgY =Y que

hacen conmutar un diagrama con los morfismos X — Sy Y — S, de la siguiente
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manera: dados el esquema Z sobre S y morfismos f : Z — X y g: Z — Y que hacen
conmutar un diagrama con X — Sy Y — S, entonces existe un unico morfismo

0:7Z — X xgY talque f=p100yg=py08.

S

nn

Una inmersion cerrada es un morfismo de esquemas f : Y — X tal que
f induce un homeomorfismo de Y sobre un subconjunto cerrado de X (Y y X vistos
como espacios topolégicos), y la aplicacién inducida de haces f* es sobreyectiva. Si
X es un esquema sobre Y, definimos el morfismo diagonal como el inico morfismo
A: X — X Xy X cuya composiciéon con ambas proyecciones pi,ps : X Xy X — X
es la identidad. Si dicho morfismo es una inmersiéon cerrada, decimos que X es
separado sobre Y.
Definimos una variedad algebraica, o simplemente variedad, como un esquema sepa-

rado integral de tipo finito sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k.
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2 TEORIA K DE MILNOR

El presente capitulo estd dedicado por completo a la teoria K de
Milnor. Vemos ademas el simbolo tame y la aplicacion norma, que generaliza
aquella vista en el capitulo anterior. También mencionamos resultados interesantes,

como la Ley de Reciprocidad de Weil y el Teorema de Milnor.

2.1 Los K-grupos de Milnor

Sea k un cuerpo.

Definicién 2.1.1. Definimos los K-grupos de Milnor KM (k) asociados a k como
los cocientes de (k*)®™ por el subgrupo generado por los elementos de la forma

a1 ® - ®ay, con a; +a; =1, para 1 <i < j <n (relacién de Steinberg).

Ast, KM (k) =7y KM(k) = k*. Laimagen de a; ® - - - ®a,, en el cociente se denota
por {ay,...,a,}, y se le conoce como simbolo.

En KM x KM definimos la multiplicacién («, 8) — {«, 3}. Esta operacién esté
bien definida, pues si a; ® -+ ® a, es cero en KM 0 by @ --+ ® by, es cero en KM

entonces es claro que a; ® --- ® b, debe ser cero en KM Esta multiplicacion

n+m-*

permite definir, como veremos a continuacién, el anillo graduado anticonmutativo

KM (k) = @ KL (k).

n>0

Veamos algunas propiedades de los simbolos que nos resultaran ttiles.

Proposicion 2.1.2. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. En KM (k) se cumple {z,—z} =0 y {x, 2} = {z,—1}.
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2. {a, B} = (=1)"{B, a}, para todo o« € KM y todo 8 € KM.

3. Siar+---+ay,, la suma de elementos no nulos de K, es 0 ¢ 1, entonces

{ai,...,a,} =0.

4. {ay,...,1,...;a,} =0

Demostracion.

1. Se cumple que {x, —z} + {z,—(1 — 2)z7'} = {x,1 — 2} = 0, luego

{v,—2} = —{z,-(1—2)z7 '} ={a ", 1 -2} =0,

lo cual prueba la primera propiedad. En cuanto a la segunda,

{z,2} —{z, -1} = {z, 2} + {z, -1} = {z, -2} = 0.

2. Basta ver el caso n = m = 1.

0=A{zy, —ay} = {z, —z} +{z,y} +{y, 2} + {y, —y} = {z,y} + {y, 2}.

Aplicando induccion se obtiene el resultado.

3. Aplicando induccién sobre n, sabemos que el resultado es cierto para
n = 1,2. Supongamos que n > 3. Si a; +as = 0, entonces sabemos que

{ai,as,...,a,} = 0. Si a; + as # 0, entonces tendremos que

ai az

- =1,
CL1+(12 CL1+CL2

y por lo tanto,

{ aq (05} }_0
a4+ ay’ a; + as '
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Multiplicando por {as,...,a,}, obtenemos

a1 a2
0 = , , A3, ..., 0n
a;+as” a; + as

= {ay,a9,as3,...,a,} —{a1 + ag,as,as,...,a,} —

({al + G2, dg, as, . .. 7an} - {al + G2, a1 + 2,0z, . .. 7an})7

donde los tres ultimos sumandos son 0, por la propiedad anterior y la

hipétesis inductiva {a; + as, as,...,a,} = 0.

4. {ay,...,1,...;a,} = {ay,...,1% .. Ja,} = 2{a1,...,1,...,a,}, de
donde {ay,...,1,...,a,} = 0. O

Ejemplo 2.1.3. Para todo cuerpo finito F, el grupo K2/(F,) es trivial. En efecto,
si x € F es un generador, basta ver que r ® z es cero en KM (F,). Siq es
par, es decir, si la caracteristica del cuerpo es 2, entonces ¢ = —x y {x,z} =
{z,—x} = 0. Supongamos que ¢ es impar. Es claro que 0 = {u, 1 —u} = {2", 2™} =
nm{x,z}, pero si n o m fuera par, la igualdad es trivial. En efecto, basta notar
que 2{z,xz} = {z,2} + {x,—1} = {x,—x} = 0. DBasta encontrar entonces un
elemento u no cuadrado tal que 1 — u también sea no cuadrado. Considerando la
funciéon u — 1 —u en F, — {0, 1}, vemos que es una biyeccién (es una involucién),
y como este conjunto tiene (¢ — 1)/2 cuadrados (%, z*, ... 2771, tendrd (¢ — 3)/2

no cuadrados, por lo que tal u debe existir.

2.2 El Simbolo Tame

Sea K un cuerpo con valuacién discreta v : K* — Z. Denotemos por A al respectivo
anillo de valuacion discreta, por M a su ideal maximal y por s a su cuerpo residual.
Fijemos un parametro local 7, de tal manera que todo elemento de K* se escribe
de manera tnica como x = 7'u, para alguna unidad u de A y para algin entero

i. Veamos que los simbolos de la forma {m, uo, ..., u,},{us, ..., u,}, con u; € A%,
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generan KM (K). Basta hacerlo para n = 2:

{,y} = {r'u, 7w}
= Zj{ﬂ-7 7T} + i{TF, w} + j{u7 7T} + {u7 w}

= ij{ﬂ-7 _1} + i{7T7 ’LU} - j{ﬂ-a u} + {U, U}}
Proposicion 2.2.1. Para cada n > 1, existe un unico homomorfismo

oM KM(K) — KM (k)

{mug,...;up,} — {tg,..., U}

para todo pardmetro local m y toda unidad u; € A*. Ademds, fijando un pardmetro
local m € A, existe un 1unico homomorfismo

sMKM(K) — KM(k)

n

{7y, ..., 7w,y = {U,. .. T}
para todo entero i; y toda unidad u; de A.

Demostracion. Vemos que {uy,ug...,up} + {mug,...,u,} = {muy,us,...,u,},
donde 7u; es un pardmetro local, por lo que {uy,...,u,} debe ser anulado por
OM . Esto asegura la unicidad de ™. La unicidad de s sigue de la unicidad de la
escritura de un elemento de K en la forma 7'u, para algtin entero ¢ y alguna unidad
u.

En cuanto a la existencia, consideremos el KM (k)-algebra KM (x)[£] donde se cumple

€ = {~1}¢
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Esta algebra tiene graduacion natural

donde £ tiene grado 1y
L, = K, (k) ® K30 ()€

paran >0, Ly = Z.

Consideremos también, para un parametro 7 fijo, el homomorfismo de grupos

det KX — L=k ®ZLE

mu = (4,if).

Tomando potencia tensorial y usando la estructura de producto en K (x)[£], obte-
nemos

4= (K7)®" — L,

Denotemos las proyecciones L,, — KM (k) y L, — KM (k) por 7 y 7, respectiva-

mente. Considerando las composiciones

Ty 0 d®" : K& — KM (k)

modd™ : K& — KM(k),

la construccién estarda completa si establecemos la relacién de Steinberg
d??({z,1 —2}) = de(2)d,(1 —2) =0

en Lo.
Sea v = miu € k*. Sii >0, entonces z € M y 1 —x =1 € k. Luego d(1 —z) =
(1,08) v dr(2)ds(1 —2) = 0.
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Sii<0,1—2z=(—u+m)7"yd:(1 —1x)=(—7,if). Luego

de(2)de(1—2) = (Wi€)(~a,i€) = ({m,~a}, (~1) "7 (~7) 7€)
= (0.{(-)" "} =0.

Sii =0y v(l—=z)#0, reemplazando = por 1 — z llegamos a los casos anteriores.
Sii=0yv(l—x)=0,es decir, si x y 1 —x son unidades, entonces d,(z)d.(1—z) =

({u,1 —u},08) = 0. 0

Ejemplo 2.2.2. Cuando n = 1, el simbolo tame O™ : KM(K) — K}M(k) es la
valuacion discreta v : K> — Z.

Cuando n = 2, tendremos que OM : KM(K) — KM (k) estd dado por

8M({a7 b}) = 8M<{7Tiuv ﬂ-jw}) = aM(w{ﬂ-’ _1} - j{ﬂ-’ u} + Z.{ﬂ-w w} + {uv w})

— ()T = (1)) ()

- (_1)ija—jbi — (_1)U(a)v(b)a7v(b)bv(a),

para a = wu,b = mw € K*.

Observacién 2.2.3. La manera en que se relacionan los simbolos tame y las apli-

caciones especializacién es la siguiente: para todo parametro local m,
sM{ay, ... a,}) = M({~m,a4,...,a,}),
para cualquier {ay,...,a,} € KM(K). En efecto, si a; = m'u;, entonces
{—m, a1,...,ap,} =i{—m, 7, ...;an} + {—7,u1,...,an},

donde el primer sumando de la parte derecha de la igualdad es igual a cero. Con-
tinuando este proceso, podemos suponer que los a; son unidades, y la afirmacién

sigue de la definicién.
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Definicién 2.2.4. Definimos U,, como el subgrupo de KM (K) generado por los
sfmbolos {uy,...,u,} conu; € A*, y Ul € KM(K) como el subgrupo generado por

los simbolos {z1,...,z,} con x; € A* tal que 7; = 1.

Observacién 2.2.5. Veamos que U} es un subgrupo de U,. Escribiendo z = 7iu €
A* para alguna unidad u, basta ver el caso n = 2. Veamos que los simbolos de la

forma {1+ am, 7}, con a € A, pertenecen a Us. Si a € AX, entonces

{1+amn}y = {1+ar —ar}+{l +ar,—a" '}

= {l+anr,—a '} €.

Sia € M, entonces

1+a
l1—m

1+a

{1+am,7} = {1+ o+ {1l —7, 7}

: 1+a X
por el caso anterior, pues 7+ € A*.

Proposicion 2.2.6. Se tienen sucesiones exactas

0= Uy — KM(K) 2 KM (k) = 0

Srs M
0= Ul - KM(k) o)

KM(k)o KM (k) — 0.
Demostracién. De la definicién, sabemos que M y s son sobreyectivas. Para que
la primera sucesién sea exacta, debemos mostrar que U, = ker(0™). Es claro de

la definicién que U,, C ker(9™). Veamos lo que pasa con los simbolos de la forma

B ={mug,...,u}, u; € AX.
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Consideremos la aplicacion

v KL (k) = KYN(K)/U,

{Uy,...,Up1} +— {muy, ..., uy_1} mod U}

Esta aplicacién estd bien definida. En efecto, basta ver el caso n = 2. Si v/ =, es

decir, v’ = u + am, entonces

{mr, '} = {mu+ar}={mu(l+au'n)}

= {mu}+{m1+au"'7}.

Como {m, 1+au'r} = —{1+au"'m 7} € Uy, se tiene que {m,v'} = {7, u} mod U,.

Si 3 € ker(9M), entonces
0= (10 0™)(8) = B mod U,

es decir, 8 € U} C U,,. Como todo simbolo se escribe como combinacién de elemen-
tos de U,, y del tipo 3, tendremos que ker(0™) = U,,.
Para la segunda sucesién, definimos

KM(k) — U,/ U}

n

{Wy,...,q,} = {uy,...,u,} mod U}

M

. . 1
o es trivial en U,

Nuevamente, dicha aplicacién estd bien definida, y como s
(propiedad 4 de los simbolos), es la inversa de la aplicacién inducida por la

restriccion s3'| . O
n
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2.3 El Teorema de Milnor

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Recordemos que existe una

biyeccién entre los anillos de valuacién discreta de k(t) triviales en k y los puntos
cerrados P del espacio proyectivo P;. Para tal P, denotamos por Ap, k(P) y
vp a los correspondientes anillo de valuacion discreta, cuerpo residual y valuacion,
respectivamente.
Si P # oo, denotamos al respectivo parametro local por mp. El grado de 7p es
llamado simplemente grado de P (lo cual denotamos por grad(P)) y coincide con
[k(P) : k|, la dimensién de x(P) como k-espacio vectorial. En efecto, basta ver
que si grad(P) = d, entonces {1, 1, .. ,fd_l} es una base de k(P) como k-espacio
vectorial.

Si P = 0o, consideramos mp = t~!. Asi, tendremos simbolos tame
Op' Ky (k(1) — KLy (w(P))

y especializaciones

sM o KM (k(t) — KM (k(P)).

TP n

Si definimos

oM = (0p) K k(1) = ] K (w(P)),

PeP}
vemos que la imagen estd en la suma directa. En efecto, f = g/h € k(t) es unidad
en Ap si, y solamente si f~! = h/g € Ap. Esto ocurre cuando P no es raiz de g,
lo cual no ocurre solo en una cantidad finita de puntos. Por lo tanto, la imagen
de {fi, fa, ..., fa} es nula en todo KM (k(P)), excepto para una cantidad finita de

puntos cerrados.

Teorema 2.3.1. (Milnor) La sucesion

0 — K} (k) — KM (k(t) = @ K (k(P) = 0

PeP}
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es exacta y split por la especializacion s;-1 en 00.

Demostracion. Es claro que Kflw(k:(t)) tiene una fltracién

donde Ly es el subgrupo generado por los simbolos {fi,..., f.}, con f; polinomio

de grado < d para todo ¢ =1,...,n. Para cada d > 0, consideremos

o)y Y (k() = D K)Li(s(P)),
grad(P)=d
la suma directa de las aplicaciones 9 para los puntos cerrados de grado d. La

restriccion de esta aplicacién a Ly induce un isomorfismo

=M
9y :La/Laei~ P KM (k(P))
grad(P)=d
Esta aplicacién existe, pues si P es un punto cerrado de grado d 'y {fi,..., fn} es
un generador de Ly 1, cada f; tiene grado a lo mas d — 1, y serd combinacion de
elementos {uy,...,u,} (pues grad(mp) = d). Luego 9 es trivial en Ly ;. Veamos
_M .

que J; posee inversa.
Sea P un punto cerrado de grado d. Para todo @ € k(P) existe un tinico polinomio

a € k[t] de grado < d — 1 con imagen @ en k(P). Asi, podemos definir

hp: KM (k(P)) — Lg/Lq

{as,...,a,} +— {mp,as,...,a,} mod Ly,

Veamos que hp es un homomorfismo. Basta ver el caso n = 2. Supongamos que
@y = boCy. Si ag = bacy, no hay nada que probar. Supongamos entonces que

as # bycy. Dividiendo por mp obtenemos bacy = as — mp f, para algin f € k[t] con

27



grado < d — 1. Luego
pf _ baCa
a2 a2

{7TP7 bZCZ} — {ﬂ'p, CLQ} = {7TP7 bQCQ/a2}
= —{f/ag,baca/as} + {mpf/as,boco/as}
= —{f/as,baca/as} € Lyg_1q

Aplicando induccién, obtenemos sucesiones exactas

0= Lo—La— P KV y(k(P)—0 (2.1)
grad(P)<d

para todo d > 0. En efecto, por lo anterior tenemos sucesiones exactas

0= Lia—La @ K (k(P)—0
grad(P)=d

para todo d > 0. Si suponemos la afirmacién verdadera para d — 1, tendremos

0= Lo—Lin> @  EM(k(P) 0.
grad(P)<d-1

Considerando la aplicacién (a,8) : La = @Dgaa(p)<d KM . (k(P)) obtenemos la

formula 2.1, teniendo en cuenta que
ker(a, ﬂ) = LO N Ld = Lo.

Dichas sucesiones exactas forman un sistema natural directo respecto a las inclu-
siones que vienen de la filtracién. Como Ly = KM (k) y Uz La = KY(k(t)), la
sucesiéon exacta del teorema se obtiene pasando al limite directo, que respeta suce-
siones exactas. Ademas, es claro que la sucesion es split, pues para P = oo, se tiene

k(P) = k. O
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Como la sucesién del teorema es split, podemos definir aplicaciones coresiduales
v o KM (k(P)) — KM(k(t)) para todo punto cerrado P # oo, tales que
I o pp = idupy y Op 0¥y =0 para Q # P.

Corolario 2.3.2. Para todo o € KM(k(t)), para todo n > 0, se cumple que

o = sp-1(Q) ) + Z (¥p o Op)(a).

PeA}

Demostracion. Para todo P # oo, tenemos de la definicién de ¢p que

ap <Oé — Z (wp e} ap)<05>> = ap(Oé) — ap<04) = 0,
P+#oco

luego

a— Z (vp o Op)(a) € ker(Op)

P#oco

y, por la sucesion exacta de Milnor,

a=Y (¥podp)(a) =8
P00
para algin f que viene de K2 (k); es decir, 8 = s;-1 () ) O
Para todo P # oo definimos normas Np : KM(k(P)) — KM (k) mediante Np :=

—0M oM para todon > 0. Si P = oo, definimos Np como la identidad en KM (k).

Corolario 2.3.3. (Ley de reciprocidad de Weil) Para todo o € KM (k(t)), se cumple

que

" (Np o 0 () = 0.

PeP}
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Demostracion. Usando la notacién del corolario anterior, 0 (/) = 0, luego

—Onla= Y (Wpodp)(@) = —0x(a)+ Y (Npodp)(a)

P+#c0 P#oco

= Y (Npod)(a)=0

PeP}

|

Observacién 2.3.4. Si L|K es una extension finita y la valuacién discreta w ex-
tiende a v, entonces v(K*) es un subgrupo de indice finito en w(K*). Este indice
es llamado indice de ramificacion y se denota por e(w|v), o simplemente por e.

Denotando al simbolo tame asociado por 9V, tendremos que
0y (ar) = ed" (),

para todo o € KM(K). En efecto, basta escribir un pardmetro local 7 para v como
m = mwjuy para algun parametro local 7, y una unidad wu; para w. Entonces para

cualquier (n — 1)-upla (us, ..., u,) de unidades para v se obtiene
{mug,...,upntr = e{mp,ug, ..., unt +{up, us, ..., u},
donde el segundo término de la suma es eliminado por 9.

La proposicion que sigue a continuacion es consecuencia de los siguientes

lemas:

Lema 2.3.5. Sea L|K una extensién de cuerpos, P € P un punto cerrado. En-

tonces

Dir)nr) LK

Do p KM (5(Q)) =22 KM(L)
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conmuta, donde eq es el indice de ramificacion de la valuacion vg que extiende vp

a L(t).

Demostracion. Por la observacion anterior, el diagrama

op!

K (K (1)) K)(K)
IL(H)K (1) DivQ)np
M X eady M
K (L(2)) Do.r K (K(Q))

es conmutativo. Luego, también lo es el diagrama

Ky (5(P)) - Kl (K (1)
Din@)ln(p) L) K (1)
Sequy
Dqp K (£(Q)) K (L())
De la definicién de las normas Np, se obtiene la compatibilidad del lema. O

Lema 2.3.6. Sea L|K una extension de cuerpos finita. Asumamos que la clausura
integral del anillo de valuacién A, (v valuacion discreta en K) de v en L es un

A,-mddulo finitamente generado. Entonces

> elwlv)r(w)|s(v)] = [L : K],
wlv

donde los w extienden a v sobre L.

Demostracion. La prueba se puede encontrar en [9], Seccién 1.4, Proposicién 10. O
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Proposicién 2.3.7. Para n = 0, Np : KM (k(P)) — KM (k) estd dada por la
multiplicacion por [k(P) : k], y para n = 1, coincide con la norma del cuerpo

N,i(p)|k : IQ(P)X — k*.

Demostracion. Aplicamos el primer lema con K = k, la clausura algebraica de k.
En este caso, los puntos () tienen grado 1 sobre K, y las aplicaciones Ng son la
identidad. Ademads, las aplicaciones verticales son inyectivas para n = 0, 1. La afir-
macién para n = 0 sigue del segundo lema, pues tendremos que Y eq = [k(P) : k],
mientras que para n = 1, la afirimacion sigue de la definiciéon de la norma del cuerpo
N(pyjk(a) como el producto de las raices en K (con multiplicidad) del polinomio

minimal de «. O

Observacion 2.3.8. Las aplicaciones Np satisfacen la formula de proyeccion

Np({axr), B}) = {a, Np(B)},

para todo a € KM (k), para todo 8 € KM (k(P)).

Lema 2.3.9. El subgrupo Lqg C KM (k(t)) estd generado por simbolos de la forma

{ah s Amy Tt 1, - - - 77Tn}7
con a; € k™ y m; € k[t] polinomios mdnicos irreducibles tales que

grad(mmy1) < -+ < grad(m,) < d.

Demostracion. Ly estéd generado por simbolos {f,..., f,} con grad(f;) < d. Fac-
torizando estos polinomios, y aplicando bilinealidad y anticonmutatividad, podemos
considerar los generadores del lema, pero con grad(my,11) < --- < grad(m,) < d. Si
n = 2, supongamos que grad(m) = grad(my) < d. Aplicando induccién sobre d, si

d =0, m = ay, m = ay. Supongamos que d > 0. Si grad(m;) = grad(m) < d,
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la hipétesis inductiva nos da el resultado. Si grad(m;) = grad(me) = d, dividimos
Ty por T para obtener m = m + f con grad(f) < d. Entonces 1 = 7% + ;’; y

{:_;, %} =0 en KM(k(t)). Escribimos

frmt = w1 =~ Ly 2+ (1)

- {m,f}+{w2,}}+{w2,—1}={m,f}+{m,—§}
= _{fv ﬂ-l} + {_f7 7T2}‘

Factorizando f y aplicando la hipdtesis inductiva, obtenemos el resultado. El caso

general es similar. |

Proposicién 2.3.10. (Lema de Bass-Tate) Sea K = k(a) con a de grado d. En-
tonces KM(K) es generado como KM (k)-mddulo a izquierda por elementos de la
forma {m(a),...,mm(a)}, donde los m; son polinomios mdnicos irreducibles en klt]
que satisfacen

grad(my) < -+ < grad(mp,) <d—1.

Demostracion. Sea mwp el polinomio minimal de a sobre k, el cual define un punto
cerrado P de grado d en P;. Se sigue de la demostracién del Teorema de Milnor
que el simbolo tame ¥ induce una suryeccién de Ly sobre KM (k(P)). Del lema

anterior concluimos que KM (k(P)) estd generado por simbolos de la forma

O ({ay, ..., Qm, Tty Tn}),

con a; € k* y m; polinomios ménicos irreducibles tales que grad(m, 1) < --+ <

grad(m,) < d. Sim, # 7p, los m; satisfacen v, (m;) = 0 (pues m; = 7hu;), y los

simbolos son cero. Si 7w, = 7p, los simbolos son

Op({....7p}) = £0p({mp,...}) = £{ar, ... ams i1 (@), - ., Tns(a)}.
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Corolario 2.3.11. Sea K|k una extension finita. Supongamos que se cumple que
dicha extension es cuadrdtica o de grado primo p y k no admite extensiones finitas
no triviales de grado primo con p. Entonces KM(K) estd generado como KM (k)-

médulo a izquierda por KM(K) = K*. Es decir, las aplicaciones producto
KM (k) ® K — K (K)
son sobreyectivas.

Demostracion. En ambos casos, K se obtiene adjuntando un solo elemento a a k,
y los tinicos polinomios moénicos irreducibles en k[t] de grado < [K : k| son los

polinomios lineales x — a. Se concluye el resultado aplicando la proposicion. O

Observacion 2.3.12. Un caso tipico en el que se satisface la segunda condicién es
cuando k es una extension mazximal prima con p de algin cuerpo ky C k. Esto es,
una extension algebraica k|ky tal que todas sus subextensiones finitas tienen grado
primo con p, y la cual es maximal con respecto a esta propiedad. Para un cuerpo
ko de caracteristica p, tal extension k se puede construir tomando el subcuerpo de

una extensién separable k|kg fijada por un pro-p subgrupo de Sylow de Gal(k;|ko).

2.4 La Aplicacion Norma

Sea K|k una extensién finita. Deseamos extender la nocién de norma
(de una extension Galois) Nk, : K* — k* vista en el capitulo anterior a aplicaciones
Nip : KM(K) — KM(k), para todon > 0. Si K = k(a), el polinomio minimal de a
define un punto cerrado P € P} para el cual K ~ k(P). La aplicacién Np definida

en la seccion anterior satisface, como ya hemos visto, las siguientes propiedades:

1. Np: KM(K) — K} (k) es la multiplicacién por [K : k.
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2. Np: KM(K) — KM (k) es la norma usual Ny : K* — k*.

3. (Férmula de proyeccién) Np({ak,5}) = {a, Np(B)}, para todo o €
KM(k), para todo 8 € KM(K)

Observacién 2.4.1. Si una norma Ny, satisface las propiedades 1-3 de arriba,
tendremos que Ny o i : KM (k) — KM (k) estd dada por la multiplicacién por
[K : k], para todo n. En efecto, esto es obvio para n = 0 (propiedad 1) y n = 1
(prop. 1.2.1). Usando induccién y la férmula de proyeccién, obtenemos el resultado

en general.

Definimos entonces, para una extension simple K = k(a), (cambiando
la notacién dada al principio) Ny : KM (k(a)) — KM (k) por N,y := Np, donde
P es el punto cerrado considerado anteriormente. Si consideramos una extension
finita arbitraria K|k, podemos escribir K = k(ay,...,a,) para algunos generadores

aiy...,a. € K,y
ka(al)Ck(ag)C---Ck:(al,...,ar):K.

Haciendo

Nay,..arlk = Naylk(ar,ar—1) © ** © Nagjk(ar) © Nay ks

obtenemos una aplicacion que satisface las propiedades 1-3 de arriba y que ademaés

satisface

4. (Composicion) Dada la torre K'| K|k, se tiene

NK’\k = NK|k o NK’|K

Por la observacion anterior, también se tiene que Ny, 4.k © ik €5 la multiplicacion
por [K : k]. Finalmente, mencionamos un teorema debido a Kato y una ley de

reciprocidad que serd usada mas adelante:
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Teorema 2.4.2. Las aplicaciones Ng, o1k K2 (K) — KM (k) no dependen de la

eleccion de los generadores ay, . .., a,.

Un esbozo de la prueba se puede encontrar en Kato : A generalization
of local class field theory by using K-groups, II.

Asi, podemos definir

n

Nicp = Nay . KY(K) — KM (k),

para todo n > 0.

Corolario 2.4.3. Sio: K — K es un k-automorfismo, entonces se cumple N,
g = NK\k-

Demostracién. En efecto, por el teorema se tiene Ny, . 4.k = No(ay),....o(ar) k- O

Proposicion 2.4.4. Sea K un cuerpo completo con respecto a la valuacion discreta
v con cuerpo residual k. Sea K'|K una extension finita y denotemos por k' al cuerpo

residual de la unica extension v’ de v a K. Entonces, para todo n > 0, el diagrama

conmuta.
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3 TEOREMA 90 DE HILBERT

En este capitulo incluimos el resultado principal de nuestro tra-
bajo, el Teorema 90 de Hilbert para K5. Previamente definimos las variedades de

Severi-Brauer, asi como algunos resultados necesarios en la prueba de dicho teorema.

3.1 Variedades de Severi-Brauer

Definicién 3.1.1. Una variedad de Severi-Brauer sobre un cuerpo k es una varie-
dad algebraica proyectiva sobre k tal que la extensién de base Xg := X x; K es
isomorfa a P% ! para alguna extensién finita K|k. El cuerpo K es llamado cuerpo

de descomposicion para X.

Para una variedad X sobre k de dimensién d, denotemos por X; al
conjunto de sus puntos de dimensién ¢ (viendo a X como k-esquema). Para todo

entero n, tenemos complejos de grupos abelianos

Su(X): @@ KX s(P) S @ KM, (s(P) S-S @ KM(s(P)),

PeXy PeXy 4 PeXp

llamados complejos de Gersten en K -teoria de Milnor.

Definicién 3.1.2. Para 0 < ¢ < d, denotemos al i-ésimo grupo de homologia del
complejo S, (X) (es decir, la homologia en el término indexado por los puntos en
X;) por A;(X, KM). Este es llamado i-ésimo grupo de homologia de X con valores

M
en K.

Proposicion 3.1.3. Para todo entero n,d > 0, se cumple que

KM (k si0<i<d
Ay = § el -
0 en cualquier otro caso.
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Demostracion. La prueba se puede encontrar en [3], Proposicién 8.2.6.

Ejemplo 3.1.4. El caso que nos interesa es el de n = 2 — d. En tal caso, tenemos
Ad(Pd7 K2]\{d) = Kéw(k)v

Ag (P4 KT =2 kX,
Ag_o(PL KM ) =27
y 0 en los demas casos.

Teorema 3.1.5. Sea k un cuerpo, p un primo invertible en k, y X una variedad de
Severi-Brauer de dimension d = p — 1 sobre k. Si K|k es una extension finita de

grado p que descompone a X, las aplicaciones naturales
A (X KM ) = Agi(Xge, KM +1—d)
son inyectivas para todo 0 < i < p— 1.

Demostracion. Teorema 8.3.1, [3].

3.2 Teorema 90 de Hilbert para K,

Empecemos enunciando el Teorema 90 de Hilbert en su forma original

y un par de resultados que usaremos en la prueba de su versién para Ko:

Teorema 3.2.1. (90 de Hilbert) En una extension ciclica K|k con G = Gal(K|k) =

(o), todo elemento de norma 1 es de la forma o(e)e™, para algin e € K.

El nombre del teorema es debido a que fue el 900 teorema de su
obra Zahlbericht (informe de los nimeros, 1897), aunque se debe originalmente a

Kummer (1855). Noether probd un teorema més general (1933) que recibe el mismo
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nombre. Este dice que si K|k es Galois finita, entonces H'(G, K*) es trivial.

Proposiciéon 3.2.2. Sean k un cuerpo y m > 0 un entero. Dada la extension ciclica
Galois K|k de grado m y con grupo G, sea x : G = Z/m un isomorfismo. Entonces

el isomorfismo

Br(K|k) ~ k* /N (K*)

lleva un elemento b € k* a la clase del dlgebra ciclica (x,b).

Demostracion. Corolario 4.7.4 [3].

Proposicién 3.2.3. La clase del dlgebra ciclica (x,b) en Br(K|k) es trivial si, y

solamente si b es una norma para la extension K|k.

Demostracion. Corolario 4.7.5 [3].

Lema 3.2.4. Sean G un grupo profinito y (Aa, ¢ap) un sistema directo de G-mddulos
continuos. Entonces el G-modulo liﬂAa también es continuo, los grupos H'(G, Ay)
con las aplicaciones inducidas forman un sistema directo y existen isomorfismos
canonicos

(G, A,) 5 HY(G, limA,)

para todo i > 0.

Demostracion. Lema 4.3.3 [3].

Sea K|k una extensién ciclica Galois de grado primo p, ¢ un generador

de Gal(K|k). Consideremos la sucesién
K31(1) S K3 () =5 K3 k),

donde ¢ : KM (K) — K} (K) es inducida por o(a ®b) = o(a) @ o(b) en K* @ K*.

La sucesién es un complejo, pues Ng,(o(a)) = Ngpi(a), para todo a € K3(K)
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(Corolario 2.4.3). Luego Ngji o (0 — 1)(a) = Ngpp(a) — Ngj(a) = 0. El Teorema
90 de Hilbert para K5, clave para la prueba del Teorema de Merkurjev-Suslin, se

presenta a continuacion:

Teorema 3.2.5. (90 de Hilbert para Ks) Sea K|k una extension ciclica Galois de

grado primo p, y sea o un generador de Gal(K|k). Entonces el complejo

Ni|k

— KM (k) (3.1)

-1

Ky (K) "= Ky (K)

es exacto.

Demostracion. Dividiremos la prueba en partes. Establecemos primero algunas
notaciones: si F'|k es una extensién y K ®; F' no es un cuerpo, entonces es la suma
directa de p copias de F' (es decir, K®;, F = F®P). En este tltimo caso, denotaremos
por Nge,rir 1 KK @ F) — K} (F) a la aplicacion K3/ (F)®? — K} (F) dada
por la suma de las aplicaciones identidad.

Para cualquier extensiéon F'|k, denotemos por V(F') a la homologia del complejo
_ N
KM(K @, F) T3 KK @y F) 25" KM(F),

donde el automorfismo o actia sobre K ®y, F via el primer factor y KM (K @, F) estd

equipado con la accién inducida. Para una torre E|F|k se tienen homomorfismos

naturales V (k) — V(F) — V(E).
Parte 1

Supongamos primero que k no posee extensiones finitas de grado primo

con py que Nk, : K — k* es sobreyectivo. Consideremos la aplicacion
N : K3'(K) /(0 = 1)Ky (K) — K3 (k)
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inducida por la norma Ng,. Veamos que dicha aplicacién posee inversa. Sea

VB x B — KM(K) /(o — 1)K)'(K)

la aplicacion definida por J(a, b) := {c, b}, donde ¢ € K* es un elemento tal que
Nkp(c) = a; a,b € k*. Para ver que estd bien definida, sea ¢ € K* tal que

Nike(c') = a. Como

NK‘k(c'c_l) = NK|k(C/)NK|k(C)_1 =1,

1

por el Teorema 90 de Hilbert, ¢! es de la forma o(e)e™!, para algin e € K.

Ademéds, o(b) = b, luego
{c,b} — {c,b} = {dc',b} = {o(e)e b} = (¢ — 1){e, b} € (0 — 1)K (K).

Como @Z es bilineal, podemos extenderla a k* ®z k*. Para inducir una aplicacion
en K (k), veamos que respeta la relacién de Steinberg. Sea a € k* con a # 0, 1.
Si a ¢ kP, definimos L = k(a), para algin a € k tal que o = a. De otro modo,

definimos L = K. Consideremos el k-algebra M = K ®; L. Sabemos que
dimy (M) = [K : K][L : k] = p?,
y la aplicacion

p: M — KL

a®b — ab

es sobreyectiva (los elementos de la forma ab, con a € K,b € L generan KL). Si
L # K, entonces [KL : k| = p* = dimy (M), ¢ es un isomorfismo y M es un cuerpo

(pues KL lo es). Si L = K, entonces M = KP. De cualquier forma, tendremos que
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HY(G,M*) = 0, en el primer caso por el Teorema 90 de Hilbert y en el segundo

porque M* es un G-moédulo coinducido.

En seguida, veamos que

Si L = k(a)lk es puramente inseparable, entonces M = K(a)|K

también lo es, y de la definicion de norma tendremos
NM‘K(l — OéM) = (1 — OéM)p =1- (057¢

De lo contrario, L|k es Galois ciclica, y Gal(L|k) estd generado por un automorfismo
7 (recordemos que k contiene a las p-ésimas raices de la unidad). Por lo tanto, en

L, se tiene la descomposicién

Haciendo z = 1 obtenemos

1—a=]J1 =7 () = Nyp(1 - ).

Como M es una extension ciclica Galois de grado p de K o una suma directa de p

copias de K, esto implica 3.2. Usando la férmula de proyeccién, obtenemos
{e,1—a} = Nagx({ear, 1 — an}) = Nang({emay) s 1 — anrt + {aar, 1 — anr}).

Como NM|K(cMonT/}) = Nug(em)Nug (o)™ = a(a?)™! = 1, existe d € M tal

que cyay; = o(d)d™ (si L # K, por el teorema 90 clésico; si L = K, porque
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HY(G,M*) =0,y todo cociclo es un coborde - ejemplo 1.1.10), luego
{e.1=a} = Nyjg({o(d)d™",1 — an}) = (0 = )Nax({d, 1 — anr})

yUla® (1 —a) ={c1—a} e (0c—1)KMK), porlo que la aplicacién esté bien
definida.

Tendremos entonces una aplicacién
v K (K) = Ky'(K)/ (0 = DKy (K)
que cumple
Nicie(¥({a,b})) = Nip({c, b}) = {Ni(c), b} = {a, b},

por lo que 1 debe ser inyectiva. La sobreyectividad se debe al corolario 2.3.3,
teniendo en cuenta que k no admite extensiones finitas no triviales de grado primo
con p. Este asegura que la aplicacién K* ®7 K* — K} (K) es sobreyectiva, por lo

que ¥ también lo es.

Parte 2

Veamos a continuacién que si k'|k es una extension algebraica de grado
primo con p o, si la extension es infinita, con todas las subextensiones finitas de

grado primo con p, entonces V (k) — V(k’) es inyectivo.
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Supongamos una extension finita L|k. A partir del diagrama

o N
K3 (K @ L) L KM(K @ L) — " k(L)
Nk, LIk Nkg, Lk Nrk

o— N
KM(K) - KM(K) T KM (k)

obtenemos una aplicacién norma Npy, : V(L) — V(k). De la Observacion 2.4.1,
sabemos que la composicién V (k) — V(L) — V (k) es la multiplicacién por [L : k.
En particular, si L. = K, dicha composicién es la multiplicacién por p. Por otro
lado, K ®; K se descompone como una suma directa de p copias de K, y o actiua
trivialmente en cada componente pues hemos definido su accion en K ®; K via el
primer factor. De ahi que V(K) = 0.

Asi, obtenemos que pV (K) = 0. Ademas, si L = k' es una extension finita de grado
primo con p, la composicién V (k) — V (k') — V (k) es la multiplicacién por [k : k],
y por lo tanto V (k) — V(k’) debe ser inyectiva. Para pasar al caso general de una
extension algebraica k'|k de grado primo con p, basta considerar k' como el limite
directo de sus subextensiones finitas, y notar que el funtor L — V(L) conmuta con

productos tensoriales y sucesiones exactas, luego con limites directos.

Parte 3

Sea X una variedad de Severi-Brauer con cuerpo de descomposicion
la extension K|k ciclica de grado p. Entonces la aplicacién V (k) — V(k(X)) es

inyectiva.
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Consideremos el diagrama

o—1
K3 (K)

(K (X)) —2—
a]%
P wpy—=

cuyas filas y columnas son complejos.

Ng |k

K(K) K3 (k)
KM (K (X)) —= o K (k(X))
8M a]%
Ng|k

D w(P)"

PeXj,

D «(p)

PeXx!?

Tomemos un elemento de Ker(V (k) —

V(k(X))). Es decir, la clase de un elemento o € Ker(Ng,) en K27 (K) cuya imagen
en K2(K (X)) sea de la forma akx) = (o — 1)(8), para algin 8 € K3 (K(X)).

Veamos que 3 € K3 (K), es decir, que la clase de « es 0.

Es claro que el diagrama es conmutativo (prop. 2.4.1). Como (o — 1)0(3) = 0,
entonces (M (3)) = 0™ (B), y 9™ () debe provenir de un elemento de @ 1 x(P)*.

Ademds, las valuaciones de este elemento que provienen de puntos de X? deben ser

triviales, tal como aquellas de 3™ (3). Esto es, debe existir un elemento

% € Z(X) = Ker( P w(P)* = €D 2)

Pex!
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tal que OM () = vo.x. Consideremos ahora el diagrama conmutativo

Ad—l (Xa KZA{d)

3M

K3 (K(X))/ K3 (K)

Z(Xk)

Ag1 (X, K1)

Las filas son exactas por la definicién de los grupos Ay (X, K ,), y la inyectividad
de la tercera columna viene del Teorema 3.1.5. Del diagrama vemos que existe
Bo € KM (k(X)) tal que 9M(3y) = 0. Podemos entonces reemplazar 3 por 8 — 5o i
sin que la relaciéon a = (0 — 1)3 se vea afectada, pero ahora 0™ (3) = 0. Es decir,
Be Ay Xk, KM ) c KY(K(X)). Como Xg es un espacio proyectivo sobre K, del
ejemplo 3.1.2 se tiene que 8 € K} (K).

Parte 4

Finalmente, definamos una torre de cuerpos
k:FocFlchc---cFOO:UFn
n

de manera inductiva, como sigue:

1. El cuerpo Fy,i1 es una extensién maximal prima con p de Fy, (Observacién
2.3.12).

2. El cuerpo Fy, 49 es la composicion de todos los cuerpos de funciones de las varie-
dades de Severi-Brauer asociadas a élgebras ciclicas de la forma (y,b), donde x es

un elemento fijo de Gal(Fpi1 K|Fopp1) = Gal(K|k), y b e Fy, 4.
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La composicién de todos los cuerpos de funciones de una familia de variedades
{Xi/i € I} se refiere al limite directo del sistema directo de cuerpos de funciones
de todas las variedades X;, X --- x X; para subconjuntos finitos {iy,...,i.} C I,
parcialmente ordenados por las inclusiones naturales.

Ademas, las extensiones K F;|F; son todas ciclicas de grado p. En efecto, esta
propiedad se preserva cuando se pasa a una extension de grado primo con p y cuando
se toma el cuerpo de funciones de un producto de variedades de Severi-Brauer, pues
estas variedades son geométricamente integrales, y por lo tanto el cuerpo base es
algebraicamente cerrado en su cuerpo de funciones.

La parte 2 arriba muestra que V' (Fy,) se encaja en V(Fy,41) para n > 0, y una
aplicacién iterada de la parte 3 muestra que V(Fy,. 1) se encaja en V(Fy,12). Asi,
V (k) = V(Fy) encaja en V(F.). Veamos ahora que el cuerpo F,, satisface las
condiciones de la parte 1, lo cual concluye la prueba. Por construccién, no ad-
mite extensiones algebraicas de grado primo con p. La sobreyectividad de la norma
Nkr.|F. Viene de la proposicién previa a este teorema, que dice que bajo el iso-
morfismo F}/Nkp, r. (KFx)”) = Br(KFy|Fy), las clases de todos los elementos
b € FZ son llevadas a las clases de las algebras (y,b). Pero cada b proviene de
algun Fy, .1, y por lo tanto la clase del dlgebra (x,b) en Br(K Fy,19|Fb,12) es trivial
por la Proposicién 3.2.3. Como Br(K F,|Fy) es el limite directo de los Br(K Fj|Fj)

(lemma 3.2.1), esto concluye la prueba del teorema. O
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4 EL TEOREMA DE MERKURJEV-SUSLIN

En este capitulo final mencionamos la principal aplicacién del Teorema
90, el Teorema de Merkurjev-Suslin, que dio pie para el resultado general conocido

como conjetura de Bloch-Kato, probado mas adelante por Voevodsky.

4.1 EIl Simbolo de Galois

Sean k£ un cuerpo, m > 0 un entero primo con la caracteristica de k,
y denotemos por u,, al grupo de raices m-ésimas de la unidad en una clausura

separable fija ks de k, equipado con su accién por G = Gal(ks|k).
Proposicion 4.1.1. Existe un isomorfismo canonico

~

EX k™ 5 HY(k, fim),

inducido por enviar a € k* a la clase del 1-cociclo o — o(a)a™, donde o es una

m-ésima raiz de a.

Esta proposicién (teoria de Kummer) nos asegura la existencia de una
aplicacion

0k — H'(k, tm)

sobreyectiva, con nicleo k*™. Tomando producto tensorial n veces, obtenemos la
aplicacion

EX€m — HY(k, fn) @ - @ H' (k, fim).

A su vez, considerando el cup-product obtenemos

0"t H' (K, pi) @ - @ H (K, prn) — H™(k, uS™).
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Debido a la siguiente proposicion, esta aplicacion induce otra definida en los K-

grupos de Milnor.

Proposicién 4.1.2. Si ay,...,a, € k* son tales que a; + a; = 1 para algunos
1 <1 <5 <n, entonces

(a1 ® -+ ®ay,) = 0.

Definicién 4.1.3. La aplicacién inducida se denota por
b T B (k) = H" (K, ")

y es llamada simbolo de Galois.

4.2 El Teorema de Merkurjev-Suslin

La conjetura de Bloch-Kato dice que el simbolo de Galois induce un
isomorfismo KM (k)/m = H"(k,u2"), para todo n > 0, todo cuerpo k y todo m
primo con la caracteristica de k. Para n = 0, el resultado es trivial. Para n = 1,
la teoria de Kummer nos da la respuesta. El caso en que m es una potencia de
2 (conocido como conjetura de Milnor) fue probado por Voevodsky en 1996. El
caso general fue probado por Rost y Voevodsky en 2008. Un avance importante
habia sido alcanzado por Merkurjev y Suslin en 1982, el cual enunciamos en esta
seccion. Previamente mencionaremos algunos resultados necesarios para la prueba

del mismo.

Proposicién 4.2.1. Sean m,n > 0 enteros con m invertible en k. Asumamos que

el simbolo de Galois thnl es sobreyectivo, y que ki, es biyectivo para todo divisor

n

primo p de m. Entonces el simbolo de Galois hy ,,

es biyectivo.

Demostracion. Proposicién 7.5.9, [3].

Proposicion 4.2.2. Asumamos que k es un cuerpo tal que el simbolo de Galois h%’p

2

ip €5 sobreyectivo.

es inyectivo para toda extension finita L|k. Entonces h
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Demostracion. Proposicién 8.5.7, [3].

Proposiciéon 4.2.3. Sea k un cuerpo que contenga las p-ésimas raices de la unidad
para algun primo p invertible en k, y sean a,b € k*. Si hz’p({a, b}) = 0, entonces

{a,b} € pKM (k).

Demostracion. Lema 7.6.3, [3].

Proposicion 4.2.4. Sea k un cuerpo que contenga una p-ésima raiz primitiva de
la unidad w, y sea K = k(¥/a) una extension de Galois de grado p. El nicleo de la

aplicacion natural

Ky (k) /pKy" (k) — Ky (K) [pEy" (k)

consiste de imdgenes de simbolos de la forma {a,b} con b € k*.

Demostracion. Teorema 8.6.1, [3].

Teorema 4.2.5. (Merkurjev-Suslin) Sean k un cuerpo y m > 0 un entero invertible

en k. Entonces el simbolo de Galois
Wi+ K3 (k) /m — H?(k, p5?)
es un isomorfismo.

La prueba completa se puede encontrar en [3]. Aqui presentamos un
resumen de dicha prueba, citando los resultados del texto mencionado.
En virtud de la Proposicion 4.2.1, basta tratar el caso en que m = p es un nimero
primo: si hy , es biyectivo para todo divisor primo p de m, y si hZ;Ll es sobreyectivo,
entonces hj . es biyectivo. Como mencionamos anteriormente, es sabido el caso
n = 1 y por lo tanto la sobreyectividad de h,lg’m. Luego, basta probar que h%p es
biyectivo para p primo.

Para la sobreyectividad usamos la Proposicion 4.2.2: si hip es inyectiva para toda

2

ip €s sobreyectiva. Como k es arbitrario, basta

extensién finita L|k, entonces h

20



probar la inyectividad de hip. Este resultado es consecuencia de algunos argumentos
presentados en la Seccion 8.5, que a su vez se apoyan de manera directa en el Teorema
90 de Hilbert.

Se puede asumir que k posee una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Si L|k es una
extensién finita de grado primo con p, existe una aplicacion inyectiva ker(hip) —
ker(h7 ,). En particular, si L = k(w) con w una raiz p-ésima primitiva de la unidad
y h%m es inyectiva, entonces hi’p es inyectiva.

Se toma entonces o = {ay, by} +- - -+{an, by} € K3 (k) tal que o mod p € ker(h3 ).
Se demuestra que a € pK2? (k) por induccién sobre n, aplicando la proposicién 4.2.3
para el caso n = 1 y la proposicion 4.2.4 para el caso general. Este tultimo teorema

es también consecuencia indirecta del Teorema 90 de Hilbert.
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5 CONCLUSIONES

Los principales resultados expuestos en esta tesis, el Teorema 90 de
Hilbert para K5 y el Teorema de Merkurjev-Suslin, fueron publicados en el mismo
articulo de 1982, K -cohomology of Severi-Brauer Varieties and the Norm Residue
Homomorphism (en ruso). Este teorema, como nos cuentan Gille y Szamuely en el
prefacio de [3], significé la culminacién de la teoria de grupos de Brauer de cuerpos,
iniciada en los anos 30 por Brauer, Noether, Hasse y Albert, y a la vez el inicio de
la teoria de la cohomologia motivica, campo a la vanguardia de las investigaciones

en geometria algebraica y K-teoria.

A su vez, dicho teorema representé un paso importante en la prueba
del teorema mas general, el Teorema del Isomorfismo (Norm Residue Isomorphism
Theorem), conocido también como Conjetura de Bloch-Kato Motivica. Este dice

que, para un cuerpo k y un entero m invertible en k, la aplicacién
o s KM (k) frm = H™ (k1)

es un isomorfismo. El teorema de Merkurjev-Suslin es el caso n = 2 y m arbitrario.
Rost en 1986, e independientemente los mismos Merkurjev y Suslin en 1991, pro-
baron el caso n = 3, m = 2. La conjetura de Milnor se trataba del caso m = 2y
n arbitrario, y fue probada por Vladimir Voevodsky en 2000, y fue él mismo quien

probo el resultado general en 2008.
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