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Introducción 

En este trabajo se estudia la distribución asintótica de las preimágenes de una curva alge
braica en el espacio proyectivo complejo C?k bajo la acción de {Jm }mEZ+, donde f es un mapa 
holomorfo en cpk.

En general, si consideramos las iteraciones de pre-imágenes sabemos que no es posible hablar 
de órbitas unívocamente determinadas sino de un número de pre-imágenes que en cada paso 
de la iteración se multiplica a lo más por d (el grado de polinomio J). En este contexto, uno 
de los problemas de naturaleza ergódica más simple que se puede plantear es el de estudiar la 
frecuencia con la cual dichas pre-imágenes aparecen en un subconjunto dado E del espacio en 
consideración. Tomemos para especificar una función holomorfa en C y sea w E E e C, donde 
E es un boreliano, se tiene entonces que la frecuencia con la cual las pre-imágenes de ¡-m(w) 
estan en E está dada por: 

.:. �u-- L_¿ óz(E), (1) 
f"(z)=w 

donde óz es la medida atómica de Dirac en el punto z. Si pasamos dicha secuencia de medidas 
al límite (m-+ oo), se establece que converge débilmente a una medidaµ que no depende del 
punto w. Este hecho, por tanto, puede ser interpretado en el sentido que, en todo el plano 
complejo (salvo quizá un punto) las pre-imágenes de ¡m se equidistribuyen asintóticamente 
en cierta región del plano. Brolin [11] estableció en 1965 esta propiedad de las iteraciones. Su 
trabajo continuó la dirección teórica iniciada por Schroeder, Fatou, y Julia en el estudio de las 
iteraciones polinomios en C (véase (12, 25, 60)), enfocando sus esfuerzos en aclarar la relación 
entre las iteraciones de pre-imágenes y el conjunto de Julia de dicha iteración. Brolin introdujo 
el uso de la teoría del potencial en el plano complejo C. Hay que recordar que la importancia del 
problema de la distribución de pre-imágenes se remonta a los primeros pasos dados por la teoría 
de iteraciones, cuando Fatou demuestra que la cerradura del conjunto de pre-imágenes de un 
punto del plano (bajo ciertas condiciones) genera el conjunto de puntos caóticos de la iteración 
conocido como el conjunto de Julia. En [11) se encontró por primera vez una serie de relaciones 
muy importantes de naturaleza ergódica relativas al comportamiento de las pre-imágenes aunque 
quedó implícita la definición de la función dinámica de Green g¡

00
, la cual constituye el nexo entre 

los objetos analíticos, ergódicos y geométricertopológicos (tales como la cuenca de atracción del 
infinito F00 correspondiente a una iteración (véase [12, 92))). La forma explícita de dicha función 
fue introducida luego por Carleson [12] y Tortrat [1_13]. Para un polinomio J de grado d en C la 
función dinámica de Green en el plano tiene la siguiente expresión: 

9/
00 

= lím _dl log lfm(z)I.
m-oo m 

(2) 

Dichos autores describieron propiedades teóricerpotenciales de g¡
00 

y J (el conjunto de Ju-
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lia)(véase [11, 12, 113]). 

De este modo µ (tal como se describió más arriba) es la distribución de equilibrio de J (en el 
sentido de la teoría del potencial [92]), y también la medida armónica de J dondeµ= 6.g¡00 

(en 
el sentido distribucional). 
El trabajo de Brolin tuvo como aporte fundamental la incorporación de una herramienta típi
camente analítica como la de la teoría del potencial al estudio de la dinámica de iteraciones. 
Más adelante, Sibony probó en [102] que los aspectos básicos de la teoría de Fatou-Julia podían 
desarrollarse independientemente del Teorema de Monte} reemplazando éste por un Teorema de 
Compacidad para funciones sub-armónicas que admiten un mayorante local (para las definiciones 
véase [92, 112]. Este hecho, que equivale a reconstruir los fundamentos de la teoría Fatou-Julia a 
partir de ciertos hechos de la teoría del potencial en C, ha tenido gran influencia en las construc
ciones subsecuentes especialmente para la teoría multidimensional de iteraciones en el espacio 
proyectivo (Cpk , mapas de He�on, etc. 

** 

El siguiente paso en el problema de la distribución de pre-imágenes fue dado casi simultánea
mente por Lyubich [77] y por Mañé [81, 82] los que extendieron el Teorema de Equidistribución 
de Pre-imágenes a las funciones racionales en CP1 . Más precisamente, dado f = [fo, Ji], un 
mapa racional en CP1

, la sucesión de medidas que expresa la distribución de preimágenes de un 
punto w E CP1 tiene la misma forma que para C, es decir: 

1 

µm = dm L Óz, (3) 
¡m(z)=w 

y ésta converge a la medida invariante µ a excepción de los puntos del conjunto Expf = 
CP1 \ U1nEZ ¡

m (Ux), x E. J, el cual a lo sumo está formado por dos puntos. Esta medida,
sin embargo, carece de las propiedades teórico-potenciales de su análogo en C pero si preserva 
todas las propiedades de naturaleza ergódica (f-invariancia, ergodicidad y mixing) Mañé car
acterizóµ (véase [81, 821) en el sentido que es la única medida que hace máxima la entropía del 
sistema. 
El problema de la distribución de preimágenes en Cl?1 resultó teniendo una naturaleza distinta 
al problema análogo en el plano. En primer lugar, la naturaleza teórico potencial del problema 
en el plano C no se repite en Cl?1 en donde no existe tal teoría de la ecuación de Laplace y del 
potencial. En segundo lugar, la mayoría de desarrollos en la teoría de funciones en CP1 habiendo 
seguido un enfoque geométrico (véase [1]) dieron un impulso a la teoría de iteraciones distinto 
al que ésta adquirió en el plano. 1En [77], Lyubich construyó una medida invariante basándose 
en argumentos geométricos que luego serían utilizados por Jean Yves Briend y Julian Duval 
para una construcción análoga en el caso multidimensional. Por otro lado, la aproximación de 
Mañé basada en una construcción sutil que combina argumentos topológicos y de medida, no 
ha encontrado una generalización adecuada en el caso multidimensional. Es importante, sin em
bargo, señalar que a pesar de la diferencia esencial en la construcción de Lyubich y Mañé ambas 
hacen uso crítico del Teorema de Distorsión de Koebe (véase [85]). Este hecho muestra que el 
problema de distribución en CP1 tiene un fundamento esencialmente geométrico que lo diferen
cia de su análogo en C el cual presenta una naturaleza teórico-potencial. 

1 Ya en los años 80 siguiendo e:.-ta línea fecunda de pensamiento a la Ahlfors, D. Sullivan hizo descubrimientos
fundamentales en la teoría de it.eracciones racionales en CP1 (véase (85, 107]). 
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*** 

Las generalizaciones del problema de distribución de preimágenes en el caso multidimen
sional, incluso en el c� más "simple" de iteración de polinomios de (Ck en (Ck, tropieza con una 
serie de dificultades cuando se intenta desarrollar un esquema teórico análogo al caso C. Por 
otro lado, si procedemos escribiendo un análogo a la función de Green dinámica en el plano 

G = lím -
d

1 
log 1/m{z)I, 

m-+oo 
m (4) 

resulta que, como veremos más adelante (Capítulo [4]), en el caso holomorfo (con las componentes 
de / homogéneas del mismo grado) la masa de Monge-Ampere de G : ddcG, se relaciona con 
la estructura geométrica de Cr. Esta circunstancia ha sido uno de los hechos que ha inclinado 
el desarro]]o de la dinámica de .los mapas holomorfos hacia Cn»k . Fueron Hubbard y Papadopol 
los que definieron tal medida de probabilidad invariante como la masa de Monge-Ampere de 
una función de Green dinámica en el transcurso de su estudio de los mapas de Henon [58, 59]. 
Forna.ess y Sibony usando métodos de la teoría del pluripotencial para el caso más general de 
un mapa racional probaron que dicha masaµ= (dd c)kG refleja la distribución asintótica de los 
preimágenes de {/m}mEZ en cp

k a excepción de cierto conjunto pluripolar, y que además es 
invariante y mixing. Este resultado situó la teoría de distribuciones de preimágenes en cni,k en 
la dirección de los resultados obtenidos en Cn»1 . 
En [6, 39, 104], Fornaess, Sibony y otros autores estudiaron la corriente dd cG y establecieron 
que 

(5) 

donde [w] es la corriente positiva cerrada de bigrado {1, 1) que se asocia a la geometría de cr, 
puesto que w es la forma métrica de Fubini-Study-Kahler {véase [88, 119]).Además f*m son las 
iteraciones del pull-back de [w]. Este resultado establece una relación profunda entre la corriente 
dd cG y las propiedades geométricas de cr. La corriente T = dd cG fue denominada Corriente 
de Green asociada al mapa holomorfo f.

Hay que señalar que en el caso de la teoría multidimensional, estos resultados no han aparecido 
sólo en relación a los problemas de las preimágenes de ¡m sino en íntima relación con el desarrollo
de una teoría Fatou-J ulia para mapas holomorfos y racionales en CPk . Fornaess-Sibony [38, 40] 
haciendo uso de la hiperbolicidad de Kobayashi ( como herramienta teórica capaz de sustituir a la 
teoría de familias normales en dimensión compleja 1) desarrollaron una teoría Fatou-Julia para 
mapas holomorfos y racionales en C?k , y establecieron entre otros hechos que supp T = J. La 
nueva teoría multidimensional en cr puso de manifiesto fenómenos inexistentes en dimensión 
l. En particular la convergencia de los pull-backs de [w] a la Corriente de Green llevó a diversos
autores [41, 94] a plantear el problema acerca de que clase de corrientes positivas y cerradas
son tales que la sucesión de sus pull-backs converge a T. Más precisamente, el Problema de la
Convergencia hacia T quedó formulado del siguiente modo:

¿Para que corriente S de bigrado (1, 1) positiva y cerrada en cni,k se cumple que: 

l, �¡•ms T? 1m ----+ •.

m-+oo d!Ti 

Este problema, como veremos pronto, en el caso particular que S es la corriente de integración 
de una curva algebraica con ciertas condiciones, nos lleva al problema de la distribución de 
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preimágenes de una curva algebraica en CJP>k. 
Además de los nuevos problemas planteados, Briend y Duval trabajando en la dirección clásica 
del problema de las preimágenes y la medida de equilibrio asociada demostraron en [9] para 
un mapa holomorfo f en CJP>k que la secuencia de medidas óm,w = d� ¿ óz converge a la

¡m(z) 

medidaµ de equilibrio de Hubbard-Papadopol. Briend-Duval, además generalizaron el Teorema 
de Mañé en CJP>1 y probaron que µ es la única medida invariante asociada al sistema dinámico 
que alcanza la entropía máxima (esto en relación al principio variacional de la entropía). 

* * **

El esquema descrito de la dinámica de polinomios en CJP>k y del problema de la distribución 
de preimágenes condujo, como ya se observó más arriba, al descubrimiento de un objeto con 
propiedades analíticas y ergódícas importantes llamada la Corriente de Green. Ya se ha men
cionado, que esta corriente está relacionada a las propiedades geométricas de cpk pero también 
lo está de manera sutil con la estructuras de las preimágenes de f. Esto es el punto más impor
tante cuando pasamos del estudio de preimágenes de puntos al de objetos tales como curvas e 
hiperplanos. 
Varios autores han estudiado el problema, descrito mas arriba, de la convergencia de la Co
rriente de Green. El principal ingrediente de la mayoría de estos estudios ha sido el uso de las 
así llamadas "Estimaciones de Volúmenes". La idea básica de este método es la de estudiar el 
comportamiento del volumen de una bola B C JP>k bajo interacciones de f relacionando esto 
con propiedades analíticas de mos mapas o con propiedades geométrico-topológicas de ciertos 
conjuntos invariantes asociados a la iteración. Como se verá más adelante las Estimaciones de 
Volumen depende del punto z E B o bien del conjunto A ( tal que B e A) que se está analizan
do, así como también de la circunstancia que se quiere establecer ( cota superior o inferior del 
volumen de ¡m(B)).2 
En el trabajo [31], Favre y Jonsson estudiaron el Problema de la Convergencia de una corriente 
positiva cerrada S de bigrado (1, 1) bajo la iteración del pull-backs hacia la Corriente de Green. 
Ellos probaron el siguiente importante teorema: 

Teorema(Favre-Jonsson) Sea f: JP>k - ¡prn (holomorfa de grado d � 2). Existe 
E1 : conjunto algebraico, totalmente invariante, formado a lo más partes rectas complejas. 
E2: finito, totalmente invariante, 

tal que para todo S (cerrada, positiva y bigrado (1, 1) y masa unitaria) 
- S no carga ninguna componente irreducible de E,
- S tiene un potencial local acotado para todo p E E2

y r;� s - T cuando (m - oo). 

2En esencia las estimaciones de volúmenes como técnica de análisis en el Problema de Convergencia, tiene 
su origen en la existencia de potenciales locales para corrientes positivas cerradas de bigrado (1,1) y al hecho 
conectado a esto que se obtiene del Teorema de Lelong [71) que establece que la corriente de integración de un 
conjunto analítico es positiva y cerrada. 
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El enunciado del Teorema de Favre-Jonsson no contiene suposiciones sobre la dinámica de f lo 
que permite obtener los conjuntos E1, E2 como objetos que caracterizan en general la dinámica 
de f: Si S (corriente positiva, cerrada) posee las propiedades arriba mencionadas entonces se 

puede afirmar que la secuencia de corrientes 1;: S 
tiende a la Corriente de Green. Un caso

particular es entonces aquel en él que S es la corriente de integración de una curva algebraica. 
En estas condiciones se puede verificar que S cumple las condiciones respecto a E1 y E2• Por 
otro lado aquellas curvas cuyas corrientes no satisfacen la condición de convergencia forman un 
conjunto algebraico propio en el espacio proyectivo de curvas algebraicas en (Cpk. 

Este trabajo está organizado del siguiente modo: 

El primer capítulo está dedicado fundamentalmente a las funciones holomorfas definidas en 
espacios proyectivos junto con algunas cuestiones locales de interés para la dinámica de itera
ciones. El segundo capítulo estudia fundamentalmente las corrientes de De Rham y en particular 
las corrientes positivas definidas por Lelong. así como las propiedades más importantes de las 
funciones pluri-subarmónicas. Se hace incidencia en el enfoque distribucional de las funciones 
plurisub-armónicas puesto que este aspecto es fundamental para los desarrollos posteriores. El 
Capítulo (3) es desde el punto de vista de la demostración del teorema principal de este trabajo 
el de más importancia. Aquí el centro de atención es el estudio de los números de Lelong como 
medida de las singularidades de una función pluri-subarmónica. Además de demostrar algunos 
teoremas importantes un objetivo importante es el de extender los números de Lelong a las 
corrientes y conjuntos analíticos. En el Capítulo (4) se presenta la teoría estándar de la corriente 
de Green en CJP>'c; en relación a esto se formula el Problema de la Convergencia y en particular 
el teorema fundamental de este trabajo (Teorema de Favre-Jonsson). El Capítulo (5) presenta 
las magnitudes asintóticas (multiplicidad del jacobiano, grado topológico y diámetro local) las 
cuales nos llevan al concepto de co-ciclo multiplicativo. El comportamiento asintótico de este 
objeto está definido por el llamado Teorema Fuerte de Birkhoff formulado y probado por Favre. 
A partir de las propiedades de las magnitudes asintóticas se define los conjuntos excepcionales y 
se caracteriza algunas de sus propiedades geométricas y dinámicas. La estimación de volúmenes 
dentro y fuera de los conjuntos excepcionales es el punto concluyente de estos desarrollos. Es 
la última sección de este capítulo se prueba finalmente el Teorema de Favre-Jonsson y también 
algunos corolarios que generalizan ciertas aproximaciones previas del Problema de Convergencia. 
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Capítulo 1 

Mapas HoloIDorfos en <CJP>k

El capítulo empieza con una revisión breve de dos objetos geométricos fundamentales: el espacio 
proyectivo y los sub-espacios lineales que se definen en él. Para la teoría de iteraciones estos ob
jetos han resultado de importancia tanto para describir las propiedades de los mapas definidos 
en dichos espacios como también para el estudio de los conjuntos invariantes correspondientes 
a la dinámica de dichas iteraciones. Luego de definir el espacio proyectivo y sus propiedades 
más importantes, procedemos a estudiar los llamados sub-espacios lineales que en cierto senti
do recuerdan los sub-espacios de un espacio afín. Para más detalles referentes a estos tópicos 
tanto como a las definiciones fundamentales de mapas racionales y variedades algebraicas se 
puede consultar [22],[52],[70). La siguiente sección tiene como objetivo principal presentar los 
conceptos de mapa holomorfo y meromorfo en C!Pk así como la relación de estos conceptos con 
algunos entes conocidos de la geometría algebraica. Este enfoque lleva a la definición de espacios 
proyectivos que contienen como puntos de dichos espacios todos los mapas ya sea holomorfos 
como meromorfos (para más detalles sobre este punto, se puede consultar [38], [39]). Al final 
de esta sección se hace una revisión de los operadores diferenciales ([48),(69])). La siguiente sec
ción repasa brevemente algunos puntos referentes al comportamiento de las pre-imágenes (véase 
[691, [1001) para luego establecer una propiedad sencilla pero importante entre los jacobianos 
de un mapa holomorfo en c¡pk y el de su correspondiente levantamiento en Ck - {O}. En la 
Sub-secciones [1.3.3] y [1.3.4] se introduce los conjuntos analíticos como lugares geométricos de 
las funciones holomorfas así como algunas de las profundas relaciones que tienen estos conjuntos 
con las variedades algebraicas dentro de un espacio proyectivo ((14),(75],[86]). La siguiente sub
secciones continúan estos desarrollos locales por lo que se introduce el germen de funciones y de 
conjuntos analíticos citándose algunas de sus propiedades algebraicas de interés para el análisis 
(véase [l 7],(45],[75]). La siguiente sub-sección se ocupa de la representación local de un mapa 
holomorfo en (C¡p

k dada alguna condición geométrica adicional sobre la vecindad en la cual se 
necesita expresar el mapa localmente. Para concluir, en la última sección se enuncian algunas 
definiciones y propiedades correspondientes a los conjuntos de Fatou y Julia. La inclusión de esta 
sub-sección se dá con el propósito de completar la exposición y no será usada en los desarrollos 
más importantes de este trabajo. 
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1.1. Tópicos de Geometría Algebraica 

1.1.1. Espacio Proyectivo (Cpk 

Definición algebraica del espacio proyectivo. Sobre el campo C se define el espacio afín Ck 

tal como se le conoce en el análisis. En principio definimos el espacio CJP>k de forma algebraica 
como: ck+1 -0/C* (C* como grupo multiplicativo). Esto equivale a afirmar que cpk tiene como 
elementos las clases de equivalencias de elementos de (Ck+l definidas de modo que para : 

z, w E ck+l , z ,..,_, w � :3.X E C - {O} : .Xz = w, (1.1) 

dicho de otro modo, (C¡p>k tiene como elementos los subespacios de (Ck+l de dimensión 1 los cuales 
son rectas complejas que pasan por el origen. 
La relación de equivalencia ( 1.1) induce la aplicación: -rr: (Ck+l _{O} - (C¡p>k llamada proyección 
canónica. 
Para Z E (Ck+l representante de una clase, [z] = [zo : z1 : · · · : Zk] E (Cpk y los Zi se llaman 
coordenadas homogéneas de [z). 
Una caracterización útil del espacio proyectivo proviene de la aplicación biunívoca de CJP>k ( como 
conjunto de rectas en (Ck+l que pasa por el origen) con el conjunto de circunferencias máximas 
de la esfera S2k+l 

e R.2k+2
. Esta aplicación biunívoca existe pues para una de dichas rectas la 

intersección l n S2k+l es una circunferencia máxima definida unívocamente, por tanto: 

CJP>k = { e : e es la circunferencia máxima de S2k+l e Ck }. (1.2) 

En la Sub-sección [2.2.1) veremos el uso de esta caracterización para obtener una métrica en 
(C¡p>k . 
Estructura compleja de CJP>k- En el punto anterior se introdujo las coordenadas homogéneas 
para los puntos de CJP>k como [ zo : z1 : · · · : ZA:], siendo en ese caso el punto ( zo, z1, · · · , Zk) E (Ck 

un elemento de la recta compleja que pasa por el origen. 
Probemos que CJP>k posee de forma natural una estructura de variedad compleja. En efecto, 
definamos primero una regla de correspondencia que relacione localmente las coordenadas ho
mogéneas de cpk con las coordenadas afines de Ck y viceversa (para la definición de variedad 
compleja y mapa holomorfo véase [100)). 
El conjunto CJP>k posee de forma natural la topología cociente ck+l - {O}/C* de tal modo 
que U e CJP>k es abierto sí y sólo sí 1r-1(U) es abierto en (Ck+l. En particular cpk here
da la propiedad de Hausdorff del espacio Ck. Consideremos entonces los abiertos Ui e CJP>k , 

Ui = {[zo : z1 : · .. : zk], Zi 'f O} de modo que CJP>k 
= LJ Ui y las cartas (Ui, Ji) se definen como: 

i=l 
fi:Ui -ck 

[zo : ... : Zk] 1-+ (zo/ Zi, •.• 'Zi-il Zi, Zi+1/ Zi, ... 'Zk)

De aquí,los mapas inversos están dados por: 

¡i-
1 : ck 

� ui

(z1, · · · , Zk) 1-+ [z1 : · · · : 1, · · ·: Zk]-

Así pues cpk como espacio de Hausdorff y con el atlas {(Ui, fi)}f=l definido arriba, sólo bas
ta comprobar que las relaciones de compatibilidad se cumplen. Esto es: Vi,j (i 'f j) Ji o 
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¡
i
-i es un biholomorfismo de /j(Ui n Uj ) � Ck sobre Íi (Ui n Uj ) e Ck. 

En efecto, para z E /j (Ui n Uj ) (j < i)

_ ( Zl . . . Zj-1 1 Zj+l . . . Zi-1 Zi+l . . . Zk ) ' ' ' ' ' ' ' , 'Zi Zi Zi Zi Zi Zi Zi 

(zi -::/- Ü puesto que [z1 : .. · Zj-1 : 1, Zj+l : .. · , Zi : .. · : Zk ] E ui n Uj ),Análogamente cuando i < j se tiene: 
f f

-l( ) f ¡-1( ) (Zl Zi-1 Zi+l Zj-1 1 Zj+l Zk) i o j Z = i o 
j 

Z¡, · · · , Zk = -, . . · , --, --, · • · , ---, --, . . .  , - ,Zi Zi Zi Zi Zi Zi Zi 
los cuales son biholomorfos , puesto que Zi -::/- O.

(1.3) 

(1.4) 

El espacio proyectivo CPk como compactificación de Ck .- Sea el siguiente mapa biholo
morfo (..\ E C - {O}): 1>-: ck - cn>k 

(z1, · · · , Zk ) 1--+ [..\ : ..\z1 : · · · : ..\zk ], 
Bajo I >., Ck esta inmerso en cpk . Los otros elementos de cpk son de la forma [ O : w1 : . . . : w k].Evidentemente {[O : w1 : · · · : wk ]} es biyectivo a c.JP'c- 1 , de donde cpk puede entenderse 
como Ck U cJP'c-1

. Demos una interpretación del conjunto {[O : w1 : · · · : wk ]}. Tomemos
cualquier elemento (w1, w2 , · · · , wk ) E Ck fijo y analicemos un elemento arbitrario de la forma
z = (z1, · · · , zk) = (..\w1, · · · , wk ) ,\ E C - {O}. Luego li¡>.(z) = [1/ ,\ : w1, · · · : wk ]. Pero para
,\-+ oo, z es un elemento del infinito en Ck , además lím 1 1¡>. (z) = [O: w1 : · · · , wk] con lo que

>.-+oo queda establecido que el conjunto {[O, w1 : · · · : Wkl} representa los elementos del infinito para
(Ck. 

Definición 1 Un mapa f : cpk -+ cpk , es tal que asocia a [ zo : · · · : Zk] E cr el elemento
[fo(z) : · · · : fk (z) ], donde todos los Íi(z) son polinomios Ck+l --+ C homogéneos y del mismo 
grado.
La definición se repite si introducimos la aplicación cpn 

--+ CJP'c con n -::/- k.

Ejemplo 1 (Espacio CP1 ) Para una dimensión compleja CP1 tiene el siguiente sistema de co
ordenadas locales:

U1 = {[1 : z], z E C}, U2 = {[w : 1], w E C}.

Definamos los Íi como: Ji : [1, z] 1--+ z. Ahora antes de escribir la expresión para h demos una
forma más conveniente a U2:

U2 = {[w : 1], w E C} = {[1 : z], z E C - {O}} U {[O: l]}.

Entonces:f2[1: z] = � y h[O: 1] = O, y como U1 UU2 contiene una copia de C = {[1: zl} además
de un punto [O: 1] este último representa el infinito:

CP1 = {[1: z], z E C} U {[O: ll}.
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De esta forma abstracta de CIP1 se puede pasar a una realización más concreta como superficie 
de Riemann (X,A) donde X= CU {oo} junto con su atlas A: 

U2 = (C- {O}) u {oo} ,Í2 

z-z

U2-C
1 

Z 1---+ - Z -=/= 00 
z 

Z 1---+ Ü Z = OO. 

(1.5) 

Otra realización de CIP1 es la conocida esfera de Riemann. Esta realización sin embargo no puede 
extenderse a dimensiones mayo�es. 

Topología de (Cpk. Primero recordemos la definición del espacio cociente S2k+l / S1, donde
S2k+l y S1 son las esferas de dimensión 2k + 1 y 1 respectivamente. 

Definición 2 El espacio topológico cociente S2k+l / S1 es el conjunto formado por las clases de 

elementos de S2k+l ( con coordenadas complejas x = ( x1 , · · · , Xk) e y = (y1 , · · · , Yk)) 
definidas como: 

x, y E S2k+l son equivalentes si existe un>. E C, l>-1 = 1, tal que x = >.y,

dotado además de la topología cociente heredada de S2k+t.

Pasemos a probar que los espacios (Ck+l - {O} /C* y S2k+l / S1 son equivalentes en las topologías 
cocientes definidas en ellos. Para éste propósito y sin entrar en complicados razonamientos 
topológicos usaremos el siguiente lema: 

Lema 1 Si A es abierto en S2k+l entonces lA = U
zEA lz es abierto en (Ck+l , donde lz son las

rectas complejas que unen z y el origen de coordenadas. 

Demostración: De la definición A e lA. Tomemos primeramente w E A e lA. Como A es 
abierto en S2k+l existe B(w, t:) e ck+l: 

n = B(w, t:) n S2k+l e A.

Sea ahora ln = UzEnlz . De esta definición B(w, t:) \ln no es necesariamente vacío (de lo contrario 
no habría necesidad de probar nada). Sea además A* = B(w,t:) \ ln y calculemos la distancia 
d(w, A*): 

d(w, A*)= infzE8A•d(w, z),

y puesto que oA* contiene solamente componentes desconexas tanto en S2k+l y en las rectas 
complejas OM (donde O es el origen de (Ck+l y ME on) entonces: 

d(w, A*) = infzEOMns2H1d(w, z). 

Ahora basta tomar t:' = d(w, OM)/2 < d(w, A*) para que la bola B(w, t:') sea tal que B(w, t:') e 
ln e lA, lo cual implica que w es punto interior de lA,-
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Sea ahora w E ZA \ A. Como w E Zz
0 

para algún zo en A, entonces existe >. E C tal que >.w E A.
De lo anterior eso implica que >.w es un punto interior de ZA , por lo que: 

B(>.w, E) e ZA o bien, lz - >.wl < E, paraz E ZA . 

De ahí: 11- w l < TX1 pero en cuanto z/>. E ZA se tiene que B( w,E/>.) e ZA, con lo cual se prueba 
que w es un punto interior de l A. o 

Proposición 1 Se verifica la siguiente equivalencia de espacios topológicos:

ck+1 _ {o} ¡e• � s2k+11 
si, 

estando ambos espacios dotados de la topología cociente. 

Demostración: Denotemos primero las clases de equivalencia en (Ck+l - {O}/C* por (]e y las 

de S2k+l / S1 por ( )s. Tomemos la aplicación: 
f: (Ck+1 - {O}/C* 

[z)c 
_ S2k+1¡s1 

f--+ [z/lzl]s . 
En particular, si se toma el representante w = [z/lzl] de la clase [z]c E (Ck+l - {O}/C*, entonces 
la aplicación f se puede escribir como: 

f: ck+1 - {O}/C* 
(w]c 

_ s2k+1¡s1 

f--+ [w)s , 
lo cual es una aplicación biunívoca entre estos dos espacios, puesto que en (Ck+l - {O} /C* el 
elemento [ w]c representa una recta compleja que pasa por w mientras que [ w]s en S2k+1 / s1

representa lw n S2k+l. De aquí: 
¡-1 

= 
s2k+1

18
1 

[ w]s
--+ (Ck+1 - {O}/C* 
f--+ [ w]c , 

y sólo basta establecer que estas dos aplicaciones son abiertas. Tomaremos A abierto en ck+l -

{O} /C* y probaremos que f (A) es abierto en S2k+l / S1. Por definición de topología cociente
1r-1 (A) es abierto en (Ck+l - {O} (1r es la aplicación proyección de (Ck+1 -{0} a (Ck+l _ {O}/C*)y
por lo tanto basta establecer que 1r 1

1 f (A) ( 1r1 es la proyección de S2k+l a S2k+l / S1 ) es también
abierto. Puesto que 1r1

1J(A) = {z E S2k+l/lz e 1r-1A} se tiene que: 

7r11 f(A) = 7í-1 A n s2k+1, 

y como 1r-1 A es abierto entonces 1r1
1 f(A) es abierta en S2k+l .

Probaremos ahora que ¡-1 es también una aplicación abierta. Tomemos B ( abierto) en S2k+l / S1

entonces 1r-1B es abierto en S2k+I . Del lema anterior y puesto que 1r-1¡- 1 (B) = {lz/z E 
1r1

1 (B)} se tiene que 1r-1 /�1 (B) también es un conjunto abierto. o 
La equivalencia topológica establecida nos permite dar una definición adicional de (Cpk como el 
cociente S2k+l / S1 . 

Esto induce la proyección 1ro : S2k+l --+ CF'k . En lo ulterior no haremos distinción entre las 
proyecciones 1r y 1ro denotándolas por 1r. Tampoco habrá distinción entre las clases de equiva
lencia de ambos espacios topológicos denotándolas simplemente'por [). 
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Establezcamos ahora que 7r es abierta. Para esto basta probar que 7r-1(7r(A)) es abierto en s2k+l
(siendo A abierto en S2k+l ). Puesto que 1r(A) = {(z]/z E A} entonces 1r-1(1r(A)) = LJ AA.�ES 1 Como A es abierto entonces ,\A es también abierta por lo que finalmente 7r-1(7r(A)) también lo es en s2k+l_ 
Comentario 1 La propiedad que 7r es abierta nos permite establecer una serie de hechos topológicos para C?k , en particular que cpk es un espacio T2• En efecto, tomemos [w], [v] E C?k y de acuerdo a lo establecido en la proposición anterior, tomemos w E 7r-1[w] e S2k+l,
v E 7r-1(v1 e S2k+I donde los puntos w y v no están en un mismo círculo máximo. Sea además

1 
B(w, €) y B(v, €) tal que€< 

3
d(Sw, Sv) {donde Sw, Sv son círculos máximos que pasan por w y

v respectivamente). Probaremos que para todo w' E B(w, €) y para todo v' E B(v, €) se cumple que (w'l t= (v'}. Supongamos lo cpntrario, es decir, existe,\ E S1 , tal que w' = ,\v'. De (v-v'I < € se tiene j..\v - w'I < €. Pero j..\v - wl < j,\v - w'I + lw' - wl < 2€ lo que contradice el hecho que l..\v- w'I � 3€. Esto prueba que 7r(B(v,€)) n 1r(B(w,€)) = 0. 
Comentario 2 Como 7r es continua en la topología cociente entonces 1r(S2k+l) = C?k implicaque C?k es compacto. Más adelante se probará que cpk hereda una métrica hermitiana deS2k+l , más precisamente una métrica kahleriana (véase la Sección [2 .2 ]). 
1.1.2. Subespacios lineales y rectas en CJPk 

Estructuras lineales inducidas en cpk_ El espacio proyectivo no es un espacio lineal en elsentido de Ck sino la colección de rectas complejas que pasan por el origen de ck+i _ Sin embargo,es posible definir sul>-conjuntos de (Cpk que tienen en cierto sentido una definición análoga a la de los espacios lineales convencionales; de ahí que convendremos en llamarlos sul>-espacios lineales en C?k . Empecemos definiendo la noción de hiperplano: 
Definición 3 Un hiperplano 1t en C?k es un subconjunto de C?k definido como: 

1t = {[zo: · · ·: zk]/ taizi =o}, i=O 
donde los a 's no son nulos simultáneamente. Además a todo hiperplano en cpk se le asocia un
número al que se le llamará la dimensión del hiperplano: dim 1t = k - l. 
La definición anterior de dimensión proviene del hecho que un hiperplano de cr cualquiera k tiene una correspondencia biunívoca con cpk-l _ En efecto, de la ecuación ¿ O'.iZi = O, se tiene i=O 

k-1que: Zk = - L O!¡ z¡ siendo O'.k t= O. Luego las coordenadas del hiperplano 1t se pueden escribir i=O akcomo: k 1 ] [zo : Z¡ ... : Zk-1, t :i Zi ,t=O k
lo cual implica que la aplicación g : C?k - 1t definida por Z¡ = W¡, i = 1, · · · , k - 1 junto con 

k la relación¿ a¡z¡ = O (z E cpk y w E ?t)es biyectiva.i=O 
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Otra forma útil para expresar el subespacio 1í de dimensión k - 1 en Cn»k consiste en considerar la inclusión inyectiva i : Ck - {O} - ck+l - {O} para así obtener el mapa inducido de cpk-l
a cpk vía la proyección 7r.

donde 7r o i = I o 7r. Y además la inclusión i: 
(zo,z1, ... ,Zk-1)--+ (zo,z1,··· ,Zk-1,0),

induce una nueva inclusión I: 
[zo : z1 : · · · : zk-1) --+ [zo : z1 : · · · : zk-1 : o). 

Luego se puede decir que I(Cl?k-1) en cr es un subespacio lineal de dimensión k - 1 (siendoel término lineal tomado en el sentido de la definición anterior). 
Definición 4 (Espacio dual de cpk) El conjunto:

{ o, = [oo : ... : On] / La : ell"' - el", aplicación, tal que La = ta o,:z;, [Zo, ... , Zki E el"'} ' 

Se l lam a  el espacio dual de cr.

Es sencillo comprobar que el espacio dual es también un espacio proyectivo de dimensión k. En efecto considerando los o: como k-uplas de un espacio Ck+l : o: = (o:0, · · · , o:k) y teniendo encuenta que: La, "' LfJ, si y sólo si existe un A E C* tal que o: = A/3, 
define una relación de equivalencia tal como en la expresión (1.1), por lo que el conjunto de las aplicaciones La, constituye un espacio proyectivo de dimensión k. Este espacio se denotará como (C?k)*. De la definición anterior de los hiperplanos se puede por tanto establecer una relación biyectiva entre el conjunto de hiperplanos de dimensión k - 1 (los cuales nuevamente forman un espacio proyectivo) y el espacio dual (Cr)*. Más aún, estos dos espacios coinciden puesto que se puede establecer con bastante facilidad que el conjunto de hiperplanos de dimensión k - 1 es un espacio k-dimensional con elementos o: = [0:1 : · · · : o:k).Procedamos a generalizar la definición de hiperplano:
Definición 5 (Subespacio lineal de dimensión k - l {1 � l � k - 1)) El conjunto: 

S={[zo:···:zk]/to:{zi. O,j=l,···,l}, 
i=O 

es un sub-espacio lineal de cpk. Se dice además que la  dimensión de este espacio es igual a
k - l. El sub-espacio lineal con dimS = 1 se denomin a recta en C?k. 
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Expresemos los subespacios de dimensión k - l en función de los mapas inducidos por la in
clusión: ck-l+l a ck+l. 

ck-l+1 - {O}� Ck+l - {O}

•! 
I 

!• 
cpk-l ____ cn»k,

I(C?k-t) es el subespacio lineal de dimensión k -l en cpk.
Demostremos un par de proposiciones de utilidad en lo posterior: 

Proposición 2 Por dos puntos en c¡pk pasa una sola recta.

Demostración: Sean zo, z1 puntos de cpk y tomemos una recta L que pasa por ellos. Como L
es un sub-espacio de dimensión 1 escribamos explícitamente la aplicación CP1 - c¡pk. A fin de 
obtener dicha aplicación empecemos considerando las ecuaciones lineales que definen una recta 
en la siguiente forma: 

k-2

¿aizi = -afczk-a{_1Zk-l, j = 1,2,··· ,k-1. 
i=O 

Entonces en particular z0 y z1 deben satisfacer dichas ecuaciones. Por otro lado, considerando 
que no todos los afc, o:{_ 1 son nulos (de lo contrario siempre se puede cambiar de coordenadas) y 
que det(OÍ)k-l,k-l =/= O, i,j =O,··· , k -1 (ya que si tal determinante fuera cero entonces en el 
sistema de k - l ecuaciones podría eliminarse al menos una ecuación lo que haría que el sistema

de ecuaciones que define la recta L se reduzca al menos en una ecuación, lo cual contradice 
que L es una recta), se obtiene que un punto arbitrario z de la recta L puede ser expresado 
como: Zi = /3iZk + 'YiZk-1; i = O,··· , k -2 donde {3¡, 'Y E C son determinados por el sistema de 
k - 1 ecuaciones lineales. De este modo, las coordenadas de los puntos de la recta pueden ser 
expresados como función lineal de dos parámetros. Esto a su vez puede conduce a que la recta 
L pueda considerarse como la imagen de una aplicación: 

epi 
[wo: w1] 

-
cn»k 

[f3owo + 'YoW1 : /31 wo + ,1 w1 : · · · : f3k-2wo + 'Yk-2w1] ,
pero como los puntos zo y z1 E (Cpk están en la imagen de dicha aplicación, entonces dados 
dos puntos aquellos parámetros pueden ser determinados unívocamente. De ahí se deduce lo 
buscado. o

Proposición 3 Dado un subespacio l-lineal, CP1 
e Cn»k , los subespacios l + 1-lineales que

contienen a dicho subespacio l-lineal conforman un espacio proyectivo cpk-l-1 _

Demostración: Consideremos el diagrama: 

ct+1 - {O} __l__ck+1 - {O}

�1 F t� 
cpl---cr. 
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Nótese que aquí consideramos a / en lugar de la aplicación inclusión i. Esta nueva aplicación
inserta el espacio cL+l dentro de (Ck+l de modo que f = To i, donde i es la aplicación in
clusión previamente considerada y T es una transformación invertible cualquiera de (Ck+1 en
(Ck+l. Puesto que:

i = ( lt+
_
i
,
'
_
l+l 

) , T= (ai,j) k+l ,k+l , i,j =O,··· , k
o 

k+l , l+l 

entonces se tiene la expresión matricial: f = (ai,j) con i = O, 1, · · · , k y j = O, 1, ... , l y como
F = 1r o f o 1r-

1 se concluye que:

[ 
l l l 

] 
F[zo, · · ·: zi] = ¿ ao,iZi: ¿ 01,iZi: · · · , ¿ ak,iZi ,

i=O i=O i=O 

(1.6) 

la cual es una expresión general para un sub-espacio lineal en (Cpk en función de [zo: ... : zd E
CIP''. Denotemos dicho sub-espacio como S y sea ahora un punto cualquiera [w0 : ... : wk] E CIP'k 

que no pertenece a dicho subespacio lineal. Construyamos a continuación un subespacio lineal
que contiene a L y a [wo : · · ·: wk] de dimensión l + l.
Puesto que [wo: ... : Wk] � L, consideremos la aplicación G : (C¡pl+l - cr:

[
l+l l+l l+l 

] G([zo: · · · : z1+1D = ¿ ao,iZi: ¿ 01,iZi: · · · : ¿ ak,iZi .
i=O i=O i=O 

tal que G([O, O : · · · : O : 11) = [wo : · · · : wk] y además

{ G([zo : z1 : · · · : zc, o])/ [zo, z1 .. · , zz, O] E cJP'+i } =L, 

por lo que en particular:

Oj,l+l = Wj, 

donde j = O, 1, · · · , k. 

(1.7) 

Apliquemos esto para determinar el conjunto de subespacios lineales de dimensión l + 1 que pasa
por L. Tomemos para simplificar, y sin pérdida de generalidad , el subespacio L de dimensión l
de la forma:

L = { [ zo : ... : z1 : o : o : ... o]} e cpk.

Considerando W(subespacio lineal) contenido en (Ck+l tal que 1r(W) = L se deduce que 1r(Ck+l \
W) = {[O : O : ... : O : zz+1 : · · · : zk]} (donde no todos los Zi son nulos simultáneamente).
Tomemos ahora el punto w E 1r(Ck+l \ L) junto con L y consideremos la aplicación G arriba
introducida. Demos una condición más fuerte para construir G:

G([zo : Z1 : · · · , Zl : O]) = [zo : Z1 : · · · : Zl : Ü : · · · : O] E L C cr

Teniendo en cuenta esto, se tjene las siguientes relaciones adicionales para los coeficientes de la
aplicación G que define el sub-espacio de dimensión l + 1 que pasa por L:

ai ,j = ói, j, para: O� i, j � l. Y además: ai, j = O, cuando l + 1 � i � k, y O� j � l,
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(ói,j es el delta de Kronecker). Tomando ahora la relación (1.7):
Oí, l+l = Ü , Ü $ j $ l.

Se tiene finalmente, por tanto, que el sub-espacio que pasa por L y un punto exterior u·
está definido solamente por las k- l - l coordenadas simultáneamente no nulas de w = (O: ... :
O : Wt+l : · · · : wk). Esto implica que k - l - 1 parámetros pueden definir dicho sub-espacio, lo
cual finalmente implica la proposición buscada. D 
Ejemplo 2 En particular, si consideramos un punto p E CIPk, el conjunto de subespacios
!-dimensionales (rectas) que pasan por z es un espacio proyectivo cr-1

. Este conjunto de
rectas es llamado el pencil de rectas que pasa por p
Definición 6 El conjunto {vi E cni,k : i = 1, · · · , l}, l $ k + l, son independientes si los corre
spondientes vectores en ck+l lo· son, o equivalentemente, si su cápsula lineal es un subespacio
lineal de dimensión l en ck+l , o bien si su proyección es un sub-espacio lineal de dimensión
l - 1 en CIPk . 
De esta definición se concluye que k + 2 puntos en cr son siempre dependientes.
Definición 7 Un conjunto finito r de puntos están en posición general en CIPk si ningún sub
conjunto de puntos A e r, (IAI $ k + 1) es dependiente. 

Esta definición nos lleva de manera natural el concepto de rectas en posición general.
Definición 8 El conjunto de rectas { li e cni,k : i = 1, · · · , r} son independientes si su cápsula
lineal (formada por vectores direccionales en Ck+l) es un subespacio de dimensión r en Ck+l o
bien de dimensión r - 1 en CIPk . 
Definición 9 un conjunto r de rectas están en posición general en Cr si cualquier subconjunto
A e r, (IAI $ k) es independiente. 

Dadas las definiciones anteriores, la siguiente proposición se puede obtener sin complicaciones:
Proposición 4 Un conjunto de l puntos independientes genera un conjunto de l - l rectas
independientes y viceversa. 

Ejemplo 3 Sea el hiperplano 7-l: aozo + a1z1 = O, ao # O, a1 # O en CIP1donde (zo, z1) E C2 .
En este caso trivial el hiperplano se reduce a un punto. En efecto, zo = -� z1 , de donde en C2 

los puntos que satisfacen la ecuación serán de la forma ( -� z1, z1 ) para cualquier z1 E C, los
cuales constituyen un punto en CIP1

. 

Ejemplo 4 Sea el hiperplano 1t : aozo + a1z1 + a2z2 = O en CJ?2 donde (zo, z1, z2) E C3
. Mostremos que 1t es un sub-espacio lineal de dimensión 1. En efecto: zo = � z1 - � z2 de donde:

( -: z1 - : z2, z1, z2) = z1 (: , 1, O) + z2 (:, O, 1) E C3.
Este es el conjunto formado· por las combinaciones _lineales de vectores complejos (�, 1, O) y
(�, O, 1). Además para cualquier punto z definido de este modo, toda la recta compleja que
pasa por el origen y por z queda definida por la misma expresión. De este modo, en CIP'2 la
proyección será los puntos de la forma: 

[-a1z1 - a2z2 : aoz1 ·: aoz2].
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1.2. Holomorfía en CJP>k y operadores diferenciales asociados 

1.2.1. Mapas holomorfos en CJP>'-

Demos la definición general de un mapa holomorfo entre dos variedades complejas. 

Definición 10 Sean X1, X2 dos variedades complejas con atlas U1 y U2 respectivamente. Sea 
fh e X1, f22 e X2 dos dominios. Un mapa f : !"21 - f22 es holomorfo si para todo (U, p) E U1 , 
(U, a) E U2 con V n f(U n !"21) =/= 0 el mapa 

(1.8) 

es holomorfo. 

En particular si X1 = X2 = cpk_ (con el sistema usual de abiertos) se tiene un mapa holomorfo
en Cl?'k . 

La siguiente caracterización muy importante es válida para dichos mapas. 

Teorema 1 Sea f : cpk - CJP>k un mapa holomorfo (no constante). Si f es dado en forma
de coordenadas homogéneas f = [fo : Ji,··· , : Ík] entonces Íi(i = O,··· , k) es un polinomio 
homogéneo de grado fijo d y los Ji no tienen más que un cero común (el origen). 

Para la prueba de este teorema véase [40). 
Introduzcamos la noción de mapa levantado para / : Cl?'k - <CJP>k. Del diagrama: 

Definimos F = 1r-1 o fo 1r y a fin que esto tenga sentido uniformizamos 1r-1 del siguiente modo:

7í -l [ z] = z E Ck+l . 

Se tiene entonces que: 

F(zo, · · · , zk) = 1r-1 o fo 1r(zo, · · · , zk) = 1r-1 0 J[zo : · · · , zk],

F(zo, · · · , zk) = 1r-1 [fo: Ji : · · · : Ík) = Uo, Ji··· , Ík)-

El concepto de mapa levantado no presenta ninguna restricción respecto a la naturaleza de f 
por lo que puede ser aplicado a otro tipo de mapa. En determinadas circunstancias será útil 
referirnos al jacobiano J(J) del mapa levantado F.

Pasemos a estudiar el mapa inducido por f (holomorfo) en Ck por acción de los biholomorfismos 
locales h¡ i = O, · .. , k del atlas correspondientes a CJP>k. Del diagrama: 
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se tiene que J. = hi o f o h¡1 y de las propiedades de f y hi, J. es holomorfa. Además
f,. : Rang hi ---+ hi( Rang f n Domhi} por lo que f y /,. serán llamadas conjugadas en es
tas circunstancias también. Como f': = hi o ¡n o h¡ 1 entonces las iteraciones de ambos mapas
son también conjugados. 
Para más concreción, sea f = [Jo : Í1 : · · · : Ík] y tomemos ho tal que ho 1 (z1, · · · Zk) = [l : Z¡
· · · : Zk]. De donde: 

hoofoho1 (z1,··· ,Zk) = (J¡ Ík)I 
f O, • • • fo [l:z1 :···:z1c} • 

Ejemplo 5 Sea f: Cl?2---+ CJP2 tal que

entonces:
J.(z1, z2) = h o fo h0

1 (z1, z2) = (zf + z2, zf + 2z2).
Inversamente f = h01 o J. o h0 . 

Ejemplo 6 Sea un mapa g(z1, z2) = (zf + z�, z? + z�) holomorfo en C2 • Obtengamos un mapa
local en el entorno U1 e CJP2. Tomemos un punto (w0 : w 1 : w2J E CJP2 se tiene que: 

y además:
(w3 w3 w2 w2) g o hi[wo: w1 : w2] = � + -j, � +--% .W

¡ 
W

¡ 
W

¡ 
W

¡ 

Finalmente tomando g* conjugado de gen CJP2 

g*[wo: w1 : w2] = h1
1 o g o h1[wo: w1 : w2] = [w5 + w� : wf: w5w1 + w�w1].

Más adelante analizaremos algunas propiedades topológicas de los mapas conjugados.
Comentario 3 Sea f: ck ---+ Ck y ji = hi o fo h¡1 el conjugado de f en el entorno de Ui .
Surge la pregunta natural si ji y J; (i -=f j) son conjugados holomorfos en Ui n U;. La respuesta
es afirmativa por cuanto h-¡1 oh; como mapa de cpk en CPk es un biholomorfismo y entonces
basta observar que:

Para terminar esta subsección, definamos algunos conceptos relacionados a las iteraciones de un
mapa racional. Empecemos por el concepto de conjunto de indeterminación de un mapa racional
f : c¡p,k ---+ CJPk. 
Definición 11 Sea el levantamiento F de f. El conjunto I(f) de indeterminación de f se define
como: 
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Ejemplo 7 Sea f: Cn»2--+ Cn»2 {holomorfa) 

f[zo : Z1 : z2] = [z5 : Zf - Z� : Zf + z�j, 

aquí I(f) = 0 (por el teorema que caracteriza los mapas holomorfos). 

Ejemplo 8 Sea f: C1P2 --+ Cn»2 (racional) 

f[zo : z1 : z2] = [z5 - z¡: z¡ - z? : z¡ - 2z1z2 + z?]. 

Luego: I(J) = {[w: w: w] E (Cn,k, w E C}. 

En general I(f), donde fes racional, es de dimensión mayor que 2 puesto que las componentes 
de f no tienen factores comunes. 

Seguidamente introduzcamos la noción de mapa dominante: 

Definición 12 / : Cn»k --+ Cn»k (racional) es dominante si el jacobiano J(J)1 no es identica
mente nulo. 

Más adelante (Capítulo [3]) usaremos este concepto. 

1.2.2. Mapas meromorfos en cpk 

De acuerdo a las definiciones estándard sobre mapas racionales en variedades proyectivas {véase 
[52]) se tiene la siguiente proposición que enunciaremos como definición. 

Definición 13 / : Cr --+ Cn»k es un mapa racional de grado d si las componentes coordenadas

de Íi tal que f = [fo : /i · · · : !kl son polinomios homogéneos de grado d sin factores comunes.

Recordemos que de acuerdo a un teorema de Remmert {véase [88)) un mapa de una variedad M
a otra N es holomorfo si y sólo si G(f) = {(x, f(x)); x E M} e M x N es un conjunto analítico 
de dimensión pura en M x N igual a la dimensión de M.
Este teorema da la posibilidad de definir un mapa meromorfo entre variedades complejas M y N,

para lo cual hay que modificar la circunstancia que G(f) es un conjunto analítico de dimensión 
pura. 
Tomemos las proyecciones canónicas 1r1 : M x N --+ N, 1r2 : M x N --+ N y sea W un abierto 
denso en M. Consideremos fw : W --+ N {mapa holomorfo). 

Definición 14 El mapa fw tal como se ha definido arriba se dice que es meromorfo con respecto 

a M si: 

- G(fw) e M x N es un conjunto analítico.

1r1lauw): G(fw)--+ M es propia.

Considerando todo esto definamos: 

mer(M, N) = {fw: W--+ N/(fw es holomorfa y meromorfa respecto a M). {1.9) 

Sea ahora fw, gv E mer(M, N )  tal que G(fw ) = G( gv ). Esto define por lo tanto, una relación 
de equivalencia. 

1El jacobiano aquí se entiende como jacobiano complejo (véase la Sub-sección (1.3.1)). 
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Definición 15 Sea f E Mer(M, N) = mer(M, N)/ ,..._, se denomina mapa meromorfo de M a 
N. Si f = [Jw], donde fw E mer(M,N) entonces definimos G(f) = G(fw).

Sea M' C M un abierto y fwnM' = fwlwnM' de ahí G(fwnM') = G(f) n 1r1
1(M') por lo que

fwnM' es meromorfa respecto a M'. De ahí tenemos flM' = [fwnM'] la cual es la restricción del 
mapa meromorfo a f sobre M'.

De lo obtenido se puede concluir (véase[88]) que G(f), para f : M ---+ N meromorfa, es irre
ducible y dimG(f) = dimM. 
Esta noción nos permite deducir que un mapa meromorfo es una extensión de un mapa holo
morfo. 

Teorema 2 Sea f: M---+ N un mapa meromorfo, f se representa como un mapa holomorfo 
g: M---+ N si y solamente si f(x) es un punto unívoco para cualquier x E M. 

Demostración: Si f = g entonces evidentemente la imagen de cualquier punto x E M es 
unívoca. Definamos un mapa ÍM tal que fM : x E M---+ f(x) E N (asumiendo que f(x) sea 
unívoco) entonces G(JM) = G(J). 
Pero G(f) es irreducible y de dimensión m por lo que por la caracterización de Remmert, g = ÍM 
es holomorfa. D 

Evidentemente, si un mapa f : M ---+ N ( meromorfo) no es holomorfo entonces existe x E M 
donde f(x) no es un punto unívoco. Para otros detalles de los mapas meromorfos, véase [49, 88], 
sólo añadiremos que se puede establecer que todo mapa meromorfo en c¡pk es racional ( véase 
[49, 101]). 

1.2.3. Espacios proyectivos de mapas holomorfos y meromorfos. Algunos as-

pectos relativos a las iteraciones. 

Pasemos a definir espacio proyectivos cuyos elementos son los mapas meromorfos dominantes 
de (:pk _ Denotemos a este espacio por Md. Por otro lado si 1íd representa el espacio proyectivo 
cuyos puntos son mapas holomorfos de grado d en CPk se tiene que: 

(1.10) 

donde CPN es el espacio proyectivo que contiene todos los mapas homogéneos de grado d. 
Un cálculo combinatorio sencillo establece que: 

y se prueba (véase (40] que: 

Proposición 5 Los espacios 1íd y Md son abier tos Zariski de CPN . 

Corolario 1 Si f E Md, el grado de J(J , z) es (k +l)(d - 1). 

Como es usual a menos que se diga lo contrario, el jacobiano es aquí el jacobiano complejo. 
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Conjunto crítico.- Sea f E Md. Para f racional en CJP>'c el conjunto {z: J(F)(z) = O} (Fes
el levantamiento de f en (Ck+l) define el conjunto crítico asociado a/. lo denotaremos por C¡.2
Puesto que p E J es una singularidad para f E Md o en otras palabras un cero de los polinomios 
fo, Ji,··· , Ík, introduzcamos el blow-up B(p) de f en p (para las definiciones precisas véase 
[45, 52]). Sea entonces un entorno B(p, €) e (Cpk, definamos: 

�P = n f(B(p, €) \ /),
1:>0 

(I: es el conjunto de indeterminación para /). 
Expresemos �P con ayuda del grafo: 

r f = {(z, f(z)): z E (Cpk \ J}, 

el cual es un conjunto analítico �n (Cn»k \ J) x CJP>'c. 

(1.11) 

r f es también un conjunto analítico, de este modo �P es el subconjunto analítico obtenido por 
la proyección de r ¡ sobre p. Se observa que �P es conexo pues B(p, €) \ I es conexo también. 
Además si �P es de dimensión O entonces f se prolonga holomorficamente en p, y p fj. l.

En el caso de un mapa birracional f denotemos �j; el blow-up en el punto p (singularidad de 
f) y �; el blow-up en el punto q (singularidad. de ¡-1 ). Además l+ y/_ son los conjuntos de
indeterminación de f y ¡- 1 en estas circunstancias se tiene que:

Proposición 6 f : cpk - cpk (birracional). Si p E�;¡, entonces q E �j;. En particular 

!(�; \ l+ ) = q.

Demostración: Sea p E �
q
-, tomemos {zn} tal que Zn fj. J_ y lím Zn = q, lím ¡- 1(zn) = p n->oo n->oo 

y además ¡-1 (zn) <:j. I+ puesto que 1u- 1 (zn)) = Zn es tal que Zn - q, por lo que q E �.t. o

A continuación extendamos algunas cuestiones referentes al conjunto crítico de f E 1-f.d(d? 2). 

Definición 16 La adherencia de la órbita del conjunto crítico C ¡ se define como: 

<!¡ = LJ ¡n(C¡ ). (1.12) 
n�O 

Este conjunto será denominado el conjunto post-crítico. 

Definición 17 El mapa holomorfo f E 1-f.d(d ? 2) es críticamente finito si f!¡ resulta ser una 
variedad algebraica. 

Ejemplo 9 Demos un ejemplo de un mapa/ E 1-f.d(d? 2) críticamente finito: 
Sea J[z: w: t] = [(z - 2w)2 : (z - 2t)2 : z2] entonces 

J¡ = -32(z -2w)(z - 2t)z,

por lo que C¡ = {z = 2w} U {z = 2t} U {z = O}, y f({z = 2w}) =[O: 4(w-t)2: 4w2) equivale a 
{z = O}. . 
Luego f({z =O})= [4w2 : 4t2 : O] lo que equivale a {t = O}. De ahí: 

f({t =O})= [(z - 2w)2: z2: z2] = {w = t}
2Más a.delante en el Capítulo (5), esto será. nuevamente trata.do desde el punto de vista de la teoría de las 

magnitudes asintóticas. 
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f({w = t}) = [(z - 2w)2
: (z- 2w)2: z2] = {z = w} 

f({z = w}) = [w2
: (w - 2t)2

: w2) = {z = t} 

f({z = t}) = [(z - 2w)2: z2 : z2] = {w = t}, 

y la generación de variedades algebraicas se hace periódica: 

{ z = 2w} .- { z = O} .- { t = O} .- { t = w} .- { z = w} .- { z = t} --+ { t = w}. 

Análogamente para {z = 2t}: 

{ z = 2t} --+ { w = O} --+ { z = t} --+ { t = w}, 

esto implica que (!: ¡ es una variedad algebraica en CP2. 

Análogamente definamos la adherencia del conjunto de indeterminación J. 

Definición 18 Sea f E Md y sea F el levantamiento de f. El oonjunto J 
= 

UnEN F-n(o) se

denomina la adherencia del oonjunto de indeterminación I. 

Definamos un concepto adicional de utilidad en la dinámica: 

Definición 19 Sea el mapa f E Md algebraicamente estable. Un punto p se dice que es normal

si existe una vecindad U de p tal que para alguna vecindad V:, del conjunto de indeterminación 

'J se verifica que: ¡n(U) n V:, = 0 para todo n E N.

Se puede comprobar que el conjunto de Fatou :Fes disjunto con 'J y además el conjunto de puntos 
normales de un mapa f E Md es un abierto en CIP'k \ 'J. Enunciemos finalmente el concepto de 
mapa meromorfo normal. Esta definición será usada en el Capítulo 4 para estudiar la corriente 
de Green. 

Definición 20 Un mapa f E Md se denomina normal si el conjunto de puntos normales ffi¡

de dicho mapa es tal que: 

1.2.4. Operadores diferenciales complejos 

Sea Z = (z1, · · · , zk) E Ck puesto que z3 = x3 + iy3, consideremos: 

(1.13) 

Estas relaciones pueden interpretarse como cambio de base en el espacio (Ck)* desde la base 
(dx1, · · · , dxk , dy1, · · · , dyk) a la la base (dz1, · · · , dzk, dz1, · · · , dzk)-
Dada las relaciones básicas 

ax-__J 
= Ójk axk 

requerimos que se cumpla las siguientes relaciones para los operadores -J¾:, �: 
3 :, 

az-_3 =1 
8Zj 

' 
8z3

= 1 
a-

' z· 
3 
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f({w = t}) = [(z - 2w)2 : (z - 2w)2 : z2] - {z = w} 

f ( { z = w}) = [w2 
: ( w - 2t )2 

: w2
] = { z = t}

J({z = t}) = ((z - 2w)2 : z2 : z2] - {w = t}, 

y la generación de variedades algebraicas se hace periódica: 

{ z = 2w} .- { z = O} .- { t = O} .- { t = w} .- { z = w} .- { z = t} .- { t = w}. 

Análogamente para {z = 2t}: 

{ z = 2t} .- { w = O} .- { z = t} .- { t = w}, 

esto implica que � ¡ es una variedad algebraica en Cn»2. 

Análogamente definamos la adherencia del conjunto de indeterminación I. 

Definición 18 Sea f E Md y sea F el levantamiento de f. El conjunto 'J = UnEN F-n(o) se
denomina la adherencia del conjunto de indeterminación I. 

Definamos un concepto adicional de utilidad en la dinámica: 

Definición 19 Sea el m apa f E Md algebraicamente estable. Un punto p se dice que es normal 
si existe una vecindad U de p tal que para alguna vecindad V:, del conjunto de indeterminación
'J se verifica que: ¡n(U) n V:, = 0 para todo n EN.

Se puede comprobar que el conjunto de Fatou :Fes disjunto con J y además el conjunto de puntos 
normales de un mapa / E Md es un abierto en cpk \ 'J. Enunciemos finalmente el concepto de 
mapa meromorfo normal. Esta definición será usada en el Capítulo 4 para estudiar la corriente 
de Green. 

Definición 20 Un mapa f E Md se denomina normal si el conjunto de puntos normales SJ1 ¡ 
de dicho mapa es tal que: 

1.2.4. Operadores diferenciales complejos 

Sea Z = (z1, · • • , Zk) E (Ck puesto que z; = Xj + i y;, consideremos: 

dz; = dx; + idy;, dz; = dx; - idy;. (1.13) 

Estas relaciones pueden interpretarse como cambio de base en el espacio (Ck)* desde la base
(dx1, ... , dxk, dy1, · · · , dyk) a la la base (dz1, · · · , dzk, dz1, · · · , dzk).

Dada las relaciones básicas 

ox· 
__ ) = Ójk 
8xk 

oy· 1 _ r.
k 

-8 -U3 ' Yk 

requerimos que se cumpla las siguientes relaciones para los operadores ¾, ¾: 
1 1 

8z; 
= 1 

8z· 
' 

.1 

8z; 
= 1 

8-
' 

Zj 
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Para ello se definen dichos operadores del siguiente modo:

a�; = ½ [ a!; - i a!J ' a�; = ½ [ a!; + i a!J · (1.16)
De lo anterior se obtienen las siguientes relaciones recíprocas:

(1.17)
y también:

(1.18)
Tomemos una función f: n (do�inio abierto) e Ck -C donde f E C1 (Ck,C). Interpretada
como una función de IR2k a C se tiene el diferencial total como: 

usando las equivalencias ( 1.17,1.18):
k 

dJ(a) = I: 88
1<�) dz; + ª8

1��) dz;,
j=l 

z, z,

de aquí definimos los operadores:

además:

- k a
a= L 8 __ dz;,

j=l z, 

d = a+a. 

( 1.19)

(1.20)

(1.21)
Estas relaciones son evidentemente válidas en general para cualquier mapa complejo de clase C 1 

que actúa de ck en cr(r � 1).
La relación (1.21) en un punto donde el mapa es diferenciable, puede ser escrito como:

(1.22)
Estrictamente hablando, los operadores a, a mapean elementos del espacio C1 (Ck, C1 ) sobre el
espacio de k-formas diferenciables de grado l.
A continuación aclaremos como actúan estos operadores para la composición de mapas. Veamos
primero el caso f : Ck - C. Entonces:

Análogamente para a.

a¡ a¡ a¡ 
a= J - <-, -, · · · , -). 

8z1 8z2 . 8zk 
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Sea ahora f : Ck -cr . Entonces: 

8 : (h, · · · , f,) � ( )-( :�: ) .8fr 

Análogamente para 8. 

Esta relación indica que los operadores aplican el vector 1 x r (con elemento en C1(Ck, C)) sobre 
el espacio de matrices r x k (con elemento en C1(Ck, C)). 
Denominaremos a esta matriz, la matriz jacobiana compleja J f.

Como un ejemplo de aplicación de estas ideas, demos la expresión para 8(J o 9) donde J E 
1 k 1 k . ' 

C (C , C) Y 9 E C (C , C). Puesto que los operadores fz satisfacen la regla de la cadena, es 
decir: 

De aquí 
�� aJ 89j aJ a9j 8f o 9 =L.-¿_(--+ -=--)dzi, 
i=l j=l 

09j OZi 09j OZi 

, _ �� aJ 89j aJ 89· y análogamente para 8 f o 9 = ¿_ ¿_ ( � 8 _. + 8 __ 8; )dzi. Interpretando estas relaciones,
i=l j=l 

93 Zi 93 Zi 

como productos escalares de vectores de vectores de la forma 8
9

f = ( . 8 1, . 8 1, ... , .El.
8

8 ), etc. Se 
. 8gÍ 7J'ii 9k tiene entonces que: 

aJ º 9 = 8
9
Ja9 + 89fog, 

y 

a¡ o 9 = 89f89 + o9f8g. 
Comentario 4 Recordando las definiciones de operadores C-lineal y C-antilineal 
L :Ck-cr 

L(.Xz) = .XL(z) V.X E C (C - lineal), 
L(.Xz) = J.L(z) V.X E C (C - antilineal). 

(1.23) 

(1.24) 

De la definición de a y a se deduce que son C-lineal y C-antilineal respectivamente. El operador 
des por tanto, la suma de un operador C-lineal y otro C-antilineal (este es un hecho general 
para todo operador lineal que actúa en un espacio lineal sobre los complejos). 

Ejemplo 10 (Ecuaciones ·diferenciales del análisis complejo) 
Con ayuda de los operadores 8 y 8 podemos definir otros operadores. De d = a + a definimos el 

. - 3 - � a2 

operador conjugado de d como de = ¼(8 -8). Puesto que aa = L.- 8 _8 __ dziAdzj en el sentido
. . Zi Z; 
t,J 

3Para otras formas de definir de, véase (48]. 
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de producto exterior (para detalles véase la Sección [2.11) es una forma diferencial compleja de 
bigrado (1, 1), se tiene que: 

(1.25) 
queda también expresado en términos del operador 88.
Empecemos tornando una función f : Ck - C, como es conocido la condición de Cauchy-
lliernann da una condición suficiente y necesaria de holomorfía 8 f = O o bien t � ! dzi = O, 

i=l azi 
de donde se obtiene el sistema sobre determinado de ecuaciones diferenciales: 

para todo í = 1, 2, · · · , k.

a a 
-�J=--�J. OXi OYi ( 1.26) 

Examinemos la forma de la ecuación de Cauchy-Riemann para formas diferenciales f de bigrado 
(O, 1). Sea u una función compleja tal que: 

8u= J.
Resulta de la propiedad f)f) =Oque para la que la ecuación anterior sea soluble es necesario que 
8/ = O. Llamaremos entonces a esta forma diferencial "holomorfa". 

k 

Si / = L fidZi en ck, entonces: 
i=l 

a¡ = � ( 0 li - 0 !, ) dz· /\ dz · = o 
L._.¿ �- a- i 3 , . . UZj Zi 
1.,3 

lo cual nos da el sistema de ecuaciones de Cauchy-Riemann para una forma diferencial f de 
bigrado (O, 1): 

para todo í,j = 1, · · · , k. 

ofi a1; 
a- = a- ,Zj Zi 

( 1.27) 

Tomemos ahora/ una forma diferencial de bigrado (1, 1); si ddcu = J, u se denomina el poten
cial de la forma diferencial. 
En una variable compleja ddc = 4(:;2 + � )dx /\ dy por lo que ddc generaliza en cierto sentido
al operador de Laplace en el plano. 
Consideremos el producto exterior de ddc. k veces por si mismo: ( ddc)k 

= ddc /\ ddc /\ ... /\ ddc 

de donde 
(d�)k = kt det [

a
ª¡;_ ] II

k 

tdzi /\ dzi. 
z· z· 2 

i 3 i=l 
k . . 

( 1.28) 

Además se verifica que TI ½dzi /\ dzi = dV (forma volumétrica en JR2k ) (véase la Sub-sección 
i=l [2.2.2]). La ecuación obtenida es llamada de Monge-Ampere y será de importancia esencial en 

la teoría de funciones pluri-subarmónicas y la teoría del pluripotencial ( véase la Sección [3.1 ]). 
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1.3. Propiedades locales de mapas holomorfos. 

1.3.1. Comportamiento local Un mapa f : Ck 
------+ Ck se puede considerar como un mapa de JR2k a JR2k . Siendo Zi = Xi + JYiademás de Íi(z) = ui(z) + jvi(z) para todo i = 1, 2, · · · , k se tiene: 

f: JR2k 
- JR2k 

La matriz jacobiana asociada al mapa real será denominada matriz jacobiana ·JRf para distinguirla de la matriz jacobiana compleja Jcf ( o simplemente J f asociada al mapa de Ck en Ck . En estas condiciones JRJ y Jcf son matrices cuadradas y sus determinantes son los valores del jacobiano en un punto dado. Se yerifica que 
IJRJI = IIJc!ll 2 > O. Sea A, B matrices cuadradas del mismo orden, entonces: 

En efecto, escribamos además el determinante IJRJI como: 
IJRfl = det ( � � ) ,OXi 

(1.29) 

y usando la identidad previa además de las ecuaciones de Cauchy-Riemann para/ se tiene el resultado . 
Conjuntos de nivel de mapas holomorfos Sea f : Ck 

------+ Ck holomorfa. Aclaremos la naturaleza del conjunto {z: f(z) = a} cuando IJ/1 =/= O en un entorno de z. Del Teorema de la Función Implícita g = ¡-1 existe en un entorno de z. Entonces:
- -1 - -1 -1 -Oz (f O f) = Oj(z) Í O Ozf + Oj(z) Í O Ozf. 

Puesto que fes holomorfa 8zf = O y además ¡-1 o fes el mapa identidad (holomorfo) por loque 8z(f-1 o f) = O; se tiene: -
-1 Oaf OOzf = O. Por la condición del jacobiano se tiene entonces que 8af-l = O. Lo que establece que f es un biholomorfismo local bajo la condición del jacobiano no nulo en un entorno de un punto dado. 
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Probemos ahora que {z : f(z) = a} es un conjunto discreto. Sea z E {z : f(z) = a} usando el 
desarrollo de Taylor en torno de z0: 

Íi(z) - Íi(ZO) � dfila = O, 

para todo i = 1, 2, · · · , k, de donde se obtiene el sistema de ecuaciones lineales 

dfla = O, 

con solución única (de la condición IJ flzol = O). Esto prueba que zo es un punto aislado. 

1.3.2. Ceros de jacobianos en (Ck y (Ck+I 

De la Sub-sección [l.2.1] consideremos nuevamente la conjugación local: 

g = hiof oh¡-1 donde hi es un biholomorfismo local. En la Sub-sección (1.2.1] se ha tratado acerca 
de la conjugación local en los entornos Ui de CPk. Consideremos entonces el mapa levantado 
F: Ck+l ---+ ck+I y tomemos para simplificar el entorno U0 y hagamos la siguiente pregunta: 
¿Siendo (zo : z1 : • • •: Zk] E cwk, se cumple que IJFfrzo,z1,···,z1o) = Ü si Y sólo si IJFl(w1,···,w1o) = Ü 
para Wi = 'fo,i = 1,2,··· ,k?.

Tomemos primero el caso cuando f : cpk ---+ cpk es tal que f ( z) = [ zg : Ji ( z) : · · · f k ( z)] ; 
entonces el mapa levantado: 

y el jacobiano: 

de donde: 

F(z) = (zg, fi(z), · · · , Í k (z)), 

JF= 

d d-1 
Zo 

l:Jfi(z) 
8zo 

o o 

d-1 8(!1, ... 'Ík)IJFl(zoz1.-··,z1o) =d lzo I�( )' ' vz1,···,Zk 

y finalmente de la homogeneidad de los jacobianos se tiene: 

IJ Fl(1 =l. ... =lf.) = dlJ Íl(=i. ... !!.)· 
••• •• • • •• 

(1.30) 

La igualdad obtenida establece por tanto que un jacobiano se anula si y sólo sí se anula el otro. 

Ejemplo 11 Sea f: Cl?2 � Cl?2 holomorfa definida como: 
f = [z5: zozf - z�: zf + 2z�zo], entonces IJFl(zo,···,z,.) = 3z5 (8z5z1z2 + 9zf z?) 
o bien:

IJFl(1 !l. ... �) = 3IJÍl(!l. ... �)· 
••• •• • • •• 
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·!

Resolvamos ahora el caso general cuando fo i= zg en f = [fo : ... , fk]. De la homogeneidad de 
los jacobianos se tiene, luego de efectuar cálculos, que: 

IJ FI = fJd-l)(k+l) IJ 11
(!.l. ... :.k.).

zo' 'zo 

Donde zo i= O y fo i= O. De aquí se tiene que un jacobiano se anula si y sólo sí el otro también 
se anula. 

Ejemplo 12 Sea f = [ z5 + zf : z5 - zf : z5 + 2z�] , entonces; 

y usando la fórmula J J = -16 (;."�:�).

1.3.3. Conjuntos analíticos 

Puntos regulares. Irreducibilidad.- Sea M una variedad compleja. Un conjunto analítico 
sobre M se define como: 

V(f1,··· ,fr) = {z E M: fi(z) = ··· , = fr(z) = O},

V es cerrado y si M es conexo, V es nunca denso en M. 
Si / : M - N es un mapa holomorfo de una variedad compleja a otra entonces para V e N un 
conjunto analítico, ¡- 1(V) e M es también un conjunto analítico. En efecto, Sea z E ¡- 1(V)
luego f(z) E N pero en N: existe 9i holomorfa para i = 1, · · · , r tal que gi(f(z)) = O. Esto 
prueba dicho aserto. 

Calculemos en un entorno de zo (en coordenadas locales) el jacobiano J(f1, • • · , fr)(zo). Si el 
rango de dicha matriz es r, entonces a se llama punto regular del conjunto V. Además la 
dimensión compleja de V en el punto zo: dimz0 

V = k - r. El conjunto de puntos regulares se 
denotara RegV; el conjunto V\ RegV es el conjunto de puntos críticos. 
Para RegV se tiene las siguientes propiedades (véase [14] para las demostraciones): 

Teorema 3 RegV e M, donde V es un conjunto analítico, es abierto en V y sus componentes
conexas son subvariedades complejas en M. 

Del mismo modo: 

Teorema 4 El conjunto ve= V\ RegV de puntos críticos es un conjunto analítico distinto de
v. 

Teorema 5 Reg V es siempre denso en V. ve es nunca denso en V.

Se tiene del hecho que V\RegV es un conjunto analítico que se puede obtener una descomposición 
de V en términos de variedades complejas de dimen�ión decreciente. 

V= RegVn LJ Reg(V \ Reg)n-1 LJ · · · 

n = dim V. Análogo al concepto de irreducibilidad para variedades algebraicas, introduzcamos 
el concepto de irreducibilidad para conjuntos analíticos. 
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Definición 21 Sea V (conjunto analítico), D dominio contenido en M (variedad compleja)
V es irreducible en D sino puede representarse como la unión de conjuntos analíticos en D 
distintos de V. Además V es irreducible en a E V si en una vecindad suficientemente pequeña 
U, el conjunto U n V es irreducible. 

La siguiente caracterización de un conjunto analítico es importante: 

Proposición 7 Un conjunto V es irreducible si y sólo si el conjunto RegV es conexo.

Demostración: Asumamos V cerrado en D. Sea S una componente conexa en RegV entonces 
S = Vi, V2 = RegV \ S. Son conjuntos analíticos en D: V= Vi U½ (puesto que RegV es denso 
en V) .Puesto que V es irreducible: Vi = V o V2 = V. Como V2 n S es vacío entonces V1 = V por 
lo que S es denso en V y por tanto en Reg V. De ahí S es cerrado en Reg V pero de la condición 
inicial es también abierto en V lo que implica que RegV = S. Esto asu vez significa que RegV
es conexo. 
Ahora supongamos que Reg V = S es conexo y Vi, V2 son conjuntos analíticos en D: V = Vi U V2 
entonces Si = S n ¼ (i = 1, 2) son subconjuntos analíticos de la variedad compleja conexa S,

mas aún S = S1 U S2 por lo tanto algunos de los Si, sea éste S1, es denso en S. Del Teorema de 
la Unicidad para Funciones Holomorfas (véase [100) S = S1, por lo que V= S = S1 e Vi. Con 
lo que se concluye finalmente que V = Vi y eso implica la conexidad de V. D

De aquí se deduce el importante: 
Teorema 6 Todo conjunto analítico V e D se puede representar como una unión de conjuntos
analíticos irreducibles en este dominio. 

Demostración: Tomando la clausura de las componentes conexas de Reg V ellas son por el 
teorema anterior, irreducibles en D. D

Conjuntos analíticos y algebraicos. Como ya se ha examinado, un conjunto analítico de la 
forma {z: fi (z) = .. · = fr(z) = O}, donde Íi (z) son polinomios en Ck , se denomina variedad 
algebraica o conjunto algebraico afín. Si los polinomios son homogéneos, como ya se vió antes, 
el conjunto analítico se denomina conjunto algebraico proyectivo. 
La caracterización más importante de los conjuntos analíticos en el espacio proyectivo pertenece 
a Chow (para detalles véase [49]) 

Teorema 7 (Chow) Todo conjunto analítico en CPk es un conjunto algebraico proyectivo (var
iedad proyectiva}. 

Un corolario directo de este hecho es: 

Corolario 2 La clausura en cr de un conjunto algebraico (variedad algebraica) A e ck es un
conjunto algebraico proyectivo. 

Demostración: Sea A de dimensión p tal que 

fi (z) = · · · = fr (z) = O (z E A).

Sea A* el conjunto de ceros �omunes en Clll>k de los polinomios homogéneos ft(z) que proyec
tivizan Íi (z) para i = 1, · · · , r en el entorno Uo. Puesto que en Ck 

= cr \ Uo los ceros de ft
y Íi coinciden se tiene que A = A*\ (A* n Uo) pero entonces la clausura de A en Clll>k es un 
conjunto analítico en cr. Del Teorema de Chow se deduce que A es algebraico. D 

28 



1.3.4. Germen analítico e ideales 

Introduzcamos el concepto de germen analítico. 

Definición 22 Sea M una variedad compleja. Se denomina clase de gérmenes de conjuntos en 
el punto a E M a la clase de conjuntos Ea tal que E' n U0 = E" n Ua para alguna vecindad de a. 

Definición 23 Sea M una variedad compleja, la clase (V] de gérmenes en el punto a E M, 
donde V es un conjunto analítico V e M, se llama germen analítico en a E M. 

Describamos la relaciónes que existe entre el germen de un conjunto analítico y los ideales que 
se pueden definir sobre él: 

Definición 24 Sea V el germen de un conjunto analítico en a E Ck. El ideal Id( V) e kOa es 
el conjunto de gérmenes de func�ones tal que para un conjunto analítico V representante de V 
existe una función holomorfa f E f con f E Id( V), de modo que f = O en el conjunto analítico 
v. 

Estrictamente el anillo local de gérmenes está definido en V e ( ck, a). Donde ( Ck , a) es el 
germen de conjuntos analíticos en a E Ck . 
Recíprocamente para cualquier ideal I � kO (nos limitaremos para simplificar al punto z = O) 
se le puede asociar, locus(T), el germen de un conjunto analítico llamado el lugar geométrico 
del ideal I. 

Definición 25 Sea I un anillo local de gérmenes holomorfos.Se dice que locus(I) es el ger
men analítico asociado a I de tal modo que existe un conjunto finito de funciones holomorfas 
Ji, h, · · · cuyos gérmenes Ji, h, · · · E kO son tales que 

V= {z E U: fi(z) = h(z) =···=O} 

donde V e Uo e ck es un representante de V.

Puesto que kO es un anillo Noetheriano, entonces él contiene el lugar geométrico de cualquier 
ideal en kO por lo que locus(I) está bien definido independiente de la elección de los represen
tantes. 

Ejemplo 13 Si V es el germen del conjunto vacío </> entonces id(V) = kO, por otro lado, si V 
es el germen de Ck entonces id(V) = O. Recíprocamente locos{ z = O} = Ck , locuskO = </>. 

Una serie de relaciones recíprocas entre el ideal de un germen analítico y el lugar geométrico de 
un ideal tiene lugar por lo que el lector debe remitirse a las fuentes (49],[75]. 

Ejemplo 14 Tomemos Vi = {z E C2 : z1(zf - z2) = O}, V2 = {z E C2 : z�(zf - z2) = O} 
representantes de sus respectivos gérmenes. Luego: z1z�(zf - z2) E id(V1) n id(V2) �2 O pero 
z1z�(zf - z2) � id(V1) · id(V2) �2 O esto muestra que id(V1) + id(V2) = id(V1 n V2) no se 
cumple en general. 

Pasemos a enunciar algunas propiedades de los gérmenes de conjuntos analíticos que pueden ser 
caracterizadas algebraicamente 

Definición 26 Un germen V de un conjunto analítico es reducible si V = V 1 U V 2 (V 1, V 2
son gérmenes también) y además V¡ = V (i = 1, 2). Un germen que no es reducible se llama 
irreducible. 

29 



La caracterización topológico-analítica para un conjunto analítico irreducible tiene su análogo 
algebraico para gérmenes analíticos irreducibles: 

Teorema 8 Un germen analítico V es irreducible si y sólo si id(V) es primo. 

Análogamente al caso de conjuntos analíticos se tiene: 

Teorema 9 Un germen analítico V pu ede representarse como una unión finita de gérmenes 
V= V1 U V2 ···U Vr, donde dichos gérmenes son irreducibles: VJ -=/= V; Vj � Vk (j -=/= k).
Además la descomposición de V es única. 

Ejemplo 15 Sea V = {z E C2 , (z1 - z2)(z1 + z2) = O} un conjunto analítico reducible, sin 
embargo en z = O, V = {z1 = z2 = O} es irreducible. Esto muestra que no existe una relación 
simple entre la irreducibilidad de un conjunto analítico y la de su germen en un punto dado. 

Algunas cuestiones puramente analíticas de la teoría de mapas de varias variables complejas 
pueden ser totalmente o parcialmente reducidas a cuestiones algebraicas. Algunas de estas cues
tiones son de interés para la dinámica. Primeramente introduzcamos la siguiente: 

Definición 27 La función f : V -> C (V es un conjunto analítico) es una holomorfa en V si 
para todo z E V ,  existe Vz C Ck y una función holomorfa fz en Vz tal que Jlv,,nv = fzlv,, nv
Además, un mapa F : V -> W (V, W son conjuntos analíticos ) es holomorfo si entre cualquier 
abierto de V: Uv e Ck y cualquier abierto de W: Uw e cr existe un mapa cuyas coordenadas 
son funciones holomorfas de V. El mapa F se llama biholomorfo si es holomorfo y tiene inversa 
holomorfa. 

Las funciones holomorfas en V forman un anillo que se denotará como v O. Puesto que este anillo 
contiene a C entonces v O puede tener estructura de un álgebra sobre los números complejos. 
Definamos ahora el germen de una función holomorfa en z E V. 

Definición 28 Sean U1, U2 abiertos en V (compacto analítico}, Ji Eu
1 

O, h Eu
2 

O si filw =

hlw donde W e U1nU2 se dice que son equivalentes entonces una clase de equivalencia se llama 
germen de una función holomorfa en z E V. El anillo de gérmenes de funciones holomorfas en 
el punto z E V se llama anillo local de V en el punto z y se denota v O z, lo mismo que su lugar 
geométrico se denota como V z. 

Se verifica la importante propiedad algebraica: 

Teorema 10 V (conjunto analítico) contenido en Ck , z E V ,  entonces vOz Ce! kOz/id(Vz). 
Además, el anillo vOz es un anillo local noetheriano. 

Demostración: Sea el germen fv E vOz entonces fv = flv donde f E kOz de este modo el 
mapa f -> flv es un homomorfismo de álgebras y su núcleo es id(V z) e kOz de ahí se tiene 
vOz := kOz/id(Vz). Puesto que kOz es Noetheriano y del isomorfismo se tiene que vOz es un 
anillo local Noetheriano, siendo los elementos distintos de la unidad en vOz los gérmenes nulos 
de funciones holomorfas en z. D 

Las propiedades algebraicas de los anillos locales reflejan propiedades globales: 

Teorema 11 Sea V el germen de un conjunto analítico V e Ck . El anillo local vO es un 
dominio integral si y sólo si V es irreducible. 
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Demostración: Si V es un germen en el origen y V un representante, entonces vO = kO /id(V)

entonces vO es el dominio integral si y sólo si el ideal id(V) e kO es un ideal primo. Eso, sin 
embargo, es equivalente a afirmar que el representante arbitrario V es irreducible lo cual implica 
el resultado esperado. O 
Para más detalles acerca de los gérmenes de conjuntos analíticos y los gérmenes de funciones 
holomorfas véase [14), [45), [49], [75], etc. 

1.3.5. Mapas holomorfos en coordenadas locales

Grupos de transformación GLkC, PGLkC- Se define el grupo GLkC en el espacio afín 
Ck2 como el conjunto de matrices n x n con determinante no nulo. Este conjunto es en sí, un 
abierto en el sentido de Zariski en dicho espacio( el complemento de la variedad determinada por 
detA = O). Por otro lado GLkC �tá dotado con la operación usual de multiplicación de matrices 
y es por tanto un grupo algebraico. El grupo de transformaciones proyectivas PGLkC se define 
como el cociente GLkC/"" donde la relación de equivalencia está dada por: 

A, B E G LkC son equivalentes si existe r E C, tal que: A = r B. 
De este modo PGLkC e Cnv-2

-

1 representa también un grupo algebraico.

Acciones de grupo.- La acción de un grupo algebraico G sobre una variedad algebraica X e

cN se define como el mapa <p : G x X - X el cual satisface las reglas de composición de 
mapas, es decir: sea f, g elementos de G entonces <p(f, (g, P)) = <p(fg, P) donde P E X. Una 
acción proyectiva sobre una variedad X e CIPN se define como la acción del grupo algebraico 
PGLkC sobre X. Adicionalmente, si se exige que la acción del grupo PGLkC sobre X tenga un 
levantamiento sobre el anillo coordenado homogéneo S(X) = K [Zo, · · · , Zk) / I(X), es decir para 
<p existe el mapa <I> : G x S(X) - S(X) , se tiene entonces que la acción del grupo proyectivo 
es lineal (véase [52)). 
Estrictamente G Lk+l C es el grupo de automorfismos biholomorfos para CIPk. Veamos esto más de 
cerca: Sea A E GLk+lC definida como A= {aij E C: O$ i,j $ n} y definamos la acción sobre 
un elemento Z = [zo : · · · : Zn] como <p(A, Z) = [:r:j=oªoJZj : · · · : E11=oªnjZj]. Evidentemente 
esta aplicación es un automorfismo biholomorfo en cpk . Sin perder generalidad tomemos el 
biholomorfismo ho : Uo - cpk tanto en la pre-imágen como en la imágen de <p(A, Z) donde se 
toma un Z y un W en los respectivos entornos Uo . De este modo: 

donde zi = Zj / zo para 1 $ j $ k . Queda definido entonces para Ck una familia de transforma-
dones similar a la de Mobius para C la cual resulta ser la familia de automorfismos biholomorfos 
en Ck . Al igual que en la dinámica unidimensional, las transformaciones proyectivas acarrean 
el concepto de conjugación: 
Definición 29 Sean dos sistemas dinámicos ( M, f) y ( N, g) donde M y N son va-

riedades proyectivas de cnv- y f, g son mapas holomorfos en CIPk . Entonces dichos sistemas
se denominan conjugados si existe un mapa biholomorfo h : CIPk - Cnv- tal que se cumple la
relación de conjugación f = h-1 o g o h
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Sea h una transformación proyectiva lineal sobre (C¡p>k tal que h( M) � N y ( M, J) y ( N, g) dos 
sistemas dinámicos. 

Si tomamos las copias biholomorfas locales en Ck vía los biholomorfismos locales tenemos que 
la conjugación en C¡p>k induce una conjugación por mapas de Mobius multidimensio-
nales en Ck. Es una tarea inmediata comprobar que cualquier concepto de dinámica local en 
(M, f) tiene su correlato en su conjugado (N, g) por lo que ambas dinámicas pueden considerarse 
idénticas localmente. En efecto tomemos por ejemplo n no-errante en (C¡p>k , si z E U entonces 
para un no dado : ¡n°(Uz) n Uz. i= O pero entonces si w = h-1 (z) se tiene que h-1(Uw) � U2 

de donde ¡no o h- 1(Uw) � ¡n°(Uz) � Uz de donde se obtiene que para cierto entorno de w se 
cumple gnº(Uw) n Uw =f O 

Comentario 5 Otra manera de ver el grupo de transformaciones proyectivas consiste en tomar 
el sub-grupo H de GLk+I C consistente en los elementos que dejan invariante la recta [zo : O : · · · : O] 
entonces: 

Ejemplo 16 Sea p un punto homogéneo respecto al mapa holomorfo f 
entonces localmente conjugada en p al mapa de la forma 

(z,w)-+ (P(z,w),Q(z,w)), 

donde P y Q son polinomios homogéneos de grado d. 

Para probar esto primero asumamos que p = [O : O : 1], con esto no perdemos generalidad. Ahora 
bien, en coordenadas homogéneas f puede ser escrita como 

f [z: w: t] = [P(z, w) : Q(z, w): R(z, w, t)] 

para polinomios homogéneos P, Q y R de grado d con R(O,O, 1) = l. Por tanto, se tiene en 

coordenadas locales de C2 que:f(z, w) = (P(z, w)(l + r¡), Q(z, w)(l + r¡)) siendo r¡ algún germen 

que cumple r¡(O, O) = !.Puesto que f termina siendo un mapa que se contrae en (O, O) entonces 

podemos definir: 
00 

<t> = 
TI c1 +.,, º ¡i)d-i-1.

j=O 

Con el cual, el mapa (z,w)-+ (z</>,w</>) es el mapa que conjuga f con (P,Q), que es lo que se 
quería probar. 

1.3.6. Conjuntos de Fatou y Julia 

La discusión acerca de la estabilidad (en el sentido de Liapunov) de una órbita bajo la familia 
{fn }nE

Z+ lleva en la teoría clásica de C]P>1 a los conceptos de conjunto de Fatou, Julia. La defini
ción de estos conjuntos está íntimamente asociado al concepto de famiJia normal. En particular 
el conjunto de Fatou para un mapa racional en C]P>1 se define como el conjunto en el que para un 
elemento arbitrario z se tiene un entorno Uz en el cual la famiJia {Jn}nE

Z+ es normal (véase [31). 

32 



En este contexto la equivalencia entre normalidad y equicontinuidad en CJP1 establecida por el 
Teorema de Arzelá-Ascoli es vital para la estabilidad. En Ck o C!Pk (k > 1) esta equivalencia 
entre normalidad y equicontinuidad no subsiste por lo que es necesario establecer los conceptos 
relativos a la estabiJidad de órbitas directamente a través de la equicontinuidad de {Jn}nEz+ : 
En el caso de CJP>k ( k > 1) se tiene los siguientes enunciados: 

Definición 30 Sea f un mapa racional, f E Md, el cual es algebraicamente estable. Se define 
entonces los siguientes conjuntos asociados a f: 

- p E F(/) {conjunto de Fatou) si existe una vecindad U
p 

tal que la familia es equicontinua
en U

p
.

- El conjunto de Julia J f es tal que J f = C!Pk \ F(/).

A continuación nos limitaremos a comentar algunos resultados y definiciones cuando f E 1id 
Introduzcamos los conjuntos de Fatou de índice l. En particular quedará claro que F0(f) y J0(/) 
son los conjuntos de Fatou y de Julia usuales. 

Definición 31 Sea f un mapa holomorfo, f E 1id , f: cpk--+ C!Pk . Sea además O:$ l :$ k-1.

El punto p pertenece al conjunto de Fatou de índice l, F l (f), si existe U
p 

tal que para cualquier
q E U

p existe una variedad compleja Vq de codimensión l que pasa por q y ¡n es equicontinua 

en Vq nUp . 

De la definición se tiene: 
Fo e F1 e · · · e Fk-1, 

correspondientemente J l (f) = cpk \ Fr.(/) son los conjuntos de Julia de índice l. El conjunto 
Jo(!) corresponde al conjunto de Julia J(/) definido previamente. 

Teorema 12 Sea f un mapa holomorfo, f E 1id , d � 2. Jo(/) i= 0. 

Demostración: Supongamos lo contrario: Fo(!)= C!Pk . La equicontinuidad de la familia {fn} 
en todo el espacio implica que el límite de la sub-secuencia {fnk} hacia una función holomorfa 
de grado finito F. Esto contradice que grad(f nk) es ilimitado. La contradicción muestra que 
Jf i= 0. o

En lo anterior es de interés conocer el número de órbitas periódicas para/ E 1id (d � 2). 

Teorema 13 Sea f E 1ld {d � 2). Existen infinitas órbitas periódicas. 

Para la prueba consúltese: [38]. 

Pasemos a definir las componentes de Fatou para/ E 1ld (d � 2). 

Definición 32 Una componente de Fatou n para f es una componente conexa de C!Pk \ J.

Recordando la definiciones de periodicidad ( véase [61]) se dice que n e C!Pk es periódico si 
Jn(n) = n para algún n � 1 , y además teniendo en cuenta la definición de conjunto errante, se 
puede señalar que cuestiones tales como la periodicidad y la existencia de componentes errantes 
para el conjunto de Fatou no se encuentran resueltas para k > 1 ( para k = 1, por otro lado. se 
prueba que no existen componentes errantes, véase [107]. 
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La noción de hiperbolicidad de Kobayashi resulta ser la herramienta teórica que sustituye al 
Teorema de Montel en <CIP1

. 

Si M es una variedad compleja, consideremos la familia de aplicaciones holomorfas 

<p: D(disco unitario) - M

tal que cp(0) = p, cp'(0) = e{ donde p E M y { E Tp(M). En estas circunstancias, la pseudométrica 
Kobayashi-Royden se define como: 

Definición 33 Sea N (subvariedad} e M (variedad compleja). N es hiperbólicamente inmersa 
si existe una constante C > O tal que: 

para todo (p, ú E TN y l�I es la norma hermitiana de �. 

Se verifica la siguiente relevante propiedad para una componente de Fatou: 

Teorema 14 Sea f E 1-ld (d � 2). Una componente de Fatou n de f es hiperbólicamente 
inmersa. 

Para la prueba véase (103]. 
Aquí no desarrollaremos más la teoría de los conjuntos de Fatou-Julia en <C!Pk ni sus implicaciones 
dinámicas. Para detalles véase (38, 103]. 
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Capítulo 2 

Corrientes positivas cerradas y 

funciones pluri-subarlllónicas en (C:rp>k

En este capítulo se exponen algunas herramientas del análisis complejo a ser usadas más ade
lante. En la primera sección se repasa las definiciones fundamentales acerca de las formas dife
renciales, las operaciones que se pueden definir en el espacio de formas y las propiedades más 
importantes. Para mayores detalles sobre esta sección se puede consultar (17], (35), y (119). La 
siguiente sección introduce las formas métricas y de volumen lo cual en cierta forma adelanta la 
introducción de las formas diferenciales positivas. Aquí además de introducir las formas métricas

fundamentales tanto para (Ck como para (C¡pk se introducen las respectivas formas volumétricas

en dichos espacios considerándose algunas propiedades importantes tales como el Teorema de 
Wirtinger y otros además de la definición de otras formas diferenciales auxiliares asociadas a la 
geometría de dichos espacios. En la última parte de dicha sección se estudian las formas difer
enciales positivas partiendo del concepto de positividad para formas diferenciales introducido 
por Lelong (véase también (14}, [17], (69], (74} y (1011).La Sección (2.3} es un repaso breve de la 
teoría de distribuciones. En este tratamiento se enfatiza el papel que juegan los diversos espacios 
funcionales dotados de lar-topología definida por semi-normas. Las distribuciones son definidas 
entonces como los espacios duales de funcionales lineales. Algunas propiedades son estudiadas 
como introducción a la teoría de corrientes que se expone en la siguiente sección (para más 
detalles de la teoría de distribuciones véase (57}, (97] , (99]). La teoría de corrientes es expuesta 
en su forma más general sin apelar a ninguna estructura compleja tal como fueron definidas 
por De Rham partiendo de los diversos espacios de formas diferenciales reales {19). Muchas de 
las propiedades expuestas en esta sección para las corrientes guarda estrecha analogía con la 
teoría de distribuciones (para otras referencias véase además, (34], [85), (881). En la siguiente 
sección, y en analogía a las distribuciones positivas introducidas en la Sección [2.3) se definen las

corrientes positivas y cerradas las cuales resultan tener soporte compacto y otras propiedades 
íntimamente relacionadas al análisis complejo y la geometría [14),[17),[55),[101). Hasta este punto 
el material cubre una exposición general de los fundamentos de la teoría de formas diferenciales 
y corrientes, por lo que en la última sección se cambia un poco la temática para estudiar diversas

propiedades de las funciones pluri-suba.rmónicas (PSA) las cuales, como se verá en el Capítulo 
[3] tienen íntima relación con las corrientes y otros objetos analíticos (para más detalles véase
[18), (48], [55], etc).
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2.1. Formas diferenciales en variedades complejas 

En esta sección, se expone brevemente algunos aspectos de la teoría de formas diferenciales en
variedades complejas. Se ha considerado las formas diferenciales en variedades complejas como
secciones continuas (o diferenciables ) del fibrado cotangente de la variedad compleja en la cual
ellas se definen. Esta noción es conveniente pues permite considerar dichos objetos independiente
del sistema de coordenadas locales a usar. En el caso de formas diferenciales de grado superior,
dicha definición de formas nos permite construir rápidamente las secciones correspondientes
a fibrados más complejos. Esta manera de ver a las formas diferenciales, naturalmente puede
repetirse en el caso que aquellas se definan en una variedad suave arbitraria con coordenadas
locales en lRn.
2.1.1. Formas diferenciales de bigrado 

Sea M una variedad C00
, 2k-dimensional y con coordenadas locales en R2k. Para esta variedad

podemos introducir en un punto x = (x1,Y1, · · · ,Xk,Yk) de su representación coordenada, sus
espacios tangente y cotangente: TxM , r; M respectivamente. Estos espacios son como es sabido
espacios lineales 2k-dimensionales en R. Si procedemos a complexificar dichos espacios ( véase
(35), pag 66) bajo la hipótesis adicional que Mes también una variedad compleja k-dimensional,
entonces los espacios tangente y co -tangente resultantes en z = (z1, · · · , Zk), Zi = Xi+ Yi son
los espacios vectoriales complejos k-dimensionales a los que denotaremos como TzMe y r; Me 

respectivamente. Es también conocido {35] que una base del espacio TzMe es:
{� �} i = 1,2,· · ·k.

OZi, OZi , 

Llamamos también a TzMe el espacio vectorial k-dimensional de vectores tangentes.
Tomemos el espacio vectorial dual r; Me y denotemos la base como:

{dZi,dzi} i = 1,2, ... ,k,

(2.1)

(2.2)
r; Me será denominado espacio vectorial k-dimensional de vectores cotangentes (covectores).
Como es sabido, por dimensión se entiende la dimensión compleja del espacio lineal complejo
(véase (45]). 
Recordemos que un campo vectorial asigna de forma continua a un punto z E M un elemento
del espacio vectorial. En caso de definirse un campo vectorial en M la continuidad se establece
por medio de la topologización del fibrado tangente U

zEM TzMe (véase (100]). 
Concretamente, en el caso que el espacio vectorial sea TzMe y siendo la base: 
{ ,.,,8 b}· i = 1 2 ... k se tiene que un campo vectorial con elementos de TzMe es una

UZi ' UZi ' ' , expresión de la forma:

donde ai, bi E C(X)(M); el campo vectorial se dice que _es de clase C(X). 1De esta representación se establece la siguiente descomposición del espacio tangente en el punto
zEM:

1 En la Sección [2.4) se definirá otros espacios vectoriales de formas diferenciales definidos por la clase de 
funciones a las que pertenecen sus coeficientes. 
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TzMc 

= TzM EB TzM. 

Por otro lado, en el caso de las formas diferenciales expresadas con elementos de r; Me se tiene: 
k 

u(z) = L ui(z)dZi + vi(z)dzi z E M. 
i=l 

La cual es una forma diferencial de bigrado del tipo más simple, a saber, la suma de una forma 
de tipo (1, O) y de una de tipo (O, 1) . De aquí también se deduce la descomposición del espacio 
co-tangente: 

T;Me 

= T;MEBT;M. 

En lo ulterior nos restringiremos al espacio co-tangente y a las estructuras de fibrado que se 
obtienen de él (para mayores detalles sobre los fibrados véase (17),(45]).
Recordemos sólo de manera breve como se construye para un fibrado tal como el co-tangente 
r; M un nuevo fibrado el cual es formalmente una potencia del producto exterior A aplicado 
sobre este espacio. Como es conocido la p-ésima potencia /\P V de un espacio vectorial V es el 
cociente del espacio de tensores V®· · ·®E de rango p con el sub-espacio cuyos elementos son de 
la forma V¡®· · · ® Vp - sgn( a )vu(l) ® · · · ® vu(p) donde el símbolo a se refiere en este caso al signo 
de la permutación del conjunto { 1, · · · , p} ( véase también [34]). Se sabe entonces que si V tiene 
dimensión k entonces la dimensión de /\P V será (;). Visto esto de una forma más constructiva 
se tiene a partir de las proyecciones del fibrado r; M sobre M tenemos para un punto z E M el 
conjunto de las fibras a las que denotaremos por 1r-

1(z). Tomando ahora el producto /\P 1r-
1(z)

tal como se acaba de definir entonces se tiene las secciones del fibrado /\P T; M. Esta construcción 
se puede repetir en otros casos, por ejemplo cuando consideramos los fibrados obtenidos después 
de la complexificación de r; M. En tal caso, al repetir el procedimiento en relación a la p-ésima 
potencia exterior del espacio de fibras se obtienen las secciones que definen los fibrados /\p,q T* M

y sus secciones. 
Demos entonces una definición general de una forma diferencial de bigrado (p, q): 

Definición 34 Una forma diferencial de clase es en una variedad compleja M es una aplicación
de un punto z E M a una sección es del fibrado /\p,q r; Me . Donde r; Me es el complexificado
del fibmdo co-tangente en el punto z. 

En lo que sigue, no habrá distinción en denotar el conjunto de formas diferenciales (secciones) 
con el mismo símbolo usado para denotar el respectivo fibrado. 
Consideremos entonces el espacio vectorial de formas diferenciales /\p,q r; Me para z E M ( véase 
[69], es decir el espacio vectorial de las formas diferenciales de bi-grado (p, q), y escribamos la 
base de este espacio: 

{dz1, dzJ }, l={i1,···,ip}, J={i1···,jq }, 
Donde I, J son multi-índices definidos como: 

De esto se tiene entonces que, una forma diferencial de bigrado (p, q) en z E M se define como: 

u(z) = L u1 ,J(z)dz¡ A dZJ I = {i1, · · · , iq}, J = {j1 · · · ,jr }. 
I,J 
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Los I, J expresan en este caso un elemento de la base cuya cardinalidad también es (!) x (!) 
para z fijo. 

Comentario 6 Como se verá en la Sección [2.4) podemos imponer diversas condiciones sobre 
las secciones de los fibrados para así obtener diversos espacios topológicos lineales de formas 
diferenciales. La definición de las formas por medio de fibrados nos permite la representación de 
una forma sobre una carta independiente de las coordenadas (véase [35, 69)). 

Comentario 7 De las relaciones conocidas entre la bases {dzi, dzi} con: 
{dx1,dY1, · · · ,dxk,dYk} se tiene que, recíprocamente, las formas complejas de bigrado pueden 
escribirse como formas diferenciales de grado simple con coeficientes que son en general funciones 
complejas. Veamos el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 17 Sea u E f\1 •1 T; Me donde z E Me C2 y u(z) = fdz1 A dz2 y f E C00 (M). 
Luego de efectuar las transformaciones: 

u(x1, Y1, x2, Y2) = fdx1 /\ dx2 + fdy1 /\ dy2 + gdy1 /\ dx2 - gdx1 /\ dy2, 

donde f = f(x1, Y1, x2, Y2) E C00 (M, C) y además g = if E C00(M, C), M está ahora expresada 
como una variedad en JR4 y C00(M, C) representa los mapas de M e JR4 a el conjunto de
números complejos. ¿Es la forma u un elemento de /\ 2 T; M?. Si nos atenemos a la definición
de un espacio lineal real entonces esta JR-forma diferencial no pertenece a f\2 T;M y sólo en su 
forma compleja de bigrado es admisible en el espacio /\ 1 •1 T; Me. 

Este ejemplo nos advierte acerca de la cautela que hay que tener al hacer cambios de bases en 
el espacio vectorial recipiente de las formas diferenciales. 

2.1.2. Operaciones en el espacio de formas diferenciales

Producto cuña- Las propiedades iniciales del producto cuña para formas diferenciales obede
cen a las leyes generales del algebra multilineal (véase [34), Cap.1) Partiendo de esas propiedades 
pasemos a definir algunas cuestiones relativas al producto cuña para formas diferenciales com-
plejas. 
Empecemos por el caso de formas diferenciales de grado simple definidas en una variedad C00

• 

Sea u E /\P r; M, v E /\ q T; M (M variedad C00 
, dimM = m) ), se define el producto cuña 

como la forma u /\ v E /\p+q T; M p + q :::; m

u - ¿ u1(x)dx1

v = ¿ vJ(x)dxJ 

u/\ v - ¿ u1(x)vJ(x)dx1 /\ dxJ I, Je {1, · · · , m}.
I,J 

d l � d b" ad Sea u E /\q,r Tz*Mc, V E /\s,t T
z
*Mc donde M Veamos ahora el caso e as 1ormas e 1gr o. 

variedad compleja , dimM = m 

u=¿ u1,J(z)dz1 A dzJ, v = L v11 ,J'(z)dz11 A dzJ' 
I,J l',J' 
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y se tiene que 
u/\ v = L u1,J(z)vl'.J'(z)dz1 /\ dzJ /\ dz1, /\ dzJ'. 

l,l'J,J' 
Modificando el orden de los factores y teniendo en cuenta la relación fundamental: 

tenemos: 
dx /\ dy = -dy /\ dx, 

u/\ v = L ªI",J"dz1,, /\ dzJ", 
I" ,J" 

donde II"I = q + s � m, IJ"I = r + t � m. Además ªI",J" = (I, I')(J, J')(-l)qsUJ,J(z)v1,,J'(z)
donde (I, I'), (J, J') son las paridad de las permutaciones {i1, i2, · · · , iq, ii, ... , i�} � {1, 2, ... , k} 
Y {j1,h,··· ,Ír,jf,··· ,ja � {1;2,··· ,k} además I" = {ir,··· ,i;+s} con ir< i� < ··· < i"+s •
Y también· J" = {J.,, · · · J.,, } con J.,, < J.,, < ... < J.,, q 

· 
1 ' 1 r+t 1 2 r+t · 

En el caso particular: 

u = L u1,J(z)dz1 /\ dzJ, v = L u1,,J'(z)dz1, /\ dzJ' III = IJI = q, II'I = IJ'I = s,
I l',J' 

se tiene que: u /\ v = ¿ ªI",J"dz¡,, /\ dzJ" donde II"I = IJ"I = q + s � m . Además
a111 ,J11(z) = (-l)qsu1,J(z)v1,,J'(z). 

Derivada exterior- Formalmente d es el operador lineal: 
p p+l 

d : Cl((\ T*(M) - ct-1( (\  T*(M)

donde M es una variedad C(X) y ct(l,._PT*(M)) es el espacio lineal de formas diferenciales con 
coeficientes en Cl(M, C) (véase Sección [2.4] para más detalles). En estas condiciones y tomando 
en cuenta la forma del operador diferencial d:

m a d = I: ax
-dxi, 

i=l 
i 

se tiene la siguiente fórmula en coordenadas locales: u E /'.,t r; M

du = � � au¡ dxi /\ dx¡,��ax -
i I 

i 

donde I E { k; p} de donde se verifica: 
- d

2 = Ü

- d(u /\ v) = du /\ v + (-l)deg uu /\ dv (Regla de Leibnitz).

(2.3) 

Recordemos además que una forma u es cerrada si du = O y se llama exacta si u puede ser 
escrita como u = dv, para algún v. 
En el caso que M sea una variedad compleja introduzcamos los operadores fundamentales 8. 8 
(véase la Su�sección [l.2.4]): 

r,s r+l,s 

8: C1(/\ T* M) - ct-l(- /\ T* M), 
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��OU¡ donde 8u = L L --dzi /\ dz1 /\ dzJ. 
i l,J azi 

Del mismo modo para 8 
r,s r+l,s 

a= cl(l\ r* M) - cL-1( A r* M), 
- ��OU¡ donde 8u = L L -_-dzi /\ dz1 /\ dzJ. 

i l,J 
OZi 

Comentario 8 Las formas con coeficientes holomorfos pueden denominarse de manera natural 
como formas holomorfas de donde si w es una forma holomorfa 8w = O. 
En el caso del operador ddc 

= ½08 
r,s r+l,s+l 

ddc : Cl(I\T*M)-+ cL-2( A T*M), 

a2u1 _ _ -donde d(lC(u) = L L a -a -- dzi /\ dzj /\ dz1 /\ dzJ puesto que d =ª+a y ambos operadores
i,J J,J Zi ZJ 

complejos operan sobre sub-espacios complementarios entonces ellos deben de satisfacer inde
pendientemente la regla de Leibnitz. 
Para ddc se tiene entonces: 

Finalmente: 

ddc(u /\ v) = ½a8(u /\ v) = ½o[8u /\V+ (-l)deguu /\ 8v] = ½[o8u /\ v+ 

+(-l)degu+1au /\ ov + (-l)deguau /\ 8v + (-1)2deguu /\ 88v]. 

ddc(u /\ V) = d�u /\V+ U/\ ddcv + (-l)degu[ou /\ 8v - 8u /\ ov]. (2.4) 

Aplicación directa (pull-forward). Aplicación inversa (pull-back)- Consideremos las 
aplicaciones entre espacios de formas diferenciales que son inducidas por mapas entre variedades 
diferenciables o complejas. 
Sea F :  M - M un mapa entre dos variedades e= (o complejas). Sea F un difeomorfismo 
e

= o un biholomorfismo. _ 
Primero consideremos la aplicación inversa inducida sobre las clases C8(M), C8(M) (s � 1):

F :  C5(M) 
f 

-+ C8(M) 
-+ foF.

Consideremos ahora la aplicación directa que se induce entre espacios tangentes. 
F. : TzM - TF(z)M

a - . F. a. 

Tomemos 1/; E C1(M) y F.a(t/;) se define como: 
F. a(t/;) = a(Ft/;) = a(t/; o F). 
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Esto se puede extender directamente a los campos definidos por multi-índices: 

F. L a¡(x)
aª (1/J) = L a¡(x)�(?j; o F).X¡ 8x1 

Consideremos ahora la aplicación inversa sobre el espacio cotangente 

F* : T;,(z)M --+ r; M
w --+ F*w,

donde (F*w)(x) = ¿ 1 w¡ o F(x) · det(g�r )dx¡ donde F1 son las componentes de F según el
multi-índice l.

1 

Enumeremos algunas propiedades que satisface el pull-back de formas diferenciales. 
Se verifican las siguientes relaciones: 

a) F*(w1 + w2) = F*w1 + F*w2; w1,w2 E /\tT;M.

b) F*(w1 /\ w2) = F*w1 /\ F*w2; (pull-back preserva el producto cuña).

c) Fi(F2(w)) = (F1 o F2)*(w).

d) dF*w = F*(dw); w es de clase C1
. 

En particular si w es cerrada, F* w también lo es. 

Integración de formas diferenciales- Consideremos una variedad M suficientemente dife
renciable. Primeramente establezcamos la siguiente: 

Proposición 8 Sea U e M Si F: U - F(U) es un difeomorfismo que preserva la orientación
p 

{en particular un biholomorfismo); además w E LJ /\ r;.(z)?j;(U), donde dimU = p, entonces
zEU 

1 w 
= 

11/J*(w). 1/l(U) U 

Demostración: Tomando en J
'I/J(U) 

w el cambio de coordenadas z = ?j;- 1(t) y usando la defini-
ción de pull-back se deduce el resultado. O 
La integral de la forma w sobre M ( de clase C00) es definida primeramente para k-células, esto 
es mapas suaves de cubos k-dimensionales. Supongamos que la imagen del cubo Qk está en los 
límites de la carta entonces, la integral 

1 1 L 8(
X

ji ,· · ·  ,
X

jk)d d W= WJO¡ ( ) t¡/\··· , /\ tk. 
Qk a t 1 . . . tk 

..., J 
' ' 

Si 1(Qk) esta fuera de una carta es necesario usar una partición de la unidad en {Ua}. De donde

El concepto de integral puede luego ser expresado a cadenas k-dimensionales. El conjunto de 
cadenas k-dimensionales puede ser considerado como un grupo abeliano con la operación de 
adición de coeficientes. 
Usando coordenadas locales y partición de la unidad se puede introducir el concepto de integral 
sobre un dominio con borde orientable, de ello se tiene el importante: 
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Teorema 15 (Stokes) Para la forma w de grado k - 1 en M (variedad k-dimensional, ori
entable), De M: 

r w = r dw.lav lv 
Para la prueba véase [119]. 

Comentario 9 Si tomarnos� como forma compleja entonces w es de bigrado (k - 1, k - 1). Si
se cambia el operador d por{} o{} entonces el bigrado de w será (k, k - 1). (k - 1, k). 
Comentario 10 La fórmula de Stokes es válida para los conjuntos analíticos (véase (141). 

Ejemplo 18 Generalicemos la fórmula integral de Cauchy para f E C00(�). donde � es un
disco en C. 
Consideremos la forma diferenciál 

diferenciando 

r¡ = _1_ J(z) dz2,ri z - w 

dr¡ = éJJ(z) dz /\ dz _
oz z-w 

Sea �f = �(w, E). Aplicando el Teorema de Stokes: 

� r f ( z) dz = � r f ( z) dz + � r {} f dz " dz. 
21ri laí::,.r 

z - w 2ni laí::,. z -w 2ni }1::,._1::,.r {)z z - w 

Haciendo z - w = rei8:

Además 
dz /\ dz = -2irdr /\ d0. 

� r j(z) dz = J_ f
27r 

f(w + Eei8)d(). 2ni Ía1::,.
r 

z - w 2n lo 

P d al l, · l ·' · · I t · d t J of dz" dz b I t t asan o imite a expres1on prmc1pa y emen o en cuen a que �- es a so u amen e uz z-w 
integrable sobre �. se tiene: 

) 
1 1 f ( z) d I 1 o f dz /\ dz

f(w =- -- z+- ----. 2ni 01::,. z - w 2ni t:,. o z z - w 
2.1.3. Grupos de cohomología 

Citemos sin demostración una serie de resultados que corresponden a ls teoría cohomológica de 
variable compleja. Para una exposición exhaustiva véase [17, 45], etc. 
Cohomología de Dolbeault y De Rham. Sea M una variedad compleja de dimensión k 
además sea z E M. Denotemos por 

(q+r=p) 
las formas cerradas por el operador o y [) respectivamente de bigrado (q, r). Definamos además: 

q,r 

{ 
q,r } 

8((\ r;M) = 8w /w E_j\ r;M ,
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análogamente: 
a(f\ r; M) = aw / w E /\ r; M . 

q,r { q,r } 

Teniendo en cuenta que [j2 
= O y 

q,r 

8(/\ r; M) e zi,r+ir; M, 

obtenemos los grupos de cohomología de Dolbeault: 
q,r-1 Hj'r(M) = zq,rr; M/8( f\ r; M). (2.5) 

Notemos que si fes un mapa holomorfo de M a N entonces se induce un mapa J*: Hj'r(N)---+ Hg·r (M). Enunciemos el importante: 
Teorema 16 (Dolbeault) En un policilindro Ll de Ck : H!'r(Ll) = O con r 2".: l. En particular
si una forma diferencial es 8- cerrada entonces es localmente exacta. 

Consideremos ahora los grupos de cohomología De Rham. Tomemos ahora una variedad diferenciable M y el espacio de formas diferenciales /\.P T* M. Sea además ZPT* M el sub-espacio de p-formas cerradas con z E M y definamos:
d(Á.T*M) = { dw /w E Á,T*M}.

Ahora, del hecho que d(/\p- l T* M) e ZPT* M, se define: 
ZPT*M 1-lP (M) - ----

DR 
- d(/\p-1 T* M)

el cual es un grupo de cohomología de De Rham. En estas condiciones se verifica el siguiente 
Teorema 17 (De RhaTn)Para los grupos de cohomología: 

1-l2m(Rn) = R, n 2".: 1, 
1-l�)R(JRn) = O. 

En particular en un entorno de un punto de lRn una forma cerrada es localmente exacta. 

2.2. Formas métricas y de volumen 

2.2.1. Formas de Fubini-Study-Kahler 

(2.6) 

(2.7) 

Definición 35 Sea M una v�riedad compleja y sea zJ coordenadas locales. Tomemos una sec

ción C00
, g'¡13

(z) de T* Me ® T* Me tal que: g'¡fJ
(z) = g'¡fJ

(z) y además:

I: g'¡t
j

(
ª

<.'3 � º· (2.8) a,fJ=l 
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Aquí la igualdad se realiza sí y solo sí (=O. Una métrica hermitiana en M se define como: 

n 

ds2 = ¿ g'f13 ( z )dzf ® dzf, (2.9) 
et,/3=1 

o bien, considerando las coordenadas locales y la definición del producto tensorial (véase (351)
la forma hermitiana se puede expresar simplemente como:

n 

ds2 = ¿ g'f13(z)dzfdzf 
et,/3=1 

Teorema 18 Para toda variedad compleja M existe al menos una métrica hermitiana en M.

Demostración: Tomemos U= {Uj} una cobertura localmente finita de M. En Uj tomemos
las coordenadas locales ( z}, · · · , z1J). 
Hacemos previamente un cambio de notación conveniente usando el delta de Kronecker: 

n n 

� dz>:-dz>:- = � Óaf3dz�dzf! L- J J L- J J 
).=1 et,/3=1 

y tomemos una partición de la unidad subordinada a U {pj} donde { z / Pj ( z) > O} e Uj . Defi-
namos: 

ds2 = ¿ Pj (z)[¿ dzJdzf] 
j ).=1 

una forma cuadrática y probemos que cumple las condiciones para ser una métrica de Hermite. 
dz>:-

Usando un cambio de coordenadas: dzJ = ¿ 
d � dzf. Luego:

ª zk 

n 

ds2 = ¿ 9ka{3(z)dzfdz�, (2.10) 
et,/3=1 

dz>:- dz>:-
donde 9ka/3 = ¿ Pj(z) dz� 

_J
.B 

entonces 9ka/3 = 9kf3a · Falta probar la positividad de la forma 
. ). k dzk J, 

(2.10). En efecto: 

� -/3 ¿_ 9ka{3(0
( 

et,/3 

o 

Pasemos ahora a definir una métrica de Kahler, denominada en la literatura como métrica de 
Fubini-Study-Kahler. Hay que recordar que existe una corespondencia biunívoca entre las formas 
hermitianas y las formas diferenciales positivas por lo que se usará de aquí en adelante estas 
últimas en los cálculos. 

44 



Definición 36 La métrica hermitiana w sobre M (variedad compleja) 

(2.11) 
es de Kahler si dw = O. 

Demos una caracterización de las formas de Kahler. 

Teorema 19 Sea w una forma hermitiana. w es una forma de Kahler si y solo si existe una 
función diferenciable K; sobre cada U; tal que w = 88K; sobre U;. 

Demostración: Probemos que w = ¿ w013dz°' /\ dz13 satisface dw = O en un abíerto U si y solo
sí existe f E C00 tal que w = 88f. 

En efecto: sea w = 88 f luego dw :-- O. Sea ahora dw = aw + 8w = O luego puesto que 8w es de 
bigrado (2, 1) y aw es de bigrado (1, 2) se tiene 8w = O y aw =O.Usando el Lema de Dolbeault: 
existe 'l/J(l,O) tal que 8'1/)(1,0) = w en U de ahí 1/J(l,O) = ¿ 'l/)0dz0 y además se tiene las siguientes 
expresiones: 

881/J(l,O) = OW = 0 (2.12) 

y 

(2.13) 

Puesto que w es holomorfa, de la primera expresión: 8w = 88'1/)(l,O) = O entonces -88'1/)(l, O)= O. 
Por lo que 81/;(1, O) es también holomorfa. Tomando el operador 8 en la expresión (2.12), tenemos 
que: 

_!_
(
8'1/)13 _ 81/Ja) = O.

az>- 8za 8z13 
Por lo que en U existe la (1, O) forma r¡ tal que 

8'1/)(1,0) = 8r¡, 

de donde 8('1/){1,0) - r¡) =O.Ello implica que existe una función C00 tal que 1/J(l,O) - r¡ = 8f por
lo que: 

w = 81/1<1
,
0> = 8(r¡ + an = aaJ = aac-n

y -f aún pertenece a C00
• Tomando U = U; obtenemos que w es Kahler en M bajo las condi

ciones ya enunciadas. O 

Probemos ahora que c;¡pm es una variedad Kahler.

Teorema 20 C'P" es una variedad de Kiihler.

Demostración: Como se sabe C?" = U7J=0U; donde_ U; = {(/( = ((o,··· , (n), (; i= O} Y la
afi ( O d-1 d+l n) en d d i (i 

relación con las coordenadas nes: Zj = z;, · · · , z; , z; , · · · , z; en on e z; = 
(;

. 

Tomemos 

at=h Ot 
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Y también U; n Uk 

K; - Kk - log \(k\2 - log \(j \2 

log lzjl2 
= log zj + log zj.

Luego 88(Kj - Kk) = O sobre Uj n Uk . 
Definimos ahora 

w = i88Kj 

sobre Uj. Ahora para aplicar el teorema anterior falta sólo establecer que w es hermitiana. 
Para simplificar tomemos j = O, zª 

= Z0. Entonces ko = log(l + E:=1 lzªl2) y 
- 1 

n 

aaKo = 

1 En 1 ª 1 2 [óa¡3(l + L lzl2) -zªz13]dzª /\ dz/3 .+ a=l Z a=l 

Inmediatamente se tiene que 
9af3 = 9af3· 

Analicemos ahora la expresión: 
n n 

¿(óa¡3(l + L lzªl2) - z°z
13)(ª(13 - L óa13(l + L lzª l2)(ª(13 - L zªz13(ª(13 

a=l a=l 
- ((,()

2[1 + (z,z)2
] - l((,z)l 2 -

De la igualdad de Schwartz: 
1((, z)l2 

� ((, ()
2(z, z)2 . 

Luego: 
((, ()2[1 + (z, z)2] -1((, z)21 � O. 

o 

Daremos una interpretación de esta métrica. 

Sea w E cpk el cual se corresponde con un circulo unitario en ck+l (unívocamente), luego la 
distancia entre [w] y [w'] E CPk es: 

d2([w][w']) = mín lwei8 - w'i8'12 
8,8',w,w' 

(el segundo miembro expresa la distancia euclidiana). 
·9 f ·(Y 

1( 
i8 i8) ( I i8' I i8'

)1 lwe' - w ei 1 - woe ,··· ,wne - w0e ,··· ,wne 
n 

- ¿(wjei8 -wiei8'
)(wje-i8 - Ülje-i8'

) 
j=O 

n 

- ¿(lwil2 + lwJl2 -Üljwje-i(O-O') - Wjw1
i<0-0'))

j=O 
n 

- 2 - 2 ¿ !Rwjw1ei(0-8')
j=O 

n 
_ 2[1 - ei(B-O') ¿ !Rwiw1]

j=O 
- 2(1 - ei(O-O')!R(w , w')] ·
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y el mínimo de la expresión se alcanza cuando(}= ()1 y w, w' son tales que 
�(w, w') = l(w, w')I. 

Luego: 
d

2{[w], [w']) = 2(1 - l(w, w')I)
para lwl = lw'I = l. en el caso de números de módulo arbitrario. 

d2{[w], [w']) = 2(1 - l(w,w')I).lwllw'I 
Ahora tomando w' = w + dw obtenemos la forma diferencial de la distancia ( despreciando los 
términos de orden superior) 

d2([w], [�'}) = 
(dw, dw)

) 
_ (dw, w)(w, dw)

(w, w) (w, w)2 

Ahora, teniendo en cuenta dw = E i: dzi + �dzi se tiene finalmente: 

w -
ddc jwj2 

jwj2 
ddc ln jwj2. 

djwj2 A dcjzj2 
lzl4

Teorema 21 Una subvariedad de una variedad de K ii.hler es también de K ii.hler.

Demostración: Sea Ne M donde w es de Kahler sobre M. Probemos que wlN es también de 
Kahler. 

Definamos la restricción Ui n N, donde Uj es un entorno de M con la coordenadas locales 
(z� · · · z"!- w� · · · w7:) donde m = dimM, n = dimN y r = m - n de modo que: N U UJ· = J' ' J '  J' J 
{(z� · · · z"!- O ···O)} sea J' ' J' ' 

w 

Entonces : 

� g 13(z� · · · z"!- w� · · · w1:)dz'!' A dzf? L.- a J' , J' J' J J J 

� { 1 n 1 r)d a' " d-/3'+ ¿_9a'f3' Zj ,··· , zj ,wj,···Wj zj " zj 
( 1 n 1 r)d a" d /3" + · · · + g "/3" z · · · · z · w · · · · w · z · A z . a J' , J' J' J J J . 

2.2.2. Formas métricas y volumétricas en C_k y CF

Métrica hermitiana en Ck- La métrica usual en JR.2k viene dada por 
k 

¿dxi AdYi· 
i=l 
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Es natural extender esta métrica a Ck ; de acuerdo a la relación:
i 

dxi /\ dyi = 
2

dzi /\ dz:,.

Queda de este modo definida la métrica en Ck :
. k 

<po = � ¿ dzi /\ dzi,
i=O 

y se verifica que <p = ddc\\z\\2 , además d<po = O lo cual implica que <po es cerrada ..

(2.15) 

Consideremos ahora la (k, k) forma diferencial de volumen en Ck . La forma volumétrica estándar
en JR2k es

dV = dx1 /\ dy1 /\ · · · /\ dxk /\ dyk,
( -

)
k k 

de donde: dV = ½ (\ dZi /\ dzi.
i=l 

Calculando <p� = /\k
<po se tiene:

( .)k k 

<p� = k! ½ (\ dZi /\ dzi = k!dV.
i=l 

(2.16) 

Esta ecuación establece la relación entre la forma métrica euclidiana y la forma volumétrica.
Sea M una variedad compleja de dimensión m entonces se define:
Definición 37 El volumen complejo para M {variedad compleja de dimensión m) se define
como:

1 ¡ m 
-, <{)o . m. 

Establezcamos algunas propiedades para el volumen complejo:
Teorema 22 {Wirtinger) El área de una vecindad r {no necesariamente compleja) dimr = 2
es tal que:

VolI' 2:: [ <po, (2.17) 

donde la igualdad es alcanzada si r es compleja de dimensión 1.

Demostración: Puesto que basta establecer la prueba para elementos de área se puede tomar
r como un plano. Sea r dado por la ecuación paramétrica z = aw + bw donde a, b E ck ,
w =f.+ ir¡.
El elemento de área dado por la ecuación z = z( f., r¡) es:

ds = J EG - F2df.dr¡,

8z 8z 8z 8z 8z 8z . , donde E = (- -) F = (-, -) , E = ( -8 
, -8 ) estan dados por los respectivos productos

8[. ' 8[. ' 8[. 8r¡ r¡ r¡ 
hermitianos. Efectuando operaciones: 
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de la desigualdad de Cauchy-Bunyakovski se tiene EG - F
2 ?: lal2 

- lbl2 y la igualdad se alcanza
cuando b = ,\a, (,\ E C), es decir cuando r es una línea compleja.
Por otro lado, haciendo los cálculos resulta que <polr = (lal2 

- lbl2)d�d17. Este último hecho
establece lo que queríamos probar. o

Corolario 3 El área de una variedad compleja uní-dimensional r e (C
k es igual a la suma de

sus proyecciones en los ejes coordenados. 

Demostración: Ello se deduce de la igualdad

V olI' = ¡ <po = ¡ ½ t dzi A dzi = ¡ t dxi.r r i=l r i=l 

D
Para la generalización del Teorema de Wirtinger a variedades de dimensión mayor es necesario
recurrir a una desigualdad sobre las formas hermitianas de (Ck .

Consideremos una forma hermitiana <p( u, v) que implica Ck x Ck en C tal que <p( u, v) es C-lineal
y <p( U, V) = <p( U, V).
Sea { Ci} una base compleja en Ck y sea { <pi} la base dual, luego <p se puede expresar como:

<p(u,v) = ¿ O'.ij<f'i(u)<p;(v),
i,j

donde <p( e¡, e;) = O:ij = O:ji • Supongamos que h( u, v) es una forma positiva, ello implica ( véase
[79]) que la forma <p( u, u) = 3?<p( u, u) es definida positiva además <p( u, v) define un producto in
terno hermitia.no en (Ck < u,v >= <p(u,v) mientras �<p(u,v) es el producto interno riemma.niano

en JR.2k , más precisamente:
k 

< u,v >= <p(u,v) = ¿dzi(u)dZi(v),
i=l 

de donde: 3?<p( u, v) = Ef =l ( dxf + dy¡) ( u, v) y la parte imaginaria está asociada a. la forma
diferencial <po por las reglas de acción de dicha forma sobre vectores:

k 

J(u, v) = �<p(u, v) = ¿[dyi(u)dxi(v) - dxi(u)dyi(v)],
i=l 

se tiene entonces: 

Lema 2 Para los vectores u 1 , · · · , u2r E L (sub-espacio lineal en Ck)

donde n es el volumen del paralelipedo formado por u�, · · · , u2r en la métrica <p. La igualdad se
alcanza si y sólo si L es un plano complejo. 

Para los detalles complementarios véase (79, 101].
Con ayuda de esta desigualdad podemos establecer la siguiente generalización del Teorema de
Wirtinger:
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Teorema 23 Sea Me Ck una variedad de clase C2 , real de dimensión 2r (r::; k}, entonces 
su volumen (en la métrica euclidiana) satisface: 

VolM � � f <Po,
r. }M

(2.18) 
alcánzandose la igualdad cuando M es una variedad compleja.

Demostración: Nuevamente basta tomar un pequeño elemento de volumen. En efecto, para z E M en la métrica dada el valor del elemento del volumen es igual al valor de la forma n sobre 2r vectores independientes en el espacio tangente real TzM. Pero n satisface la desigualdad que acaba de ser probada, entonces integrando se obtiene la desigualdad buscada. Del mismo lema 
si TzM es compleja r-dimensional para todo z E M, eso implica sin embargo (véase [100]) que 
M es una variedad compleja de dimensión r. O 
Ejemplo 19 La bola B(O,R) = {z E Ck, llzll < R} es una variedad compleja k-dimensional.Del teorema anterior: 

..!:._ f <P� = 7rk R2k 
= >..2

k R2k , 
k! j B(O,R) k! 

>..2k: volumen de la bola unitaria 2k-dimensional. 
(2.19) 

Ejemplo 20 Del Teorema de Wirtinger se deduce que las variedades complejas minimizan el volumen. En efecto, sea 'Y e Ck un ciclo real dim 'Y = 2r - 1 que limita a una variedad complejaM y a una variedad real M; dime M = r, dimJR M = 2r con r :S k - l. Ahora bien, puesto que 
<Po= <Po/\ <Po-1=d(dC l/zll2 /\ <Pó- 1) se tiene de acuerdo al Teorema de Stokes:

r!VolM = f <Po = 1 dc llzll2 /\ IPo- 1 
= f IPo :S r!VolM'. 

jM -y jM, 

Forma métrica homogénea en cni,k- De la Sección [2.2.1] se sabe que CPk es una variedadKahleriana cuya métrica en coordenadas locales (zo, · · · , Zj-1, Zj, · · · , Zk) E Ck tiene la forma:
wo = dt'Elog(l + llzll2). (2.20) 

Estrictamente, w0 definido así en coordenadas locales es el pull-back h;w de la forma métrica w 
en cpk ( hj : ck - ck es un biholomorfismo canónico local).
Introduzcamos la siguiente: 
Definición 38 Sea w la forma de Fubini-Study-Kahler, wk es la forma diferencial volumétrica 
en cpk .
En coordenadas locales wk asume la forma w�. Calculemos esta forma diferencial: (véase laSección (2.2.11) 

Wok (i:.) k (dz, dz)k _ k(dz, dz)k-1 /\ (dz, i) /\ (z, dz)
} 2 { (1 + llzll2)k (1 + llzll2)k+l

( i) k k! nt=l dzi /\ dzi k! k (i) - k 

2 { (1 + llzll2)k - {1 + llzll2)k+l � /\j dzjdZj /\ tr ZiZjdZi /\ dzj}-
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El símbolo /\)i)dzjdZj indica el producto cuña de todas las parejas dzjdZj paraj = 1, ... , k j =f: i. 
El sustraendo se cancela por lo que finalmente: 

o bien

k k! 
k wo = (1 + llzll2 )k+l <{Jo·

Esta última ecuación expresa la relación entre w� y <p� en Ck.
El siguiente teorema justifica la elección de wk como forma volumétrica en Clll>k . 

(2.21) 

Teorema 24 f
cp

k wk 
= 'lík para la forma Fubini-Study-Kahler. Esto implica en particular que 

Vol(Clll>k) = 7ík /k!.

Demostración: Para k = l esto se comprueba directamente. Llevando a coordenadas locales:
r _ i J, dz /\ dz _ { [ l 1 . } -Jcpi w - 2 Vo (l + 

llzll2 )2 
donde Vo - ZO, z1 E lll> . zo =/: O llevando dz /\ dz a coordenadas

polares: 

w= dO ----='Tí 1 1
2

1r 1
00 rdr 

epi o o (l+r2 )2 .
Sea ahora, para k > le integrando para la última variable: 

o 

Comentario 11 Para la proyección 1r de (Ck+l \ {O} a Clll>k se puede definir el pull-back 1r*[w]
en ck+l d llzll2 

/\ dc llzll2 

llzll4 

. *[ ] <{Jo djlzll2 /\ dc llzll2 

para z E (Ck+l y ,n0 en (C"l+.11"_ El sentido de esta métricao bien 
7r 

w = llzll 2 - llzll4 r 

ha sido estudiada en la Sección [2.2].

Pasemos a definir la métrica que generaliza la forma diferencial ¾dc log llzll 2 
= g:, z E C, la cual 

representa el índice de un camino alrededor de z = O. 
Para (Ck+l ( k > O) fijemos la. condición II z 11 =/: O de tal manera que zo =/: O y definamos la forma 
de Poincaré como 

(2.22) 
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donde de , dde son los operadores diferenciales en Ck+l . Puesto que zo f= O se tiene que log 11 zo 11
es armónica, por lo que: dde log llzll se transforma en dde log llzll2 tal que dde actúa en Ck 

y

z = (z1, · · · , Zk), De esta circunstancia se obtiene: 

(2.23) 

donde wo es la forma volumétrica en coordenadas locales de Ck puesto que wt+l = O se tiene 
du = O, es decir u es cerrada. 
Probemos que fov(O,r) = l. En efecto, de las relaciones en 8V(0, r): de log llzll2 = dc��ll2 

y 

k 

además: w� = �� se tiene:r 
{ u= _l_ { dellzll2 

/\ <p� = 1 / dellzll2 /\ <pk lav(O,r) 7rk+l lav(O,r) r2 r2k 7rk+1r2k+2 lav(O,r) o·
Usando el Teorema de Stokes: 

L 1 i 
2 k u= k+I 2k+2 d�llzll /\ <l'o = l.

fJV(O,r) 7í r fJV(O,r) 

2.2.3. Formas diferenciales positivas 

La noción de formas positivas fué introducido por Lelong para dar respuesta a la cuestión si era 
posible considerar algún tipo de positividad en el espacio de formas diferenciales. Resulta que 
la noción de positividad está íntimamente asociada a la orientación del espacio que se escoge 
para la forma volúmetrica. Puesto que para un mapa holomorfo f de Ck en Ck se tiene que 
J11tf '2: O , entonces la positividad debería ser una propiedad invariante de transformaciones de 
Ck por mapas holomorfos. Esto a su vez hace natural definir las formas positivas como formas 
de bigrado (p, p) donde p � k y asociarlas a la forma volúmetrica del espacio. 
Definición 39 La forma diferencial a(z) = ¿ o.1,Jdz1 /\ dzJ se llama positiva de bigrado 

J,JE{k,p} 

(p, p) ( O abreviadamente, de grado p) si para toda colección de formas { 0.i} :,:r donde Oi = 
k k-p . 

¿ a}dzj el producto a /\ ½oí /\ ai - -ip(z)V(z) donde la función -ip > O y V(z) es la forma
j=l í=l 
volumétrica de ck . 

Introduzcamos una noción más fuerte de positividad: 
Definición 40 Una forma diferencial se llama fuertemente positiva de bigrado (p, p )si es la 

p 

combinación convexa de formas diferenciales de tipo: -ipa l\ o:= 1P /\ �ai /\ O:i (1P es una función 
i=l 

k 

compleja). Doride o.i = ¿ o.}dzj· 
j=l 

Definamos la magnitud up
en r;M como: (Mes una variedad compleja de dimensión k) 

p . p p 

/\ ½dzjr /\ llZjr = <Tp /\ dzjr /\ /\ <1Zjr = <TpdZJ /\ <lZJ
r=l r=l r=l 
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donde j1 < Í2 · · · < jp; J = {j1,Í2, · · · ,jp} e {k;p}. Efectuando los cálculos: 
·p2
i 

a -

p - 2P'
de donde ap = 2-p (p = par); ap = i2-P (p = impar). 
Además: 

o bien:

i(p+m)
"2 

. i-2pm
------ = Up+m(-l)pm, 2p+m 

ap+1n = apa1n(-l)pm. 
Sea ahora ªi = E7=

1 
a{ dzi. Probemos la siguiente expresión: 

� . p p 

/\ iair /\ ªir = Up /\ªir /\ /\ ªir· 
r=l r=l r=l 

(2.24) 

(2.25) 

En efecto, para p = 1, la relación es inmediata ya que a1

válida para p > 1, entonces: 
i Supongamos que la relación es 2 

p+l 

/\ ½o:ir /\ ªir 
r=l 

p+l . 

/\ 
i i 2ªir /\ ªir /\ 2ªip+l /\ ªip+l 

r=l 

p+l p 

Up /\ ªir /\ /\ ªir /\ iaip+l /\ <ijp+l 
r=l r=l 

. p+l p+l 

a .:(-l)P /\a· /\ /\o:· 
P 2 

Jr Jr'. 
r=l r=l 

iP2 . Í . Í2p pero ap -2i (-l)P 
= ---- = ap+I con lo que queda probada la igualdad.

2p+1 

Otra forma de ver esta igualdad es teniendo en cuenta la relación: 

r=l 

k k k 

- ¿ af 1 dz¡ /\ ¿ af 2 dz1 /\ · · · /\ ¿ a{P dz1
l=l l=l l=l

� aji ah · · · a3
l
.P dz1 /\ dz1 /\ · · · /\ dz1 

� l¡ '2 p 1 2 p' 

considerando {l} tal que: 
dz¡ /\ dz1 /\ · · · /\ dzz = {L}dz,, /\ dzl' /\ · · · /\ dz11 

1 2 P 1 2 P 

con l� < z; < . . . < l�, se tiene: /\ ªir - ¿ aJ dL con: dzL = dzlí /\ dz,2 /\ · · · /\ dz¡� y 
L r=l 

a J = aji ah ... aiP. De ahí se tiene que: 
L l1 l2 lp 

p p 

Up /\ ªir /\ /\ ªir 
r=l r=l 

ap ¿ {L}a{,d{,dzL /\ ¿ {L}af azL 
L L 

ªv L a{,a{,dzL /\ az¡ 
L,I 
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p 

y usando la relación a
p
dZL /\ az¡ = /\ �dztr /\ azir (la cual es sólo otra forma de definición a

p
): 

r=l 

p p p • 

ªP /\ O:jr /\ /\ O:jr = L af,af /\ idztr /\ dzir ,
r=l r=l L,I r=l 

por lo que usando la definición de af, se tiene nuevamente la relación deseada. 

Denotaremos el espacio de formas positivas de grado p por + /\P,P T* M y el espacio de formas 
fuertemente positivas de grado p por ++ /\P,P T* M.

La igualdad demostrada nos permite por lo tanto escribir una forma fuertemente positiva en 
una forma conveniente para los·cáculos. 
Sea u fuertemente positiva de bigrado (p,p), entonces u puede ser escrita como: u= ap 

¿ mro:r/\ 
r 

p 

O'.r, donde O'.r es de la forma O'.r = /\ o:;
1 

( o: it 
es de bigrado ( 1,0) )y ¿ mr = l. 

l=lDe este hecho se obtiene la siguiente proposición 
Proposición 9 Una forma fuertemente positiva es positiva.

Demostración: Primero observemos que para o: y /3 de bigrado (p, O) y (m, O) respectivamente, 
descomponibles en forma de bigrado (1, O) se verifica que: 

a1,amo: /\ ((-l)pm/3 /\o:)/\ 7J
ap+m O: /\ {3 /\ O: /\ {3. 

Una vez establecido esto, tenemos que: si u= L
r 

mra
po:r/\O:r es fuertemente positiva de bigrado 

m .  

(p,p), luego multiplicando por am/3 /\ 7J = /\ if3t /\ /31 donde (m + p = k, dimensión de M) 
l=l 

u/\ am/3 /\ 7J = ¿ mrapam O:r /\ O:r /\ /3 /\ /3 
r 

= L mrakO:r /\ /3 /\ O:r /\ /3, (2.26) 
r 

pero la forma O:r /\ {3 es de bigrado (k, O) por lo que: 

O:r /\ {3 /\ O:r /\ {3 = lo:rl 2dz1 /\ · · · /\ dzk /\ az1 · · · /\ dzk; 
reemplazando en la ecuación (2.26) y teniendo en cuenta que ak /\7=1 dzi /\ /\7=1 azi - dV, 
tenemos que: 

- � 2 u/\ am/3 /\ /3 = � m,JXrl dV > O, 
r 

lo cual implica que u es positiva. 
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Comentario 12 En todo este parágrafo, en lo que respecta a la topología de espacios tales 
como /\P,P T* M, nos restringiremos a la topología ordinaria que hereda este espacio ( cuando 
se considera las correspondientes secciones del fibrado). Es de notar que estructuras tales c� 
mo K(/\P,P T*M) o D(/\P,P T*M) que se definirán en la Sección [2.4) corresponden a espacios 
cuya topología de naturaleza teoríc�funcional se define sobre ciertos subconjuntos del espacio 
/\..P,P T*M. 

A continuación probemos que los conjuntos de formas positivas y fuertemente positivas son conos 
convexos cerrados. 

Proposición 10 En la topología de /\P,P T* M los conjuntos

p� p� 

{u E+ f\T*M :°uJJ E K(M)}, {u E++ f\T*M : UJJ E K(M)}

son conos convexos cerrados. 

En el enunciado de la proposición anterior: 

u(z) = ªP L UJ,J(z)dz¡azJ, z E M
l,J 

y además K(M) representa la clase de funciones complejas continuas y de soporte compacto. 
Recordemos además la definición de como convexo (véase [55, 93)). Un conjunto Ce L (espacio 
vectorial) se denomina cono si para todo x E C y para todo a� O: .Ax E C.

Demostración: La condición de ser conos convexos se obtiene directamente. Probemos que di
chos conos son cerrados en la topologiía del espacio /\P,P T* M: Sea Un E+ /\P,P T* M que cumple
la condición sobre los coeficientes (la prueba cuando u E ++ /\P,P T* M será completamente 
análoga) y supongamos que Un ---+ u en la topología de /\P,P T* M, entonces usando la hipótesis 
de UJ,J E K(M), se tiene para /3 E /\m,O T* M (/3 = /\i=-

1 
/3j, /3j E/\ l,O T* M, m + p = k)

Un /\ am/3 /\ /3 ---+ U /\ am/3 /\ /3

uniformemente en K e supp Un - De ahí, tomando en cuenta la dimensión: 

donde dV es la forma volumétrica en Ck y puesto que .An � O se tiene que .A � O en K. Esto 
implica que u es positiva y pertenece al cono en cuestión. D 

Denotaremos a los conos K(+/\P,P T*M) y K(++/\P,P T*M) y tenemos u E K(+/\P,P T*M),
v E K(++ /\P,P T* M) entonces u/\ v tiene la forma L mi 1 .Aj 12 dV, donde: L mi = l. Este

j 

último hecho induce la aplicación: 
p,p p,p

j 

K(+ f\ T* M) x K(++ f\ T* M) 

(u,v) 
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b• 1 1· . , ( ) V /\ U ( � o 1en a ap 1cac1on v, u ---+ dV puesto que u/\ v = v /\u= L., mj I Aj ¡
2 dV).

Las aplicaciones anteriores pueden ser vistas como la acción de u� cono de funciones positivas
sobre otro cono. Llamemos a los conos que cumplen dicha relación, conos duales. Se puede probar
que el dual de un cono convexo es su cerradura (véase [93]).
Cambiando este hecho con la proposición anterior se tiene las relaciones:

P,P P,P 
K*(+ f\ T* M) = K(++ f\ T* M),

p,p p,p 

K*(++ f\ T* M) = K(+ f\ T* M)

y además el dual del dual de cualquiera de estos conos es él mismo.
Íntimamente conectado al hecho que acabamos de exponer es la siguiente:

(2.27)

(2.28)

Proposición 11 u E+ /\P,P T* M si y sólosí para todo v E ++ /\P,P T* M se cumple que u/\ v � O.
Del mismo modo v E ++ /\P,P T* M) si y sólosí para todo u E + /\P,P T* M) se cumple que
U /\ V = V /\ U � 0.
Demostración : La primera parte de la proposición es inmediata. Para probar la segunda
parte sólo hay que recordar que v /\ u = ¿ mj I Aj 12 dV siendo v E ++ /\P,P T* M) de donde

j 

u /\ v = v /\ u. Sea ahora u /\ v = v /\ u � O (para cualquier u E + /\P,P T* M). Entonces por las
relaciones de dualidad

P,P P,P 

v E K(++ f\ T* M) e++ f\ T* M.

o 

Corolario 4 El producto de dos formas positivas puede no ser positivo; por otro lado, el pro
ducto de dos formas fuertemente positivas es fuertemente positiva. Este segundo hecho, se puede 
establecer fácilmente: 

ap ¿ mjD'.j /\ O.j /\ aq ¿ nt/31 /\ �l = apaq{-l)pq ¿ mjnla.j /\ /31 /\ O.j /\ /31-
j � 

La siguiente proposición establece una descomposición de formas positivas en términos de formas
fuertemente positivas.
Proposición 12 El espacio vectorial /\P,P T* M admite una base que consiste de formas fuerte-

(k) 2 

mente positivas del tipo ap donde as = Af
=1 /3f, l � s � 

P 
; siendo /3i de la forma dzr ± dz

q 

o bien dz,. ± idz
q 

para 1 � r, q � k.

Demostración: Tomemos una base cualquiera {apdZR., /\ llZQ., }, Rs, Qs son multi-índices tal
que a dzR /\ dzQ = /\ �dzr /\ dzq 

consideremos la igualdad:
p .. .. 2 .. .. 

3 

dzr /\ dzq 
= ¼ ¿ ix (dzr + ixdz

q
) /\ (dzr + fr:dz

q
),

x=O 

(2.29)
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y evaluemos el producto: 

p . 1 . p 3 

(\ �dz� A az;i = 4
P 

<i)P (\ ¿ ix'"'(dz� + ix""dz:;1) A (dz::' + iX.,,.dz:f). 
m=i rri=ix.,,.=O 

haciendo los cálculos: 

1 . 4J> 4P 
i 1

= -(-)P(-l)p(p-i)/2 � a a = u � -a A"' 4P 2 L....., s s p L....., 4P s <-<s,
l=i l=l 

donde as tiene forma esperada. o

Probemos, a continuación, que una forma positiva o fuertemente positiva es invariante a cambios 
de coordenadas C - lineal. 
Teorema 25 Sea n e Ck , ni e Ck; f : n - n

i un cambio de coordenadas C-lineal ( definido 
por z1 = E7 CijZi), Entonces, si u(z) es positiva, u(z') también lo es. 
Demostración: De la fórmula del jacobiano para la forma volumétrica, sólo es necesario 
analizar el caso J =/- O. En las nuevas coordenadas, la forma volumétrica dV' es tal que dV' = J dV 
donde J � O. Por otro lado de la inversibilidad de J > O se tiene que la aplicación f inducida del 
espacio de formas fuertemente positivas del tipo E mi/\ ai A ai {donde ai es de bigrado (p,O)
sobre el espacio de formas fuertemente positivas en f(Ck)) es biyectiva.
Sea u E + /\ m,=(r*n) luego para cualquier forma fuertemente positiva v: u A v= rdV, donde
r > O. Al cambiar las coordenadas se tiene entonces u' A v' = r' dV'; pero v' es fuertemente
positiva, r = r' > O y dV' = JdV (J > O). De todo esto se deduce finalmente lo que se quiere
probar. D 

Caractericemos ahora las formas diferenciales positivas: 

Teorema 26 Una forma diferencial u E /\P,P T* M es positiva en U ( zo, r) si y sólo si para todo 
subespacio p-dimensional S C TzM (z E U(zo, r)) se tiene que uls = 1/Jsd'Vs (1/Js � O}.

Demostración: Sea u positiva. Para smplificar tomemos simplemente un entorno en Ck puesto
que el resultado es local. Sea u= u

p 
¿· a¡Jdz1AdzJ y tomemos el sub-espacio lineal S definido

I,JEk;p 
por xi = x2 = · . . = Xr = O donde r = k - p. Entonces del teorema anterior se tiene que la 
restricción u)s es positiva. El recíproco se obtiene tomando S igual a todo el espacio. o 

Corolario 5 El pull-back de una forma positiva es positiva. 

Demostración: Sea u= u
p 

L aJJdZ¡ A dzJ positiva, y/: M-+ N un mapa holomorfo.
J,JEk;p 

Como para cualquier sub-espacio S se tiene que uls = -1/JdVs con 1/J � O y f*uls = 1/J(f(x))IJl2dVs, 
entonces nueV8.Illente por el teorema anterior, el pull-back es una forma positiva. D 
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Corolario 6 Una forma u E + /\ 1•
1 T * M, donde 

u = L u;k ½dz; A dzk,
j,k 

es positiva si y sólo si L u;kf.;(k es una forma semi-positiva de H ermite. 
jk 

Demostración: Es suficiente examinar el caso M = Ck (ya que el resultado es local). Si S 
es una línea com�leja definida por la transformación t -t tf. ( donde (. E C es fijo) entonces 
uls = L u;kf.;E.kidt /\ dt es positiva por lo que siendo ½dt A dt la forma de volumenen en S se 

jk 
concluye que la forma cuadrática L u;kf.;(k es semi-positiva. O 

jk 

Proposición 13 Las formas positivas y fuertemente positivas son reales. 

'"" /\
i - '"" /\ 

-i -Demostración: Sea u E ++ /\P,P T*M y u= � rj 
2

f3r A/3r entonces ü = � rj 
2

f3r A/3r 

r r Como f3r es de bigrado ( 1, O) entonces : 

ü = L ,j /\ ½ !3r " �r = u. 

Por otro lado, sea v E + /\P,P T * M; entonces se sabe que v /\ u = rdV (para u E ++ /\ m,m T * M 
con m + p = k además r 2::: O. Luego v /\ ü = v /\ u (por lo que ya se probado para u) Luego: 
(v - v) /\u= O y como u es arbitraria v = v y además V/J = VJI· o 

Comentario 13 Existe una correspondencia uno a uno entre las formas hermitianas y las for
mas reales (1, 1) en (Ck. En efecto, la correspondencia puede ser dada por: 

h = L h;t(z)dz; ® dzt - u= L h;t(z)dz; A dzt. 
l�j,l�k l�j,l�k

Esta aplicación no depende de la elección del sistema de coordenadas; en efecto: µ((., r,) =

½ ¿ · t h;t(E.;fit - r,;(t) = -2<;:}h((., r¡) para cualquier f., r, en el espacio tangente. Esto establece la
inde�endencia respecto al sistema de coordenadas. Más aún se tiene que h 2::: O es una forma 
hermitiana si y sólo si u 2::: O como una (1, 1)-forma. 
o 

Probemos a continuación que: 
Proposición 14 Toda forma positiva (1, 1) es fuertemente positiva. 

Demostración: Diagonalizando u E + /\ 1 '1 T * M se obtiene: 
r . 

u = ¿ i,/Y;, r es el rango de h.
j=l 
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Lo cual puede escribirse como: 
r 1 i u = í: --

2 
vr'Yr,rr;:;/j · . r J=l 

Lo cual representa una forma fuertemente positiva. o 
Corolario 7 Toda forma positiva de bigrado ( k - l, k - l) en Ck es fuertemente positiva.

\ Demostración: El cono + /\k-l,k-l T*M es dual del cono ++ /\1•1 T*M, pero como es sabido:
1,1 1,1 

+ f\T *M = 

++ f\T * M,

y teniendo en cuenta además que el dual del dual de un cono cerrado es el mismo (es decir: 
(+ /\ k-l,k-l T * M) * * = + /\ k-l,k-l T * M) se tiene que (+ /\ 1 '1 T * M)* = ++ /\ 1 • 1 T * M.
Finalmente: 

1 ,1 k-1,k-l k-1 ,k-1 
(+ f\ T * M)* = 

++ f\ T * M = 
+ f\ T * M.

o 
Probemos el siguiente enunciado que será de utilidad luego: 
Proposición 15 Sea M una variedad compleja de dimensión k. Sea ahora a E + /\P,P T* M con
so porte compacto en n e M. Luego 

JM a= [M]{a) � O. (2.30) 

Demostración: Puesto que M admite una partición de la unidad { </>i} asociada a un cubri
miento de M (en particular el sistema de entornos {Ui}) del atlas M:

r a= L r </>ia = ¿[M](</>ia) < +oo jM i jM i 

donde la acotación superior se desprende del soporte compacto de </>i. 
Tomemos los entornos{½} e Ck correspondientes a Uk y sea hilos homeomorfismos holomorfos 
del atlas de M

donde h *i (</>ia) es positiva (en virtud de ser el pull-back de una forma positiva). De aquí se 
deduce el resultado. D 
En particular [ M]( da) = Li f Vi </>�da� = Lk J V¡ 

d( a�<t>D - Li J V; d</>� /\a�. Del Teorema de Stokes 
el primer sumando del segundo miembro de la última igualdad es cero (supp </>� es compacto en 
½). Además, Puesto que E </>i = 1 se tiene que 

L { d</>� /\ a� = { (L d</>i) /\ a = O. 
í }Vi jM 

Comentario 14 Con esta simbología, el área de una variedad compleja M C Ck definida por 
f = O (f holomorfa en Ck ) se puede escribir como 

S = J <pP = (MJ (�) . 
/=O p . p. 
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2.3. Distribuciones 

En esta sección se introduce el espacio topológico dual a un espacio topológico de funciones con 
topología inducida por las semi-normas. Esto nos conduce al concepto de distribución cuando 
consideremos las funcionales continuas. Como se verá mas adelante, una distribución puede verse 
como una restricción del objeto más general denominado corriente, aún cuando históricamente 
la teoría de corrientes fué construída por De Rham siguiendo el trabajo de Schwartz [99]. Aquí y 
en la sección siguiente se toma dicho camino conceptual construyéndose primero la teoría de 
distribuciones para luego construir por analogía la teoría general de corrientes. 

2.3.1. Espacios topológicos vectoriales de funciones y duales 

Primero procedemos a la descripción de ciertos conjuntos de funciones como espacios topólogicos 
vectoriales y sus duales. En toda ·esta sección consideraremos a M como una variedad C00 con 
coordenadas locales en Rm. Se define las siguientes familias: (siendo f: M---+ C) 

C(M) - {f : f es continua en M}

C00(M) {f: es infinitamente diferenciable en M}

C8(M) - {f : f es s veces diferenciable en M}

/C(M) - {f: suppf es compacto en M} nC(M)

Lloc(M) - {J : VK (compacto) e M y JK lfldx < oo}. (2.32) 

Además D(M) = /C(M) n C00(M).
Son todos espacios vectoriales con la siguiente jerarquía: 

D(M) e C00(M) e C(M) e Lloc(M), 

D(M) e JC(M) e C(M) e Lloc(M). 

Es necesario equipar estos espacios con topologías que los conviertan en espacios topológicos 
vectoriales. En particular estamos interesados en topologías para D(M), C00(M) y K(M)
Definamos las siguientes seminormas para f: M---+ C: 

11 f 11� 

llfllk 

sup{IJ(x)I, x E K (compacto) CM}, (f E /C(M))
xEK 

sup{ máx{ID°' f(x)I, x E K (compacto) CM, o E (.z+)m}}, (f E C00 (M) ). 
xEK larl'.51 

(2.33) 

Como D(M) = C00(M) n /C(M) entonces la correspondiente semi-norma para J E D(M) se 
define igual que en C00 (M) y la denotamos como: ll/ll�/ . Se tiene además la siguiente notación: 

Dª 
-

(�)ª1(�)ª2.:.(�)0tm 
ax1 ax2 axm 

(01, 02, ... , ºm) 'º' = L ºi·
i 
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Comentario 15 De la semi-norma para el espacio de funciones C00(M) podemos establecer una 
semi-norma para Cª (M) donde l cumple la restricción adicional: l ::; s. De ahí, más adelante, 
usando estas seminormas se define la topología para dichos espacios (llamada Cª -topología). 

Tomemos ahora la familia de compactos {Kn}�1, Kn e M que cubren a M y: int(Ki) =I= 0, 
Kn C int(Kn+l) Y definamos (véase [34}, y la Sección [4.11) la topología por medio del siguiente 
sistema de abiertos: 

Ue(f,€) 

Ue(f,E) 

Ue(f,€) 

{g E K(Kn) :11 f-g llin< €, n E E� N}

{g E C00 (Kn) :\1 f - g \lkn < E, n E E� N, l EN}. 
{g E D(Kn) :11 f - g llkn < €, n E E� N, l EN}. (2.34) 

Comentario 16 Observemos que la norma usada para el espacio D(M) es el mismo a usar 
para C00(M) puesto que el primero es un subconjunto del segundo. 

Introduzcamos las siguientes definiciones: 

Definición 41 El conjunto K(M) n Ue(f,E) es un abierto en la topología de K.(M) Análoga
mente para C00(M): C00 

n U EU, €) es un abierto en dicha topología. Estas topologías se denomi
nan inductivas y se representan con la letra r. 

Comentario 17 Se puede probar que las r-topologías son localmente convexas, invariantes 
por traslación y de Hausdorff ( véase [97)). Además para estos espacios se puede establecer que 
para un compacto K e M el espacio (r, C00(K)) es de Frechet (es decir un espacio completo, 
metrizable y localmente convexo). Más aún, si definimos (r, D(K)) de manera análoga se tiene 
que es un espacio de Banach, es decir un caso especial de un espacio de Frechet (véase [36], (99]). 

La definición de continuidad para una funcional lineal comúnmente se introduce por "aproxi
maciones" en espacios de funciones definidas en compactos. Veamos esto: 

Definición 42 Una funcional lineal T : D( M) ----+ C (I' : C00 ( M) ----+ C} es continua si sus 
restricciones TI D(K) 

(Tl cOC> (K)) son continuas para todo K(compacto) e M. 

Para Me R.n se tiene las siguientes equivalencias para la continuidad (véase [99]):

Teorema 27 (Continuidad secuencial) Sea M C R.m . Una funcional lineal T en D(M) 
(C00(M)) es continua si y sólo si para cada sucesión <()n ----+ <p en D(M) (en C00(M) respectiva
mente) la sucesión T ( <()n) ----+ T ( <p) en C. 

Demostración: Sea T una funcional continua en cualquiera de los espacios de funciones men
cionados, entonces de la definición de continuidad TIK es continua, donde K es un compacto en 
M. Usando ahora la propiedad enunciada en el comentario 1 7 se tiene que el espacio D( M) ( o
bien C00(M)) es metrizable lo cual implica que la continuidad es equivalente a la continuidad se
cuencial. Recíprocamente, tomando un compacto K C M se tiene que al cumplirse la condición
de continuidad secuencial para D(M) (o bien C00(M)) entonces eso implica que la funcional
TIK es continua. Con ello concluye la prueba. O

Antes de enunciar el siguiente teorema recordemos que la continuidad de una funcional es equiva
lente a su continuidad en el origen. Denominaremos también a la propiedad a demostrar "con
tinuidad en el origen" . 
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Teorema 28 (Continuidad en el origen)Una funcional lineal T en D(M) (C00(M)) es 
continua si y sólo si para todo compacto K e M existe C > O ( existe l E N y C > O) tal que
para todo f E D(M) (f E C00(M)) con supp fe K se tiene que:

IIT(f)II :Se 11 f llk.

Demostración: Puesto que para una funcional lineal la continuidad es equivalente a la con
tinuidad en el origen de coordenadas, se tiene entonces que si aplicamos la continuidad en el 
punto O se tiene que en una vecindad del origen Vo si tomamos un elemento <p E Vo se tiene 
que T(<P) < €. En particular, si tomamos <P/ll'Pllk entonces obtenemos el enunciado buscado. 
Recíprocamente, si ahora suponemos que se cumple el enunciado del teorema e'ntonces tomando 
una sucesión de funciones 'Pi en D(K) (o bien en C00(K)) de tal modo que 'Pi .- O entonces se 
tiene que la funcional es continua en el origen ya que T(<pi) .- O, pero en virtud de la equivalencia 
entre la continuidad en el origen y la continuidad para una funcional se tiene que la funcional 
es continua. O 
Esta última proposición sugiere la noción de orden: 
Definición 43 Sea Tuna funcional lineal y sea \\T(<P)II $ C\\<Pllk donde C > O es una constante
real , además <p pertenece a algún espacio topológico de funciones y l 2:: O es el mínimo valor
posible que satisface la desigualdad. Entonces el orden de T se define como ord(T) = l. 

De este modo, si una distribución es continua en C00 (M) eso equivale a que para cualquier 
sucesión de funciones {Ji } �1 

e C00 ( M) donde existe J E C00 ( M): f¡ .- J se cumple que 
T(Ji) .- T(J). En el caso que TE K'(M) es continua, se tiene que: IIT(J)II $ Cllfll2 de donde 
se concluye que para todo TE K'(M), el orden es siempre nulo, l = O. 
Comentario 18 La noción de orden para las funcionales lineales se deriva de la continuidad 
de estas en los respectivos espacios de formas diferenciales. En particular si una distribución en 
D' ( M) es de orden l 2:: O entonces sin condiciones suplementarias no se puede afirmar que es
de orden l - 1, en particular no se puede afirmar que es continua en K'(M). Sin embargo más 
adelante se establecerá una condición que garantiza que una funcional tenga soporte compacto, 
es decir sea un elemento de K(M).

Introduzcamos el concepto de distribución: 
Definición 44 Una distribución en M es una funcional lineal continua sobre el espacio de
funciones D(M) con topología límite inducida. 

Ejemplo 21 Sea <p E Lloc(M) y definamos: 
T

cp
: D(M) -e 

T
cp

(/) = l f<PdX. 
Comprobemos que T

cp 
es continua: 

Sea fn .- f en D(U), K (compacto) tal que supp f C K(n EN). De la condición Ín .- f, para 
€>O y n > N: lfn(x) - J(x)I < €/C para todo x E K (C es una constante a fijar). Luego 

jT(ín) - T(f)I $ [ l<P(x)llfn(x) - fxldx $ � 1 l'P(x)ldx, 
fijando C = J

K 
l<P(x)ldx se obtiene el resultado. 
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Ejemplo 22 Para x o E U definamos óx0 
: D(U) - C definida como óx0 (f) = f(x0). Probare

mos que es continua: 
Sea fn (x) -+ f(x) uniformemente en K, luego lóxoUn) -óx0 (f)I = lfn (xo) -f(xo)I < E. 

Pasemos a definir topologías en los espacios vectoriales duales. Primero definamos semi-normas 
en D'(M) . Tomemos c.p E D(M) y consideremos la aplicación T

<P 
: D'(U) -+ C definida co

mo: T,p (T) = IIT(c.p)II para TE D'(U) . Definida así, la aplicación T
i.p

es una funcional lineal 
perteneciente al dual del dual de D(M) . Por otro lado se puede comprobar que Tip define una 
semi norma en D' ( M) 
La topología generada por las seminormas { T '-P} ipED(U) constituye la llamada topología débil 
sobre D(M).
Más precisamente, el sistema de abiertos se define como: 

UE (To , E)"= {t: -rip (t -To)< E , c.p E E� D(M)}. (2.35) 
Puesto que para cualquier funcional lineal continua T actuando en espacios de funciones "más 
grandes" se cumple que Tlv(M) 

E D(M) se tiene entonces que tanto K,'(M) y C00'(M) son 
sub-conjuntos de D'(M), en particular, el sistema de entornos para K,'(M) como para C00'(M))
se definen como: 

K'(M): UE (To) = {t: r,¡,(t -To)< E, c.p E E� K(M)}

C00'(M): UE (To) = {t: Tip(t -To)< e, c.p E E� C00(M)}.

(2.36) 

De esta discusión se deduce entonces las siguientes relaciones de inclusión entre los espacios de 
funcionales lineales continuas duales a los espacios funcionales. 

L�
0
c(M) e C'(M) e C00'(M) e D'(M),

y además 
L�

0c
(M) e C'(M) e K'(M) e D'(M). 

De manera recíproca, sea dada una funcional definida en el espacio D'(M) se establece que ella 
puede extenderse a los espacios los espacios C00(M) o bien a K(M). para las demostraciones 
véase [36). 
Definamos la noción de deriva.da para una distribución: TE D'(M)

Definición 45 La derivada de grado a de una distribución (a = (a1, · · · , am) E Nm )es una

funcional lineal Dº T: D(M)-+ C definida como

Dº T(c.p) = (-1)1°1T(Dºc.p).

De la definición se tiene que Dº T E D'(M) si T E D'(M). Además, si �ím Tj = T entonces 
J-+00 

1ím Dº Ti = Dº T (véase [99} para más detalles). 
'b;namos además el producto de una función infinitamente diferenciable y una distribución: 

Definición 46 Sean la distribución T E D'(M) y f E C00 (M) ent onces se define el  producto

JT E D'(M): 
JT(c.p) = T(fc.p), c.p E D(M). 

Destaquemos ahora el concepto de soporte de una distribución T:
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Definición 4 7 Sea el conjunto: 

W = {x E M: existe un entorno coordenado U(x) tal que TIU(x) = O}

entonces el soporte de la distribución T se define como: supp(T) = M \ ¾-'.

Hay que observar que de la definición de W éste es un abierto por lo que supp T e.s cerrado.

2.3.2. Regularización de distribuciones 

En la literatura D(M) también es denominada espacio de funciones de prueba; destacaremos
una subclase de dichas funciones 

{x E_ D(M)/ X 2'. o, supp X e B(O, l)},
donde además x(x) = x(x') para todo x, x' E JR=: 11 x 11=11 x' 11-
Introduzcamos ahora los núcleos regularizantes definidos como: 

X i:
= �X(�), SUPPX 1: CB(O,€), f X i:dx=l, €>0 

€ € }Rn 

Recordemos la convolución de una función f E L¡oc( M) con un núcleo regularizante:

f * X i:(x) = f f(y)xi:(Y - x)dy = f f(x + Y)X i:(y)dy. 
jM jR= 

De acuerdo a la definición de convolución, su dominio Ui: es:

Ui: = {x E U, ínf llx - YII > €} yE8U 

(2.37) 

(2.38) 

Enunciemos algunas propiedades de la convolución (para las demostraciones, consúltese [36]): 

Teorema 29 Se verifican los siguientes enunciados: 

a. Sea f E Lloc entonces f * xi:(x) E C 00(U1: ) y en particualar podemos definir una sucesión 
regularizante !ni = f * X1/ni 

b. f * X 1:(x) - f en la topología de Lloc cuando€ -+ O de donde se deduce que C 00(U) es 
denso en Lloc(U). 

c. El espacio D(U) es denso en C 00(U) por lo que resulta que D(U) es denso en Lloc(U).

d. Si f E C(U) e Lloc(U) entonces f * Xi: --t J uniformemente en compactos. Además si 
f E C 00(U), a(z+)= 

: D º(f * Xi: ) = Dª f * Xi:· 

Basándonos en la regularización de funciones por medio de la convolución procedamos a definir

la regularización de distribuciones: 

Definición 48 Sea la distribución TE D'(U), U CM. Se define la regularización Ti: E D'(U) 
E> O como:

Ti:(<P) = T(<P *Xi: )= (Ty(Xi:(x - y))]x<l>(x) 
donde 4> E D(Ui:) y Ty 

es la distribución aplicada sobre funciones definidas en el argumento y, 
mientras que [Ty(X 1:(x - y))]x es la distribución sobre funciones de argumento x. 
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Pasemos a enunciar y probar el teorema de regularización para distribuciones: 

Teorema 30 Una distribución T puede ser aproximada por medio de su regularización TE . Dicho

de otro modo límE-+0 TE = T en la topología débil de D' ( M). 

Demostración: Analicemos en un compacto K e M la diferencia ITi¡n(f) -T(f)I donde f es 
una función en D(M) y además€= 1/n. Usando la definición de convolución de una distribución 
y la condición de continuidad: 

IT1¡n(f) -T(f)I = IT(f1¡n -f)I � CIIJ1/n -flli

Donde C es una constante (véase el Teorema 28). Ahora teniendo en cuenta que fi;n -. f 
uniformemente en compactos entonces llfi;n - fil�� 8 donde 8 puede ser tan pequeño como se 
quiera. Reemplazando esta relación en la última expresión se concluye que: 

ITc l/n)(f) -T(f)I � IITU11n -f)II � C8 

Pero esto significa que T1¡n(f) -. T(f) en C para una función arbitraria f E D(M), De acuerdo 
al Teorema 27 se tiene entonces que: límE-+0 T� = límn-+oo T1¡n = T. Con esto concluye la prueba. 
o 

Respecto a la regularización se puede citar algunas propiedades cuya prueba la remitimos a [99]: 

Teorema 31 Se verifica los siguientes enunciados:

- Para todo a E (z+)m : DªTE = (DªT)E (€>O)

- Para f E Lioc(U): [flE = [f * xd (E> O).

Otras propiedades que merecen ser citadas se refieren a las relaciones que existen entre los 
espacios de funcionales definidos más arriba (véase [99) para las demostraciones). Para terminar 
esta sub-sección citemos sin demostración el siguiente: 

Teorema 32 El espacio C00'(M) es el espacio de todas las distribuciones de soporte compacto.

Además de este teorema es importante remarcar otros resultados como aquel que establece la 
densidad de C00'(M) en D'(M) y que el sub-espacio de distribuciones {Tcp = [cp)/cp E D(M)} es 
a su vez denso en C00'(M) para los detalles véase [36], [99). 

2.3.3. Propiedades globales y locales

En el análisis es conocido que un espacio topológico de Hausdorff para.compacto M admite 
una partición de la unidad: Es decir, dado un cubrimiento {Ui} de V, existe una colección de 
funciones {<Pi} tal que: 

1) <l>i 2:'.'. o, Ei <l>i = 1

2) <Pi E C00 (Ui), supp </>i C Ui

3) todo punto de M posee una vecindad que interseca un número finito de soportes en <Pi·

Citemos las siguientes propiedades que son a la vez locales y globales (véase (19). 
Sea U un subconjunto abierto de M (paracompacto de Hausdorff) 
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a) {T;} C D(U)' converge a T E D(U)' si y solo si para todo x E U, existe Vx e U tal que{T;lv,,J C D(Vx)' converge a Tlvx E D(Vx) 
b) Sea T, SE D(U)'. T = S si y sólosi para todo x E U existe Vx e U tal que Tlv = Slv ED(Vx)' x x 

c) T E D( U)' tiene orden l < L si y sólosi para todo punto x E U existe una vecindad Vx e U
tal que Tvx tiene orden l :S L.

Como un ejemplo del uso de la partición de la unidad probemos la primera afirmación: 

La necesidad es trivial. Pasemos a probar la suficiencia por medio de un argumento de partición 
de la unidad: Sea {V;,} un cubrimiento de U y sea lím;-oo T;IV¡ - TI V; - puesto que existe la 
familia de funciones { <t>i} asociadas a {V;,} se tiene que <t> = E 4>4>i para 4> E D(U) y además 
</><l>i E D(V;,). Por tanto: 

i 

¿ )ím T; 1 V¡ ( </><l>i) = )ím T; 1 v,. ( '°' </><l>i) 
. 1-00 1-00 • �

t 

_lím T;( </> ), 
1-00 

con lo que se concluye 1a prueba. Las otras afirmaciones se prueban siguiendo exactamente el 
mismo método. 

2.3.4. Distribuciones positivas y medidas asociadas 

Sea T E K,'(M) definamos I\Tl\(f) = sup{IT(77)I, 77 E D(M), 1111 :S f} para f E JC(M) y f 2: O. 
Llamaremos a esta distribución, variación total de T siendo ésta postiva para f positiva. Si 
tomamos f E JC(M) arbitraria, se puede extender la definición de IITII usando el hecho que 

J(x) = máx[f(x), O] - máx[-f(x), O]= f+ - J-

es decir, que una función arbitraria es la diferencia de dos funciones positivas. Se tiene entonces 
que: 

I\T\l(f) = I\T\\(f+) - \IT\l(f-) 
y IITII queda definida para cualquier JE JC(M).
La magnitud IITII se denomina variación total de T y se muestra que IITII E JC'(M). En 
efecto, tomemos f 2: O, f E JC(M), 1\111\ :S f y un compacto K C M arbitrario entonces 
puesto que 77 E D(M) e JC(M) se tiene que: 1111110 :S llfllo, además existe CK > O tal que 
IT(n)I � CK l/111/o � CK /lfl/o ; tomando el supremo de esta desigualdad 1/T ll(J) � CK /lf/lo. 

A partir de l]Tl] introducimos ]a siguiente definición: 
Definición 49 Una distribución T E D'(M), que satisface T(f) 2: O para todo f 2: O, se
denomina distribución positiva. 

El resultado clásico de la teoría de la medida conocido como el Teorema de Representación de 
Riesz establece que toda funcional positiva tiene un representación en términos de una única 
medida positiva(véase [97)). Enunciemos una extensión importante de este teorema en términos 
de las así llamadas medida de Radon. 
Definamos primero esta medida (véase [50]) 
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Definición 50 Se.a X un espacio topológico localmente compacto de Hausdorff: Una medida de 
Radon µ es aquella que cumple las siguientes condiciones: 

- K {compacto) e X entonces µ(K) < oo

- V {abierto) C X entonces µ(V)= sup{µ(K), K(compacto) e V}

A e X entonces µ(A)= ínf{µ(V), A e V(abierto)}.

Teorema 33 Sea T E D' ( M) de orden cero, U (abierto) e M entonces, existe una medida 
única de Radon µ tal que: 

T(J) = fu fdµ, f E D(M) 

- IITll(J) = fu fdllµII, f E D(M), además 11µ11 es la medida positiva asociada a la medida
de Radon µ definida por: 

00 

llµll(B) = sup{¿ lµ(Bj)I; Bj son conjuntos de Borel en B: B3 n Bk = 0 (j =f k), 
j=l 

además B = U�
1 

Bj}-

Además 
IITll(f) = sup IT(77)I-

ITJl�I/I 

Probemos que una distribución positiva puede ser extendida a K.'(M): 

Proposición 16 Sea TE D'(M) , tal que: T 2:: O entonces TE K.'(M). 

Demostración: Sea K ( compacto)c M y tomemos XK E D(M) la cual es la función carac
terística de K. Para cualquier f E D(M) tal que suppf e K definamos XKIIJII� - f la cual es
evidentemente positiva; se tiene entonces que: 
O:::; T(XKllflli - f). De ahí sigue que: T(f) = IIT(f)II :::; T(xKllflli). Esto establece que T 
es de orden cero. Del Teorema de Representación de Riesz, se tiene que: T(f) = fu fdµ para
/ E D(M). Extendamos T para c.p E K.(M). En efecto, puesto que 'PE

= c.p * XE E D(M), defini
mos T(c.p) = límE-+O T(c.pE), la cual está bien definida de acuerdo al Teorema de la Convergencia 
Monótona y al hecho que siendo K.(M) e Ltoc(M), al aplicar el Teorema de Regularización de 
Funciones se obtiene que 'PE también tiene soporte compacto lo cual implica que T extendida 
a dichos elementos también tiene soporte compacto. La positividad se mantiene al extender la 
funcional, puesto que si c.p 2:: O entonces 'PE 2:: O. O 

Comentario 19 La cuestión referente al orden cero de una distribución por el Teorema 33 
queda aclarada como la cuestion acerca de la existencia de una medida de Radon asociada. 

Comentario 20 La denominación de variación total para IITII proviene de la terminología de 
la teoría de la medida donde llµII se denomina variación total deµ.

Comentario 21 Señalemos que recíprocamente una medida de Radon complejaµ, puede in
ducir una funcional en K.(M) por:

Tµ (f) = J fdµ 

para/ E K,(M) entonces Tµ E K.'(M). 
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Se pued� demostr� que de la positividad global de una distribución se deduce su positividad
local Y viceversa siempre que M sea para-compacta. Asimismo una distribución T es positiva si
y sólosi T * XE lo es. Este último hecho se deduce de la definición de T * xE (f) = T(JE) donde J
es un elemento positivo arbitrario. Enunciemos esto como un teorema:
Teorema 34 Para TE D'(U), U subconjunto de M (variedad pamcompacta)

i) T 2: O.
ii} Para todo x E U existe Vx C U tal que Tlvx = O.

iii) Para todo € > O, TE 2: O.
Consideremos algunos ejemplos en donde el concepto de distribución positiva es relevante. Estos
ejemplos están relacionados con· tópicos de la teoría del potencial. Para más detalles de esta
teoría se puede consultar [2]).
Ejemplo 23 (Teoría del potencial y distribuciones) 
Definamos para y E R.m la función:

u,(x) - { -log llx -YII
llx -yj¡m-2 

00 

(x # y,m = 2)
(x # y,m > 2)

(x = y)
que es super-armónica en R.m (o bien -Uy(x) es sub-armónica) y armónica en R.m \ {y}.
Consideremos aquellos conjuntos abiertos n e Rm tal que para todo y E n la función Uy tiene
un minorante sub-armónico en n (a estos dominios se les denomina de Green). En n (de Green)
definamos Gn : n x n --+ [O, +oo) como Gn(., y) = Uy -hy donde hy es el más grande minorante
sub-armónico de Uy. La función positiva Gn se llama función de Green para el dominio de Green
n. Sea una medidaµ en n y la distribución Tµ inducida porµ. La función

T
µ

(y)(Gn) = In Gn(x, y)dµ(y)
(x E n) se llama potencial si en cada componente existe al menos un punto en donde la función
(denotémosla Go,µ(x)) es finita. Para m 2: 3 la función de Green de IRm es G(x, y)= Uy(x) donde
x, y E R.m. En efecto, G(x, y) = Uy(x) -hy(x), tomemos h cualquier minorante sub-armónico
de Uy entonces h � r2-N en U(y, r), haciendo r grande se tiene que h � O en Rm de donde
hy = O. Este último hecho establece que el potencial de todo el espacio IRm (m 2: 3) es de la
forma T

µ(y)(llx-yll2-N) al cual también se le llama potencial Newtoniano. Finalmente, para que
T

µ
(
y
)(Gn) sea un potencial es suficiente queµ tenga soporte compacto en n. En efecto, tomemos

una componente de n (el análisis es el mismo para las otras componentes), sea K = supp µ,

y0 E K y elijamos W ( abierto, acotado y conexo) tal que K e W e W e n. La función
Gn(x, .), x En\ W es positiva y armónica en W y de la desigualdad de Harnack aplicada a la
bola U(y0, €) e K se tiene qtie: Gn(x, y) � CGn(x, Yo) para un C > O dado e y E U(y0, €) e K.
Integrando la desigualdad respecto a dµ(y) tenemos Gnµ(x) � Cµ(K)Gn(x, Yo). Esto significa que al menos para los puntos x E !1\ W, Gn,µ(x) < oo con lo que queda establecido
que es un potencial.
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Ejemplo 24 Sea µ una medida en IR2 que satisface f log llylldµ(y) < +oo entonces 
j.lR.2\B(O,€) 

definimos Tµ(y)(Iog llx - YII) = Uµ.(x) = - I log llx - yj¡dµ(y) para x E IR2
• La función Uµ.(x) se 

denomina potencial logarítmico. 
Ejemplo 25 Sea µ E LLoc(n), '1/; E Dc(U) entonces Tµ(ó.'1/;) (6.'1/; es el laplaciano de '1/;) se llama 
Laplaciano Distribucional y lo denotaremos Lµ.(1/J). Sea µ E C2(n), probemos que Lµ.(1/J) = 

¡ 1/)6.µd>.. (>.. es la medida de Legesgue) además si µ E S(n) (µ es sub-armónica) Tµ. es una
distribución positiva en Den. En efecto, tomemos W (abierto, acotado) tal que supp 'l/J e W e
W C n, además consideremos la bola abierta Bo ::> W; de la fórmula de Green 

r {µxw 6.1/) - 1/Jó.(µx.w) }d>.. = r µxw v''l/J - 1/)6.(µx.w )dv, 
l& . k& 

pero x.w = O en 8Bo de donde: In µ6.1/)d>.. = In 1/)6.µd>.. 
Consideremos ahoraµ, E S(n) entonces usando una secuencia decreciente {sn} e S(W)nC00(W) 
(W del mismo modo como fue definido arriba): Sn ._ s puntualmente en W, además 6.sn 2 O 
de donde In sn/j,,,'l/Jd.>.. 2 O para 1/J 2 O (lo que se deduce de Lµ('l/J) = In 'l/;Aµd.>..). Usando la 
convergencia monótona se obtiene el resultado. Finalmente hay que indicar que usando este 
último resultado y el Teorema de Riesz se obtiene que existe una única medida µs: Ls('l/J) = 

In 1/)dµ8 • A la medida <Tm máx{l, m - 2}µs = µR se conoce como la medida de Riesz z (mes 
la dimensión del espacio, am es área de la bola sm-l) asociada a la función sub-armónica S.

Esta noción de una función asociada a una función positiva y una medida se usará en muchas 
circunstancias. 
Ejemplo 26 Un caso interesante de la medida de Riesz, es dicha medida asociada a la función 
log lf l donde f es una función holomorfa en el plano con ceros z1, · · · , z¡ con multiplicidades 
m1, · · · , ml. Resulta que la medida de Riesz es µk = L mióz, (véase la Sección (3.2] para los 

i=l 

cálculos relacionados a este ejemplo o bien consúltese (2]). 

2.4. Corrientes de De Rham 

El primer paso en la construcción de la teoría de corrientes es la introducción de ciertos espacios 
topológicervectoriales de formas diferenciales análogos a los espacios de funciones. En la sub
sección siguiente se introduce la definición de corriente aséomo la estructura topológica del 
espacio de corrientes además de las operaciones más notables que se definen en estos espacios. 
En esta sección no se considera ninguna estructura compleja, por lo que se estudia las corrientes 
definidas en variedades suaves y orientables con coordenadas locales en IRm. 

2.4.1. Espacios topológicos vectoriales de formas diferenciales 

Sea M una variedad diferencia ble C00
, m = dimnt lvf. De aquí en adelante asumimos que lvf es 

orientable y T2 • En concordancia con la Sección (2.3] definimos diversos espacios vectoriales de 
formas diferenciales de acuerdo a la naturaleza de sus coeficientes: 
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p 

C(j\T*M) - {u: u= ¿ u1dx1 U] E C(M)},
lll=p 

p 

C00(f\T*M) - {u:u= ¿u1dx1 U] E C00(M)}, (2.39) 
IJl=p 

p 

C8(f\ T*M) - {u:u= ¿u1dx1 U] E C8(M)},
lll=p 

p 

K(f\ T* M) {u: u= ¿ u1dx1 u1 E K,(M) n C(M)}, 
lll=p 

p 

Lloc(/\ T* M) - {u: u= ¿ u1dx1 U] E L1oc(M)}.
IIl=p 

Consideremos también, en analogía con la sección anterior: D(/\P T* M) = C00(/\P T* M) n
K(/\P T* M) además podemos definir s D(/\P T* M) = Cª (/\P T* M) n K(/\P T* M). Por otro lado, 
si en vez de M usamos Me ( cuando eso sea posible) entonces podremos también definir todos 
estos espacios vectoriales para las formas de bigrado ( r, s). 

Comentario 22 Los espacios vectoriales definidos arriba están bien definidos de acuerdo a las 
siguientes operaciones: 

p 

u+ vl x =de/ u(x) + v(x) donde u(x), v(x) E/\ r;M, x E M 
p 

>.ulx =de/ >.u(x) donde u(x) E/\ r;M, x E M, >. E C. 

(2.40) 

(2.41) 

Pasemos a introducir topologías en los espacios de formas diferenciales, basta para ello seguir el 
procedimiento para introducir semi-normas expuesto en la sección anterior: Tomando K (compacto) 
e M se define las siguientes semi-normas: 

p 

u E K(f\ T*M) :

p 

u E C00(f\T*M):

llulli, - sup{ máx{ llu1(x) 11}} 
xEK I 

llul\k = sup{ máx {IIDªu1(x)I\}} o: E (z+ yn. 
xEK l,lad9 

(2.42) 

(2.43) 

Para u E D(/\P T*M) se introduce la misma semi-norma que en el caso del espacio Cª(/\P T*M). 
Definiendo el sistema de entornos para la topología de la misma forma que se hizo para funciones 
se tiene el siguiente sistema de abiertos: 

UE(J, E) - {g E K,(Kn) :11 f - g llt. < E, n E E� N}.

UE(f,t:) - {g E C00(Kn) :11 f - 9 llkn 
< E, n E E� N, l EN}.

UE(f,t:) - {g E D(Kn) :11 f- g llkn 
< E, n E E� N, l EN}. (2.44) 

Estos sistemas de abiertos definen entonces las r-topologías para los espacios de corrientes. 
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Comentario 23 Puesto que M se asume de Hausdorff, entonces al igual que para los espacios
de funciones se tiene que C00(/\

P 
T* M) y C8(/\

P 
T* M) tienen una topología que se puede definir

por un conjunto contable de normas, lo que implica que es un espacio de Frechet. En el caso
de D(/\P T* M) y 8 D(/\P T* M) se prueba que la topología es inducida por un conjunto finito de
normas por lo que los espacios son de Banach aunque no de Frechet. Se puede probar además
que D(/'tT* M) es denso en C00 (/\PT* M) (véase[97]).

2.4.2. Corrientes de De Rham como funcionales lineales conti-

nuas 

Siguiendo lo hecho en la sección anterior, onsideremos los espacios vectoriales duales a los espacios
de formas diferenciales ya definidos.
Definición 51 Una funcional lineal continua definida en el espacio de formas D(/\P T* M) se
denomina corriente de dimensión p {o grado m - p) sobre M si todas las restricciones T[DP(K) 
sobre un compacto cualquiera K e M son también funcionales lineales. El espacio lineal formado
por todas las corrientes definidas de esta manera se denomina por D� ( M).

Del mismo modo podemos introducir los otros espacios vectoriales de funcionales lineales conti
nuas a los que denotaremos como 8 D�(M) , C00�(M), K:�(M) y que se definen como los espacios
duales a 8D(/\P T*M) , C00(/\PT*M) y K(/\PT*M) respectivamente.
Comentario 24 Sea M una variedad C00 con dimM = m. Establezcamos la siguiente notación:
D1m-p(M) = D�(M) entonces p se denomina la dimensión de la corriente TE D�(M) y m - p
se denomina el grado de T E D'm-P(M) = D�(M) . Además < T, u > denota la acción de
una corriente (función lineal continua) sobre una forma diferencial. Sea ahora M una variedad
compleja de dimensión m , entonces, en el caso de una corriente de bigrado actuando en un
espacio de formas diferenciales de bigrado (p, p), también se puede hablar de una corriente de
bi-dimensión (p, p) y bigrado ( m - p, m - p).

Comentario 25 En lo que sigue el concepto de corriente, el cual ha sido definido restringido
al espacio D(/\P T* M), será entendido como sinónimo de "funcional lineal" en cierto espacio
de formas diferenciales. En realidad esto tiene justificación en el hecho que una funcional de
D(/\P T* M) puede extenderse bajo ciertas condiciones a otros espacios más generales, o en
otras palabras, de acuerdo a las relaciones de dualidad: C00(/\P T* M) C D(/\P T* M), etc.
Ejemplo 27

M:
a) Sea M una variedad suave de dimensión m. La corriente de integración sobre

< [M], </> >= JM </>,
m 

</> E D(f\ T* M)
p 

< [M],</> >= O , </> E D(f\ T* M) (p < m).
b) Sea M una variedad suave de dimensión m, w E L1oc(/\PT*M). La corriente [w) de di

mensión m - p se define por la regla

< [w), </> >= JM W /\ </>
m 

</> E D(f\ T* M).
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e) Sea la corriente T p-dimensional sobre M, a E D(/\qT*M) q � p. La nueva corriente
T /\ a está definida por:

< T /\a,cp >=< T,a/\cp >,
entonces cp E D(/\p-q T* M) y por consiguiente T /\aes una corriente de dimensión p - q.

Del mismo modo que para las distribuciones, podemos señalar dos formas equivalentes para la 
continuidad cuando Me ]Rn (véase [19]): 

Proposición 17 (Continuidad secuencial) Sea Me JRm . Una funcional linealT en D(/\PT* M))
es continua si y sólo si para cada sucesión 'Pn ---+ cp en D(/\PT*M), la sucesión T(cpn)---+ T(<p)
en C. 

Proposición 18 ( Continuidar!, en el origen) Una funcional lineal T en D(/\P T* M) es con
tinua si y sólo si para todo compacto K e M existe C > O ( existe l E N y C > O) tal que para
todo cp E D(/\P T* M)) con supp cp e K se tiene que:

IIT(cp)II � e 11 cp 11� . 

Pasemos a introducir dos conceptos de importancia: 

Definición 52 Sea T una funcional lineal. El orden l de T se define como l = míns dondes:

IT(cp)I � Cll'PIIK, e> o.

Aquí cp pertenece al espacio donde se aplica la funcional. 

Definición 53 El soporte de una corriente supp T es tal que:

suppT = A e M.

Donde TIM\A = 
O. 

Probemos ahora la siguiente proposición: 
Proposición 19 El dual topológico C00�(M) es el espacio de funcionales continuas de soporte
compacto. 

Demostración: En efecto, Sea TE C00�(M) entonces 1 < T,u > 1 � C máx{llullK), C >O la 
cual es válida para un número finito de conjuntos compactos {Kj}- De ahí suppT e LJj Kj. 
Recíprocamente sea T E D�(M), tomemos Kj entornos compactos de coordenadas locales tal 
que K e (UKj )º y 1/; E D( M) tal que 1/; = 1 en K y 1/; es nula fuera de K entonces supp 1/; e UKJ·. 
Sea u E C00 (/\P T* M) y definamos < T, u >=< T, 1/;u > (lo cual es independiente de 1/;), T es 
por lo tanto continua en C00�(M) que es lo que se quería probar. O 

Ejemplo 28 Sea la corrient� [w] de grado p donde w E Lioc(/\P T* M) definida en el ejemplo 
anterior. La aplicacion Lioc(/\P T* !v[) ---+ D�_

11
(M) definida por la correspondencia w --+ Tw es 

inyectiva. Luego de topologizar Lloc (véase (99]) se puede probar que dicha aplicación es continua 
en la topología débil. 
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Comentario 26 En realidad el concepto de orden de una corriente introducido aquí no coincide 
con el concepto de orden introducido originalmente por De Rham (véase [19]). En su trabajo el 
concepto de orden queda definido de tal modo que la clase de corrientes de orden cero abarca 
las demás clases de corrientes de órdenes l > O. 

Comentario 27 Para corrientes definidas en una variedad paracompacta M se puede estable
cer, de manera completamente análoga al caso de las distribuciones, que propiedades tales como 
el orden y la nulidad de una corriente son tanto propiedades locales como globales (véase [88]). 

Definamos el complemento de los multi-índices, a usarse más adelante. 
Definición 54 Sea el multi-índice I E { k; p} definido en la variedad de dimensión k. Su com
plemento Í se expresa como i = 

{1,2,··· ,k} \J.

De esta definición, dada una base {dxi}f=o en T* M se tiene que dx¡ /\ dx¡ = (-1)1,i dV donde
I, i es la paridad de la permutación de I con i.

Para concluir esta sub-sección establezcamos el siguiente hecho de importancia: 
Proposición 20 Sea la funcional T = LIE{m,p} T¡ dx¡ una forma diferencial que tiene coefi
cientes distribucionales T¡ E D'(M) expresados localmente entonces T E D�(M). Recíproca
mente, para TE D�(M) la corriente puede representarse localmente como una forma diferencial
con coeficientes distribucionales. 

Demostración: Para probar el resultado debe tenerse en cuenta que los espacios Dh(M) y 
D(M)' son isomorfos, esto es, debido a la aplicación biyectiva natural entre estos espacios. 
Sea T E D�(M) (siendo dimM = m), tomando entonces una función test </> se tiene que 

< T,</>dV >= adV además, puesto que se puede considerar que TE D'(M) entonces< T,</> >=

a E C. 
Probemos ahora que T = L T¡ dx¡ es una funcional lineal en el espacio de formas diferen-

IE{m;p} 
ciales D(/\m-pT*M).

Consideremos </> = 
</> ¡dx ¡ donde T¡ son distribuciones. 

ÍE{m,m-p} 
Entonces: T(</>) = ¿Ti(</>¡)dx1 /\ dx¡ = L {I, Í}T1(</>¡)dV lo cual nos lleva a afirmar que Tes

1,i 

una funcional lineal continua, ya que los coeficientes son distribuciones. 
Pasemos al enunciado recíproco: 
Definamos la colección de índices: 

{m;p}r = {I :< T, dx¡ >-=/- O}, donde I E {m,p}. 

Sea ahora < T, </>·dx. >= a1 = a¡ dv, VI E { m; p }r entonces T1 definida tal que TlctxJ=O, J-:pl = 

T¡ dx¡ con I,J E1
{n:,p} T¡ E D'(M) es una distribución donde T¡ dx¡ A</>¡dx¡ = T(</>¡)dv. 

Luego en el espacio de funcionales usando la suma directa de sub-espacios tenemos que: 

T= L T¡ dx¡ 

IE{m,p} 
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y T¡ son distribuciones. o 

De este hecho se desprende la representación de una corriente definida en una variedad compleja
en coordenadas locales. En efecto, sea U en M (variedad compleja de dimensión m) un entorno
con coordenadas locales x1, · · · , Xk . Tomemos además T de dimensión p luego:
Tlu = L T¡dX¡ donde I = (i1, · · · , im-p), i1 < i2 < · · · < im-plll=m-p 

{ O si I U J -f { 1, · · · , m}< T1dX1, </>JdXJ >= (-l)u(I,J) < Tr , ,1..J > si· { 'f' IUJ= 1,··· ,m}
2.4.3. Operaciones en el espacio de corrientes 

Derivada exterior-Es posible extender o inducir ciertas operaciones en espacios de formasdiferenciales a sus duales. 
Sea TE 8D�(M) entonces se define dT E s+lD�_1(M) , < dT,u >= (-l)q+l < T, du > donde
u Es+l DP-1(M), p + q = m = dim M. Además usando la representación de T como forma
diferencial se tiene la fórmula explícita para la derivada exterior de T

TJ son distribuciones en D'(M).
El operador d en el espacio s D�(M) es un operador lineal continuo. Verificar la linealidad es
trivial. Probemos la continuidad: sean Tn -+ T y < dTn, </> >= (-l)q+l < Tn, d<I> >. Donde
</> E D8'(/\qT*M) y q = m - p.
Pasando al límite:

lím < dTn,</> >= (-l)q+l lím < T,d</> >= (-l)q+l < T,d</> >=< dT,</> > .n.-.oo n,_.oo 
Lo que prueba que dTn -+ dT
Ejemplo 29 De la Fórmula de Stokes se tiene que Tdw = dTw para w E C00(/\ q T* M). En
efecto sea Td E D' 1(M) y tomemos u E vm -q-l(M) ,entonces, usando dicho teorema: , w m-q-

0 = JM d( w /\ u) = JM dw /\ u + (-1 )q JM w /\ du,

de donde se deduce la igualdad buscada. 
Otra aplicación de la fórmula de Stokes establece que J z du = faz u es decir: 
< [Z), du >=< [oZ], u > donde Z e M (subvariedad de M cerrada y orientada, dim Z = p) 

u E D(/\PT*M) de :< d[Z),u >= (-l)q+l < [Z],du > de donde: d[Z] = (-1)m-p+1[8Z).
Introduzcamos la importante definición:
Definición 55 Una corriente TE D�(M) se llama cerrada si dT = O. Aquí el operador dife

rencial está definido en coordenadas canónicas. 

Nuevamente si M es un espacio de Hausdorff paracompacto se tiene que la propiedad de cerradura es una propiedad global y local. Más precisamente: 
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Proposición 21 Sea T E D�(M) donde M es paracompacta. T es cerrada en M si y sólo 
sí para todo punto x E M existe un abierto U tal que Tlu es cerrada. 

Demostración: Es sólo necesario establecer que de la cerradura local se deduce la cerradura 
global. Usando una partición de la unidad { ai} subordinada al cubrimiento { Ui} se tiene que: 

< dt, </> >=< dT, ¿ ai</> >= ¿ < dTlui , ai</> >= O.

i i 

o 
Residuos-Volvamos a la relación dTw = Tdw para w E C00(/".,t T* M) . En general, para un w 
dado pueden existir puntos donde esta igualdad no se cumple. Es de interés en ciertas aplicaciones 
conocer la diferencia entre estas dos magnitudes cuando no se cumple la igualdad. Introduzcamos 
la siguiente: 

Definición 56 Sea w E C00(/\PT*(M\S)). La cantidadR(w) en dTw = Tdw+R(w) se denomina
residuo en S e M.

Evidentemente para x E M \ S, R(f) = O para algún entorno Ux , entonces suppR(/) CS.

Ejemplo 30 Tomemos w(z) = � dz el núcleo de Cauchy en C.  En este caso S = {O} C C se
21ri z 

tiene además dw = 8w = O. 
De aquí considerando que Tdw = Taw = O para z =f O Entonces, dTw = 8Tw implica que 

- ¡ 1 dz 8cp _< Tw ,8<p >=
-2 .- /\ 8_dz. 

e 1ri z z 

Por otro lado, de la versión en términos de formas diferenciales de la fórmula de Cauchy ( véase 
la Sección [2.11), se tiene que para <p E D(C) 

(O) = [ � dz /\ dz 8cp�z) + { � cp(z) dz,<p 
le 21ri z az lac 2m z 

y el segundo miembro se hace cero debido al soporte compacto de <p 
De aquí se concluye que: 

8(Tw) = óo = R(w), 

lo cual puede considerarse una expresión en términos de corriente de la fórmula de Cauchy. Del 
mismo modo pueden considerarse expresiones análogas en Ck que se expresan en términos del 
núcleo de Bochner-MartineJli (véase (69]).

Producto cuña- El producto cuña de una corriente con una forma diferencial se define como 
una nueva corriente de grado mayor que la corriente inicial. 

Definición 57 {Producto cuña) Sea T Es D�(M) y v Es C(/\r T* M) donde r < p. 
El producto cuña T /\ v Es D�_r(M): 

< T /\ v, u >=< T, V/\ u >,

donde u Es D'(/\p-r T* M). 
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La definición tiene sentido pues v /\ u es continuo en la topología e s . De ahí se establece que 
la aplicación s D�(M) ---+ s D�-r(M) definida como T 1-+ T /\ v donde ves una forma diferencial 
pre-fijada en se(t{ T* M) . En efecto: Sea T /\ v E UE(To /\ v, €) entonces para cp E E se tiene: 
ll(T /\ v -To /\ v)(cp)II = ll(T-To , v /\ cp)II de ahí TE UE1(To , €) donde E '= {cp'/cp' = v /\ cp}. 

Se verifica además que: 
d(T /\ v) = dT /\ v + ( -l)dcgTT /\ dv.

Del mismo modo se puede establecer que: 

v/\T=(-l)qrT/\v, (q+p =m). 

Imagen directa (push-forward)- Sea M, M variedades diferenciales orientadas; k = dim M,
k = dim M. Además F : M ---+ Mes un mapa e00

• Como es sabido la aplicación imágen
inveTSa s D(ftT*M) ---+s D(/\�T*M es continua en la topología e s y suppF*u e F- 1(supp u)
( donde u E s D(/\P T* M)) aún cuando en general F*u no tiene soporte compacto . Sea entonces
T Es D�(M) y sea FlsuppT propia, de tal modo que para todo compacto K e M la aplicación
lineal u ---+< T, F*u > está bien definida en supp TnF- 1 K y es continua en s DP(M), denotémosla
por F.T E s D�(M) y denominémosla como la imagen directa (push-forward ) de T por F.
Probemos que la aplicación directa s D�(M) ---+s D�(M) es continua en la topología de s D�(M).
En efecto, sea F.T E UE(F.To , €) donde T y To Es D�(M) entonces para <p E E: 11 (F.T -
F.To,<p)ll = ll(T-To,F*cp)II �€de ahí TE UF•E(To ,€) donde F*E ={u/u= F*v,v E E}
De la continuidad del pull-back de formas diferenciales se tiene que UF· E (To, €) es un entorno
de To. 
Las siguientes propiedades son fácilmente demostrables:

Proposición 22 Para todo T Es D�(M) tal que FlsuppT es propia, F.T es tal que:

a) supp F.T e F(supp T)

b) d(F.T) = F.(dT)

e) F.(T /\ F*g ) = (F.T) /\ g para todo g Es e(/\ q T* M)

d) SiG: M---+ N es un mapa de clase e00 tal que GoFlsuppT es propia, enton�es G.(F.T ) =
(G o F).T. 

Ejemplo 31 Sea Tu la corriente asociada a u E D(/\P T* M), donde d imM = k > p .  Sea 
F : M ---+ M propia en supp Tu , esto equivale a que sea propia en supp u. Puesto que la imagen 
directa verifica: < F.Tu , v >=< Tu , F*v > entonces: 

F.[u](v) = F. JM u/\ v = JM F.u /\ v = JM u/\ F*v.

Sea ahora F : M ---+ Muna submersión , y sea dxF : TxM ---+ TF(x)M también suryectiva. 
Sea u una p-forma diferenciable en M con coeficientes en L�

oc y sea Fls!f PP u propia, entonces 
F.Tu E D�_p(M) (dimM � k, dimM = k). Además el grado de F.Tu es k -(k - p)
Probemos la siguiente fórmula: 

F.u(z) = 1 u(w). 
wEF- 1 (z) 
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En efecto, de la definición de F.Tu basta establecer: / u/\ F*v = f _ <l, u(w)) /\ v(z)
, jM lzEM wEF-1(z)

para todo V E n< "p T* M).

Usemos el Teorema del Rango para la submersión de M en M: M '""' Ax M donde A '""' p-l(z),
F = proy2 y también las fibras se orientan de tal modo que la orientación de M es el producto
de la orientación de A y M. Sea dim A = k - k. Sea además ( t, z) E A x M entonces la aplicación
pull-back está inducida por F = proy2:

f u(w) /\ F*v(z) = { _ u(t, z) /\ v(z).
jM lAxM 

Del Teorema de Fubini:

j _ �(t, z) /\ v(z) = { _ [ f u(t, z)] /\ v(z),
AxM lzeM lteA 

donde la imagen directa de u( w) se obtiene al integrar la forma equivalente

u(t, z) = � u1,J(t, z)dt1 /\ dzJ
l,J 

y [Jl + lJl = p, con la fórmula: F.u(w) = ÍteA 
u(t, z).

De aquí se obtiene que el grado de F.Tu es p- ( k - k) ,además de la expresión anterior se observa
que F. u tiene coeficientes Lí

oc 
en M si u los tiene en M y el mapa u -+ F. u es continuo en la

topología es
.

Imagen inversa (pull back)- Pasemos ahora a discutir el pull-back de corrientes. Sea al igual
que arriba dos variedades diferenciables M, M y una aplicación F diferenciable entre ellas. Si
intentamos dar la definición general de pull-back de corrientes F*T para TE D�(M) de modo
que:

p 

(F*T, v) = (T, F.v), v E D(f\ T* M).
Se tiene que esta definición tropieza con serias dificultades puesto que no existe una defini
ción general de aplicación directa para formas diferenciales. Veamos, sin embargo, algunos casos
donde se define el pull-back de una corriente:

- Sea T = [Z], donde Z es una sub-variedad de M de clase C1 . Luego F-1(Z) es una subvariedad
de M y tiene una orientación natural dada por el isomorfismo:

inducido por dzF en cada punto z E Z. Probemos que [F-1(Z)] es una corriente en M cuando
Fes una submersión. En efecto, tomando la expresión de F.u(z) se tiene que:

< F*[z], u>=< [z], F.u >= f F.u(z) = f u(t, z) = f u,
lzEZ l(t,z)EAxZ j F-1(z) 

(usando una partición de la unidad en M y tomando nuevamente M =Ax M y F = 1r2 ) de
donde se deduce que f z F.u = J p-i(z) u=< [F-1(z)J, u >, y luego F*[z] = [F-1 (z)].
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En general sea F: M----+ Muna submersión. Podemos definir F*T Es Dq' (M) de una corriente 
T Es Dq' (M) como < F*T, u>=< T, F.u >, u E8 Dq+k-k(M) (dim M = k, dim M = k). Bajo 
esta definición dim F*T = dim T + k - k y además: d( F*T) = F* ( dT), F* (TA u) = F*T A F*u, 
U Es D(M). 

- Sea Tu donde u E s D(/\P T* Me) , y sea F: M - M un mapa holomorfo (o complejo C00 ). El
pull-back está definido como TuoF = f F-l(M) u o F donde p-l M es una subvariedad compleja
orientable, tal como se discutió en el ejemplo previo. 

- En la Sección[??] estableceremos que para una función plurisub-armónica u :  M----+ C se tiene
que la corriente T = ddeu es cerrada y positiva (para el concepto de positividad véase la Sección
[2.51). Sea f : M ----+ M un mapa holomorfo entre dichas variedades entonces el pull-back se
define como: F*T = dde ( u o F).-
Esta aplicación está bien definida pues u o f es también una función plurisub-armónica ( véase
la Sección [2.6]), por lo que ddeu o f tiene las mismas propiedades que la corriente inicial.

2.4.4. Regularización de corrientes 

Puesto que una corriente tiene una representación local única en términos de una forma diferen
cial con coeficientes distribucionales, se tiene que la regularización de corrientes tiene localmente 
un enfoque análogo al empleado para las distribuciones. 
Sea una corriente T E D�(M), M una variedad C8(s > O). Constrúyamos la sucesión de 
corrientes suaves {Tn}nEN C D�M tal que Tn

----+ Ten la topología débil. 
Definamos ahora, con ayuda de las formas diferenciales regularrizantes, la corriente TE. puede 
definirse como: 

p 

TE(<p) = T(<pE), <p E D(/\ T* M)) Y <pe
= <p * XE , 

y Xe es una función regularizante tal como se definió en la Sub-sección [2.3.2]. Con ayuda de la 
representación local de una corriente T E D�(M) como una p-forma diferencial con coeficientes 
distribucionales se tiene que: 

TE = T * XE = :�::)T1 * XE)dx¡, (2.45) 
I 

la cual está definida en ne = { X E JR= i d( X, ne) > €} ( n es abierto). 

Enunciemos el teorema de regularización: 

Teorema 35 La sucesión de corrientes TE (€ > O}, converge a T E D�(M) en la topología 
débil del espacio de corrientes cuando€----+ O. En particular, la sucesión T,i = T * X1/

n 
converge 

débilmente a T. 

Para efectuar la demostración basta seguir punto por punto la demostración efectuada para el 
teorema de regularización de distribuciones, véase la Sub-sección [2.3.2]. 
Este teorema establece que la clase de corrientes regularizantes en D�(n) es denso. 
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2.5. Corrientes positivas y cerradas 

2.5.1. Positividad en el espacio de corrientes 

Definición 58 Una corriente TE D�,
p
(M) se dice que es positiva (respectivamente fuertemente

positiva) si< T,u >2: O para todas las formas test (es decir elementos de D(/\P
,
PT*M)) que

son fuertemente positivas (respectivamente positivas) en cada punto. El conjunto de corrientes 
positivas (respectivamente fuertemente positivas) de bidimensión (p,p) se denotará: + D�,

p
(M) 

(respectivamente ++ D�,
p
(M)). 

Comentario 28 De su definición se tiene que la positividad fuerte es una propiedad local y 

que los conjuntos ++ D�,p(M) e + D�,
p

(M). Ambos conjuntos son conos convexos cerrados con
respecto a la topología débil. Por otro lado la positividad tomada como propiedad local puede 
ser extendida en un espacio qu� admita la propiedad de para-compacidad: 

Proposición 23 Sea M una variedad paracompacta. TE D�,p(M) es positiva si y sólo si para 
todo x E M, existe Vx : TI v. es positiva. 

Demostración: Sea z E M tal que Tl u .. es positiva, donde Uz es un entorno de z. Sea {U0 } 
un cubrimiento localmente finito de M y sea { 4>0 } la partición de la unidad subordinada a 
{U0 }. Consideremos una forma test positiva 7/J , luego: (T, <p) = (T, Lo </>o7/J) = Lo (T, <Po7P) =
I::0 (T\uor ,<Po1P} 2: O. O 

Equivalentemente, es posible definir una corriente positiva basándonos en el concepto de dis
tribución positiva: 

Definición 59 TE D�,
p

(M) es positiva (fuertemente positiva) si y sólo si T /\ u E D0,0(M) es 
una distribución positiva para todas las formas fuertemente positivas (positivas) u E D(/\P,P T* M). 

Proposición 24 Las dos defini ciones de positividad para corrientes son equivalentes. 

Demostración: Establezcamos el resultado para las formas positivas; en el caso de las formas 
fuertemente positivas el resultado se establece en forma completamente análoga. Sea una cor
riente TE D�,

p
(M) que cumple la primera definición. Tomemos ahora el producto cuña T /\ u 

y también una función test a positiva, entonces (T /\ u, a) = (T, au). Pero au es una forma
fuertemente positiva tipo test por lo que (T /\ u, a) = (T, au) 2: O de lo cual se tiene que
T /\ u es una distribución positiva. Tomemos ahora T que satisface la segunda definición y sea
u una forma fuertemente positiva. De la condición: (T /\ u, a) 2: O (a forma test) se tiene que:
(T /\ u, a) = (T, au) y puesto que u es una forma fuertemente positiva arbitraria se tiene la
primera definición de positividad. O

Escribamos las corrientes positivas de la siguiente forma cómoda para los cálculos: 

si TE +D
p

,
p
(M) (dimM = k).

(2.46) 

Sea u= CTp I:
1,,1

, u1,,1,dz1, /\ dz1, donde I', J' E {k;p} y efectúemos los cálculos para (T, u):

(T, u) = crpUk-p
(-l)p(k-p) L L T1,1( u1',J' )dz1 /\ dz¡, /\ dz¡ /\ dzJ' =

I,J I',J' 
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= ¿ {I,Í}{J,Í}T1,J(u¡,j)dV = ¿{I,Í}{J,Í}T1,J(u¡,J)dV 
J,Í,J,J l,J 

donde {J, Í}, {J, J} representa la signatura de las permutaciones y dV es el elemento de volumen 
en ck . 
Si u es una forma fuertemente positiva, entonces tomando un J, J fijo perteneciente a la colección 
de multi-índices de T para i, J que pertenece a la colección de índices de u se tiene: 

donde TJ,J �O. Finalmente, para T positiva y u fuertemente positiva, se obtiene la fórmula: 
(T,u) = ¿T1,J(T1,J)dV. 

I,J 

De donde para las distribuciones T1,J y los coeficientes tipo test TJ,J = {I, Í}{J, Í}u¡,J asociados 
a cualquier forma fuertemente positiva, se cumple que: 

¿T1,J(TJ,J) � O. J,J 

Ya que TJJ es arbitraria se tiene que Er ,J T1,J �O. 

Definición 60 Una rorriente se denomina real si T = T.

Proposición 25 Una corriente positiva es real.

Demostración: Sea TE + D' p(M) y tomemos una forma test u fuertemente positiva con coe-
P, -ficientes TJJ· Como< T, u>= E Tr,J(TIJ)dv �O. De la misma forma< T, ü >= E T1,.1(TJJ)dv 

pero como ü = u entonces 
< T, u>=< T, u> 

Siendo u arbitrario se concluye que T = T. 
Introduzcamos la noción más importante de esta sección: 

o 

Definición 61 Una corriente TE D' (M) se denomina cerrada positiva si además de satis
P,P 

Jacer la condición de positividad se verifica que dT = O. 
De la representación de una corriente cerrada positiva como forma diferencial de coeficientes 
distribucionales se tiene que: 

dT = ªk-p L L arl,J dZ-,n /\ dz¡ /\ dzJ + ªk-p L L a�,J dzn /\ dz¡ /\ dzJ,
I,J m - 8zm . I,J n Zn 

de donde para m, n E (JU Jf se tiene que 
8Tr,J _ 8T1,J _ O 
8zm - az-.,1 - . 
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Ejemplo 32 En la Sección (2.6] se ha probado que para u E PSA(M) n L�0c(M) (M variedad 
compleja), T = ddcu es una corriente positiva de bigrado (1, 1). Mas aún es inmediato que 
dT = O. Más adelante (véase la Sección (3.3]) se probará el resultado recíproco. 
Ejemplo 33 En la Sección (3.3] estableceremos el siguiente resultado: Sea Z e M una sub
variedad compleja orientada de dimensión p. y además T = (Z], entonces TE+ D' p(M). Con 

p, ayuda del Teorema de Stokes se probó que d(Z] = ±(8Z) = O por lo que (Z] es una corriente 
cerrada y positiva de bigrado (k - p, k - p).

2.5.2. Caracterizaciones y propiedades de las corrientes positivas 

Usaremos la siguiente notación: { I} denotará el conjunto de multi-índices de la forma diferencial 
u = ¿1 u¡dx¡, siempre y cuando esté claro que se está hablando de los multi-índices de dicha 
forma; si es que hay ambiguedad se escribirá: { I}u. Por otro lado, { i} denotará el conjunto de 
multi-índices complementarios a los de la forma u. Todo lo dichho se repite para los multi-índices 
I, J para la forma de bigrado ¿ UIJdZ¡ /\ dzJ . 
Proposición 26 T E + D�,p(M) es de orden O ,  esto es, sus coeficientes T1,J son medidas com
plejas. Además sus coeficientes satisfacen: 
T1,J = TJ,I �JI = IJI = n - p).
Más aún T1,1 > O y además: 

..X1..XJIT1,JI � ¿ ..xirL,L,
L 

donde { I} n { J} e { L}' .Ai son coeficientes arbitrarios y .A¡ = rriE/ ,\i. 
Demostración: Apliquemos la corriente T a una forma test fuertemente positiva del tipo 
apdz¡ /\ dz¡ (f � O) donde I es fijo. Luego T1,1dV = T /\ apdz¡ /\ dz¡ � O por lo que T1,1 es una 
distribución positiva o equivalentemente una medida positiva. 
Por otro lado,apliquemos la corriente Ta una forma de tipo apdz¡ /\ dz j, donde I, J son multi
índices fijos. Efectuando operaciones: 

T1,JdV = ±T /\ apdz¡ /\ dzj . 
Transformemos apdz¡ /\ dzj adecuadamente: 

apdz¡ A dz J = /\ dzis "dz
3,, . 

1$s:5p 
Usando el lema de descomposición en formas del tipo ½a /\ o se obtiene: 

Entonces: 

L �a'Ya = L ! /\ ½(dzi,, + iª"dz1,,) /\ (dzis + iªsdz3)·
aE(Z/4Z)P aE(Z/4Z)P 1$s$p 

1 T1,JdV = ± L · 4P T /\ 'Ya·
aE(Z/4Z)P 

De la hipótesis, cada T /\ 'Yo: es una medida positiva, por lo tanto T1 ,J es una medida compleja 

y: 
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1 
= ()..,TA (\ (idz, A dz, + idz, A dz-. ).

� la la Ja Ja 1::5s::5p 
El último producto cuña es una suma de a lo más 2P términos, cada uno de los cuales es de la 
forma apdzt., A dz t., con ILI = p, LE {Í} U {Í}. Puesto que TA apdzt., A dz t., = TL,LdV y además 
{L} => {I} n {J} se tiene que:

IT1,J\ � L TL,L· 
InJCLCIUJ 

Es decir T está acotada por medidas positivas las cuales son a su vez de orden cero. Si tomamos 
un cambio de coordenadas z ::;: Aw, (z1, z2, · · · Zk) = (..\1 w1, · · · Akwk); Ai > O. En el nuevo 
sistema de coordenadas la corriente T se transforma en A* T y sus coeficientes se convierten en
..\1..\JT1,J(Aw). Por lo que se verifica la desigualdad buscada para ,\i >O.El caso ,\i =Ose puede 
obtener pasando al límite . o 

Comentario 29 Puesto que de lo anterior se tiene que T es de orden O, se define la medida de 
masa T como IITII = Ei,J IT1,JI (donde IITII depende del sistema de coordenadas elegido) . Del 
Teorema de Radon-Nikodym se puede escribir T1,J = t1,JIIT II donde t1,J es una función de Borel 
tal que E lt1,JI = L
Por lo tanto se tiene: T = IITllt donde t = ªk-p E t1,Jdz1 A dzk. 
Definida de esta forma T es positiva (fuertemente positiva) si la forma t E /\ k-p,k-p T* M es
positiva (fuertemente positiva) en IITll-ctp de M. La suficiencia es trivial; para la necesidad 
se tiene que si T es positiva ( fuertemente positiva) y { Uj} es una secuencia de formas con 
coeficientes constantes en /\P,P T* M la cual es densa en el conjunto de formas fuertemente 
positiva (positivas), luego TAuj = IITlltAuj por lo que tAuj tiene que ser una forma de bigrado 
(k, k) positiva a excepción quizá de un conjunto de medida nula. De la densidad, obtenemos que 
t es positiva (fuertemente positiva) a excepción de un conjunto de medida nula. 

En particular, del último teorema se desprende que si T es positiva (fuertemente positiva) en 
una carta entonces la convolución T * Xt: es positiva (fuertemente positiva) en n

t: . De la misma 
forma establezcamos el siguiente corolario: 

Corolario 8 Si T E + D�,p(M) y v E Cº(/\ s,

s T* M) son positivas, una de ellas ( o bien ambas) 
son fuertemente positivas, entonces el producto cuña TA v es una corriente positiva (fuertemente 
positiva). 

Aprovechemos el concepto de medida de masa IITII para dar una definición que será usada 
constantemente luego: 

Definición 62 Se dice que una corriente T definida en una variedad compleja M carga un 
conjunto U e M si IITll(U) ji: O. En caso controrio se dice que la corriente no carga U. 

Introduzcamos una noción asociada al orden cero de una corriente positiva. 

Definición 63 Una corriente se denomina normal si tanto T como dT son de orden cero. 
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Puesto que para una corriente positiva cerrada dT = O entonces ésta es normal.
Establezcamos otra caracterización de una corriente positiva: 

Teorema 36 Una corriente TE + D�,p(M) es positiva si y sólo si 

- T1,J = TJ,1 

- para todo €j E (CP: ¿, T1,J€rf/ es una distribución positiva.

Demostración: La primera condición es suficiente y necesaria para que T sea real. Sea ahora 
T una corriente positiva y tomemos el vector €J , pongamos:

'T/ = I: €J (J, J)dz1 , 
JEk;p 

(J, J) es el signo de la permutación. Como apT /\ 11 /\ ij es positiva por hipótesis:

Efectuando operaciones: 
apT /\ r¡ /\ ;¡¡ = ¿ T1,J€1f.

J dV. 

Lo cual prueba la segunda condición. 
Recíprocamente, supongamos que una corriente real T satisface la segunda condición. De ella 
se deriva que TIJ + TJI y i(TIJ + TJI) son distribuciones positivas, esto hace que TIJ sea una 
medida compleja ( orden O). Tomemos r¡ E /'t·º T* M, f E D( M) : f 2: O, supp f e K (compacto)
contenido en M. Teniendo en cuenta que 77 = ¿, r¡JdzJ y además considerando la sucesión de
formas 'TJ>.. -t r¡ y la de funciones 'T/J>. 

-t 'T/J se tiene la siguiente descomposición:r¡>,. = ¿, 'T/J>. dzJ 

tal que a su vez las funciones 'T/J>. 
pueden ser aproximadas con una secuencia de la forma 'T/J>. =

¿(AJa-
XBJJ donde {B>..J

a-
} es una familia disjunta de borelianos en K y las funciones x son

las funciones características.De este modo: 

T( apf 'T/ /\ r;) 
lím T(ap/TJ>.. /\ TJ>..)-

>..-+oo 

Es entonces suficiente mostrar que apT /\ XB'T/>.. A ri>.. 2: O para B (boreliano) contenido en K. 
Haciendo los cálculos: 

o 

El pull-back (en las situaciones donde pueda ser definido) y el push-forward son operadores que 
mantienen la positividad invariante bajo ciertas condiciones mínimas adicionales: 

Proposición 27 Sea F : M --+ M un mapa holomorfo entre variedades complejas. Entonces: 

a) si TE + D�,
p

(M) y FlsuppT es propia entonces F.T E + D�,p(M).
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b} Si T E + D�,p(M), y F es una submersi6n con fibras m-dimensionales, entonces F*T E
+ D�m,p+m(M).

Demostración: El resultado se desprende de la definición de pull-back y de push-forward de 
corrientes junto con la la definición de forma positiva. o 

Ejemplo 34 Definamos para TE + D�,p(CJP>k ) (k > p) la medida traza de T con respecto a la
1

forma de Fubini-Study-Kahler: nT = 1T /\ w1'. Probemos que nT es positiva.
p. 

En efecto, si ((1, · · · ,(k) son coordenadas para T*CJP>k en relación a la métrica w, se puede

escribir localmente: 
w = "i ¿(; /\ (; w1' = O"

p
p! L (L /\ (L, 

j lkl=P 

además T = CTp E T1,J(1 /\ (J, haciendo cálculos nT = ¿,1 T1,1dV lo cual prueba que nT es 
positiva. 
Establezcamos ahora el significado geométrico de la medida de traza de una corriente de inte
gración T de una sub-variedad compleja X p-dimensional en M (variedad compleja)c cpk . De
la expresión para nT = ¿,1 T1,1dV y siendo (T, wP /p!) igual al volumen complejo de X se tiene
finalmente que: 

¿ T1,1 (X) = VolcX. 
I 

Ejemplo 35 Examinemos la corriente T = ddc log lfl donde fes una función analítica en un
entorno U e Ck . Esta corriente es tal que suppT e Zero(f). En efecto, sea f-=/= O entonces se 
puede escribir f = e9 donde ges también analítica; de este modo log 1/1 = ?Rg = 

9t9 la cual se
hace cero bajo la acción de ddc. Tomemos zo E Zero(f) y un entorno Vzo , además sea 8fzo -=/= O 
. Es posible entonces encontrar nuevas coordenadas (w1, · · · ,wk ) tal que en particular Wk =f.
Luego para T: 

i 82 log llwkll ÍT = d<Flog llfll = d<Flog llwk ll = Tw,. -dwk /\ dwk = a a-
-
2

dwk /\ dwk . 
2 Wk Wk 

Donde Tw,. es una distribución positiva. Tomemos una forma de bigrado (k - 1, k - 1) u -
CTk-1 L.

J,J 
dz1 /\ dzJ con soporte en Vz

0 
, entonces: 

Donde los I', J' son los I, J iniciales tal que k no pertenece a J U J.
Este resultado obtenido para un punto regular zo (para la definición de punto regular véase la 
Sub-sección [2.6.3]) del conjunto Zero(f) puede extenderse por medio de una partición de la 
unidad a todo el conjunto Zero(f) por lo que T constituye de manera natural la corriente de 
integración en la parte regular de dicho conjunto analítico. 

2.6. Funciones PSA 

2.6.1. Funciones PSA 

Recordemos la definición de función sub-armónica. 

84 



Definición 64 Sea n (abierto) e IRm , u : n --+ (-oo, +oo( (semi-continua superior (SCS)},
u =I= -oo en una componente conexa den. u es sub-armónica si para cualquier Gen relativa
mente compacto y abierto y para cualquier h continua y armónica que satisface u� h en 8G se
cumple que u� h en G.

Denotaremos al conjunto de las funciones sub-armónicas en n como SA(O). El teorema que se
enuncia a continuación provee definiciones equivalentes para una función sub-armónica (véase 

(65)). 

Teorema 37 Sea u: n --+ (-oo, +oo[, u E SA(O) y n abierto. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) u E SA(O)

b} Si B(a, r) e O entonces u(a)::; L(u; a, r) = Um

:
m-l / u(x)du(x).

oB(a,r) 

- 1 /c) Si B(a, r)en entonces u(a) � A(u; a, r) = Amrm-l
u(x)dA(x).

B(a,r) 

d} Si B(a, r) e n entonces u(x) � r
m-2 L(P(y - a, x - a)u(y); a, r) para todo x E B(a, r)

(P(y, x) = IIYll2 
- llxll2 ). 

\\x-y\\m 

(Am , um son el volumen y la superficie de la esfera n-dimensional unitaria}.

Una función sub-armónica es localmente integrable, para probar ello primero establezcamos que: 

Proposición 28 n (abierto) e R.m, u : O--+ [-oo, O] (SCS) entonces u E SA(O) si y sólo si
r

m 

para todo a En, r > O, S � O tal que B(a, r + 2S) e n se tiene que u(x) � ( ) A(u; a, r);r+s m 

para x E {l\x - al\ � S}.

Demostración: Sea u E SA(O), entonces para x E B(a, S) se tiene que B(a, r) e B(x, r+S) e
B(x, r + 2S) e n. En efecto, sea y E B(a, r) o bien IIY - ali < r entonces IIY- xll - llx - ali < r

de donde 
IIY- xi\< r + S (o bien y E B(x, r + S)).

Finalmente: IIY - all - llx - all < r + S por lo que:

j\y - xi\ < r + 2S.

Aplicando la propiedad de la desigualdad de la media aritmética en el punto X y para el entorno 
B(x, r + S):

rm l 

¡u(x)::; ( · ) A(u;x, r + S) =
A ( S)m r+s m 

m· r+ 
8B(x,r+S) 

como IIY - xll � r + S hagamos el cambio de variable:

r --(y
-

x) = z - a luego: lfz - al[ < r,
r+ S  
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reemplazando en la integral y usando la expresión del jacobiano de esta transformación:
u(x) � >..m(r

r
: S)2m J u(z)d>..(z) = 

(r :�)m A(u; a, r).
lJB(a,r) 

Por lo que integrando en el compacto K:

J u d). < OO. 

K 
o

Como es conocido, las funciones sub-armónicas representan una extensión natural de las fun
ciones armónicas. Los dos siguientes teoremas representan en efecto una generalización de las
propiedades de dichas funciones.

Teorema 38 (Princ ipio del m_áximo) Sea f2 (acotado, conexo, abierto) e R.m , u E SA(f!). Se 
tiene entonces que u o bien es const ante, o bien para todo x E f2 se tiene que: 

u(x) < sup [lím supu(y)].
zElJfl y-+z 

yEU 

La prueba de este hecho depende en gran parte de las propiedades de la semicontinuidad superior.
Demostración: Tomemos:

{
u(z) 

v(z) = Iímsupu(y)
y-+z

zEO 

z E an 

La cual es por definición SC S por lo cual alcanza su máximo en el compacto K e n. Definamos
A = {x E 0./u(x) = M} donde M es el máximo en dicho compacto. Supongamos que A es
vacío para K = n y puesto que M = sup [lím supu(y)] se tiene el resultado buscado. Sea ahora

zE8fl y-+z 

yEfl 

A =f 0, mostremos que en este caso A = n con lo cual quedará establecido que u = M. En
efecto, {u(x) < M} es abierto (de la semicontinuidad de u) entonces {u(x) ? M} = {u(x) =
M}U{u(x) > M} = AU0 =Aes cerrado. Por otro lado probemos ahora que A es abierto en n.

Tomemos a E A y sea b E U(a, r) tal que u(b) =f M. De la definición de v, u(b) =f M equivale a
u(b) < M. Ahora bien, de la semicontinuidad existe un entorno U(b, r') donde para z E U(b, r'):
u(z) < M (además U(b, r') n U(a, r) =f 0). Usando la desigualdad de la media aritmética para

u(x) en x = a:
u(a) � A(u;a,r) < A(M;a,r) = M = u(a), 

la contradicción demuestra que el conjunto A es también abierto y con ello se concluye la prueba.
o
Probemos ahora la propiedad que relaciona las funciones sub-armónicas suaves con el laplaciano.
Teorema 39 Sean {abierto) e R.m , u E C2(0.). Entonces u E SA(O) si y sólo si �u? O en
n. 
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Demostración: Sea .ó.u � O (abierto y compacto relativo en n), G e n. Tomemos ahora 
h E lHl( G) n C( G) (lHl( G) es el conjunto de funciones armónicas en G) tal que u � h en 8G.
Para que u sea sub-armónica debemos probar que u� h en G. Tomemos para ellos la función 
auxiliar: v(x) = u(x) - éóllxll2 

donde óR < é y R = sup{llxll2
, x E 8G}. 

De la construcción v(x) < u(x), por lo que si probamos que v � h en G entonces haciendo E arbitrariamente pequeño se obtendría que u� h en G. Probemos entonces ese hecho: Tomando 
w = v - h, supongamos que existe un a E G tal que w(a) > O; ahora por otro lado de la semi
continuidad existe b E Gen donde w alcanza el máximo. Tomemos la función J(t) = w(b + tej) 
( { e1, ... , e1n} es la base canónica de JR=) la cual de las consideraciones anteriores tienen un 
mínimo local en t =O.Eso implica que 

De ahí: .ó.w(b) � O. 

d2 . 1 a2w 
d 2

w(b + tej) = 8 2 
(b) < O (para todo j = 1, ... m).t 

t=O 
x

j 

Pero, por otro lado .ó.w(b) = .ó.(v - h)(b) = .ó.u(b) + 2<5 > O. La contradicción establece lo 
buscado. Recíprocamente, sea u sub-armónica y supongamos para un a E n : .ó.(u) < O eso implica
�(-u) � O en una vecindad de a. Pero de lo obtenido en la primera parte de la demostración
-u es sub-armónica lo cual implica que .ó.(u) = O. D 
Adicionalmente, adelantemos la introducción de la función de valor medio asociada a una función 
SA 

Mu(z, r) = f u(z + rf,,)dw(f,,)/a2kJ1e1=1 (2.47) 

En el siguiente ejemplo daremos una caracterización adicional para una función sub-armónica 
que será usad.a más adelante: 
Ejemplo 36 La función de valor medio asociada a una función diferenciable da lugar a una 
serie de relaciones interesantes. Probemos que si u E C2(0) donde n es un conjunto abierto en Rn entonces: 

lím(Mu(z, r) - u(z))/r2 = .ó.u(z)/2n, z E n 
r-+O 

donde en particular se desprende nuevamente que u es sub-armónica en n si y sólo si .ó.u � O. 
En efecto, basta probar esto para z =O.Usando la fórmula de Taylor 2

:

n l n u(z) = u(O) + L Zj8j u(O) + 2 L ZiZkajaku(O) + R(z), R(z) = o(lzl 2
). 

j=l j,k=l 
Por lo tanto para el término residual se tiene: l¡yl=l R(ry)d>..(y)/r2 - O. Por otro lado ]as 
integrales sobre el contorno 8Br de los términos de la última suma son nulos a excepción de: 

11. n . l - ¿(ryj)28Ju(O)d..\(y) = -r2.ó.u(O)an/n 2 IYl=l j=l 2 
2 Aquí y en lo ulterior cuando usemos el símbolo O¡ nos referiremos a la derivada parcial o/ ox, o bien la derivada 

o/oz, dependiendo del tipo de variables que estemos usando. 
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donde Un representa el area de una esfera en Rn y por otro lado la igualdad en cuestión se
obtiene haciendo uso de la relación elemental Í¡y l=l yJd>.(y) = an/n. De la igualdad obtenida setiene ahora, que si u es sub-armónica entonces �u � O. Por otro lado, si � � O se puede concluir
que u(z) + t:lzl2 es sub-armónica para cualquier t: y por lo tanto cuando t: 1 O tenemos que u es
armónica.
Introduzcamos ahora la definición de función plurisub-armónica.
Definición 65 Sean {abierto) e Ck ; u : n - [-oo, +oo[ semicontinua superior, u se llama
plurisub-armónica en a E n si >. i--+ u( a + >.b) es sub-armónica.

Aqui dejaremos de lado la mención de las propiedades más elementales de las funciones pluri
subarmónicas. Para detalles véase [55, 65]. 
A continuación definimos la forma de Levi:
Definición 66 Sea u : n e Ck - R una función con valores reales. La forma de Levi asociadaa u en el punto a En es:

L
k 

8
2u(a) 

_ 

< .Cu(a)b, C >=
a OUbiCj

,
Zi Zj 

i,j=l 

para b = (b1, ... , bk) y c = (c1, ... , ck) vectores complejos. 

(2.48) 

La forma de Levi es una generalización del hessiano el cual está asociado a la segunda diferencial
de una función en varias variables.
Si consideramos la matriz ( !2�J;;;) la forma de Levi se puede escribir como:

Zi Z3 kxk 

de donde:

. � 8
2u 8fr 8fs 

< .Cu(a)b, e>= � a &w; -a . �Wr Ws Zi VZj r,s 

k k 2 
-

U = U1, ... , ik)), 

� � a u(f(a)) 8fr 8fs_
< .Cu(a)b, C >= L.,.¿ L.,.¿ a {)fjf; -

8 
. bi �Cj Wr s Zi vZ.; 

i,j=l r,s=l ., 

y denotando:
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8fr bi L _h_ Cj ,8wr8Ws . l 8zi . l OU3· r,s=l i= J= 



se tiene finalmente
< .Cu (a)b, e>=< .Cu (f(a))aaf(b), 8af(c) > (2.49) 

Tomemos ahora u E PSA(f2) n C00 (f2) y consideremos u lL donde Les una recta compleja en
ck. 

u jL = u o f donde f(z) = a+ z o bien f(>..) = a+ >..b, siendo b E Ck - {O}, >.. E Ck y ademá.s
a E f2 e Ck. Calculamos �(u o f):

82 _ '°"' 82
u o f '°"' (ª2 (u o j) 82 (u o J)-) 

8x2 (u o f) - 2 � 8 fi8Íi bi bj + � 8 fi8!; bibj + 
8 fi8!; bi bj 

iJ lJ 

82 _ '°"' 82
u o f '°"' (ª2 (u o J) a2 (u o f)-) 8y

2
(u of)-2�

8fi8Jj bi bj-� 8 fi8 fj 
bi bj+ 

8fi8Jj bi bj ,
i,J . 

i,J 

de donde para >.. = O se tiene:
�(u o f)(O) = Ll(u (a + .Xb))h=o = 4 < .Cu (a)b, e> .

Esta importante igualdad implica la siguiente proposición:
Proposición 29 Sean un abierto ne ck 

y u E C00(f2), entonces:
u E PSA(f2) si y sólo si< .Cu (a)b, e>� O (a E !2).

De aquí se deduce en particular que para u E P S A ( n) n C00 ( n)

(2.50) 

la cual es una forma de bigrado (1, 1). Restringidos a una recta compleja (dz1, .• . , dzk) -
(b1, ... , bk )dt 

d�u lL =< .Cu (a)b, c > ½dt A dt,
la cual es positiva. Pero por el Teorema (30]se puede enunciar el siguiente corolario.
Corolario 9 Sea u E C00(0) (!2 (abierto) e Ck ) entonces u E PSA(O) si y sólo si ddc

u es
una forma positiva en n.

Se ha comentado acerca de la relación que existe entre la forma de Levi y el hessiano d�u. La
siguiente proposición ( cuya prueba se reduce a realizar los cálculos) nos dice que: 
Proposición 30 Sea u E C00(f2) (!2 (abierto) e Ck ) entonces

< .Cu (a)b, c >= ¼ [d�u (b, c) + d�u (ib, ic)]

i +
4

[d�u (b, ic) - d�u (ib, e)]

2 k a2
u donde d�u (b, c)= L a a bicj es el hessiano de la ''función real" u: JR2k 

- lR.
i,j=l 

Xi Xj 
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En particular de aquí se desprende el siguiente importante corolario. 

Corolario 10 Si u E C2(n) es convexa entonces u E PSA(n). 

E� el siguiente ejemplo investigaremos las condiciones para las cuales una función u(x, t) E
e en X J) n SA(n X I), donde t E/ e lR. y X E ne JR.n , es tal que U(x) = míntEJ u(x, t) resulta 
ser sub-armónica en n. Este problema tiene tiene una aplicación directa en la Sección [3.2]. 
Ejemplo 37 Dada la función u(x, t) se afirma que las tres condiciones siguientes son suficientes 
y necesarias para que U(x) sea sub-armónica: 

- La derivada u�(x, t) en x En no depende de t en los puntos en donde se alcanza el mínimo
respecto a t: J(x) = { t/ u(x, t) = U(x)}.

Para cualquier x E n y t ·E J(x) se tiene que �x(x, t) � O.
- Para cualquier x E n y t E J(x) \ 81 se tiene que:

n n 

�xU + 2 L Ai8i8tU + L >.f 8¡u � O, >. E R.n .
i=l i=l 

Probemos esto. Asum8.Illos primero que U es sub-armónica, entonces para x E n y r pequeño: 

f [U(x + ry) - U(x)]du(y) � O. 
JIYl=l 

Tomando ahora dos elementos s, t del conjunto J(x) se tiene estimando la diferencia dentro de 
la integral con la ayuda de la Fórmula de Taylor3 : 

U(x + ry) - U(x) � rmín( < u�(x, t), y>,< u�(x, s), y>) + O(r2
) = 

= _'.e / I < u�(x, t) - u�(x, s), y> ldu(y) + O(r
2

), 
2 J,y,=1 

Dividiendo por r y pasando al límite r --+ O obtenemos la primera condición. 
Tomemos ahora t E J(x) entonces por el Ejemplo 36: 

�xu(x, t)/2n = lím r-2 f (u(x + ry, t) - u(x, t))du(y)/un 

r-+O }
¡yj

=I 

� lím r-2 f (U(x + ry) - U(x))du(y)/un � O. 
r-+O }¡yj=I

Esto prueba la segunda condición. 
Si ahora se toma t E J(x) \ 81 usando el mismo argumento paras+ < x, >. > (en la segunda 
variable de u) se tiene que .6xu(x, s+ < x, >. >� O). Expandiendo esta expresión obtenemos la 
tercera condición. 
Si suponemos ahora que las tres condiciones se cumplen, entonces haciendo los cálculos tenemos 
la relación: 

3 Aquí para abreviar los cálculos usaremos la notación del producto escalar ordinario en Rn :<:,:>.Usualmente

esta notación se refiere al producto cuña usado a lo largo de este trabajo, por lo que si no se menciona nada, se 

entenderá que el símbolo en cuestión corresponde al producto cuña. 
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(2.51) la cual al ser usada para calcular el laplaciano de U en el sentido distribucional nos dá la siguiente expresión: 
D.U(x) = D-x u(x, t) - L i = 1n 1aiatu(x, t)12 /alu(x, t), para x E 0', donde O' = {x E 0/ t (/: al y a¡u(x, t) -:/= 0 cuando t E J(x)}. Usando entonces la tercera condición y tomando Ai = -8i8tu(x, t)/atu(x, t) se tiene que D.U(x) � O para los 

t E J(x) \ a1. En el caso de los puntos x E n \ n' se tiene que para casi todo punto de 
n \ O' : D-U(x) = D-xu(x, t) siendo los puntos t E J(x) por lo que usando la segunda condición se tiene que D.U(x) > O en el sentido distribucional. Con esto queda establecido que U es sub-armónica. 
Regularización Siguiendo las técnicas de regularización estándar se puede establecer teoremas de regularización para funciones sub-armónicas y plurisub-armónicas. A pesar de su similitud exterior los teoremas de regularización para funciones sub-armónicas y plurisub-armónicas son esencialmente distintos puesto que en el primer caso se afirma que la sucesión u * XE es sub-armónica (para las definiciones estándar de la teoría de la regularización, véase [55, 57]) mientras que en el segundo caso u * Xe es plurisub-armónica. Enunciemos los teoremas de regularización. 
Teorema 40 (Regularización de funciones sub-armónicas) Sean (abierto) C IRm , u E SA(O). 
Si é > O tal que ne -:/= 0 entonces u* Xe E CCX> (f2) n SA(O) y la secuencia {u* XE} decrece con 
é. Además se verifica la siguiente convergencia puntual: 

lím u* Xe = u(x). 
e-+0 Teorema 41 (Regularización de funciones plurisub-armónicas) Sea n (abierto) C IRm , u E SA(O). Si é > O tal que ne -:/= 0 entonces u* Xe E CCX> (f2) n SA(O) y la secuencia {u* Xe} 

decrece con é tendiendo monótonamente a u (puntualmente) entonces: 

lím u* Xe = u(x). 
é-+Ü Un ingrediente fundamental para la prueba de estos teoremas es el siguiente. 

Lema 3 Sea u E Lf0AO) y n (abierto) C lRm. Se verifica que: 

[L(u; ·, r) * Xe] (x) = L(u * xe; x, r) 
11 

1 
-

y u* XE(x) = o x(r)amTm- L(u;x,ér)dr (B(x,r) e ne)-
Demostración: Procedemos a hacer manipulaciones en el primer miembro de la igualdad a probar: 

[L(u; ·, r) * XE] * Xe(x) = J [am:
m

-l J u(x + a - y)da(x)] XE(y)d.X(y).
R"' &B(O,r) 
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De supp Xe = B(O, é) y tomemos la propiedad radial de x (véase [57]): supp X(E(y)) = B(O, 1). De ahí se tiene que: 
[L(u; ·, r) * Xe] * Xe(x) = J [amrlm-l J u(x + w - Ey)da(w)] x(y)d>.(y),

B(O,l) 8B(0,r) 

al hacer el cambio de la variable en la integral a través de la superficie de B(O, r) se tiene: 
= J

B(O,l) 

[a� j u(x + w - EY)x(y)d>.(y)] da(w) = L(u * Xe i x, r), 
8B(0,r) con lo que se concluye la prueba de la primera igualdad. Para probar la segunda expresión hagamos el cambio de la integral de volumen a la de superficie y usamos la radialidad de x: 

u* Xe(x) = j u(x - Ey)x(y)d>.(y)
B(O,l) 

= fo1 x(r) [ j u(x - Ey)a(y)] dr. 
8B(0,l) 

En donde usando la definición de L(u;x,Er) se obtiene la segunda igualdad. o Probemos otro lema de importancia para los teoremas de regularización. 
Lema 4 Si u E SA(B(a, Ro)) (a E :Rm, Ro > O} entonces la función R i---+ L(u; a, R) es creciente en ]O, Ro[. 
Demostración: Esta propiedad depende de las propiedades de semi-continuidad superior de u. En efecto (véase [92, 112]) en un conjunto compacto K situado en un espacio métrico setiene que para u : K -+] - oo, +oo[ (SCS) existe una secuencia decreciente {ui} de funcionescontinuas tal que ,ím Uj(x) = u(x) para x E K. De acuerdo a esto para O < r1 < r2 < R

J-+00 tomemos una secuencia decreciente {u;} continuas en 8B(a,r2), entonces Uj -+ u en 8B(a,r2). De la unicidad de la solución del Problema de Dirichlet, existe h; E IHI(B(a, r2)) n C(B(a, r2)) tal que h;laB(a,ro) = u; (j EN). Ahora se tiene: L(u; a, r1) � L(hj ; a, r1) = hj (a). La última parte de la igualdad es debida a que h; es armónica, la primera parte es debida a que hj mayora a u en la frontera y por tanto dentro de B(a, r2). Del mismo modo: hj : L(h;;a,r2) = L(u;;a,r2)-+ L(u;a,r1). El último límite tomado cuando 
j-+ OO. 0 Pasemos a probar el Teorema de Regularización de Funciones Pluri-sub-armónicas (para la prueba correspondiente a las funciones sub-armónicas véase [55]). Probemos primero una caracterización importante de una función plurisub-armónica. 
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Teorema 42 Sea u : n -----+ [-oo, +oo[ SCS, u 't=- -oo en cualquier componente conexa de S1 (abierto) e (Ck . Entonces u E P S A ( n) si y sólo si paro cada a E n y b E (Ck tal que: {a + >.b: >. E C, li>-11 � 1} C !1 se tiene que: 
1 1271" u(a ) � 
271" 0 

u(a + ei6b)d0. 
Demostración: Si u E PSA(!1) entonces u es sub-armónica en cualquier recta que para por un a E n. De ah í se obtiene inmediatamente la desigualdad. Sea ahora que se cumple dicha desigualdad y sea v(,\ ) = u(a+,\b) . Como u(a) = v(O) y_!_ /271" u(a+ei6b)d0 -:- _!_ f

271" v(ei9
)d0

271" lo 271" lo se deduce que v es sub-armónica, eso implica que u(a + >.b) también lo es, lo cual por definición lleva a concluir que u E PSA(n). o Sea u E PSA(n), puesto que para a En, b E Ck ; u es sub-armónica en {a + >.b: >. E C, ll>.ll �

l} en. Entonces denotando l(u;a, b) = _!_ 1271" u(a + ei9b)d0 se tiene: 
271" o (l(u;a,b) * Xe)(a ) = l(u* Xe ia,b). (2.52) 

Demostración: (Del Teorema de Regularización de Funciones Pluri-sub-armónicas) Primero establezcamos que u * Xe está bien definida: 
u* Xe(x) = j u(y)xe(x - y)d>.(y).

En efecto, la integración se efectúa en el soporte de Xe el cual es compacto, pero de la semicontinuidad de u, ésta alcanza su máximo valor en dicho compacto, luego u(y)xe es acotado y por tanto integrable. Antes de continuar hagamos las siguientes modificaciones a la integral: 
u* Xe(x) = j u(y)xe(x - y)d>.(y) = j u(x - y)xe(y)d>.(y),

Rm Rm 

y haciendo el cambio de variable de y por -éw (con jacobiano ém ) se obtiene: 
u* Xe(x) = J u(x + ew)x(w)d,\(w). 

]Rm 

De la definición de u* Xe se sabe que es C00 así que hay que probar que u* XE E PSA(S1e ), en efecto: 
u* Xe(x) = j u(x + éw)x(w)d>.(w) < j [

2
� fo271" u(x + éW + ei9b)d0] x(w)d>.(w) 

]Rm ]Rm 

= l(u; ·, b) * Xe = l(u * Xei x, b), 
con lo cual queda probado que u * Xe E P S A (ne). 
Mostremos que la sucesión u * Xe es monótona ( creciente cuando é -----+ O. Fijemos w tal que llwll = 1: 

u* Xe = j u(z + é1w)x(w)d>.(w) = j [Je u(z1 + é1_w1, ... , Zk + é1Wk)x(w)d..X(w)] dk-1..X(w),
Ck Ck-1 
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donde dk-1>.w representa la medida k-1-dimensional en la integral iterada. Usando la propiedad
<1eI soporte de x además de la dependencia radial se tiene: 

= J [fo1 fo
27r u(z1 + t:1w1, ... , Zk + t:1wk)x(w)rdrd0] dk-1>.(w)

Ck-1 

= j [fo1 {fo2

7r u(z1 + t:1w1, ... , Zk + t:1wk)d0} x(w)rdrd] dk_1>.(w).
Ck-1 

Usando la propiedad de monotonía, para t:1 > t:2:
2:'. j [fo1 fo27r u(z1 +t:2w1, ... ,zk +t:1wk)x(w)rdrd0] dk-1>.(w)

Ck-1 

= j u(z1 + t:2W1, ... , Zk + t:1wk)d>.(w).
Ck 

Lo hecho hasta aquí para la función sub-armónica v1(z1) = u(z1, ·) se puede repetir en k - I
pasos para las demás coordenadas. Por lo que: 

J u(z1 + t:2w1, ... , Zk + t:2wk)d>.(w) =u* Xe2• 

Ck 

En particular: u* Xe1 2:: u* Xe2 2:'. u (t:1 2'.: t:2 2:: O). Finalmente, observando que para una función SCS en el punto z (u(z) = lím sup u(y), y E
y-z U(z,t:)) se tiene que en dicho entorno u< u(()+ r¡ (donde r¡ > O es un número que depende de

t: y se hace nulo cuando t:--+ O) 
u* Xe(z) = f u(z -y)xe(y)d)¡(y) :S (u(z) + r,) f Xe(y)d)¡(y) = u(z) + 11

B(O,e) B(O,e) 

(esto pues IIYII = t: o bien llz - (z -y)II < t: lo que significa que z -y E U(z,t:)).La última condición más la de monotonía implican el resultado buscado. O 
El Teorema de Regularización que se acaba de probar es uno de los más importantes para las
funciones plurisub-armónicas y acarrea varios corolarios importantes.
Corolario 11 Sean {abierto) e Ck , entonces PSA(O) e SA(ü) e Lfoc(Q).

Demostración: Tomemos la regularización {ue} e PSA(O), usando la relación de la forma
de Levi: < .Cue(a)b, b >= ¼�(ue(a)) y teniendo en cuenta que el primer miembro es positivo
entonces se tiene que �E(a) 2:: O, Va E Üe, eso implica que Ue E SA(Oe)- Usando el Teorema deRegularización para Funciones Sub-armónicas se tiene que Ue --+ u E SA(ü), cuando e--+ O. D 

Corolario 12 Sean ü1, ü2 {abiertos) e Ck , f: 01 --+ ü2 {holomorfa), u E PSA(02) entonces
u o f E PSA(üi). 
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Demostración: Tomemos nuevamente: ue E PSA(n2) n CCX>(n2). De: 

< .C(ue º J)(a)b, b >=< .Cu(f(a))oaf(b), 8af(b) >2:: o

se tiene que ue o fes plurisub-armónica. Pasando al límite se obtiene el resultado. 
o 

En ciertas cuestiones será util determnar cuando el mint;E¡u(z, t) de una función plurisub
armónica u(z, t)C2(n X J), n E ck, J C R. es plurisub-a.rmónica en n. Veamos el siguiente
ejemplo en el cual usaremos el material acumulado hasta aquí: 

Ejemplo 38 Probemos que las tres condiciones siguientes son necesarias y suficientes para que 
U(z) = míntEJ u(z, t) sea plurisub-armónica en n. Antes, recordemos la forma de Levi 2.48:

- La derivada u� ( z, t) en z E n no depende de t en los puntos en donde se alcanza el mínimo
respecto a t: J(z) = {t/ u(z, t) = U(z)}.

- Para cualquier z E n y t E J(z) se tiene que < .Cu(z, t)w, w >2:: O. Donde, a= b = w =
(w1,w2,··· ,wk) E Ck .

- Para cualquier z En y t E J(z) \ 81 se tiene que:

n 

< .Cu(z,t)w,w > +2�¿wiOi0tU+ lwlfo¡u 2:: o.

i=l 

Para n = 1 esta afirmación coincide con el Ejemplo 37. Tomemos ahora u E C2 (n x I) y 
asumiendo que se cumplen las condiciones arriba mencionadas. Tomemos una recta compleja, 
de lo asumido se deduce que U(z) es sub-armónica en dicha recta compleja. Eso implica que U(z) 
es plurisub-armónica. Sea ahora U(z) una función plurisub-armónica. entonces de su definición
al tomar una recta compleja arbitraria se verifican las condiciones del Ejemplo 37 para la función 
sub-armónica definida en dicha recta pero esto implica a su vez que se cumplen las condiciones 
indicadas al principio de este ejemplo. Con esto concluye la demostración de esta equivalencia. 

Introduzcamos los conceptos de conjunto polar y pluripolar. 

Definición 67 Un conjunto E e R.m {E e Ck) es polar {pluripolar) si para cada punto z E E
hay un abierto U y una función sub-armónica {plurisub-armónica) denotado por u2, tal que 
En U e {w/uz(w) = -oo}.

Un problema que se plantea inmediatamente sobre los conjuntos polares y pluripolares es si la 
medida de Lebesgue de estos conjuntos es no nula. Este problema está ligado directamente con 
la integrabilidad local de una función sub-armónica. En efecto, si Eu = {z/u(z) = -oo} tiene

medida no nula, entonces I f u I es no convergente, por lo que u no sería integrable en e]
jEunK 

compacto K. Se tiene entonces el siguiente corolario. 

Corolario 13 El conjunto polar Eu asociado a la función sub-armónica u en 
n {abierto) e R.m es tal que m(Eu) = O.
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Inmediatamente si u E PSA(!l) (!1 e <Ck) entonces el conjunto pluripolar E.u asociado también
tiene medida nula. Generalizando esto:
Corolario 14 El conjunto polar E e Rm (pluripolar E e <Ck) es tal que m(E) = O. 

La estructura y propiedades de los conjuntos pluripolares no se agotan describiendo la estructura
de los conjunto polares sino que presentan propiedades muy complicadas. En la Sub-sección
[3.1.1] nos referiremos a algunas cuestiones adicionales de estos conjuntos.
2.6.2. Caracterización distribucional de una función plurisub-armónica 

Como se sabe si u E PSA(!l) n C00 (!1) entonces la forma de Levi de dicha función es no nula.
Generalizaremos esa propiedad para funciones que carecen de la condición de suavidad.
Empecemos con la caracterización de las funciones sub-armónicas en términos del laplaciano
distri bucional.
Teorema 43 Sean e Rm , u E SA(!l); entonces .ó.u � O en el sentido distribucional. Esto es

J u(x).ó.<p(x)d>.(x) � O para cualquier función test <p E D(!l) no negativa. Recíprocamente si

n 
v E L¡

oc
(!l) y .ó.v '2'. O en el sentido distribucional entonces u = lím v * Xe E SA(!l) y además

é-+Ü 

v = u c.t.p. (m) {m: medida de Lebesgue).

Antes de a.cometer la pruebas de éste y del siguiente teorema demostremos el lema que a veces
es referido como "la fórmula de integración por partes" aún cuando se trata de una fórmula de
conmutación de ciertos operadores diferenciales.
Lema 5 Sea u ,  v E C2(!1), n (abierto) e (Ck . Al menos una de las funciones tiene soporte
compacto. Entonces: 

- J u(z).ó.v(z)d>.(z) = J v(z).ó.u(z)d>.(z)

n n 

- j u(z) < .Cv(z)b, b > d>.(z) = j v(z) < .Cu(z)b, b > d>.(z).

n n 

Demostración: Analicemos los operadores a, a cuando k = I (la dimensión del espacio).
Tomemos u8v, v8u las cuales tiene soporte compacto (de acuerdo a la hipótesis del lema),
luego: / u8v = O entonces usando el Teorema de Stokes

Pero:

j (a+ 8)(u8v) = o.

8(u8v) = 8u A 8v + u88v = O
8(u8v) = au A 8v + u88v = o. 
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entonces la integral queda como: 

Del mismo modo: 

jau " 8v + j u88v = o.
n n 

8(v8u) = av /\ au + vaau = o
8(v8u) = 8v "8u + v88u = -au" 8v - v88u = o

o bien ou "8v + voau = o,

la integral queda como 

De las dos últimas integrales 

jau " 8v + j v88u = o.

n n 

f u88v = f v88u. 
n n 

a
2 Para n 2'.: 1. En cada componente coordenada los operadores ( o8)i : 0 &z¡ dzi /\ d:z:¡ son talesZi Zi que: 

ju( aa)iv = j v( 88)iu 
n, n, 

donde ni = f2 n li (li = {(z1, ... , Zi, ... , Zk) : Zj = cte., j =/=- i} ). 
a
2 

a
2 

a
2 Como a -&z¡ = a 2 + a 2 = D.iZi Zi x

i Yi 

k 

evaluemos por medio de la integral iterada: (d>. = /\ idzj /\ d:zi)

Por lo que 

j=l 

= j { [ ½f ut>,vd� A dz¡] D. ½dz; A UZj} 
= j { i [¿ vt>,udz; A a%i] D. ½dz; A UZj} 
= J VD.iud).. 

n 
k k ¡: / uD.ivd>. = J uD.vd>. = ¡: J vD.iud>.. = J vD.ud>.,

i=l 
n n i=l n n 

de ahí probamos la primera relación. 
Sea ahora b arbitrario en la forma de Levi y consideremos M E GL(n, C) tal que M-1b =

(1,0, ... ,0). 
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Usemos además la siguiente transformación de coordenadas z = Mw en la integral que contiene 
la forma de Levi: 

j u(z) < .Cv(z)b, b > d..\(z) = j u o F(w) < .Cv o F(w)M-1b, M-1b > IMl 2d..X(w)

n F-1cn) 

- J v o F(w) < .Cu o F(w)M-1b, M-1b > IM\2d..\(w) = j v(z) < u(z)b,b > d..\(z).
F-1 (n) 

o 

Demostración: (del teorema) Sea u€ = u* X€ (€>O) y tomemos <p E D(ü) (positiva), usando 
el Teorema de Convergencia Dominada: 

Del lema anterior: lím ju€A<p = lím j<pAu€ 2'.: O (usando la condición que u€ es tal queé-+O é-+0 
n n Aué 2:'.: O). Esto prueba que el laplaciano distribucional de u es positivo. Recíprocamente, sea 

v E L¡
oc

(n) tal que Av 2'.: O en n pero en el sentido distribucional. Tomemos v€) = v * X€ (tal 
que né # 0 de j vA<p 2'.: O (por hipótesis) y / vA<p = !� j <pAvf 2'.: O se tiene que Av€ 2'.: O;

n n n entonces, del Teorema [30], v€ E SA(ü€). Consideremos las funciones vf = v€ * Xó para ,5 > O. 
Se tiene entonces que: 

Del Teorema de Fubini: ( v * XE:2
) * Xó = ( v * Xó) * Xé2 

y del hecho que para la función sub-armónica 
v * Xó se tiene que ( v * Xó )€ decrece según €: 

para €2 2:'.: €1. 
Usando estas consideraciones: 

La secuencia de funciones sub-armónicas { v€} es decreciente por lo que lím v€ = u (puntuale-+O mente) es sub-armónica (véase (112]). Sin embargo, de la regularización de una función local-
mente integrable (tal como v) se tiene que v€ ..!::...+ v y v = u en casi todo punto de n. Con esto

.:-o culmina la prueba. O 
La segunda parte del teorema afirma que dadas dichas condiciones para una función ella es 
sub-armónica en c.t.p. La versión análoga del teorema anterior es una caracterización general 
para una función plurisub-armónica. 
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Teorema 44 Sea n {abierto) e Ck , u E PSA(O) entonces < .Cu(z)b, b >2: O (en sentido
distribucional) para cualquier z E n, b E Ck . Recíprocamente, si v E Lfoc(n) es tal que para todo 
b E (Ck 

< .Cu(a)b, b >2: O (a En) 

en el sentido distribucional, entonces la función u = Iím ( v * Xe) está bien definida, es plurisub-
e ..... o 

armónica en n y además u= v c.t.p. 

El enunciado de este teorema es completamente análogo al teorema anterior aunque la prueba 
se verá bastante simplificada gracias a los resultados previos. 
Demostración: Sea u E PSA(O); tomemos uE =u* Xt con f.> O. Tomando una función test 
positiva cualquiera y b E Ck se tiene por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, 
además del lema previo y del teorema de aproximación que: 

l u(z) < .Ccp(z)b, b > d,\(z) lím f uf (z) < .Ccp(z)b, b > d,\(z)
E ..... oJn, 

lím f cpt(z) < .Ccp(z)b, b > d,\(z) 2: O, 
f ..... o ln, 

con lo que se concluye la primera parte de la prueba. 

Tomemos ahora v E LLoc(n) tal que satisface la condición de forma de Levi positiva. Tómese 
vE = v * Xt (para f. > O), además tomando el vector bi 

= (O, O,··· , Oí, O,··· , O) E Ck (ai = 1) se 
tiene < .Cv(a)bÍ, bi >= .Ó.iv(a) 2: O, de ahí .ó.v(a) 2: O (en el sentido distribucional) por lo que 
el teorema anterior existe u E SA(O) tal que u = lím vE (puntualmente). Por otro lado por el 

E ..... Q 

Teorema de Fu bini se tiene: 
< .Cv * XE(a)b, b >2: O,

por lo que vE = v * Xt es plurisubarmónica; además de la prueba del teorema anterior vE 1 
< vE2 

(€1 < €2) por lo que el límite puntual es plurisub-armónico (véase (55]) eso implica que u E 
PSA(O); además u= v c.t.p. o 
Un corolario inmediato es: 
Corolario 15 Sea u E PSA(O), entonces ddc es una corriente positiva de bigrado (1, 1). 
Enunciemos y probemos aquí un lema de regularización de corrientes positivas que será usa
do más adelante. Las ideas de la demostración provienen de lo expuesto hasta aquí para la 
regularización de funciones plurisub-armónicas. 

Teorema 45 {Sobre regularización de corrientes positivas en CJP'k) Toda corriente po
sitiva, cerrada de bigrado (p, p) es el límite de una sucesión de corrientes positivas de bigrado
(p,p) de clase C00

• 

Demostración: Sea S una corriente arbitraria de bigrado (p,p). Tomemos PE una aproximación 
suave de la identidad del grupo de rotaciones U(k)" del espacio CJP'k (véase (50]). Tomando la 
medida de Haar dv(g) sobre U(k) entonces la regularización: 

SE = r PE:(g) * Sdvg 
lu(k) 
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(g E U(k)) y SE es una corriente de clase C00
• o 

De acuerdo a los resultados anteriores introduzcamos la noción de función estrictamente plurisub
armónica. 

Definición 68 Sea u E PSA(D), n C (Ck _ Se dice que u es estrictamente plurisub-armónica si 
u E L Loe( f2) y pam todo z E f2, existe Vz ( vecindad de z) y c > O tal que:

(en el sentido distribucional). 

L 
a2u - 2 

a a-
bibj 2: clbl

Zi Zj 

Así mismo, positividad de la forma de Levi para u E PSA(D) nos lleva a introducir una función
que generaliza las funciones arn:iónicas: 

Definición 69 Una función u : n e Ck - C se dice que es pluri-armónica si las funciones u 
y -u son plurisub-armónicas. 

De la positividad de la forma de Levi para una función plurisub-armónica se tiene que para una 

fu . , 1 . , . ddc o b
º 82u 

o d . . k nc1on p UrI-armon1ca U: U= O Ien a a- = para to O i,J = 1, · · · , .
Zi Zj 

De las ecuaciones de Cauchy-Riemanm para una función holomorfa f se deduce directamente 
que C:Sf y Ref son pluri-armónicas. 
El siguiente resultado importante se deduce directamente a partir de lo expuesto: 

Teorema 46 Si el grupo de cohomología de De Rham Hb
n

(X, lR) es cero entonces la función 
pluri-armónica en X C (Ck puede ser escrita como u= Ref donde f es una función holomorfa 
en X.

Demostración: Tomando la función u E C00(X) donde ddcu = ½88u = ½d8u =O se tiene de 
la hipótesis sobre el grupo de cohomología que existe g E C00(X) tal que dg = 8u. De ello se 
deduce que ges del tipo (1, O) y que además del hecho que dg es una forma holomorfa se deduce 
que g también es holomorfa. Usando estas consideraciones, tenemos por tanto que:

d( u - 2 Re g) = d( u - g - g) = ( au - dg) + ( Bu - dg) = o

Y ambos sumandos son nulos puesto que son formas de grado (1, O) y (O, 1). Integrando se tiene 
finalmente que u= Re (2g + C), donde Ces una constante. Con esto concluye la demostración. 
o 

Conjuntos pseudo-convexos Para terminar esta. sub-sección referente a las funciones plurisub
armónicas , introduzcamos la noción de conjunto pseudo-convexo. Para ello introducimos la fun
ción distancia para un dominio en Ck. Si el negativo del logaritmo de dicha función distancia 
es una función plurisub-armónica se dice que el dominio en cuestión es pseudo-convexo ( de este 
hecho proviene dicha terminología, puesto que ello generaliza la 
positividad del hessiano de la función que define el borde de un dominio convexo de frontera 
suave). La cuestión planteada por mucho tiempo acerca que si un dominio pseudo-convexo es un 
dominio de holomorfía y viceversa (y resuelta positivamente en los trabajos de Cartan, Lelong y 

Bremmerman) ha venido a aclarar y generalizar los descubrimientos tempranos acerca del com
portamiento de las funciones de varias variables hechos por Hartogs (Para una discusión detallada 
de estos véase [69]) y acentuar la íntima relación entre holomorfía y pluri-subarmonicidad. 
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Definición 70 Sea ó una función de distancia homogénea en en tal que ó(tz) = ltl8(z), t E e,

z En e en (z f- O). Definamos la distancia-frontera como dn(z) = ínf�Enc 8(z-(), con z En.

En caso que f2 = en entonces dn = O. 

Definición 71 Las siguientes condiciones sobre n e en ( abierto J, son equivalentes:

1. Existe u E PSA{f2), uf- -oo tal que {z E f2; u(z) :S t} <s n. para todo t E JR.

2. K en compacto, entonces: K = {z En; u(z) � supk u, para todo u E PSA(n)} <s n 4 

3. z 1-t - logdn(z) E PSA(f2), para toda funcion distancia d que satisface la homogeneidad

4. z 1-t - logdn(z) E PSA(f2), para alguna función distancia dn.

Aquí no se discutirá la equivalencia de estos enunciados ( véase (55, 56, 691) para los detalles. 
Pasemos a la siguiente 

Definición 72 Sea O e en (abierto), que satisface alguna de las condiciones del teorema an
terior, entonces O se denomina pseudo-convexo.

2.6.3. Sub-niveles de funciones plurisub-armónicas. 
Teorema de Kiselman-Skoda 

En esta sub-sección se probará el importante Teorema de Acotación de Volúmenes de Sub-niveles 
de Funciones Plurisub-armónicas. En el Capítulo [5] se verá que este teorema es un elemento 
fundamental para la estimación de volumenes de las bolas asociadas a las iteraciones de un 
potencial plurisub-armónico correspondiente a una corriente positiva y cerrada dada. 

Definición 73 (Conjunto de sub-niveles) Sea u E PSA(f2), n e ek abierto. El conjunto
de sub-niveles de u se define como: 

Au(t) = { z E f2; u(z) < t}, t E JR. 

Antes de probar que el volumen de Au(t) decrece exponencialmente en cuanto t tiende a -oo 
daremos algunos ejemplos 

Ejemplo 39 Sea u(z) = alog llzll + b, z E ek , llzll < R. Entonces tomando t = logr + b se 
tiene: 

Au(Au(t)) = .X(rB) = r2k .X(B) = .X(B)e°'(t-b), 
donde a= 2k/a = 2k/Vu(0). 

Un ca.so más general que el ilustrado por el ejemplo anterior se obtiene si se toma una función G
convexa y estrictamente creciente en] - oo, o:o]. Si tomarnos f(z) = G(log llz ll) (con llzll < e°'º ) 
se puede probar usando la forma distribucional de Levi que f es plurisubarmónica. Además 

, g(logr) , g(t) , t 
Vu (O) = hm --- = hm - = hm 1 ( ) .

r-+0 log r t-+-oo t t-+-oo g- t 

De la expresión del volumen en el ejemplo anterior se obtiene entonces que: 

t::; to = g(o:o)-
4Hay que señalar que en la notación tomada aquí de Hormander, A� B significa que la c lausura de A es un 

subconjunto compacto de B.
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El siguiente teorema de acotación superior del volumen de un conjunto de sub-niveles se basa en
un trabajo previo de Skoda del cual enunciaremos el teorema en cuestión ( véase para detalles
[106)).
Teorema 47 Sea la función u E PSA(!1) en el dominio ne <Ck abierto. Si en el punto z En 
se cumple que vu(z) < 2 entonces e-u 

E L¡
o
c(Uz) donde Uz es un entorno de z. 

Pasemoa a probar el teorema fundamental de este apartado.
Teorema 48 (Kiselman-Skoda) Sea la función u E PSA(O) en el dominio n e <Ck abierto,

K e n compacto. Entonces para cualquier a < 2 [s� vu(z) ]-l existe una constante C0 tal que 

(t E R.).
Demostración: Usando el teorema de Skoda para la función pluri-subarmónica h = au, se
tiene que la hipótesis concerniente al número de Lelong implica que e-h = e-ou E L¡

0
c(Uz)(siendo Uz un entorno de z E K). Además, siendo K compacto, entonces e-au E L¡

0c
(K). Como

e0(t-u(z)) � 1, para todo z E Au(z) se concluye que:

Vol (K n Au(t)) � i ea(t-f(z))d.X(z) � eºt i e-au(z)d,X(z) = C
0eºt . 

o 
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Capítulo 3 

Singularidades 

La Sección (3.1] trata sobre algunos conceptos de la teoría del pluripotencial. La extensión del 
producto cuña para dos corrientes positivas es un elemento importante para el estudio del ope
rador de Monge -Ampere el cual generaliza al operador de Laplace y presenta una serie de 
propiedades interesantes en relación a las funciones plurisulrarmónicas. Además de la introduc
ción del producto cuña, en esta sección se presenta la desigualdad de Chern-Levine-Niremberg de 
importancia en el análisis y geometría. Se revisa además brevemente ciertos conceptos relativos 
al Problema de Dirichlet para la ecuación de Monge Ampere los cuales proporcionan concep
tos útiles para el estudio de las funciones plurisulrarmónicas y otros objetos (véase para más 
detalles (2],(18],[65],(72]). En la siguiente sección se define el concepto más importante de este 
capítulo: el número de Lelong , el cual es una medida del tipo de singularidad de una función 
plurisub-armónica. Se estudian en esta sección las múltiples definiciones equivalentes que posee 
el número de Lelong empezando de aquella que fija de manera directa el grado de la singularidad 
logarítmica de una función plurisulrarmónica. El siguiente punto consiste en tratar los conjun
tos de sulrniveles definidos por el número de Lelong. Esta cuestión proviene en principio de la 
pregunta si el número de Lelong visto como una función real es semicontinua superior (SCS) en 
un espacio proyectivo complejo. La respuesta positiva a esta cuestión fue dada por Siu ([105])y 
ha significado el punto de partida de una serie de desarrollos interesantes((14] ,(17] ,(]). La Sección 
[3.3] representa una extensión de los números de Lelong a otros objetos analíticos tales como las 
corrientes. En el caso general de las corrientes, la idea de singularidad es mucho más compleja 
que en el caso de una función p1urisul:rarmónica abarcando una variedad de objetos geométri
cos y topológicos aún no bien estudiados. En esta sección se dá una definición satisfactoria del 
número de Lelong para cualquier tipo de corriente positiva cerrada de bigrado (p, p) lo cual nos 
permite extender el Teorema de Siu para dichas corrientes ((55],(65](101]). La última parte de 
esta sección extiende los números de Lelong para los conjuntos analíticos y se dá ademas la inter
pretación geométrica y analíca para dicho número en dicho caso. La última sección introduce el 
tratamiento de Demailly de los números de Lelong generalizados. Este tratamiento nos permite 
introducir en particular los números de Lelong direccionales conocidos como los números de 
Kiselman los cuales definen el grado de la singularidad de una función plurisub-armónica en una 
recta compleja dada ([17],[64]). Una aplicación del número de Kiselman se estudia en la última 
parte lo cual se usará en el Capítulo 5. 
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3.1. Tópicos de Teoría del Pluri-Potencial 

3.1.1. Producto cuña de Bedford-Taylor. Desigualdad CLN 

Producto cuña para corrientes positivas.- El problema de definir el producto cuña ddcu A
T radica en que ambos factores tienen coeficientes que son medidas las cuales no se pueden 
multiplicar. Si u es una función PSA entonces la corriente uT está bien definido puesto que
u es una función localmente acotada de Borel ( véase la Sección [2.6]) y T tiene coeficientes de
medida.

Definición 7 4 El producto cuña de Bedford-Taylor se define como

( en el sentido distribucional).

Probemos que: 

(3.1) 

Proposición 31 El producto cuña ddc u A T es una corriente positiva si T es corriente positiva.

Demostración: En un abierto U e Ck definamos una secuencia decreciente de funciones P S A 

suaves Uk =u* Xk · Del Teorema de Convergencia Dominada u kT-+ uT (débilmente); de este
modo por la continuidad débil de la diferenciación: ddc(ukT)-+ ddc(uT). Puesto que uk es suave:
ddc( UkT) = ddcu k A T 2: O. Esto prueba que ddc( uT) 2: O. D 

Generalizando el producto Bedford-Taylor, se tiene por inducción: Sea u1 ,u2, · · ·Uq E PSA(O),
n un abierto contenido en ck 

(3.2) 

el producto también es una corriente positiva. 
Tomemos ahora u E PSA(O) y además u es localmente acotada, en este caso la corriente de
bigrado (k, k) de la forma (ddcu) k está bien definida y es una medida positiva. Cuando u E C2 (O)
después de efectuar cálculos tenemos la expresión diferencial ya obtenida para el operador de 
Monge-Ampere 

[ª2 ]j. 
(d�lu = k! det az-�. TI �dzi A dzi.

i J i=l 

(3.3) 

Desigualdad Chern-Levigne-Niremberg ( CLN) Definamos primero una norma especial, 
útil en lo que sigue. 

Definición 75 Sea T una corriente de orden O definida en M (variedad comple ja). Sea K un 
subconjunto compacto de M. La seminorma de masa se define como:

IITIIK = L 1 L IT1,JI,
J. K; 1,,1

(3.4) 

T1,J son los coeficientes de la corriente T y Ki son conjuntos tal que K = UiKi es una partición
de K de tal modo qu e Ki está contenida en un mismo entorno de coordenadas locales.
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La seminorma no depende de la elección del sistema de coordenadas. En efecto, dados dos sis
temas de coordenadas locales y el sistema de compactos {Ki}, {K;}, entonces en la intersección 
de estos dos sistemas locales se puede tomar el sistema de compactos { Ki n K1}, de este modo. 
para el nuevo sistema de coordenadas la norma respecto al compacto K será¿ 1 ¿ IT1,JI, 

j ICi J,J 
donde K,j E { Ki n K1}. Dicho valor de la norma es igual a ambos valores de la norma respecto a 
los dos sistemas de coordenadas considerados al principio y esto prueba que la norma no depende 
del sistema de coordenadas. 
Si K está contenido en un entorno de coordenadas locales se tiene para T � O existen C1, C2 > O 
tal que 

C1IITIIK � 1 TI\�� C2IITIIK•
. K 

Para comprobar esto sólo hay que aplicar la Proposición [29]. Denotemos además T E LP(K), 
p E z+ , <po = ddcjzj2• Enunciemos y probemos la importante desigualdad de Chern-Levine
Niremberg: 
Teorema 49 (Desigualdad CLN) Sean K, K' compactos contenidos en M, K' e Kº . Exis
ten constantes CK,K' � O tal que: 

(3.5) 

Demostración: Por inducción basta probar el resultado para q = l y u1 = u. Procedamos a 
cubrir K' con una familia de bolas B1 ce Bj e K contenidos en las cartas de M. Definamos 
x(z) E D(Bj) tal que xlB'. = 1, luego se tiene: 

3 

Tomando en cuenta que T y <po son cerradas e integrando por partes de acuerdo al lema [5]: 

( donde C' queda como el producto de C por una constante que acota los coeficientes de la 
corriente (ddcx I\ �-1)). D 

Corolario 16 Sean u1, .. . , u
q 

E PSA(O) n Cº(O); ne Ck abierto y sea

{ut}, {u�} ... {u!} 
sucesiones, tales que {uf} e PSA(O) (i = 1, ... , q) los cuales convergen uniforme mente local
mente a u1, .. . , u

q
. Si Tk es una secuencia de corrientes positivas y cerradas tal que se cumple

Tk -+ T en el sentido débil. Entonces se tiene los siguientes enunciados: 

1. ufddcu� I\ · · · I\ ddcu! I\ Tk-+ u¡ddcu2 I\ · · · I\ ddcu
q 

I\ T {débilmente).

2. ddcutu� I\ · · · I\ ddcu! I\ Tk-+ ddcu1 I\ · · · I\ ddcu
q
_ I\ T {débilmente).
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Demostración: El segundo enunciado se obtiene del primero debido a la continuidad débil de
ddc. Usando la inducción es suficiente probar el primer enunciado cuando q = l. Si uk converge
uniformemente localmente a u E PSA(n), se tienen las regularización uE * Pt: y podemos escribir:

ukTk -uT = (uk - u)Tk + (u - ut:)Tk + uE(Tk -T) + (uE - u)T.
Como la secuencia Tk es convergente débilmente es también localmente y uniformemente acotada
en masa, por tanto, de la desigualdad CLN:

llukTk -uTk llK � lluk - u)llvx>(K)IITk llK
converge a cero sobre cualqier compacto K.

El mismo argumento muestra que ll(u - uE)Tk llK puede ser hecho arbitrariamente pequeño al
escoger epsilon suficientemente cercano a cero. Como uE es suave, entonces uiTk -T) converge
débilmente a cero. Para el último miembro para finalizar también es suficiente sólo aplicar la
misma desigualdad CLN. D 
El siguiente resultado establece una fórmula multiplicativa para el producto cuña de corrientes:
Teorema 50 {Producto de masas) Sean las funciones u1, ... , uq E PSA(n), ne ck+1 \{0}
localmente acotadas y que satisfacen la condición:

u;(.,\z) = Cj log 1.,\1 + u(z), para z E Ck+l , .,\ E C.
Sean además T; corrientes de bigrado (1,1) en cpk, j = 1,··· ,q donde7r *½ - ddcu;. Se
verifica entonces que: 

Demostración:
Primero establezcamos la siguiente igualdad:

IIT1 /\ T2 /\ ... /\ Tqll = IIT /\ SIi
donde S = (k2

q
)!T2 /\ · · · /\ Tq /\ w�-q y además wo es la forma métrica de ClI"k . En efecto, de la

definición de IITII:
l ¡ ) k-q l ¡ e rr, T, k-q IIT1/\···I\Tq ll = (k-q)! (T1/\···Tq /\w

0 
= (k-q)! dd u1/\.1. 2/\··· q l\w

0 
=

Usando la diferenciabilidad de u1 y teniendo en cuenta que Ses de bigrado (k -1, k -l):

= 1 / d<F(u1 /\ T2 I\ .. · I\ Tq /\ w�-q) = ( 1 
)' / ddcu1 /\ (T2 I\ ... Tq /\ w;-q) = IIT1 /\ s¡¡.

(k - q)! k - q . 
Tomemos ahora ue -+ u1 (la sucesión estándar suave de plurisubarmónicas), sea además T = IIT111
y tomemos Te -TW Puesto que las corrientes son ambas postivas, cerradas de bi-grado (1, 1)
entonces pueden ser expresadas localmente como ddcve, donde ve E PSA(ClI"k) n C00(Cpic), En
la igualdad Te -TWo = ddcve integrando en todo el espacio y pasando al límite e -+ O se tiene
que llddcve ll =O.De este modo, se tiene que: 

= IIT1 /\ s11 = lím IITe /\ s11
e-+O 

= lím / ( TWo + ddcve) /\ S = lím T f S /\ wo + f S /\ ddcve = T f S /\ wo
e-+0 e-+0 

= IIT1II IISII,

la cual establece el teorema. [J 
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3.1.2. Otras cuestiones asociadas al operador de Monge-Ampere 

Medida plurisub-armónica.- Para generalizar la medida armónica en C tomemos un dominio 
De CJP>k , k > l, y definamos (E e D) 

wv(z,E) = sup{u(z): u E PSA(D),u :'.S O,ulE :'.S -1}, 

para tomar seguidamente su regularización superior: 

wh(z, E)= límsupwv(z', E). 
z'�z 

(3.6) 

(3.7) 

Esta función es PSA y se denomina la medida plurisub-armónica relativa al dominio D. Si bien 
wv = -1 sobre E, la regularización superior puede no cumplir esta propiedad; si w0 = -1 sobn• 
E entonces E se denomina pluriregular. Se prueba que si el dominio D es fuertemente convexo y 
E CC D entonces E es pluriregular. La función w0 es continua y satisface la ecuación compleja 
deMA. 

Método de Perron-Bremermann para el Problema de Dirichlet de la ecuación 
MA El Problema de Dirichlet para la ecuación de Monge-Ampere se enuncia de modo total
mente similar a su análogo unidimensional para la ecuación de Laplace: 
Encuéntrese una solución <p en D e Ck para la ecuación de Monge-Ampere la cual tiene valores 
prefijados continuos en 8D.
Consideremos un enfoque del problema en cuestión que extiende el método clásico de Perron 
para el Problema de Dirichlet en C. 
Definamos para cada función continua f: 8D-+ lR la familia de funciones plurisubarmónicas: 

Po,¡= {u E PSA(D); u lav:'.S J}. 
Tomemos la función de envoltura superior w(z) definida como w(() = sup{u(() : u E Pv,¡}.
Hay que notar que en el caso particula en el que f = -1 la funcion de envoltura superior 
coincide con la medida plurisub-armónica del dominio D. La regularización superior w*(z) =

lím supz-+z' w(z') es plurisubarmónica y se le conoce como la función de Perron-Bremermann. 
Este último autor probó que cuando D es estrictamente (o fuertemente) pseudoconvexo y .f E 
C(8D) se verifica que w* es una solución distribucional del Problema de Dirichlet (véase {7]). En 
particular w* es un elemento de la familia Perron-Bremermann. La unicidad de dicha solución 
viene determinada por la propiedad de rnaxirnalidad de Bedford-Tay1or (véase [4]): 

Teorema 51 Sea D pseudoconvexo, además consideremos u E C(D) una solución de la ecuación

de Monge-Ampere y v E PSA(D) n C(D), entonces ulav � vlav implica u(z) � v(z), z E D. 

En realidad de lo expuesto se desprende el principio que cualquier función plurisub-armónica 
y continua que posee la propiedad de rnaxirnalidad en subdominios G CC D resulta ser una 
solución distribucional de la ecuación de Monge-Ampere en D. 

Conjuntos pluripolares.- En la teoría unidimensional del potencial (y en su generalización <'11

JRn) los llamados conjuntos polares juegan un rol importante en diversos problemas. PasNno:-; a 
definir un concepto análogo para varias dimensiones complejas. 

Definición 76 Un conjunto E e Ck es pluripolar si para cada punto z E E hay un abierto U
y una función PSA Uz tal que En U e { u2 = -oo}. 
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Un conjunto pluripolar es siempre de medida Lebesgue nula (véase la Sub-sección [??]. 
Establezcamos la relación entre los conjuntos pluripolares y la propiedad de extensión de las 
funciones PSA. 

Teorema 52 Sea X un conjunto pluripolaren una variedad compleja Y. Entonces, si una fun

ción u E PSA(Y \ X) es localmente acotada alrededor de X se extiende únicamente a una 

función ü E PSA(Y). 

En forma suscinta este teorema de extensión de una función plurisub-annónica en un conjunto 
pluripolar nos dice que dicho conjunto X particiona el conjunto PSA(Y \ X en dos conjuntos 
de funciones: uno en el cual las funciones se pueden extender en todo el espacio y el otro en 
el cual las funciones tienen una singularidad esencial en X. Un teorema probado por Josefson 
establece además las condicones por las cuales un conjunto pluripolar puede ser definido por 
una sóla función plurisub-armó!}ica (véase [55]). 

Demostración: La unicidad de la extensión ( en caso de existir) está garantizada a través del 
conjunto X por el hecho que dicho conjunto tiene medida de Lebesque cero. Por otro lado, todo 
punto z E X es tal que para una vecindad U se tiene que X n U e {z E U; v(z) = -oo} 
donde v es una plurisub-armónica que no es idéntica al -oo. Tomando U convenientemente 
más pequeño y sustrayendo una constante para hacer v < Ose tiene que para€> O, la función 
uE = u+w E PSA(U\X) puede ser extendida como una función SCS sobre U al hacer uE = -oo 
sobre X n U. 
Más si tomamos una recta compleja que pasa por el origen se puede comprobar de la definición 
de u

E que la desigualdad del valor medio se satisface en el punto z E U \  X: uiz) :=:; L(uE , z, r) 

donde r < d(z, X U uc) como también si z E X con r < d(z, uc). De ahí se tiene por lo tanto 
que: uE E PSA(U) y más aún la así llamada Regularización superior ü = límsUPt:toOUE donde 
z E B(z,�) también será un elemento de PSA(U). Precisamente es esta función la que extiende 
u ya que ellas coinciden en U \ X. O 

Corolario 17 Sea X un conjunto pluripolar en D C Ck . Toda función holomorfa f E O(D \ X) 
que está localmente acotada en X se extiende a una función holomorfa f E O(D). 

Demostración: Si aplicamos el teorema a �/ y � / se sigue que ambas tienen extensiones 
pluri-armónicas en todo D tal que f E C00(D). Usando un criterio de densidad en D \ X se 
tiene que aj= O en D. D

Corolario 18 Sea X e D un conjunto pluripolar cerrado. Si D es conexo entonces D \ X es 

también conexo. 

Demostración: Si D \ X es una unión disjunta 01 U 02 de subconjuntos no vacíos, la función 
de f definida como f = O en !11, f = 1 en !12 tendrían extensiones holomorfas en X lo cual 
contradice la unicidad de la extensión. D 

La siguiente importante caracterización de los conjuntos pluripolares pertenece a Sadullaev 
(véase [98]) 

Teorema 53 Si D es un dominio fuertemente pseudoconvexo, entonces XC D es pluripolar si 
y sólo si w0(z, X)= O. 

Capacidad de Bedford-Taylor 
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Definición 77 Para E {boreliano) contenido en D se define:

C(X,D) = sup{ f (ddcul;u E PSA(D),O:::; u:::; l}. 
u lx 

(3.8) 
de la desigualdad Chern-Levine-Niremberg se tiene que C(X, D) < oo si X ce D; además 
C(X, D) = O para X pluripolar (esto de manera análoga a la capacidad de un conjunto polar 
en lRn ). 
Señalemos una desigualdad bastante simple que se deriva de la noción de capacidad de Bedford
Taylor: 
Proposición 32 {Desigualdad de Alexander-Taylor) Sea K e B(O, r) compacto {r < 1). 
Entonces existe una constante Ar tal que se verifica:

donde C(K, B) es la capacidad de Bedford-Taylor y m(K) es la medida de Lebesgue de K.

Demostración: Basta aplicar la desigualdad CLN a las corrientes ddcu y (ddcu)k-I, para
luego usar el hecho que C(K, B) = L (dcJ.Cul. Véase la definición [110] acerca de la capacidad 
de Bedford-Taylor. o 
Para el estudio de las propiedades mas importantes de la capacidad de Bedford-Taylor: ( véase 
(4, 5]. Para más detalle sobre la teoría de capacidades en Ck véase además (18, 65, 98]. 

3.2. Indices de singularidades para funciones PSA 

3.2.1. Números de Lelong para funciones PSA 

El número de Lelong mide cuan "grande"las singularidades de una función plurisub-armónica 
son. Es en sí una generalización de la multiplicidad de un cero de una función holomorfa. 
Examinemos a continuación el siguiente ejemplo para ver esto con más detalle: 

Ejemplo 40 Sea f E 7-l(C) , µ = __!._� log I f ¡. En el sentido distribucional µ=O en todo punto21r donde f =/= O. Calculemos el valor de dicha funcional en f = O. Tomemos para ello</> E D(C) y 
notemos que es suficiente examinar la funcional: 

1

21r � log I z 1,
(esto debido a la descomposición J(z) = (z - Zifig (z) alrededor del cero Zi de multiplicidad ri)-

[ log I z 1 �</>(z)d.X(z) = lím / _ log I z 1 �</>(z)d.X(z). Íc r--0 lc-B(O,r) 

Expresando el elemento de área y el laplaciano en coordenadas polares, se tiene: 
1 1 ¡2

1r -0 8<1> ·o< -�log I z I,</> >= -lím [</>(r_e1

) - rlog r-0 (re1 )]dO, 21r 21r r--o 
O r 
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pasando al límite r ---+ O e integrando: < 2�� log I z 1, e/> >= c/>(O). Esto prueba que _2_� log ¡
21r z I= óo y para el caso de m polos de f E 1t(O.):

1 
m 

27í 
� log I f I= L TiÓzi,

i=l 

donde ri es la multiplicidad del polo Zi-
Tomando ahora la masa de µ = 2� � log I f I alrededor de un entorno de radio r de una raíz 
(digamos zo) entonces se tiene que la masa será igual a la multiplicidad de zo. 
Este mismo resultado se extiende a funciones holomorfas f : (Ck - C. es decir, si tomamos la 
medidaµ= 

2
��loglfl donde� es el laplaciano en 2k variables reales �Zj, 'Zszj se tiene queµ 

es la suma de masas puntuales en cada cero y con coeficientes iguales a la multiplicidad de cada 
cero (donde la multiplicidad está definida como el grado del primer término en la expansión de 
Taylor en polinomios homogéneos de la función f). Esto es: 

(ri es la multiplicidad del cero Zi)-
De acuerdo a esto, si tomamos la masa de µ en un entorno arbitrario de una raíz de f = O 
(digamos alrededor de zo) y lo dividimos por el volumen de la bola B(O, r) en ck-l se verifica 
que: 

lím f dµ (f.)/ -X2k-2r2k-2 
= ro.r-+0 Ílt;-zol<r 

Nótese que la magnitud obtenida es la densidad de la medida µ en el punto zo y la comparación 
con la medida de Lebesgue en JR2k-2 tiene sentido pues de la definición de µ aquella es una 
medida 2k - 2-dimensional. 
Ahora bien, puesto que u= log lfl es plurisub-armónica procedamos a generalizar dichas ideas. 
Introduzcamos el concepto de número de Lelong para una función plurisub-armónica arbitraria. 

Definición 78 Sean un abierto contenido en (Ck , u E PSA(f2), z E n. El número de Lelong

para u en z, vu (z), se define como:

Vu(z) = lím { dµ (f.)/.X2k-2r2k-2,z-+O Ílt;-zl<r 
donde dµ = t:, la cu al es una medida positiva.

(3.9) 

Antes de estudiar las formas equivalentes que adquiere el número de Lelong demos un teorema 
acerca del comportamiento de la función de valor medio para u E PSA(f2):

Mu (z, r) = f u(z + rf.)dw(f.)/a2k
Ítt;l=I 

(3.10) 

Este teorema a enunciarse es análogo en cierto sentido a un resultado similar para funciones 
sub-armónicas (véase (2, 711) 
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Teorema 54 Sean= n1 +in2, donde n1, n2 dos abiertos en E JRk para k 2:'.: 2. Si u E PSA(n)
tal que só lo depende de �z, entonces para x E n1 , la función x-+ u(x) es convexa. 

Demostración: Tomemos primero u E C2 n PSA(n), entonces:
82u 82u 

Esto implica de la positividad de la forma de Levi para u, que el Hessiano de u(x) es positiva lo
cual implica que u es convexa en n1 •
En el caso general, la regularización

es decir depende sólo de x E n1; esto implica de lo anterior que uE(x) es convexa y puesto que
el límite u =  lím uE(x) existe, podemos afirmar que u es convexa. D

E-+0 

Corolario 19 Sea u E PSA(D(a, R)), donde D(a, R) - II D(aj, Rj) e Ck es un polidisco.
Entonces: 

r(u; r1, · · · , rk) = (2!)k fo
27r

u(a1 + r1ei61 , · • · , an + rnei6n )d01 · · · 0n,

es una función convexa no decreciente de (log r1, · · · , log rk).

Demostración: Que r es no decreciente proviene de la propiedad de crecimiento de la función
promedio de una función sub-armónica (véase[2]) y del hecho que u es subarmónica en cada eje.
Tomemos la función i:

f(zl,·· .,zk) = (2!)k fo
27r

u(a1 +ez1 ei61 ,··· ,ak +ezk ei6k )d01 ···d0k.

Entonces, puesto que:

y haciendo el cambio de variable se concluye que f depende sólo de �Zj y además si tomamos
�Zj = log rj se tiene f = r.
Falta probar entonces que i es plurisubarmónica con lo cual aplicando el teorema anterior se
concluirá la demostración del corolario.
Para probar que f sea plurisubarmónica establezcamos que es semicontinua superior. En efecto,
introduciento el límite dentro del símbolo de integración se tiene:

lím supf{w)
W-+Z 

> 

1 127r ·9 

-( )k lím supu(a + ewee' )d e27r Q W-+Z 

1 127r -- u(a+ezei6)de
{21r)k o 

r(z), 

donde de= d01 d02 • • · , 0k. Efectuando los cálculos se obtiene finalmente la desigualdad del valor
medio con lo cual concluye la prueba. O 
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Corolario 20 Mu(z,r) es una función convexa y no decreciente de logr.

Demostración: Basta considerar que Mu ( z, r) = T( u; r, · · · , r). o 

Puesto que Mu(z, r) es una función de logr la cual es infinitamente derivable entonces podemos
afirmar que Mu(z, r) es también infinitamente derivable. Esto nos conduce a la primera forma
equivalente del número de Lelong. Antes de dar dicha definición demos un ejemplo de como la
función M(z, r) se usa en diversas cuestiones que conciernen a la convexidad y a las medidas
asociadas a ciertas funciones plurisub-armónicas.
Formulemos y probemos ahora la siguiente condición equivalente del número de Lelong;
Teorema 55 Sea u E PSA(!l) y n abierto contenido en Ck . Entonces el número de Lelong 
existe y:

( ) l, 8M(z, r)
Vu Z = lm T 

a z-+O r (3.11) 

Demostración: Tomemos Uj - u, {uj e Ccx,(!l)}, podemos entonces afirmar que �Uj -
�u en el sentido distribucional. En efecto, de las propiedades de la forma de Levi(véase las
secciones [2.2] y [2.6]) se deduce que para v E Ccx,(!l):

{ V�Uj = { Uj�V;
} B(z,r) } B(z,r)

puesto que Uj�V - u�v, entonces se deduce la convergencia en el sentido débil buscada.
Usando esto tomemos u E PSA(!l) n CCX). Del Teorema de Gauss:

�ud).. = -da,l i 
au 

B(zo,r) 8B(zo,r) 87] 

donde au indica la derivada en dirección de la normal. De la definición de Mu(ZO, r) y usando
87] el Teorema de Leibnitz y luego el cambio de coordenadas de la bola B(O, 1) a la bola B(zo, r)

se tiene:

Pero

� f u(zo + rf.)da(f.)/a2k = f 
8
8 

u(zo + rf.)da(f.)/a2k 
ar 11{1=1 11{1=1 r 
¡ a 

1 

a 
1 

2k-1 -uda( f.)/ a2k = 

8
uda( f.) r a2k

l{l=l 87] 8B(zo,r) 7J 

f ó.ud)../r2k-la2k = 21r f ó.µ/r2k-lª2k· 
J B{zo,r) J B(zo,r)

1 1 

k-1 
= 

2k-2 . 

7r 2k-l >..2k-2r r 
(k - 1){ 

De donde se obtiene la igualdad postulada. La existencia del número de Lelong se deduce de la
igualdad anterior y de las propiedades de monotonía y convexidad de Mu ( z, r). O

Del resultado anterior se deduce directamente que:

112 



Teorema 56 Dada las condiciones del teorema anterior. El número de Lelong satisface:

( ) l
, Mu(z, r) 

Vu Z() = Im ----. 
r--+O log r (3.12) 

Demostración: Es suficiente probar el siguiente enunciado: Para M(x) convexa, creciente en
todo el eje real, C2(R) se cumple que 

lím 
_dM_ 

= lím 
M(x). 

X--+-oo dx X--+-00 X 

En efecto, como se sabe para una función convexa se tiene que 
M(x) - M(c) 

es creciente parax-c
todo x E R con x - e diferente de cero,esto es: 

d M(x) - M(c) , M(x) - M(c) 
-
d 

[------J � O de donde M ( x) > ------'--. Ahora, como M' ( x) es creciente, se 
X X-C X-C 

puede encontrar un X* < x tal que 

M'(x*) � 
M(x) 

-
M(c) 

� M'(x),x-c 
de donde, pasando el límite, para x-+ -oo se obtiene el resultado. D

Mostremos otra forma equivalente del número de Lelong para una función plurisub-armónica. 

Teorema 57 Sea u E PSA(f2), n abierto contenido en ck , zo E n. En una vecindad pequeña

de zo son equivalentes: 

a. vu(zo) = sup r

b. u(z) � r log I z - zo 1 +0(1), z-+ zo.

Demostración: Sea para simplificar zo = O. Probemos que (b) implica (a). Integrando la

desigualdad: 

Luego para r > l 

M(0, r) � v log Ir 1 +0(l)/o-2k·

M(0, r) < 0(1) 
v+---'----

log I r 1 - o-2k log I r 1
De la monotonía de M ( O, r) / log I r I se tiene para O < r* < l que: 

M(0, r*) < M(0, r) 
logr* - logr � V, 

de donde v¡(0) � sup v.
Nuevamente, en la desigualdad para M(0,r) dividiendo por logr (O< r < 1) se tiene: 

de donde v¡(O) � sup v. 

M(0, r) 0(1) 
--->v+---, 

log r -
o-2k lag r 

Probemos ahora que (a) implica (b). Se tiene de las propiedades de M(zo, r): 

M(zo, r) � vu (zo) log r + 0(1). 
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Expresando como una integral:
[ [u(Zo + €r) - Vu(Zo) log I z - Zo 1 +O(l)]do-(€) = O.

111;1=� 

Luego: u(z) = vu(zo) log I z - zo 1 +O(l), z = zo + €r y por tanto:
u(z) � vlog I z - Zo 1 +O(l),

donde sup v = vu(Zo)-
Un corolario directo es:
Corolario 21 En las condiciones del teorema anterior se tiene que:

, SUP�(r)U Vu ( Zo) = hm l I I .r-+O og r 
Donde �(r) es el polidisco de rodio r. 

Ilustremos el cálculo del número de Lelong on un ejemplo sencillo:
Ejemplo 41 Sea u(z) = Clog I z 1, z E Ck . Entonces

M(O,r) = J, Clog I rei8 I do-/o-2k = Clog Ir 1.
B(O,l) 

De donde Vu(O) = C.

o 

(3.13) 

Pasemos a probar la invariancia del número de Lelong, respecto a las transformaciones biholo
morfas.
Teorema 58 El número de Lelong es invariante bajo biholomorfismos, es decir: Vu ( zo) =
Vuoh-1(h(Zo)), donde h : Ck - Ck {biholomorfismo), f E PSA(O), n abierto contenido en
ck. 

Demostración: Basta tomar u E PSA(O) n C00(0). Entonces la medida :
d (€) = 

�[/(€)] 
= 

[�/] = [�/ o h-1(h(€))],µ 21r 21r 21r 

por lo que es válida para cualquier f E PSA(O).

3.2.2. Teorema de Siu 

o 

Demostremos el importante hecho que los sub-niveles del número de Lelong de una función
plurisub-armónica son conjuntos analíticos.
Probemos antes algunos hechos auxiliares:
Lema 6 Sea u E PSA(O), O{abierto) e Ck . Si e-u· es integrable en una vecindad de z entonces

Vu(z) < 2k.
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Demostración: Usemos la propiedad de la convexidad de Mu(z, r) (Corolario [20]):
( ) < 

Mu (z, r) - Mu(z, ro) 
Vu Z ---------,- logr - logro 

para r, ro< d(z, ne). por tanto Mu(z, r) � vu(z) logr + e si O< r < r0. 

Y considerando la desigualdad entre la media geométrica y la aritmética ( caso particular del
Teorema de Jensen, véase [97]):

r e-u(z+rw) da(w) 
}¡w\=1 S2n > exp(- f u(z+rw)

da(w)
). }¡w\=1 S2n 

- exp(-Mu(z, r))
> -vu(z) -e

r e , 

de ahí, considerando que la función u(z) 1 z ¡-2k (z E Ck ) no es integrable en el origen. Tenemos
que e-u no es integrable en ninguna vecindad de z si Vu 2: 2k. con ello concluye la prueba. o 

Antes de enunciar los siguientes lemas previos al teorema principal,hagamos la siguiente disgre
sión. Tomemos n pseudo-convexo y abierto de Ck y construyamos

fi = {(z, w) En X C; lwl < d(z, nen.
dw(€)Ahora teniendo en cuenta que Mu(z, lwl) = Jj{l=l u(z + w{) W2k y que (z, w) f----.- u(z + w{) es 

plurisub-armónica en fi para un€ fijo, se tiene que la función (z,w) f----.- F(z,w) = Mu(z, lwl)
es PSA para (z,w) E fi. 
Además siendo lzl2 - logd(z, ne) y --1-

1- - logd(z, ne) plurisub-armónicas en fi podemosogw entonces podemos escoger una función de agotamiento estrictamente pseudoconvexa ( véase
Apéndice B.l) {! E C00 (fi) y puesto que e(z, w) se puede reemplazar por fo

27r 

e(z, ei9w)d0 pode
mos asumir que{! es una función de z y lwl. 

Consideremos además el siguiente lema técnico:
Lema 7 Sea fi un abierto en Ck+l tal que:

fi = {(z, w) En x C; r(z) <I w I< R(z)},

donde n es un abierto contenido en Ck 
y O� r(z) � R(z), z En. Sea u E PSA(fi) tal que:

{(z, w) E fi/ u(z, w) � t, z E K} (5 fi.
Para cu alquier compacto K e n y t E R. Además la función u es tal que: u(z, ei9w) = u(z, w)

cuando (z, w) E fi, 0 E R. En estas condiciones se tiene que la función:

U(z) = ínf · u(z, w)r(z)�lwl�R(z) 
es una función plurisub-armónica en n.
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Demostración: De la definición de U se tiene que es SCS. Sea ahora zo En y tomemos un M 
tal que U(zo) < M entonces de la semi-continuidad superior se tiene que U< M en un entorno 
Vo(zo,f.). Usando ahora la condición del lema: 

{(z, w) E fi/ u(z, w) � M, z E V0} es fi, 
se pue�e encontrar una vecindad abierta Vó de zoy r < R tal que K = V x { w E C; r � lwl< 
R} en y por tanto: 

U(z) = ínf u(z, w), z E Vó.r<lwl<R 
Usando el Teorema de Regularización de Funciones Plurisub-armónicas se puede escoger una 
secuencia de funciones plurisub-armónicas Coc, en una vecindad del compacto K. Además, puesto 
que u es invariante por rotaciones según la última coordenada entonces los términos de la sucesión 
uE también pueden escogerse invariantes por rotaciones según la última coordenada. Así pues: 

Uiz) = ínf uE(z, w) l U(z), z E v¿r<lwl<R 
Tomando z fijo se tiene que la función uE(z, w) es una función convexa de log lwl (véase Ejemplo 
38). Analizando la expresión: 

k k 

L éJ2uE/8zi8zjt/fj + 4� L 82uE(z, w)/8zi8wti + 482uiz, w)/8w8w, 
i,j=l i=l 

se tiene en el punto w E [r, R] donde 8uE/ 8w = O, que el último término de dicha expresión es 
el Laplaciano en w, es decir la segunda derivada en la dirección radial. Por otro lado la derivada 
radial de 8uE(z, w)/8zi resulta ser depués de efectuar los cálculos 282uE/8zi8w. &to implica 
entonces que dicha expresión es positiva y por tanto usando el Ejemplo 38 se concluye que U es 
plurisub-armónica. 

Apliquemos este lema y las consideraciones previas acerca de la función de agotamiento para 
probar el siguiente: 
Lema 8 Sea la función u E PSA(O) donde n es pseudo-convexo, conexo y abierto en Ck,u =l
-oo. Sea {l una función de agotamiento en fi e (Ck+l del tipo definido arriba. Entonces la

función: 
u0(z) = ínJ (Mu(z, lwl) + e(z, w) - a log lwl),

(z,w)ES1,w;é0 

a '2:'.: O es plurisub-armónica. en z E n.
Por otro lado se tiene que el número de Lelong: Vu

0 
= máx(vu-a, O), a '2:'.: O; Y cuando vu(z) < o 

se concluye que ua(z) > -oo. 
Demostración: Usando la disgresión previa definamos la función plurisub-armónica: 

u�(z, w) = Mu(z, 1 w 1) + e(z, w) +f.� w 1
2 + t 

w I 
- a log I w I},

log(-) 
f. 

entonces del lema previo (7), la función: 
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u�(z) = í�f u�(z, w)
(z,w)Eíl,lwl>E 

es plurisub-armónica cuando € > O en el subconjunto n. Ahora bien, puesto que u� l u0 ( cuando 
€ l O) de ahí se tiene (usando el Teorema de Aproximación de Funciones PSA) que u0 es también
plurisub-armónica. 
Considerando que cuando vu(z) < a, e(z,w) + Mu(z,w)- a log I w I es una función decreciente 
de I w 1 (para I w I pequeño) puesto que e( z, w) - € log lwl es decreciente para cualquier € > O se 
tiene por tanto que v0(z) > -oo lo que implica vv0

(z) = O. 
Por otro lado, Voces cóncava respecto de a lo cual por el teorema 56 y de las relaciones elementales 
entre convexidad y concavidad nos lleva a concluir que vv0 

es una función convexa de o:; además 
Vu0 ( z) � Vu ( z) (lo cual se obtiene del hecho que 'U() � u + mín e).
De lo expuesto entonces: Vu°' (z) � máx(vu(z) - a, O), lo cual es cierto cuando o: = O y también 
cuando a > Vu ( z). De este modo, se obtiene la primera parte de la prueba. 
Para probar la desigualdad opuesta, usemos la definición: 

u0(z) � Mu(z, r) + e(z, r) - a logr

cuando O < r < d(z, ne). El valor medio de Mu(z + (, r) cuando 1 ( l= r' < d(z, 00) -r es el 
valor medio de Z 1----+ u(z, Z) en la bola, donde I z I< r' + r e invariante bajo transformaciones 
ortogonales de Z. Estimando tales valores: 

') ') ¡ ( , ) da(() l Mu0
(z,r < Mu(z,r + r + e z,r (,r -

8
--- a ogr.

1(1=1 2k 

Si se toma r = r' y se divide por log r para luego pasar al límite para r --t O se tiene: Vu0 ( z) � 
log(2r) 

b · l d · ld d Vu ( z) - a. Pero para valores pequeños log r < O y --'---'- .- 1 entonces se o tiene a es1gua a 
logr 

opuesta, con lo cual culmina la prueba. O 

Enunciemos ahora un lema más cuya prueba usando la L2-teoría de Hormander se posterga 
hasta el Apéndice B.l de este trabajo. Para más detalles consúltese [55, 64). 

Lema 9 Sea u E PSA(X), donde X es pseudoconvexo y u -f. -oo, entonces e-u es localmente
integrable en un subconjunto abierto G denso en n el cual contiene {z : u(z) > -oo}. Además
para cada a > O, el complemento de G es la intersección de todos los conjuntos analíticos
{z : f(z) = O} en X, tal que f E rl(X) satisface:

fn I f(z) 12 e-u(z)(l+ 1 z 12)-n-ad..X(z) < +oo. 

Formulemos finalmente y probemos el teorema principal de este apartado: 

Teorema 59 (Siu) Sea u E PSA(f!), distinto de -oo), donde ne Ck (pseudo convexo, conexo
y abierto), y sea a> O. Entonces: 0(u, o:)= {z En: vu(z) � a es un conjunto analítico.

Demostración: Del lema 6 se tiene para un n E N: 

E>(u, 2n) C Z(u) = {z E O: e-u� Lfoc}. 

Por otro lado, del Lema 9 tenemos que: 

Z(u) e {z En: u(z.) = -oo}. 

117 



Usemos la función plurisubarmónica Ua construida en el lema anterior. Entonces, para a> o y dadas las propiedades de Z ( n) 
8(u,a + 2n) = 8(ua,2n) e Z(ua) e {z En,: Ua(z) = -oo} e 0(u,a). 

Reemplacemos u y a por su y so respectivamente (para s suficientemente grande). Esto dá: 
0(u,o:+2n/s) e Z((su)sa) e 8(u,o:). 

Pero ahora, reemplazando a por a - 2n/ s, se obtiene por un argumento conjuntista elemental 
que: 

0(u, o)= n Z((su)sa-2n)-
s>2n/a

Del lema anterior, se tiene que el lado derecho de la igualdad es una intersección de conjuntos 
analíticos en n. Esto prueba el teorema. o 

3.3. Extensiones de los índices de singularidad a co

rrientes y a conjuntos análiticos 

3.3.1. Potenciales de corrientes de bigrado (1, 1). Corrientes de integración 
en conjuntos analíticos. 

Potencial local plurisub-armónico de una corriente positiva cerrada de bigrado ( 1, 1)

La· existencia del potencial plurisub-armónico para una corriente positiva, es conocido también 
en la literatura como el "ddc-lema de corrientes positivas y cerradas". Esta propiedad puede ser 
tratada desde distintos enfoques (véase por ejemplo [45, 55]): en lo siguiente haremos uso del 
llamado núcleo de Cauchy-Fantappie (véase [69]).
Sea el dominio n = {z E Ck, h(z) < O} e ck definido por la función estrictamente convexa h(z). 
En estas condiciones ( debido a la convexidad de la función que define el dominio) es posible 
otientar la frontera den para que pueda usarse el Teorema de Stokes. Sea '1/J(t) una función C00 

tal que 1/J(t) = O cuando t � 1/2 y 1/J(t) = 1 cuando t 2'.: 3/4. 
Por otro lado definamos las funciones cp(z, €) = 1/J ( �f!D y además: 

- 8h )9i(z,€) = (€ - zi)cp(z,€) + (1- cp(z,€)) B{i (€ 

Para € fijo, el conjunto K1; = {z : h(z) < h(€))} es estrictamente convexo y contiene en 
particular el supp cp. Teniendo esto en cuenta consideremos el plano tangente al contorno de 
K1; : � E:=I (€?- zi)�(€º) = O para cualquier €º E an y por tanto� E:=1 (€?- zi)�(€º) > O 
cuando z E K1; (lo cual se deduce de la definición de K1; asi como de la convexidad de h(z). De 
esto concluimos que� E:=l ({i - Zi)9i(z, €) > O para cualquier z E supp <p. 
Introduzcamos el núcleo de Cauchy-Fantappie en Ck: 

k · 1 - k. E
j=l (-1)3+ 9j /\i=l,ii=j a1;9i /\i=l d€iK(z,€) = Ck . k 

[ Et=l (€i - Zi)9i] 

donde Ck = (k-l)��:!��. Se verifica directamente que 81; K(z,€) = O siempre que el de
nominador no sea nulo. Más aún si damos una condición extra sobre el conjunto K{ tal como 
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Koo = {z : ½h(z) < h(€)} ( en particular esto es válido cuando€ se encuentra en una pequeña
bola con centro en z) tenemos que la expresión del núcleo de Cauchy-Fantappie se hace inde
pendiente de la función definidora h(z). En estas condiciones:

(k 2)'. k-1
K(z €) = -

-

.ia llz- €ll2-2k /\ <fJo -' 21rk � ( k - 1) ! 

Demostremos el siguiente: 

Teorema 60 {Fórmula de Cauchy-Fantappie} Sea h(z) E C2 (Ck) una función estrictamente 
convexa y consideremos n = {z E Ck , h(z) < O} . Para g(z) E C1 en una vecindad den se 
verifica la siguiente fórmula: 

g(z) = - J 
00 

g({)K(z, €)+fo 8g(€) /\ K(z, {). 

donde K(z, €) es el núcleo de Cauchy-Fantappie. 
(3.14)

Demostración: Fijemos z y apliquemos el Teorema de Stokes ( de acuerdo a la orientación 
previamente definida): 

f 8g({) /\ K(z,{) = lím / 89({) /\ K(z,{) = lím / d(g({)K(z,{)) 
ln E-O ln-B(z,E) E-O ln-B(z,E)

= f g({)K(z, €) + lím / g({)K(z, €) = f g({)K(z, €) + g(z) 
f &n E-O f 8B(z,E) } OO. 

Y el último paso se justifica por: 

Con esto concluye la prueba. 

lím / K(z,€) = 1
E-O} 8B(z,E) 

o 

Corolario 22 Sea u una forma (O, 1) en V0 con coeficientes C00 tal que EJu = O , entonces si 
existe un v(z) tal que: 

entonces se cumple que: av = u. 
v(z) = f u({)/\ K(z, {).

j B(0,1) 
(3.15) 

Demostración: Tomemos una función definidora de la bola h(z) = llzll2 
- 1 la cual es estric

tamente convexa). Sea v E C00(B(O, 1)) tal que &u = u (su existencia está garantizada por el
Teorema de Doulbeault). Usemos ahora la fórmula de Cauchy-Fantappie para la función v: 

v(z) = - f v({)K(z,€) + fu({) A K(z,€). 
laB jB 

Aplicando el operador EJ a ambos miembros e introduciendo el operador dentro de la primera
integral se tiene que éste se anula puesto que el núcl� K(z, ,�') es holomorfo (véase también (691)
en z E B para€ E 8B entonces 8v(z) = 8v(z) = u y el corolario está probado. O

Pasemos a probar el Teorema del Potencial PSA Local para corrientes positivas cerradas: 
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Teorema 61 Sea T una corriente positiva cerrada de bigrado (1, 1) definida en B(O, 1) e cpk 

entonces existe una función u(z) E PSA(B(O, 1)) tal que ddcu = T. 

Demostración: Sea T = ªk-1 Ei,j Ti,;dzi /\ dz; escrita en coordenadas locales y tomemos 
las €-regularizaciones para �.; : T.¡�; = Ti,j * XE en B(O, 1), de donde se obtiene la siguiente
regularización para T: TE = T * XE la cual también es cerrada y positiva (véase Sección [2.51). 
Ahora, como TE es regular entonces se tiene una forma diferencial suave tal que T = [v) y de la 
cerradura de TE tenemos que dvE =O.Usando entonces los Teoremas de Doulbealt y De Rham 
se puede encontrar tE = [uE) tal que dtE = TE . Expresemos ahora tE por conveniencia como la 
diferencia de dos corrientes (1, O) y {O, 1) : tE = t:-t�. Como t' = [u'] de bigrado (1, O) y t" = [u"] 
de bigrado (O, 1) se tiene al igualar los coeficientes de ambas formas diferenciales que: 

(3.16) 

donde para economizar notación, los coeficientes Tt; son las funciones C00 que generan los coe
ficientes distribucionales. Por otro lado, por la consideración del grado at': =a�= O, de donde 
t" - t' 

E - E• 

Introduzcamos la función½, = ÍB(O,l) t':(€) /\ K(z, €) + ÍB(O,l) �(€) /\ K(z, €) = 2� ÍB(O,l) t:(€) /\
K(z,€) la cual satisface ddcVE = id(u� - u�)= TE .

Usando el Teorema de Stokes para evaluar ½,(z):

½ = f -iCkllz - €ll2-2k
u: A <l'k-1 = iCk f ou: /\ (-llz - €ll2-2k

) A <l'k-1 +
ÍaB(O,l) ÍB(O,l) 

+iCk f u�/\ ollz - �11
2

-
2

k A 'Pk-1· 
ÍB(O,l) 

A ' Y1 · d l e ' . ,,-.k Ad , C' (k-V'qm <l'k representa <l'k = k! sien o <po a 1orma metnca para ll., • emas k = 2-r. 

Introduciendo ahora la expresión 3.16 para ou�: 

¼ = ci r -llz - €1l2-2kdaE + iCk r u�/\ 8llz - {ll 2-
2

k /\ 'Pk-l,
j B(0,1) j B(0,1)

donde a.E se introduce de manera natural al agrupar términos de modo que: 
k 

ªE = ¿Tijd>.. 
i=l 

De este modo se tiene que: 

¼ = 2� f u�(z) A [K(z, €) + iCkollz - €11 2-
2

� A <l'k-il + 2Ck f -llz - {il
2

-
2kdaf 

j B(0,1) j B(O,l)

+2� f iCkllz - €ll2
�

2k
u: A <l'k-1· 

ÍaB(O,l) 
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Puesto que ÍB(O,l) daE es acotado para cualquier E entonces los u� están acotados en L1 (aB(O, 1)). 
En estas condiciones existe En - O tal que u�n converge débilmente a una medida. Definamos 

- - (k-2)1 ahora V(z) de tal modo que V(z) = - ÍB(O,l) �llz - �112-2kda(�) donde a es el límite en el 
sentido débil de las medidas aE cuando E - O, además de ello la función V(z) es sub-armónica y 
por tanto se puede introducir su regularización½. Con esta notación tenemos que en un entorno 
de z: 

e¡ f -llz - �11 2-2kdaE � 1% - e, para Una COnStante C < +oojB(O,l) 
Esta última acotación aplicada a la última igualdad nos permite afirmar que existe al menos una 
sub-secuencia Em tal que ½m - V de manera puntual. Más aún, de la misma igualdad anterior 
para ½ se tiene que para zen un compacto K e B(O, 1): 

Tomando una forma diferencial suave cp de bigrado (k - l, k - 1) , y usando el Teorema de la 
Convergencia Dominada: 

dcFV(cp) = { Vddc
cp = lím / ddcVE A cp = lím(Tt:,cp) = (T, cp).j B(0,1) E-+0 j B(0,1) E-+0 

o 
Podemos dar ahora una extensión global de este teorema: 
Corolario 23 Sea T positiva, cerrada y de bigrado (l, 1) en Ck , entonces existe u E PSA(Ck ) 
tal que ddcu = T. 
Demostración: Del teorema, en un entorno de B(O, m) se puede encontrar Um tal que ddcum = 
T .  Luego Um+1 -um es pluri-armónica en B(O, m) debido a que ddc(um -Um-I =O.De ahí ex
iste una función holomorfa hm(z) E 1t(B(O,m)) tal que� hm = Um+l - Um . Puesto que las 
funciones enteras son densas en 1t(B(O, m)) (véase [74]) se puede encontrar una función entera 
9m(z) tal que lhm(z) - 9m(z)I < 2-m en B(O, m - 1).

Pongamos iio - O y Um - O en B(O, mt mientras que u = u en B(O, m). Evidentemente las 
funciones Um son plurisub-armónicas. Tomando ahora la función: 

00 

U(z) = � L[(um(z) - Um-1(z)) -� 9m(z)] 
i=O 

la cual está bien definida por cuanto U(z) � ¿�
0 

2-i = 2.
Escribiendo esta función de forma distinta: U(z) = Um(z) + � L�m+l (hi - 9i)(z) - ¿�

1 �9i(z) 
y teniendo en cuenta que los dos últimos miembros son pluri-armónicos se tiene que U(z) es 
plurisub-armónica en todo el espacio <Ck. Finalmente ddc =T en B(O, m) para m E z+ y con 
esto hemos concluído. D 
Corriente de integración de un conjunto analítico 
Sea V un conjunto analítico p-dimensional el cual es un sub-conjunto de una variedad compleja 
M. Consideremos la corriente de integración [V]:

p,p 

([V], u) = f u, donde u _E D(f\ T* M).jRegV 
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El resultado correspondiente que establece que [V] es una corriente positiva y cerrada pertenece 
a P. Lelong. Antes de enunciar y probar dicho resultado formulemos el importante Teorema de 
Extensión de una Corriente Cerrada y Positiva que pertenece a El Mir (véase [17]). 

Teorema 62 (El Mir)Sea E CM un conjunto pluripolar cerrado y TE + D' una corriente
p,p 

positiva y cerrada definida en M \ E . Si T tiene masa finita en una vecindad de cada punto de 
E entonces la extensión trivial de TE+ D�,p(M) {haciendo T1,J = O en E) es cerrada. 

Para la prueba necesitamos un lema de importancia por sí mismo: 

Lema 10 Sea E e M un conjunto pluripolar cerrado. Si zo E M y Uzo es una vecindad pequeña 
de zo. Entonces: 

a. Existe una función v E PSA(Uz0) n C00(Uzo
) tal que v = -oo en En Uzo·

b. Existe una secuencia creciente Vk E PSA(Uz0) n C00(Uz0)¡ O $ vk $ 1 que converge
uniformemente a 1 sobre cada subconjunto compacto de Uzo - E y tal que vk = O en una
vecindad de E n Uzo.

Demostración: Sea Uo e M un entorno de una carta: zo E Uo y EnU0{z E U0: u(z) = -oo}; 
u E PSA(Uo). Tomemos u$ O haciendo Uo suficientemente pequeño y/o restando una constante.
Tómese además una función convexa creciente infinitamente derivable definida de la siguiente
manera: T(x) = O cuando O $ x $ 1/2 y T(l) = l. Con estos elementos introduzcamos la
sucesión Uk = r(exp(u/k)). De la convexidad de r se tiene que {uk} es una sucesión de funciones
plurisubarmónicas en Uo y además Uk = o en una vecindad uk e E n Uo y lím Uk = l en
Uo - E. Sea U ce Uo otra vecindad de zo. Tómese do = d(U, CUo) y €.k E]O, óo[ tal que
€.k < d(E n U), U - Uk; entonces la sucesión IT}._f;(uj * XEj

) E PSA(U) n Cº(U) y además
J_ 

O $ Wk $ 1; Wk = O en una vecindad de En U, por lo que hemos construido una secuencia 
creciente que converge a 1 en U - E (además Wk � uk)- De ahí, y de acuerdo al Teorema de 
Dini la convergencia es uniforme sobre compactos en U - E.

Eligiendo una subsecuencia Wk., tal que Wk., (z) � 1 - 2-s sobre una secuencia creciente de 
conjuntos abiertos u; con U u; = U - E se tiene por tanto que la función 

CXl 

w(z) =I z 12 + :�::)wk., (z) - 1)
s=O 

es estrictamente purisubarmónica en U y continua en U -E, adems w = -oo en En U. Usando el 
Teorema de Richberg (véase [17), pag 48) en U - E se obtiene v E PSA(U -E) n ccxi(U -E) tal 
que w $ v $ w +l. Se define v = -oo en Un E entonces se puede extender v a todo U verificando 
(a). Ahora si restamos una constante a v tal que v $ O en U entonces Vk = r(exp(v/k)) será la 
sucesión requerida en (b). D 

Pasemos a la demostración del Teorema de El Mir: 
Demostración: El resultado es local, tomemos entonces n un abierto pequeño tal que existe 
una secuencia Vi E PSA(n) n C00(f2) . Sea 0 E C00-[0, 1] tal que 0 = O para [O, 1/3] y 0 = l 
para [2/3, 1) , además 0 E [O, 1) para los otros valores. Con esta definición 0 o Vj = O en una 
vecindad de Enn y además 0ovj = 1 paraj >Nen todo compacto fijo de n E. De este modo: 
f = límj--o(0 o vj)T y también ai' = límj--cxi T /\ 8(0 o Vj) en la topología débil de corrientes. 
Basta entonces demostrar que T /\ 8(0 o Vj) tiende a cero débilmente en D�_ 1 ,p(0.)
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Probemos primero para p = l . Se tiene que r /\ 8(0 o Vj) E Dó.1 (ü) Además puesto que 
A --+ (r, i..X /\ ..X) es una forma hermitiana no negativa en D(/\ l,O r•n) , se tiene de la desigualdad 
de Cauchy-Schwarz: 

11 (r, i/3 /\ .X) 112 
� (r, i/3 /\ 'iJ) (r, i..X /\ .X), 

donde a y /3 E D(/\ l,O r•n). Tomemos 1/J E D(ü) , O� 1/J � 1 , 1/Jlu = 1 donde U es una vecindad 
de supp a , a E D(/\ l,O r•n) ; se tiene entonces que: 

11 (r, O'(vi)d'v; /\ a) 112 < (r, 1/}iov; /\ 8v;)(r, O'(v;)2ia /\ a), 

donde o(Oov;) = O'(v;)ovj. 
De la hipótesis f n\E r /\ a /\ a < +oo además O' ( v;) converge a O en todo el conjunto n por lo 
tanto usando el Teorema de la Qonvergencia Dominada : (r, O' ( v; )2 ia /\ a) --+ O . Por otro lado 
se tiene derivando que: i88v� = 2vii82vi + 2i8vi /\ OVi � 2i8vi /\ avi y además 2(r, 1/}i8vi /\ avi) � 

- 2 (r, 1/}ioovi ) 
Como 1P E D(n) 'Vi = o en una vecindad de E y además ar= ar= o en n \ E. Ahora, 
integrando por partes: 

(r, 1/}i88v¡) = (r, 2'1jJiddcv'f) � e f 11r11 < +oo. 
ln\E 

De este modo (r, 1/}i8vi8vi) es acotada lo cual asegura el resultado para p = l 
En el caso general , tomemos /38 = i/381 /\ /3�

1 
/\ • • • /\ f3sp-l /\ /38;_1 una forma positiva de bigrado 

(p-1, p-1) con coeficientes constantes. Luego r 1\/38 E+ D�,
1 
(n \ E) tiene masa finita alrededor 

de_ E y es cerrada en n E .  Entonces : d(T /\ /38 ) = d'Í' /\ /38 = O sobre n para todos, por lo que 
dr = O. o 
Antes de enunciar el Teorema de Lelong, probemos el siguiente: 

Lema 11 La corriente [ Reg V] E + D�,P ( M \ Vsing) tiene masa finita en una vecindad de cada
punto zo E Vsing.

Demostración: Sea r = [RegV), zo E n (entorno de una carta), si se escribe dz1 /\ dzJ en 
términos de la base con términos /38 = i/381 

/\ 
'i3s

1 
/\ • • • /\ i/38P 

/\ 'i3sp, se tiene que las medidas rJ, 
JdV son combinaciones lineales de las medidas positivas r /\ /38 • 

Es suficiente probar que r /\ /3s tiene masa finita alrededor de Vsing· Sin pérdida de generalidad 
asumamos que el germen (V, zo) es irreducible. Hagamos el siguiente cambio de coordenadas 
w; = fJ;;(z - zo), donde /3:. para j = 1, 2, · · · ,Pes el vector de coeficientes de la forma f3sr Para 
una variación pequeña b.J de f3s; se puede asumir que cada proyección: 

1r8 : w E V n (b.' x b.") - w' = (w1, · · · ,wp), 
define un cubrimiento ramificado de V ( véase [100), y {f3s; + b.fJ}�=l permanece siendo una base 
para AP,Pr*ü. Sea S el lugar geométrico de ramificación de 1rs y Vs = Vn((b.'-S) x b.") C RegV.
La restricción de 1r8 : Vs - b.' - S es entonces u·n cubrimiento con un número q8 finito de 
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hojas; por tanto:
f [RegV] /\ /3s

Ít:::.'xí:::." 
r idw1 /\ dw1 /\ • · · idw

p 
/\ dw

p J RegVn(í:::.'xí:::.") 

{ idw1 /\ dw1 /\ · · · idw
p 

/\ dw
p Ívs 

qs r idw1 /\ diil1 /\ · · · idw
p 

/\ dw
p 

< +(X). 
Ít:::.1-S

Esto, pues Vs es el complemento de Reg Vn(.6.' x .6.") de un subconjunto analítico (tal conjunto
es de medida de Lebesgue cero en Reg V). o
Formulemos y probemos el Teorema de Lelong:
Teorema 63 Sea V un conjunto analítico p-dimensional V e M (variedad compleja) entonces
[V] E+ D�,p{M), además d[V] = O. 

Demostración: Del lema anterior [RegV] tiene masa finita alrededor de 'Vsing por lo que usando
el Teorema de El Mir esta corriente se puede extender a todo [V]. o
Fórmula de Lelong-Poincaré La prueba de la fórmula de Lelong-Poincaré se basará en los
Teoremas de Soporte de una Corriente definida en la variedad de Cauchy-Riemann (CR). El
concepto de variedad C R se refiere a aquellas variedades complejas que mantienen la dimensión
del subespacio que se extiende en la parte holomorfa del espacio tangente holomorfo de una
variedad compleja M.

Definición 79 Sea el punto z E M (Variedad compleja). El espacio tangente holomorfo en z

se define como el subespacio C ( a�i) e TzM y es denotado por T;M.
Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann es fácil advertir que las derivadas de las funciones an
tiholomorfas definidas en M se anulan en T:M (independientente del sistema de coordenadas
elegido). Análogamente se puede definir el sub-espacio C(-fz) como el espacio tangente antiholo
morfo T;' M, siendo TzM = T;M ED T;' M.
Sea ahora/: M---+ N un mapa de tipo C00 entre variedades complejas, entonces se induce un
mapa entre espacios tangentes f*: TzM---+ T¡(z)N aunque no necesariamente se induce un mapa
entre sus respectivos sub-espacios holomorfos. Más aún si / es holomorfa, de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann se puede afirmar que los vectores de T;M no tienen imágen con componente
en TÍ(z)

N, es decir f*(T;M) C Tf(z)
N.

Definición 80 Sea M una variedad compleja. La dimensión de Cauchy-Riemann de M se define
tal que dimcRzM = dimT;M. Si M tiene dimensión C R constante para todo z E M entonces
M se denomina variedad Cauchy- Riemann. 

Enunciemos sin demostración los Teoremas de Soporte (véase [15]). El primero de ellos se usa
rá directamente en la demostración de la fórmula de Lelong-Poincaré mientras que el segundo se
enuncia aquí sólo para completar la exposición de las propiedades de las corrientes que actuan
en variedades CR. Para más detalles se puede consultar [15].
Teorema 64 (Primer Teorema de soporte) Sea TE D�,11(M) con suppT C N donde N es
una variedad compleja dimcnN < p. Entonces T = O.
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Antes de enunciar el segundo teorema del soporte , introduzcamos alguna terminología acerca de 
los campos holomorfos definidos en variedades complejas y recordemos algunos resultados (para 
los detalles puede consultarse (108]). Sea una variedad M de tipo CR de dimensión p y clase C1 

tal que dos campos vectoriales complejos en T' M el Corchete de Lie también está en T' M ( es 
decir de acuerdo a la terminología en uso T' M es un subfifrado integrable de T M). En estas 
cirscunstancias se puede inferir del teorema de Frobenius ((108])que si si existe una submersión 
de M en otra variedad de clase C1 es decir r¡: M-+ Y entonces las fibras ,,.,- 1 (t); t E Y, tiene 
como espacio tangente T' M. Más aún, en estas cirscunstancias se tiene que dichas fibras son 
sub-variedades complejas y reciben el nombre de variedades integrales. 

Teorema 65 (Segundo Teorenia de soporte) Sea M (variedad compleja}de tipo GR y di
mensión p tal que existe una submersión 17 : M - Y de clase C1 cuyas fibras Ft = ,,.,-1 (w) 
son conexas y son las variedades integrales del espacio tangente holomorfo T' M. Entonces, para 
todo T E D�,p( M) de orden O y· con supp T e M, existe µ,( t) medida compleja única en Y tal 
que para todo v E D(/\P,P T* M) se tiene 

< T, V>= i < (Ft], V> dµ,(t). 

Más aún T es fuertemente positiva si y sólo si la medida µ,( t) es positiva. 

Luego de enunciar los teoremas procedamos a mencionar algunas consecuencias directas de ellos. 
Para empezar, del primer teorema se desprende: 

Corolario 24 Sea T E D�,p( M) una corriente normal. Si supp T e V ( conjunto analítico), 
dimV < p, entonces T = O. 

Demostración: Como RegV es tal que dimcR Reg V< p entonces T = O en M - Vsing
· Pero 

por el Teorema de El Mir T = O en M. D 

Ejemplo 42 Sea T E D�,p(C) con p > 1, donde C es una curva algebraica en Ck (k > 1). 
Entonces T = O. Basta para ello aplicar el corolario anterior. Este hecho es análogo al hecho 
conocido que la medida multidimensional de un conjunto unidimensional es cero. 

Del segundo teorema se deduce el importante: 

Corolario 25 Sea V un conjunto analítico contenido en M, donde M es una variedad compleja 
con componentes irreducibles½ de dimensión pura p. Entonces toda corriente TE D�,p(M) de 
orden cero con soporte en V es de la forma T = ¿ Ai[½], donde Ai E C. Mas aún, T es 
fuertemente positiva si y sólo si Ai � O. 

Demostración: Tomemos una submersión r¡ : M - Vsing - {O} E C entonces ella cumple 
las condiciones del teorema. Por tanto, para cualquier TE D�,p(M) se tiene que T = ¿ Ai[Ai] 
en M - Vsing

· Puesto que dimVsing 
< p y además a= T - ¿ Ai[Ai] E D�,p(M) es cerrada, de 

orden cero y además supp a e Vsing
· Por lo anterior y teniendo en cuenta el Corolario 24 u = O 

de donde se sigue T = ¿ Ai [Ai] en M. D 

Formulemos y probemos la fórmula de Lelong-Poincaré en su forma más amplia haciendo uso 
del concepto de divisor (para las definiciones véase [45]). 
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Teorema 66 (Fórmula de Lelong-Poincaré) Sea una función meromorfa l en M (variedad
compleja de dimensión k), la cual no se hace nula en ninguna componente de M, sea además
E miZi el divisor de l. Entonces log II l II es localmente integrable sobre X y además satisface
la ecuación: 

ddc log 11 f 11= ¿)zi], (3.18) 
i 

en el espacio D�-l,k-l (M). Si los números m i son positivos enteros, entonces Li mi[Zi] E + 

D�-1,k-1 ( M)

Demostración: Sea Z = UZ j el soporte de div(f). De este modo 88log 11111 tiene soporte en
- 81 dl . 

Z puesto que 8log 111112 = 8(! �) = 
f 

= 
f 

(siendo fes holomorfa) en M - Z.

Sea z E Z jnRegZ y tomemos una de sus vecindades O con sistema de coordenadas ( w1, .. · Wk) tal
que Z j nn esta dado por la ecuación w1 = O. En estas coordenadas, del Teorema de Factorización
de Weirstrass f se puede escribir como l(w) = v(w)wf (donde Jv =/= cero) en 11' en. Entonces:

d�log 11111 = d�(log I v 1 +mj log lw1I) = mjd�log llw1II-

Como se sabe dcFlog llzll2 = 1róodz /\ dz donde z E C. Además, si</>: en --+ Ces la proyección
z-+ z1 se tiene (teniendo en cuenta que</> es una submersión:

ddc log I z1 I= ddc log 11 </>(z) 11= </>*(dcF log I z 1) = 1r</>*(8odz /\ dz) = 1r[H],
donde H e Ck es el hiperplano {z1 = O}. Se obtiene por tanto ddc log II l 11= mj[Zj] en
n' en. Esto implica que la fórmula de Lelong-Poincaré es válida al menos en M \ Z sing· Como 
dimZ sing < k - 1 entonces usando el Corolario 24 para la corriente a = ddc log 11 J 11 - Ei [Zi]
se tiene que a = O con lo cual la fórmula es válida en todo M. O
Un corolario inmediato, el cual es la formulación del teorema en su forma más usual, se expresa
como:
Comentario 30 Si f es holomorfa en particular entonces log 11 l IIE PSA(M) y los mi son
positivos enteros, entonces¿ mi[Zi] E + D�-l,k-l (M).

i 

3.3.2. Números de Lelong para corrientes positivas cerradas 

Enunciemos primero la propiedad que fundamenta la existencia de los números de Lelong para
corrientes positivas:
Teorema 67 Sea TE+ D�,p(I z I< R) con dT = O

I(r) = f T /\ ¡pg. 
Jlzl<r p! 

I(r) 
donde O< r < R. Entonces -

2
- es una función creciente der.

r P 
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Demostración: Basta tomar T de clase C00
• En efecto, si T arbitrario se aproxima por corrientes de clase C00

, {T;} tal que T; -+ T en I z 1 < R, entonces se tiene:

pero para r < r1 < r2 

- T /\ _Q < lím inf- T· /\ 'Po 1¡ % 1¡ P 

r2P lzl<r p ! - j-+oo r2P lz l<r J p ! ' 

lí�inf ;P f T; /\ � :::; lím sup ; f T; /\ % < --i- f T /\ <pg,
J

-+oo r Jlzl<r P · j-+oo r P Jlzl<r1 P ! r P Jlz l<r2 P ! 
de donde J(r) es creciente para T arbitrario. 
Tomando ahora T de clase C00

• Escribamos ahora J(r) usando la función de Heaviside H: 
I(r) J H(r2 - 1 z l2)dt'.F I z 12 I\T /\ 'Pb-ip! 

= J d(H(r2 - 1 z l2)i8 1 z 12 I\T /\ 'Pb�1 ) + J ó(r2 - 1 z 12) 8 1 z 12 1\8 1 z 12 I\T /\ 'Pb-I.
2 p. p! 

Del Teorema de Stokes: 

Además 
I(r) = J ó(r2 - 1 z l2)ddc I z 12 I\T /\ ��

1

.p. 

I'(r) = 2rjo(r2 - 1 z 12)T /\ �p 
Evaluando I z /2 <po - ½8 1 z /2 1\8 1 z 1 2, tomando la potencia de p se concluye ( de la positividad de T) que: 

T /\ (1 z 1 <p� - p�-I /\ ½a I z 12 
/\8 I z 12) 1 z /P-12: O .

Entonces, usando esta expresión y la derivada I' ( r): 
I(r) < � J ó(r2 - 1 z 12) 1 z 12 

T /\ � = 

r2 J ó(r2- 1 z l2)T /\ �p p! p p! 
I'(r) - r--. 2p 

De -d (I(r)) __ rI'(r) - 2pI(r) ------ 2: O se obtiene el resultado.dr r2P r2p+l o 

Introduzcamos ahora la noción del número de Lelong para una corriente cerrada y positiva. 
Definición 81 Sea Tuna corr iente cerrada y positiva de bigrado (k- p, k- p) definida en una 
variedad compleja M (dimM = k}. El número de Lelong VT(z) en z E M se define como:

, 1 ¡· � VT(z) = hm A 2 T /\ -1.r-+O 2pr P V(z,r) P · (3.20) 

En el caso general V(z, r) e Ck es un entorno adjunto a la carta de M. Recordemos que A2p representa el volumen de una esfera 2p-dimensional �e radio 1: A2p 
= ;7 . 
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Teorema 68 El número de Lelong VT( z) de una corriente positiva cerrada de bigrado ( k - p, k -
p) definida en M {dimM = k) existe.

Demostración: Puesto que A
I(r! � O y usando el teorema anterior, se tiene que v,¡,(z) existe.
2pT p 

o 

Extensión del Teorema de Siu para corrientes Lo que queda de esta sub-sección será em
pleado en la demostración del teorema de Siu en el caso de corrientes positivas y cerradas. Si 
consideramos el teorema del potencial para corrientes de bi-grado ( 1, 1) entonces la extensión del 
teorema de Siu a esas corrientes es más o menos inmediata. Empecemos probando un teorema 
en el cual estableceremos que el número de Lelong para una corriente en (Ck es una función 
semi-continua superior. Más adelante estableceremos como consecuencia del Teorema de Siu la 
semi-continuidad superior del número de Lelong en cpk. 
Teorema 69 El número de Lelong de una corriente definida en un abierto U e (Ck es una
función semicontinua superior (SCS). 

Demostración: Sea O< x E C00 (R) una función test decreciente en R+ y tomemos la con
volución de la corriente T /\ � : 

p. 

Definamos además: 

Integrando por partes: 

Tiz) = { x(lz - (1/t:)T /\ 4. 
lck P· 

Ir(z) = { T /\ �-
ÍB(z,r) P · 

J r 

¡ 
, r dr x(-)dlr(r) = - lr(r)x (-)-t: (: (:

- j Ir(t:r)x'(r)dr.
Como nT. / t:2P es una función decreciente y acotado cuando t: ----+ O, entonces 

-v-r(z)A2p j r2Px'(r)dr
v-r(z)A2p j r2P(2p - l)x(r)dr.

De aquí se deduce que v-r(z) es SCS. o 

Procedamos entre tanto a probar algunos resultados que permitirán reducir la demostración del 
Teorema de Siu para corrientes al teorema ya proba�o para funciones plurisub-armónicas. 

I 

Lema 12 Sea la corriente SE CC:,P/Ck) donde 1 � p < k - 1 y sea además la convolución

U(z) = -p! { lz - (l-_2PS /\ '4. 
le, P· 
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Entonces tomando a= ia8L y L = log lz - (12 se tiene que?-

(3.21) 

Además: 

(3.22) 

(R;l son formas en ( de grado 2p - 1 con coeficientes que son funciones homogéneas de z - ( 
de grado -2p - 1 y suaves para z =/- (). Las fórmulas anteriores dan las expresiones para la
convolución de la distribución S /\ �. 

Demostración: Usando las relaciones de la teoría de distribuciones basta analizar el caso 
cuando S es suave. Puesto que los núcleos de las integrales en cuestión son homogéneos en z - ( 
de grado -2(p + 1) � -2(n - 1) entonces las expresiones dentro de la integral son localmente 
integrables y por lo tanto convergentes en el sentido usual. 
De la expresión tJL = lz - (l-2 E,((, - z,)d(i, se tiene entonces que atJL = lz - (l-2 Ll 

d(l /\
d(1 - aL /\ tJL. Introduzcamos ahora a definido como: 

a = 2lz - (l-2<po - iaL /\ tJL,

(siendo <po = Ez d(z /\ (z. De ahí: 
(a+ iaL /\ tJL)P = 2P lz - (l-2P<?o = aP + piaL /\ 8L /\ aP-1.

y la integral puede ser re-escrita como: 

2PU(z) = - j (a+ i8L /\ tJL)P /\ S = - j (aP + pi8L /\ tJL /\ aP-1) /\ S

= - f a1' /\ s - p f i8L /\ tJL /\ aP-1 /\ S.

Puesto que aP /\ S = d( itJL /\ aP-1 /\ 0) + itJL /\ aP-1 /\ as y usando el Teorema de Stokes 

U'(z) = -i f tJL /\ aP-1 /\ as,

también se tiene 
U?(z) = - f (wr /\ ap-I + (p - l)w /\ar/\ aP-2) /\ S,

donde definimos w = iaL /\ 8L y Wf = i(aL1 /\ 8L + 8L /\ tJLr); al = iatJLr,
Usando nuevamente el Teorema de Stokes: 

Ul(z) = -(p + 1) f iaL1 /\ tJL /\ aP-1 � s + i f Lrf}L /\ ap-l /\ 8S

1Consideremos para abreviar los cálculos voluminosos de esta sub-sección, que los sub-índices j, [ representan
las derivadas o/az;, o/8,, etc . 
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+i f L,:8L A av-l A 8S- (p- 1) / 8L A 8L A 8Lr A aP-2 A fJS.
La derivada de los tres últimos términos pueden ser incluidos en el termino residual, por lo que 
sólo se examinará la derivada del primer término 

i( {)L
j
l A 8L + 8Lr A 8Lj) = io(L

j
l A 8L) - L

j
ra + i8Lr A 8Lj 

y si p > l, 

Ahora usando el Teorema de Stokes se obtiene la expresión 3.21. Respecto a la expresión 3.22puede ser obtenida al diferenciar bajo el signo de la integral (teniendo en cuenta que: �lzl-2P =
(-1/:,x + (2k - l)r-1 !r)r-2P = 4p(p+ 1 - k)r-2P-2. o 

Comentario 31 La fórmula 3.21 implica el cálculo de una forma de Levi. Examinemos dicha 
forma más de cerca: 
Para z =/= (: 

k k k 

L A/>.tL
j
l = lz - (l-2 L 1Ajl2 - lz - (l-41 L >.j((j - Zj )l2 

jJ=l j=l j=l 

es positiva a menos que,\ contenga como factor a ( - z. Luego, 
k k k 

( L Aj °>.1L
j
[CI' - pi L Aj°>.18Lr A 8Lj A aP-1) AS· ( L >..j>-tL

j
r)P-1

j,l=l j,l=l j,l=l 

k k 

= ( L >..j >.tL
jTª - i L >..j>-t8Lr A fJLj)P A s. 

j,l=l j,l=l 

Donde la forma hermitiana del primer factor del último producto cuña es positiva. Esto hace 
que para S suave (y por tanto en general) se tenga que: 

k k

( L >..j>-tL
jraP - pi L Aj>.18Lr A fJLj A aP-1) As � o.

j,l=l j,l=l 

Comentario 32 Siendo dµ una medida o T una distribución positiva (y por tanto asociada a 
una medida de Radon), la notación TE CCX> (f2) o bien dµ E CCX>(f2) se refiere a que T = [J), 
donde f E CCX> (f2) o bien dµ = fdm, donde f E CCX> (n) (dm es la medida de Lebesgue en en). 
Hay que indicar esta notación es común en la teoría de la distribuciones y en la de ecuaciones 
parciales, por tanto no debe haber confusión cuando se use aquí. 
Examinemos ahora el teorema que establece la existencia de una función plurisubarmonica que 
"regulariza" en cierto sentido una corriente positiva y cerrada cualquiera en un abierto pseudo-
convexo. Para dicha prueba recuérdese que �lzl = 2m5o, de donde se prueba siguiendo el mismo 
método que -�lzl2-2k = ct��!)80• Más aún (-�)Plzl2P-2k = 4P1rk (J�;�)i)!80, para 1 :'.S: p < k.
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Teorema 70 Sea n e Ck abierto pseudo convexo SE D�,p(n) positiva y cerrada (O< p < k-l).
Existe una función f E PS.ó.(f2) tal que 

(-.ó.l-p f + 4k-p1rkp(k - 1 - p)!S A � E C(X)(n). 
p. 

Demostración: Tomando la colección creciente de compactos Ki e n y las funciones regular
izadoras Xi asociadas a Ki definidas como: Xi E D(Ki+1) tal que Xi = 1 en una vecindad de
Ki. Sea además 1/J(z) = E�1 (X.¡(z) - Xi-1 (z)) J 1( - zl-2P<PQ A Xi+1S. Entonces se tiene que 1/;(z) + J 1( - zl-2P<?Q A Xi+1s E C<X> en una vecindad de Ki . Usando e]
Jema 12 para calcular las derivadas Oz��zi y puesto que d(Xi+1s) = O en una vecindad de Ki se
tiene que los términos R

jl son suaves y por tanto se tiene que: 
"Pjf - 2-Pp(p + 1) j (L

jr A o.P - pioLr A BLj A a.P-1) A Xi+1s E c(X) ,

y usando el signo de la forma hermitiana (véase Comentario 31) se obtiene que:
k 

� 
-

2 O L- "Pj¡(z)>.j>.l � -Co(z)l>.I ; >. E en , z En, Co E e (n).
j,l=l 

Ahora, de la condición de pseudo-convexidad para n se tiene que se puede escoger una función es
trictamente pluri-subarmónica s E C<X>(n) tal que {z En, s(z)::; t} es compacto para cualquier
valor de t (véase [55] para Jos detalles). De ahí se deduce que existe una función f E C<X>(f2) tal
que/= <p + x(s) . Usando la equivalencia 3.21 se tiene entonces que

.!_.ó.t.p(z) - p(k - 1 - p)p ! / 1( - z1-2p-2Xi+1s A <Po E C(X)(O)
4 p 

y usando la expresión para (-fl)Plzl2P-2k se obtiene el enunciado del teorema. D
Lema 13 Sea la función f integrable en un entorno de cero en Ck y supongamos que se cumple 
la siguiente condición: 
-(t::.l-p f + du E C<X>, donde O < p < k - 1 ,Y du es una medida tal que: 

f du(z)/r2P - A
Jlzl<r 

cuando r - O y

j Ad>.(z)/r2<k-l) - B

cuando r - O. Entonces: 

A= 4k-p-l B(k - p - l)!(k - 1)!/p !.
Demostración: Tómese x E D(JR) y sea M(r) = Íizl

<r du(z). Parar pequeño se tiene entonces:
j x(I z 1 /r)du(z) = fo

(X) 

x(t/r)dM(t) = - fo
(X) 

M(t)x'(t/r)dt/r 

- fo
(X) 

M(rt)x'(t)dt. 
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puesto que M(rt)/t2P - At2P (r .- O) y además localmente acotada se sigue que: 

j x(I z 1 /r)du(z)/r2P - -A 1o= 

t2P
x'(t)dt = 2pA 1o= 

t2P-1
x(t)dt.

Usando 
(-�)k-p-1 x(I z 1 /r) = 1/J(I z 1 /r)r2P+2-2k , 1/J E D(R)

entonces: 

j x(I z 1 /r)(-�l-p-I � Fd>.(z) = r2p+2-2k j 1/J(I z 1 /r) � f(z)d>.(z),

pasando a dividir r2P y luego pasando al límite cuando r .- O: 

Por lo que 

donde 

j x(I z 1 /r)(-�l-Pf(z)d>.(z)/r2P 
= r2-2k j= 1/J(I z 1 /r) � f(z)d>.(z)

- -{2k - 2)B 1o= 

t2k-31f,(t)dt.

2pA 1o= 

t2P-1
x(t)dt = {2k - 2)B 1o= 

t2k-31f,(t)dt,

w(t) = (-1l-p-1 ca2 /8t2 
+ {2k - 1)c 1 a¡at)k-p-1

x(t).

Usando el argumento de inducción para p

(-?-p-1 ca2 /at2 - {2k - 1)c1 a¡at?-p-1t2k-3 
= 4k-p-1t2P-1(k - P - 1)!(k - 2)!/(p - 1).

Reemplazando las expresiones de A y B en esta última relación nos lleva a obtener finalmente 
el enunciado del lema. o

Teorema 71 Sea S corriente positiva y cerrada en n (pseudo-convexo) contenido en Ck , a> O. 
Entonces: 

{z E X, vs(z) 2'.: a} 
es un conjunto analítico. 

Demostración: Sea la forma positiva cerrada SE D�,p(O) y tomemos según el Teorema 70 la
función plurisubarmónica f E PSA(O) con la que cumplen la relación: 

Nótese que dµ = 4k-p1rk
p(k -1- p )!S /\ 4, entonces aplicando el Lema 13 se tiene que es posible 

p. 

relacionar los dos números de Lelong de f y S. En efecto, teniendo en cuenta que, de acuerdo a 
la definición de A y B: A= 4k-p1rk

p(k - 1 - p)!>.2pvs y B = v¡(21r>.2k-2). Entonces por el lema
en cuestión: 

v¡ = 21rP
pvs, 

para 1 � p < k - l. Aplicando finalmente el Teorema de Siu para funciones pluri-subarmónicas 
59 se obtiene el resultado esperado. C 
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3.3.3. Números de Lelong para conjuntos analíticos 

Al igual que en la sección anterior empecemos estableciendo un teorema de monotonía: 

Lema 14 (Lelong) Sea un conjunto analítico V de dimensión p en Ck tal que O E V, y sea 
además V ol(V) su medida de Lebesgue. Consideremos por otro lado que V \ V está fuera de la 
bola B (ro) de radio ro. 
Entonces 0(r) = V ol(V n B(r))/ >..2pr2P , es una función creciente de r. 

Demostración: Usando el Teorema de Stokes (r < R < ro y para abreviar la notación consid
eremos Vr = V n B(r)): 

1 1 ¡ I ¡ 0(R) - 0(r) = -[- <{Y' - - <{Y']A2p R 2p 
V R 

r2P Vr 

o 

De acuerdo a la fórmula para el volumen complejo la expresión 0(r)/1rk nos dá el cociente entre 
la porción del volumen del conjunto analítico comprendido entre B(O, r) y B(O, R).

Definición 82 El cociente expresado por 0(r)/1rk es el número de Lelong en z = O del conjunto 
analítico V. 

Del lema anterior es evidente que el límite: límr-+O 0(r)/1rk existe y se denota como vv(O). Es 
evidente que dada las condiciones ya descritas es posible definir el número de Lelong vv(zo) para 
un punto arbitrario zo E V. 

El número de Lelong se puede también expresar en términos del número de Lelong de la corriente 
de integración de V: 

vv(O) = v¡v1(0). 

Lo cual se desprende directamente de la definición. 
Procedamos a interpretar geométricamente al número de Lelong para un conjunto analítico. 
Para ello introduzcamos el concepto de cono tangente al conjunto analítico V e CIP'k en el punto 
z = O: 

Definición 83 El cono tangente C0(V) en z = O es la colección de vectores v E Ck para los 
cuales existen los números Zj E V \ {O} que tienden a cero, y además existen los números 
complejos O:j tal que O:jZj - v para cada v E Co. 

En particular para todo v E Co y todo número complejo A se tiene que Av E Co 

Empecemos aclarando el significado del número de Lelong para las hipersuperficies. Tomemos 
la expansión de Taylor de la función f(z) definidora de la hipersuperficie: f(z) = ¿�8 �(z) (i 
es el grado del polinomio �(z) (homogéneo). Luego se tiene 

,s I ,s 1 . ,s O= J(z ) = -P8(ajZ ) + -+1 Ps+1(ajZ ) + ....
a-'! a� · 

] J 
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Multiplicando por aJ y pasando al límite aJ .- +oo se tiene de la definición de v E Co(V) que P8 (v) = O. Recíprocamente, sea Ps(v) =O.Rotando las coordenadas podemos asumir que v = (v', O) donde v' E (Ck-l, luego se verifica:

donde qr0(r') =/= O, r0 � l. De aquí: 

8 P8(v', Zm) = L qr(v')z�, 
r=l 

IPs(v',zm)I > lzmlro {lqr0
(v') - t lqr(v')llzmlr-ro},

r=ro+l
y para lzml < 1 y v' fijo: ·IPs(v', Zm)I � alzmrº � alzm l8 , 

con a> O.Por otro lado gs(v', Zm) = E�s+l Pr(v', Zm) satisface para cualquier número complejo .X, (1-XI :S 1) Y Zm (con lzml < l); 
CX) lgs(-Xv', AZm)I = 1 L AiPi(v', Zm)I :S bl-Xls+l , 

i=s+l 

(b es una constante b > O). Tomando Zm en el círculo lzmJ = p y haciendo p8 = 2bl¾i < 1 se tiene que: 

Pero, puesto que P8(.Xv', O) = O y teniendo en cuenta que f(.Xv', AZm) = Ps(-Xv', AZm)+gs(-Xv', -Xzrn) (como función de Zm E C) se concluye del Teorema de Rouché que f(.Xv',-Xzm) tiene un cero en el disco {lzml < p}. Tomemos ahora la secuencia Aj .- O y sea z� un cero de f(.Xv', -Xzm) para {lzmlª 
< 2bl-Xól/a}. Los puntos z6 = (-Xóv', AóZm) E � - {O} por lo que aóz6 = (v', zfn) -> v, (aj = ,Xó-1 y para Aó .- O). Esto implica que v E Co(V).Apliquemos estas consideraciones al cálculo del número de Lelong para una hipersuperficie analítica en (Ck . Sea para simplificar z = O, usando el Teorema de Stokes: 

vv(O) lím ----==--=--� d(de I z 12 /\ 'Po ) 1 1 
k-2r-+O A2(k-1)r2(k-l) VnBr (k - l)! 

- lím k-1 \(k-1) / d(de ) z ¡2 /\<p�-2) r-+O 7í r lvn8Br 

1, 1 1 de 1 1 12 k-2 = 1m k-l og z /\w
0 

. r-+O 7í Vn8Br 

Pasemos a examinar esta última integral. De f(z) = p8(z) + gs(z), sea ft(z) = Ps(z) + gs(z) Y denotemos O't = {z E Sr, t E [O, 1] : ft(z) = O}. 
[ ¿ 1 z 12 /\<p�-2 = lvn8B(O,r) { . ¿ 1 Z 12 /\<p�-2 + { de I Z 12 /\<p�-2j{zE8B(O,r):p,.(z)=O} laut 

- [ � ' z , 2 /\<p�-2 + 1 <pt-l, lcon8B(O,r) 0-1 
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(denotando Con 8B(0, r) = {z E 8B(0, r) : Ps(z) = O} en la primera integral y usando el Teorema de Stokes en la segunda integral). Usando ahora el Teorema de Wirtinger: 
f de I z 12 /\cp�-2 - / de I z 12 /\cp�-2 � Vol ªt·lvn8B(O,r) 1v0nlJB(O,r) 

Puesto que: 
Vol O-t = o(r2k-3)o(r) = o(r2k-2),

se tiene entonces que Volat/r2k
-

2 -+ O cuando r -+ O y por tanto la integral ¡ <E- 1 z 12 

. Vn8B(O,r) 

/\cp�-2 puede ser remplazado por la integral / � 1 z 12 /\cp�-2 , en términos del cono
tangente a V. De este modo: lc0naB(O,r) 

o bien:
vv(O) = lím k-1 \k-2 / de I z 12 /\cp�-2,

r-+O 7r r 1con8B(O,r) 

7rk-1 vv(O) = lím 2�_2 / �log I z 12 /\w�-2
.

r-+O r lcon8B(O,r) 

Usando el Teorema de Fubini se tiene: 
7rk-1 vv(O) = lím � f <E-log I z 12 /\w�-2

,
r-+O leo j S'nGo(V) 

donde Co = p(Co(V)) es la proyección de Ao (Esto es posible por el hecho que C0(V) es una reunión de rectas complejas, lo cual se deduce del hecho que p8(z) es homogéneo). Además 
Co = {z = (z1, z2 · · · , Zrn) : Ps(z1, z2, · · · , Zrn) = 0 (z1, z2, · · · , Zrn) E cm}. 

Por otro lado, en la línea compleja lz = { w = Az} se tiene que el factor de log I z 12 = i 84
8 log 1d0 A 12=

2
, donde 0 = arg.X. Por lo que 

1 t k-2 ¡ e 1 12 1 k k-2 vv(O) = k-2 _ w d log z = k-2 _ w .
7r � 4n� 7r � 

Pero la última integral representa el volumen proyectivo de una variedad en (Cpk-l la cual es igual al grado S ( véase [86]). Esto muestra el que él número de Lelong de una hipersuperficie compleja {/(z) = O} en un punto zo es igual al grado del término no nulo de menor grado en la expresión de f en polinomios homogéneos de z - a.Resumamos esta discusión en las siguientes proposiciones: 
Proposición 33 Sea V una hiper-superficie  compleja determinada por f(z) = O, donde f es

una función holomorfa. Entonces: 

Co(A) = {z E (Cpk : Ps(z) = O}, 
donde P8 es el polinomio homogéneo formado por los términos de menor orden diferentes de 
cero en la expansión de Taylor de f en el punto z = O. 
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Proposición 34 El número de Lelong de un conjunto analítico V= {z/ f(z) = O} en un punto 
cualquiera zo E V es igual al grado del término no nulo de grado mínimo que se obtiene en la 
expansión de f en polinomios homogéneos. 

Antes de enunciar un teorema que generaliza en cierto sentido nuestros hallazgos para un con
junto analítico p-dimensional, recordemos el concepto de multiplicidad de un conjunto analítico 
en un punto. 

Definición 84 Sea V un conjunto analítico de dimensión p en todos sus puntos V e Ck. Sea L
un plano ( k - p )-dimensional que pasa por cero tal que V n ( zo + L) es un punto aislado zo E V.
Sea además multz0

(1r) donde 1r: V - L. Entonces:

µz0(V) = mín{multz0
(1r) : LE G(k -p, k)}. 

Hay que notar que multzo(1r) es un número finito para cualquier zo E V. En particular si zo E V 
es regular se puede probar que ello equivale a multz0

(V) = 1 (véase [14]). 
Introduzcamos además el concepto de cadena holomorfa el cual es útil en muchos problemas de 
análisis y geometría. 

Definición 85 (Cadena holomorfa}Una cadena holomorfa sobre una variedad compleja M es 
una suma formal, localmente finita Lj mj V;, donde V; son subconjuntos analíticos distintos en 
M y mj =f O, mj E Z denominados componentes de la cadena. Si los V; son p-dimensionales 
puros, entonces T se llama p-cadena holomorfa. 
U.na cadena se llama positiva si todos los mj son positivos. 

Un ejemplo importante de cadena holomorfa la proporciona el cono tangente en un punto z E V 
de un conjunto analítico. 
Antes de enunciar la relación que nos interesa aquí entre una cadena holomorfa y un cono 
tangente demos la siguiente: 

Definición 86 La multiplicidad de la cadena holomorfa en el punto zo, µz0 
es tal que 

µzo(T) = L µzo(V;). 
j 

Pasemos a enunciar el teorema que relaciona las cadenas p-holomorfas con los conos convexos. 

Teorema 72 Sea T una p-cadena holomorfa en una vecindad de O E Ck . Entonces µo(T) = 
degCo(V). 

Aquí no se desarrollará más la teoría de cadenas holomorfas. Para más información, véase [53, 54]. 
Pasemos a demostrar el teorema que establece de forma general el significado geométrico del 
número de Lelong para un conjunto analítico V e Ck (p-dimensional). 

Teorema 73 El número de Lelong de un conjunto analítico V e Ck de dimensión pura p
dimensional en el punto a E. V es igual a la multiplicidad de V en ese punto. 

Demostración: El caso p = k - 1 ya ha sido establecido, pasemos a analizar el caso general 
cuando 1 � p � k - 2. Consideremos la familia de dilataciones </>r : z f----+ z/r. r > O se tiene 
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entonces que la imagen de Vr = V n { 1 z 1 < r} bajo </>r es Vr / r y además el pull-back de la forma
Fubini-Study-Kahler será <t>;(w) = w(z/r) = w(z)/r2

• Por lo tanto

r;P ¡ wP 
= ¡ (<l>;(w))P 

= f wP,
Vr Vr lvr/r 

y puesto que parar - O la cadena holomorfa [Vr/r] tiende a Co(V) n {I z I< 1} (donde Co(V)
es el cono tangente en zo).
Tomemos a su vez la representación canónica de esta cadena Co(V) = Lj mjSj, si ahora elegimos
las coordenadas tal que k - p planos coordenados {zi = O} se intersectan con Co(A) solamente
en el O, entonces, del Teorema de Wirtinger:

vv(O) = lím � f wP = � ¿mj f wP.
r-+O 7rP lv. /r 7rP . l.sc.-. r 

J 3 

Pero de la expresión del volumen proyectivo se tiene que:

vv(O) = ¿ mjdegSj = degCo(V) = J.to(V).
j 

o 

Ejemplo 43 Usando la fórmula del producto de corrientes se obtiene la siguiente propiedad
multiplicativa del número de Lelong:

(3.23)

Donde f y g son mapas holomorfos con las dimensiones adecuadas. En particular

3.4. Números de Lelong generalizados 

Sea X una variedad Stein, esto es, X tiene una función de agotamiento estrictamente plurisub
armónica (véase Apéndice B.l).

Consideremos las pseudo-esferas y pseudo-bolas asociadas con <p E P S A (X) n C ( X) ( <p : X --+ 

[-oo, +oo[) 

(S(r) = {x E X; <p(x) = r },

B(r) = {x E X;<p(x) < r},
B(X) = {x E X;<p(x) � r}.

(3.24)

Definición 87 <p E PSA(X) n C(X) es semi-exaustiva si existe ro E R tal que B(ro) ce X.
Similarmente <p es semi-exaustiva en un subconjunto cerrado A C X si existe ro E R tal que
A n B(ro) ce X.
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Es de interés para el análisis el conjunto de polos S( -oo) y el comportamiento de cp cerca a este 
conjunto. 

Sea T una corriente positiva y cerrada de bidimensión (p, p) sobre X y supongamos que cp es 
semi-exaustiva sobre suppT y que B(ro) n suppT CC X. Luego S(-oo) n suppT es compacto
y por tanto se tiene que la medida T /\ ( ddc

cp )P está bien definida.

Establezcamos la definición generalizada de un número de Lelong 

Definición 88 Sea X una variedad de Stein, T corriente positiva y cerrada, y cp semi-exaustiva 
sobre suppT. Sea ro E R: B(ro) n suppT ce X. Parar E] - oo,r0[ definimos 

v(T, cp, r) = f T /\ (d�cp)P, 
. ÍB(r) 

v(T, cp) = f T /\ (d�cp)P = lím v(T, cp, r).
Ís(-oo) r-+-00 

(3.25) 

(3.26) 

El número v(T, cp) se llama el número de Lelong generalizado con respecto el peso cp y representa
en cierto sentido una generalización directa de la definición del número de Lelong de una corriente 
al sustituir el valor de la forma métrica cpo = ddc log l!z2 II por ddc

cp, siendo cp una función plurisub
armónica arbitraria. Con respecto a la integración esta se efectúa alrededor del conjunto singular 
de estas formas diferenciales. La siguiente poposición será de utilidad para lo que sigue. 

Proposición 35 Para toda función creciente convexa x : R ---+ R se tiene 

r T /\ (ddcx o cp)P = x'(r - O)Pv(t, cp, r),
ÍB(r) 

donde x' ( r - O) denota la derivada izquierda de x en r. 

Demostración: Tomemos XE una función convexa igual a X en [r- €, +oo[ y a la función lineal
de pendiente x'(r - € - O) sobre] - oo, r - €). Por lo tanto ddc(XE o cp) = x'(r - € - O)ddccp sobre
B(r - €), por lo que usando el Teorema de Stokes

r T /\ (d�xE o cp)P?:. r T /\ (d�xE o cp)P 
J B(r) J B(r-E) 

x'(r - € - O)Pv(T, cp, r - €).

De la misma forma, tomando XE igual ax sobre] - oo, r - €] y lineal sobre [r - €, r) se tiene: 

r T /\ (d�x o cp)P � r T /\ (ddcxE o cp)P = x'(r - € - O)Pv((T, cp, r), 
J B(r-E) J B(r) 

pasando al límite € -+ O se tiene el resultado. 
· 

2t 

( 
e 

. 
De la fórmula obtenida, se tiene tomando X t) = 

2 
que:

f T /\ ( �d�e2'P)P = e2prv(T, cp, r). 
Ja(r) 2 
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Tomemos ahora <.p( z) = log I z - zo I para zo E X, entonces: 

v(T, <.p, r) = e-2pr f T /\ ( !:_ddc I z 12)P. 
j B(r) 2 

Haciendo el cambio de r a log r: 

1 
;,T /\ tPQv(T, cp, log r) = r-2P T /\ cpg = -=------

lz-zol<r 7rPr 2P 

p! 

Lo cual coincide con la versión clásica del número de Lelong. 
Del mismo modo, tomemos cp( z) = log( máxj I Zj 1 >.i), donde Aj > O y ( z1, z2, · · · , zk) E Ck .

Remplazando en {cp(z) < r} se tiene que B(r) es el polidisco de radios: (er/>-1, • • •  ,er/>.k) y 
evaluando la expresión del número de Lelong generalizado (para detalles véase {17], en particular 
su discusión masas de los números de Lelong en relación a la masa de Monge-Ampere) para 
T = ddcµ (µ E PSA(X)) se tiene: 

A1 · · · Ak ¡>. ·8 ¡ · 
v(d�µ, cp, log r) = lím ---- sup µ(r1 1 e' 1, • • •  , r1 >.kei8k),

r--+O log r 81 ···0n 

(3.27) 

lo que se denotará VT(O, (>..1, · · · , Ak) ). La expresión en el segundo miembro fue introducida 
por Kiselman {véase [64]) como un índice asociado a una función plurisubarmónica µ y se le 
denominará número de Kiselman v(µ, O, (>..1 · · · , An) ). 
A _continuación formularemos y demostraremos un teorema referente a la comparación de dos 
números de Lelong generalizados, en particular, el número de Lelong con el número de Kiselman. 

Teorema 74 Si cp, 1/; : X - [-oo, +oo[ tal que cp, t/J E PSA nCº(X) {X es variedad de Stein). 
Sean cp, 1./J semi-exhaustivos sobre supp T y que l = lím sup 1./J(

(z
)
) < +oo {z, zo E supp T, zo es

Z--+ZQ </) Z 

el punto de donde se hallan los respectivos números de Lelong). Entonces se concluye que: 

v(T,1./J)::; lPv(T,cp), 

y además la igualdad se verifica si l= Iím 1/;(z)/t/J(z). 
Z--+ZO 

Demostración: De la definición v(T, .Xcp) = )iPv(T, cp) para todo escalar A > O. De esto es 
suficiente demostrar que v(T, 'ljJ) ::; v( r, cp) bajo la hipótesis lím sup 1/J / cp < l. Tomemos ahora la 
función µe= máx(t/J- c, cp) y sean rcp, r,µ tal que B cp(rcp) nsupp T lo mismo que B,¡,(r,¡,) nsuppT 
estan en un compacto relativo de X. Para un r < rcp y a < r fijo, además c > O (suficientemente 
grande), se tiene que µe= cp (sobre cp- 1 ([a, r])) y la fórmula de Stokes dá: 

v(T, cp, r) = v(T, µe, r) � v(T, µe). 

Por otro lado, la hipótesis lím sup 1/J / cp < 1 implica que existe to < O tal que µe = t/J - c sobre 
{µe < to} n supp T de lo cual se infiere que: 

v(T,µc) = v(T,t/J-c) = v(T,1/J)::; v(T,cp). 

En el caso que se verifique la igualdad basta revertir los papeles de cp y 1/J y notar que lím cp/1/J =
Z-+Zo 

1/l de donde l = lím 1/J/cp. O
Z-+Zo 

De este teorema se deduce en particular el siguiente: 
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Corolario 26 En n abierto contenido en Ck . los números de Lelong y de Kiselman verifican

que: 

vr(zo) = vr(zo, (1, 1, · · · , 1)).

Demostración: Los números clásicos de Lelong estan asociados con el peso cp( z) = log I z - zo 1mientras que los números de Kiselman están asociados al peso t/J( z) = log máx( Zj - z0.). Pero
de lím cp(z)/'f/;(z) = 1 se tiene la desigualdad en un sentido e invertiendo los roles de� y '1/; se

z-+zo obtiene la desigualdad en el otro sentido. Esto prueba la desigualdad esperada. o

En particular, si tomamos T = ddcu, donde u E PSA(X) se tiene que:
v(u, zo, (1, · · · , 1)) = vu(zo).

Del mismo se puede probar con ayuda del mismo teorema que

y además:
v(u, zo, (.A1, · · · , ,.\k)) � mín(.A1, · · · , ,.\k)vu(zo).

Para concluir esta sección, demostraremos una propiedad de los números de Kiselman en C2 

que será de gran importancia para estudiar el número de Lelong en ciertas corrientes ( véase el
Capítulo [5]).
Teorema 75 Sea u E PSA(U), U abierto contenido en C2 , u � O. Sea además la corriente
cerrada y positiva S = ddcu, que que no carga en la curva { z = O}. Entonces:

donde p E {z = O}.

lím sup v(u,p, (a, 1)) = O,
A-+0 {z=O} 

Demostración: Hagamos uso del método de aproximación de funciones pluri-subarmónicas
perteneciente a Demailly (véase Apéndice B.2). Para ello definamos el siguiente espacio de
Hilbert (U e C2 ): 

1t(su) = {h E 1t(U) :1 h 1:
u

= fu I h 12 e-2su < +oo}

con el producto interno < f,g >= fu fge-2su; f, g E 1t(U) (véase también el Apéndice 8.2).Definamos ahora u8 = s-1 sup log I h I donde I h IE PSA(U). De las propiedades del supremolhl,.u9 de funciones plurisubarmónicas se tiene que u8 E PSA(U). Sea ªi una base ortonormal de 1t(su)

entonces sup log I h I= log JL I u; 12• Por lo que "• = 2� log E, 1 u; 12 . Procedamos a probarlhl,.u�l i 
un par de relaciones de los números de Kiselman y Lelong correspondientes a Us y u:

(3.28)
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(3.29)
para zo E U y ..\1, ..\2 � O. Probemos la primera relación. Sea h E 1l(su) normalizado tal que lhlsu = l. Usando la propiedaddel valor medio para lhl junto con el Teorema de Fubini: (zo = (zº ,wº ))

J 
lz-(l:5r l/a¡ 
lw-(l:5rl /n2 

Multiplicando por e-su * e8tt y usando la condición de la norma lhlsu = 1 se tiene:
1 o o 1 h(z ' w )1 = 1r2r2(1/..X1 +l/..X2) sup

lz-(l:5r1/a¡ 
lw-(l:5rl /a2 

e2su ((z0,w0) E U). 

Usando la definición de u8 se tienes entonces que:

pero de la definición de los números de Kiselman:

luego:

sup u::; (..\1,..\2)-1v(u,zo,(..\1,..\2))log r+Co,
lz-(l:5r l/a¡ 
lw-(l:5r1/a2 

sup U8 ::; 
lz-(l:5r1 /<><1 
lw-(l'.5rl/012 

sup u ::; (..\1, ..\2)-1 log (2-I/máx{Ai,..X2}r)v(u, zo ,  (..\1, ..\2)
lz-(l:5rl /a¡ 
lw-(l'.5rl/a2 

-¾ log ( ,rrl/..X�+1/..X2 ) + Co.
Dividiendo entonces por log r y pasando al límite se tiene la desigualdad esperada. 
La prueba del segundo enunciado la remitimos a (17], sin embargo en el Apéndice B.2 situaremos
esta desigualdad en el marco de la teoría de aproximación de Demailly [109)construida a partir
del Teorema de Extensión de Ohsawa-Takegoshi (108). 
Concluyamos la prueba del teorema con ayuda de las dos desigualdades anteriores: en efecto,
puesto que ddcu no carga sobre { z = O} entonces , del Teorema de Siu, existe z' = (O, w') tal que
vu(O, w') = O, pero usando la desigualdad 3.29 se deduce entonces que ddcu5 no carga tampoco a
{z = O}. Esto implica (de la definición de u5) que debe existir una función holomorfa f E 1l(su)
que no se anula idénticamente en { z = O} ( de lo contrario Vus ( zo ) =/= O) en { z = O}).
Usando ahora la desigualdad de Lojasiewicz (véase (751,(76)) se tiene que:

lh(z, w)I + lzl � C dist((z, w), K)º , 

donde C, a> O son constantes y K = h-1(0) n {z = O}. Teniendo entonces,\< 1/a tenemos:
sup loglhl � C'alog

�(r1 / �) x(w+A(r)) 
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de ahí para O < r < 1 y pasando al límite r ---+ O se tiene que:

lím sup v(log lhl, (a, i)) = O,
o--+O {z=O}

pero como Us :S ¼ log lhl entonces se infiere que:

lím sup v(us , zo, (a, 1)) :S lím sup s-1v(log lhl, zo, (a, 1)) = O;
o--+0 {z=O} o--+0 {z=O}

pasando al límite en la primera de las desigualdadades ya probadas:

lím sup v(log lhl, Zo , (a, i)) :S �.
o--+0 {z=O} s 

Esto implica el resultado esperado.
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Capítulo 4 

Corriente de Green. Formulación del 

Teorema de Favre-J onsson 

El capítulo empieza con la definición de la Corriente de Green. La función de Green definida 
para iteraciones complejas en espacios proyectivos nos proporciona un parámetro analítico útil 
para estudiar el comportamiento asintótico de las iteraciones de pre-imágenes. Se estudian las 
propiedades más importantes de esta corriente. Para más referencias acerca de la Corriente 
de Green véase [8],[?],[41),(103). El planteamiento del problema general de convergencia de la 
sucesión de pull-backs en CJP1c precede al planteamiento del problema de convergencia planteado 
por Favre-Jonsson. En la siguiente sección procedemos a reducir el problema en cuestión a un 
problema de Estimación de Volúmenes donde en particular para una de las cotas de los volúmenes 
de bolas se hace necesario usar un teorema importante de Kiselman el cual se expone al final de 
la Sección [2.6), para detalles suplementarios se puede consultar [31],[46),[64).

4.1. Corriente de Green y el Problema de la Convergencia 

4.1.1. Definición y caracterizaciones

Sea f E Md una aplicación meromorfa dominante en CJPk . Procedemos a asociar a / una 
corriente positiva cerrada de bigrado (1, 1), la que se denominará Corriente de Green T.

Definición 89 La Corriente de Green dinámica T es una corriente en CJP1c de modo que:

1 , • 1r*T = -
d 

hm ¡n [w), 
n 

n-+oo 

donde w es la forma de Fubini-Study-Kiihler en CPk . 

De la definición de pull-back y de las propiedades de la forma de Fubini-Study-Ka.hler: 

(4.1) 

_!_¡n*[w] = _!_ddc logllFn ll, (4.2)
dn d"'-

donde F = (!0,. • • , fk) es el levantamiento de f. Pe acuerdo a todo esto, introduzcamos la 
siguiente: 

Definición 90 El lím Gn (z) , donde G71 (z) = j,. log IIFn ll , se denomina función de Green
n-+oo 

dinámica G( z) asociada a la función f E Md . 
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De acuerdo a esta definición se tiene entonces que:
TE + D�.1 (Cr) se define tal que 1r*T = ddcG.

La existencia de G queda garantizada por el siguiente:
Teorema 76 La función de Green dinámica G asociada a f E Md siempre existe. Además G

verifica G(Az) = log IIAII + G(z) y G(F(z)) = dG(z).
Demostración: La función F se define salvo una constante multiplicativa. Sea B(O, 1) e Cffl'k 

y tomemos SUPBIIFII = l . De la homogeneidad: IIF(z)ll � 11-\llllzlld donde IIAII � l. De ahí se
obtiene que IIF(z)II � llzlld . Iterando esta desigualdad: ¡¡pn+1(z)II � I IFn(z)lld . Definiendo
Gn = d1;.. log 1/Fn ll se tiene que: Gn+I(z) = dn\1 log llpn+1 (z)II � 

d1;.. log 1/pn(z)II = Gn(z) .
De este modo, la sucesión Gn(z) es una sucesión decreciente de funciones PSA y por el Teorema
de Aproximación de una función PSA se tiene que su límite G es también una función PSA.
Mostremos entonces que G =f oo . En efecto, tomemos la secuencia de pull-backs:

1 N-1 1

ªN =NI: dn
¡n*(w].

n=O 

(4.3) 

De la Sección (2.5] se tiene, por la relación para la masa de una corriente: 1/fn*[w]I/ = �- Por
lo que ªN = l . Es posible entonces encontrar una sub-secuencia ªNi tal que ªNi .- a (en el
sentido de la topología débil) de donde usando:

d-1 ¡n• On = On + n-l(d-n-l(fn+l)*[w] - d-1 f*(w]),

se deduce que ¡n• = da . Sea ahora h el potencial de la corriente a, entonces de la relación de
invariancia ¼d<J.C(h o f) = ddch, se tiene que h o F = d(h + e) (e E C).
Tomemos ahora:

H=h+cd/d-l
otro potencial de a que satisface H o F = dH entonces, usando H(Az) = log 1/AII + H(z) se
deduce que H(z) � log llzll + C1 (C1 E C). Además, de H o F = dH se tiene que H o pn 

= � H
por lo que:

H(z) = d: H o pn � :
n 

(log IIFnll + C¡). (4.4) 

De aquí se obtiene que H � G. Una vez establecida la existencia de G se tiene inmediatamente
que límn-+= Jn log llFn(,\z)II = log IIAII + G(z) . Además d-1G(F(z)) = líIDn-+= Gn(F(z)) 
G(�- o 

Corolario 27 Sea H otra función que verifica las relaciones para G del teorema anterior en

tonces H � G. Es decir_. en cierto modo G tiene un carácter maximal.

La prueba se deduce inmediatamente de (4.4). Del mismo modo se puede establecer las siguientes
propiedades adicionales de la corriente de Green:
Corolario 28 La Corriente de Green T verifica :

- f*(T) = dT
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- IITII = 1.

A continuación estableceremos otra caracterización de T útil en las aplicaciones: 

Teorema 77 Sea el mapa f E Md y T la Corriente de Green asociada a f. Existe una función 
H continua tal que: 

T = w + d<EH. (4.5) 

Donde w es la corriente de integración correspondiente a la forma de F'ubini-Study-Kiihler 

Demostración: De la representación de una corriente positiva por medio de un potencial u 
(plurisub-armónico), se tiene que /*(w) y dw son ddc-cohomólogos. Esto es, f*(w) = wd + 
ddcu , donde u es una función continua. Iterando esta igualdad se tiene que: d-n ¡n• (w) =

w + ddc(Ef=1)d-iu o p- 1 
. Puesto que el primer miembro converge débilmente entonces lo 

mismo sucederá con el segundo miembro, esto implica a su vez que Ef
=1 d-iu o ¡i-l - H 

(uniformemente). D 

Un resultado análogo al teorema anterior válido para cualquier corriente cerrada y positiva se 
establecerá en la Sub-ección (4.1.3]. 

4.1.2. Propiedades fundamentales 

Proposición 36 Propiedad extremal de la Corriente de Green Sea 1) el conjunto de 
corrientes positivas cerradas S de bigrado (1, 1) tal que f*(S) = dS y masa IISII = l. Entonces 
1) es un convexo compacto y la Corriente de Green es extremal en 1). 

Demostración: Por la dualidad. se tiene que 1) es compacto mientras que para Ti, T2 E 1) 

entonces T =>.Ti + (1 - >.)T2 donde O::; >. ::; 1 es cerrada, positiva y IITII = l. 
Sea ahora t1, t2 E 1) tal que /*(ti = dti) (i = 1, 2). Sea t = (ti + t2)/2 y consideremos los 
potenciales Gi para ti entonces se tiene que Gi(F(z)) = dGi(z) por lo que Gi ::; G de donde se 
deduce que el potencial H de t: H::; G . Pero G - H satisface (G - H) o F(z) = d(G - H)(z)

entonces G = H y finalmente G1 = G2 = G, lo que prueba que Tes extrema}. D 

Probemos a continuación la relación fundamental entre la corriente de Green T y el conjunto de 
Julia de f

Teorema 78 Sea f E Md una aplicación algebraicamente estable. Sea además :lo el conjunto 
de Julia asociado a f. Entonces: 

1) supp Te :Jo

2) N: conjunto de puntos normales, entonces para todo compacto K de N :

Para j � 1:

y además N e Fo(conjunto de Fatou). En particular la función de Green G es continua 
sobre 1r-i(N). 
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Demostración: Demostremos la primera afirmación: 
Sea z E U y U un abierto del conjunto de Fatou. Sin perder generalidad podemos considerar 
a U conteniendo una sub-sucesión {f'li }que converge al mapa holomorfo h tal que ¡n i (U) e 
{zo = 1, ll zjll < 2}. Escribamos ahora la secuencia de los {Gni } generada por los levantamientos 
pni = [F;i : ... : p_,:i]:

1 1 d
ni 1 1 k Gni = dni log IFo 

11 + dni log ll(l,A
j

,··· ,A
j

)II-

Este último término converge uniformemente a cero y el primer término es pluri-armónico, de 
ello se deduce que T = ddcG = O y U no intersecta al soporte de T
Pasemos a probar el segundo aserto: Tomemos la bola U tal que U e K e N. Mostremos que 
si ddcG = O en 1r-1(U) la sucesión {fnlu} es equicontinua. Puesto que f es algebraicamente 
estable, existe una constante CK tal que la distancia d(fn(z),I) 2:: CK. (I es el conjunto de 
indeterminación). Por tanto: 

pn(z) 
IIF( IIFn(z)II )11 2:: C entoncesllFn+l(z)II 2:: CI/F(z)ll d -

De ahí se tiene 1ºjnc � Gn+l - Gn �O. Entonces para todo j : IIGn+j - Gn ll < Cifdn .
Pasando al límite j - oo : IIG - Gnll < Cifdn . 
De la hipótesis que establece que G es pluri-armónica en 1r- 1 (U) se tiene que existe una función 
holomorfa h tal que G = log 11h11 , entonces: 

1 IIFnll 1 1 � 11 dn 
log llhll dn 11 = 11 dn 

log IIFII - dn 
log 11h11 11 � Ci/�,

-C1 < IIF
n

ll < eªl . Como y: e - � pn /llhll� es un levantamiento de ¡n , la familia {fn } es 
o equicontinua en U.

Corolario 29 Sea f E Md (algebraicamente estable) y tomemos U (abierto) e N . Si una
sub-sucesión {Jn•} es equicontinua en U entonces U e Fo ( conjunto de Fatou).

Demostración: Bajo la hipótesis del corolario en el teorema anterior se estableció que Gi --+ 

G(pluri-armónica) en U . Esto implica que U e Fo. O 

Corolario 30 Si f es normal entonces el soporte de T es igual a :T. El soporte de T es siempre

conexo y el conjunto de Fatou es una variedad de Stein. 

Demostración: Si f es normal, es inmediato que supp T = :To - Probemos primero que Fo es 
una variedad de Stein. Del Teorema del Potencial PSA de una Corriente Positiva Cerrada de 
Bigrado (1, 1) se tiene que el complemento de su soporte es un conjunto pseudo-convexo. Por 
otro lado, en c¡p,k el problema de Levi tiene una solución positiva la cual afirma en particular que 
U(pseudo-cónvexo)c c¡p,k es también una variedad de Stein (véase [56]). Con esto concluímos 
que Fo es de Stein. F inalmente pasemos a probar que supp T es conexo. Para establecer ello 
basta probar que :To lo es. En efecto, sea :To = K1· U K2 donde K1 y K2 son dos compactos 
disjuntos no vacíos. Es posible encontrar una corriente T1 = T/Ki cerrada positiva de bigrado 
(1, 1) tal que K1 = suppT1 , entonces por lo que se acaba de establecer acerca del complemento 
del soporte de una corriente podemos decir que c¡p,k \ K1 es una variedad de Stein lo mismo que 
Cn»k \ (K1 U K2) esto sin embargo no es posible por la conocida propiedad de las variedades dP
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Stein que afirma que el complemento de un compacto dentro de una variedad de Stein no puede 
ser de Stein (véase [69] para un tratamiento exhaustvo de las variedades de Stein). D 

Hasta aquí estudiaremos las propiedades más elementales de la Corriente de Green asociada a 
/ E M(CJP>k). Para más detalles véase [21, 39, 40] etc. 

4. 1.3. El Problema de la Convergencia

De lo expuesto y considerando la definición de la corriente de Green en forma de la convergencia 
de una sucesión de pull-backs de la corriente [w] asociada a la geometría de (Cpk se plantea el 
problema de determinar las condiciones en las cuales una corriente So una familia de corrientes 
positiva y cerrada { S} verifican el siguiente límite en sentido débil. 

lím 2_¡n•s = T 
n�CX) dn 

, 

para/ E Md (algebraicamente estable). El teorema fundamental de este trabajo es un resultado 
de convergencia a la corriente de Green, por lo cual esta sub-sección es sólo una breve intro
ducción a dicho problema. Las primeras aproximnciones al Problema de la Convergencia o bien 
imponian condiciones sobre la clase de corrientes a iterar con ayuda del pull-back, o bien sobre la 
clase de mapas holomorfos o meromorfos a ser usados. Uno de los primeros resultados de conver
gencia de la sucesión de pull-backs pertenece a Shiffman y Russakovski [94]. En este trabajo se 
demuestra la convergencia a la corriente de Green de toda corriente de integración de una recta 
compleja [L] : d-n fn*[L] --+ T a excepción de un conjunto de rectas que forma un conjunto 
pluripolar en el espacio CII1'2*. En realidad la formulación inicial de aquel teorema en términos 
de medidas invariantes tiene aplicación a la equidistribución de pre-imágenes de diversos objetos 
que pueden ser representados a través de dichas medidas. En otro estudio importante, Fornaess 
y Sibony probaron un teorema que se aproximaba al Problema de Convergencia [39] en el sentido 
que se establecia la convergencia límn-+oo -j.. ¡n• S = T para aquellas f fuera de un conjunto de
1-ld el cual es una unión contable (tal vez infinita) de conjuntos algebraicos. 
En artículos posteriores, Fornaess y Sibony (véase [41, 42]) plantearon otra aproximación que 
imponía una fuerte restricción sobre la multiplicidad local de/. 

Teorema 79 f E 1id en CII1'2 (d � 3) y la multiplicidad local de f es a lo mas (d - 1) excepto 
en un conjunto finito que no contiene puntos periódicos. S una corriente positiva cerrada ( 1, 1), 
IISII = l. Luego: 

Otra solución parcial fue propuesta por Sibony {103] para una familia de corrientes dependientes 
de un punto. Introduzcamos primero la siguiente: 

Definición 91 Sea B e en 
y w E B(O, 1) E C y definamos U : (Ck+l x B(O, 1) - [-ex::,, +ex::,] 

una función medible. Sw se llama familia admisible de corrientes si para todo w E B, Sw es tal 
que ,r* Sw = dd;U(z, w) con U que satisface: 

1} U(>.z, w) = log >. + U(z, w)

2} z i----+ U(z,w) es p.s.h para todo w 

3) w i----+ U(z, w) es p.s.h para todo z 
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4) U(e,w) � O si lel = 1

5) l U(e, w)dm(w) � Cm: medida de Lebesgue sobre lel = l. 

Y el teorema establece la convergencia de la familia de corrientes asociadas a esta familia de 
funciones PSA excepto un conjunto pluri-polar dentro de la bola donde se definen dichos sub
índices. 

Teorema 80 Sea f E Md una aplicación algebraicamente estable. Sea Sw , w E B una famil

ia admisible de corrientes de bigrado ( 1, 1) positivas y cerradas. Entonces existe un conjunto 
pluripolar E e B tal que: 

para todo w E B\E. 

Otros resultados parciales del Problema de la Convergencia hacen restricciones mixtas {multi
plicidad, propiedades de los conjuntos excepcionales etc). Para más detalles véase por ejemplo 
[21, 39], etc. En este trabajo se probará como resultado central un teorema de convergencia para 
un tipo de corriente cerrada y positiva la cual en un caso particular comprende la corriente de 
integración de un conjunto analítico de co-dimensión uno. El mérito de este resultado es que no 
hace uso de las restricciones ya vistas hasta ahora, sino tan sólo impone ciertas condiciones nat
urales para la corriente al actuar en los conjuntos invariantes según f. En este sentido hay que 
señalar que existen algunos teoremas cercanos al que probaremos aquí para mapas holomorfos 
eri CIP'k establecidos previamente para mapas de Henon y mapas birracionales [21),[30).
El teorema de Favre-Jonsson que se enuncia en la siguiente sub-sección y se demuestra en el 
capítulo 5 dá una condición suficiente de convergencia que es bastante general y tiene como 
caso particular la convergencia hacia la corriente de Green de la corriente asociada a una curva 
algebraica. Este enunciado lleva a conjeturar un teorema que establece condiciones suficientes 
y necesarias para la convergencia de una corriente cerrada y positiva de bi-grado ( 1, 1) hacia la 
corriente de Green. Aquí no expondremos tal conjetura (véase para los detalles [31)) sin embar
go destacaremos el hecho que ya se ha hehco progreso en este sentido gracias a los trabajos de 
Vincent Guedj (véase [46, 47]). 

4.2 . Formulación del Teorema de Favre-Jonsson 

Teorema de Favre-J onsson El problema fundamental que se plantea en esta monografía es 
una extensión del Problema de la Convergencia hacia la Corriente de Green enunciado en la 
Sub-sección [4.1.3]. Puesto que una curva algebraica o en general cualquier conjunto analítico 
se asocia a cualquier corriente positiva cerrada entonces es natural plantear el problema de 
convergencia de sus pull-backs, ¿como se comportan asintóticamente las preimágenes de curvas 
algebraicas bajo {Jn}nEZ-? 
En la introducción se ha mencionado de forma general los antecedentes de este problema, es
pecialmente el trabajo semin.al de Brolin. La formulación del problema de Favre-Jonsson sobre 
una corriente S impone sobre ella ciertas condiciones generales, veamos esto en detalle: 

Teorema 81 Sea f: CJP>2 O un mapa holomorfo de grado d � 2. f tiene asociada, entonces. un 

conjunto algebraico E1 que consiste a lo sumo de tres líneas complejas, y un conjunto totalmente
invariante E2. 
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Sea ahora S una corriente positiva y cerrada en ClP2 de bigrado (1, 1) con masa total unitaria

tal que: 

- S no carga ninguna componente irreducible de E1;

- S tiene un potencial local acotado en cada punto de E2•

Entonces se tiene la siguiente convergencia en el sentido de la topología débil de corrientes: 

__!__ ¡n• S-+ T (n-+ oo), 
d!'-

para T Corriente de Green. 

De este teorema se deriva el siguiente corolario que responde la pregunta acerca de la conver
gencia de las corrientes asocia0.a a curvas algebraicas. Recuérdese que el espacio de curvas en
CJP2 coincide con el espacio de polinomios homogéneos de grado r: CJPN donde N = N ( r, k).

Corolario 31 Sea f como en el teorema principal, sea además r � l el grado de la curva

algebraica e en CJPN . 
· N l • Si E* C CJP tal que E* = { C / 

d!'-k 
¡n [ C] � T, n -+ oo} entonces E* es un subconjunto propio

algebraico de CJPN . 

Este resultado establece que las curvas cuyos pull-baclcs de corrientes no convergen a la Corriente 
de Green son un subconjunto propio de la clase de curvas algebraicas y pueden en principio ser 
descritos con ayuda de las expresiones que describen el conjunto algebraico E*. 
También es posible caracterizar el tipo de mapas holomorfos que para una corriente positiva 
cerrada S de bigrado (1, 1) y masa unitaria inducen una sucesión de pull-backs que tiende a la 
Corriente de Green. 

Corolario 32 En 1-ld existe un subconjunto propio algebraico 1t e 1-ld tal que f <t 1t: 
1 • 

dn
¡n [S]-+ T (n-+ oo)

para esta corriente S cerrada, positiva, de bigrado ( 1, 1) y de masa unitaria. 

Es de notar que el Teorema de Favre-Jonsson es un resultado de gran alcance que en cierto 
sentido supera cualquiera de las aproximaciones al problema de la convergencia que se dieron en 
la Sul:rsección (4.1.3] en donde se imponían condiciones a los mapas holomorfos o a la dinámica 
del sistema. En el Teorema de Favre-Jonsson se logra levantar estas condiciones restrictivas. Más 
aún el corolario caracteriza 1t como un conjunto algebraico en 1td. Sería interesante encontrar 
una descripción mas detallada de este conjunto. 
La prueba de estos corolarios se diferirá hasta la Sección (5.3].

Comentario 33 ( Acerca de notación y terminología) En el siguiente punto así como en 
las siguientes sub-secciones de este capítulo y del Capítulo [5] se tomará la convención de hablar 
de f en cr indistintamente de su copia biholomorfa en ck (así como también se evitará hacer 
distinción del espacio de "origen" para cualquier objeto generado por f y aquel correspondiente 
a su representación local j) , esto en las situaciones donde debiera uno referirse estrictamente 
a f o a su copia biholomorfa. En realidad este criterio de "ahorro de notación" ya ha sido 
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usado antes cuando se ignoró la distinción entre f definida en el proyectivo y su levantamiento 
F definido en CJP>k+l (por ejemplo en aquellas situaciones en donde se ha hecho uso de las 
estructuras diferenciables). Naturalmente en todos esos casos nosotros sabemos que estamos 
tratando estructuras formales distintas que sólo en el nivel de la terminología y la notación 
pueden ser "confundidas" por mera comodidad. Ejemplo de esto es la Corriente de Green T cuya 
definición se completa en base a la acción del operador diferencial ddc sobre la función de Green 
dinámica asociada a f. Aquí Tes legítimamente un objeto de (Cpk definido unívocamente a través 
de su pull-back en (Ck . Una situación similar se suscitará cuando en la Sección [5.2.1] se definan 
las magnitudes asintóticas asociadas a la dinámica de ¡n . Debido a su carácter topológic<r 
analítico y local ellas son definidas de manera natural en (Ck es decir en coordenadas locales 
de f. De este modo, los objetos de carácter geométrico y/o analítico definidos a partir de estas 
magnitudes son objetos en (Cpk. Es claro que, en cuanto es necesario transitar repetidamente 
entre las representaciones locales a las estructuras en el proyectivo, una notación y terminología 
única es de extrema necesidad.' 

Reducción del Teorema de Favre-.Jonsson a un problema de Estimación de Volúmenes 

En este punto reduciremos el Problema de la Convergencia de las corrientes S a un problema 
de Estimación de Volúmenes se Ck

. Empecemos introduciendo la siguiente definición: 

Definición 92 u : (Ck 
--+ lR es una función quasi-plurisub-armónica si u = v - <p donde <p es

diferenciable y v es PSA.

Lema 15 Sea S una corriente positiva, cerrada, de masa unitaria entonces S se puede repre
sentar como: 

S = w + dd?u,

donde u � O es una función quasi-plurisub-armónica en CJP>2•

Demostración: S y w son cohomológicos en un entorno de zo E ClP2. En efecto, S = ddcus, 
w = ddc ln llz- zoll2 donde uses una función plurisub-armónica en un entorno Uz C CJP>2

. Luego 
tomando us en CJP>k tal que us - ln(l + llz - zoll2) = u(z). Con lo que se establece lo buscado. 
o 
Antes de enunciar el corolario que prepara el camino para la Estimación Superior de Volúmenes 
enunciaremos el Lema de Hartog. 
Lema 16 Sea la familia de funciones un : n --+ lR (!l e (Ck) una suceszon de funciones
plurisub-armónicas en n tal que Un .- u E C(!l) en el sentido L�oc

(!l), luego, para todo K 
compacto contenido en n se puede fijar€> O tal que supK(un - u)�€ (cuando n > No)-

Comentario 34 Si se cambia de condición de plurisub-armonicidad por la de quasi-plurisub
armonicidad, el Lema de Hartog continua siendo válido. 

Corolario 33 Si _!_ ¡n • S -++ T entonces existe una bola B e CJP>2, una constante a > O y una
dn 

secuencia nj .- oo tal que ¡n; B e { u < -adni}.

Demostración: De S = w + ddcu se tiene d-n f n• S = d-n f n• w + d-nddc(u o J11
) entonces de 

la condición se tiene d-nddc(u o ¡n) .- O, de la integrabilidad de u o ¡n se tiene d-nu o ¡n -++ O. 
Puesto que d-nu o f n es quasi-plurisub-armónica, del Lema de Hartog y de la negatividad de u
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se tiene al menos una subsucesión d-n;u o ¡n; < -a con a > O lo cual equivale para una bola
Ben CI?2

:

¡n; Be {u< -a�i},
donde el segundo miembro se define a los puntos en coordenadas locales de la imagen de f
CI?2 O. o
Si se supone, en el teorema principal que � ¡n• S -1'-+ T entonces la demostración del teorema se
reduce a probar que la inclusión anterior no es posible. El trabajo ulterior consistirá en establecer
ello.
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Capítulo 5 

Prueba del Teorema de 

Favre-J onsson 

La primera sección está dedicada al comportamiento asintótico de los co-ciclos multiplicativos los 
cuales son los objetos que resumen las propiedades más importantes de las llamadas Magnitudes 
Asintóticas que constituyen la sucesión de ciertos índices de singularidad asociados a la iteración. 
El Teorema Fuerte de Birkhoff es el principal teorema de esta sección el cual se basa en previos 
desarrollos en Combinatoria y Teoría Ergódica ([28],[44],[91]). En la siguiente sección es donde 
se introducen las Magnitudes Asintóticas de Favre-Jonsson para luego definir ciertos objetos 
geométricos relacionados con el comportamiento "límite" de dichas magnitudes. El conjunto 
obtenido se le denomina excepcional y resulta ser un sub-conjunto del Conjunto Invariante 
([10],[38]). Las propiedades más trascendentales de estos conjuntos así como de las Magnitudes 
Asintóticas se estudian en esta sección como antesala a los teoremas acerca de las Estimaciones 
de Volúmenes dentro de los conjuntos excepcionales [31],[28]. Em la Sección [5.3] se demuestra 
finalmente el Teorema de Favre-Jonsson después de juntar todos los resultados previos acerca 
de la Estimación de Volúmenes dentro y fuera del conjunto excepcional además del Teorema 
de Kiselman-Skoda ([31],[64]. La última sección es una breve mención de la conjetura acerca 
de la estructura del conjunto excepcional discreto definido en la Sección [5.2]. La estructura 
aparentemente "misteriosa" de este conjunto tiene varias consecuencias import�tes para la 
caracterización de la dinámica en (C¡p,k por lo que al final de esta sección se utiliza esta conjetura 
para caracterizar las posibles configuraciones del conjunto excepcional [31]. 

5.1. Teorema Ergódico Fuerte de Birkhoff 

5.1.1. Planteamiento del problema 

Pasemos a introducir la noción de cocido: 

Definición 93 Una función Kn: A--+ .IR+ {(A,µ) espacio probabilístico) se denomina cociclo 
si satis/ ace la propiedad 

donde n, m E Z, f : A --+ A es una transformación invariante de medidas. 

Recordemos el enunciado del Teorema Ergódico de Birkhoff para cocidos tal como se enuncia 
en [61]. 
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Teorema 82 Sea Kn(z) un cociclo tal que la  función K1(z): A - IR+ es µ-integrable, entonces 

existe el límite: 

lím Kn(z) - Kcxi (z), µ-c.t.p.,
n-cxi 

donde Kcxi (z) es un función que preserva la  medidaµ.

Para las cuestiones que nos interesan obtendremos un teorema análogo que tenga un contenido 
mas analítico que de medida. Así mismo se plantea modificar el concepto de cociclo para estudiar 
las así llamadas multiplicidades asintóticas asociadas a una iteracion holomorfa en <Cn»k . Sobre 
el primer punto, es necesario sustituir la condición de existencia de una medida invariante 
por una condición analítica sobre Kn el cual a su vez debe estar definido sobre una variedad 
algebraica tal como <CP2 • Dicha condición resulta ser la de semicontinuidad superior en el sentido 
de Zariski para Kn: <CP2 - [1, +oo[, respecto al segundo punto en la siguiente sub-sección se 
introducirá el concepto que r�ume las propiedades de las multiplicidades asintóticas. 

5.1.2. Cocidos analíticamente rígidos 

La introducción de las multiplicidades asintóticas, tal como serán definidas en la próxima sección, 
plantea la necesidad de estudiar el concepto de Cocido Analíticamente Rígido (CAR). Este 
objeto resume las propiedades comunes de dichas multiplicidades y permite estudiar el Problema 
de la Convergencia de 

lím Kn (x) 1fn, donde, Kn (x), es un CAR 
n-cxi

como Problema General de Convergencia de las multiplicidades asintóticas. 
Como será examinado en la próxima sección, el límite de Kn (x) 1fn es un elemento de vital 
importancia para el estudio de ciertos aspectos topológico-geométricos, pero también ergódicos 
de las iteraciones. 
Enunciamos el concepto de cocido analíticamente rígido. De la definición se verá que un CAR 
está asociado a un mapa holomorfo en <CP2 y a sus iteraciones. 

Definición 94 Sea f : <Cn»k O holomorfo de grado d 2: 2. Sea Kn : <CP2 - [1, +oo[ un a

secuenci a de funciones tal que: 

- K1 es semicontinua superior (ses) con respecto a l a  topología de Zariski.

- Para n,m 2: O y z E <Cn»2.-

- Para todo n > O se tiene mínKn = l.-
CIP'2 

Se dice que Kn de.fine un cociclo analíticamente rígido (CAR). 

Comentario 35 Como se verá en la siguiente sección la tercera condición es típica de las 
multiplicidades asintóticas y puede ser levantada .sin perjuicio del resultado fundamental de 
convergencia. 

Establezcamos algunas propiedades para los cocidos analíticamente rígidos: 

Proposición 37 Sea Kn un cociclo analíticamente rígido Kn : <Cn»2----+ (1, +oo[. Entonces
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- Sea Y C CIP2 un subespacio irreducible entonces eriste Y' C Y el cual es una unión a lo
má.s contable de subespacios complejos propios de Y tal que

K1(z)IY\Y' = mín{K1, z E Y}.

- K1(z) es acotada superiormente.

- Para todo n EN, Kn (z) es semicontinua superior respecto a la topología de Zariskí.

Demostración: Para la primera afirmación sea o = ínf{K1(z), z E Y} y sea Y' = {z E 

Y, K1(z) >o}= LJ {z E Y, K1 �o+ n- 1 }. Y' es una función creciente de �ubespacios propios 
n�O 

de Y .Para todo z E Y \ Y' se tiene debido a la propiedad de la semicontinuidad superior que 
K1(z) � o lo que implica K1(z) = o. 
Para la segunda afirmación basta considerar que la función K 1 ( z) es semicontinua superior por 
lo que toma su máximo en un conjunto compacto en (C]p>k. 
La tercera afirmación se deduce de la propiedad multiplicativa de funciones SCS. o 

Antes de enunciar el teorema más importante de esta sección introduzcamos algunas definiciones 
auxiliares: 

Definición 95 Sea dado un cociclo Kn (z) y una variedad irreducible V e CIPk . Se define: 

- Kn (V) := mín{Kn (z), z E V} es el valor genérico de el cociclo sobre V.

- deg(K) := máx{K1(z), z E CF}.

Para un número real o tal que o > K1(V) se definen los siguientes conjuntos analíticos: 

- Cv(K,o) := {z E V,K1(z) �o� K1(V)}.

- C(K, o):= Ccpk(K, o)

- Para z E CPk definimos su macro órbita GO(z) := LJ1 m>o ¡
-l ¡mz.

' -

Teorema 83 (Teore1na fuerte de Birkhoff) Sea Kn (z) un cociclo multiplicativo en C?k 

entonces se tiene que: 

- Para todo z E CIPk : límn-+oo Kn (z)lfn 
= K00 (z) eriste.

- Si K00 (z) > K1(Cpk) , entonces eriste una variedad proyectiva irreducible V y dos enteros
l , m tal que Ji(z) E V y ¡m (V) = V. Má.s aún V e C(K,o) para todo o: K1(C?k) <
o< K00(z)

- Para todo z E (Cpk : K00 (z) E [K1 (C?k), deg(k))

- La función K00(z) es constante sobre cualqu�er macro órbita GO(z).

- Para cualquier variedad proyectiva irreducible V, la función Koo(z) es constante sobre V
excepto los puntos que pertenecen a una unión contable de variedades proyectivas propias,
y es igual a su mínimo valor en CF. A este valor se le denotará por K oo (V).
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La prueba del teorema (la existencia del límite) se basa en el Teorema de Szemeredi sobre 
conjuntos de números enteros con densidad superior positiva (véase [Poll-Yu])1

Definición 96 Un conjunto .N e Z tiene densidad positiva si: 

, 1 
8(N) := hm sup 

N 
Card{-N � n � N: n EN}> O. 

N-oo 2 + 1

Enunciemos el Teorema de Szemeredi: 

Teorema 84 Si N tiene densidad positiva entonces para todos los r 2: 1 existe una progresión 
aritmética de longitud r en N. 

Comentario 36 El Teorema de Szemeredi establece que un conjunto discreto de densidad su
perior positiva es "suficientemente grande" como para admitir dentro de sí sucesiones aritméticas 
de cualquier longitud. 

Enunciemos dos lemas necesarios para la prueba del Teorema Fuerte de Birkhoff. 

Lema 17 Sea V e CJP>'t una variedad proyectiva irreducible y además l > dimV y m enteros. 
Si el conjunto {n EN, /n(z) E V n ¡-m(V) n ¡-2 m(V) · · · n ¡-tm(V)} es infinito entonces existe 
una variedad compleja irreducible en V tal que 

- ¡m (w) = w'

- Orb(z) n W =/= </>.

Demostración: Probemos por inducción sobre la dimension de V. Si dimV = O entonces sea 
V = {p} y por lo tanto z E V n ¡- 1 (V) implica que z = p = f(p). Ahora en el caso general,
se tiene ya sea que V e ¡-1(V) entonces V = f(V) o bien Vi = V n ¡-m(V) tiene dimensión
estrictamente menor que V. Pero de ¡n(V) E V n ¡-m(V) n ¡-21(V) · · · n ¡-tm(V) sigue que 
¡n+l(V) E V n ¡-m(V) n ¡-21(V) · · · n ¡-tm+l(V) , por lo que podemos elegir una componente 
irreducible V2 e V1 tal que {n EN, ¡n(z) E V2nJ-m(V2)n¡-2m(V2) · · -n¡-tm(V2)} no es finito.
Aplicando entonces la hipótesis de inducción, se tiene el resultado buscado. D 

Lema 18 Para todo z E CPk , si lím supn-oo K�/n(z) >a> K1(CPk) existe l y m EN* y V 
una variedad compleja irreducible de C(K, o) tal que f'(z) E V y ¡m(V) =V. 

1 La prueba original de Szemeredi apareció en el marco de la Combinatoria ( véase el artículo original de
Szemeredi [1 lOJ además de la primera aproximación lograda por éste para determinar que existen series aritméticas 
de cuatro términos (109]). Furstemberg descubrió luego que el Teorema de Szemeredi junto con otros teoremas 
combinatorios tenian un fundamento ergódico basado en un nuevo Principio de Recurrencia que generaliza el 
conocido Teorema de Recurrencia de Poincaré ( véase (44)) haciendo uso de ello la prueba de Furstenberg representa 
una simplificación considerable del teorema además de fundamentar la conexión entre la Combinatoria y loo 
Sistemas Dinámicos. En [lllJy numerosos artículos más, Terence Tao ha estudiado la conexión que existe entre 
los diferentes enfoques de demostración del Teorema de Szemeredi y la relación de estos desarrollos con la extensión 
debida a él y Ben Green del Teorema de Szemeredi a los números primos. Para más detalles véase el sitio de internet 
de Terence Tao: http://www.math.ucla.edu/.....,tao/. Para una exposición concisa del Teorema de Szemeredi véase 
el libro de Pollicot y Yuri (91J 
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Demostración: Primero se tiene que para z E Cll1'k : K1(Cll1'k) � K1(z) � deg( K) . Fijemos
a> O tal que lím supn-+oo K�/n

( z) >a> K1(Cll1'k) y definamos el conjunto:

E:= {l EN, K1(J'{z)) �a> K1(Cll1'k)} = {l EN, J'(z) E C(K, a)}.
Usando la propiedad multiplicativa del CAR:

n-1
K;fn

( z) = I1 K{/n
(f

r
( z)) � a II K{/n

(f
r
( z)) � a(l + deg( K)) En{o,-� ,n-1}'

r=O rEEn{O,··· ,n-1}
donde {l, · · · , n-1} es el conjunto de números naturales de 1 hasta n-1. Tomando el logaritmo
y el límite superior se tiene:

l, fE n {O,··· ,n -1} logK00( z) -loga1m sup ---'-------....:.... > ----,------ > O,
n-+oo n - log(l + deg( K))

donde Koo(z) > lím supn-+oo K!1n(z). Lo cual prueba que la densidad superior de E es estricta,..
mente positiva. Del Teorema de Szemeredi para cualquier r existen ni y l tal que: ¡n. ( z), 
¡ni+1

( z), · · · , ¡n.+rl
( z) E C(K, a), pero del lema previo aplicado a V := C(K, a) se concluye la

prueba. o

Pasemos a la prueba del Teorema Fuerte de Birkhoff:
Demostración: (C. Favre) Probemos el enunciado de la existencia de K00 (z). En efecto,
tomemos z tal que K00(z) > K1 (Cll1'k) = 1 (por la definición de cocido en Cll1'k). Del lema anterior
se tiene que los iterados de z tienen que estar en una variedad C(K, a) para a > K1(Cll1'k) y
además para l y m enteros : J1

( z) E V y ¡m
(V) = V donde V e C(K, a). Antes de continuar

probemos que si K00 (zo) existe para un zo entonces para cualquier z E GO(zo) existe K00 (z) y
además K00( zo) = K

00(z). En efecto, para cierto N y M se tiene que ¡ N 
( z) = ¡ M 

( z0) entonces
paran> N:

K�fn
( z) = K;jn

( z) x K;�n
N(f

N (z)) = K;jn
( z) x K;�n

N(f
M (zo)),

K1/n ( ) 
= K;jn

( z) X n-�+ M zo --+ K
00(zo)-

Kif n( zo)
Es necesario ahora usar la hipótesis de inducción sobre la dimensión k del espacio. Si Cll1'k fuera
sólo un punto la existencia del límite sería trivial. Tomemos ahora los sub-espacios JT(V) C V
para todo r = 1, 2, ... , m - 1 y apliquemos la hipótesis de inducción. De e]lo por tanto existe el
límite K00(fr(z)) para z E (Cpk ( k > O). Ahora bien, puesto que z E GO( f r

(z)) se tiene que el 
límite K00 (z) existe.
La demostración de la segunda proposición se sigue inmediatamente de la definición de C ( K, a).
El tercer enunciado se deduce directamente una vez asumida la existencia de Koo(z)
El cuarto aserto se deduce de K00( z) = K00 (w) donde w E GO(z).
Pasemos a probar el último enunciado: Tomemos V e cpk alguna variedad irreducible. Defi
namos l/4- := {z E V, K1(f r

( z)) > K1(f r(V))}, entonces de la semj-contjnujdad de K1(z) se tje�e
que Vr es una unión contable de sub-variedades propias de V . Tomando ahora z E V Ur>O Vr
y para cualquier n E N se tiene que:
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Por tanto, límn-+oo K�/n(V) := K00(V) existe y además K00(V) = mínzEV K00 (z) , y, para todo 
z E V Ur>O Vr se tiene que K00(V) = K00(z) Lo cual demuestra que el límite es constante en V
menos una unión contable de sub-variedades propias de V , siendo ese valor costante el menor 
valor en el dominio de definición. o 

Una variante especialmente útil para el estudio de las multiplicidades asintóticas y que se deduce 
directamente del teorema es el siguiente: 

Corolario 34 Sea un cociclo analíticamente rígido en CIP2 con límite K00(z) en z E CIP2 

Entonces K00(z) = K00(f(z)) y además si K00(z) > 1 se tiene una de las dos posibilidades:

- z es pre-periodico

z E V donde V es una curva algebraica tal que mínv K00 - K00(z) y V contiene una
componente irreducible .del conjunto analítico { K 1 ( z) > 1} 

5.2. Conjuntos excepcionales y su estructura 

geométrica 

5.2.1. Multiplicidades asintóticas 

Pasemos a definir aquellas magnitudes que se relacionan con el conjunto de indeterminación I(f)

y con el conjunto crítico C¡. Estas magnitudes serán de utilidad en la estimación de volúmenes. 

Introduzcamos primero algunas definiciones: 

Definición 97 Sea el mapa holomorf o f : C!Pk - C!Pk . El grado local de f en el punto z E CPk 

se define como el número de pre-imágenes distintas de un punto genérico w cercano a f(z). Las 
pre-imágenes están situadas en la cercanía de z. En otros términos: 

degz f = máx {Card/-1(w) n B(z,e)}, 
wEB(f(z),e) 

( para e suficientemente pequeño). 

Esta definición da una estratificación natural en sub-niveles As = { z, degz f � s} 
A1 = CPk, A2 = Ce (el conjunto crítico), etc. 

Definamos además: 

degA(J) = mín{degz(/), z E A}

si z es genérico en A: degA(f) = degz(f). 
Recordemos además el concepto de cubrimiento: 

(5.1) 

(5.2) 

Definición 98 Sean los espacios topológicos X, M de Hausdorff y conexos por caminos. Sea 
además el mapa continuo 1r: X - M. El trío (X, M, 1r) define un cubrimiento si: 

- Para cada punto p E M existe una vecindad Up e M tal que 1r-
1 (Up ) es homeomorfo al

producto Up x E donde E es un conjunto discreto.

157 



- El homeomorfismo h : 1r-1(U) - U x E y la proyección usual 1r' (p, t:) - p poseen la
propiedad de conmutación, esto es:

1r' o h(x) = 1r(x), para todo x E 1r-1 (U).

El espacio X es llamado el espacio cobertor o simplemente el cubrimiento. El esapcio M es la 
base {en otras palabras, el espacio que es "'cubierto") y el mapa 1r es la proyección. 

Apoyándonos en esta definición, pasemos a definir el importante concepto de cubrimiento rami

ficado. 

Definición 99 Sean los espacios topológicos X, M tal como en la definición anterior y 1r 

X - M es una aplicación continua, finita 2, propia y suryectiva. En estas condiciones, el trío 
(X, M, 1r) es un cubrimiento ramificado si existen conjuntos siempre densos Xo e X y M0 e M 
tal que Xo = 1r-1 (Mo) y además (Xo, Mo, 1rlv

0
) es un cubrimiento. 

Si generalizamos la Definición 97 para un mapa continuo de un espacio topológico a otro, pode
mos entonces usar aquella definición para introducir el grado local de un cubrimiento (X, M, 1r) 
como: 

degz1r = máx {Card1r-1 (w) n B(z,t:)}. 
wEB(z,e) 

En el caso del grado del cubrimiento ramificado podemos entonces aplicar la misma definición. 
Demos finalmente una definición equivalente de la multiplicidad de un conjunto analítico basada 
en el grado de un cubrimiento ramificado: 

Definición 100 Sea V E Ck un conjunto analítico {dim(V) = p). El número e(V, z) es el 
grado del cubrimiento ramificado inducido por la proyección de una vecindad de z E V sobre un 
polidisco lineal genérico arbitrariamente pequeño de dimensión p que pasa por z. 

Grado topológico asintótico Sea V un conjunto analítico en Ck de dimensión p y sea z E V. 
Definamos el grado topológico local e(z, J) de una función holomorfa f en el punto z E Ck . 

Definición 101 Sea un germen de funciones f con representante f : CPk - C. El número 
e(z, f) es el grado topológico local del gérmen en el punto z. 

Hay que recordar que el grado local del gérmen de funciones en el punto z E Ck se define como 
el número de pre-imágenes J-1(q) donde fes un representante del gérmen f y q E U(z, f.) para
f. > O arbitrariamente pequeño. Se puede comprobar que el concepto de grado local del gérmen
esta bien definido, es decir que para cualquier q E U(z, f.), Card{J- 1(q)} = constante.
En efecto, usando una transformación de coordenadas estudiemos el problema del grado local
del germen alrededor del cero. Sea Card{J- 1(0)} = r > O y un punto q E U(O, f.) tal que
Card{J-1(q)} =1- r usando el Teorema de Preparación de Weierstrass para z0 E {J-1(0)} y
tomemos un Zk tal que f (' z0, Zk) =1- O se tiene para z E U ( O, f.):

(5.3) 

donde ci('zº) = O para i = O, 1, · · · , r y en general' z = (z1, ... , Zk_i). 
Consideremos que w E J-1(q) y de la continuidad, tomemos f. suficientemente pequeño tal que

2Un mapa finito se refiere a un mapa en el cual la imagen .inversa de un punto es un conjunto finito.
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w E U(O, €) ; tomemos además una conveniente transformación de coordenadas tal que 'w =' zº

. Entonces la expresión proveniente del Teorema de Preparación queda como: 

f(w) (5.4) 

Esta última expresión contradice el hecho que Card{J-1(q)} -=fr.

Comentario 37 La definición anterior dada para el germen de funciones puede ser extendida 
directamente para el caso de mapas holomorfos. De aquí en adelante usaremos indistintamente 
la notación e(z, f) para referirnos al grado topológico ya sea de una función o un mapa. 

Comentario 38 Si para un mapa racional f : CIP2 - CJP2 de grado d ( en particular una 
función holomorfa) se define el grado topológico (global) como d2 se tiene que e(z, f) :S d2 es 
decir e(z, f): z E en 

f--+ {1, 2, ... , d2 }. Además e(z, f) > 1 sí y solo sí z E C¡ 

Comentario 39 Se puede probar que la función e(z, f) actúa multiplicativamente bajo una 
iteracción. Esto es: 

e(z, ¡n o¡=) = e(z, ¡n)e(F(z), ¡=). (5.5) 

En efecto, analicemos el conjunto Un o ¡=)- 1(q) donde q E UUn o ¡=(z),€), Un o j=)-1 (q) =
¡-= o ¡-n(q). 
El número de elementos de {¡-n(q)} esta dado por definición como e(z, ¡n) para cada p E 
{J-1(q)} el número de preímagenes en ¡-=(p) es igual a eUn(z), ¡=) por lo que el número total
de preímagenes es e(z, ¡n)eUn(z), F). Se puede estblecer una relación entre la multiplicidad 
de un conjunto analítico y el grado topológico local: 

Proposición 38 Para f holomorfa en Ck existe un conjunto analítico V e B x B, donde B es 
una bola en Ck , V= {(z, w) e B x B: F(z, w) = O} y además F(z, w) = f(z) - f(w), tal que: 

e(V, (z, z)) = e(z, f). (5.6) 

Demostración: Tomemos el polidisco que pasa por el punto (O, O) E V. Entonces de acuerdo 
a la definición de V= {(z,w)/ f(z) - f(w) = O} el cubrimiento ramificado que se induce tiene 
grado equivalente a Card{f(z) = O} lo cual es suficiente para establecer el resultado. D 

Probemos ahora una relación entre e(z, f) y el número de Lelong de cierta corriente: 

Teorema 85 Sea f: CIP2 O holomorfa de grado p entonces: 

e(z, f) - v¡-6" 
donde óz - da::» log lw - zl /\ dd':i, log lw - zl -

(5.7) 

(5.8) 

Demostración: Es suficiente probar el teorema para z =O.De la propiedad. que establece que 
la multiplicidad de un conjunto analítico es igual al número de Lelong de dicho conjunto en el 
punto dado (véase Sub-sección [3.3.31) se tiene que el pull-back de dd':n lag lw - zl

2 equivale a 
e(V, (z, z)). Aplicando entonces la Proposición 38 se tiene el resultado. O 

En lo que sigue estudiaremos el comportamiento de límn--oo e(z, ¡n)I/n al que denominaremos
Grado Topológico Asíntotico. La existencia de dicho límite se deducirá del Teorema Fuerte de 
Birkhoff. Para ello primero probemos el siguiente: 

159 



Teorema 86 La función e(z, f) es SCS en la  topología de Zariski. 

Demostración: Asumamos que f está definido en la bola B e en con valores en B esto es 
admisible pues el análisis es local. De acuerdo a la Proposición 38: 

e(V, (z, z)) = e(z, f). 

De allí también, para cualquier n E Z el conjunto { z E V, e(V, z) 2: n} es analítico ( veáse 
[14],[118)). Entonces usando la inyección I : B - B x B, donde I(z) = (z, z) es en particular 
propia, se tiene: 

{z E B,e(V,(z,z)) 2: n} = 1-1 {z E V,e(V,z) 2: n}.

Con lo que concluye la prueba. 

(5.9) 

o 

El teorema anterior establece en particular que e(z, fn) es un cocido multiplicativo kn(z) 
e(z, fn) . Aplicando entonces el Teorema Fuerte de Birkhoff se tiene directamente: 

Teorema 87 Sea f : C!P2 O un mapa holomorfo de grado d 2: 2 . Para z E CIP2 la secuencia 
e(z, ¡n)lfn converge a un número real e00 (z) 2: 1 donde e00 o f = e00 • 

Además si e=(z) > 1 una de las dos posibilidades se cumple: 

1. f N ( z) es un punto crítico periódico para algún N 2: O.

2. Existe una curva fija V tal que JN (z) E V paro algún N 2: O y mínv e= = e=(z)

Pasemos a probar algunas propiedades de la función e=(z): 

Teorema 88 Sea f: CIP2 O (mapa holomorfo de grado d 2: 2), entonces se cumple que: 

i.) {z : e(z, f) > d} es un conjunto finito con cardinalidad acotada en terminos de d.

ii. 1 :S e= ( z) :S d2 para todo z E CJP>2 y el conjunto { z : e= ( z) = d2} es finito, totalmente
invariante y contenido en { e(z, f) = d2 }.

Demostración: i) De {e(z, f) > 1} = C¡ se cumple {e(z, f) > d} e C¡. Estudiemos el conjunto 
C¡ con la ayuda de la corriente [C¡]. Como se sabe C¡ es un conjunto analítico y [C¡] es una 
corriente positiva. De los resultados de la Sub-sección [1.3.5), se tiene que f puede escribirse en 
coordenadas locales como J(z, w) = (z, we) .  Entonces: 

J.[C¡) = e[fC¡), (5.10) 

J*[JC¡] 2: e[C¡], {5.11) 

donde JC I es la imagen de C I bajo f . Esta imagen es un subconjunto analítico propio de C ¡, en
efecto: si f(z) E C¡ donde z E C¡, entonces IJ/2 1 = IJJl2 

= O lo cual implica lo afirmado (para 
d 2: 2 el mapa f no es inyectivo por lo que JC¡ es _necesariamente propio). Además: 

deg(f.[C¡]) = d · deg[C¡], 

deg(f*[C¡]) = d ·.deg[C¡). 
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Las relaciones (5.12 y (5.13) se cumplen si z está en el complemento de C¡sing ·
Del m.is�o modo l� relaciones (5.10) y (5.11 exigen que z no pertenezca a D/lc,=o n JC¡sing ·
Ahora bien, los conJuntos C¡sing, JC¡sing y {Dflc1 = O} son finitos por lo que z E C¡ fuera del 
conjunto finito C¡sing U JC¡sing U {Dflc1 

= O} se tiene: 

J* J.[C¡] = f*e[JC¡] = ef*[JC¡] ?:'= e2 [C¡], 
y usando la monotonicidad de la función grado para corrientes respecto al pull-back y las ex
presiones (5.12 y (5.13): 

deg[f* J.[C¡]] > deg[e2[C¡]]
d · deg[f.[C¡]] > e2 • deg[C

¡
]

d2 · deg[C¡] > e2 · deg[C¡].

Finalmente d ?:'= e., de donde {p : d < e(p, J)} es finito. 

(5.14) 

ii) Usando 1 :'.S e(p, f) :'.S d2 luego 1 :'.S e(p, ¡n) :'.S d2n ya que el grado topológico de ¡n es d211. de
ahí se obtiene directamente:

(5.15) 

Probemos la invariancia de {p : e00 (p) = d2 }, sea p = f(q) (o bien q E ¡-1(p) e {e00 = d2}),
luego e00(f(q)) = d2 de donde e00(q) = d2 es decir q E {e00 = d2}. 
Probemos ahora que 

(5.16) 

p E {e00 = d2} significa que a partir de un N, ¡n°(p) E {e= d2} para no > N. Por el Teorema 
Fuerte de Birkhoff. existen dos posibilidades para p. La segunda se descarta debido a la finitud 
de {e= d2 } (de lo probado en la parte (i) de esta prueba) por tanto pes un punto pre-periódico. 
De ahí se desprende que para m E N: 

donde q = ¡m(p) tiene periódo mínimo n EN: ¡n(q) = q y además de: 

e(Ji(q),f)=d2 i=O,l,···n-1.

Tenemos además usando la propiedad del cocido submultiplicativo: 

e(q, ¡n) - e(q, J)e(J(q), ¡n-1) = e(q, J)e(J(q), J)e(J2(q), ¡n-2) 
- . . .  = e(q, J)e(f(q), J) .. • eun-l(q), f)

- (d2r = d2n ,

(5.17) 

de donde e(q, ¡n)lfn = d2 y entonces e00(q) = d2 . Asimismo e00(Ji (q)) = d2 , i = O, 1, · · · n - 1 
(lo cual también puede deducirse directamente de ·e00 o f = eoo). O 

Multiplicidad asintótica del jacobiano En este punto estudiaremos el orden en el cual se 
anula el jacobiano J ¡n ( n E N) del mapa ¡n 

: U - V donde U, V e C2 son entornos de una 
carta correspondiente a CP2 •
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Definición 102 El orden del anulamiento de J ¡n en el punto z se denota por µ(z, J ¡n) y se 
define como: 

(5.18) 

Esta definición se justifica por cuanto el número de Lelong de ddc log [J ¡n i "mide" el orden en 
que la función [J ¡n i : C2 - R. se anula. Por otro lado, de las propiedades del número de Lelong 
se sabe que esta definición es independiente de la carta que se elija. 

Proposición 39 µ(p, J J) � 1 sí y sólo sí z E C ¡. 

Demostración: En efecto, si z E IC¡ entonces eso equivale a que [J f(z)I = O lo cual a su vez 
equivale a VcJdciogJJ(z) � l. El enunciado recíproco se desprende directamente de la definición 
del número de Lelong. D 

Definición 103 La multiplicidad del jacobiano de f en el punto z se define como el límite: 
lím µ(p, J ¡n)lfn y se denota como µCX)(z) siempre que esté claro que la multiplicidad es del 

n-+CX) 

jacobiano de f, de lo contrario se puede usar la notación µCX)(z, f). 

Para establecer que la multiplicidad está bien definida debemos probar que aquel límite existe 
para cuyo efecto basta verificar que se cumplen las condiciones del Teorema Fuerte de Birkhoff 
para la función �(z) = µ(z, J ¡n) : 
µn : C¡ C CP2 - [l, +oo] donde mínµn = l. 

ClP
2 

Por otro lado, del Teorema de Siu {z: vddclJJnl(z) > k} es un conjunto analítico o equivalentP-
mente en CP2 dicho conjunto es un cerrado Zariski. Esto prueba el teorema: 

Teorema 89 La función � ( z) es SCS en la topología de Zariski. 

Falta probar que µn(z) es un cocido multiplicativo: 

Usando jJ¡n+m l = IJfn o fm llJfml en la expresión anterior se tiene: 

µ(p,Jfn+m.) - VddciogjJJno¡m¡(z) + VcJdcloglJ/ml(z)
- µ(z, J ¡n o ¡m.) + µ(z, J ¡m).

(5.19) 

Esto establece que la secuencia {µ(z, J ¡n)} n�O no es un cocido multiplicativo. Para superar esta 
dificultad construyamos una nueva secuencia: µn = aµn +b (a, b > O) de tal modo que se cumplan 
]as condiciones que garanticen ]a existencia de lím µ,:/n ( esto porque µCX) existe si y sólo si µCX) n-+CX) 

existe y además µCX) = µCX)). De la relación entre� y � se desprende inmediatamente que µn
es también SCS en la topología de Zariski. Para construir tal secuencia probemos la siguiente: 

Proposición 40 La siguiente desigualdad se satisface, z E cp2; n, k � O 

(5.20) 
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Demostración: Usando el Teorema de Favre-Kiselman (véase [27],[64])3 que establece una 
desigualdad de los números de Lelong de una corriente cerrada positiva T y su pull-back: 

donde C para dimensión 2 es: 

µ(T, O) � µ(f*T, O) � Cµ(T, O), 

C=3+2µ(0,Jf). 

{5.21) 

Hay que recordar que en el teorema, f se toma como germen holomorfo f : (C2
, O) - (C2

, O) 
donde se han tomado coordenadas locales de tal modo que p = f(p) = O. 
Tomemos el lado derecho de la desigualdad (20) y reemplacemos ¡n por f, .T = ddc log IJJ1il: 

Volviendo a las coordenadas iniciales se obtiene el resultado 

De la Proposición 40 se tiene: 

3 + 2µ(p, J ¡m-+n) - 3 + 2µ(p, J ftn o fn) + 2µ(p, J fn) 

o 

< 3 + 2µ(p, J ¡n) + 2(3 + 2µ(p, J r))µ(fn(p), J ¡rn) 
< 3(3 + 2µ(p, J fn) + 2(3 + 2µ(p, J fn)))µ(fn(p), J ftn) 

(3 + 2µ(fn(p), J ¡rn)](3 + 2µ(p, J r)]. 

Entonces iin = 3 + 2� es un cociclo multiplicativo. Por el Teorema Fuerte de Birkhoff aplicado 
a ji se tiene: 

Teorema 90 Sea f: CJP>2 O (mapa de grado d � 2) la secuencia lin = µ(p, J ¡n)l/n converge a

µ00(p) � 1 y además µ00 o J = µ00 • si µ00(p) > 1 se tiene una de las siguientes posibilidades:

1. p es un punto crítico {totalmente invariante) pre-periódico

2. Existe una curva V tal que para algún n, ¡n(p) E V y mín µ00 = µ00 (p).
V 

Comentario 40 Como se sabe, para f: ClP'2 O el grado del conjunto crítico es 3(d - 1) por lo 
que se infiere que la multiplicidad de J f en un punto pes menor que 3(d - 1). 
En general: 

o bien:

Usando estas expresiones: 

O � µ(p,JF) � 3(� - 1) p E P2
. 

1 < µ(p, J r)lfn $ (3(� - 1)] 1/n

1 < µoo(P) � d. 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 
3El teorema en cuestión fue probado independientemente por Favre y Kiselman usando métodos distintos pero

en cierto modo complementarios. La exposición de esos métodos rebasaría el alcance de este trabajo por lo que 
remitimos al lector a las fuentes indicadas. 
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Diámetro asintótico 

Definición 104 Sea el mapa f : <CIIP2 O (holomorfo de grado d � 2). El orden del primer 
término no nulo en el desarrollo de Taylor de la función f en el punto z se denomina diámetro 
local c(p, f). 

El nombre de diámetro local proviene del hecho que si fijamos coordenadas locales tal que 

z = f(z) = O entonces ((z, f) es el entero positivo más grande tal que: 

1/(w)I < Alwlc(O,/) cua ndo w----+ O.

Para A constante positiva. 

Proposición 41 Para el mapa holomorfo f : <CJP>k O se tiene: 

c(z , f) = Vddcloglfl(z).

(5.25) 

Demostración: Basta usar la propiedad del número de Lelong para el conjunto analítico 
f (z) =O. D 

Usando la proposición anterior se tiene: 

e( z ,  ¡m+n) = v ddCddC lag 1r•+n 1 ( z),

luego usando la equivalencia del número de Lelong en un conjunto analítico: 

o bien

Esto significa que c(p, f) es un cocido multiplicativo. 
Usando nuevamente el Teorema Fuerte de Birkhoff se tiene: 

(5.26) 

Teorema 91 Sea f :  <CJP>2 O (holomorfa de grado d � 2). La secuencia Cn = c(p, ¡n)lfn converge 
a un número real c00(p) � l. Además c00 o f = c00 y si c00 (p) > 1 una de las siguientes 
posibilidades se cumple. 

1. p es un punto crítico pre-periódico

2. existe una curva fija V tal que ¡n(p) E V (n � O) Y mJncoo = coo(p).

Probemos una propiedad sencilla para c(p, J): 

Proposición 42 Sea f: <CJP>2 O (holomorfa de grado d � 2) luego 

1 � c(p, J) � d para todo p E CJP>2
• 

Se tiene: 
1 � c00(p) � d. 

Aquí tal como en el caso de e00(p, f) , µ00(p, f) hemos simplicado la notación de coo(P, f) escri
biendo simplemente Coo (p). 
Más aún, c(p, f) = d sí y sólo sí p es homogéneo. 
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Demostración: Fijemos p = f(p) = O en C2, entonces en coordenadas locales de C1P'2: J = 
[P, Q, R] = [�, j, 1], donde R(O) = 1, P(O) = Q(O) = O se tiene el mapa / en C2: /(() =
(fül Q�(;)) RITT, R e;) puesto que P, Q, R son a lo mas de grado d entonces 1 � c(p, J) � d. ( de ahí se
deduce como se hizo para µ00) que: 

1 � Coo(P) � d. 

Por otro lado la igualdad c(p, f) = d es equivalente a que las coordenadas de J en (C2 son
polinomios homogéneos de grado d, pero esto implica a su vez que el punto p es homogéneo. o

Desigualdades entre multiplicidades 

Teorema 92 Sea el mapa f : C1P'2 O (holomorfa de grado d � 2). Para cualquier p E C1P'2 se
tiene: 

2[c(p, J) - 1] � µ(p, J f) � 2[e(p, f) - 1], c 2(p, J) � e(p, f). 

Además, de estas desigualdades se deduce inmediatamente (tomando el límite) que: 

(5.27) 

(5.28) 

Demostración: Probemos la primera expresión. Por simplicidad en la notación durante esta 
demostración: 

µ(p, f) = µ c(p, f) = e, e(p, J) = e. 

Por ser un resultado local tomemos coordenadas tal que f(p) = p = O, f = (Ji, h) entonces 
fi(z) = Jnz) + O(lzlc+i) (i = 1, 2) donde ft(z) es la parte homogénea de grado c. El jacobiano 

���!:�!] tiene entonces una parte principal J ¡e de grado 2(c-1) (o bien idénticamente nula) de 
donde: 

J f(z) = J ¡c(z) + O(z 2{c-1)+1 ).

Usando la definición de µ(p, J f) en el punto z = p

µ(p, J f) � 2[ c(p, J) -1). 

Para probar la otra parte de la desigualdad; tenemos nuevamente coordenadas locales p = f(p) =

o. 

Usamos el hecho que en un entorno del cero lf(z)I > Blzle para alguna constante B. Para 
establecer esta desigualdad notemos que la función g(z) = ¡}(r)I es holomorfa en la bola U(O, t:) 
excepto z = O .  Usando una consecuencia del Teorema de División de Weierstrass (véase [100)) 
se tiene que l f(z)I = !zllh(z)I donde h es holomorfa en U(O, t:), de ahí g(z) = 

1
1W�� y lh(z)I

se anula en e -1 puntos. Si h(O) = O y repetimos el mismo procedimiento se tiene por tanto 
que g(z) es acotada en z = O (en particular g{ O) = O). De ahí, por el Teorema de Extensión de 
Riemann (véase por ejemplo (100, 119)) g(z) es holomorfa en .ó.{0, t:). Tomemos la bola cerrada 
.ó.(0, t:1) e ó(O, t:). En esta bola g(z) alcanza su máximo y mí nimo valor. Sea 1/c # O el máximo 
valor, entonces IJ(z)I > clzle en .ó.(O, 1:') (véase también [38)). 
Por otro lado, usando la desigualdad IJ f(z)I � Dlzlµ en un entorno de O y para una constante 
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D > O (lo cual se deduce por un procedimiento similar al anterior), tomemos una bola B(r) que
satisfaga dicha condición lo mismo que: 

Vol f[B(r)] 
2 4 4 � Vol B(cre) = 1r1� r e= C'r4e ,

y además se tiene al integrar: 

Vol J[B(r)] = f IJ fl2dV � f Dlzl2µdV
} B(r) J B(r) 

(5.29) 

< Dr2µ dV = � Dr2µ+4 = D' r2µ+4
1 

2 . 

BM 16 

donde B', D' > O son nuevas constantes. De las últimas dos expresiones 

D' r2µ+4 
> B' r4e 
- ' 

o bien
1 B' 

� 
D' 

= k > O.
r4e-4-2µ

Haciendo r --t O la desigualdad anterior se mantiene solo sí: 4e - 4 - 2µ � O luegoµ� 2(e -1). 
Probaremos finalmente que e� .Je. Usando para ello la definición de e en términos de corrientes: 

e= v(O,f*<5o) - v(O,f*d<Floglzl I\J*d<Flogjzl)

> v(O,f*dcFloglzl)2 
= v(O,dcFIJ(z)l2) = c2 .

Con lo que concluye la prueba. o 

Corolario 35 El conjunto { c00 = d} esta incluido en { e00 = d2} es finito y totalmente invari

ante. 

Demostración: De e� .Je se tiene que {c00 = d} C {e00 = d2} y como {e00 = d2} es finito,
idem para { c00 = d}. La invariancia se obtiene de c00 o f = c00 • En efecto, sea q E ¡-1 ( { c00 = d})
eso implica que existe p E {c00 = d} tal que J(q) = p. De c00(p) = d se tiene c00 (f(q)) = coo(q) =
d. o 

5.2.2. Conjuntos excepcionales 

Sea un mapa/: C1P'2 O (holomorfo de grado d). Definamos los conjuntos:

E1 = LJ ½, ½ es una curva algebraica irreductible para la cual, todo punto p E½ : µoo(P) = d.
i 

E2 = {p/ Coo(p) = d}. 

E1 y E2 se denominan el primer y segundo conjunto excepcional respectivamente, además E1 U 
E2 = E es el conjunto excepcional total. 
De los resultados obtenidos más arriba se sabe que E2 es finito y totalmente invariante. En esta 
sección estudiaremos otras propiedades geométricas y dinámicas de estos conjuntos. 
Podemos interpretar intuitivamente la definición de los conjuntos excepcionales. Para p E E1 la 
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bola con centro en p decrece más rápidamente (bajo iteraciones de ¡n ) que en cualquier otro 
punto fuera de E1. Para p E E2 el diámetro en una bola con centro en p decrece mas rápidamente 
(bajo iteraciones de 17i) que en otra parte (y por ende también el volumen) fuera de E2• De estas 
consideraciones es posible intuir que E es el conjunto de todos los puntos en cuyos entornos el 
volumen y/ o el diámetro de las bolas decrece más rápidamente que en otros puntos. Este hecho 
será de utilidad para la estimación de volúmenes, dicha estimación se hará dentro y fuera del 
conjunto excepcional. 
El primer conjunto excepcional E1. De los resultados anteriores se sabe que c00 � µ00 � d

en particular será de interés estudiar el conjunto {c00 < µ00 = d}. Intuitivamente dado p E 
{c00 < µ00 

= d}, un entorno U(p) se contrae volumétricamente más rápido que diamU(p) (bajo 
iteraciones de ¡n).
Esto implica que ¡nu(p) tiende a un conjunto unidimensional. Esto en términos dinámicos 
significa que { c00 < µ00 = d} es "muy recurrente". 
Probemos el siguiente teorema auxiliar de interés por sí mismo. 

Teorema 93 Sea f: (C2
, U) O un germen holomorfo. Sean Vi, V2, · · · , Vk las componentes i

rreducibles de C ¡. Si c00 (O) < µoo (O) luego existen a 1, · · · , ak � O tal que : 

(5.30) 

Demostración: El operador /* está definido sobre el espacio lineal generado por las corrientes 
[¼], donde [¼] es la corriente correspondiente al conjunto analítico irreducible correspondiente 
a los factores irreducibles </>i de </> = J f los cuales son además mapas holomorfos y: 

k 

<Pi O 1 = i>i * II <1>;ij. 
j=l 

Para ciertos enteros tij y ciertos mapas holomorfos </>i teniendo que 4>¡1(0) n C¡ - O. de la 
desigualdad de Lojasiewicz (véase [751), existen constantes C, a � O tal que: 

14>(()1 + l</>(()I � Cl(I
º

en una vecindad del origen. Tomando las multiplicidades en el punto O: µn y Cn, para un n fijo 
se tiene que: ¡n = fen + O(l(lcn+l) y </> o ¡n = </>µn + O(l(lµn+l) donde Íen es un polinomio 
homogéneo de grado Cn. 
De las propiedades de las multiplicidades asintóticas se tiene que existen e, µ que cumplen 
c00 < e < µ < µ00 tal que 

Para n � O y para las constantes A, B > O. De aquí se tiene entonces que para ( < < 1 
(definiendo l(nl = lfn(()I): 

Además para constantes T�, n EN: 

Sea ahora M la matriz de entradas tij y sea p el radio espectral de M, sea además M" denotada 
como t�r_i). Se sabe entonces que para un cierto K se tiene que t;

1
n) / pn ::; K. Además para tJ 
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n suficientemente grande tal que Acn � Bµn se tiene la siguiente estimación para lij{(n)I:l�j((n)I � Cl(nl°' -1</>((n)I � CC�\(IAc
n

¡ � c:i l<IAcn Para ciertas constantes c:
i � o.De ahí tenemos: 

) ((n+1) = ( ) ((,.). 
Así mismo se tiene una expresión matricial análoga para 14>{()1 Usando entonces la inducción para 1 � i � k se tiene las siguientes expresiones análogas para 14>1 y l</>il: 

en+l_cn+l 

c::'l(I AK 

p-c � l</>{(n+dl � Tn+il(IBµn+l .Como ( es arbitrario y haciendo tender n al infinito se obtiene que p �µy por tanto p � µ0()(0) Para finalizar sólo hay que usar el Teorema de Perron-Frobenius que establece la existencia de un vector propio de componentes positivas (a1, · · · ak) asociado a p por lo que se tiene finalmente que: 
i i 

o El teorema principal de esta sección es: Teorema 94 Sea un mapa f: CIP2 O {holomorfa de grado d � 2), se tiene que E1 consiste de 
la unión de todas las curvas totalmente invariantes (no necesariamente irreducibles) más aún E1 es la cerradura Zariski de { cO() < µO() = d}. 
Demostración: Sea V una curva totalmente invariante. Mostraremos que V e E1. Para ello, empecemos tomando p E V\En donde En es un conjunto finito que depende den� l. Tomemos en un entorno de p coordenadas locales tal que p = (z, w) ¡n(p) = (zdn, w). De tal forma local de ¡n(p) se deduce que µ(p, J ¡n) = dn - 1 en V \  E(n). Como µ(p, J ¡n) es SCS en la topología de Zariski se tiene que µ(p, J ¡n) � � - 1 se verifica en cualquier entorno p E V\ E( n) de donde para p E V: µ

p 
= d es decir p E E1. Recíprocamente probemos que E1 sólo puede contener curvas totalmente invariantes. Para ello tomemos una componente irreducible V e E1 y probemos que V pertenece a una curva totalmente invariante (en particular V misma). Procedamos de la siguiente forma: Supongamos por un instante que se prueba la siguiente inclusión: { cO() < µO() = d} e E1 ( esta inclusión no es trivial pues { cO() < µO() = d} podría contener puntos aislados fuera de curvas invariantes) de ello se deduciría que E1 - {cO() < µO() = d} e {cO() < µO() = d}c 

= {cO() = d}. pero { cO() = d} es finito lo que implica que la clausura de { cO() < µO() = d} es E1. De este modo V e { cO() < µO() = d} es decir V está incluída en tina curva algebraica la cual por la discusión previa es invariante (si f(q) = p E E1 - {cO() < µO() = d} luego cO()(f(q)) < µO()(f(q)) = d ). Tomando cerraduras se obtiene lo afirmado en el teorema. La prueba se reduce a establecerr la inclusión: 
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{cOC> <µOC>
= d} e E1.

Sea p E {coe> < µOC> = d}, entonces por el Teorema Ergódico Fuerte, p tiene dos posibilidades. 
Analicemos la primera: 
i) p es pre-periódico, luego para un m > O m EN: ¡m (p) = q E C¡ y q = JN (q) (N es el tamaño
de la órbita de q). Basta mostrar que p E { c00 < µOC> = d} pertenece a alguna curva invariante
pues por lo probado en la primera parte del teorema p E E1. Para esto consideremos la unión 
W de las componentes críticas irreducibles que pasan por p (la cual es una unión finita por 
cuanto el número de componentes irreducibles de un conjunto análitico es finito (véase [14))).
Supongamos que W es invariante bajo ¡N luego la curva W1 

= W U JW ···U ¡N-iw es total
mente invariante respecto a f y q = ¡m (p) E W'. Entonces de ¡m (p) E W' más la invariancia
de W' se deduce que p E W' lo cual es el resultado buscado. Falta entonces sólo probar que 
W es totalmente invariante �egún f N. Para ello, de acuerdo al teorema anterior es suficiente 
que exista a 1, a2, · · · , ak 2: O tal que ¡N· L ai[¼] 2: dN L ai[¼] donde ¼ son las componentes 

i i 

irreducibles de C¡. En efecto se verifica si coe> (q,JN) < µoe> (q,JN). 
Comprobemos ahora que se cumple la condición coe> (q) < µoe> (q) para ¡N. En efecto: 

lím µ(q, (fN
r)lfn = [ lím µ(q, ¡Nn)l/Nn] N 

n-+oe> n-+oo 

[µoe> (q, f)] N = [µoe>fm (p)]N = [µoe> (p)] N = dN . (5.31) 

Analogamente para coe> : 

(5.32) 

ii) Examinemos a continuación la segunda posibilidad para p: para una curva W e C ¡, ¡m (p) E
W donde mínµoe> = µoe> (P) = d. Puesto que f*[W] 2: l[W] para l máximo (2 � l � d). Puesto
que l = d entonces W es invariante por lo que, de ¡m (p) E W se infiere que p E W y de 
ahípEW. O 

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de lo expuesto: 

Corolario 36 E1 es la unión de a lo más tres líneas en posición genérica.

El segundo conjunto excepcional E2. El conjunto E2 resulta ser más complicado de analizar 
que el conjunto E1 , el teorema siguiente es un resultado parcial útil para el trabajo posterior. 

Teorema 95 El segundo conjunto excepcional E2 está formado por los puntos:

i} p E Ef con µ00 (p) = d, o bien 

ii) de órbitas periódicas ·totalmente invariantes 1e J en E1.

Más aún E2 es finito, totalmente invariante y superatractivo. 

Demostración: Se ha establecido que E2 es finito y totalmente invariante.Si consideramos 
ahora un punto cualquiera p E E2 se tiene de fnp = .p que cualquier punto es super-atractor ya 
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que la expansión de ¡n se anula para c(p, J) � 2. 
Probemos ahora que un punto p E E2 es tal que la multiplicidad asintótica del jacobiano es 
igual a d. En efecto: sea primero p E Ef; de acuerdo a ello si p E E2 se tiene que de c=(P) = d

se deduce que µ=(P) = d. Recíprocamente, sea µ=(P) = d, luego por el Teorema 94 se tiene que 
si p E Ef. entonces p E { c= < µ00 = d} por lo que p E { c= = d} = E2•

A continuación sea p E E1 Debemos probar que c=(P) = d sí y sólo sí p es periódico y su 
órbita es totalmente invariante. Asumamos que p E E1 está en una de las líneas totalmente 
invariantes. Supongamos además que esta línea es {W = O} (lo cual se puede obtener por una 
rotación de coordenadas) y analicemos el comportamiento de las iteraciones de f en esta línea 
(en particular para p E E1): sea R = flw=o, entonces R es un mapa racional de grado d y al 
anularse algunos términos para W = O se tiene c(p, ¡n) � c(p, Rn). Como R depende sólo de una 
variable c(p, Rn) = e(p, Rn) � d, pasando al límite coo(P) = e=(P, R) = d. Este último hecho 
implica que p pertenece a una órbita totalmente invariante. 
Recíprocamente, sea p E E1 que pertenece a una órbita periódica totalmente invariante para f. 

Después de reemplazar f por /2 se puede asumir que p = (O, O) es un punto fijo para R y debido 
a esto podemos escribir: 

f(z,w) = ((zd 
+ wQ)(l + 77),wd{l + 77)) 

en coordenadas locales ( = (z, w), para Q holomorfa y también 77(0, O) = O. De ahí por tanto 
c(p, ¡n) � �-1, y finalmente c00 = d. Con esto culmina la prueba. O

5.2.3. Estimaciones de volumen fuera del conjunto excepcional 

Sea E un boreliano en <CIP2
• Estudiaremos una cota inferior para ¡n(E) tal que para todo n EN 

se tiene que ¡n(E)nn = 0. Donde n es una vecindad del conjunto excepcional E. Esto es siempre 
posible ya que basta tomar E fuera de la base de atracción de E. 

Teorema 96 Sea el mapa holomorfo f : <CIP2 O de grado d � 2, y sea fijada una vecindad abierta 
n :> E del conjunto excepcional entonces existe una constante A < d y constantes c1, c2 > O tal 
que: 

(5.33) 

Para cualquier conjunto de Borel E e <Cl?2 y cualquier entero n �Oque verifique E,··· , ¡n(E) C 
c¡p,

2 
- n. 

Antes de hacer la prueba estableceremos una cota inferior para Vol f(E) en términos de Vol (E) 
y una cota superior para las multiplicidades del jacobiano. 

Proposición 43 Sea f : <CIP2 O (mapa holomorfo de grado d} , K compacto en <Cl?2
, E C K

boreliano y definamos la máxima multiplicidad en dicho compacto: r¡(K) = máx{µ(p, J f),p E 
K}. Luego para € > O existe una constante e� > O tal que: 

Vol f(E) � ciVol E)l+TJ(K)+�. (5.34) 

Demostración: Aplicando el Teorema de Kiselman-Skoda a la función log 1J JI en cada carta 
de un atlas de <CIP2 se tiene que: Vol (K n {IJ /12 � t}) = Vol (K n {IJ /1 :s; v't}) ::; co:e

º0
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donde a < 2[sup v(z, log jJ Jl))-1, pero de v(z, log IJ JI) = v(z, ddc log IJ JI) = µ(z, J f) se tiene zEK 
que a < r¡tK) 

o bien para un € > O adecuado a < r¡(i)+E < r¡tK)
. Escribamos TE = r¡(K) + E 

y por tanto tenemos finalmente: 
Vol(Kn{IJJl2 � t}) � cEtl/-rE, V t 2:: O.

Teniendo en cuenta la desigualdad de Chebyshev para una función positiva f(véase [51]):

l f � t(Vol E - Vol {f � t}), para todot > O,

se tiene: 

Vol f(E) � � l IJJl2 � ;[Vol E - Vol {IJ/12 � t}], 
tomando t: cEtl/r, = ½Vol E obtenemos: 

, donde c� = 2T 
+l

;p 
f, . 

E 
Ce 

Vol f(E) � 2�2 Vol E� c�(Vol E) 1+-r,

o 

Proposición 44 Para las condiciones del teorema anterior existe p < d y c > O tal que:

para z E Ec y cualquier entero n � O.

(5.35) 

Demostración: Basta analizar para z E C¡ - E1 (puesto que µ(z, J f) se define en C¡) esto 
equivale a analizar el cumplimiento de la desigualdad en las componentes irreducibles de C ¡ que 
no están en E1 ( en E2 la desigualdad se cumple ya que suponiendo lo contrario tendríamos que 
µ( z, J ¡n) > cpn por lo que pasando al límite µ.00 = d > p lo cual contradice la suposición p < d).
Sean las componentes de C¡: V¡,··· , Vr y tomemos Zi E¼, entonces µ00 (zi) < d. Fijemos .A E R 
.A< d tal que m�µ00(zi) < .A (en particular si m�µ00(z.i) = d - l entonces d - l < .A < d).

i i Bajo estas condiciones es posible encontrar una constante c > O tal que 
(5.36) 

(De lo contrario µ00(zi) > .A lo que contradeciría las condiciones en las que se eligió .A.) Consi
deremos además el conjunto :FN = {z E CP2 \ E, µ(z, J JN) > c..XN} es decir el conjunto de los 
z fuera del conjunto excepcional E que no satisface la desigualdad en cuestión para un N que 
será elegido convenientemente luego. De la definición de :FN se tiene que es a lo sumo finito. 
Examinemos el comportamiento de µ(z,Jf1') en la órbita {z,fz,··· ,fnz}: Para ello primero 
supongamos que {z, fz, · · ··, ¡n z} n :FN = 0. Tomando n > N, , n = kN + l, O� l � N - l se 
tiene 

µ(z, J ¡n) _ µ(z, J fkN+l) = µ(z, J J') + µ(z, J fkN 
O J') 

< µ(z,JJ1) + [2µ.(z,JJ1)]µ.(f1 z,JfkN). 
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Pero 3 + 2µ(z, J J') = µ(z, J /1) es un cocido multiplicativo, de ahí se infiere que: 
k-1

3 + 2µ(J'z, J ¡kN) $ TI (3 + 2µ(J'+i z, J ¡N)) $ (3 + 2c.XN)k.
j=O 

Usando esta expresión y tomando CN = máx µ(z, J ¡N) se obtiene que: 
zECP2 

µ( Z, J fn) $ CN + (3cN + 2)µ(¡l z, J f Nk) 
$ CN + (3cN + 2)(µ(J'z, J ¡Nk) + 2/3) - 2/3(3cN + 2) $ (cN + 2/3)(3 + 2c>.N)k. 

Tomando ahora .X < p < d y para N suficientemente grande 3 + 2c.X N < pN . Sea además n = N k

y d = 3cN + 2 se tiene lo buscado. 
Supongamos ahora que {z, fz, · · · , ¡n(z)} n :FN i= 0. Paran> N y puesto que FN n E= 0 se 
tiene que para todo p E F N= 

µ(p, J ¡n) $ c.Xn . 
Sea ahora f8 z E F N con s el mas pequeño número posible, entonces: 

µ(z,Jfn) $ µ(z,Jf8)+ µ(fsz,Jfn-s)(3+2µ(z,Jf8)) 
$ CA8 

+ (3 + 2c.X8)(c.xn-s). 
Para .X< p < d y n suficientemente grande se obtiene el resultado. D 

Comentario 41 Los puntos del conjunto :FN para NEN no influencian en el comportamiento 
de µ(p, Jfn). 
Procedamos a la demostración del teorema: 

Demostración: Para p y e definido en la proposición anterior consideremos un N adecuado 
tal que para dicha constante e > O: 
cpN < dN fijemos /3 < d tal que cpN < 13N < dN . Apliquemos la cota inferior de vol(JN E) con 
K = CP2 \O: 

Vol (IN E) 2: ciVol (E))1+r1(K) + €. 
Pero de la proposición para la cota superior de µ(z,Jfn) se tiene que T¡N (K) $ cpN < _xN _
Luego para un d adecuado: 

para un conjunto de Borel E e CP2 \ n.

Del mismo modo, para O $ j $ N - 1 podemos encontrar t, t'

Vol (Ji E) 2: t'(Vol (E))t . 
En efecto, basta tomar de cada desigualdad Vol(/iE) 2: kj(Vol(E))>.\ donde t' = mín{tj}, 
t = mín{.Xd} o bien k = máx{.Xd}. 
Probemos ahora que existe una acotación para cualquier n. Sean= kN + l, entonces: l $ N - 1 

Vol(fn(E)) - Vol(/1(/kNE)) 2: t'(Vol(fkNE)l 
> t'[(Vol (E) )�kN c>.N +>.2N +··+>.<1t-1)N ¡t

> c'(Vol (E))t>.kN .

Pero paran suficientemente grande t_xkN ,.._,, c1.Xn. De donde finalmente Vol (fn(E)) 2: (c"Vol (E)f1 >." · 
D 
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5.2.4. Comportamiento dinámico de un número de Lelong 

Para la estimación de volúmenes será necesario conocer el comportamiento de: 

cuando n -+ oo y S es una corriente cerada y positiva. En el caso que S tenga un comportamiento 
regular, es decir su potencial u es tal que u=/= oo en una componente irreducible de E1 y además 
sea acotado en cualquier punto de E1 nE2, el número de Lelong del pull-back iterado de S tiende 
a cero. En efecto, si V es una componente irreducible de E1, esto es, como ya se ha probado, 
una línea compleja, entonces se puede entonces asumir que V está fijado para f y por lo tanto 
R = f lv induce un mapa racional de grado d. Introduzcamos una medida de probabilidad 
ms = Sl v a través de la curva V. Entonces se tiene usando la spropiedades del pull-back de una 
medida de probabilidad: 

Pero de la segunda condición ms no carga a las órbitas totalmente invariantes de R pues e lo 
contrario la medida sería atómica en los puntos de E1 n E2 lo cual contradice la hipótesis que el 
potencial de S es acotado en dichos puntos. Por otro lado es posible encontrar un ..X < d tal que 
para un n > O bastante grande y algún p E V\ E2 se tiene que e(p, Rn) :S ,.xn . De ahí se obtiene: 
SUPpEE

i Vd-n¡n•s(P) :S (..X/d)n -+ 0 cuando n-+ 00

Probemos este resultado ahora bajo condiciones más generales: 

Teorema 97 Sea f : CIP'2 O un mapa holomorfo de grado d > 2 y sea S - w + ddc µ una 
corriente positiva en CIP2 tal que 

- S no carga ninguna componente de E1

El número de Lelong en p E E1 n E2 es tal que vs(P) = O.

Luego supE
1 

v(p, d-n fn*s)-+ O cuando n-+ oo. 

Comentario 42 La segunda condición para S es satisfecha inmediatamente por una corriente 
S que cumple las condiciones del teorema de Favre-Jonsson puesto que el potencial acotado en 
una vecindad de E2 implica vs(p) = O donde p E E2. 

Demostración: Tomemos una de las rectas irreducibles V de E1 y consideremos R = f lv
Cubramos V con un número finito de cartas coordenadas Ui de tal modo que si (zi, Wi) E Ui 
entonces V n Ui = {zi = O}. De acuerdo a esto, localmente en el conjunto ¡- 1(Ui n Uj) el mapa 
f puede ser escrito como: 

Usemos ahora coordenadas locales tal que p = f(p) = O entonces la función J(z, w) queda como: 

f(z, w) = (zd(l + O(lzl)), wk(I + O(lwl) + O(lzl)(l + O(lz, wl))), 

con k = e(p, R). 
Con f expresado de este modo, podemos establecer directamente que existen constantes c. e' > O 
tal que para a: O < a < 1 

(5.38) 
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Esta última inclusión nos servirá para inferir la siguiente desigualdad para los números de Kiselman de d-1 f*s:

Finalmente: 

v(p,d-1 f*s, (o:,d + 1))
, o:(d + 1)- hm ---- sup µ o fr-+O d logr �(r1fa)x�(r1/d+l)

< 
1, o:(d + 1) 1m sup µ r-+O d log r �(c.'7"d/a)x�(c'rk/(d+l))- kv(J(p), s, (o:/d, (d + 1)/k))

v(p, d-1 f* S, (o:, d + 1)) :S v(f(p), S, (o:k/d, d + 1)). (5.39) 

Usando esta desigualdad para estimar el comportamiento asintótico del número de Lelong de d-n¡n· s
v(p,d-nf*S,) < v(p,d-nf*S,(l,d+l)) 

< v(fn
p, S, (e(p, Rn)/�, d + 1))

< sup v(p, S, (e(p, Rn)/�, d + 1))pEV 
La primera desigualdad se deduce de la desigualdad Vu(p, (0:1, 0:2)) 2: mín(o:1, o:2)vu(P) (véase el corolario 26). La segunda corresponde a la desigualdad 5.39. Por otro lado, si seguimos el argumento que usamos para probar tal desigualdad, se puede fijar para un n suficientemente grande ).. < d o bien e(p, Rn) :S ).. n. Continuando entonces se tiene que: 

sup v(p, S, (e(p, Rn)/�, d + 1)) :S sup v(p, S, ((>../d)n, d + l).pEV pEV Usando ahora el teorema 75 se tiene finalmente el resultado esperado. 
o 

5.2.5. Estimaciones de Volumen dentro del conjunto excepcional 

Teorema 98 Sea un mapa holomorfo f : Cl?2 O de grado d 2: 2 y sean ni ( i = 1, 2) vecindades

abiertas de los conjuntos E1, E2• Luego existen e > O y un entero N 2: 1 tal que

Vol (fn(E)) 2: (cVol (E))d". 

Para cualquier boreliano E e Cl?2 tal que E, ¡n(E) e n1 \ n2 y un entero n 2: N.

Demostración: Usemos la desigualdad de Chebyshev para establecer la siguiente acotación: 
Vol(Jn (E)) 2: d;n 

l1Jfn l2 2: d;
n

tn(Vol(E)-Vol{lJJn l2 :S tn}),

para un tn que será precisado luego. Ahora es necesario conocer el comportamiento de Vol {IJ/n l2 :S tn } cerca a E1. Como el resultado es local tomemos p E E1 p = 
(O, O) y E1 será ya sea w = O zw = O Tenemos entonces queanalizar la estructura del jacobiano, por lo que éste puede ser escrito como: 

Jf(z,w) = wd-l l](z -o:¡(w)),i=l. 
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donde 1 $ k $ d - l es la multiplicidad de z = O como punto crítico de la función f lw=O y 
ai(O) = O. 
Acotemos el volumen del conjunto ns = �

2(0, 1) n {p: IJ f(p)I < s} donde �2(0, 1) = �(O, 1) x 
�(O, 1) , para cualquier s > O,además p = (z, w). Estimemos primero : 

k 

Area{z E �(O, 1): 1 fl(z - ai(w))I $ T} $ ¿Area{l(z -ai(w))I::; TI/k }
i=l i 

< CT2/k - ' 

donde T $ supó2(z-ai(w)) = M y C es una constante positiva. Integrando y usando el Teorema 
de Fubini: 

(s/M)lf(d-1) 

Vol (ns) $ 21r / rdr+ 
· lo 

jl k l 
_l__ Area{I TI (z - ai(w))I < d�l }rdr $ Csd'!..1 + Csf j _l__ r1-

2
<d;

1> dr. 
(s/M)"il-T i=l 

r (s/M)""iz-T 

Ahora veamos todos los posibles casos para terminar el cálculo de esta integral. 
Empecemos con el caso k < d - l: 2 1 (2 2{d-1)) 2Se tiene que el segundo término es tal que: C s 1c s T-T - k = C s T-T, de donde 

2 Vol Os $ Csd-1. 
Sea ahora k = d - l.

2 1 2 Entonces el segundo término es acotado por CsT-T log(sd-1) = Cs<i=I log s. Y de ahí Vol ns $ 
2 Csd-1 log s.

De lo cual se deduce la acotación: 
Vol{pE fh: !Jf(p)I < s} $ Csd:_1 logs _ 

Además, para n > N ( N prefijado) se tiene que todos los puntos críticos de ¡n lw=O a excepción 
de los puntos situados en E2 (los cuales poseen multiplicidad máxima) tendrán multiplicidad 
menor que � - 1, entonces repitiendo los cálculos hechos arriba se tiene que existen constantes 
Cn que verifican: 

Vol {p E n1 \ n2 : IJfn(p)I < s} $ Cnsdn2
-l logs _ 

Una vez obtenida esta estimación retomemos la estimación hecha al principio con ayuda de la 
desigualdad de Chebyshev. Fijemos para N $ n $ 2N las magnitudes tn de tal modo que sa-
tisfagan Cnt:i_n-i = ½ Vol E. Entonces: 

Vol (fn(E)) 2: �n h lJ fn l2 2: d;n tn(Vol (E) - Vol {IJ /n l2 
:::; tn })

2: 2��n Vol E 2: C!�(Vol E)�,
para un C� que depende de Cn. o 

175 



5.3. Prueba del Teorema Fundamental. Corolarios 

Probaremos por contradicción. Asumiendo la expresión 

(5.40) 

llegaremos a una contradicción. 
Fijemos vecindades abiertas ni para Ei (i=l,2), además por la naturaleza super-atractiva de Ei 

podemos considerar J(ni) e ni. consideremos los tres casos para ¡nn 

a) ¡nn C n2

b) ¡nn C (!11 U 02t 

c) ¡nn C n1 \ n2. 

Procedamos con el caso (a). Por la suposición del teorema, u está acotado en 02 y esto con
tradice inmediatamente la expresión 5.40 puesto que para un nj dado se tendría que ¡n; Be 0. 
Pasemos al caso (b) Del Teorema 96: 

(..\ < d). 

Considerando el Teorema de Kiselman-Skoda, tomemos un compacto K e (!11 un2t y teniendo 
en cuenta que /3 < 2 (supk vu(z)J-1 (es decir supk Vu(z) < j) luego:

Vol(fnB)::; Vol{u::; -a�}::; CfJexp(-{3mF), 

y haciendo e¡ Vol (B) = e-/Jo. ({3a > O, k > O) para algún n. Pero esto es una contradicción 
puesto que ,\ < d.

Finalmente el caso (e): de acuerdo al Teorema 98, siendo ¡nB e 01 \ !12 se tiene que 

Vol (fnB) > (e Vol (B))d" . (5.41) 

Necesitamos ahora una acotación superior del Teorema de Kiselman-Skoda para Vol (In B). Sin 
embargo para hacer esto es necesario ante todo que tengamos una cota superior para Vu ( z) en 
n1 \ !12 . Para esto procedemos del siguiente modo: 

¡n-mB < Vol {u o ¡m 
< -m:f1} (m fijo) 

¡n-mB < Vol {d-mu o ¡m < -a�-m}. (5.42) 

La función d-mu o ¡m es el potencial de la corriente d-m ¡m• 
S por lo que de acuerdo al Teorema

97 existe {3 > O (arbitrariamente grande) y m prefijado, tal que: 

supv(p,d-m¡m*s) < 2//3, 
E1 

entonces usando nuevamente el Teorema de Kiselman-Skoda: 

(cVol(B)d"-m � Vol¡n-mB � exp(-{3a�-m). 
Tomemos ahora e Vol B > exp( -a/3) para obtener una contradicción. 
o 

Demostración: (Del Corolario 1) (Equidistribución de pre-imágenes de curvas) Tome
mos una curva C de grado k � 1 su corriente de integración es k-1[C]. Puesto que satisfacf>
las hipótesis generales del teorema para una corriente entonces sólo se debe comprobar que se 
cumplen las condiciones respecto a los conjuntos excepcionales: 
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a) No contiene una componente irreducible de E1

b) No intersecta al conjunto E2.

En efecto, la primera condición se cumple debido a la estructura lineal de E1 mientras que la 
segunda condición proviene del hecho que los puntos de E2 so super-atractores Luego el conjunto 
de curvas que satisfacen (a) ó (b) es un subconjunto propio algebraico del espacio curvas CPN . 
ya que se puede definir un polinomio en dicho espacio que cumpla las condiciones anteriores. o 

Demostración: (Del Corolario 2) Primero definamos 

1t = {J holomorfa de grado d: E= E1 U E2-=/= 0}, 

el cual también es un conjunto algebraico en el sub-espacio 1td e CPN. Ahora es necesario 
mostrar que existe al menos un elemento g E 1ld \ 1t para el cual su conjunto E es vacío. 
Recordemos que un mapa que no contiene puntos críticos periódicos tiene automáticamente su 
conjunto excepcional nulo, por ello para construir tal mapa tomemos el conocido mapa de Lattés 
en CP1 

: R(z) = (z - 2/ z)d el cual no contiene puntos críticos periódicos. Construyamos ahora 
el mapa h : CP1 x CP1 O definido como h( z, w) = ( R( z), R( w)). Éste no posee puntos periódicos 
críticos y tiene grado topológico d2

. Considerando ahora que el espacio cociente de CP1 x CP por 
la simetría (z, w) -+ (w, z) es isomorfo a CIP2 y además el mapa inducido por h en el cociente es
holomorfo y sin puntos periódicos críticos.Este es precisamente el mapa que estamos buscando. 
o 

5.4. Conjetura de Favre-Jonsson sobre la estructura de E2 

La conjetura de Favre-J onsson sobre el conjunto E2 establece que éste sólo consiste de los 
siguientes tipos del siguiente tipo de elementos: 

a) Puntos totalmente invariantes en curvas totalmente invariantes (con lo cual en particular
estarían en E1)

b) Puntos homogéneos.

En esta sección usaremos esta conjetura para mostrar que se puede obtener con ella una carac
terización completa de la configuración del conjunto excepcional. 
Configuración de conjuntos excepcionales.- Se ha visto que si se acepta la conjetura de 
Favre-Jonsson sobre el conjunto E2 se llega a una caracterización completa del Problema de la 
Convergencia hacia la Corriente de Green en CIP2, más aún, como se mostrará en esta sección,
también se hace posible la caracterización sencilla de todos las posibles configuraciones de los 
conjuntos E1 y E2• En el trabajo conjunto de Briend, Shishikura y Cantat se probó el conjunto 
excepcional E tiene una estructura lineal en lo que respecta a sus componentes conexas, mientras 
que la naturaleza de sus puntos discretos queda aún desconocida. Enunciemos el teorema en 
cuestión (para los detalles véase [10] o bien también puede consultarse [13]): 

Teorema 99 {Briend-Shishikura-Cantat) Sea f : el?'- -+ C?k holomorfa entonces cualquier

variedad irreductible completamente invariante es lineal. El conjunto excepcional es por tanto la 
unión finita de sub-espacios lineales de cpk . 
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De este modo, en el caso de las iteraciones complejas en CIP2 las variedades irreductibles comple
jas pueden ser tanto rectas complejas como puntos. En dimensiones superiores k > 2 se puede 
establecer, en general, la configuración del conjunto excepcional cuando f admite k + 1 hiper
planos completamente invariantes. En este caso los hiperplanos está en posición general. En 
caso que los subespacios lineales tengan dimensión inferior se desconoce su configuración (una 
manifestación de esto es, sin embargo, la estructura E2 conjeturada por Favre y Jonsson). 
Estos hechos muestran la complejidad que tiene la caracterización completa del conjunto excep
cional, aunque la caracterización completa del Problema de la Convergencia ha sido obtenida 
recientemente por V. Guedj sin hacer uso de la hipótesis acerca de la estructura de E2 [46],[47]. 
Procedamos a usar la respuesta afirmativa de la conjetura de Favre-Jonsson y el Teorema de 
Briend-ShishikurarCantat para caracterizar ambos conjuntos excepcionales. Para simplificar de
notemos: zo = [1 : O : O], wo = [O : 1 : O], to = [O : O : 1] y lz = {z = O}, lw = {w = O}, 
lt = { t = O}. Además nos limitaremos a analizar aquellos mapas que mantienen invariante cada 
elemento de E1 y E2. 
Primero es necesario establecer que la intersección de dos componentes de E1 , es un elemento 
de E2. En efecto, puesto que cada componente es la cerradura (Zariski) de una componente de 
{ c(X) < µ,(X) = d} entonces para un punto p intersección de dos componentes debe verificarse que 
c(X) (p) = d lo cual prueba que p E E2. 

Pasemos ahora a probar que si E2 tiene dos puntos homogéneos p, q entonces E1 contiene a 
Lpq (la línea que pasa por p y q). En efecto, tomemos 1-1 Lpq, como p, q son homogéneos 
entoces el conjunto de preimágenes contiene todas las líneas que pasan por p y q y tomemos un 
levantamiento de f para el cual F(L

pq
) = L (Fes el levantamiento de J). De acuerdo a este 

último hecho L
pq 

puede contraerse a un punto (para simplificar el análisis) y el mapa inducido 
se puede representar como el mapa CIP1 x CIP1

. Si tomamos (p, q) = (zo, wo) entonces el mapa 
será de la forma f = [P(z, t) : Q(w, t) : td] y lt e E.
Finalmente puesto que E1 contiene a lo más tres rectas invariantes en posición general entonces 
E2 contendrá a los más tres puntos. 
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Apéndice A 

Dinán1ica local 

A.1. Descripción topológica 

Convengamos denominar sistema dinámico al par formado por un conjunto y la familia o repre
sentante de la familia de transformaciones que actúan sobre él. En este trabajo estamos intere
sados en la acción de las iteraciones de un mapa holomorfo f sobre una variedad compleja M. 
Denotemos este par por (M, J). Para definiciones básicas de conceptos como órbitas, periodici
dad, cuencas de atracción y repulsión,conjuntos límites, etc., véase (61}. 

Puntos fijos atractivos y repulsivos.- Sea a un punto fijo de f : <CJP>'t ---+ (Cpk, es decir 
f(a) = a. Necesitamos una descripción del comportamiento de los puntos en una vecindad del 
punto a. Por medio de coordenadas locales (½, hi), podemos considerar la copia local de f en 
<Ck a la que denotaremos por J (véase las Sub-secciones (1.2.1} y (1.2.3]).
Es claro que un punto fijo para f induce un punto fijo de J, en efecto fhi = hd luego jhi(a) = 
hi(a) es decir J(a) =a.Recíprocamente un punto fijo de J induce uno en f.

En lo ulterior sin perder generalidad consideraremos la carta (Uo, ho), es claro que todo lo dicho 
se extiende a cualquier otra carta sin ninguna restricción. 
Primero introduzcamos la noción de punto fijo atractivo y repulsivo. 

Definición 105 Sea F un mapa holomorfo en <Cn»k y a un punto fijo. Se dice que a es un punto
fijo atractivo (repulsivo) si el módulo de todo los valores propios de la matriz jacobiano J J (a)

son menores (mayores) que l. En caso que los valores propios sean nulos, el punto se denomina 
super-atractivo. 

Comentario 43 Así dados los puntos fijos atractivos corresponden a el tipo de puntos hiperbóli
cos. Un punto mixto con valores propios mayores y menores que la unida.el denomina.do punto 
silla en la bibliografía (véase por ejemplo [61]) no será considerado en esta sección. 

Comentario 44 En la teoría de iteraciones en <CP1 se define un polinomio f(z) hiperbólico 
como aquel en el cual el conjunto post-crítico es absorbido por el conjunto de órbitas atractivas. 
De manera formal si Jnu�=1Jn(Cp) = 0 (donde C

p 
es el conjunto crítico de f y Jes el conjunto 

de Julia). Esta noción es _equivalente en dimensión 1 a la de un mapa con carácter ya sea 
expansivo o contractante lo cual equivale a su vez -a 1/'(a)I -::/= 1 (donde a es el punto fijo). En 
la teoría multidimensional en <CJP>'t no es claro que el conjunto post-crítico se comporta de modo 
que C¡ e F¡ (conjunto de Fatou de J), en particular la existencia de puntos sillas (en los cuales 
el espacio tangente se parte en la suma de Whitney de dos sub-fibra.dos) presenta dificultades 
no existentes en el caso unidimensional. 

179 



Enunciemos el siguiente resultado en Ck : 

Proposición 45 Un mapa holomorfo f tiene un punto atractivo a si y sólo si existe una vecin
dad Va con la siguiente propiedad: J(Va) C Va , y ¡n : Va -+ Va (n = 1, 2, · · ·) es uniformemente 
convergente a el mapa constante g(z) = a. 

Para la prueba, véase (85). 
De la equivalencia biholomorfa local entre Ck y CPk es posible establecer que ambas dinámicas 
son equivalentes localmente. 

Corolario 37 Si a es un punto fijo atractivo del mapa f : CP2 O entonces .existe una vecindad 
de a tal que J(Va) C Va y además ¡n : Va - Va converge uniformemente al mapa constante 
J(z) = a. 

Demostración: Sea a un punto fijo de f en (Cpk entonces h;;1 (a) es un punto fijo para j en 
Ck . De la proposición anterior, para un entorno V de dicho punto se verifica que ](V) � V ; 
entonces de la conjugación local f(V) � V donde V � h;;1 (V) y V es un entorno de a. Del 
mismo modo, puesto que Jn o h;; 1(z) E V donde V es un €-entorno de h;; 1(a) y z E V entonces 
¡n (w) E V para un €1-entorno de a (w E V). O 

Si a es un punto fijo repulsivo, del Teorema de la Función Inversa podemos aplicar los resultado 
anteriores a ¡-1. El siguiente corolario es válido:

Corolario 38 Si a es un punto fijo repulsivo de f entonces existe una vecindad Va: f(Va) % Va 

Demostración: Puesto que IJ JI =/= O (ya que de otro modo el punto sería super-atractivo) 
entonces por el Teorema de la Función Inversa tomemos un entorno suficientemente Va donde 
¡-1 existe. Como ¡-1(a) = a entonces a es un punto atractivo para ¡-1

. Del resultado anterior,
para un punto fijo atractivo existe v; e Va tal que J _1 (V;) e v;. De aquí se tiene que v; e f (V;) 
lo cual a su vez implica que f(V;) % v;. O 

Comentario 45 En el caso de una órbita periódica, todos los puntos de la trayectoria com
parten las mismas propiedades descritas arriba (atractor, repulsor, etc). Esto se debe a que 
todos los puntos comparten los mismos valores propios del jacobiano. Eso puede comprobarse 
aplicando la regla de la cadena. 

Invariancia y recurrencia Introduzcamos los siguientes conceptos: 

Definición 106 Sea A un abierto en un variedad compleja M. Sea además f : M ---t NI una 
aplicación compleja suave. se dice que: 

- A es invariante hacia adelante si f(A) e A.

A es invariante hacia atrás si ¡- 1 (A) e A.

A es completamente· invariante hacia atrás ¡- 1(A) = A, A es completamente invari
ante hacia adelante f(A) = A. A es completamente invariante si ambas invariancias se
cumplen.

- Un punto zo es no errante si para toda vecindad Vzo existe n E Z (n 2:'.: 1) tal que Vzo n
¡n(Vzo) =/= </> • Un conjunto es no errante si todos sus puntos son no errantes.

180 



- Un conjunto se denomina recurrente si paro todo entorno Vz de un punto arbitrario z E A
existe n1 < n2 < · · · < ni < .... tal que ¡ni(Vz) n Vz # </> . Si ¡ni(Vz) C Vz entonces A se 
denomina fuertemente recurrente. 

- Un punto z E A es errante si existe una vecindad Vz tal que para todo r E N : ¡r (Vz) n Vz =

<f>.

Comentario 46 Los conceptos de invariancia son en general conceptos globales. Si A e (C¡pk 

está dentro de uno de los entornos fundamentales Ui e <C!Pk entonces siendo A invariante ( en 
algún sentido de los descritos arriba) implica que su copia holomorfa en (Ck es invariante en el 
mismo sentido. Si A <t Ui entonces no se puede afirmar que haya una copia de A en (Ck que sea 
invariante. 

Comentario 4 7 Si A es completamente invariante hacia atrás entonces es completamente in
variante hacia adelante. Esto implica que la invariancia hacia atrás es equivalente a la invariancia 
completa. No se puede afirmar lo mismo de la invariancia completa hacia adelante, en realidad 
para que esta invariancia completa implique la otra es necesario añadir la hipótesis de suryec
tividad a f.

Comentario 48 La condición de ser no-errante puede formularse equivalentemente como Vzo n 
¡-n(Vz0

) # </>. La condición de recurrencia es más fuerte que la de ser no-errante. En relación a 
esto, si consideramos el Teorema de Briend-Duval según el cual existe una medida invarianteµ 
asociada al sistema dinámico (C!Pk , f), se tiene como consecuencia del Teorema de la Recurrencia 
de Poincaré que casi todo punto de J es recurrente. Por otro lado, la condición de ser errante es 
completamente equivalente a la condición: para todo n1, n2 (n1 # n2) ¡-n1 CVz0)n¡-n2(Vz,0) = <f>.
Además se puede afirmar que el conjunto W de todos los puntos errantes de un sistema dinámico 
(M, J) es abierto. D. Sullivan mostró en CIP1 que el conjunto de puntos no errantes está formado 
por todo el espacio. 

En relación a la noción de invariancia, introduzcamos el concepto importantísimo de conjunto 
excepcional: 

Definición 107 Sea E un subconjunto de c¡pk. E se denomina excepcional si es una variedad 
proyectiva invariante hacia atrás. 

Introduzcamos para un conjunto una noción más débil que la de ser no-errante la cual es válida 
si M tiene una métrica: 

Definición 108 Sea f : M -----+ M donde M es una variedad compleja, M e Ck . Dado E > O , 
una E-cadena de longitud n � 1 desde x hasta y es la secuencia de puntos 

{x =xo,x1,··· ,y=xn}

que satisfacen la condición d((xi), Xi+1) < E. 

Además, un punto z E M se denomina recurrente de cadena si existe una E-cadena de x a 
sí mismo para cada E> O. 
Intuitivamente un punto es recurrente de cadena si puede ser convertido en recurrente por 
perturbaciones arbitrarias de el mapa. 
Los conceptos de transitividad y minimalidad son de utilidad en la descripción de un sistema 
caótico el cual se discutirá luego. Definamos estos conceptos de naturaleza topológica: 
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Definición 109 El sistema dinámico (M, f) es topológicamente transitivo si para cada par de 
conjuntos abiertos U y V no vacíos existe un entero n 2: O tal que ¡n ( U) n V f= 0 ( equivalente
mente Un ¡-n(V) n V f= 0). 

En un espacio métrico como Ck la noción de transitividad adquiere la forma equivalente: (véase 
[117]) 

Definición 110 Sea f: M--+ M continua, (M, f) es topológicamente transitiva si existe z E M 
tal que la órbita 01(z) = {Jn(z),n 2: O} es densa en M. 

Un concepto más fuerte que el de transitividad topológica es el dado por la.siguiente: 

Definición 111 El sistema dinámico (M, J) es minimal si toda órbita es densa en M. Un 
subconjunto A e M es minimal si, para todo z E A : 01(z) = A. 

Ejemplo 44 En la dinámica de una función compleja f en CIP1, el conjunto de Julia J asociado 
a f es minimal (véase [12]). 

Sistema caótico Las primeras ideas de dependencia sensible provienen de Poincaré quien in
tuyó correctamente que en ciertos sistemas la proximidad es un concepto completamente in
estable. Sólo después de los descubrimientos de Henon, Ueda y Lorenz se pudo comprender y 
apreciar las intuiciones de Poincaré el cual en su tiempo no dispuso de un aparato teórico ade
cuado para expresar sus ideas. En forma suscinta, la idea de dependencia sesnsible es opuesta a 
la de estabilidad según Liapunov: 
"Un mapa f: M--+ M (M : métrico) es Liapunov estable en z E M si para todo E> O existe 
una vecindad Uz tal que d(fn(z), ¡n(w)) < E donde w es un punto cualquiera de Uz , n 2: O". 
La estabilidad según Liapunov equivale a la equicontinuidad de {¡n}n>O en el punto z E M, esta 
idea fue empleada por Fatou y Julia para definir la parte estable e inestable de una iteración 
holomorfa en C. Más adelante las mismas ideas han sido usadas para definir la parte estable e 
inestable de una iteración holomorfa en (C¡p,k . 
Definamos a continuación, la dependencia sensible: 

Definición 112 El sistema dinámico (M,f} tiene dependencia sensible en el punto z E M si 
existe un número E > O tal que para toda vecindad Uz existe w E Uz y un n 2: O tal que 
d(f71(z), ¡n(w)) > E. 

Hay acuerdo entre los autores que un sistema caótico debe poseer la dependencia sensible. El 
desacuerdo surge cuando se trata de imponer las condiciones de tipo topológico y /o ergódi
co que debe satisfacer un sistema caótico. Aquí se enunciará algunas condiciones topologicas 
aunque debe ser dicho que debido al comportamiento de dichos sistemas, es necesario imponer 
condiciones ergódicas más precisas. Una definición de un sistema caótico como aquel que posee 
entropía topológica positiva (esto es, un índice disgregador del sistema) (véase [78]) parece ser 
insuficiente para caracterizar un sistema caótico puesto de acuerdo al Teorema de Lyubich
Mañé un mapa tal como f(z) = z2 en CIP1 debería ser considerado caótico aún cuando la mayor 
parte de sus órbitas convergen a O o al oo. Bajo estas consideraciones, adoptaremos aquí aquella 
definición de sistema caótico que establezca entre otras cosas que todas las órbitas del sistema 
son caóticas.Esta definición se debe a Devaney (véase [20]). 

Definición 113 Un sistema dinámico (M, f) es caótico en el sentido de Devaney si M es un 
conjunto infinito y además cumple las siguientes con,diciones: 
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- El conjunto de puntos periódicos es denso en M.

- J es topológicamente transitiva.

- Posee dependencia sensible respecto a los valores iniciales.

Comentario 49 En realidad respecto a esta última definición hay que decir que una objeción 

bastante seria es que en muchos sistemas multidimensionales (incluso holomorfos) no hay necesi

dad de la presencia de la periodicidad para observar muchas características que empíricamente 
se le atribuyen a un sistema caótico. En realidad el problema de definir un sistema caótico con 

más precisión es un problema abierto, especialmente en el caso de sistemas (<CPk , J) donde la 

comprensión de el comportamiento de las órbitas es bastante pobre aún. 
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Apéndice B 

Teoría L2 y aproxiIDación de

funciones plurisub-arIDónicas 

B.1. Teoría L2 de Hormander 

En esta sección se expondrán los elementos más importantes de la teoría desarrollada por 
Hormander para resolver las ecuaciones de Cauchy-Riemann no homogéneas en dominios de 
en , el llamado a-problema: 

- ou 
OU = V O bien 

0Z 
= V

j 
(j = 1, ... , k),

O más abreviadamente 8u = Vj. 

La influencia de esta teoría se ha hecho presente en varias partes de este trabajo (Teoremas de 
Siu, subniveles de funciones plurisubarmónicas, etc) por lo que se hace necesario dar algunos 
rudimentos de aquella aunque aquí no se dan demostraciones de los resultados. Para referencias 
véase [55],[56], [57). Hay que decir, antes de entrar en detalles, que existe otro enfoque para la 
solución del °a-problema el cual pertenece a Joe Kohn y que, si bien más complicado, conduce 
a resultados de mayor alcance y precisión. Para detallles véase [37, 66), etc. 

Para la solución del 'a-problema según Hormander nos limitaremos aquí a tomar dominios con 
función de agotamiento plurisubarmónica. Definamos esto. 

Definición 114 Sean e (Ck abierto. Una función continua real u es llamada de agotamiento 
si los conjuntos abiertos 

nf = {z En: u(z) < t} t E lR, 

es decir los sub-niveles de u, tienen cerradura compacta en n. 

Recuérdese además que para un dominio convexo existe la siguiente caracterización equivalente 
(véase [100), etc): 

Teorema 100 n E (Ck es pseudo-convexo si y sólo si existe una función de agotamiento plurisub
armónica. 

Introduzcamos el concepto de solución débil 

Definición 115 Una función u en n E (Ck es una solución débil de Bu = v si las derivadas 
distribucionales 8ju satisfacen 8ju = Vj en n. 

184 



k 

Nótese 8jVk = 8j8iu = aiaju = 8iVj para i, i arbitrarios, esto implica que para v = L Vi¾ 
i=l 

8v = L (8jVi - aivj) az¡ A dzi. = o,

l5,i,j5,k 

Por lo cual, la condición de integrabilidad local puede ser escrita como 

8v = O. 

Definiendo además el operador 

ª* = L (8j - ai) az;" az;
l5,i,j5,k 

Suponiendo que exista una solución débil (provista por el método de Hormander) se verifica el 
siguiente teorema. 

Teorema 101 Sea 8u = v en n e (Ck , con v de clase cr , 1 � r � oo, tiene una solución débil
uo en n. Entonces la ecuación tendrá soluciones cr en n tal que una de aquellas será igual a
uo en casi todo punto.

Empecemos con el caso k = 1 para el 8-problema. En este caso la 8-ecuación se convierte en 

au =!(ªU_ ! au) = V
az 2 ax i ay 

en ne e,

donde v puede ser vista como una función en L2(n). Una solución débil u en n satisface (para</> 
función test): (Bu, </>) = -( v, </>), o bien: ( v, </>) L2 = -( u, a<1>) L2 ( en términos del producto interno 
de L2 ). Introduzcamos ahora la idea fundamental del Hormander la cual consiste en introducir 
]os espacios L2 con pesos: L2(n, e-13 ) donde fJ E C00(f2). El producto interno entonces se define 
como: 

(J,9) 13 = In fge-13d>.(z).

De ahí obtenemos para la solución débil la condición 

(v, </>)13 = (u, 8</>)13, donde 8 = -a+ a[3.

Formulemos ahora el resultado fundamenta] para este caso 

Teorema 102 La ecuación 8u = v (v E L?oc(n)J tiene una solución débilµ en L� = L2(0, e-13)
si y sólo si existe A (constante no dependiente de </>, la función test) tal que:

l(</>,v)13 I � All8</>ll13, V E D(n).

Considerando las relaciones del conmutador 88 - 88 se tiene que (</> E D(O))

(ao - olJ)<t> = a(-8</> + f:J8<t>) - ( -8 + 8f:J)8<t> = (88f:J)</>.

- - 1
Luego a8 - 88 = -l)..[3 = b · 

4 
y además (b</>,</>)13 = (88</>,</>)- (88</>,</>) = (ó</>,ó</>)13 - (8</>,8</>)13,
de donde, tomando b > O (es decir f3 estrictamente subarmónica): 

V</> E D(O).
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o bien usando la desigualdad de Schwartz:

por lo que, comparando con el teorema anterior, la constante A se expresa como A= llvll l3+logb
(notemos que A no depende de la función test elegida). De aquí concluimos con el Teorema 
Fundamental de Hormander para k = 1 

Teorema 103 Sea f3 E C<X> (n) estrictamente subarmónica (tal que b = ¼.ó./3 > O} y v E 
L2(n, e-l3b-1 ), luego existeµ E L2(n, e-13) que satisface 8u = V en e l  sentido débil y además se 
verifica la condición de crecimiento: 

y ademas puede ser modificada en un conjunto de medida nula tal que se convierta en una 
solución clásica. 

k 

Esbocemos ahora el método L2 para el caso k 2:: 2: En este caso sea v = ¿ viáz¡ ((0,1)-forma) 
i=l 

localmente integrable en L2(0), satisfaciendo además la condición de integrabilidad 8v = O. 
Definiendo ahora, análogamente al caso k = 1, el producto escalar en el espacio L2 con pesos: 

k 

u, g)¡3 = L ui, gi)¡3, 
i=l 

y tomemos además formas test del sub-espacio D(A{O,l)r•n) e D(A(O,l)r•ck). 

k 

Entonces, análogamente al caso anterior (considerando 8; = -8; + (8;/3)id y 8 = ¿ 8;) se tiene 
i=l que: 

(v, </>)¡3 = (8u, </>)13 = (u, 8</>)¡3. 

Es decir 8 es la adjunta de 8. 

De esta igualdad sigue que la ecuación 8u = v tiene una solución débil u en L�(Q) si y sólo si 
se cumple la siguiente desigualdad para todas las formas test </> en O: 

donde A es una constante independiente de </>. 

Ahora obtendremos una desigualdad similar a la anterior necesaria para la extensión del teorema 
de Hormander. Tomemos una función test 1/J en n y los operadores 8; junto con sus operadores 
adjuntos ó; en L�. Considerando todo ello tenemos la siguiente relación para el conmutador 
8kój - 8;8k= 

Aplicando dicha expresión a Lj:k=l (8;8kf3-</>;, </>k) se tiene que: 
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Reescribiendo el último término y usando el operador a.:

- 2:)ak</>j,8j </>k) = ½ ¿(8k</>j -8j</>k,8k</>j -Bj</>k)- ¿(8k</>j ,8k</>j) = 

j,k j,k j,k 

ISj<kSn j,k 
Reemplazando todo esto en la expresión para Lj,k=I (8j8k/3.</>j , <l>k): 

.n 

z: cajak/3-</>j , <l>k) � 110<1>11� + 11a.<1>11�.
j,k=l 

Finalmente consideremos la forma de Levi distribucional para {3: < J:,{3(z)</>;, <l>k >. Tomemos 
el menor valor propio b(z) de la forma de Levi (vista como una forma cuadrática en el vector 
formado por las componentes </>j. Entonces, de la diagonalización para las formas cuadráticas se 
tiene que: 

< J:,{3(z)</>;,<l>k >2'. bl</>12 , 
reemplazando esta expresión en la del producto escalar en el espacio L� se tiene que: 

En las aplicaciones la desigualdad tiene sentido al considerar b > O , lo cual implica que todos los 
valores propios de la forma cuadrática son positivos, lo cual a su vez considerando la diagonali
zación de una forma cuadrática significa que dicha forma es positiva, lo cual implica que /3(z) 
es pluri-subarmónica en n. Enunciemos todo esto en forma de un teorema: 
Teorema 104 Sea la función f3(z) en n estrictamente pluri-subarmónica. Tomando b el menor 
valor propio de la forma de Levi de f3 y teniendo en cuenta que ó = Ó13 se tiene la siguiente 
desigualdad: 

Para </>j funciones test en n.

El segundo sumando del lado derecho causa algunas dificultades técnicas (véase [56]) para ten
er un análogo al caso unidimensional. Finalmente llegamos a la desigualdad fundamental que 
requeríamos: 

(</>, v) � llvll/3+Iogblló</>lla, 
lo cual nos conduce a1 Teorema de Existencia de Hormander. 
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Teorema 105 Sean e Ck pseudoconvexo, b(z) E PSA(f2), v una forma (O, 1) en L2(f2, e-13b-1)
tal que a,..v = 0 (distribucionalmente). Entonces existe u E L2 {n,e-13) tal que au =v en sentido
débil y si satisface la condición de crecimiento 

Además si v E CP(A(O,l)T*f2) (1 � p � oo) la solución u puede ser ajustada a una solución 
clásica de tipo CP. 

Algunos corolarios inmediatos del Teorema de Existencia de Hormander son expuestos en [55] .[56], 
veamos algunos de ellos aquí. 
Corolario 39 Sean (pseudoconvexo) entonces la ecuación au = v es globalmente CP-soluble 
para cualquier forma V E CP(A(O,l )T*f2) tal que a.v = o.

Además puesto que un dominio en el cual el problema de Cousin I sea soluble es un dominio de 
holomorfía y siendo dicha solución alcanzable a través de la respuesta positiva de la solubilidad 
de la a-ecuación (véase [119]) se tiene entonces que: 
Corolario 40 Todo dominio pseudoconvexo es un a-dominio y por tanto un dominio Cousin
I, esto es, un dominio de holomorfía. 

Con el fin de eliminar la presencia de b lo cual incluye derivadas de la función de peso /3 es posible 
dar una segunda versión del teorema de Hormander que incluye esimaciones de crecimiento. 
Teorema 106 (Segunda versión del Teorema de ezistencia de Horrnander con condi

ción de crecirniento)Sea el dominio pseudo-convexo O e Ck y sea además v una (O, 1) forma
de clase CP(O), 1 � p � 00 that que a.v = o. Tomemos /3 E PSA(f2) tal que V E L� y T > o.

En estas condiciones se tiene que la ecuación Bu = v tiene una solución u de clase CP(f2) la
cual satisface la siguiente condición de crecimiento: 

Para la prueba de este teorema es necesario sustituir /3 por la función pluri-subarmónica /3 +
r log(l + lzl2) donde r > O. 
Una aplicación al problema sobre la integrabilidad de e-13 donde /3 es plurisubarmónica conduce a 
las siguiente proposiciones de utilidad en la demostración del Teorema de Siu (véase Sub-sección 
3.2.2 en particular el Lema 9) y en el estudio de sub-niveles de funciones plurisubarmónicas 
(Teorema de Kiselman-Skoda, véase la Sub-sección [2.6.3]). 
Teorema 107 Sea una función /3 E PSA(f2), donde n e Ck es pseudoconvexo. Sea además
e-13 E L1(B(zo, r) n f2); entonces, se puede encontmr pam todo r > O una función f E 1t(f2) tal
que f(zo) = 1 y

k lf(z)l2e-13<z>(1 + lz - zo1 2r·n-r d-X(z)

� [2 + (1 + r2

)
2(k + 1)2a- 1r-2k-2] f e-JJ(z)d,X(z).}Bnf2 
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En la segunda versión del Teorema de Hormander es necesario sustituir {3 por f3 + 2k log lzl, donde k es la dimensión del espacio y además es necesario construir para cada T una solución 
de la ecuación Bu= v (para los detalles véase [[55)]). 
El siguiente ejemplo es el ingrediente que necesitamos para establecer condiciones de integración 
para e-u, siendo u pluri-subarmónica. 
Ejemplo 45 La cuestión sobre la integrabilidad de e-u donde u E PSA(n) es un problema 
importante para el análisis. Sea n = {z/lzl < 1} y u E PSA(n) tal que u(z) < 1 y u(O) = O. 
Probemos que existe C > O tal que 

{ e-u(z)d.X(z) � C. Jlzl<l/2 
Primero probemos esto para u E SA(n) (n e C). En efecto, de la fórmula de representación 
de los hermanos Riesz para una función sub-armónica (véase [55]) aplicada a u(z) - 1 z En se tiene: 

1 1 z ( 1 1
2

1T 1 lzl2 

21r [u(z) - 1] log - dµ(() + I - iOl2da(0), 1(1<1 1 - z( o z - e 
donde dµ =�u> O y da es la medida de superficie. 

1 1 1
2

1T 1 - lzl2 Para z = O log -1 Idµ(() + 
I iB l2 

da( 0) = 21r De aquí tenemos las siguientes acota-1(1<1 ( o z - e dones: 
1 ¡2

1T 1 - lzl2 - 1 ·012 lda(0)1 � 3,21r O z - e� 
y además tomando R: RE (1/2, e- 112) donde Res tal que: 

lzl < 1/2,

m = { dµ(()/21r � -1 lR < 2;jl(l<R og 

y por la otra acotación: f log I z - ( 1 dµ( () < C jl(l<R 1 - z( para lzl < 1/2 (C es una constante). Usando la desigualdad entre medias aritmética y geométrica (lzl < 1/2) se tiene: 
exp [ � Jl(l<R log \ t�f( \ dµ( ()] � Jl(l<R \ l;_z� 1= 

dµ( () /21rm 
� C Íi<l<Rlog lz - (1-= dµ((). 

La última integral es acotada pues lo es la medida y además lz - (1-= es integrable ya que
m < 2. Esto prueba la integrabilidad de eu(z) . 
Para k > 1, introduciendo las coordenadas polares: 

r eu(z)d.X(z) = 2.. r ds(() r lwl2k-2e-u(w-r)d.X(w), 
Jlzl<l/2 21r }l(l=l Ílwl<l/2 

y por tanto el caso k > 1 se reduce al ya analizado para k = 1. 
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Ejemplo 46 A continuación probemos el lema 9 de la Sul:rsección 3.2.2 con ayuda del aparato 
expuesto hasta aquí. Tomemos un punto zo tal que /3(zo) > -oo entonces podemos encontrar 
un entorno de zo tal que /3{z) - /3(.zo) < l. Usando ahora los resultados del ejemplo anterior se 
tiene que e-f3 es integrable en un entorno de zo. De este modo, el conjunto de puntos zo es denso 
en n. Llamemos a este conjunto de puntos G. Con esto hemos demostrad.o la primera parte del 
teorema. Fijemos ahora r y tomemos z (/; G. Puesto que e-/3 no es integrable en un entrono de z 
se tiene que la desigualdad sólo puede cumplirse si z es un cero de la función analítica f. Pero, 
puesto que el segundo miembro en la misma desigualdad es infinito se tiene entonces que: 

fo I f(z) 12 e-u(z>(l+ 1 z 1 2)-n-ad..X(z) < +oo.

Es evidente que todos los puntos del complemento de G serán ceros comunes de todas las 
funciones holomorfas que cumplan esta desigualdad. 

B.2. Teorema de extensión L2 de Osawa-Takegoshi y aproxi

mación de funciones PSA según Demailly 

Usando las técnicas de Hormander y Kohn para el 'a-problema se obtiene un teorema de extensión 
de múltiples aplicaciones en el análisis. Aquí daremos la versión más sencilla de este teorema. 

Teorema 108 (Ohsawa-Takegoshi)Sea el dominio pseudo-convexo ne Ck , la función pluri
subarmónica u E PSA(f2) y sea además la hipersuperficie definida por una función holomorfa
h : V = {h = O} tal que oh-=/= O en V y lhl :S 1 en n.En estas condiciones, dada una función
holomorfa f en V, existe una extensión de f a todo n tal que Flv = f y además se cumple la 
desigualdad: 

fo IFl2e-ud..x :S C i lfl2e-u /l8hl2d..X,

donde Ces una constante universal. 

El siguiente resultado es necesario para completar el argumento de la demostración para el 
teorema 75. La idea del proceso de aproximación en un espacio de Hilbert pertenece a Demailly 
y está fundamentad.o en el teorema de Ohsawa-Takegoshi (Para las demostraciones véase [16, 
17, 90]). 

Teorema 109 ( Aprozi:mación de Dem.ailly) Sea <p una función plurisubarmónica sobre un
conjunto abierto pseudoconvexo acotado n e en para m > O definamos el espacio de Hilbert de
funciones holomorfas f sobre n tal que: 

y sea </Jm = 2!n log ¿�
1 

ja,12 donde {az} es una base ortonormal de 1ln(mc.p). Entonces existen
constantes c1 , c2 > O que no dependen de m tal que:

C¡ 1 C2 · 
) " l 

a) <p(z)- - :S <pm(z) :S sup <p(() +- log � para todo z E f2 y r < d(z, 80. . En particu ar
m 1(-zl<r 

m r 

'Pm ---+ <p puntualmente y en la topología Líoc sobre O cuando m .- +oo 
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b) Se verifica la siguiente relación para el número de Lelong:

n 
v(cp,z)- - ::; v(cpm,z)::; v(cp,z), 

m 

para todo z E 0. 
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