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SUMARIO

Este trabajo presenta la eficiencia de varios estimadores sesgsdos,
para un modelo de regresion lineal Maltiple, cuando existe el problema de
multicolinealidad. Tsmbién se hace una revisién de los aspectos que
involucra un problema de multicolinealidad (origen, causas, m@ todos para
la deteccién y solucién del problemna).

Los resultados de 1la simulacidn aplicada, revela que los
procedimientos sesgados, tienen una mejor eficiencia en cuanto al error

cuadratico medio y varianza, respecto al estimador tradicional de mi nimos

cuadrados ordinarios



INTRODUCCION

El tema de interés de la tesis es: " EFICIENCIA DE LOS ESTIMADORES
SESGADOS EN REGRESION, EN PRESENCIA DE MULTICOLINEALIDAD Lo que se
intenta aqui es, cuando se presenta el fenSmeno de MULTICOLINEALIDAD o
dependencia lineal de las variables regresoras en un modelo de regresién
lineal mUltiple, los coeficientes de estas variables, se pueden estimar a
través de distintos tipos de estimadores sesgados. y 1luego 8se optimiza
cwal de estos estimadores es el mas eficiente.

Las interrogantes que se plantean (de los tantos que existen) en esta

investigacién son:

= Kl estimador insesgado usual de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO),
estima bien 1los coeficientes del modelo de regresi®n 1lineal, en
presencia de multicolinealidad?.

= Cuales son los origenes, consecuencias y técnicas para la deteccién de
multicolinealidad, en el modelo de regresién lineal

- Los estimadores sesgados, son mas eficientes que el estimador de MCO, en
presencia de multicolinealidad en el modelo de regresi®én lineal?. Y
entre estos cual es el mAs eficiente y que propiedades tienen?.

= Es posible desarrollar una estructura general para todos los estimadores
presentados y ademas, estos estimadores sesgados, ayudan a un mejor
prénostico de la variable dependiente en el modelo de regresidn 1lineal
en presencia de multicolinealidad?.

El fendmeno de multicolinealidad es un problema de tipo muestral y como



tal, el presente trabajo de tesis, intenta responder las interrogantes
planteadas arriba, lo que permitira un mejor andlisis y prénostico de un
conjunto de datos de interées. Pues, los resultados y conclusiones que se
obtengan en presencia de este fendmeno en un modelo de regresién lineal,
seran equivocadas y la aplicacién de ellos, genera incertidumbre. Por
consiguiente lo que se intenta es:

- Presentar la naturaleza, consecuencias y tecnicas de deteccién de
multicolinealidad en el andlisis de datos en un modelo de Regresién
Lineal Miltiple general.

- Presentar una variedad de estimadores sesgados, con sus propiedades
correspondientes, alternativos al estimador insesgado de MCO, con el
objeto de ver la eficiencia de ellos respecto al estimador usual de MCO,
en presencia del fer®meno de multicolinealidad.

- Conocer la existencia o no, del estimador sesgado mas eficiente entre
los estimadores presentados, en presencia de multicolinealidad. asi como
también uniformizar en una s8ola estructura general a todos los
estimadores presentados.

- Presentar una aplicacién del proyecto de tesis "KEficiencia de 1los
estimadores sesgados en regresién, en presencia de multicolinealidad”, a
través de los datos obtenidos por simulacidén.

Por consiguiente, este trabajo de tesis es trascendente, desde el punto de

vista de 1las estimaciones y prénosticos futuros con presencia de

multicolinealidad.

En la literatura estadi stica no existen trabajos en forma amplia que

detallen, a la vez, los origenes, consecuencias y m®todos para detectar el

fenSmeno de multicolinealidad. El aporte de este trabajo es por lo tanto,

la presentaci®n de una variedad de estimadores sesgados alternativos al



MCO, indicando entre ellos, cual es el mas eficiente, el mismo que sera de
mucha utilidad en 1las aplicaciones del modelo de regresién lineal
maltiple.

Las fuentes de informacién que sirvié de apoyo para desarrollar la tesis
fuer6én, al nivel secundario, de textos y revistas cientificas de
estadl stica y al nivel primario de un disefio muestral, el cual sirve para
hacer la simulacién del problema de interés. Este trabajo es de caracter
cienti fico y aplicativo, por lo tanto se intenta en ello discutir,
comparar, evaluar y resumir, la eficiencia de los estimadores sesgados, en
presencia de multicolinealidad en el modelo de regresién lineal maltiple,
siendo ademés la variable estudiada de tipo cuantitativo continuo.

La organizacién de la presente tesis es como s8igue, el capitulo I,
presenta una revisi®n de literatura respecto a la estructura general del
modelo de regresién lineal maltiple, supuestos clasicos de este, y el
estimador de MCO. el Capi tulo II busca explicar 1la naturaleza de 1la
multicolinealidad, se examinan sus consecuencias y sugieren m&todos para
detectarla; el Capi tulo III, presenta comparaci®nes de los metodos de
estimacién sesgada, alternativos al MCO, de los coeficientes verdaderos
del modelo (1.3), cuando existe multicolinealidad; también incluye
propiedades importantes de cada uno de ellos y una formulaci®n general de
la estructura de todos los estimadores investigados. El Capt tulo IV, es
dedicado a la comparacién, de la eficiencia de los estimadores sesgados a
través de un estudio de aplicacién. La aplicacién es realizada a traves de
una simulacién, la cual es disefiada en este trabajo y llevada a cabo con
la ayuda de un PROGRAMA preparado en TURBO PASCAL Versién 7.9. La
simulacién disefiada considerd® las condiciones siguientes:

i) La orientaci®én de {3 con wn subconjunto de vectores latentes



(autovectores) de X'X (matriz de correlacién para datos
multicolineales).
ii) La magnitud de 3 relativo a o ( o° varianza del error "el“ )
iii) La fuerza o potencia de multicolinealidad.
El Capi tulo V, trata de las conclusiones y recomendaciones finales del
trabajo de tesis, luego en la parte final s8e incluye 1las referencias
bibliograficas y apendice respectivamente. Se espera que esta tesis sea
una contribucién importante en el estudio de 1los modelos de regresi®n
lineal, ya que el proposito es resumir, discutir, comparar y evaluar la
eficiencia de los estimadores sesgados con respecto al estimador clasico

de MCO, cuando existe multicolinealidad.



CAPITULO I

PRELIMINARES

En este capi tulo se presentan el modelo de regresi®n lineal miltiple,
los supuestos clasicos y la estimaci®n de los coeficientes verdaderos por

el m®todo de mi nimos cuadrados ordinarios (MCO).

1.1 ESTRUCTURA DEL MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE

Definicion 1. -

El modelo general de regresién lineal miltiple es definido per

i=1,2, ... ,n
6 en notacién matricial
Y=+ XA v e (1.1)

Dende

Y Es un vector columna n<1 de la variable dependiente &

variable respuesta.

B: : Parametro verdadero de intercepto.

1 : Vector columna nx1 de unos.

x" :Matriz n<p de variables independientes & constantes, conocidas

también como variables predictoras, regresoras & variables

explicatorias, y es de rango completo p = n.



3 : Vector columna px1 de parametros verdaderos del modelo.

e Vector nx1 de perturbaciones & error no observables.

n Namero total de observaciones (tamafio muestral).

p Nimero total de variables regresoras.
Es bastante dificil comparar directamente los coeficientes del modelo de
regresién; pues las magnitudes de los parametros verdaderos /?? reflejan
las unidades de medida de las variables regresoras Xj. Por esta raz®n, es
conveniente trabajar con las variables regresoras y variable respuesta en
la misma escala, para que produzcan dimensiones menores de los
coeficientes del modelo de regresién. Ksto se hace estandarizando el

modelo (1.1).

definicion 2. -

Sean;
¢ pe. ]

¥ = Xi % St 2, g
v q S [ T R,

b

y (1.2)
. T -7
Yi = ——— i i=d,, 2, cu. 0
Donde :
B n % o 1/2
- ?52 i llamado suma de la variacién de 1las

desviaciones al cuadrado de la variable
respuesta o Suma de cuadrados totales
(SCT).

X.., J =1,2, ... P



Luego, el modelo de regresién 1lineal multiple (1.1) en su forma

estandarizada s5lo en las variables X*'s es:

Yl:ﬁx +3X_ +03X_ +...+033X +e

1 1 212 3 3 p wp 1
6 en notacién matricial

Y =X g + e (1.3)

nx4i nxp pxt nx1

Este modelo, es 1llamado "Modelo de Regresién Lineal maltiple
estandarizado”, donde :

Ee) =0 y E(ee') = oI

nxXn

X‘jl:0 Yy X’J.Xj=1,Vj=1,2,...,p
y ademAs

X = (Xl, ,XP) y 1 =901, ... ,1)

De agqui en adelante se usa el modelo (1.3), para evitar los efectos de 1la

escala de medicién.

Definicit;n 3. -

En el modelo (1.3), la matriz X‘'X de dimencién pxp es definida como

"MATRIZ DE CORRELACION SIMPLE DE LAS VARIABLES REGRESORAS", es decir

1 iz Tas LTS
Pi2 1 La Foa
XX = | Faa Taa 1 Tap (1.4)

X, 5 r
ip 2p 3p

X'Y de dimenci®n px1, es la relacién simple entre las variables regresoras

XJ vy la variable respuesta Y



r
1y

2y
X'y

1.2 SUPUESTOS DEL MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE

Definicion 4. -

Para que el modelo (1.3), sea utilizado en problemas de la inferencia
estadi stica, es necesario que cumplan con los supuestos sigduientes, los

cuales se detallan a continuscidn.

Supuesto 1
Ke/¥)=0 o (1.5

La violaci®n de este supuesto, puede llevar a prordsticos o resultados may

eng&hiosos, afecta al intercepto de la redresién.

Supuesto 2

Kefts-,):{(a i#:': & (1.6)

Donde I:matriz identidad (nxn)

Significa, que las perturbaciones e Vv ej no estan correlacionadas cuando
i # j, es decir indica la no existencia de “correlacion serial &
autocorrelacion'. Cuando i = j significa, que la varisnza de los € para
cada 1, es un namero positivo constante igual a 02, a esta caracteri stica

se le llama ‘“Homoscedasticidad' , "igual dispersién” ¢ "ignal varianza'.



Supuesto 3

Cov( e.X )=0 &6 X (1.7)
Significa que 8i, en algin momento las variables explicatorias son
estocasticas, estas no estdn correlacionadas con las perturbaciones. Pero,
en general se asume que las variables explicativas no son estocasticas vy

la matriz X se denomina “Matriz de observacion® .

Supuesto 4
No existe relaci®n lineal exacta entre las variables "X“8", es decir, su
significado equivalente es " NO EXISTE MULTICOLINEALIDAD " & X es una

matriz de rango completo e igual a p.

Supuesto S5

Los e“8 (errores o perturbaciones) estiAn normalmente distribuidos con

media y varianza:

E(e )=O (1.8)
E( ee’ ) = 021
Es decir, e ~ N O, 21 D,
donde { O: vector columna nx1
I: matriz identidad nxn

l1lamado supuesto de normalidad, este supuesto no es necesario, s8i nuestro
objetivo es 8®lo la estimacién. Pero no asi 81 8e pretende realizar

pruebas de hipdtesis y prediccién

Definicién 5. -

El medelo de regresién 1lineal multiple estandarizado (1.3), que

satisface todos los sumuestos sefialados arriba, se le conoce como '‘Modelo
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de regresiénlineal normal clasico". A partir de ahora lo mencionaremos en

forma simplificada como ‘“Modelo de regresién lineal'.

1.3 ESTIMACION CLASICA DEL VECTOR DE COEFICIENTES DEL MODELO DE

REGRESION LINEAL

La estimacién del vector de coeficientes en el modelo (1.3), dque

satisface laDefinicién 4 en1.2, es realizada mediante el & todo clasico

de ""Mi nimos cuadr ados ordinarios CMCO) ", "ﬁuco" , representara el estimador

de MCO de 3, el cual es calculado por :

(1.9)
Este estimador, goza de las propiedades siguientes
a) EBLeoe) =F°
R S
VPyuco) =« 4y T, : (1.10)
Donde 7\)., j=1,2,.., p, 8on los autovalores de X’ X
T, =1, 2,.., p,son los autovectores de X' X

i
b) Es el mejor estimador lineal insesgado con varianza mi nima (MELI).

c) Minimiza, la suma cuadrado de los residuales de la regresién.

OBSERVACION: Por convencién, en este trabajo, se denota el estimador de

ni nimos cuadrados ordinarios (MCO) como

(1.11)



CAPITULO II

MULTICOLINEALIDAD

2.1 INTRODUCCION

El modelo de regresién lineal normal clasico (1.3), cumpliendo 1los

supuestos mencionados en la definicién 4, en la secci®én 1.2, es utilizado

para inferencias, y prénosticos, pero cuando fallan algunos de estos
supuestos, la estimaci®n de los coeficientes del modelo de regresién
lineal via MCO ya no son tan confiables. Por tanto el objetivo del

presente trabajo fue la investigaci®dn, cuando falla la Definicién 4 en el

Supuesto 4, es decir cuando las variables "X"s8” s8son multicolineales &

cuando
| XX | x 0 (2.1)

En este capi tulo, se presenta 1los posibles origenes del fendmeno de
multicolinealidad, que es un problema netamente muestral, luego las
diferentes consecuencias que genera, y terminar describiendo tipos de
metodos de deteccidn del problema e indicando cuales son los mas

efectivos.

2.2 COLINEALIDAD Y MULTICOLINEALIDAD
2.2.1 DEFINICION

En t*rminos estrictos, la colinealidad se refiere a una sola relaci®n
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lineal entre algunas de 1las variables explicatorias de un modelo de
regresién lineal, mientras que, multicolinealidad identifica la existencia
de mds de una relacién lineal exacta entre algunas de 1las variables
explicatorias de un modelo de regresién. En la practica, no existe 1la
distincién entre colinealidad y multicolinealidad; s51lo mencionaremos el
término multicolinealidad para referirnos a ambos casos. Si no existe
relacién lineal entre las regresoras, ellas son llamadas ortogonales.

Desafortunadamente en problemas reales, las variables regresoras no 8son
ortogonales, y mAs aun, pueden llegar a ser casi linealmente dependientes,

por tanto, el estimador de "MCO" sera influenciado.

2. 2. 2 ORIGEN
Sea el modelo (1.3), luego, de manera formal se define el fenSmeno de
multicolinealidad en términos de la dependencia lineal de las columnas de

la matriz X de dimensi®n nxp como sigue. Los vectores columnas de esta

matriz Xi, e Xp son linealmentes dependientes si existe un conjunto de
constantes ti, eees tp, no todos igual a cero, tal que :

- tf% =] (2.2)

151

5 (2.2) se cumple, entonces el rango de (X’ X) es menor que "p’, por lo
tanto ()(')()-1 no existe y se dice que hay una dependencia lineal en "X‘ X",
luego, se concluye que hay mal condicionamiento en esta matriz, es decir
existe multicolinealidad en la matriz de datos.

Se detectan cuatro origenes primarios de multicolinealidad

1) Método empleado para la coleccién de los datos.

2) Comprimiendo el modelo de la poblaci®n.

3) Especificaci®on del modelo.
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4) Modelo Sobre-definido.
Es interesante distinguir estos origenes, para diagnosticar mejor el
problema de multicolinealidad.

1) Método empleado para la coleccién de los datos. -

El método de colecci®dn de datos, conduce a multicolinealidad, cuando el
ana lisis muestral solamente es realizada s©lo a un subespacio de la regién
de las regresoras definidas en (1.3), Luego el efecto de multicolinealidad
causada por las técnicas muestrales no es inherente en el modelo o en 1la
poblacién a ser muestreada, por lo tanto no hay forma para prevenirlo.

2) Comprimiendo el modelo de la poblacidn. -

Comprimiendo el modelo 510 a variables que de antemano se ve que estan
relacionadas, entonces la multicolinealidad esta presente, por ejemplo, si
se quiere averiguar el consumo de energia (Y) segin el ingreso familiar
(Xz) y el tamafio de hogar (X,) vemos que )(1 y X, estdn relacionados
positivamente, a maAs ingreso tendran un hogar mds grande y viceversa.

3) Especificacién del modelo. -

Al momento de especificar el modelo, es posible encontrar que dos o mas
variables seAn linealmente dependientes, entonces el fenSmeno de
multicolinealidad esta presente y se sugiere trabajar con un subconjunto
de regresoras desde el punto de vista multicolinealidad.

4) Modelo sobre-definido. -

Es cuando existen mas variables regresoras que observaciones disponibles,
lo usual es eliminar las variables de menor importancia. Mason, Gunst y
Webster [ 1975] dan tres recomendaciones para eliminar el efecto de
malticolinealidad :

a) Redefinir el modelo sobre un pequefio subconjunto de las variables

regresoras.
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b) Desarrollar estudios preliminares sobre la base de un subconjunto de
regresores originales.
c) Usar el m®todo de componentes principales para decidir que regresor va

a ser removido desde el modelo.

2.2.3 CONSECUENCIA DE LA MULTICOLINEALIDAD

La multicolinealidad, trae efectos serios sobre 1los coeficientes
estimados por "MCO” en un modelo de regresién lineal. Demostraremos
algunos de estos efectos.

1) Supdngase, que hay dos variables regresoras X1 vy Xz, asunir que el
modelo es estandarizado, entonces se tiene
Y :ﬁi)(1 +f31X2 + e

La ecuaci®én normal de mi nimos cuadrados es :

oUX)B3 = XY
en forma matricial
QR
. 2X2 ﬁ2 2X1 rzy 2X1
donde, r., €8 la correlacién simple entre X1 y Xz; vy r;y, réy es la

relacién simple entre las variables regresoras con ¥ respectivamente.

[uego, la matriz inversa de X' X es :

Al T T2
2
C=oexyt = (1-r,) (2.3)
1
2 2
| @y e

por tanto la estimaci®n del coeficiente (3 del modelo de regresidn

(1.3), es:
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3
- = - 3
1 122 riy
N (1 - nz)
1
Y,
L J 2X2 L 4 2%1
= r!.y ; r‘12P2y
£ (1-1r)
—_ = = iz (2.4)
" Yy T Tl
ﬁz 2
(1 =)
L y L d2x1
por otro lado :
-EBIIR - EB)] }
y escribiendo esta expresi®n explicitamente para “p" variables
regresoras
..... Cov(ﬁ‘lﬁ‘ )
Var-CoWl( D> =} e
L, fem Var(f3 )
Var-Cow(® = o2(X*X)™* = o°C (2.4.0)
4s Cap rec- o
- 02 CE: C22 """ 2p
BL, & c
| P P2l gene - o PRl

2 . .
donde, o es la varianza homocedastica de e .

Para el caso que estamos demostrando se tendra
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1 -P1z

Var-Cov( 3 ) = o° 1-r,)

81 existe multicolinealidad entre )(1 y Xz, entonces la correlacién
simple r, €8 grande, es decir

-— 2 -
|r12| — 1 entonces V(ﬁj) = ot — @, J=1,2

y Cov(ﬁ1 ,Bz) = 02012 —s + @ dependiendo de si r, — + 1 &

Por lo tanto, una multicolinealidad fuerte implica, que la varianza y
covarianza del estimador de MCO sea grande. Efecto similar se producira
cuando se tiene mads de dos variables regresoras. Otra forma de
visualizar lo anterior es, demostrando que los elementos diagonales de

la matriz (X' X)* son

. 1 ,i=1, ....p Y (2.5

BT %)

Donde, Rj es el coeficiente de determinacion de la regresién entre 1la
variable Xj y el resto de las (p-1) variables regresoras.

51 el efecto de multicolinealidad es fuerte entre 1la variable )(j y
cualquier subconjunto de (p - 1) variables regresoras, entonces Rj —
1, por lo tanto: Var(ﬁj) — o y generalmente Cov(f?.‘fij) es grande si
las variables explicatorias )(L vy X. estAn implicadas en
malticolinealidad, para i=J.

Otro efecto de multicolinealidad, es que tiende a producir un estimador

Se demuestra en A, apendice I, que C. = , } = 1,2,..,p
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de mi nimos cuadrados f?j grande en valor absoluto, en efecto, considerar

la distancia al cuadrado del vector 3 a /3
=@-mMG-Mm (2.6)

Aplicando la esperanza a (2.6)

E(L’) = KB -8B -5

_ ~ _ " B T R2
= B3, -3) -S E(/?j E(ﬁ‘j))

j:i J=1
= SwéQ
i1
E(I%) = o*TrCX XY~ * (2.7)
luego E(L%) = 025 (1/?\J.) z (2.8)
i

Donde >\j > © , son los autovalores de X‘'X , j:1,2,...,p. Luego, si al
menos uno de los 7\1. es pequefio, la distancia del estimador /3 al wvalor
verdadero 3 puede ser grande. Ademds si se desarrolla

B(LF) = BB - BY (B - 1)
BB B -233 +373)
BB ) - B3

E(LZ)

y por (2.7)

por consiguiente

ER' B =48 + o Te(X' X (2.9)

2

Se demuestira en B, apendice I, que la traza de la matriz

Tr (X' X)™ =J§1 1/ X))



18

grande en valor absoluto.

3) En virtud del punto 1), para casos con alta multicolinealidad, las
cifras muestrales pueden ser compatibles con un conjunto de diversas
hipStesis, por lo que la probabilidad de aceptar una hipStesis falsa
aumenta.

4) Las estimaciones por "MCO" de los coeficientes de 1la regresién, son
pobres cuando hay multicolinealidad, pero no necesariamente el modelo
ajustado es un predictor pobre. Generalmente el modelo produce
predicciones satisfactorias, esto ocurre por que las combinaciones

lineales de

§ .
L i
J_

1
pueden ser estimada bastante bien, ain cuando los pardametros ﬁj son
estimados pobremente.
Como se aprecia, el fendSmeno de multicolinealidad, tiene efectos negativos
en la estimacién correcta de los coeficientes del modelo de regresion

lineal.

2.2.4 METODOS PARA DETECTAR LA MULTICOLINEALIDAD

Se proponen varios m®todos para la deteccién de multicolinealidad,
con el objeto de proveer informacién, para determinar, qu®# regresoras
estan implicadas en multicolinealidad.
1> EXAMINACION DE LA MATRIZ DE CORRELACION: X'X
La matriz de correlacién del modelo (1.3) es X’ X, luego, una medida para
la inspeccién de multicolinealidad, es analizar los elementos rtj fuera de
la diagonal principal de esta matriz:

a) Si las regresoras Xi y Xj son casi 1linealmente dependientes entonces

|r“| —= 1 , donde r, es la correlacion simple entre X vy xV i,§ =



19

1, 2, ... ,p, 1#J

b) Desafortunadamente, cuando estAn involucrados mas de dos variables
regresoras en la dependencia lineal, no existe una medida para ver que
parejas r,; sea grande.

Generalmente la inspeccién de los ru, no es suficiente, para detectar

malticolinealidad en parejas mucho mAs complejas.

2) EXAMINACION DE LOS FACTORES DE INFLACION DE LA VARI ANZA

la matriz varianza-covarianza de /3 es

- 2 -1 2
- = X' X =
Var-Cov(3 ) =o' ( )PXP o Cpx‘:>

ademAs, los elementos diagonales de cpxp son

C.. _—
luego, 81 la variable Xj es casl linealmente dependiente con algin
conjunto de variables regresoras entonces E: — 1, por tanto cJJ es
grande. Podemos ver que gﬁ es el factor por el cual la varianza de ﬁj es
creciente, pues Var(ﬁj) = ozcn, =1, 2, ...,p. Marquardt (1979) ha

llamado a ch como el factor de inflacidén de varianza (FIVJ,) , €8 decir
Var(s,) = ozFIVj )= 12....p. (2.10)

Un FIV, mide para cada término en el modelo, los efectos combinados de 1la

dependencia entre las variables regresoras sobre la varianza del t#rmino.

Por tanto la examinacion de los FIV se evalua como sigue:

a) Uno o mas FIV altos indica multicolinealidad.

b) Si cualquiera de los FIV's excede a & & 10 se da la informaci®n de que
el coeficiente de regresi®n asociado, es pobremente estimado por 1la
existencia de multicolinealidad.

c) Sabemos que el intervalo confidencial para el coeficiente de regresidn



20

verdadero es :

3. - ta De(3.) = 3. = BJ_ + ta De(3.)
! =,n-p-1 ! ! =,n-p-1 !
2 2
Donde De = desviaci®én estandar = O‘ﬁ , 1 =1, 2 P
J

nivel de significancia

Luego, la longitud de este intervalo es

L = 2De(3.)t
3 i ;,n—p—l

vy la longitud del intervalo correspondiente en un disefio totalmente
ortogonal en el cual

-1 =1, (puesf).‘@)

C..
RR) (1 - fl)
es

entonces
— . \172 1/2
by ox =0 =PIV

Esto indica que el intervalo confidencial LJ es mas grande, a causa del
efecto de multicolinealidad.
3> EL ANALISIS DEL AUTOSISTEMA DE X'‘X
Este andlisis, se fundamenta en las observaciones que se hacen a los
autovalores de X' X, los cuales son usados para medir la extensidn de
multicolinealidad.

Definimos EL NUMERO DE CONDICION de X‘X asf :

max

¥ =

min
donde X v . son los autovalores maximo y minimo de XX
max min

respectivamente. El m®todo del andlisis del autosistema sigue el siguiente
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algoritmo:
a) Se encuentran los autovalores de la matriz XX (matriz de correlaci®n)
)\1, )\2, cees kp
b) Se elige el madximo y mf nimo de los autovalores y se evalda ¥
c) - Si ¥ < 100 no existe multicolinealidad.
- 51 100 < ¥ = 1000 implica multicolinealidad moderada.
- 51 ¥ > 1000 indica multicolinealidad muy severa.
Este m®todo ayuda a encontrar 1a naturaleza de 1a dependencia lineal mas
cercana en los datos. S5i existe una o mas dependencias lineales en los
datos, entonces las raices caracteri sticas son pequefias; o tambi®n si uno
o mas autovalores son pequefios implica que existe dependencia 1lineal

cercana entre las columnas de X. Esto se ve descomponiendo la matriz de

correlacidén X’ X de la forma siguiente:
XX =TA T

donde, A es una matriz diagonal pxp cuyos elementos diagonales son 1los
autovalores Xj, J=1, ..., pde XX, T es la matriz ortogonal pxp cuyas
columnas son los autovectores de X’ X. [uwego 8i T = (T‘, Tz, ,Tp) y lj
es cercano a cero los elementos del autovector T_,' asociado a este
autovalor describe la naturaleza de esta dependencia lineal.
Especificamente, los elementos del vector TJ son los coeficientes ti, tz,

“s tp en (2.2), es decir de

St.x. = 0.
iy 1

4) EL ANALISIS DE DESCOMPOSICION DE VYALORES SINGULARES DE X,

Este m®todo, fue propuesto por Belsley, Kuh y Welsch [ 1980] , para llevarse

a efecto, la matriz de datos anp es descompuesta del siguiente modo:
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X=-uDT'

U es de orden (nxp), cuyas columnas son los autovectores asociados a 1los
"p" autovalores diferentes de cero de la matriz (XX} _; T de orden pxp
(matriz ortogonal ya dada anteriormente), D de orden pxp (matriz diagonal)
con elementos no negativos uJ, i = 1,...,p. Los “, son llamados los

“valores singulares de X " y X = U D T’ sge llama "la descomposicién de

valores singulares de X", ademAs

Vu=I, T'T=I XX=(UDT')MUDT)=TD?T

Yy COomoO 8€ CcOonoce que

D == A
luego:
2 A
H,, 0 1 X, 0]
“z - )
. > .
2 A
0] & 0 3
D:'XP pxp
es decir
2
= A i =
H; ;09 1, 2, » P

Este m®todo, mide el mal condicionamiento de X a traves del tamafio de los
valores singulares. Para cada dependencia 1lineal cercana hay un valor
singular pequefio, luego Belsley, kuh, Welsch [ 1980] , definen "EL INDICE DE

CONDICION" de la matriz X como :

donde, o= Valor singular maAximo de X.



23

Por lo tanto, valores grandes de . estdn asociados al mal
condicionamiento de X. Notece, que se esta trabajando directamente con 1la
matriz de datos X, con la cual es nuestro interés. Una ventaja de este
metodo, es que, el algoritmo para generar la descomposici®tn de los valores
singulares es numericamente mas estable que el metodo de ANALISIS DEL
AUTOSISTEMA. En la préctica, esta no es una indicaci®n tan severa, pues,
puede elegirse cualquiera de los m@todos de acuerdo al problema que se
afronta.

Otra indicaci®n, que debe tener en cuenta como una medida de
multicolinealidad para este m®todo, es anAlizar 1las ‘'Proporciones de
descomposici®dn de la varianza (Hij)" definidas por Belsley, Kuh, Welsch

COomo:

2

tji/f-l.z

n = —2<_—> _ij=1, ..., p (2.11)
‘-J FIV > bl 3 ’

Esta definici®n se ve, anAlizando la matriz de Var-Cov(f3):

- 1r 2 - -

11 421 I tlp 1/N1 t.li t’iz 2R tip

12 O
2 21 22 gada 2 21 22

= o 2p T 2p

) N e

i tpi tp2 tpp 13 Y 1/~p jl tpi tx=~2 tpp
Pues D2 = A
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--------------------------------------------------

“PxXp

Cada elemento diagonal de esta matriz, multiplicada per o’ da 1la Var(ﬁf)

del coeficiente de regresi¢n j = 1, ...,p, es decir
- 2 tz 2
Var(f3,) = o S H . 3 =1, ...5p
ish

Luego reemplazando (2.10) en (2.11) se tiene que

2
tjt/yf
Asi : ﬂLJ = —'—F-I—V-J——

(2.12)

(2.13)

De (2.13), se aprecia que s8i uno o mAs valores singulares (o autovalores)

son pequefios, infla inmediatamente la varisanza de ﬁ%. Haciendo el arreglo

de ﬂii en una matriz I1 de orden pxp

[ 1 i (T n_
11 12 ip
n N esess n
24 22 2p
ms
n n_ ..... n
| P21 P2 PP |
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2 2 2
t 2 t 2 t 2
11/;.11 21/;_11 p1 /M
2 2 2 2 2 2 T2 2 2
e t t t t t
11 12 g ip 21‘ 22 T P 2p p:ljﬁpz + + PP
2 uz “2 i) 2 2 2
KM . . M, H H, M, M
2 2 2
iC 2 t 2 £ 2
12/p2 22/ pz/;_l2
2 2 2 2 2 2 = 2 2 2
t 10 t t t t
11 12 _ 1p 21 22 4 _2p pt, P2 + _PP
2 2 2 2 2 2
MM, Hy H, M, 7 H, M M
2 2 2
t 2 t 2
1p /1t 2p /1t tpp/;-l
2 2 2 2 2 2 2 2 2
t t t t t
RECURCTIN _ ip 24 22 4 2p _pi P2 T
2 2 2 2 2 2
Lyl H, M H, M, M H, M, M
[ 2 2 2 3
t 2 15 2 t 2
11/;_11 21/;_11 p:/;u1
FIV FIV FIV
1 2 P
2 2 2
t 2 & 2 it 2
12/;.12 zz/;,l2 pz/,u2
. —_— —_— e
FIV1 FIV2 FIVp (2.14)
FIV FIV FIV
L 1 2 P = pxXp

Analizando esta matriz, se observa que los elementos de cada columna de
la matriz T da la proporci®n de la varianza de cada Bj contribuido por el
i-és8imo valor singular (& autovalor).

Una alta proporci®dn de variancia para dos ¢ mas coeficientes de regresidn,



26

es asociada con un valor singular pequefio, esto es un indicativo de que
hay presencia de multicolinealidad. Es decir si n21 y ﬂzs es grande,
implica que esta asociado con el segundo valor singular, por 1lo tanto,
infla 1la varianza de 1’31 vy ﬁs, por consiguiente hay signo de
multicolinealidad.

Entonces, la norma general en el andlisis de descomposicién de valores
singulares de X, para decir que existe multicolinealidad es :

- Indice de condicitn nj > 30

- Proporcion de descomposicién de la varianza ﬂij > 0.5

Existen otras t®cnicas, pero que son ocasionalmente itiles, tales como:

a) Hallar la determinante de X’'X (matriz de correlacién); como se

entiende, esta determinante esta en funci®n de las correlaciones

simples de las regresiones, entonces
0= | X' X | <1

por tanto si | XX | — 0, la multicolinealidad es fuerte, es decir,
hay dependencia lineal cercana entre las regresoras, la desventaja de
esta técnica es que no da la informaci®n sobre el origen del fer®meno.

b) Ver la significancia de los estadi sticos F y t. Si especificamente el
estadi stico F es significativo, para todos 1los coeficientes de 1la
regresiétn simultaneamente, y el estadi stico t en forma individual para
cada coeficiente son todos no significativos, entonces 1la
multicolinealidad esta presente; desafortunadamente, muchos conjuntos
de datos que 8i pueden tener multicolinealidad, no exhiben este
comportamiento y su uso es cuestionable.

c) Ver la significancia del estadi stico Fj,j =1, 2,...,p; esto es, hacer
la regresion de cada Xj,j =1, 2,...,p, con el resto de (p - 1)

variables regresoras y calcular R? para cada regresi®n, entonces
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@.XXOOOX /p_a
F = J 2 2 P s-':ly Y %

J
[1'*1’;(..xx...x ]
J 2 3 P

Ve
// (n -»+ D

Por consiguiente:

d)

Si F =z F ( 2),(n gl
I3 - » —~p+
J Tab?‘a P pri’g

Xj no es colineal con los otros X s; se retiene Xjen el modelo.

SiF <F (p-2),(n-p+1)gl
17 papfla®Run e

Xj es colineal con los otros X“s; no sabemos si Xj sale del modelo.

Si adicionamos & removemos una variable regresora en el modelo, y
calculamos los coeficientes, produciendose grandes cambios, es un
indicativo de presencia de multicolinealidad.

La suspensi®n de algunos datos puntuales, que producen cambios
grandes. también indican que el fen®meno esta presente.

Si el signo o magnitud son contrarios al valor esperado a priori,
también esta presente el fen®meno. Pero, uno debe proceder con
cuidado, pues los datos no tienen un comportamiento bien definido

para aplicar tal o cual m&todo.

Concluimos que la tecnica de FIV y el ANALISIS DEL AUTOSISTEMA DE X‘ X, son

los mejores metodos para diagnosticar el fen®meno de multicolinealidad,

esto

se fundamenta en que es :

= Facil de Calcular

= Directo para interpretar

= Util para especificar la naturaleza de multicolinealidad.



CAPITULO 1l

COMPARACION DE LOS ESTIMADORES SESGADOS Y MINIMOS CUADRADOS
ORDINARIOS. EN PRESENCIA DE MULTICOLINEALIDAD

3.1 INTRODUCCION

Este capt tulo, presenta y compara, m®todos alternativos al estimador
clasico por minimos cuadrados (MCO), del modelo (1.3), en presencia de
multicolinealidad. Varios tipos de estimadores s8e han propuesto para
tratar con este problema, ellos son: Componentes principales (CP), Raliz
latente (RL), Contraccion de STEIN (CS), Regresién RIDGE (RR), Ridge
Generalizado (RG) y Seleccidén de Variables (SV). Todos ellos reducen la
varianza estimada, a costa de introducir algin sesgo. Del mismo modo, se
presenta también, la comparaci®én de acuerdo a una estructura general, para

todos los estimadores sesgados.

3. 2 ESTIMADORES DE LOS COMPONENTES PRINCIPALES I[CP]

Se analizara la relacidn entre la variable dependiente y un conjunto
de variables independientes, cuando estas U'ltimas no son tratables por la
estadi stica estandar. La idea es obtener las componentes principales de
variables explicativas estandarizadas, calculando luego su regresi®n sobre
una variable dependiente y proyectando los pardmetros resultantes en los

terminos de las variables originales. Sobre este enfoque, se afirma ‘es
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posible ortogonalizar " una situacién de regresion para cualquier conjunto

de variables X8, para asf de esta forma deshacernos de multicolinealidad.

3.2.1 ESTRUCTURA DE LAS COMPONENTES PRINCIPALES

El m&todo de componentes principales es muy conocido y s8e ha
discutido de distintos modos por diferentes autores, por tanto se presenta
el desarrollo matemd tico para comprender los resultados del m® todo.

El objetivo del andlisis de componentes principales, es encontrar una

transformaci®n lineal de un conjunto de p-variables de X, en un nuevo

conjunto denotado por "P", donde el nuevo conjunto tiene <ciertas
propiedades tales comc

¢) Los elementos de P no estaAn correlacionados (Se denotara P =
[ P‘,Pz,..,PP] » donde corr(Pi,PJ.) =013 , 1,3 = 1,2,...,p es
decir son ortogonales.

i) Cada elemento de P (de P1 a Pz, etc) considera, tanto 1la varianza
combinada de los X°s como s8ea posible, consistente con que es
ortogonal a los P°s precedentes. Es decir la correlaci®n entre ellos
es cero y P1 considera la cantidad de varianza de la variable X1 , P2
considera la mAxima cantidad de varianza combinada de las variables X
y Xz, asf{ sucesivamente.

Las nuevas variables, corresponden a los ejes principales de la elipsoide,

formada por la dispersi®n de puntos muestrales en el espacio p-dimensional

que tienen los elementos de X como base. La transformacién de componentes

Principales, es por tanto, una rotaci®n del sistema coordenado X original

al sistema definido por los ejes principales de esta elipsoide.

La razén para esto es que los ejes principales del espacio expandido por

los elementos de la matriz original no son INVARIANTES a cambios en las
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escalas de medici®én de las variables, luego este problema puede hacerse a
un lado, s8i el andlisis se limita a los ejes principales de los elementos
de la matriz original estandarizada; pero, se subraya, gque esto no quiere
decir que la multicolinealidad se ha eliminado. Ademis como X es la matriz
estandarizada Cvease (1.3), capit. I, pag.?”, la transformacién a

componentes principales esta dada por

= X T (3.2.1)
nxp nxp pxp

En esta igualdad se encuentra la matriz Tpxp a partir del conocimiento de
X. Veamos,

P'P=aT' X'XT = A (3.2.2)
entonces P'P = A
Donde, X‘’X es la matriz de correlaciones simples entre los X'sy P'P =
A , €8 la matriz de varianza-covarianza  para los componentes

pxp
principales, luego

TX'XT=A (3.2.3)

Por tanto (3.2.3), es una transformacién de similaridad ortogonal, que
diagonaliza la matriz sim®trica X’ X. Por consiguiente, por un teorema del
algebra matricial, 1a matriz de transformacién T tiene un conjunto
ortonormal de autovectores de X’ X como sus columnas, yP'Ptiene los

autovalores de X' X como sus elementos diagonales ; por tanto A es una

matriz diagonal de autovalores de X' X.

-1

Ahora, como las columnas de T son ortogonales se cumple T* = T luego,

(3.2.1) se escribird asi
X = PT (3.2.4)

Reemplazando (3.2.4) en (1.3)

Y =X/ + e
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Y =PT'3 + e
luego, Y = Pa +e (3.2.5)
donde, a=T' 3
De esta forma, las columnas de P definen un nuevo conjunto ortogonal de
regresores P = | P1’ Fz, ,Pp] , llamados como 1los "componentes
principales”.
Aplicando minimos cuadrados a (3.2.5) se obtiene

a =(P'PY'PY =(A)'PY (3.2.6)

Luego, 3 se calcula ya que :

a =T'p (3.2.6a)

v (3.2.7)
(Llamada matriz varianza-covarianza de ot
Para obtener el estimador de componentes principales .. 8e procede asi :
- Se ordenan los autovalores de X’'X de acuerdo a su magnitud xp > Ap_1 >
b )\1 > 0

- Las columnas de T se ordenan tal que, la primera columna corresponde al
menor autovalor de X’ X, la segqunda al siguiente en magnitud, etc.

- Los componentes principales estaran ordenados como se especifica en 4¢)
(vease pag. 32), ademas el ultimo componente considera una mAXxima

cantidad de varianza combinada de los X' s, la antepenultima, la cantidad

ma Xima tal que no sea correlacionada con la Gltima, es decir P estara

ordenada ast : (3.2.8)
- Los aa"8 estimados seran por tanto s O . ,ap correspondientes a los
Kt, Kz, . ,Xp respectivamente (ordenado por magnitud).

- Si hay "r" multicolinealidades, los r primeros autovalores se igualan a

cero y los componentes principales de (3.2.8) correspondientes a estos
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autovalores se remueven del anA lisis, luego se aplica "MCO" al resto de

componentes, es decir

donde, = K; =0 yv K =K _= = K=1

por tanto

> r componentes

Q,

al = r+a (3.2.9)

Ccp

Q>

r+1
* p - r componentes

ol
r+1

o

En terminos de los regresores estaAndar originales

ﬁcp :Tacp
por consiguiente, se tiene
* v - + ¢
Bp=To, =TA PY=TA (XT)'Y
Donde A= Diag( o,o,.. ..o, k_l. A7t vy ATty 6 de otra manera
r+1 r+2 P
-1
= ATEX'Yt, .2.
ﬁcp '_S 1 % i (3.2.19)
J=r+1
Donde, E es un vector columna px1 de Tpxp, J = r+1, .. p.

Es asf como 8e encuentra la estructura general del estimador de
componentes principales, el cual estima los coeficientes del modelo

general de regresitn en (1.3).
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3.2.2 CRITERIO PARA ELIMINAR TERMINOS

Se han propuesto varios criterios para determinar "r", el nGmero de

términos de componentes principales a quitarse, ellos son:

1)

2)

3)

a)

b)

c)

r = 1 regla usada por Gunst y Mason (1977). Este criterio, se
fundamenta sobre la base de los autovalores de X’X, que son ordenados
de acuerdo a su magnitud y concluyen que debe eliminarse el autovalor
mA s pequefio.

r = No de t®rminos para los que Kj < 0.01. Kste criterio, también se
fundamenta sobre la base de los autovalores de X’ X, que son ordenados
de acuerdo a su magnitud, el criterio funciona condicionado a que, si
algunos kj <0.01, j =1, 2, .., p, estos se eliminan, entonces r
Namero de A. eliminados.

r = No de t®rminos para los que F < F
o .08,(p-rXn-p)gl

SCRes - SCRes
qQ P
SCRes

donde F =
p/(n-p)

y SCReeq y SCResp son las sumas de cuadrados de los residuales despues
de incluir q y p términos respectivamente en el modelo (1.3). Este
criterio es usada por Dempster, Schatzoff y Wermuth (1977) y trabaja
con el procedimiento de seleccién de Backward realizandose de la manera
siguiente:

Hacer la regresién con todas las p-variables de X estandarizada vy
calcular SCResp, seguidamente, s8i para este valor F < g_on; se elimina
una variable y r = 1.

Hacer la regresién para (p-1) variables y calcular SCRegp_1>, sl para
este valor F < F'os; se elimina una variable y r = 2 ; caso contrario
ir a d).

Continuar con el paso b) para p - i, 1 =2,3, ...p-1



34

d) & F = F.OS, entonces el numero de t€rminos a quitarse igual a 'r”
sera al del paso anterior para el cual F < F_o’

El criterio 3), no se desarrolla excepcionalmente bien (segin algunos

estudiosos sobre el fen®meno), la razdn para esto podria ser el efecto

severo de multicolinealidad en 1los datos para componentes principales

asociadas con autovalores muy pequefios de XX . E1 criterio 2) es mas

usado y de mads confianza, pues se ha demostrado para datos simulados y

reales, que el error cuadratico medio es menor cuando se usa este que el

criterio 3).

3. 2.3 PROPIEDADES DEL ESTIMADOR PARA *“CP"

Segiin la estructura, del estimador de componentes ©principales
encontrado en (3.2.10), se menciona algunas propiedades importantes que
ayudaran a inclinarnos a favor de este, cuando existe multicolinealidad.

PROPIEDAD 1

-~ r
EC B, ) =f - J-Z,( t,8 Jt, ¢aL 2 Y
Prueba
Se sabe de (3.2.10) que
2 -1
= A X
£ jjﬂ ;XY

esto mismo también se puede expresar como :

-~ r
= ATt XYt - At Xty LT
Bep JZ, e vy jzi X v (3.2.12)

Lugo, remplazando (1.3) en (3.2.12)

- T
A ‘X [X3 + - A X[ X3 +
ﬁcr S i ti LXf3 + el tJ' j:Zl ] ti EXp3 + el tJ'

=
-1 - -1

AT X XBt. - 27\‘ t' X' et
T U N i

N1

cp 1] ]

3 S AU X XL 3 + At X et -
35 3 AN 3 g
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En forma matricial se tendra

-1 -1

B =AY T XX T B+ T X' e T
cp PXp PXpP pXp pxp pxi PXP PXp PXN Nxi pxp
-1 -1
AT OXUX) BT -A ‘X
rXr rxp pPXp px1 pxr IPXr rXp PpXN Nxi pxr
- -1 1., ] _ -1 . _ -1, ]
Bop =AAB + AT X eT - ATAT! AT - AT X'eT
B =IB+A'XeT -IT B T -A'T" XeT
CcP p r rxp pxi pxr r rxp pxr

Observacion : T'X'XT = A e T'X’'X = AT’
Como E(e) = @ segin los supuestos clasicos, A, X, T son matriees de

e ros no aleatorios y aplicando la esperanza al estimador tenemos:

A — A,y _ ‘ -1, .
E(ﬁcP D =73+ A T'X'E(e)T T p3 T - A Trxpx E(e)Tpxr

rxp px1i pxr r

E@Bepd =B -T, B T . =08- jz‘t'jﬁtj .

Por lo tanto se cumple (3.2.11)

PROPIEDAD 2

_ 2 -1 .
Var - Cov( BCP ) = o 5: A t.tj (3.2.13)

IJ=r+1 J J

Prueba
La matriz Var-Cov del estimador de cemporentes principales se encuentra
partiendo de la ecuacién (3.2.6a) y (3.2.7)

o =T'f y

lve go

por tanto

Var-Cow(3 ) = Var—Cov(Tc: ) = TA'T o2

finalmente
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y cuando se quitan "r" autovalores mAs pequefios, esta Ultima expresgién se

2 -1
ie e - o T T
convierte en Var Cow( ’ch ) pX(p-rd (p=r)(p-r) (p-rxXp

ahora, en forma de sumatoria se tendra

o S At
J J

J=r+1 I

Var - Cov( £_, )

De (3.2.13) se deduce que

-1 s

Var({;cp) = otte[ T ]

T
px{p-r> (p-r){(p-r)> (p-rXxXp

donde tij. son los elementos de la j—<¢sima columna para i = 1,..,p de 1la

matriz T luvego como

px(p-r>’

Stf. =1
& 3

por ser ortonormal cada columns, entonces

2 -1

Var( ﬁcp ) = o S A (3.2.14)

1=T+1

PROPIEDAD 3

ECM( __ ) = o S PN (3.2.15)

iSrea?
Prueba
La formula (3.2.15) es el error cuadratico medio del estimador , esta
expregién se prueba de la siguiente forma :

Por definici®n de ECM se tiene

~

ECM( 3_ ) =E[ B_, -7 ]

cp

2

SEC ALY + A0 -EC B, )
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Sumasndo y restando el tv®rmino Ez( ﬁg, )

EC A2, ) ~E*( B, ) +E( B, ) + A - ECA)

Var( B, ) +[ EC B, ) -p1°

d (3.2.11) y (3.2.14)

2 -1
-z o X
J=r+1 J

+2CEBILC A I, ...+ 2C 1A ILC A DY
20RO LAY, + + N
+ 208 ML (LA DY ]

Adem4s, se sabe que T es una matriz ortogonal, por tanto

ECM( A, ) = o S ANTALCEBRY 4L+ v

J=r+1
2 -1 < 2
= o Sx. + OB
)=r+1 J j=1 J l
PROPIEDAD 4
2 "2
= ‘XY = No, , J=r+l, ..., .2.
(C ry,gj) ajtj i J r+1 P (3.2.16)

Prueba

¢ ny,gi)z es el coeficiente de correlacié$n elevado al cuadrado entre 1la

variable dependiente Y y el j-¢simo componente principal (j = r+l, r+2,
.., p). Ademas por definicién de coeficiente de determinaci®n del modelo

de regresitn (1.3)

entonces

R =p3X'Y (3.2.17)



De (3.2.6a) vy (3.2.17)

RZE =a'T'X'Y

1
=

Q0
-

RE —at'X'Y +a ' XY + ...
1 1 2 2

Por otro lado de (3.2.6) :

o )\_1
1 1+,
a Kz 0
2
B P'Y
a Y At
: 4 |- P
Entonces

38

R
Olj:)\jthY,J:]_,z,

o}

Luego, (3.2.19) en (3.2.18)

rero s8i

r-mailticolinealidades se tiene

se eliminan los primeros

o ] t’ X'y
P 1
t‘
2
L
- -p)(p
ot XY
v (3.2.18)
- )
A, .
X, 0
TXY
(0] Nt
= p -
A 'eexy
1 1
X' xy
1 1
Aty xry
1 i
e -I‘Xp
P
(3.2.19)

r-autovalores correspondientes

a
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RZ=X a2 +x a2 + ... +ra? (3.2.20)

r+a r+i r+2 r+2 : p P

Por tanto de (3.2.18) y (3.2.29)

2 "2
r ,p —Tat'X'Y o, - r+l, ...
¢ y °Fj > 33 3 J °P

De (3.2.20) tambi®en se concluye que el coeficiente de determinaci®n

entre Y y los (p - r) componentes principales es

(3.2.21)

donde o se calcula de (3.2.6).

PROPIEDAD S

ﬂcp ninimiza la suma de cuadrados de los residuales

S B, ) =CY -XB_ (Y -XB_, )

Comentario sobre las propiedades :

Como se snot® al inicio de esta seccidn, el BCP es sesgado, esto se ve de

r
la propiedad 1, donde el sesgo del estimador es E( t'jﬁ )tj » luego 81
1=

este término fuera igual a cero, es decir ( t}ﬁ d=90((=1, ... ,r) el
estimador BCP serli a insesgado lo cual matemAticamente no 8e puede
demostrar, pero s8i1 en la practica este sesgo tiende a ser muy pequefio se

obtendréa reducciones substanciales sobre la propiedad 2 y 3, es decir

sobre la varianza y EQM para 3__ . La propiedad 4 da la contribucion de una
componente principal para explicar a la variable Y; esta propiedad decrece
a medida que componentes adicionales son usadas, en cambio el R?  de
(3.2.21) no es posible.

Ventajas del uso de ﬁcp

1) la ventaja es que al quitar términos sobre la base de las magnitudes de
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los autovalores s8e aprovecha 1los procedimientos de selecci®tn de
variables y la teori a de la distribucién exacta para el estimador.

2) Su aplicaci®n es directa (no es tan confuso)

3) Quitando los componentes relacionados con los autovalores pequefios
reduce la varianza, pero incluyendo componentes es probable reducir el

sesgo en el estimador.

3.3 ESTIMADOR DE RAICES LATENTES C RL D

Es desarrollado por Hawkins [ 1973] y Webster and Gunst [ 1974] , sigue
la misma filosofia del estimador de componentes principales, pero,
considera adicionalmente la variable respuesta. Este m®todo de estimaci®n
es dirigido a los problemas de multicolinealidad con el objeto de eliminar
algunas variables explicatorias o predictoras relacionadas con el
problema. Es primariamente descriptivo para indentificar el probable
subconjunto a ser eliminado de la regresi®én original y es util para
establecer la sub-regresi®én. De esta forma se presenta un procedimiento
utilizando 1los autovalores (llamados también raices latentes) v
autovectores (llamados vectores latentes) de la matriz de correlacién de
variables dependientes (variable respuesta) € independientes (variables

pPredictoras)

3.3.1 ESTRUCTURA DEL ESTIMADOR

El modelo de regresi®n lineal multiple (1.1) al ser estandarizada en las
variables independientes X*’B y dependiente Y, (como fue desarrollada en

la gseccidn 1.1, definicidn 2), da el modelo de regresién estandar

siguiente

Y =X3 + e (3.3.9)
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tal que

L R )
Y::O Y Y =1
1

INA

luego se define la matriz A de orden nx(p+l)

X

A=Y :X]

que incluye las variables independientes y dependientes estandarizadas de

la regresion (3.3.9); luego la matriz de correlaci®n de estas variables

es
! + X Y*')(
A'A : ] ¢ )uxp)
(x'x?pxm
Los autovalores de A’ A se calculan de
1 -¢ Y*x
| AA -2l | =0 e ”
XY [ X'X - Z]
y los autovectores de
(A'A—fjl)?’j=0,.)'=0, 1, ... , p (3.3.1)

donde

es el j—-simo autovector asociado al autovalor & i’ también

donde,

ademé g
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Y. =20, Yy, =1, vVi-oe,1, ...,
?’J?’L }’JY J P

i
ya que son autovectores ortogonales de la matriz de correlaci®n A‘A.
Como se anotd® al inicio del estudio de este estimador, el procedimiento es
similar al estimador de componentes principales, por tanto las
demostraciones ya probadas en ella, sirven tamkién para el estimador de

“RL", luego 1la matriz ortogonal T esta formada por los

(p+1>X(p+1)’

autovectores & vectores latentes de A A.

T=1 Yor ¥yr =0 Yp ](p+1)><(p+1)

y la matriz diagonal AMpﬂ)x(w“es‘ca formada por los autovalores o

valores latentes de A‘A.

A, =diag £_, ¢, ... ,Ep)

A
Se debe recordar que los autovalores estaAn ordenados de acuerdo a su

magnitud, ast

por lo tanto si T y AA estan definidas segin arriba, entonces

T'CA"AT = A, v AA=TA T
Antes de continuar buscando 1la estructura del estimador RL, s8e debe
advertir la existencia de las dependencias lineales s8i 1lo hay, en las

columnas de la matriz A

Para esto, multipliquemos la matriz A por ;vj, J-90,1, ... ,p, luego
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...................................

i Y: xhi xhz ""th 1L 2/pj o ! | P
....(3.3.2)
De (3.3.1) :
AMA=-(Dr =0e=A'Ary =8y &=y  AAAY =22 v
(e i Ji'pl J f 109
Entonces :
luego de (3.3.2)
* 2
+C Y Yoj+S )(m}'rJ )
r=1
¥ £3 =20, 1, ... P (3.3.3)

entonces se concluye

a) EJ_ = 0 ,j-o4,..,p; existe una dependencia lineal exacta entre algunas

o todas las columnas de A.

b) Ej =0y }'OJ# 0. j=0.4,...p existe un predictor perfecto, y es
definido por
X _ -1 _
Y= -7 sz.ryrj »i=1,...,n
r=1
6 también,
Y:. = (Yi._ Y)/‘T)’ i= 1’ 2’ --5 n (Begl'Jn (1.2))

entonces
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- v -1 3 -
Y =Y n;voj thym. i=1, ..., n (3.3.3a)
r=1
c) Ei =0y yoj = @ ,j=0.4,..,p; existe una dependencia lineal exacta

entre las columnas de X, es decir :

SX}/.:O
wr r)
1

r=

Se sabe que en la practica esto no es tan cierto, pero si las raices
latentes, 8on muy  pequefias entonces existe sintomas de
multicolinealidad.
Continuando con la busqueda de la estructura del estimador RL, se define
de (3.3.2) las (p+l) ecuaciones de prediccién (si todos ?oj ® 0, § =

9,1,...,p)

= -1
Y = 1 - X & =0,4,. . . .3.
; Y n Vo ; ,i=0,4 P (3.3.4)

donde, Yj es de dimensién (nxl). Luego estas ecuaciones son de la forma
(3.3.4a)
cuyo estimador por "MCO" es
(3.3.4b)
Luego (3.3.4), es de la forma de (3.3.4b)

donde, 3= —ny;jél,

81 la j—#sima ecuacidn de predicci®n es usada para producir 1la variable
dependiente, facilmente se verifica que 1la suma de cuadrados de 1los

residuales (SCRes) para este predictor es

~ 2 -~ ~ 2 2
- =Y -Y) QY -Y) =N Jy
Q' ij) ( J.) ( j) n j/.) oi

T

(N B

151

Las ecuaciones en (3.3.4) si se usan 8olas, normalmente no s8son buenas

Predictoras, pero usandolas como combinaci®n lineal de estas ecuaciones
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predictoras se estiman 1los pardametros del modelo (3.3.9), asi ,

considerando una combinaci®n lineal arbitraria de estas ecuaciones

predictoras
Y - Y

S ajronj (3.3.5)
o

con

Luego de (3.3.4) en (3.3.5)

entonces Y =Y1 -nX S (ajéj) (3.3.6)
j=o

Nuevamente (3.3.6) tiene la forma de (3.3.4a), por lo tanto

= -775 ( ajéj )
i¥o

v la suma cuadrados de los residuales para este caso es
SCRes = e‘e

(Y - ¥)'(CY - ¥)

- 2 .
=N a 1\A a
=7 atf., (3.3.7)

como (3.3.5), es la ecuaci®dn predictora mAs coveniente del modelo (3.3.9),
entonces se encontra los valores de aj tal que, para estos valores
encontrados la suma cuadrados de los residuales de (3.3.7) sea minima;

para esto se usa los multiplicadores de Lagrange

2 2, _ B
fa) = 0° 5 at 2, S ar., t] (3.3.8)

i€o i€
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Derivando

2f(a) _ .2 B
PO 2n gfu ZpoyoJ (3.3.9)

Igualando (3.3.9) a cero se obtiene

-— -2,-1 T -
B = £ r .3 =0, 1, ..., (3.3.10)

Multiplicando (3.3.19) por 701 :

-2_-1 2

a¥e; S0 LY M,

Luego sumando

Por la condicién de (3.3.5)

Luego

(3.3.11)
Entonces (3.3.11) en (3.3.10) :

(3.3.12)
Por consiguiente s8i se reemplaza (3.3.12) en (3.3.8)
Por lo tanto el vector (3 estimado es :

(3.3.13)

También reemplazando (3.3.12) en (3.3.7) se obtiene
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(3.3.14)

Supongase que al efectuar un test de multicolinealidad 8e encuentra que
existe r-multicolinealidades, esto significa que hay "r" raices latentes
con magnitud muy pequefia, luego haciendo estas r raices iguales a cero, se
encuentra la estructura general para el estimador de raliz latente de

(3.3.13)

(3.3.15)

donde E =Z =f_ =...=Z¢ =0

(o] 1 2 r—1
Analogamente (3.3.14) se convertirda en
-1

ScRes™ = (Y - ¥) (Y - ¥) = nz[g [{‘;1}«; ]] (3.3.186)

i€

donde se ha eliminado £ , & , ... , { _ igualando a cero.

1

3.3.2 CRITERIO PARA ELIMINAR TERMINOS

Para este estimador solo hay un criterio para eliminar t€rminos y se

traduce en que

=< =
¢, = e.e1, v | y°j| <0.05, Jj=20,1, ... ,p.

Luego aplicando el procedimiento de rai z latente se debe fijar en las

magnitudes de los autovalores y en su correspondiente |7°j|.

3.3.3 PROPIEDADES DEL ESTIMADOR

1) La suma de cuadrados de los residuales del estimador “RL" disminuye
ligeramente comparado con el estimador “"MCO" (propiedad muy
importante)

2) Reduce la magnitud del vector de coeficientes estimados.
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3) Existe indicios de que la varianza total del estimador es pequeia.

4) Identifica la multicolinealidad en X.

5) Determina si las mmlticolinealidades tienen valor predictivo.

6) Removiendo los EJ pequefios produce un estimador con mas proximidad al
valor verdadero que (3.
Como no se conoce las propiedades distribucionales del estimsdor RL,

las propiedsdes anteriores, no seran verificadas.

3.3. 4 DESYENTAJAS DEL ESTIMADOR "“RL"“

La desventsja es que no se puede calcular el valor esperado, la
varianza, error cuadratico medio del estimador "RL", por qQue no se conocen
la propiedades distribucionales y la falta de otro mecanismo para elegir

|;V°j| v Z . No se ha usado smplismente.

3.4 ESTIMADOR DE REGRESION RIDGE C(RR) Y RIDGE GENERALIZADO (RGD

En esta seccion se presenta un nuevo procedimiento de estimacién del
vector de coeficientes {3 del modelo de regresién lineal multiple cuando
existe multicolinealidad, esta tecnica fue originalmente desarrollada por

Arthur E. Hoerl y Robert W. Kennard (1978). Esta t®cnica, se basa en la
adicion de cantidades positivas pequefias k, a ls diagonal de la matriz X'X

Yy se presenta por el método de la traza ridge, para la demostracién en

dos dimensiones de los efectos de la no-ortogonlidad. Luego, 1la matriz
aumentada X’ X sirve para obtener la estimacidén sesgada del vector {3 con
error cuadratico medio pequefio v suma de cuadrados de los residuales
m nima.

Usando el modelo (1.3), se encontrara 1la estructura de este

estimador, luego el valor &ptimo adecuado de "k y finalmente sus
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propiedades, ventajas y desventajas de este estimador.

3.4.1 Estructura del estimador Ridge (RR)

Sea B alguna estimacion del vector de coeficientes (3 en el modelo (1.3),
entonces la suma de cuadrados de los residuales sera

¢ = -XB)Y (Y -XB)

(Y - X3 +X3 -XBY (Y -X3 + X3 - XB)

Y -XBY X -XB)+ X -XBY X3 -XB) + X3 -XB)Y (Y -X3 )
+ (X3 XBY (X3 - XB)
(Y -XB Y (Y -XBY+Y'XB3 -Y'XB -3 X'XB +3' X' XB + 3' X' Y

-B3'X'X3 -B'X'Y + B'X'X3 + 3 X'X3 -3X'XB -B'X'X{3 + B’ X' XB

Y -XBY (Y -XB) +Y¥'X3 -Y'XB + 3*X'Y -B'X'Y - 3*X'X3 + B X' XB

(Y =XBY (Y =XB) +3'X'X3 -[B'X'XB + 3 X'X3 -B' X'X3 -3 X' X3

+ B’ X' XB

(Y -XBY (Y =X3) +B'X'XB -B'X'X3 - 3*'X'XB + 3 X' X3

= (Y -XBY (Y -XB)Y+ (B -BYX'X(B -3) (3.4.1)
entonces ¢ =% .+ 3(B) (3.4.2)
Donde

@ =X -X3)Y XY -X3) y ¢@B) =B -BYX'XB -3)

nn

Como se sprecia, el contorno de & es la superficie de 1la hiperelipsoide
centrada en 3, el estimador de cuadrados minimos ordinario de (3.

Mediante el mtodo de la traza Ridge, se encuentra el estimador Ridge,
esto se establece a través de la suma de cusdrados de B'B; tal que para un
® fijo, un valor B de longitud minima es elegido. Para demostrar esto, de

(3.4.2), existe un valor continuo Bo que satisface la relacidn

3B )=3
(0] (o]



donde & o > @ es un incremento fijo, pero ® es mi nimo para este incremento,

luego, minimizando B’ B Sujeto a

(B-f )X'XB-0)=8§_ (3.4.2a)

como un problema de Lagrange. Se tiene
F:B'B+(%-)[(B-fs)'x'x(B-fs)-ﬁo] (3.4.3)

donde

¢ %-) es el multiplicador [ podrid ser ( % ), J = 1, ,p pero se

prefiere ( % ), mas adelante se tiene informaci®n sobre este tema en el
criterio Ne 1 de Hoerl y Kennard, pagina 64] .

oF N
entonces 3B - B + ( %)[ 2(X°X)B - 2(X'X)(3] =)

Por consiguiente
(30 XX + KT DB = (X' Xp
B = (XX + KI) ' X3
B = (X'X + KI)'x'y
De esta forma se encontra el valor de B gque hace mi nimo & y esto es B = Bo
6 también

— - ¢ -1y,
B = (3“ = (XUX + KID) X'Y (3.4.4)

donde se incluye K para cumplir la restriccidén de (3.4.2a). Luego, a
"ﬁnn"hallado se llama "estimador Ridge”. Por lo tanto con un K elegido y
luego estimando 3, se calcula @ . Por esta razdn al proceso de estimacién
Yy andlisis de la estructura de (3.4.4.) se ha llamado "Regresidn Ridge™.
Tambien se encuentra la relacidén entre el estimador Ridge y el estimador
"MCO" como se aprecia a continuacidn

B, = XX + KI) *x’ y

S OUX + KXY Tex )XY



(3.4.4a)
[aego los autovalores de las matrices :
CX'X + K y*? y 2
1 >\L
son : m y ﬁ respectivamente donde X. s8son 1los

autovalores de X' X .

Otra forma de escribir (3.4.4) es
(3.4.4b)

*
donde A es la matriz diagonal, cuyos elementos son los autovalores de 1la
matriz ( X'X + KI ) y T la matriz ortogonal, cuyos elementos son los

autovectores correspondientes a los autovalores de la matriz X’ X, luego

6 en forma de sumatoria:

~

B = SO‘; + lo"r'jx'yrj K= o (3.4.5)

RR
i=1

De esta manera se encuentra la estructura del estimador Ridge para un caso

particular K = 9.

3. 4. 2 ESTRUCTURA DEL ESTIMADOR REGRESION RIDGE GENERALIZADO (RG>

La estructura del estimador de regresi®n Ridge Generalizado se
encuentra a partir del modelo general (1.3), pero expresado en la forma
can®nica, es decir como la matriz (X‘'X) es sim&trica y real, existe una

matriz ortogonal T tal que

—_—

Se demuesira en D, apé€éndice I, como se encuenira los autovalores de
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X'X =TAT
Donde A y T, son la matriz diagonal de autovalores y autovectores de X' X,
respectivamente.

Ahora sea

entonces reemplazando X en (1.3) se obtiene

Y = Xta + e (3.4.5a)
(modeo de regresion li.neal)
en orma canonwvca
Donde :
a=T'pg aa =33 (3.4.5b)
Por tanto, el procedimiento de "estimaci®n Ridge general (RG)" siguiendo

la estructura del estimador ﬁRR se define como

(3.4.6)
Donde :
K = diag ( Kl,Ké,..,K; ), matriz diagonal tal que KiZ 0, i= 1, 2, ..5P.
Por consiguiente de (3.4.5b) y (3.4.6)
1€} =T a (3.4.6a)

RO RO
Asi , se encuentra la estructura del estimador "RG" en forma matricial en
el cual, se busca un Q 2 0, para cada variable can®nica definida por X+.

(3.4.6a) tambien puede ser expresado en forma de sumatoria:

g = S A +k Y'TXYT (3.4.6b)
J J J J

RG )
1=1

De esta manera s8se encuentra la estructura del estimador Ridge
Generalizado, cuya matriz diagonal prp tiene valores mayor o igual a

cero, los cuales son encontrados con los algoritmos descritos abajo.
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3. 4.3 PROPIEDADES DEL ESTIMADOR Bnn

(Las siguientes propiedades también se cumplen para o D)

RO
PROPIEDAD 1

[ I +KX X)) =21 _ K X'X + KT (3.4.7)

Z=[I +KXDX™M™ vy w=X + KD (3.4.7a)

Entonces
2 2 LOCXMX 0™ + gxrxy™y
Z=[X'X + K] 'x'x (3.4.7b)
Z = wWX'X
[X'X + KI]Z = X‘X (3.4.7c)
X'X)Z + K[I + KOCX)™'1 ™ = xx
X'X)2 = - @
Z = kxx!
Z=I -1 - KX'X)"
Z=1 -KX'X+K)™

PROPIEDAD 2

BRR para K > @ es menor que (3, es decir

(3.4.8)
Prueba

Por (3.4.4a) y (3.4.7a)

Por la estructura de X'X, Z es definida simetrica positiva, luego

cumple lo siguiente :

ae
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pero R2'23 < <R

Pues A oZA = =X >0

PROPIEDAD 3

La suma de cuadrados de los residuales es definido por

S(K) = (Y - XB,_ ) (Y - XB,_ )
entonces :

‘. Ao ¢ -1
P(K) = (Y - XB ) (Y -X3 ) + Kp,_XX)'B_ (3.4.9)

Prueba

Por (3.4.1)
PK) = (Y - X3) (Y - X3) + (ﬁnn- 3 )'(X'x)(ﬁRR -3)
Por (3.4.4a) :

B(R) =9+ (B (T + KX X)) X XNB, - (T + KX X) B )

PROPIEDAD 4

(3.4.10)
Prueba
De (3.4.4a) B, =[ I +kx ™ 17%p
Por (3.4.7) B =0 I - KXX + K™ 13

ECR, Y =0 I -KOXX + KD JEB
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EC 3, ) =8 - KX + KD

Por (3.4.4) v (3.4.4b)

Siguiendo la estructura de (3.4.5)

- .
ECA ) =8 - KSO\J.-F 0 (TAT,

PROPIEDAD S

_ 2 -2 -2, 2
ECM( 3, ) = o ijj(xj,u 02+ K’jglcxj+ 07T M (3.4.11)

Prueba

Por definicidén

Tambi®n se puede denotar

“ 2
ECMC 3 ) =E[ L ]
(segun Hoerl and KkKennard)

De (3.4.4a) vy (3.4.7a)
ECM(3, )= EC 23 - B )'( 28 - /3
SEC23 -23+20 -$) (20 -23 +23 - )
EC 2(3 - A + (23 - M) C 23 - A + (2B - B
E[ (23 - M) (23 - B + (B - MY (Z3 - B)
+ (26 - P (2B - ) + (26 - B (26 - M]
EL (B-RYZ2B-M1 +@6 - @B -FD........ (3.4.11a)

o traza(X'X)'2' 2] +p'(Z - 1)'(Z - 1)
Por (3.4.7b)
ECM(3_ ) = o trazal (XX 'COX X + KDY "X X) QX' X + KDY 'X‘ X))

+ 3@ -1)(@ -1)3
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= P trazal (XX + KI) 'O X + KIY X' X] +p3°(Z2-1)' (Z2-1)3
Por (3.4.7¢c)
ECM(B, ) = o trazal (X'X + KIDT'(X'X + KI) (X' X + KI)Z ]
+ 3 (@2 -1I) @ -1I)3
ECM(3, ) = oPtrazal (X'X + KI)'Z ] +3°(Z - 1) (2 - 1)
Finalmente por (3.4.7)
ECM(B, ) = o“trazal (X'X + KID'(T - KOX'X + KI)™) )

+ BT - KOXX + KD - I) (T - KOX'X + KI)) - 1)

1
=1 if 0 K)*

I
QN
| gu—|
[
|
)

] s B X + kY2

"
Q

AO 72+ R (X' X + KI) 2 (3.4.11b)

Por (3.4.4b
ECM(B,_ ) = o Sx O+ 02 + B (TAT Y 2
- o2 S)\ o+ 02+ K SO\. + AT A
154 J J €4 J J
4 también :

ECM(3, ) = 7, (K) + ¥ (K) (3.4.11c)

donde 7, (K) es la distancia al cuadrado de 273 a 3 (esto se ve de
(3.4.11a)). Esta distancia es cero s8i K = @ (es decir como Z2 =1 - K(X‘'X +
KI)™, entonces Z = I , cuando K = @ . Luego yz(K) es considerado el sesgo
al cuadrado introducido al usar ﬁRR , en lugar de 3. Y, (K) es la suma de
las varianzas de 1los elementos del vector ﬁRR estimado (varianza
total). Otra forma de notaci®n del error cuadratico medio es

ECM( r}“ =E[ (K] .



PROPIEDAD 6

Var - Cov( f3__ (3.4.12)
Prueba
Se sabe que
Entonces :
Var( 3 _ ) = 2(x’ X)TIX Var (Y)x(x: x) 'z
= 220X X)X x(x* x) 'z
(3.4.12a)

reemplazando 2 por su valor :

var( B ) = @+ KOUXYy )Yy o)yt (@ o+ Ko x)y ™)

de (3.4.4) y (3.4.4a) se tiene :
var( g ) = AN + KIYTXX + KLy x vy
= o7 (XX + KLY 2(X‘X)
= o? S .+ KA TT
J JJ )

i1 |

La suma de las varianzas de los /3 es la suma de los elementos diagonales
RR

de (3.4.12a).

La propiedad 5, tambié¢n se puede ver graficamente:

la siguiente figura muestra las relaciones entre la varianza, el sesgo al
cuadrado y el parAmetro K. Se aprecia cuando K crece 1la varianza total
decrece, mientras el sesgo al cuadrado crece; la 1lf nea discontinua es 1la
suma de yi(K) y yz(K) es decir ECM[{?RR] o E[[;(K)] , por lo tanto existe la
posibilidad de encontrar valores de K (valores admisibles) tal que

EQM /?RR] sea menor que EQM({3)
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e
1\
110
o8
28
cuadrados minimos -
-~ r 5
ECM(,
& ﬁRR)
7
33
22
varxcmza:}/l(x)
s K
.10 .20 .30 .40 50 .00 .70 .80 S0 1 OO

FIGURA Neo1:0r&fica del comportamiento de la varianza, el sesgo al cuadrado

y el ECM de {3 , cuando crece y decrece K en los intervalos anotados.
RR

PROPIEDAD 7

Siempre existe un K > @ tal que E[Lf(K)] < E[Lf (0)] , es decir
ECM( ﬁRR Y < ECMC 3 ) (3.4.13)
PRUEBA

de (3.4.11) se tiene
2 _ 2 2 2 -2 ,mem 2
E[L K] =0" EXN O + k)" + KL, + K ) (TB)

derivando con respecto a k

dEiL; (K)o  dr (K)  dv,(K)
+
dk dk dk
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(3.4.133)

Ademas de (3.4.11c) se tiene

E[L; (@] = 7 (@) + 7,(®)

y como las funciones 71(k) y VZ(K) son monétonamente decreciente y
creciente respectivamente (segin se demuestra en F, apéndice 1 ), entonces
se establece

ECM(B_ ) < ECM(B )

De (3.4.13a) la primera derivada de yl(K) es no positiva y de 72(K) es no
negativa, luego para mostrar la propiedad es necesario que exista K > @

tal que
dE[L, (K)]
dk

<9

luego de (3.4.13a) se tiene
=" A+ RYT 4 2k A+ R (T Y <0

entonces

(T BY BT'TR
J J ]

finalmente
2

BB
por lo tanto siempre existe un " K "y ademéds ECM({:‘RR) es minimizado cusando

2
o

[ENE:
pero, el problema es que en la practica no se conoce o’ y 3. La conclusidén

k =

serd entonces, que "si existen valores admisibles de K " tal que
ECM(3 ) < ECM(3)

esto es sostenido por las propiedades matemdticas de Yi(K) vy VZ(K), pues



60

estas funciones son mondtonas decrecientes y crecientes de K
respectivamente. Luego todas estas propiedades conducen a encontrar K > 0
introduciendo un sesgo pequefio y reduciendo substancialmmente la varianza,
del mismo modo mejorando el "ECM" de estimacién y prediccidén.

Se presenta, en las lineas siguientes algunos teoremas y corolarios que
prueban que ¥ 1( k), )’ék) son mondtonas decrecientes vy crecientes

respectivamente ast como probar la existencia de k > 0.

3 .4 .4 TEOREMAS IMPORTANTES

TEOREMA 1 La varianza total v, (K) es una funci®n continua, mondtonamente
decreciente de K.

COROLARIO 1

d 1(K)
dKk
TEOREMA 2 El1 sesgo al cuadrado yz(K) es una funcién continua,
mondtonamente creciente de K.

COROLARIO 2 yz(K) se sproxima a 33 como un limite superior.

COROLARIO 3

dr  (K)
dk

— 0 cuando k —» @

TEOREMA 3 (Teorema de Existencia) Siempre existe un K > @ tal que

p -
B[ (K] < B[1f(@)] =o” Ex*

1=1

3.4 5 CRITERIOS PARA LA SELECCION OPTIMA DE K EN BRR Y K.L EN G

En esta seccidn se presenta varios criterios de seleccién Sptima de K

Es demosirado en E, ap€ndice I, los teoremas 1,2,3 y los corolarios 2,3.
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como también de Ki, i=1,2,...,p. Se aprecia primero para K.

CRITERIOS DE SELECCION OPTIMA DE K EN Ber

1. CRITERIO DE HOERL Y KENNARD.

Hoerl ard Kennard(1970), proponen, que la eleccién de la constante K debe
estar en el intervalo [@,1] , fuera de este dominio no es aconsejable
usar. Ellos usan el " METODO DE LA TRAZA RIDGE es decir se debe
encontrar 3__(K) para diversos valores de K < [0,1] y luego graficar
ﬁRR(K) versus K, entonces inspeccionando la grafica, se selecciona un K

ms convienente tal que

y FiR(K) (coeficiente de correlacién miltiple wusando ﬁRR(K) ), sea

ligersmente menor Qque Ff (coeficiente de correlacién miltiple usando 3).

Algunas criticas sobre el K elejido:

* E1 problema, es cuando el efecto de multicolinealidad es bastante
severa, los coeficientes estimados de 3, (K) por el método de la traza
Ridge son inestable para K creciente.

* La suma de cuadrados de los residuales de BRR(K), crece y a veces e€s
mayor al del estimador de (3, cuando K crece. Esto no es de importancia
cuando interesa mAs la estabilidad de los parametros estimados.

* FiR(K) decrece cuando K crece.

* El m®todo de la traza Ridge es un "procedimiento subjetivo™ necesitando
un juicio anali tico sobre la parte que se estia analizando.

2. CRITERIO DE MCDONALD Y GALARNEAU.

MacDonald.G and Galarneau.D (1875), estipulan la siguiente regla para

Seleccionar un valor de "K":

a) En (3.4.5) seleccionar K = @, entonces BRR(B) =, el cual es
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evaluado. Enseguida se calcula

Q=p"p -o° L

donde Q es el estimador de /373, pues
P
ECM(3) = E(B - B) (B - B) =o'L A"
=1
P
EBB)-BB =0
Zp -1
EBB ) -0 LA =p7D

1=1

(Y-X )Y - X3 )

y o=
(n -p-1)
b) seleccionar
K >0 tal que siQ>0
en otro caso seleccionar:
=0 (entonces B3 =73 )
c) seleccionar
K >0 tal que siQ>0
en otro caso seleccionar:
K=o (entonces ﬁnn =0).

La parte b) y ¢) da dos posibilidades en el sentido, que cuando el
valor de K tiende a cero el estimador Ridge se transforma en el
estimador de MCO; lo contrario, cuando K tiende a valores grandes el
estimador Ridge es cero.

Esta regla es correcta pues la longitud al cuadrado de /3, es una funcidn

decreciente de K y se sproxima a cero cuando K -— .

3. CRITERIO DE HOERL, KENNARD Y BALDWIN.

Hoerl, Kennard and Baldwin (1975), usan el estimador a o dado en (3.4.8).

Para calcular la matriz K, proponen, el uso de la media srm®nica de los



83

elementos ﬁ. iz 1,2,...,» de estd matriz; para producir una

sola

constante K, tal que la matriz K se convierte shora en K = K, v el valor

de K es

donde, o? vy 3 se calculan por minimos cuadrados.
4. CRITERIO DE LINDLEY Y SMITH (1972).
Lindley and Smith (1972), proponen, una sproximacién de Bayes para

elecci®dn de la constante k, considerando que
2
Y ~ N(X3,070) y

entonces es propuesto el siguiente algoritmo
2 2 . . .
a) Suponer gque © y (73 son independientes y cada uno tiene

distribucidn inversa CHI-CUADRADO es decir

2 2
vn/o ~ x

v y

b) Estimar inicialmente 3 de (3.4.5) haciendo K = 0.

c) Usando b) determinar

~

oF =[vn + (Y-X3 ¥Y(Y -X3 ) /(n +v + 2)

y

d) Usando c) calcular

e) Usando d) hallar el estimador Bnn de (3.4.5)

la

una

f) Calcular las expresiones presentadas sbajo, usando e) y luego volver s

d) para calcular K, pero, usando estos resultados.
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g) Proceder iterativamente hasta que la diferencia entre los valores de

2

JE!

sea del orden de lﬂr‘, caso contrario falla a los cuadrados mi nimos

K:;z/;

ordinarios si la convergencia no es obtenida.

~voTta: En un estudio especifico la sensitividad de la solucidn para cambios
en los valores de v 37L73 pueden ser investigados. A veces se pueden fijar
a cero, y en este caso el estimador K encontrado es similar al estimador
iterativo de K planteado por HOERL Y KENNARD (1976).
5. 12 CRITERIO DE LAWLESS Y WANG.
Lawless and Wang (1976) adoptan la aproximacién de Bayes para calcular la
constante K de (3.4.5) proponiendo el siguiente algoritmo:
a) Se Hace K = @ en (3.4.5) y evaluar

Ber (@ =8

b) Hallar el valor de K tal que sea mas proximo a satisfacer la ecuacidn

donde y =T
“p (Y - X3 Y (X - X
O =
(n -p-1)
02 = oz/K , P = No de variables explicatorias

c) E1 valor encontrado en b) reemplazar en (3.4.5) y calcular ﬁRR.

6. CRITERIO DE HOERL Y KENNARD.

Hoerl and Kennard (1976), proponen, un criterio iterativo el cual es una
modificacién del CRITERIO 3 y se desarrolla como sigue

a) Determinar

v evaluar
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b) Determinar

y evaluar

¢) Continuar el paso b) para Kz ,Ka,, ... hasta que el criterio de
convergencia 10 * se cumplan para los valores sucesivos de K, en caso
contrario ir a d)

d) El criterio falla al estimador de cuadrados mi nimos ordinarios si la
convergencia no es obtenida en 32 iteraciones

7. CRITERIO DE DEMPSTER, SCHATZOFF Y WERMUTH.

Dempster, Schatzoffy Wermuth (1977), también adoptan la APROXIMACION DE

BAYES, y determinan la constante K de la manera siguiente

S (e | A RS (3.4.14)

ISP

donde vy T=(T, T, ....T)
esta aproximacion es implementado, evaluando (3.4.14) para una red de
valores de K y determinar el valor, tal que satisfaga la igualdad (3.4.14)
lo mAs pr&ximo.
8. CRITERIO DE GOLUB, HEATH Y WAHBA.
Golub, Heath y Wahba (1979) proponen el criterio de la validaci®n cruzada
generalizeda, para esto el parametro K es escrito como

K =7n

¥ la soluci®n de T se obtiene minimizando

2/{trazzel[ I -A@)] }2

V(T)=‘| [ I -A@)]Y

donde
A(T) = XCX' X + eI X

Este procedimiento es implementado evaluando V() para una red de valores
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de K. El1 valor K asociado con el minimo observado define el estimador en
(3.4.5).
Concluimos que de todos estos criterios los que mejor se han desarrollado

son los criterios 3, 7 y 8, vya que varios estudios de simulacidén
realizados, lo confirman, tales como por DIANE GALARNEAU GIBBONS (1981) a

traves del metodo de Monte Carlo.

CRITERIOS PARA ELEGIR LA MATRIZ K EN UN ESTIMADOR REGRESION

RIDGE GENERALIZADO ( & )

Se sabe que a, =[ A +K 1 Yo x? Y'Y

entonces segin esta estructura, se presenta los siguientes criterios de
eleccién de la matriz K.

CRITERIO DE HOERL Y KENNARD (197@)

Llamado “Criterio Iterativo™”, el criterio toma como condicién que los
valores de la matriz diagonal prp en (3.4.6) deben ser hallados tal

qQue minimice el error cuadratico medio

ECM = E[ Lf] =H (o, —a) o -a) (3.4.15)

(3.4.15) también, se expresa como
(3.4.153)

diferenciando (3.4.15a) con respecto a los ﬁ se obtienen las ecuaciones de

minimizacidn

2A (X +K X Ko -0%)
1 2 1 T 1

4
Cx +K D

=0 i=1,2, ... ,p (3.4.15b)
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Luego de (3.4 15b) se concluye
2 2 .
Q = o /'ox.L , 1=1,2, ... .,p (3.4.15¢)

Pero como K_depende de valores poblacionales desconocidos, se estima por
un procedimiento iterativo

a) Hallar los valores Efs de la matriz disgonal K, en el j-€simo paso

1
KL(_]) - - 2 j
[ a i j ] J
Loy
RR

2
El estimador de ¢ que se calcula por "MCO”

3 2: <. P

1
%)

AT

DONDE : 2

[24
[a ]

. ,Estimador por minimos cuadrados ordinarios en

(O
(e] (3.4 ,S5a>)
b) Luego se usa la matriz diagonal K hallada en a) para calcular el

préximo a . en (3.4.6)
RQG

(L)
c) Repetir a) usando b) para j > 0.
d) E1 algoritmo termina cuando alcanza una estabilizacidn oo
B. CRITERIO DE HEMMERLE (1975)
E1l CRITERIO A, ya no es necesario, mAs bien lo que se hace es limitar los

valores de a condicionado a la convergencia ¢ divergencia del

RGO(p ’
procedimiento mencionado, a esto se le 1llama "Soluci®n explicita del
procedimiento iterativo”. E1 algoritmo que se utiliza es descrito a
continuacién:

El procediemiento iterativo de HOERL Y KENNARD es reducido a 1la forma

simple matricial

_ 2
Ejﬂ = Eo( I + Ej h) (3.4.16)
donde: j=0,1, 2,...... es el j-€simo paso iterativo,
(3.4.163)

A, matriz disgonal de autovalores de X‘X
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F o ... ?
14
G
2 o . @
A = ROZ o
2 2 ... ;.
i ch( »

La formula matricial (3.4.16) también se escribir en sus

iterativas de la forma :
P

€
wWJI+1)

Donde
e . son escalares
L+

el subcrito j es ussdo para denotar la j-€sima iteracidén.

p-expresiones

(3.4.16b)

De (3.4.16b) se muestra que el proceso iterativo converge cuando

0 < ei.(O) = 1/4
y diverge para
e'L(O) > 1/4
es decir
= e.* D < €. o < 174
"Jeigg euj) - €l /4
De (3.4.16b) y (3.4.16¢c) se concluye
e:.k = ei(O)( 1 + e:.'( )2
Resolviendo esta ecuacién se obtiene
(3.4.15, asi

Se demuestira en F, ap€ndice I,

convergencia o divergencia de (3.4.406c) y (3.4.16d).

(3.4.16c)
2 (3.4.16d)
como también la
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_ - /1
X (1 zei.(m) 2 4 1 4euo>

e = 5e A < eUO):S 1/4 (3.4.16¢e)
1(0 >
Para
diverge la expresién (3.4.16e).
De (3.4.16¢c) tambi®n se concluye que
- a s A < e < 1/4
(O
RO

- . (3.4.16f)
A (o D)

i vy
RO J

entonces se obtiene de (3.4.16c), vy las dos Ultimas expresiones:

S 174

ei.(O) 4 1/4
Por consiguiente
a =9 , € .o > 1/4 (3.4.16g)
RQA
-1 -+ .
pero como o = [ CAYCX DY ]
&
entonces a = X A < €. o < 1/4 (3.4.16h)
ra (1+e )
donde: o., es el i-esimo coeficiente estimado por MCO en (3.4.5a)
e:, es evaluado en (3.4.16e) para o < e <
1 [X{e)}

Luego splicando (3.4.16g) vy (3.4.16h) se encuentra una solucién Sptima del

estimador regresién Ridge Generalizado o

,1=1, 2, ... ,p.
RG

C. CRITERIO DE GUILREY Y MURPHY (1975)

El criterio, propone, no alterar todos 1los elementos diagonales de

la
matriz de autovslores A, mAs bien s®lo aquellos,

cuyos autovalores son
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relativamente pequefios y consecuentemente la estimacidén es menos sesgada

comparado con los otros métodos de regresién Ridge. Este criterio se

conoce como REGRESION RIDGE DIRIGIDO" y funciona como sigue:

i) Utilizarar la parte a) del "CRITERIO A* de HOERL Y KENNARD (197@),
para calcular los elementos K de la matriz diagonal K en (3.4.6)

pera hacer Kl«»: @ para algun i tal que

donde:

c = alguna constante arbitraria (puede ser ¢ - 1,2,3, etc)

ii) Con el resultado de i) Hallar o @ N (3.4.8).

RG
;2

jii) Reestimar K . = , para j =1, 2,

P 2

Caa )
RGL(ﬁ
iv) Utillizando iii) hallar o TION en (3.4.6)
RQG

v) Repetir el paso iii) y iv) hasta alcanzar la estabilizaci®n en la
m-esima iteracién.

vi) Determine 3 = Ta
ROG RG(M)

Donde: T es la matriz ortogonal de sutovectores de X’'X y m = m-esima
iteracién.
D. CRITERIO DE HEMMERLE Y BRAMTLE (1978)
Este se basa en la minimizacién de los estimadores de E[ l:] v H L;] ;
seleccionando los valores K , i =1, 2, ... ,p de la matriz diagonal K en
(3.4.6).
La funcién H I; ] es propuesta por HOERL AND KENNARD (1973) y estad

definida por

ECHC « ) =E[ L[] =H o -o]'[ a-a] (3.4.17)



71

Donde o es cualquier estimador del parametro o en (3.4.5a). Por otro lado,

1s funcién H L: ] es propuesta por THEOBALD C.M. (1974) y definida por

B @) =H L1 =H o -a] Al o -a] (3.4.178)

(1lamado error cuadratico medio de prediccidn)

Donde o es cualquier estimador de o en (3.4.5a) y A la matriz diagonal
de autovalores de la matriz de correlacion X' X.

Especificamente cuando el estimador o = Qg HOCKING, SPEED y LYNN (1876)
consideran, que al ser utilizado ambos criterios, el estimador RIDGE
GENERALIZADO es superior a cualquier otro dentro de 1la clase de
procedimientos de estimaci®n Ridge, cuando los valores éptimos de K.t son
conocidos en términos de los parametros poblacionales.

FAcilmente se ve que los valores Sptimos que minimizan ambos criterios es

K=o’/ (3.4.17b)

i
Donde o? y o son los parametros poblacionales desconocidos en (3.4.5a).

Se presenta los pasos para estimar los valores de KL en funcién de los
valores observados:

a) Simplificar las funciones H Lf ] vH L: ] luego encontrar sus

estimadores. Es decir de (3.4.6)

E()) =H &, -al[ & -al

(3.4.17c)
Analogamente
Bl LL1=H &_-al'Al &_-a]

Se demuesira en 0, ap€ndice I, como se obtiene (3.4.17¢)
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Q>

- H - &1 Af (3.4.17d)

RG

Por consiguiente los estimadores insesgados de E[ Lf ] vH I; ] son

°2 A A Qe A A A2 -1 -1
L1 = (aRG -a) (ano -a) + 9 trazgl (AK)A "(A+) 7]
] A AN A A A2 -1
L2 = (ano -a) A(aRo -a ) + 0o trazal (AK)(AHK) ~ ]

b) De (3.4.4a) se conoce que

~

B, =CI + KX Xy')'@

luego aRo tambien se expresa segun (3.4.4a) como

~

-1 1”7
ano_(I + KA ") @

[ 7\1/0\1 % )] %y
(A, /O, +k )] e,

o, = (3.4.17¢)
! [Ap/o\p +kp 2 ap A
Luego se hace
Vo=Ar /O + k) (3.4.17f)
Entonces de (3.4.17e) se obtiene
=a V. i=1,2, ...,p (3.4.172)
¢) Utilizando (3.4.17g) se obtiene una forms mAs simplificada Lf y L:
es decir
~2
y L1 = . )\iH:.
1=1
Donde

Se demuestra en H, ap@ndice I, la formula (3.4.17d.
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Mo=olCV, -1 +CP A X2V - D (3.4.17h)

Del mismo modo de (3.4.16f) para j = @ se obtiene

. o
1O ‘S 2
}\i.( i.(o>)
;z
= =8 (3.4.171)
AN(Ca)
1 T
Por lo tanto de (3.4.17h) y (3.4.171) Mt sera
(3.4.173)

con p=<VvV =1, i=1,2,..,p

1

d) El problema es resuelto al derivar (3.4.17j) con respecto a Vi

igualsndo a cero la expresién siguiente
d M -

i 2 _
v -2V -1+ e, WV, =0

... . 2 o2
Entonces el valor que minimiza l‘lL Yy por consecuencia L1 y I‘h es

1 -e s e <1
Vi - O [X{e)) (3417k)
2 s e E |
WO

Por consiguiente de (3.4.17f), (3.4.17i) y (3.4.17k) se obtiene
valor éptimo de K.‘

Ffrel ) <1

e. =
wWO»
y g (3.4.171)
K= S =/ ) =L
e) A continuaci®n se reemplaza (3.4.171) en (3.4.17¢) para calcular
%o * Y finalmente se calcula
B =Ta

RG RQG

el
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3.5 ESTIMADOR DE CONTRACCION (CS)

Este estimador es propuesto inicialmente por JAMES y STEIN (1961) vy
su estudio estd basado en, que el correspondiente ECM sea pequefio, en
comparacion a otros estimadores (desarrollados por otras técnicas) del

coeficiente 3 en el modelo (1.3).

3.5.1 ESTRUCTURA DEL ESTIMADOR DE CONTRACCION
Se denota por Bcs al estimador de contraccién a partir del modelo

(1.3). E1 estimador de MCO de 3 es (1.9), que tambi®n se expresa como
(3.5.1)

Luego,si algunos autovalores Aj, J=1, 2,..,p, encontrados arriba, son
bastante pequefios entonces X;’ serd demasiado grande. Por tanto para
disminuir el peso de h;’ es necesario multiplicar por una cantidad dj con
Q=< djS 1. Luego para solucionar esta situacidén a (3.5.1) se mltiplica
Gnicamente al lado derecho, por Dpxp que es una matriz diagonal cuyos
valores son @& dj <1,vj=1, 2, ..,p. Entonces (3.5.1) se convertira

en un estimador transformado que se nombra como

(3.5.2)
en forma de sumatorias
—1 L .
Bog dATTIXY T, (3.5.2a)
Tambi¢n de (3.5.2) se deduce que
IE; =D 3 (3.5.2b)

Ccs pPXp
Se debe anotar, que la matriz Dpxp puede ser
dj:d,Vj =1, 2, ... ,p

En este trabsjo de tesis, nos ocuparemos de este caso, donde dj::i es una
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constante tal que @ = d < 1. Entonces (3.5.2b) se convierte en

(3.5.2¢)

De aqui en adelante cuando se hace referencia de ﬁcs, serd el obtenido

traves de (3.5.2c).

3.5.2 PROPIEDADES DEL ESTIMADOR Bcs

PROPIEDAD 1

E[BCS) = D3
Prueba :

De (3.5.2b) se deduce la esperanza.

PROPIEDAD 2

Var - Cov( BCS b}

Prueba :

De (3.5.2b) se tiene :

cs D73
es = DOy
entonces
Var( __ ) = XX X)TIX VarCY)XCX’ X) *p-
Var( B__ ) = o2DOX’ X)X XX’ X)) ' D’

2 [ —1 [
Var( ﬁcs ) =o'DX*X) D
la ultima expresién en forma de sumatorias

2

151 [ |

Ve B__ ) = o

PROPIEDAD 3

(3.5.3)

(3.5.4)

(3.5.95)

a
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Prueba :

Por definici®dn el error cuadratico medio de un estimador es
ECK B )
Por (3.5.2b)

Bl Beg -1 g -5 )

Cc

K DA -3)(DB -4)

=K D3 DB +D3 -3 ) (DB -DB +Df - (3)

= KIXB - +D3 -3 ) (XA -5 + D3 - )
=H (DB - M) DB -/ + (DB - D) (DB - )
+ (DB -A'DB - +(DF - B (DF - ]

Bl (3-A'DD3 -1 +O3 -63(D3 -3

o’ traza(X* X) 'D'D + 3°(D - I) (D -I)3

3.5.3 CRITERIOS IMPORTANTES PARA ESTIMAR LA MATRIZ D

Se conocen pocos criterios para estimar la matriz D en (3.5.2b). Para el
caso matricial no se ha desarrollado ninguna teoria y para el caso dj =d,
Vi=1,2, ... ,p, con @=d =1, se presenta los siguientes criterios:
1) CRITERIO DE JAMES y STEIN (1961)

Para estimar 1ls constante d, se considera un modelo de regresién 1lineal,

donde las variables explicatorias son independientes ortogonales, es decir

el modelo se define como

Y =Ma + e (3.5.8)

Donde

i) Nuevamente e ~ N(O,OZI ),

ii)y MM =1,

iii) p2 3 (p = numero de variables explicatorias)

Luego el algoritmo pars estimar d funciona como sigue



77

a) Estimar a en (3.5.6) por minimos cuadrados ordinarios

o = (M MY MY
a =M'Y (3.5.68)

b) Calcular la suma de cuadrados de los residuales
SCRes = v Y'Y - a’'a

ademds & y v son independientes y

2 2 2
a ~ Na,o01), v~oxh_p
c) seleccionar un ndmero ‘¢’ tal que

@<c<2p-2)/(n-p+2)

Finalmente

d) seleccionar

d = max[ oC1 - & -)] (3.5.6b)
a’ a
tal que P<dc=<1
e) Luego segin (3.5.2b)
ﬁcs = da (3.5.6¢)

donde d estA dado en (3.5.6b)
Continuando con este criterio se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 1

Para p =2 3 el estimador

B :[1— 6y ].—.;

Cs

tiene la propiedad siguiente

-~ -~

vV a (3.5.7)

(p - 2)
(n -p+ 2)

AdemAs para cualquier o, el ECM( BCS ) es pequefio cuasndo ¢ =

Prueba :
Por definici®én de ECM

ECM o ) =E(& -ad(a -a)
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S MY -M'Y + M e) (MY -MY +Me)

- He‘ixnmnxpm' pxnenx:l
- 222 -
-+ E(eh ni)
2 2
Keizfz) et E(enziz> 2
= . = po
E{e?ZF D+ ...+ E(e?ZF )
| 1 1p n np- | p><1
Es decir
ECH( o ) = po (3.5.78)

Por otro lado
BOK g ) = KBy - o) (B - o)

Utilizando d, en lugar de D en (3.5.2b) se obtiene

B B__ ) = K da - o) ( da - o)
K a ~a)(a-a)
Ecmécs ) =d’p? (3.5.7b)

Luego cuando

Ll

d = max[ 0, 1 -

Q|8
\ e’

ol
(3.5.7b) se convierte en
: _ 2
ECM BCS ) =dpo (3.5.7¢)
de (3.5.7a8), (3.5.7c) y (3.5.6b)

ECK/?CS)<ECKO')
Adema s

Cuando o/ ¢ — o ECM( ﬁcs ) = ECK a )

Por consiguiente el mejoramiento respecto al estimador usual, puede
algo substancial. JAMES y STEIN (1961) concluyen que para p = 1, p

(mimero de varisbles explicatorias ortogonales), el estimsdor BCS
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desarrolla tan bien en la practica, es decir

ECH( ﬁ‘cs ) no es menor a ECMC /3 ), para p =1, 2.

2) CRITERIO DE STANLEY SCLOVE (1968) (Criterio de Generalizacidn)
Este criterio usa el mismo "d", definido en (3.5.6b), pero se inicia con
el modelo (1.3). Entonces, para usar (3.5.6b) se debe primero transformar
(1.3) de la manera siguiente

LX'XL* =1I (3.5.8)
Luego M =X1L" v 3 =L« (3.5.81a)

Observacidén : L no necesariamente es Ortogonal.

Por consiguiente el modelo (1.3) se convierte en
Y —Ma + e (3.5.8b)
De (3.5.8b) se concluye que igual a (3.5.6)
MM L X'XL° =1
Entonces, 'd” es igual al valor encontrado en (3.5.8b).
Finalmente el estimador de los coeficientes del modelo (1.3) en funcidn de
(3.5.2b) es 3 = L' da

CcsS

es decir

ﬁcs =L'max[ g, 1 -

Q 4|8
| —
| Y

(;.
3) CRITERIO DE DEMPSTER, SCHATZOFF, WERMUTH (1977)
Sea 3 el estimador por MCO del modelo (1.3). luego, generalizando este, se

tendra

(3.5.9)

Donde Q es una matriz simétrica definida positiva, que depende s&1lo del
disefio de 1la matriz X, y K es un escalar no negativo, que depende

generalmente de Y. luego, si se selecciona Q = (X’'X), (3.5.9) se
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convierte en un estimador, llamado estimador de STEIN (BCS)
_ . ] -1,
Bg =CX'X + RX'X )XY

y segin (3.5.2b)

3 =dp (3.5.93)
entonces d =
De esta forma se encuentra el valor de 'd” que es diferente al

criterio de JAMES y STEIN (1961), donde el valor de K es

-~

2
(o4

ENES

K =

CY -XB X' CY -X3)
(n-p)

“2
o =

Otra forma posible del criterio, es transformando el
modelo (1.3) en

su forma cardnica como fue establecido en (3.4.5a), cuyo estimador

por MCO es
Luego ag = da (3.5.9b)
entonces
1
d =
1 +K
0"2
donde K = -
a
y

. (Y -xtadcy -xta)d
(o4 =

n-p
Por otra parte se deriva del criterio, una regla, correspondiente a
encontrar la regidn elipsoide confidencial del parametrado (3 centrado al

estimador de minimos cudrados (3, esto es,
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@B -BYXXB-3)

2 F 1-O
SN-p,1—
ps P P

IA

(3.5.9¢)

entonces, se debe limitar la desviaci®n de (3 a 3, la cual implica que ﬁcs

est® dentro del elipsoide de (3.5.8¢c), es decir

B ._-BYXXWB__-13)
cs cs <F (3.5.9d)

2 p,N-p,1-A
pPsS

Ahora si para

~

d = 1— v K = o

2

o’ o
el estimador ﬁcs no cumple con (3.5.9d) se ajusta el K, el cual es

calculado de acuerdo a los criterios planteados en el estimador de

Regresion Ridge ﬁnn.

3.6 ESTIMADOR DE LA SELECCION DE VARIABLES ( SV )

En esta secci®n, se presenta el Ultimo estimador sesgado, 1lamado
SELECCION DE VARIABLES (SV), alternativo al estimador de mf nimos cuadrados
ordinarios, su aplicacién es cuando el modelo (1.3) es inestable, es decir
cuando hay presencia de multicolinealidad entre 1las varisbles
explicatorias. Por lo tanto esta bt&cnica se fundamenta en que debe
seleccionarse un subconjunto de varisbles explicatorias independientes
para qQue el efecto de multicolinealidad sea menos seria. Se incluye abajo,
su estructura, propiedades, formas y criterios para encontrar un
subconjunto éptimo de variables del modelo (1.3), de manera qQue, en este
nuevo conjunto ya no exista multicolinealidad. Finalmente se termina con

comentarios sobre la ventaja de usar el estimador de SV.
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3.6.1. ESTRUCTURA DEL ESTIMADOR DE SELECCION DE VARIABLES (SVY)

El procedimiento de selecci®n de variables (SV),es un estimador
sesgado de los coeficientes de las variables independientes seleccionadas
del modelo (1.3), pero &in asf puede proveer predicciones m&s estables.
Supbngase, que para eliminar la multicolinealidad del modelo (1.3), se ha
seleccionado "r" variables explicatorias, las cuales deben ser eliminadas

del modelo general, luego (1.3) se expresara como
Y =X +X3 +e (3.6.1)
qQ q r r

Donde X matriz estadndar de (1.3), es particionada en Xq de dimensién nxq y
Xr de dimensi®n nxr. De forma similar el vector (3 es particionado, vy

ademds p = q + r, siendo "qQ" lss varisbles retenidas en el modelo. Sea

-~

Bl T (3.6.1a)

Ry D

el estimador particionado de mi nimos cuadrados de (3, y’ﬁs‘, la estimacién
por minimos cuadrados ordinarios del vector de coeficientes Bq si las

r-varisbles del modelo (3.6.1) son eliminadas, esto es

(3.6.2)

Por consiguiente (3.6.2) es conocido como estimador de SELECCION DE
VARIABLES, pues s5lo es calculado en funci®tn de las "q" variables
regresoras retenidas en el modelo (3.6.1). De esta forma se ha encontrado

la estructura del estimador st. También (3.6.2) se expresa como

—_ -1 U .
B = i SH X Y H (3.6.22)

i1
Donde % de dimensién ax1 son autovectores ortogonales correspondientes a
los sutovalores % ,Jd=1, 2,...,a , de la matriz (X;Xq) de dimensién

axq. Se debe anotar que los autovalores en (3.6.2) o (3.6.2a) no estAan
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ordenados por magnitud como en otros estimadores presentados.

3. 6. 2. PROPIEDADES DEL ESTIMADOR ﬁsv

PROPIEDAD 1

-~

2 . . . .
Oy representa el cuadrado medio residual para la selecci®n de variables,

es decir

~

2 —_ . _ . 1y, —_
ol, =YL I -X (X X)X 1¥/n - (3.6.3)

SV
Prueba :
S en (3.6.1) las "r" variables son eliminados, entonces por definicién de

2 .
o se tiene

o - Xqﬁq)'(Y - Xqﬁq)
(n - @

luego, reemplazando por su estimaci®n, asi como también Bq (de acuerdo
3.6.2), se obtiene
-1 -1
Y - X (X°X X'Y)'(y - X (x:x XY
¢ q(qq) q)( q(qq) c!)
(n - @

Y'Y - ¥Y'X (XX )XY
Q- q q q
(n -9

. — 4 -1 L4 —
Y'[ I Xq(Xqu) xq 1Y/(n - @

PROPIEDAD 2

. -1,
R By, ) =R + XXX X7 (3.6.4)

qQqrr

Prueba :

De (3.6.2)

reemplazando Y por sus valores de acuerdo a (3.6.1)
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B =UXY™X [ XpB +Xp3 +e]
SV qQ q qQ qQ q rr

y aplicando esperanza

- . -1 ,
BBy, ) =8, + X XXX}

1
PROPIEDAD 3
N -1 2
VAR - QOV( st ) =( Xqu ) o (3.6.5)

Prueba :

- [ ~1y,
De (3.6.2) st —(Xqu) XqY

- . “1y,
y de (3.6.1) st = (quq) Xq( quiq + Xrﬁr + e )

- . -1 . ¢ -1 ¢

By =B, + XXX B+ (XX )X e

Luego se obtiene

-1 -1
- D ¢ X’ X = ‘X X
st [ ﬁq-*(xq q) a rﬁr] (xq q) qe (3.6.53)
Segin (3.6.4), (3.6.5a) se convierte en

sV

B - KB )= X Y'xe (3.6.5b)
sv Qa q q

Por otro lsdo, por definici®n de VAR - COV

~

VAR - COV( B, ) = E[( B, - EB ) [( By, - BB )

S

de (3.6.5b) =E[ & x )7x: e J[ ox; X )7x e ]

=E[ & X )Y7'x' ee’ X (X' X )]
qQ qQ qQ qQ qQ qQ

(X* X )X E(ee’ X (X' X )™
a q q a qa aq

it

X xq )—102 .
? |

también es posible expresar como

2 - .
VAR - COV( st) = o jz Sj Hj Hj

donde H. es definida en (3.6.2a).
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PROPIEDAD 4
BCH(R,, ) = o traza(X; X )™+ (x:X_y'x:x g A [0 X X X ] (3.6.6)
Prueba :
Por definicién
BOMA, ) = KAy, - BB, - B,
= BBy L, - Baylts - B AL, + BB

sv''sv sv''g q'"q

KB R, — BB IR, - B BB ) + B 6,

HA L) - BB + B ) - 2’A D6, + BB,

VAR + [ RAg) -AILKAL) -8

F ¢ -1 v -1, _ . -1, ¢
=" trazalX; X )7 H B+ OUXDTXIX B - BB+ XXX X B A )

tambi®n se expresara como

(3.6.68)

Observacién:

- BS‘, estA distribuida normalmente con esperanza y variasnza especificada
anteriormente.

- (n - q);sv /'0z estA distribuida como una CHI-CUADRADA no central, con

esperanza dada por

A B XTI -X XXX IXxp
Ko ) = e © _qq)qq q :r) (3.6.6b)

Sv

PROPIEDAD S

st es sesgado excepto cuando: a8) 3 =0
b X'X =
q r

(3.6.7)

Prueba :

Los resultados se ven rapidamente de (3.6.4)
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PROPIEDAD 6

La matriz VAR(B(q)) - VAR([:‘SV) es definida semipositiva (3.6.8)
Prueba :
Se sabe que VAR) = o° )\;1
i1

luego de (3.6.1a) se tiene

(3.6.8a)

Aqui )\;1 son los autovalores de la matriz (X‘X) donde X = [ xq ,)(r ] . Se
observa que el cdlculo de Aj i =1, 2, ... P esta determinada por
todas las combinacienes de las correlaciones entre todas 1las variables
explicatorias del modelo (1.3), por tanto si algunas de las variables son
proximamente correlacionadas, habran algunos 7\j demasiado pequefios y por
consiguiente la inversa K;’ serA demasiado grande.

Ahora si son eliminados las variables que causan multicolinealidad en el

modelo (1.3), se tendrda del primer factor del lado derecho de (3.6.6a)
" _ 2 -1
V((?SV) = jZSj (3.6.8b)

De (3.6.8b), cada Sj no serad demasiado pequefio, por tanto S_.l no sera
demasiado grande; luego de (3.6.8a) y (3.6.8b) se concluye

1 —1

] ] La
We, ) - W) = o io\j -sh >

i1

debido a que

Las estimaciones de las componentes de Bq por B(q) son generalmente mas

variables que los encontrados por /?SV .

PROPIEDAD 7

o’ es m s sesgado que o’ (hallado por MCO).

SV
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PROPIEDAD 8

Sea X = (x’q s ><;), una entrada particular en el modelo (1.3) (x* es un
vector fila 1xp). Se usa un subconjunto del modelo con x'r eliminados, el

valor predicho de la variable respuesta es

Yq = x;ﬁsv (}; es un valor real)

entonces
}; es sesdado, a menos que X;Xrﬁr =@ (3.6.9)
Prueba :
como I(fa = xc"fisv (3.6.9a)
entonces }I};) = x;K ﬁsv )

- ¢ ) -1,
De (3.6.4) K}; ) = xq[{:‘cl +(quq) qurﬁr]

- . ) . -1y,

K}; ) = xqﬁq + xq(Xqu) qurﬁr] (3.6.9b)

Por consiguiente de (3.6.9b) y (3.6.9a) se observa que }; es sesgado. Si

en (3.6.9b) X(‘}Xrﬁr = @, entonces }; sera insesgado.

PROPIEDAD 9

Sea VARPre( Y ) la varianza de prediccion de las observaciones predichas Y
usando la estimacién de minimos cuadrados y VARPre( Yq ) de Y; cuando se

usa la selecci®n de variables, entonces

VARPre( Y) 2 VARPre( f; D) (3.6.10)

Y, es el valor predicho de 1la varisble respuesta, para una entrada
particular X' = (x; ,x‘r) en el modelo (1.3), )f; es el valor predicho de
la variasble respuesta, para una entrada particular como arriba pero
después de eliminar las x’

Prueba :

Del modelo (1.3), cuando se tiene una entrada particular de datos de las
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variables explicatorias, por ejemplo X = (x;,x;), entonces
VARPre( Y) = o[ 1+ ¥ (X*X) '« (3.6.10a)
Si se eliminan las "r" variables en (1.3) se tendra
VARPre( ¥ ) =o'l (3.6.10b)
Luego, es evidente de (3.6.180a) y (3.6.18b) que
VARPre( Y) Z VARPre( }:; )

De la propiedad (6) y (89), se concluiye que st puede ser estimada ¢ 1la
respuesta futura puede ser predecida con variasnza pegudia usando un
subconjunto de variables explicatorias del medelo (1.3), el problema, es

el sesgo.

3. 6. 3. SELECCION OPTIMA DE q VARIABLES,C q £ p > SEGUN
PROCEDIMIENTOS Y CRITERIOS
Una variedad de m©tedos se hsn propuesto, para la eleccién de las q
variables (q<p) a ser incluidas en el modelo (1.3), cusndo se tiene
presencia de multicolinealidad. Estos metedos se distinguen segun el
procedimiento para encontrar el "mejor subconjunto q de
variables independientes, tal que, é&ste subconjunto explique mejor a la
variable respuesta " Y "
En esta subseccidén, primero se presenta los criterios estadi sticos, para
seleccionar el "mejor subconjunto” q, de variables independientes al
modelo
(1.3), el cual tiene inicialmente "p" varisbles, y luego, se desarrolla
los procedimientos.
DEFINICION y NOTACION .- Sesn las siguientes funciones

SCRes, = (Y - X3 (Y - X3
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SCRes,_ = o - Xqﬁq)'(Y - xqﬁq)
"SCRe§>", es la suma de cuadrados de los residuales para los "p” terminos
del modelo (1.3) vy "SCResq” es la suma de cuadrados de los residuales para
el subconjunto de "q" términos del modelo (1.3), despues de ser eliminadas
las r = p - qQ variables que influencian en multicolinealidad.
1. CRITERIO DEL CUADRADO MEDIO RESIDUAL MINIMO

El cuadrado medio residual para las g-varisbles, luego que las r-variables

comprometidas con multicolinealidad son eliminadas del modelo (1.3), es

SCRes
q

CMRes = ———— (3.6.11)
q n-agqg

"n", es el miamero de observaciones muestrales. CHResq es decreciente

cuando "q" es creciente, es decir, inicialmente decrece, 1luego se
estabiliza y posteriormente puede crecer, si la reduccion de la SCRes (al
adicionar un regresor al modelo de q-términos) no es suficiente para
compensar la pérdida de un grado de libertad en el denominador de
(3.6.11), mAs claramente

CMRes > CMRes
(q q

+1>
por consiguiente el criterio se establece como sigue:

- seleccionar el minimo CMResq, luego,

- seleccionar el valor q ,tal que, CMRega es aproximadamente igual a CHRe%D,rﬁ

- seleccionar el valor "q" préximo al punto donde el valor CMResq es mi nimo.
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FIGURA No 2, GRAFICA DEL COMPORTAMIENTO DE CMReées ve q

2. CRITERIO DEL COEFICIENTE DE DETERMINACION MULTIPLE

El coeficiente de Determinaci®n mizltiple se define como,
SCRes
q

SCT
P

RO =1- (3.6.12)

“q", son las variables incluidas en el modelo después de eliminar las
r-variables en (1.3), vy SCI‘P. es la suma de cuadrados totales con las
p-variables originales. R: crece cuando q crece y toma un mximo cuando
q=p y existen [ g] valores posibles de R: para cada subconjunto de
modelos posibles de tamsfio "q".

El funcionamiento del criterio es:

Se adicionsn regresores al modelo, hasta el punto que la adici®n de una
varisble mas ya no es Util, esto es, cuando el crecimiento R: es pequeio.
Entonces se selecciona este valor "q", como el wmero de regresoras a
incluir en el modelo (1.3). Para esto se necesita un juicio de parte del

analista y R: alto, implica que los modelos son preferibles.
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3. CRITERIO DEL R° AJUSTADO MAXIMO

Se define el coeficiente de determinaci®n miltiple ajustado como

N (n - 1)1 -1/)
E=1- a

q (n _ q) (3-8.13)

Transforando (3.6.13) para depender de (3.6.11), se realiza los pasos

siguientes
(SCResq)
_ (n - 1) (SCT )
de (3.6.12) E -1- P
9 (n - Q)
- (n - 1)(SCRes )
E =1-
(SCTp)(n - Q)
Por (3.6.11) B=1- @1 (CMRes ) (3.6.14)
6. g (SCT 5 - . 6.

Este criterio es similar al anterior, pues se selecciona el valor "q"
para el cual ii es m ximo.
4. CRITERIO DE LA VARIANZA DE PREDICCION PROMEDIO MINIMO

La varianza de prediccidn promedio se define :
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(CMRes )

— q
Jq = (n + Q)—n—— (38.15)

q, es el ndmero de varisbles ajustado & corregido a partir del modelo
(1.3). Jq , proviene del cdlculo de la varianza de prediccidn total, sobre
los datos comunes para un subconjunto dado. Por consiguiente, es posible
estimar o° por CMResq. Sobre la base tedrica, 1la objecién de este
estadi stico, es que, ignora el sesgo en la prediccién. Este criterio pocas
veces es usado.

5. EL CRITERIO DEL ESTADISTICO Cp DE MALLOW" S

El estadi stico Cp de Mallow’'s se define como :

SCResp
Cp = _;T— +2p - n (3.6.16)

A (3.6.16) tambi®én, se llama "Error Cuadratico total”. Luego para el caso

de un subconjunto de tamsfio "q" del modelo (1.3), (3.6.16) sera

SCRescl 5
Cq =———(-;2—+ 29 - n (3.6.17)

El criterio Cq , €s un procedimiento que indica, elsubconjunto mé s adecuado
del modelo (1.3) a ser elegido, pues la interpretaci®n de “Cq versus

es bastante sencilla.

Puesto que Cq es funcidn de "q", es recomendado como un medio de proveer
informaci®n acerca de la estructura de los datos, por consiguiente, el
criterio se desarrolla como sigue:

- Se sugiere seleccionar el subconjunto con Cq < q

- Debe considerarse el Cq proximo a q, tal que, el sesgo sea pequefio.

5

Se demuestra en J, apendice I, la formula (3.6.17).
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FIGURA No 4, Orafica del comportamiento del estadistico C de Mallows vs Q
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6. CRITERIO DEL TEST USANDO q} DE MALLOW S

Este criterio, es usado para eligir un subconjunto de wvariables
independientes de tamsfio "qQ” de (1.3). Esto se hace a través del test de
adecuacion del mejor modelo sjustado o corregido.

El criterio considera hacer el test de Hipd tesis

- Jer
H:p =0,324 (3.6.18)

Donde r es el conjunto de variables a eliminar del modelo (1.3).

Por tanto, el estadf{ stico F para el test H es :

SCRes SCRes
_ (p - Q)
Fq = SCReSp (3.6.18a)
(n - p)

SCResq - SCRes

Fq = s

(p - QX

1 SCRes - SCRes
F - ( q P
q (p - Q) "2

1 [ SCRes SCRes
F = 1 q p
q (p - Q) o2 SCResp

(n - p)



94

1 SCRescl
F; T (®-q [ "2 (n - e ]
F = 1 [ C +p - 2a ]
a (p - Q) q
(C -4a)
F =1+ (3.6.18b)
P -Q
& equivalentemente : Cq = (p - Q)(Fq -1 +aq (3.6.18c)

Luego, la indicacién para aplicar este criterio se tiene a continuacién:
seleccionar un "q" adecuado en (1.3) , tal que, Fq =1

— Se debe graficar "Fq versus q'', para obtener una impresién general del
diagrama, y evaluar el efecto de remover ¢ adicionar variables.

Observacién Es sencillo comparar la posicién, de dos & mas valores de

(3.6.18b) para diferentes subconjuntos de regresidn, a través de la 1linea
horizontal "y = 1 ", que a la linea inclinada "y = x", la cual sirve de

gui a para graficar los valores de Cq para combinaciones de "q".

15 4 .

10 -

v

I I !
1 2 3 q

Q

FIGURA No 5, Orafica de F vs g
Qq

7. CRITERIO DEL ERROR CUADRATICO MEDIO DE PREDICCION INCONDICIONAL
Sea el modelo (3.6.1), que incluye 1las r-variables a ser eliminadas.

luego, si se eliminan estAs variables, el modelo se convierte en

Y =X[(3 +e (3.6.19)
q'q
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por consiguiente, la respuesta estimada Yq es

Y, =X 3 (3.6.192)

Entonces, se define el "Error Cuadratico Medio de Prediccién” de Yq para

un dato particular de entrada (yo ,x;), como:

ECMPreC ”zg Y==K Y -7 ) (3.6.19b)

o q
x; = (x; ,x; ), es nuevamente un vector de entrada particular de orden lxp.
}; , es la variable respuesta observada y es real. Yc; es la prediccién o
estimacion de Yo, la cual es calculada s&lo con " x’
Desarrollando (3.6.19b) se tiene

ECMPre( Y)=RK F + ¥ - 277 )
q o] q O q

1]
Z
~
(Y
+
—
=
~
v
|
o<

=

en este caso particular, a VAR Yq) tambi®n se 1lama VARPre( Yq).
Entonces reemplazando por sus valores se2dn (3.6.18b) y (3.6.9b) se

obtiene que

3 - 2z ¢ ] -1 N -1y,
ECHPre(Y ) = o1 + x (X! X ) "x) + (XX X > "X X 3 -x 3] (3.6.19)

splicando el wvalor esperado a (3.6.19¢c) y haciendo algunas
transformaciones se tiene

(n+ 1)(n 2) _z
nn -gq - 2) ‘v X (3.6.15d)

K ECMPre ("};) ) =

a; x * €S la varianza condicional de Y dado las q variables en (3.6.19).
q

Luego, una estimacidn muestral de (3.6.18d) es
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7N\

2 -~
RCECHPre (¥) ) = (n"-n-2) 22

an - a - 2) %y x (3.6.18e)

donde

. (n - DS(1 - RY)
o - Y q
y X (n-q -1)

Rz, es el coeficiente de correlacién miltiple muestral entre Y y las q

Y-
n-1

variables regresoras. Por consiguiente, (3.6.18e) se expresa como

o~ (= n - 2)X(n - Dsju - R:)

K ECMPrE(};) ) = (3.6.19f)

nin -q-1)n-q-2)

Ahora, denotando

N

K ECMPre( };) ) = ECMI

ECMI, es el Error cuadratico medio de prediccién incondicional muestral.

Entonces, el criterio es definido como "Vm" , donde
Vm = valor muestral ECMI mi nimo

Por consiguiente, se selecciona un subconjunto de tamsfio q, tal que,

sea el mi nimo de todas las combinaciones de subconjuntos, usando el

procedimiento se selecci®n de Forward.

3. 6. 4 PROCEDIMIENTOS COMPUTACIONALES PARA LA SELECCION DE g
YARI ABLES

Los m&todos para obtener combinaciones de subconjuntos de regresi®n del

modelo general (1.3), son presentados abajo, los cuales, luego, son

analizados por los criterios vistos arriba, considerando que no presentan

multicolinealidad, para su uso en la ecuacién final.
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TODAS LAS REGRESIONES POSIBLES

Este procedimiento, requiere hacer todas las combinaciones posibles de

regresion del modelo general (1.3), se realiza de la manera siduiente:

ad

bd

c)

dd

Efectuar p modelos de regresién, cada una con un solo regresor:

Y = ﬁj% +e ,3=1, 2, ... ,p
Efectuar [ P ] modelos de regresi®n, cada una con dos variables regresoras
2
Y =X +r3jxj +e ,1i#3,1,3=1,2, ...,p
Continuar con el paso b) considerando [ p] , [ p] , ..,[ p] modelos de
3 4 P
regresién, cada una con 3, 4,..,p variables regresoras respectivamente

Instantaneamente a todos los subconjuntos de modelos hallados en a), b)
y c), se les debe hacer el analisis a través de los criterios de Cq de

MALLOWS,E?, ?f v asi seleccionar el mejor subconjunto de tamafio "q".

Para este tipo de procedimiento, se han desarrollado varios algoritmos de

computaci®n muy eficientes que desarrrollan todo el proceso presentado

anteriormente; y encontrar el mejor subconjunto de regresién. Estos

generalmente estan basados sobre

- Reducci®n de GAUSS - JORDAN.

- Operadores extendidos (SWEEP OPERATOR).

De todos, se recomienda el slgoritmo de FURNIVAL y WILSON (1974), 1llamado

"BMD-P"; dicho programa, permite seleccionar el mejor subconjunto . para

2 %2

cada tamsfio 1 <g< p, usando los criterios Cp, R™, Rp. El algoritmo BMD-P

|

es eficiente para un conjunto de variables regresoras menor o igual a 39,

con tiempo de ocSmputo comparable a los algoritmos del  “procedimiento

STEPWISE" .

Existe otro programa, llamado "SELECT" (por LA MOTTE (1972)), tambi®én se

desarrolla de forma adecuada hasta 70 variables regresoras con una
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cantidsd moderada de tiempo de computacién.

2. PROCEDIMIENTO DE BUSQUEDA DIRECTA EN FUNCION DEL
ESTADISTICO t

Se presenta los pasos del procedimiento:
ad) En el modelo (1.3), estimar los coeficientes por minimos cuadrados.

bd> Encontrar la desviacidn estAndar, para cada coeficiente estimado.

c) Hallar |tj| , J=1, 2, ... ,p vy ordenarlo en forma decreciente, donde
ﬁj
tj = — De:desviacién estdndar
De( BJ )
d) Efectuar la regresién de la variable repuesta " Y “ con 1la variable

regresera que tiene |tj| maximo, enseguida evaluarla a trsvés del
“"eriterio Cp de MALLOW'S".

e) Continuar con el paso d) , pero incluyendo en la regresidn, la siguiente
variable,en el orden de su |tj| considerando de mayor a menor segun c¢J
vy asl sucesivamente hasta terminar con todas las variables regresoras.

£f> En el paso e) calcular el estadistico Cp para cada variable incluida,
de estos Cp seleccionar el mejor segin el criterio visto.

g) El paso £), da el mejor subconjunto de variables regresoras de tamafio
"q", tal que Cq sea mi nimo.

El procedimiento es efectivo, cuando el mdmero de varisbles regresoras es

mayor o igual a 30. AdemAs regdresoras con |tj| grande, siempre tienden a

ser incluidas en el mejor subconjunto de tamsfio "q".

3. PROCEDIMIENTO STEPWISE (Pasos Prudentes)

El m®todo que se presenta evalia sS5lamente un nUmero pequefio de

subconjuntos de regresion del modelo general (1.3), y se basa en la
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adicidén & eliminanacién de las variables regdresoras, una a la wvéz, de
acuerdo a los criterios vistos anteriormente. El procedimiento tiene 3
variaciones

- Seleccién hacia adelante ( Forward selection )

- Eliminacién hacia atraz ( Backward elimination )

- Regresién de pasos prudentes ( Stepwise Regresién )

A) Seleccidn hacia adelante (forward selectidénd:

Esta t®cnica comienza sin variables regresoras en la ecuaci®n de redgresién
(1.3), y en enseguida, se va adicionando una variable a la ¥z al modelo,
hasta que todas las variasbles estAn incluidas © hasta que uno de los
criterios presentados anteriormente es satisfecho.

Generalmente se acostumbra usar un nuevo criterio 1llamado “Estadi stico
F-Parcial”, para incluir variables al modelo. El criterio se basa en el
siguiente algoritmo:

i> Para incluir variables en algdn paso, se selecciona el mayor F-Parcial

entre los elegibles para ser incluido. Es decir, si la variable i" es

adicionada a la ecuaci®n de "q" t€rminos, entonces:

SCRes - SCRes "
F =max[ T a ] > F (3.6.20)
1 1 2 n
q+i
dond c;z = SCReSqﬂ
© q*i  n - (g + 1)
wn - F(0(, i, n-q-1> y 2.0 = E;.n = 4.0

iiDEn otro caso se termina, y las variables resultantes incluidas son las

elegidas.
También se puede aplicar el criterio "Cp de Mallow’ s", "CMResq mi nimo™,

Rz maximo", en cada paso de esta té€cnica.
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B) Eliminacién hacia atraz (Backward elimination):

Al contrario de la anterior t®cnica, esta se inicia con todas las

variables regresoras en el modelo (1.3), luego se va elimindo una a la vez

en cada paso. Para la eliminacién, se aplica el criterio ‘“estadi stico

F-Parcial” como sigue:

i) Para algdn paso, la variable con F-Parcial minima, calculada desde 1la
regresién comin, es eliminada si este F-Parcial no excede al valor
especificado. Es decir la variable "i" es eliminada de la ecuaci®én de

q" términos si:

F, = min [ § ] < F (3.6.21)

SCResq__i , denota la suma de cuadrados de los residuales cuando la
variable "i" se elimina de la ecuacién de q t€rminos
Fou'. = F(O(.'.,h—q)

iidEn otro caso termina el proceso, y las variables que no sean eliminadas

son las seleccionadas.

Analogamente se pueden aplicar para cada paso los criterios "C ", ”CMResq

m nimo", “R® maximo".

C) Regresién de pasos prudentes (Stepwise Regression):

Esta t®cnica es una combinacién de las dos anteriores, el algoritmo

funciona como sigue:

i) En cada paso a realizarce, se adiciona una variable usando el criterio
"seleccion hacia adelante”, luego a todas las variables entradas en la
ecuacion se les calcula sus estadi sticos F-Parciales, y se comparan
todos con "Fout", luego ir al paso iid .

iid) 3 en el paso i), uno de los F-Parcial es menor a Fout la variable

respectiva se elimina de la ecuacidn.
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iiidContinuar con el paso iJ), hasta terminar con todas 1las variables
regresoras.
Obser vacidnes:

- Algunos autores prefieren

pero generalmente es conveniente
in E;ut

Para el procedimiento de "pasos prudentes”, se puede usar un programa de
cdmputo llamado "STATISTICAL ANALISIS SYSTEM (SAS)" por BARR y GOODNIGHT
(1871) S el programa BMD-P anteriormente mencionado.

El procedimiento de "pasos prudentes” es criticado, pues no asegura que
el subconjunto encontrado segin las técnicas A), B & C) sea el mejor
encontrado, esto es debido a que un modelo adecuado puede ser eliminado
o dejado de lado a causa de la restricci®n de solamente adicionar o]
eliminar una sola variable a la w¥z. Otra critica es que emplea un orden
de importancia para las variables, esta puede ser engdiosa, por ejemplo
no es raro hallar que la primera varisble incluida en la b®cnica A) es
bastante innecesaria dentro de la presencia de otras variables, & que la
primera variable eliminada segin B) sea incluida por A>. También el
incumplimiento de algunos de los criterios vistos anteriormente para los
subconjuntos encontrados por este procedimiento. Luego, parece razonable

seleccionar el conjunto que tiene propiedades mAs o menos similares con

el mejor subconjunto encontrsdo por el procedimiento 1.

- Los analistas se inclinan por la técnica C) seguida de la B).
= Para un numero de regresores hasta 39, se puede usar indistintamente el

procedimiento: 1. , 2. ¢ 3. pues el costo es igual. Si el numero de

variables es mayor de 30, primero usar el procedimiento 3. luego a
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este conjunto elegido, aplicarle el procedimiento 1 y el sentido comun.

3.7 FORMULACION DE UNA ESTRUCTURA GENERAL PARA LOS ESTIMADORES

SESGADOS.

La estructura (para estimar el vector verdadero (3), de todos los

estimadores sesgados en presencia de multicolinelidad, incluyendo el
estimador de MCO, se pueden uniformizar en una sola estructura general, y
a través de ella estimar /3. De esta manera, no es necesario almacenar la
estructura de cada uno de ellos.
Teniendo en consideracion las estructuras de los estimadores sesgados y el
de MCO, tal como se encontr® en (1.8), (3.2.18), (3.3.15), (3.4.4),
(3.4.6a), (3.5.2c) y (3.6.2), se observa que todos los estimadores
presentan en su estructura al vector variable respuesta o dependiente Y
(excepto RL) en su forma natural o no estandarizada, por consiguiente por
un mecanismo muy simple se puede hacer que las estructuras de todos los
estimadores estén en funcidén del vector variable respuesta o dependiente,
pero, en su forma estandarizada, con la condici®n que 1la estructura de
todos los estimadores, no varie.

Para estandarizar Y, seguimos los pasos dados en en la definicidén 2,

seccién 1.1 Ccapitulo I), luego, reemplazando en las estructuras

correspondientes (excepto en RL), el vector respuesta Y por su forma
. X . .

estandarizada Y , y luego, multiplicada por n, se tendra las estructuras

corregidas, de los estimadores para este caso:

(3.7.1)

(3.7.2)
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(3.7.3)
(3.7.4)
B, =nT (A +K ' T'x y¥* (3.7.5)
B =nd o x Ixey¥ (3.7.6)
By, = (XX y! (3.7.7)

Las ecuaciones (3.7.1) hasta (3.7.7) parecen indicar varias inversiones de
matrices y grandes requirimientos de memoria para calcular todos los
estimadores sesgados. Realmente ellos se pueden expresar en una sola
estructura general sin dificultad alguna, 5lo que deben considerarse
algunas anotaciones. Por consiguiente realizando algunas operaciones y
simplificaciones se encuentra una estructura general de estos estimadores,

el cual es expresado de la forma siguiente:

3 :"2 h o (3.7.8)
J
donde
N, eselmismode ladefinicidén 2, secciéni.1 (capituloID
m, son variables univariadas.
mj , son vectores latentes de la matriz de correlacidén X‘'X & A’ A segin sea
el caso.
Especificamente para los siete estimadores en estudio, hj vy % son

definidos como sigue:



MCO: m =T, h =2 TxyX, ) =1, 2.
) ] ) J J
CP: =T, h,:{‘?’_1 . 1 =12 r
! J AN rxy”, ) = re1, p
J J
-1 X
RR: mo = ’I'J hJ =N +K) T‘JX'Y s ) =1, 2 p
1 X
RG m =T, hh =(. +K. ) TX'Y", j =1, 2 p
J J J J J
CS: m =T, hoo=dx* Txy¥, iz 2. ..p
J J J J J
? =1,2 ;r
RL m =, h. =
J - 1

- X
SV: m =H., h, = Sj1H'JX;Y ) ) =1, 2 ..a, q<p

De esta forma, (3.7.8) expresa una estructura general para todos los
estimadores de (3.7.1) a (3.7.7) en presencia de multicolinealidad.
Notemos que (3.7.8) es aplicable a cualquier modelo de regresién lineal
miltiple cuando se detecta multicolinealidad, s©lo que las matrices de
entrada X* e Y deben ser estandarizadas en X e y* respectivamente, vy
luego, desarrollar la estimaci®n de los coeficientes verdaderos de (1.3),

por cualquiera de los m® todos estudiados.



CAPITULO IV

APLICACION VIA SIMULACION DE LA EFICIENCIA DE LOS ESTIMADORES
SESGADOS EN PRESENCIA DE MULTICOLINEALIDAD

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo, se compara la eficiencia empirica de los
estimadores sesgados, por lo tanto se observa su comportamiento en la
practica, ante un problema de MULTICOLINEALIDAD. Se disefia una simulacién
especi fica del modelo de regresion lineal miltiple estandarizado (1.3), en
presencia de este fenSmeno, y a traves de este, se observa la eficiencia
de los estimadores sesgados vistos anteriormente. Los resultados de 1la
simulacién (aldgunos de ellos estan en el apéndice II), son comparados Vy
analizados, observando la eficiencia de los estimadores sesgados atraves
de loscriterios de 1a YARI ANZA y el ERROR CUADRATICO MEDIO . Finalmente,
se presenta, algunos resultados significativos realizados por

investigadores el fern®meno de multicolinealidad.

4.2 DISENO DE LA SIMULACION DEL CONJUNTO DE DATOS.

Se presenta el disefio de simulaci®n, que se desarrolla respecto al
estudio de investigacién que se considera, cuyos resultados se vera en la
siguiente secci®n. Es preferible, comparar la eficiencia de los
estimadores sesgados, atrawes de una simulacidén, pues el investigador

contrela los valores verdaderos, que con datos reales, pero, con este
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dultimo tambien es factible.
Para el estudio se generan dos matrices (30x8) de variables regresoras o

independientes. La primera matriz, de datos casi ortogonal, consistiendo

de observaciones aleatorias de una distribuci®n Uniforme (@, 10). La

segunda matriz de datos multicolineales, formada por cinco columnas de

observaciones aleatorias de una distribuci®n Uniforme (@, 19) y 1na

columna, gque es, una combinaci®n lineal de dos de estas cinco columnas,

MAs un vector de error aleatorio proveniente de una distribuci®n normal

con media cero y varianza dos. Por consiguiente a la

Gltima matriz se le induce una multicolinealidad de tres variables.

Seguidamente cada matriz generada, es estandarizada. E1 paso siguiente es
obtener las matrices de correlaci®n, obteniendo a continuaci®n las raices

latentes y vectores latentes respectivamente. Por lo tanto las TABLAS I y

II nos presentan los autovalores y autovectores de 1la matriz de
correlacién X’ X, para los datos préximamente ortogonales, como también
para los datos multicolineales:
TABLA I
Autovalores y Autovectores de la Matriz
de Correlacién X’ X, para datos Ortogonales
A N A N N
1 2 3 4 S (<]
0. 09669492 0.3872170606 0.55228224 1. 14842250 1.733 13444 2.082240235
T1 T2 T3 T4 TS TGO
0.45413100 -0. 158 19680 0.591886218 0.22120837 -0.37333014 0. 47969339
0.58911491 -0. 050648169 0.26436200 -0. 535064565 0.19212818 -0. 530600067
0. 41904722 0.17482937 -0.59825962 -0.37811673 -0.043 693063 0. 53947952
0.44647282 0.32736533 -0.31582005 0. 59066248 -0.27496830 -0.41140004
-0.206027234 0. 60582687 0. 190657749 —-0.38292970 -0.00921042 -0.09389845
0. 0634069686 0.68339157 0.28893743 0. 160 190506 0.612419235 0.211528062
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TABLA I1I

y Autovectores de la Matriz de
correlacion X’ X ,para datos Multicolineales

A PN N X PN A

1 2 3 4 S (<]
0.001471835 0.19137525 0.04758487 1.15412705 1.88331847 2.12212251

T1 T2 T3 T4 TS TG
-0.52543631 O0.21799007 -0.481051G68 O0.13967308 -0.595806909 -0.206536344
0.53G622374 -0.02828457 -0.506191489 0.17502332 0.25541735 -0.54770323
0. 66050649 O0.19562111 0.08388769 -0.02962423 -0.068434180 0.221806732
0. 00790755 0.54427480 -0.47375853 -0. 45054569 O0.20927909 O0.44532019
-0. 00695733 O0.061773344 O.40099051 -0.27131104 0.05201037 -0.57404702
0.00101291 0.48536897 O.09404402 0.8106066213 0. 190106307 0. 22900883

De 1a TABLA I, se concluye, que la raiz latente mAs pequdia es 7\1 =0.9097,

correspondiente a la matriz de correlaci®n de 1los datos proximamente
ortogonales y de la TABLA II | el autovalor mA s pequdio es 7\12 ?.9914, con

su autovector respectivo 'I“1=(-0.525, ?.536, 9.660, 0.097, ©.096, O.00D,

correspondiente a la matriz de correlacién de los datos milticolineles.
Esto ultimo revela que la multicolinealidad implica 1los primeros tres
variables independientes o regresoras.

Posteriormente conociendo las rafices latentes de 1las matrices de

correlacidn arriba mencionadas, se obtiene el “"NUMERO DE CONDICION oel

grado de mal condicionamiento' , el cual estadefinido en la secciénz. 2. 4

parte 33, como

max

La simulacién es realizada teniendo en consideraci®¢n el siguiente

criterio:
i) La orientaci®n del vector de coeficientes {3 en el modelo (1.3) con un
subconjunto de vectores latentes de la matriz de correlacidn X’ X .

i1) La magnitud del vector de coeficientes {3 relativo a o (desviacidén
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estandar verdadero del vector de error aleatorio e del modelo (1.3)).
1ii) la fuerza de multicolinealidad.
Por consiguiente, segin el resultado de la TABLA 1II, se hacen tres
orientaciones del vector de coeficientes {3 con el autovector perteneciente
a la ral z latente més pequefia de la matriz de correlacién para datos
milticolineales, T:‘ Por tanto para lograr lo anterior, se hace que el
vector de coeficientes (3 tome tres valores diferentes, donde cada uno de
estos, son conbinaciones lineales de los vectores latentes de la matriz de

correlaci®dn para los datos multicolineales:

a3 =T,
b) 3 =0.5( T1+ T+ T5+ Ta ) (4.1
(O)NE} ='I‘1

Para diferenciar los tres valores que toma (3, se denota por convencidn,
que el primer valor sea 3 =31, el segundo 3 =32, y el tercero 3 = (33,

luego por (4.1) la relacidn debe ser
B3l =T, 32 = 0.5 T1+ T2+ T5+ TG),

ademas, de lo anterior se deduce que 3°3 = 1 para cada uno de los valores

de 3 (por ser los 'I".Ls vectores latentes ortonormales), luego los valores

de las tres orientaciones que se disdiardSn son

b) ¢ 0.5 (4.2)

c)®

’I‘;BZ

T,33 = 1.0

Luego, paraproveer la'variaciénde la razénde la sefial para el ruido

Cerror)", la cual esta definido por



198

P =ppB /o° (4.3)

a "o" (desviacion estandar del error aleatorio), se indica los valores
siguientes

c =50, 1.0, 0.1, 0.01
por consiguiente "p" es respectivamente

p =004, 1.0, 100, 10020
De esta manera, se obtienen 24 configuraciones (dos matrices de datos
estandarizados ortogonal y milticolineal "X", tres orientaciones de {3 con
el autovalor T; para datos multicolineales, y cuatro razones de la  sedial

para el ruido p), y para cada uno de estas configuraciones (1.3) es usado

con "ﬁo = @" para generar 10 muestras de tamafion = 3P de la variable
respuesta Y. Posteriormente para cada muestra asi generada, se obtiene 1la
estimacién del vector (3 utilizando (3.7.8), para cada uno de 1los
estimadores MCO, CP, RR, RL, RG, CS y SV. Asf, se obtienen 10 estimaciones
del vector 3 para cada configuracién y cada estimador sesgado. Luego, para
estas estimaciones, se calculan para cada coeficiente estimado del vector
3, la Varianza Estimado Individual V(Bj) y €l Error Cuadratico Estimado
Individual ECOGj), asft como el Error Cuadra tico Estimado Total EC(3) , los

cuales se llevan a cabo atravwes de las formulas siguientes
V(b)__Z(??z—fs‘j)/m,j=:.z,...<s (4.4)
BB = (B-p,) /o7, i =1,2,...6  (4.5)
EC( 3 ) = -S,EC(BJ’)’ p=o (4.8)
is

Posteriormente realizado lo anterior, se calculan, para las 10 muestras de

Errores Cuadraticos Estimados Individuales (obtenidos por (4.5)), de cada
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coeficiente, asl como también para las 19 muestras de Errores Cuadraticos
Estimados Totales (obtenidos por (4.6)), s8sus valores promedios y
desviaciones Estandar para cada modelo de configuraci®n y estimador
Sesgado.

Se refiere a los Promedios de Errores Cuadraticos Estimados Totales, como
el “Error cuadratico medio estimado (ECM>", en el resto de esta
investigaci®n. La cual es comparada, ast como también la varianza estimada
individual V(f3j), para cada uno de los estimadores vistos en los capi tulos

anteriores.

4.3. ANALISIS Y COMPARACION DE LOS RESULTADOS DE LA SIMULACION.

Se presentan ordenadamente todos los resultados de 1la simulaci®n
Calgunos se encuentran en el Apéndice II), y cada resultado, es analizado
y algunos comparado, presentando la interpretaci®n debida para aclarar el
efecto de multicolinealidad. Ellos son presentados en dos fases, en la
primera sobre
i) Generacitn de las matrices de datos.

ii) Configuracién de las matrices de datos.

y en la segunda, sobre

i) Los coeficientes Kstimados del modelo Regresidn disefiado en (1.3),
de acuerdo a los datos generados en la primera fase de la
simulacion.

ii) Los valores de la Varianza Individual de los coeficientes estimados
del modelo (1.3), segin la simulaci®n en la seccidn 4.2.

iii) El Error Cuadratico Medio Estimado de los coeficientes estimados del

modelo (1.3), segin la simulaci®n en la seccidn 4.2.
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4.3.1. ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LA GENERACION DE LAS

MATRICES DE DATOS.

El CUADRO I, Apéndice II, presenta la matriz aleatoria generada A, de
dimensi®tn 30x6. Esta es una matriz cuyos valores estdn en el rango entre
"0 y 10", pues, consiste de observaciones aleatorias de una distribucion
uniforme <0,10>, segin el disefio en la secci®n 4.2. En el CUADRO III,
Apéndice II, se tiene a la matriz de datos casi ortogonal X1 (la matriz
A, luego, de ser ortogonalizada por el proceso de Grand Smith). Por otro
lado el CUADRO I1I, Apéndice II, corresponde a la segunda matriz aleatoria
generada B de dimensi®én 30x5, cuyos valores estan en el rango de "0 a 10".
Esta se genera asi, con la finalidad de inducir una sola multicolinealidad
al momento de ser reestructurada (segin el disefio, en la seccién 4.2).
Posteriormente se observa el CUADRO 1V, Apéndice II , correspondiente a la
matriz X°2 de dimensién 30x6 (matriz B, luego de ser ortogonalizada y
reestructurada). De estos cuadros se obtiene los CUADROS V y VI, Apéndice
II, que muestra la matriz de datos casi ortogonal X1 (Xol , luego de ser
estandarizada) y la matriz de datos mdlticolineal X2 (X°2, luego de ser
estandarizada ), respectivamente.

Como se observa, todas las matrices mencionadas arriba, cumplen con las
condiciones del disefio de simulacién definidas en la seccidn 4.2, por
ejemplo las matrices A y B para ser generadas s8e implementa el metodo
"Congruencial Multiplicativo” con ciertos valores iniciales. También en la
reestructuracién de la matriz X°2, se seleciona aleatoriamente las
calumnas 1 y 2 de la matriz B. Asi también, para estandarizar las matrices

X“1 y X°2, se utiliza la formula (1.2), seccidn 1.1 .
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4.3.2. ANALISIS SOBRE LA CONFIGURACION DE LAS MATRICES DE DATOS
En esta subseccitn se examina las matrices de datos estandarizados X1
y X2, mediante los m®todos recomendados en la subseccidn 2.2.4 del
Capitulo II, 8i son o no multicolineales.
a) EXAMINACION DE LA MATRIZ DE CORRELACION.
La TABLA III (vease TABLA III, pAgina 113), presenta la matriz de
correlacién de las matrices de datos estandarizados X1 y X2
respectivamente. Se aprecia de la TABLA II1I, para la matriz de correlacién
X1, que la correlacién entre las variables independientes Xy Xz; Xzy Xa;
X, v X‘; X5 vy X, estan medianamente correlacionadas de manera inversa; vy
en el resto de las correlaciones su valor es bajo. Ahora para la matriz de
correlacién X2, la correlacidén entre las variables independientes X1 v Xa,
XyX:X vX,XyX; Xy X; Xy X, estdn también medianamente
correlacionadas, mientras que el resto es bajo. Por consiguiente se
confirma lo expuesto en la subsecci®n 2.2.4 del capi tulo II, que la matriz
de correlacién no es un buen indicador para detectar la multicolinealidad
cuando se trata mas de dos variables regresoras o independientes.
b) CALCULANDO EL DETERMINANTE DE LA MATRIZ DE CORRELACION.
El determinante de las matrices de correlaci®n de X1'X1 y X2‘'X2
respectivamente, se presenta en la TABLA IV (vease tabla IV, pagina 114),
se obseva, que el determinante de X2, es pr&ximo a cero. Por lo tanto se
concluye que existe multicolinealidad en la matriz de datos X2, en cambio
en X1 no.
c) EXAMINACION DE LOS FACTORES DE LA VARIANZA.
La TABLA IV, también, presenta los factores de inflaci®n de la varianza
para cada variable predictora de la matriz de datos estandarizadas X1 y X2

respectivamente. Segiin las candiciones de este m&todo, para el caso de 1la



Comparacion de las Matrices de correlacion para X1 (datos casi ortogonales) y X2 (datos

TABLA Il

multicolineales), para detectar la multicolinealidad.

MATRIZ DE CORRELACION X1'X1 (De dimensidn 6x6)

1.00000000 |-0.65005739 |0.28319735 |-0.18665443 |0.21882734 |-0.08890166
-0.65005739 | 1.00000000 | -0.41765781 | -0.04927327 | 0.13225882 | -0.08663078
0.28319735 | -0.41765781 | 1.00000000 | -0.55321057 | 0.07245289 | 0.07504715
-0.18665443 | -0.04927327 | -0.55321057 | 1.00000000 | 0.14228077 | -0.32542825
0.21882734 | 0.13225882 | 0.07245289  0.14228077 | 1.00000000 | -0.56833699
-0.08890166 | -0.08663078 | 0.07504715 -0.32542825 | -0.56833699  1.00000000
MATRIZ DE CORRELACION X2'X2 (de dimension 6x6)

1.00000000 |0.22349963 [0.61977692 |-0.45627223 | 0.10333048 |-0.21980235
0.22349963 1.00000000 | -0.62414096 | -0.31088437 | 0.46640021 | -0.04668289
0.61977692 | -0.62414096 | 1.00000000 | -0.12712955 |-0.27987253 | -0.14187725
-0.45627223 | -0.31088437 | -0.12712955 | 1.00000000 |-0.45024267 | -0.09569074
0.10333048 0.46640021 | -0.27987253 | -0.45024267 | 1.00000000 | -0.43068868
-0.21980235 | -0.04668289 | -0.14187725 | -0.09569074 -0.43068868 1.00000000




CUADRO IV

Comparacion de otros resultado ', obtenidos por diferentes métodos, para detectar
multicolinealidad entre las matrice. de datos: X1y X2

£l determinante de X1, es: ' [l determinante de X2, es:
0.085701086161714981 0.00084 1385032730694

FACTORES DE INFLACION DE LA
VARIANZA DE LA j-ESIMA VARIABLE = VARIANZA DE LA j-ESIMA VARIABL |

PREDICTORA DE X1 . PREDICTORA DI X2

i=1 35616750091 i=1 1897515449823

i=2  0.8517748812 j=2 329191836302

i=3  4.6007831635 1=3 1591962851004

i=4  1.9066244803 i=4 3.9498118776

=5 20002790549 i=5 2423786619276

1=6  3.7418629671 J=6 498582950447
ANALISIS DEL AUTOSISTEMA DE - ANALISIS DEL AUTOSISTEMA DE

\1'X1 \2'X2

Numero de condicion: y = 2 max/a2 min Numero de condicion: y = 2 max/z min

21.534205791 140202800 144 1.803108303449040000
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matriz X1 , todos los factores de inflacié®n de la varianza son menores que
cinco; en cambio para la matriz X2 todos los factores de inflaci®n de 1la
varianza son muchisimos mayores que diez, 1luego hay presencia de
multicolinealidad en la matriz de datos estandarizados X2. Por
consiguiente se concluye que los coeficientes de regresién asociados a las
variables de la matriz X1 son estimados significativamente, mas no, el
caso de la matriz X2, por la existencia de multicolinealidad.

d) ANALISIS DEL AUTOSISTEMA DE LA MATRIZ DE CORRELACION.

De forma similar la TABLA IV, tambi¢n presenta el numero de condicidn de
XX, ¥ = 21.53 para la matriz de correlacién X1‘X1 y ¥ = 1441.80 para la
matriz de correlacioén X2' X2. Estos resultados, de acuerdo al m&todo 3> de
la subseccidn 2.2.4, concluyen, que la matriz X1 no tiene
multicolinealidad, en cambio en X2 s8i existe.

Se debe anotar tambieén algo importante, las TABLAS I y II (vease TABLAS I
y II, paginas 106 y 107), presentan los valores y vectores propios
asociados de la matriz de correlacién X1°'X1 y X2‘X2  respectivamente.
Adema 8 recordar, que el capl tulo II, se dice que es posible detectar qu&
variables estan implicadas en multicolinealidad e incluso 8se pueden
encontrar los coeficientes, tal que las variables implicadas,
multiplicadas por estos coeficientes forman una combinacién 1linealmente
dependiente. Asf pues, en la columna uno, de la TABLA II, para el valor
propio )‘1 = 0.00147 se tiene su vector propio asociado T1 , 8egun el cual
sus primeros tres valores son altos, esto significa, que las variables
regresoras implicadas en multicolinealidad son X:’ Xz, )(g y los
coeficientes son precisamente estos valores.

Por consiguiente, luego de realizarce el andlisis de la configuracién de

las matrices de datos, se diagnostica que existe multicolinealidad en la
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matriz de datos X2 y las variables regresoras implicadas en este fen®meno
son X1 s X2 ., Y Xa. En cambio en la matriz X1 no existe multicolinealidad.
A contimuacidn se tiene 1los resultados de la segunda fase de 1la

simulacién, los cuales se analizan y comparan.

4. 3.3. ANALISIS Y COMPARACION DE LOS ESTIMADORES SESGADOS

SEGUN LOS COEFICIENTES ESTIMADOS DEL MODELO DE REGRESION.

Los CUADROS VII-IX y X-XII, Apéndice II, ©presenta 1los
coeficientes estimados del vector verdadero (3 y sus desviaciones
estandar asociadas, para las 24 configuraciones disefiadas y cada uno de
los estimadores sesgados MCO, CP, RL, RR, RG, C5 Y SV.

Cada uno de los coeficientes estimados, que figuran en estos cuadros,
representa el promedio de un conjunto de 10 muestras de coeficientes,
obtenidas para cada uno de los componentes del vector verdadero (3, para
cada uno de las 24 configuraciones y cada uno de los estimadores sesgados.
Se aprecia de los CUADROS VII-IX, apéndice II, para los datos X1

proximamente ortogonales, que en general, la estimaci®n del vector de

coeficientes verdadero del modelo de regresién lineal, es mejor con el
estimador RR y RG, que el resto de los estimadores (incluido MCO), cuando
la razdn de la sefval del ruido » (segun definido en (4.3)), tiene valores
menores, mAs claramente o = ©0.94, 1.0. En cambio, cuando o toma valores
grande, los estimadores RR, MCO, y CS son bastantes mejores que RG, estas
conclusiones son validas para las tres orientaciones disefiadas segin (4.1)
y (4.2).

También se observa que los valores estimados de 1los coeficientes
verdaderos, cuando se utiliza los m@todos de estimacidn CP, RL, SV y MCO,

son todos iguales. Esto significa, que el programa disefiado, realiza el
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diagnostico de que la matriz X1, no tiene ninguna variable independiente
eliminada, segin las pruebas de ‘“criterios de eliminar variables
independientes”, vistos en el capi tulo III, para cada estimador sesgado.
Por consiguiente los resultados reflejan esta interesante conclusion.

Por otro lado, los valores estimados del coeficiente verdadero (3, para los
estimadores de MCO, CP, SV y RL, en todo momento es siempre grande en
comparaciéon al resto de los estimadores sesgados, cuando la razdn de la
seffal del ruido es p = 0.04, 1.0.

Los CUADROS X-XI1, Apéndicell, para losdatos multicolineales X2, son
analizados, apreciandose, que los valores estimados del vector de
coeficientes verdadero (3, por los mtodos sesgados RG, CP, RL, RR, SV, son
mejores, cuando se considera o = 0.04, 1.00, en cambio el MCO lo hace
pebremente. De todo este grupo, sobresale mas RG.

Para o = 100, # = 0.5, 0.1, el que mejor estima a los coeficientes
verdaderos es RR; para la razon de la sefial del ruido p = 10000, todos los
estimadores presentados, incluido MCO, estiman los tres ultimos
coeficientes del vector (3 mejor, sobresaliendo ligeramente MCO, en cambio
para los tres primeros no.

Se debe indicar que las conclusiones anteriores para datos

multicolineales, se cumplen para todas las orientaciones de ¢.

4. 3. 4. ANALISIS Y COMPARACION DE LOS ESTIMADORES SESGADOS SEGUN

LA VARIANZA INDIVIDUAL DE LOS COEFICIENTES ESTIMADOS DEL

MODELO DE REGRESION .

Para que se realice el analisis y comparaci®n respecto a la varianza
individual de los coeficientes estimados del vector verdadero {3 del modelo

de regresion (1.3), se debe en realidad anA lizar y comparar los valores de
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su desviacitn estandar individual, pues es mas conveniente, ya que esta en
la misma dimensién de los coeficientes estimados. Por lo tanto los CUADROS
VII-IX y X-XII, Apéndice II, presentan también estos valores para las 24

configuraciones disefiadas, los cuales se encuentran sefialadas en

parentesis para todos los metodos de estimacidn definidos.

Para los primeros CUADROS VII-IX, para los datos proximamente ortogonales,
y considerando las tres configuraciones de ¢, segin el disefio de la
simulacién, se observa, que los coeficientes estimados por el m®todo RR,
tiene menor desviacién estandar, seguido de RG, cuando £=0.04, 1.00, 100;
en cambio por el metodo de MCO es mayor que todos. Para ©=10000, en
general la desviaci®dn estandar de los coeficientes estimados para todos
los m&todos son iguales y pequefios.

Por otro lado, de los CUADROS X-XII, (para datos multicolineales), se
aprecia, que los coeficientes estimados por el metodo RG, seguido de RR,
CP y RL tienen su desviaci®n estandar bastante bajo en comparacién de MCO
(la cual es alto). cuando la razon de la sefial del ruido o = 0.04, 1.00,
100. Mientras que para p = 10000, todos los coeficientes estimados por
todos los m®&todos, tienen desviaci®n estaAndar bastante bajo, sobresaliendo
ligeramente mejor el estimador CP. Todo 1los resultados anteriores se

cumple para todas las orientaciones ¢, definidas en el disefo.

4.3.5 ANALISIS Y COMPARACION DE LOS ESTIMADORES SESGADOS SEGUN

EL ERROR CUADRATICO MEDIO ESTIMADO DE LOS COEFICIENTES

DEL MODELO €1.2®

los resultados del Error Cuadratico Medio Estimado (ECM), de 1los
coeficientes del vector estimado 3 para las 24 configuraciones y para los

siete estimadores examinados (segin el disefio de la seccidén 4.2), se



119

presenta en 108 CUADROS XIII-XV, Apéndice II , para los datos proximamente
ortogonales y en los CUADROS XVI-XVIII, Apéndice II, para los datos
multicolineales. Cada cuadro presenta en la parte superior, una
configuracién definida, luego para cada valor de la raz®n de la sefial de
ruido p, se presentan 7 columnas que corresponden respectivamente a los
resultados del ECM estimado y su desviacién estAndar (en parentesis), para
cada uno de los estimadores sesgados (incluido MCO). Los coeficientes de
cada estimador, son para esta simulaci®n seis.

Claramente se observa, de logcuadros XIII -XV (estaincluido X1 ,matriz
de datos préximamente ortogonales), que el ECM estimado para cada
coeficiente del vector estimado /3 es mucho mejor, para los estimadores
sesgados RR, RG y CS, en cambio utilizando MCO no es bueno, todo esto
ocurre cuando la razén de la sefial del ruido es o = 90.04, 1.00 y para
todas las orientaciones de @; pero para o = 100, el mejor es RR; para o =
10000,y todas las orientaciones de #, el ECM estimado de cada coeficiente
son aproximadamente iguales cuando se trabaja con todos los estimadores
sesgados (incluido MCO), excepto, RG que en este caso es ligeramente alto.
Por lo tanto s8e concluye de 1las comparaciones efectuadas entre los
estimadores sesgados, que en general el menor ECM estimado es de RR
o RG. Cemo observacién, para los primeros tres cuadros, el ECM estimado de
MCO, CP, SVy RL, son iguales (mayor explicaci®n, vease secci®n 4.3.3,
pagina 1186).

Tambien de los cuadros XIII -XV, se tiene la desviacién estandar ,de los
errores cuadraticos estimados, paracada coeficiente del vector
estimado {3, y se observa que la menor variaci®n es con el m&todo de RR y
RG, pero en general, todos los mtodos estudiados tienen pequefias

variaciones.
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Para los CUADROS XVI-XVIII, se observa:

Ellos presentan, el ECM estimado y s8u desviaci®n estAndar, de cada
coeficiente del vector estimado {3, cuando esta presente la matriz X2 de
datos multicolineales. Analizando los resultados, se aprecia para todas
las orientaciones (¢ = 9.0, 0.5, 1.0), que 1las tres primeras filas,
correspondientes a las columnas MCO, RR, CS, para la cual p = 0.94, 1.00,
y también correspondientes a la mayoria de las columnas (para o ~ 109,
10000), los valores del ECM estimado de 1los coeficientes del vector
estimado /3, 8on mayores, comparado con las tres filas restantes
respectivamente. La explicaci®n de lo anterior es de acuerdo a la secci®n
4.3.2 parte dd, que las variables Xl, X2 y X3 implicados en 1la
multicolinealidad, estan influyendo en los valores estimados de 1los
coeficientes respectivos. Casos particulares ocurre con RG y RL para p =
10000, ¢ = 0.00, cuyos valores del ECM estimado para todos sus
coeficientes son mayores, del mismo modo con RL, para o = 10000, ¢ = 9.5.
Por consiguiente el ECM estimado mas bajo de los coeficientes del vector
estimado /3, se consigue a traveés del m@todo de RG, CP, RL, SV y RR, en
cambio con el método usual MCO se obtiene valores demasiados altos que el
resto de los meétodos sesgados. Esta conclusi®n es cuando las
configuraciones son p = 9.904, 1.00, 190 y para todas las orientaciones de
#. Entre ellos el que mas sobresale es RG, CP y RR en ese orden.

Para la configuracion p = 10000 y todas las orientaciones, el ECM
estimado, es alto para todos, siendo menor dentro de este grupo MCO y CS.
Sobre la desviacion estandar del ECM estimado, correspondiente a cada
coeficiente del vector estimado /3, cuando se trabaja con datos
multicolineales, se aprecia que la de menor variacidn (bastante baja), es

de RG, seguido de CP, RR, RL y SV cuando p = 90.04, 1.00 y 100, para todas
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las orientaciones de ¢; pero para o = 10000, y todas las orientaciones de

¢, el de menor variacion es CP, RG, RR.

4.3.6 ANALISIS Y COMPARACION DE LOS ESTIMADORES SESGADOS A

TRAVES DEL EEM C PROMEDIO EEM TOTAL >

las TABLAS V y VI (vease TABLAS V y VI, paAginas 122-123), presentan
el ECM (Promedio estimado del Error Cuadratico Medio Total) y su
desviaci®én estAndar asociada de las 24 configuraciones diseNadas y los 7
estimadores investigados, segun el diseno de la secci®n 4.2. [os cuadros
son de doble entrada, cada uno tiene tres divisiones correspondientes a
una determinada orientacidén ¢, y en cada una de estas divisiones se hace
la comparacién del ECM estimado para los estimadores sesgados,
considerando el valor correspondiente de la razdn de la sefhal del ruido p

disen ada.

Laprimera TABLAV  corresponde a los datos préxi mamente ortogonales
y 1a TABLA VI, a 1os datos multicolineales. Parael primero, se observa
que el ECM de los estimadores CP, SV, RL y MCO, son iguales para todas las
configuraciones ¢. Este resultado se verifica, por que la matriz de datos
X1, no es multicolinealidad, y por lo tento los m®todos mencionados, se
transforman a MCO. Por ejemplo la TABLA I, para los datos pr&ximamente
ortogonales, ki = 0.9097 es mayor que 0.01 Ccondici®én para no eliminar
ninguna variable independiente del modelo de regresidén (1.3)), luego,

estos estimadores optan por el metodo MCO.

Resultados para 1los primeros 12 configuraciones Cdatos

ortogonales, vease TABLA V, pagina 122):

Los valores del ECM (en particular para esta simulaci®n), para las

primeras 12 configuraciones, son ligeramente bajos en comparaci®n, a los



TABLA V
COMPARACION DEL PROMEDIO ESTIMADO DEL ERROR CUADRATICO TOTAL Y SUS
DESVIACIONES ESTANDAR ASOCIADO (en parentesis), PARA LA MATRIZ X1 (datos casi
ortogonales), Y SEGUN LAS CONFIGURACIONES DISENADAS.

$=0.0
ESTIMADORES p=0.04 p=10 p =100 p = 10000
LS 2.682 2.519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

RR 0.783 0.635 2.801 2.106
( 0.219) ( 0.226) ( 0.558) ( 0.629)

PC 2.682 2.519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

SE 1.638 1.465 4.101 2.117
( 0.313) ( 0.555) ( 0.998) ( 0.633)

GR 0.660 0.448 7449 3.925
( 0.292) ( 0.208) ( 2.279) ( 0.313)

VS 2.682 2,519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

LR 2.682 2.519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

$=0.5

ESTIMADORES p=0.04 p=1.0 p=100 p = 10000
LS 2.682 2519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

RR 0.782 0.646 3.031 2.108
( 0.220) ( 0.224) ( 0.661) ( 0.629)

PC 2.682 2,519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

SE 1.637 1.466 4.146 2.110
( 0.314) ( 0.559) ( 1.031) ( 0.628)

GR 0.674 0.470 4578 2.386
( 0.296) ( 0.212) ( 0.334) ( 0.723)

VS 2.682 2.519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

LR 2.682 2.519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

=10

ESTIMADORES p=0.04 p=10 p =100 p = 10000
LS 2.682 2,519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

RR 0.781 0.634 3.181 2.148
( 0.219) ( 0.229) ( 0.532) ( 0.658)

PC 2.682 2,519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

SE 1.634 1.443 4221 2.121
( 0.312) ( 0.538) ( 0.952) ( 0.636)

GR 0.680 0.376 5.211 33.871
( 0.298) ( 0.209) ( 0.287) ( 9.623)

VS 2.682 2,519 4364 2.118
( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)

LR 2.682 2,519 4.364 2.118

( 0.413) ( 0.690) ( 1.056) ( 0.636)




TABLA VI
COMPARACION DEL PROMEDIO ESTIMADO DEL ERROR CUADRATICO TOTAL Y SUS
DESVIACIONES ESTANDAR ASOCIADO (en parentesis), PARA LA MATRIZ X2 (datos
multicolineales), Y SEGUN LAS CONFIGURACIONES DISENADAS.

$=00

ESTIMADORES p=0.04 p=10 p =100 p = 10000
LS 109.050 129.337 75.042 99.556
( 32.937) ( 125.926) ( 21.392) ( 4512)
RR 13.242 16.905 4534 54.588
( 3.644) ( 25.331) ( 1.226) ( 3.308)
PC 1.949 1.041 2.156 1.460
( 1.521) ( 0.296) ( 0.554) ( 0.280)
SE 107.313 127.668 73.824 99.451
( 32.942) (125.818) ( 21.236) ( 4.506)
GR 1.310 0.736 1.859 168.506
( 0.543) ( 0.213) ( 0.570) (499.433)
VS 3.238 1.899 5.472 372.481
( 1.921) ( 0.420) ( 0.661) ( 11.962)
LR 1.949 1.041 2.203 17093.617
( 1.521) ( 0.296) ( 0.561) (246.726)

¢=05
ESTIMADORES p=0.04 p=1.0 p =100 p = 10000
LS 109.050 129.337 75.042 99.556
( 32.937) ( 125.926) ( 21.392) ( 4512)
RR 13.247 16.907 5.342 120.937
( 3.639) ( 25.454) ( 0.480) ( 15.579)
PC 1.951 1.082 6.323 418.127
( 1.521) ( 0.296) ( 0.554) ( 0.280)
SE 107.318 127.669 73.872 99,541
( 32.936) (125.812) ( 21.275) ( 4.470)
GR 1313 0.745 7.047 418.025
( 0.540) ( 0.205) ( 0.846) ( 0.265)
VS 3.230 1.992 18.263 1783.154
( 1.886) ( 0.335) ( 1.701) ( 26.341)
LR 1.951 1.085 6.801 15721.287
( 1.521) ( 0.301) ( 0.570) ( 4.435)

$=10
ESTIMADORES p =0.04 p=10 p =100 p = 10000
LS 109.050 129.337 75.042 99.556
( 32.937) (125.926) ( 21.392) ( 4.512)
RR 13.259 16.943 11.191 346.659
( 3.629) ( 25.559) ( 0.935) ( 47.198)
PC 1.956 1.207 18.823 1668.127
( 1.521) ( 0.296) ( 0.554) ( 0.280)
SE 107.320 127.658 73.876 99.903
( 32.937) ( 125.809) ( 21.290) ( 4.440)
GR 1.327 0.861 18.537 1668.062
( 0.560) ( 0.206) ( 0.557) ( 0.275)
VS 3.231 1.967 15.108 1443.309
( 1.893) ( 0.350) ( 1.496) ( 23.686)
LR 1.956 1211 19.007 1674.048

( 1.521) ( 0.306) ( 0.567) ( 0.570)
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datos multicolineales (las ultimas 12 configuraciones, TABLA VI ), dentro
de este grupo, el ECM del estimador MCO es en general, mayor que el resto
(particularmente es mayor en promedio 3 a 4 veces mas que RG y RR), cuando
P = 0.04, 1.00 y para todas las orientaciones de ¢. Pero para p 100,
10000 y todas las orientaciones de ¢, este estimador es superado por el
estimador RG.

Para p = 10000 y todas las orientaciones de ¢, los valores del ECM del
estimador MCO, practicamente iguala a los valores de los estimadores RR,
CS, excepto a RG quien la supera. Por otro lado el ECM del estimador CS,
en todo momento es inferior al valor de MCO, excepto cuando p©= 10000,
donde los dos estimadores tienen identicos ECM.

El desarrollo de RR es bastante bien, pues su ECM es bastante inferior a
todos 1los estimadores, incluidos CS y MCO, para las primeras 12
configuraciones examinadas (TABLA V), y 8510 es mayor por una unidad
decimal a los valores de ECM de RG, cuando p = 90.94, 1.00 y para todo
valor de ¢.

El estimador RG produce un ECM bastante pequefio, conjuntamente con RR,
para valores de la razdn de la sefial del ruido bajos, es decir para p
0.04, 1.00 y para todas las orientaciones de ¢, siendo ligeramente
inferior en una unidad decimal a RR; en cambio para valores mayores de o,
sus valores superan a todos los estimadores en estudio. Particularmente
para o = 10000 y ¢ = 1.00 el ECM de RG es substancialmente mayor que el
resto de los estimadores sesgados. De otro lado para o =10000 y todas las
orientaciones de ¢, los estimadores RR, CS y MCO son pro&ximamente iguales.
Respecto a la desviaci®on estandar del ECM del vector estimado 3, se
observa en general, sus valores bastante bajo, para todas las

orientaciones de ¢ y o, para estas primeras 12 configuraciones (TABLA V),
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sobresaliendo mejor RR y RG cuando o = 0.04, 1.00, 100; en cambio en las
configuraciones p = 10000, para todo valor de ¢, la mayoria tiene
apréximadamente la misma variaci®n, excepto para la variaci®n de RG que es

mayor al resto, cuando o = 10000, ¢ = 1.00.

Resultados para 1los ultimos 12 configuraciones Cdatos

multicolineales, vease TABLA VI, pagina 123 .

En general para estas configuraciones, el ECM del estimador MCO es
sumamente grande y supera a 1los otros estimadores; excepto cuando la
configuracién tiene la razon de la sefial del ruido o = 10000 y para todas
las orientaciones de ¢, siendo en ellas, algunas veces inferior a 1la
mayoria de ellos. El estimador CS, tiene valores de ECM bastantes altos,
pero ligeramente inferior a MCO (es menor en 1 o 2 unidades), para todas
las configuraciones de datos multicolineales. Seguidamente el estimador RR
se desempefia bastante bien con respecto a los estimadores CS y MCO, ues
los valores correspondientes del ECM, son pequefios en comparacién de 1los
dos anteriores. Excepciones de este resultado ocurre cuando la
configuracién tiene p = 10000 y ¢ = 0.5, 0.1, donde el ECM de RR supera a
MCO y CS. Por otro lado el ECM de RR, se desempefia mejor y es el mas bajo
de todos los estimadores investigados, cuando o = 100 y & = 0.5, 1.0.

El estimador SV tiene ECM bastante pequefio en comparacién a 1los
estimadores MCO, CS y es menor que RR, para valores bajos de p y todas las
orientaciones de @#. Pero para o = 100 y todas las orientaciones de ¢, SV
es mayor que RR, de otro modo cuando p = 10000, para todo ¢, SV es mucho
mayor que MCO, CS y RR.

El estimador RL se desempefia bastante bien, 1los valores del EM es
sumamente bajo en comparacién de los estimadores MCO y CS cuando o = 0.04,

1.00, 100 y para todo valor de ¢; tambi¢n es menor que RR y ligeramente
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inferior a SV, cuando p = 0.904, 1.00, para todas las orientaciones de ¢;
asl mismo sigue siendo ligeramente menor que RR y SV, cuandop = 100 y ¢ =
0.90. Para p = 100, ¢ = 0.5, el estimador RL es menor a SV, pero
ligeramente superior a RR, de la misma manera en la configuracidon o = 100
y ¢ = 1.0, nuevamente RR conjuntamente con SV tiene ECM inferior a RL.
Para o mayor, es decir, p = 10000 y todo #, los valores del ECM de RL es
enormemente mayor en comparacién a todos 1los estimadores estudiados,
incluido MCO.

[os valores del ECM del estimador CP, es enormemente pequefio en
comparacién a los estimadores MCO, CS, para todas 1las configuraciones,
excepto, para o = 10000 y ¢ = 0.5, 1.00, que los supera. Tambien el ECM de
CP, es menor a RR y SV, cuando p = 0.94, 1.00 y todo valor de ¢, asimismo

100, 10000 y ¢ = 0.0. En esta ultima configuracién, es decir

cuando p

cuando p = 10000 y ¢ = 0.0, el ECM del estimador CP se desempefia mejor,
pues llega a ser el mAs bajo con respecto a todos 1los estimadores
investigados.

Por otro lado para estas uUltimas 12 configuraciones (para los datos
multicolineales, TABLA VI ), los valores del ECM de los estimadores CP y RL
son aproximadamente equivalentes (excepto para o = 10000 y todo ¢). CP
parece dar un resultado ligeramente inferior que RL en ECM, pero ambos
resultan substancialmente pequefios en comparacion a los estimadores MCO,
CS; vy es menor que RR, SV, especialmente cuando la razén de la seiial del
ruido o es bajo. Para valores de p altos, el ECM de CP supera a RR para la
configuracién p = 100, ¢ = 0.5; a SV, RR para p = 100, ¢ = 1.0; es
bastante alto a MCO, CS, RR para p = 10000, ¢ = 90.5; del mismo modo es

bastante grande de MCO, CS, RR y es mayor a SV para o = 10000, ¢ - 1.0,

para esta Ultima configuraci®n, se observa que el ECM de CP, es el mis
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alto conjuntamente con RG y RL.

El estimador RG tiene en esta simulacién para los datos mdilticolineales
(TABLA V1), el ECM mas pequefio que todos 1los estimadores en estudio,
incluido MCO, cuando la razdn de la sefial del ruido p = 0.94, 1.00, para
todo valor @. Del mismo modo esta conclusi®n es cierta para p = 100, ¢ =
0.9. Pero para o = 100, ¢ = 0.5, 1.9, tiene un comportamiento mds o menos
parecido a CP y RL, siendo todos ellos mayor a RR. Tamkieén cuando 1la
configuracién es p = 10000, el ECM de RG es bastante alto a la mayoria,
excepto a RLy SV, cuando ¢ = 0.0, 0.5 y cuando ¢ = 1.9, supera
substancialmente a RR, CS5, MCO, es menor a SV e igual a CP y RL. Notemos
finalmente, que para todas las configuraciones de datos multicolineales
(TABLA VI ), excepto para p =10000, ¢ = 0.0, el ECM de RG es 1ligeramente
inferior en unas cuantas cifras decimales a CP. Por consiguiente para las
configuraciones que tienen p bajas estos estimadores en general se
comportan bastante bien, y en general para todas las configuraciones, el
estimador RR tiene potencial de mejora sobre CP y RG.

Respecto a la desviacion estandar del ECM, de todos los m®todos (para
datos multicolineales, TABLA VI ), ge observa, que las desviaciones de los
estimadores MCO y CS, son bastantes altos para las configuraciones bajas;
en cambio de RG, CP, RL, son las mAs pequefias para estas mismas
configuraciones, siendo mucho mas, de RG. Para la configuracion alta, es
decir, o= 10000, y todo valor de ¢, las desviaciones del ECM de MCO y CS,

son algunas veces menores qQque sus similares, los estimadores sesgados

restantes.
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4. 3.7. ALGUNOS RESULTADOS HALLADOS, SOBRE EL PROBLEMA DE

MULTICOLINEALIDAD, POR 10S INVESTIGADORES.
* Estudio de Simulacidédn por Dempster, Schatzoff y Wermuth (1977).
Ellos consideran, 57 variedades de estimadores sesgados, incluyendo
MCO y varias versiones de cuatro tipos de estimadores sesgados como RR,
CS, CP y SV. En ella se estudia el mAs grande conjunto de estimadores,
pero curiosamente no incluyen a otros de interesante capacidad en el
mejoramiento del ECM, como RL, CS. Comparan el desarrollo de los
estimadores sesgados com MCO, usando 160 diferentes conjuntos de datos
simulados de tamafio p = 6, n = 20.
El criterio de comparacién empleado es

(B 3D
02

Suma del error cuadratico de estimacidén = SECE =

CR-D X XCRD
2
[24

Suma del error cuadriatico de prediccidn = SECP =

y concluyen que el estimador RR, CP en ese orden da un mayor mejoramiento
en SECE y SECP, especialmente para multicolinealidades fuertes, también
cocluyen que ninguno de los estimadores sesgados domina en todos 1los
casos, considerando que el mayor mejoramiento se da en SECE que para SECP,
para los estimadores sesgados. Debemos anotar que la simulacidén que
disefiarén, es diferente al que se presenta en este proyecto. Es decir 1la
dependencia es variada especificando diferentes autovalores de 1la matriz
de correlacidn.
* Estudio de simulacién por Lawless y Wang (1976)

Estudian el estimador MCO, dos tipos de RR, dos versiones de CP, dos
es estimadores naive de CS. Las comparaciones es hecha sobre la base del
ECM y ECMP (error cuadratico medio de predicci®dn). Con respecto a ambos

criterios 1los autores concluyen que el estimador RR 8e desarrolla
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excelentemente mejor que los otros y que los estimadores RGy CS, no se
desarrollan bien. Tambien resumen que el estimador CP, no puede ser
recomendado sobre la base de las propiedades del ECM. En este estudio el
disefo de la simulacion es llevado acabo variando la dependencia sobre la
base de los autovalores de la matrices de correlacidn.
* Estudio sobre datos reales de Hemmerle y Brantle (1978).
Comparan tres tipos de estimadores RR, cuatro tipos de RG y MCO,
sobre el criterio del ECM. Concluyen que el estimador RR, es mejor que MCO
v que no es uniformemente mejor en todos los casos. El1 disefio del estudio
se llevd a cabo variando la dependencia a traveés de las especificaciones
de las correlaciones entre pares de variables.
* Estudio sobre datos actuales de Gunst, Webster y Mason (1976).
Consideran para el estudio los estimadoresd MCO y RL, sobre el criterio del
ECM y Seleccidn de Variables para datos multicolineales. Concluyen que RL
es mejor que MCO, cuando la orientacién del vector (3 verdadero no es
paralelo con el autovector correspondiente al autovalor mas pequefio de 1la
matriz de correlacién X' X. Para el caso del paralelismo ambos mtodos
estiman pobremente el ECM. E1 disefio del estudio es 1llevado a cabo
variando la dependencia de los datos, al hacer combinaciones lineales de

las variables cuyo autovalor es préximo a cero.



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Despié s de llevarse a cabo esta trabajo de tesis sobre la "EFICIENCIA

DE LOS ESTIMADORES SESGADOS EN REGRESION, EN PRESENCIA DE

MULTICOLINEALIDAD", se ha llegado a conclusiones importantes y las nmas

significativas se mencionan en las siguientes lineas.

CONCLUSIONES

De la investigaci®én se llegan a dos conclusiones principales.

1.

El m*todo usual de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), no es el mas

indicado, para estimar los parametros verdaderos 3's en el modelo de

redresion lineal, cuando en las variables independientes X's, se

declara la presencia de multicolinealidad, 1las razones son por que:

* La estimacién del vector verdadero {3 por (3, es impredecible, esto
es {3 en valor absoluto es bastante grande (alejado de (3).

¥k La varianza y covarianza de {3, es bastante grande e inestable.

¥ El Error Cuadratico Medio Estimado (ECM) de /3, es bastante grande.

Los estimadores sesgados CP, RL, RR, RG, CS y SV, en presencia de

multicolinealidad, en general, estiman mejor al vector verdadero (3 del

modelo de regresidn lineal que el metodo usual de MCO.

Otras conclusiones que contribuyen a solucionar el problems de

malticolinealidad, se presentan a ¢ontinuacidn:

La varianza de todos los estimadores sesgados, se reducen

substsncialmente en comparaci®n con el estimador MCO. Esto se observa
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tanto de las propiedades tedSricas gue se presenta en el capf tulo III
(para cada estimador sesgado), como en la practica a través de los
resultados de la simulacidn disefl ada.

El error cuadratico medio estimado (ECM), de todos los estimadores
sesgados, presentan en la practica, un mayor mejoramiento en
comparacidn con MCO y dentro de ellos, los mas eficientes son los
estimadores RG, CP, RL, RR, en ese orden.

El estimador RR en ECM, tiene potencial para mejorar, para lo cual,
es necesario un mejor método de estimacidn del parametro K. Del mismo
modo el estimador RL, tiene capacidad para mejorar, pero se necesita
un mejor procedimiento de eliminaci®n de términos y conocer sus
propiedades distribucionales.

El estimador sesgado CS, sobre la base del ECM, es util para datos
ortodonales, pero para datos multicolineales s5lo muestra un  ligero
mejoramiento sobre MCO .

Los estimadores sesgados, tambi®n muestran en la practica, un  mayor
mejoramiento en ECM al de MCO para datos proximasmente ortogonales, y
dentro de ellos los mas eficientes son los estimadores RR y RG.
TedSricamente, los estimadores sesgados son potencialmente superiores
al MCO respecto al criterio del ECM, pero en la practica esto no es
facilmente alcanzado en todos los casos o circunstancias.

No existe un criterio optimo en general, para elejir un método de
estimacion en particular, como el mejor, para amad lizar un conjunto de
datos especifico, en presencia de la multicolinealidad.

Es posible uniformizar en una sola estructura general, a todos los
estimadores estudiados, incluido MCO, con presencia de 1la

multicolinealidad.
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L En general. los estimadores sesgados desarrollsn mejores prorosticos
de la variable dependiente. en el modelo de regresidén lineal general
en presencia de multicolinealidad.

RECOMENDACIT ONES :

las siguientes sugerencias son para tener presente, cuando existe

multicolinealidad:

Bajo ciertas circunstancias, los estimadores sesgados  son
considerados mejores que el estimador usual MCO, es decir, tienen
buen potencial en mejorar el ECM. Dentro de este dominio, también,
son considerados los estimadores RR y RL pero se necesita un wé todo
de estimacién mejor, para el parametro K y un mecanismo de
eliminaci®n mAs adecuado de las varisbles independientes.

Si se declara la presencia de multicolinelidad en las variables
independientes, se debe usar, la estructura general hallada en el
capf tulo III, para los estimadores sesgados.

Se pueden usar otros criterios de comparaci®n para ver la eficiencia
de los estimadores sesgados en un conjunto de datos con presencia de
multicolinealidad, tales como Suma de Cuadrados de 1los Residuales
(SCRes), Suma de Cuadrados de los Errores de Prediccidn (SCEP).

Es posible disdiar otras formas de simulacidén para resolver el
problema de multicolinealidad y este disefio debe estar en funcidn de
la variaci®n de 1la estructura de dependencia de 1las variables

regresoras, en el modelo de regresi®n lineal.
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APENDICE 1

DEMOSTRACIONES DE LAS NOTAS DE PIE

Los elementos disgonales de la Matriz (X'X)_1 son:

C ____1_.___
Nooa-®

.31 =12....,p

Pruebs
Sabemos que
2

Var - Cov( /3 ) = orz(X'X)_1 =o' C
pxp

Luego particionando la mstriz de observaci®én estandarizada X es

donde
XJ es la columna de observacidén de la Jj-€sima varisble
independiente.
X: Es la matriz de observaciones del resto (p - 1) variables
independientes.

entonces
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Por consiguiente pars calcular la inversa de esta utltima matriz  paras
aplicar el metodo de "INVERSION DE MATRICES POR PARTICION". ademA s como se

obeserva, la matriz ya estA particionada en cuatro bloques.

+ +

(x'Jx ) LT xh , O xH oCx)

) 1x1 ) 12 p-1xp-1> 1 ) 1xp-1 ) Y pm1ma

Por tanto, se tiene aplicando el m& todo

Xt =c
pxp pxp

- xH™! XXX X YO XY xty™?
) ) i) il AN
HESS (p-1> (p-1)
pPxXp
entonces
Adema s
XX =1 (k)
) )

(Columnas de la matriz X estandarizada’ ,
y como el coeficiente de correlacidn mrltiple es definida por
g - BXY
- Y'Y
Entonces similarmente Rj serd el coeficiente de correlaci®n miltiple de ls

i-©sima variable independiente cuando es regresado sobre el resto (p-1)

variables independientes, es decir:

X" x
F = 13 3 (KK )
X' X
J )

Por lo tanto de (%), (¥x) y (¥¥%X) se tiene :

C =1 1-Rj]". ¥ iz=1.2,....p

) l1.9.9.d
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'N

Tr(X' XY™ = 2{: [ it ] . donde Kj‘ j - 1,2,....,p son los valores propios
1

] =1

de (X*X)
Bruebs
Por propiedsd del a4lgebra matricial; como (X‘X)pxp tiene "p" wvalores
propios distintos, entonces existe una matriz cuadrada T, de orden pxp no
singular tal gue se cumple:

(B.1)
donde A es una matriz disgonal de orden pxp, cuyos elementos K},
j=1,2,...,p son los valores propios de (X’X)pxp

Por consiguiente de (B.1)
Entonces

Usando propiedades de la traza. se tiene

Finalmente
o+ ()
i =1 ] l.q.q9.d
2 >\
=n 0 (@D
Yoj
Pruebs
o -Y
Se ssbe YT -
Entonces
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Luego, reemplazando esta expresidn en (3.3.4)

. " ~
Y:[Y —nY]1—mfiX<5,
] v v o]

Por consiguiente se tiene en (C.1)

j=9,12,...,p

* 1 z 2 -2 ¢ * z
- ' - = - Y, XS
. 77!:’L + ‘/72>’oj)(<5J ] n }’OJ Zl[ L?’OJ + 3 ]

R —

-Y

* 2

(YLYOJ * Sxir?’rl] j=0.1.2....p
1 r=1

j=0,1,2,..,p

l.q9.9.d

Sesan ¢ t(W) y& . Z) los autovalores de las matrices W y 2 respectivsmente,
entonces

_ 1
Et(w) X + kK
1
Donde W=OUX + KDY
A . .
v, 1=1,2,...,p son los autovalores de X’ X
Pruebsa

De la definicidn de ecuaci®n caracteristica se tiene:

W -1 ) =0
XX + KDY -1 | =0

| )™ + K'T -f1 | =0 (D.1)
Ahora, como T' (X' XDT = A, donde A es la matriz disgonal cuyos elementos

son los sutovalores de (X' X) y T es la matriz ortogonal cuyss columnas son

los sutovectores de X’ X, entonces en (D.1).

TA™'T + K'TIT - ¢TIT

=0
T | A" +K'T -¢1 || T'| =0
T T A" +K'T -¢1 | =0
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| TT ) A" + K'T -2 |

| A7 + KT -2 | =0 — £ (W) S E o P hTw
Similarmente pars Z
|z-21 | =0
| @ +kX'XyDY™ -¢1 | =0
[OCXNTUX) + KX XY™ 1™ —¢1 | =9
XL XX + K] P -FI | =0
| TAT'W - ¢TIT* | =9
| T 1AW -£1 || T'] =0
TT' || AW -¢I | =@
| AW - &1 |
Por lo anterior
| AA™Y + KT -£1 | =8 — (@ = )\A)\l K i=1,2,..p Laagd.
i
TEOREMA 1
La varisnza total » (k) es una funcidn continua vy mor> tonamente
decreciente de k .
Prueba
Sesa. k >0
Derivando con respecto a k, tenemos
v (k) = (E.1)
131 0\ + kY

Luego }’i(k) es diferenciable para todo k > @, por consiguiente es continua
VvV k > @ (Por teorema de Analisis Matem&tico), ademas:

r,(ky= 9, Vk>»0
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Por lo tanto. es mordtonamente decreciente. Lqad.

TEOREMA 2

El sesgo al cusdrsdo Yz(k) es una funci®n continua mordtonamente creciente

de k

Pruebsa

Similarmente como el TEOREMA 1, ses:

SiA vy T son las matrices de autovalores y autovectores de X‘X

respectivamente, entonces:

X’X =T'AT
Luego:
2 al.
?’z(k) =k S—zé ?’z(k) (E.2)
1=1 (A + K)
Donde. o = T3 , Derivando (E.2) con respecto a k, se tiene

Luego )f;(k) existe V¥ k » @. Por consiguiente 72(k) es diferencisble V k>0,
entonces es continua VY k>0.
Adema s : y;(k)ZQ), Vk>0

Por lo tanto es mon®tonamente creciente. Laad.

COROLARIO 2

}'sz) se aproxima a 33 como un limite superior.

Pruebs

De (E.2) en el TEOREMA 2 se tiene
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al.
kllmw LZ . }
T+ )
=o' o
=R T IR
=B Laad.

COROLARIO 3

@ . cuaando , Kk — O

Prueba
Se sabe que la derivsda de yz(k) es:
oA,
v=1 (N + k)

Y

lim ?’;(k)‘ lim =0 lgad.
k » O k » O

TEOREMA 3
Siempre existe un k>0 tal que:

)\—1
Erueba
Como
Luego su derivsda teniendo en cuenta (E.1) y (E.3) sera

2
d EI[ L:(k) ]
y YZ(B) =
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En el TEOREMA 1 y TEOREMA 2 yi(k) v yz(k) son mondtonamente decreciente y
creciente respectivsmente, sus primeras derivadas son siempre no positivas
v no negativas respectivamente. Luego para probar el teorema solamente es

necesario mostrar qQue siempre existe un k>® tal que

dEL L (k)]
dk

Luego la condici®n para esto es mostrada por (E.4) por ser:

< 8.

k<« —2 Laad.

E1 "CRITERIO ITERATIVO" de HOYRL and KENNARD (19789) es reducido a la

formala simple matricial:

2
Ej+1 Eo(I + Ej)
Prueba
Por conveniencia representemos los p-vectores (x*)'y v argu> como
matrices diagonales, en este contexto sea
[ 1Oy YD, ? N
»
%] [ (X )'Y]2 5 & & %]
B : - - -
! ? A (< R S
. 2 . . . %)
1¢}
A = 0 L 2 - - p
. i ¢ :
> : P
{ 7] [%) - = 3 rg §

Como consecuencia se obtiene:
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A = A—iB
o

Donde A es conocido como la matriz disgonal de raices caracteri sticss

X' X,

de

Seguidamente el criterio A llamado "criterio iterativo” puede ser descrito

por la formula matricial siguiente:

A [ A +0°A217'B &
J+1 )

A
)+

“IAA
o]

[ A +;2A;2 ]

también, esta Ultima expresidn es escrito como:

B "2,-1, -2 -1
AL =L ACT +07A A ] TAA_
Entonces:
Si se hace:
D:AA
2
(o4

se obtiene:

. -2
Luego, una expresidn para AJ+1 es dado por:

Sin embargo, las matrices A;1 y (I + D_‘Agz) de esta expresiédn son

disgonales y conmitativas, por consiguiente se escribira:

-2

-2 -1, -2 2
ep SAS +DTAD

Ahora, si se multiplica a ambos lados de esta expresi®n por D!

obtiene:
D 'A7?
1+
Por tanto, si se hace:

E =D 'A?
)

El "criterio iterativo” es reducido a la fSrmula simple:

se
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N 2
EJH - B0 +EJ) lgad.
E[ Lf 1 =E[ a _ -ol'[ o -o] +ATH (A - AN + KO
Brueba
Sea
E[ L) =E[ a -ol"'[ o -o]

Luego, haciendo algunas simplificaciones:

2

D)
J

i o+ x Y
h J

O\Joz + Kfo:

EC Ao -a)'( o -a ) =

Similarmente:

J .
E( o -a)'( o -a):z 3

RO RG N + KV
= 1 )
Al que:
i’ 2 )\J ) Kj
E(a -a)' (a - o) = E(a - o)’ (a -a) + o S
RQG RQG RQG RQG &1 x (7\ + K )
1) )
Consecuentemente:
E[ ] =E[ o -a]"[ ] +PTH (A - KA + K™Y
[ 1 - RG “Ra ~ ¢ laad
Brueba

Se demuestrs en forma similar a E[ Lf ] en G
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I
SCFbsq
Cq :—A2—+2q—n (I-l)
o
Donde:
o’ = SCRes /(n - p) es la estimacidn de of
Prueba

El estadi stico (I.1) se deriva de la siguiente forma:
Sea Yq, el valor predecido de la variable respuesta para una entrada

particular tal como se ha definido en la PROPIEDAD 8 (vease pagina 87),

luego el error cuadratico medio del i-¢simo valor predecido Yq“) para una
1-©sima entrada particular es
ECKqu) =E [qu B KY'L)]
(I1.2)

por tanto:

[KY) - KY_ )]

Qv
Es el sesgo del i-©simo valor predecido .
Si (I.2) es sumado sobre un conjunto especi ficado de "n" entradas vy

2
dividiendo por o se tendra:

-~ 2 n
- KYq(m)] + in var(qu)}
(I.3)
Denotando:
- 1 )81 ~ 2 ~ 2
ro=—5 ) HY - KY)] y BY_ ]
O v=1
Donde:

r = Error cuadratico medio total estandarizado para "q" variables
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SSosCT; = Sums sesgo cusdratico total para "q" variables.

Luego de (I.3):

SSesCT n
r = 5 3 4 12 z vsr(y
a (o4 (04 1=1
como: B(SCRes ) = 5%eCT_ + (n - qQ)o®
X 2
y adema s Z_:rar(rq(i,) =6 24

Por (I1.5) y (I.6)

ro--1 {}ISCR“: ) - (n - Q)0 + qoz}
q o2 a
K SCRes )
I :-—-‘———;—-—q' - n + Zq
o

Ahora si no hay sesgo en (I1.5) entonces:
B(SCRes ) = (n - Q)o’

Luego:

(n - q)o2
E[Cq / SSesCTq = 0] = 5 -n+ 2q

o

E[Cq / SSesCI‘q = @] = q

Laad.

(1.4)

(I1.8)

(1.7

(I.8)

(1.9)
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