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INTRODUCCION: 

El campo de la Programaci6n Cuadratica se inici6 en la 

d6cada de 1950-50. En la bibl,Drafía se indica los principa

les trabajos de esa ,poca dedicados a la Programaci6n Cua

drática, [9J, [11], (13], [14], [17]. Este cc1.mp,:, mantier,e su 

importancia hasta la fecha, porque problemas de aproximaci6n 

por el m,todo de los mínimos cuadrados, y discretizaciones 

apropiadas de problemas importantes de Control Optimo, condu 

cen a programas cuadráticos convexos. De otro lado en los 

óltimos a�os se han desarrollado algoritmos eficientes de la 

Programaci6n No-lineal que en sub-pasos resuelven programas 

cuadr.á ti cc,s. 

En el capítulo I presentamos en forma resumida los 

aspectos f1.mdamentales de las CONDICIONES DE OPTINIDAD para 

Programas matemáticos P, que usan la fur,ci6n de LAGP...ANGE del 

programa P. Preser,tar,,os tambien las condicioY-1es de KlJ'HN-TUC

K.ER, y las cc,ndicior,es de .JOHN en SLt forma global y lineali-

zada. 

En el capítulo II presentamos la teoría de dualidad de 

DANTZIG. EISENBERG Y COTTLE. que incluye la teoría de duali-

das para Programas Cuadráticos Convexos como caso especial. 

Para desarrollar esta teoría usamos un teorema de existencia 

para programas cuadráticos. 



En el capítulo III presentamos el algoritmo de WOLFE

para desarrollar el problema del tipo: 

p r,1 i n i F ( x) = x T Cx + p T x / Ax = b 

T donde C = C € M<n,n) es definida positiva. 

El rnétod,:, de WOLFE se basa en las c,::indic,:,nes de K-T. Este 

método consiste en una modificaci6n del a 1 g,:,r i t mo 51 HPLEX,

aplicado a un programa lineal, deducido de 1 as c,:,nd i c i ,:,r,es 

1 i nea 1 izadas de KUHN-TUCK.ER.

En el capítulo IV presentamos el algoritmo de BEALE para 

resolver el problema del tipo: 

p : mir, T T iF(x) = X Cx + p X /  ÁX S br

este mét,:,d,:, al igual que el r,1ét,:,d,:, de WOLFE es ur,a modifica-

ci6n del alg,:,ritmo de 51HPLEX. Este r,1ét,:,d,:, se puede ejecutar 

usand,:, t ab 1 as. 

Er, e 1 capítulo V preser,t am,:,s e 1 método de ZUNGWI LL e 1 

cual considera el programa: 

p : mir, iF<x> I Ax :S br, A €  M<rn,n) 

donde la funci6n F es convexa y diferenciable. Este métod,:, 

resuelve una sucesi6n de programas: 

rnin iF(x) T / a.x = b., 
l l 

1
1,.(, e il,�,···,m r

Los conjuntos de índices se cambian sucesivamente de tal 

modo que en Ul'1 finito de iteraciones se obtiene: 

,,., 

I = I<;> = ij / 1 S j S n / a�;= b.� k .) J 

donde x es una soluci6n 6ptima de P. 



Ap 1 i cando e 1 a 1 gor i tm,:, de 2UNGWI LL a un programa cuadrá

t i c,:, c,:,nvexo, ,:,bter,ern,:,s el alg,:,ritm,:, de DANTZIG Y COTTLE.

Finalrnente en el capítulo VI darnos dos aplicaciones de 

esta teoría; específicamente un II Pr,:,b 1 ema de P,:,rt a fo 1 i ,:, 11 

(Problema de selecci6n de inversiones) y una discretizaci6n 

del problema del Regulador Lineal, que es uno de los proble-

mas mas importantes de Control Optirno. Esta discretizaci6n 

conduce a programas cuadr,ticos convexos. 

Jase Luis Morales Almora 
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CAPITULO 

CONDICIONES DE OPTIMIDAD 

1.1: INTRODUCCION 

En este capítulo presentaremos en forma resumida los 

aspectos fundamentales de las condiciones de optimidad para 

Programas Matemát icc,s P, que usan la FUNCION DE LAGRANGE del 

pr,:,grarna P. 

1.2: DEFINICIONES: 

r, Sear, e e IR c,:,rivexo, F: e ----+ CR 

f: C -... IRm , ,l g: C --+ IR , f uy,c i ,:,y,es cor,t i r,uas.

Consideremos el programa: 

p : m i r, i F (X) / X € e' f (X) � o, g (X) = o �

1 S . 1 z IRrn IRl • 1 u = Cu,u) E )( ,  ento�ces la funci6n

def i r,i da por: 

�<x,u) 
1 T 2 T 

= F<x) + (u> f(x) + <u) g(x) 

se l larr,¿1_ la FUNCION DE LAGRANGE del pr,:,grama P. 

2. Si v = (v0
, v\ v2

) E:: IR >< IR m x IR1, entol'1ces la funci6n 

m l L: e H IR >< IR >< IR ---+ IR definida por:

1 



3. 

4. 

. 2 T lv) g<.x)

se 11 ar,,a la FUNCION GENERALIZADA DE LAGP.J.NCiE pare\ P. 

El 

a) 

/3) 

r> 

sisterné:<.: 
"' "'· 

�<x,u) 

" .-

�<x.u) 

"'f. u� o

/'. 

!: 

-

·"
� Cx, u) "';/' 

F" (x) 

8) f (x) � O , !;¡(�) = o 

X € e

·" 

X ,;::: C

Se 11 arna CONDlClONES DE KUHN-TUCK.ER fJ2ra e J prc,grcu,121. f'

.-. "" 

er, e l. pu nt ,:, ( x, u) . 

Si y) y 8) 

. "\ Sl 1.1.. = o, 

se cumple 
,, 

f (x} 
.) 

(),. 

prc,grama 

P s,:,n diferenl::i.:d::1:::-s en; y !=E' sust;j_tuy2 la cor,d1ci6n 

út) por: 

* " r T � a )  V �(x,u) (x-x) � O >: "r/' x E e, entonces el sistema 

* "' ot ) , [,), ¡-·) y o) se l larn.:-� CONDICIONES LINEAL IZADAS DE 

K.UHN-TUCK.ER para P. 

El 

a> 

b) 

c) 

sister11a 

,... " 
L<x,v) �

,... "' 
L(x,v) ·-

" 
L(x,v) 

,.....,,º /">. 

v F <x> 

"';/' 

"º , ... ,(y ,v) � o , V ;,,!  0

)( 

d) x es adrnisibl� para P.

€ e

,, " 

Se l la.rna CONDICIONES DE .JOHN para P, en el punto <x, v) 

Si d) 1 "t � .. curnp e y v -:::. !.>, ent ,:,nces b) exactamente 

satisfecha si 

Si. todas las 

,:';1 =-= n . . 
. , 

.) 
siempre y cuando f. (x) 

J 
o.

funciones que intervienen en P son 



r-. 

diferenci21.bles er, x '= c.:, a2finim,:,s la. condic_16n:

* A A A 

a) Q L(x,v) (x - x) � O 
X 

V X € c. 

E1 siste·ma a�·), b), el y d) �,e l l,:,11"12 entonce�:=;

CONDICIONES LI NE.AL IZADAS- DE .JOHN p¿,ra P.

OBSERVACION_ � Si en <;, ;, '=--� c.•Jm¡:: ler, las c,:,r,d1cic,nes <Ji-

de JOHN pc:va P y s 1 o, entonces el punto

"'f. 
V 

"'e,' 
V 

,·� !i 

�) <:-€: c1.1�:1r::Jr:�. l�-..;; c:,·:,1·ciJ--:i.:,·,es
''º 

de KUHN-TUCKER para P.

5.
n Sean Ce� convexo, f COl"l\!E X"',

"'· 
x una

r, 

solu�J.6t1 6¡:..,tirna dE P y Iixi = �_j / f (�, ::: 0�.
.) 

Decir,10.s qu'=.- se c1.u11p.1en lc:1-::, CONDICIONES DE REGULARIDAD

DE SLATER pc1.ra P, s::. e>-iste •.1n punto x0 E: intrel (C)

t 2"11 que�

f . <x
º

) o V j E: I (X)

' o) g \X -- (, 

Si �dicionalmente las funciones f .,
.J 

t··e¡··,c: i ¿, o 1,,,;� E.1n )( 1 
sri'� ,:,r,cE·s c:i ec::. m,:,<;·, e¡ ue: i as CONDICIONES

LINEAL12AD�S DE SLATER para P son cumplidas, si existe

un x
0€ intrel(C) tal �ue:

"' T O 'vf . (x) <x -

"' T O 
.'vD

¡._
<x> <x

"' 

){) 

x) 

I o 

;= o 

-"' 
";/ j € I <x)

li. -= 1 j 2� . . ' l 

�rnSER'Jí)C I DNES 1. e'.:

1. Si Ces abierto, . 
l ,. ..,n 

µ01·· e.J E::'r,1;:i i::, � ::- ,.... , entonces 1 as condi-
* * ci•:•l"1es lir,ealizadas 0t) respectivamente .:1 ) so1, equ:i.va]e�

tes a las condiciones:

3



Z·> 
" ,, 

\' éf. <><, u) = 

X 

"'· 

�) v L<x,v) 
>'. 

= 

DE HOSTPJ..C 1 CN 

* 

Veamos que �) �s equiv�lente a�). 

,, 
C,::,rn,:, >< E: C = iY-,t <Cl, er·,t.:..,nc!?s existe e ) ú tal C:•.1e::• 

X ± f; e .  
, 

€ e j ·- l,li 

� � 
- Si x = x + C:E . , ent ·:·r!.::E.':5 ::;,;_¡ ;; en1.:.·;;1os de Dt ) 

.J 

Por consiguie�te 

·"

" " "' T 
x> = E9 �!x,u) e .

X .J 
éJ ·" .... 

= e l!Jx .� 
<x, u> _j = � 

- Si ...... -- X - €1? 
l '

obtenemos de O/ 

2. 

,, ,.. T " 
OS � l(x,u> (x-x)= 

X 

.,.._ "' T 
eQ � be, u) e .= 

X .J 

8 ,, " 
e: 

&x. .
w <x, u) 

" " 
(l � 'v W<x

.,
u) 

X 

De !iJ y Cii) obteneraos ;) 

Que �-) 
* 

===;, et ) 

Si e = CRn 

+'

e-=: evidente.

.J 

TUCKER par& P son equivalentes con 81 sistema 

... " "'T .,.._ I", 

v ir <Y., u> � o ){ y' . f1 <x, a) = (i 
X r. 

" " 
� <.Y., u) = F <x J 

"' � ou 

" 
:.e es acimis1ble pai·a p

d. 

( ii 

j =l 'n 

( i i) 

• 

( *) 



DEHOSTPJtC. 1 ON 

a) Sean cumplidas las condiciones lineall�adas de K-1 para P

eY, el puY,to 

sigue:

·" "' 

(x,u). P,,rél j = 1 � ..-, 

)(
°

� X i

j:< = X 

.) j 
+ 

e J t>g i r,,os xJ 

't::t i. ,'!-

* 

Entonces se obtiene de a >

Si X. } (>'

,, "'· T J'v � <x, u> ex· X 

" " 

A ,-. "°' 

x) - 'v w<x,u) . � OX .) 

'v !TI <x, u) . � O X J 

e 1 g i mos Yj -.,;; C = siqJJe: 

y) )( v i ;,é j 
1 i 

y·) = o. 

"' "' "' 

€ !Rn
....

V j 

{ +) 

x) = x. 'v ii (x, u) . � O, (- x.< 0) 
J )' J 

P,:,i· t·:·) 8stc, s,:.Jarnente es posible sj 

t,) Sear, curn¡::.,lJ.uc1s li:\s coY1aici.-:i-nes 

ra De (*) obtenemos 

"' "' 

'v I> <x. u) . = O. 
){ 

. 
.) 

= o

"' "' "'  T "' "'  T"' 
x) = 'v i(>,C.u) X- 'v �Cx,u) x 

X 
. 

X 

" ·" T 
= v w (><, u) x � OX 

V x E: !R n 

+

� � � A 

3. Si en �l punto (x,u) [ respectivamente Cx,v>J se

las �ondic�ones de �-T

" ,... 

(>:, u)

.) 

• 

cumplen 

tambien las condicionss linealizadas correspondientes, si 

5 



·"
:> l E:'j e·r: x. 

DF.HOSTRACION 

·�-:;:.,.p,:,r.g.:�,·.-:os oue existe ur, x e. C tal q,•.e:

�. "' 

diferencia-

r.,:,ni,:, iµ <Y.) [.•;x
1

l!) C-"= 1.�jfi;;renc:iE'\bJ� Pn ><, se cu.rnple para 

,... - "' 
X(�\'. '::"' z + \.O:x - x), X(X.l E: e ,

�-
w O'. (X.), u)

"' " T ( 
-t- 'v w (>.'., u) X O,.)

>, 

o, �- J 

+ e(\.)

+ 0 (:>-.) 1, \"' :>.. '= <O, 1 J
A.

3 A. > 

<O,>.. J 

Ent,:,nces ( 
A, 

W X ()..,, ) , U)
o 

... , "" 
< w (x, u)

l.:o cu,-ol :::s •.,l'I<� r.ontradicci6n. 

"' " " ,,..., 

« 
+ A. 

º 2

4. Si ,:::·n !':'] r1,1n+:,::, (x: u) [ (x., v) J se curnpJ.e,n 

linealizadas de K-T [de JOHNJ entonces en 

pondientes �i F y f .

son afín Jineeles. 

Df:tf05TRACION 

.:> 

:t.as 

• 

c,:,nd i e i ünes 

,,.,. " 
[(x,v)J 

"' " " T "' 

C,:,rno -y,(><) = it> d:. u) es c,::·:r,'.JeJ:<3. y '7i,'J((>:
1

u) (x-x) � O, 

� X €  C se CUffi�le: 

,.. " " 
�(x,u) � w(x,u) 

A A T n "' "' 

+ 'v � <x, u) (x-x) ,� � (x, u),
:-( 

6 

•



5. Si V j e: 1 <x> la funci6n f. es convexa y diferenciable en
.)

X y si g k.: 1-i. = 0 es afín 1 i nea J 
1 

entonces las cc�dicio-

nes de SLATER se cump.i.eY, exactamente si

lineal izadas de SLATER se cumplen.

DEHOSTRACION 

a) Sean cumplidas las condiciones de SLATER para P. Entonces

existe un x
0

e: intrel (C) tal que

f . íx
0

) < O
.) 

g (>(') = o 

V j E I<x> 

Pero para je: I<x> se curnple: 

o ) f . ex
º

>
.) 

2:: f.(x) 
.) 

" T o "' "' T o "
+ 'vf. (x) (x -x) = 'vf. <x) <x -x). 

J .) 

Como g
k.

(x)
T "' 

= a
k.
x + b

k. 
y x es admisible para P, se cumple

"' T o 
'vg

k.
(x) (x

.,... 
x) =

= 

T o
ª

k. 
<x

( 

º >g
k.,X 

,.._ 

- x)

= o, 

T o 
= a

k.
x + b

k. 
=

V k. =1"";"7

b) Sea al rev�s, x
º 

un punto que satisface las condiciones

linealizadas de SLATER para P. Como x
º
e: intrel(C), X e: e ) 

se cumple para O <A S 1, 
"' o "' 

X(k) = x + k(x -x) e: intrel (C)

Para A suficier,temente pequeñc, se cumple:

.,... o "
f. (x+),,(x -x>)

.) 

"' o "' g
k. 

(x+k (x -x)) O A 

X(g
k.

(x ) - g
!-{_<x))

"' T o " 
= A.Vgk. (x) (x -x) = t), 

O; Vje:I (x) 

T o "' 
= Ac?.

k. 
(x -x) 

Por consiguiente el 
A O A punto x + ),,(x -x) satisface las candi 

ciones no-lineal izadas de SLATER para P, si O X $  1 es 

suficientemente pequeño. 

7 



"'

6 o . NOTA: Se us x €lntrel(C,, x E: CL(C) 
o 

===;, [x ' x> e 1ntrel (C> 

6. De las observaciones 3., 4. y 5. se deduce lo siguiente:

Si P e�; un pr,-,gi�;;:1rna col'1v2xo y todas las funci,:,r,es que in-

tervienen en P son diferenciables en e, entonces la5 con-

dicior,es de K-T, ,JOHN Y SLRTER� son equivalentes �···n las

condiciones li�eali�adas correspondientes. 

Vamos a tratar ahora las condiciones de optimid�d 

el programa P que involucra 

LAGRANGE. 

la 

" "' 

f 1.1nc i 6r, (generalizaua) 

•

parci 

de 

TEOREMA 1.1. - Si er-1 el p1.,r,t,:, <x,u) se c.:urnpler-1 las condici,:,-

nes de K-T para P, donde C no es necesariamente convexo, en-

r, 

tonces x es una soluci6n 6ptima para P. 

DEHOSTR.ACION 

f(x) � O, X €  C, significa que x es admisible 

para P. 
"'' " "" " " 

Como u � O y F(x) = icx,u> S l<x,u> V X E C 

se cumple para todo punto admisible z de P 

"� T 
(u> g(z) S F(z) 

Por consiguiente x es una soluci6n 6ptima de P. • 

En contraste con las condiciones de K-T, las condiciones 

de JOHN no representan un criterio suficiente de optiwidad 

para el programa P, sin embargo se cumple el 

"' "' 
TEOP.EMA 1 .2. - Si en pi.mt,:, Cx, v) se cumplen 

de JOHN para el programa 

o 

las condiciones 



P: m i n� F ( X ) f f ( X ) ::::; (i I x -=: C}-, entonces se cumple 1)

1). ; es una soluc16n 6ptima de� 

2). Las condiciones de SLATER para P no se cumplen. 

DEHOSTRAC:ION 

"· t 

o 2) 

Si o, ent o:,nces en ( �' :::'.:.._) 
,,... C> 
V 

se cumplen las condiciones de:: 

K-T para P y p,:,r tea::,rEr11c\ 1.1, x es u-,·,a scaluci6n 6ptirna de P.

. "º . t 
1 51 v = u, en.onces se cump e:

o =

=

"º .,-... 

<v >F<x>

"'t T O$ (v) f(x),

...... 
V ,e O 

De esto se �2t�ce que: 

,., 

j
� o 

::-

= "º (v )F(x) + 

j -· 1, r&l 

'°" j fÉ.. I ()e > 

v. 
j 

o para al menos �n j E l(x)

o Supongamos que existe un x e intr�l(C) tal �ue

f. (x
0

) < O 
.J 

Entonces de <**> se deduce que 

4.:1- j €. I <x) 

c�l> T t exº > = o " [ " f . (x ) v . 
jel (x) .J .J 

< o, lo que contradice a 

Por consiguiente las condiciones de SLATER para el programa 

P no son satisfechas. • 

Si P es un progrema convexo, entonces las condiciones de 

JOHN son condiciones necesarias de optimidad para P. 

9 



r, 

TEOREMA 1. 3. - Si P es Ul'"1 progr�•,,a cor1vexo y x e�. una. so) u-

ci6n 6ptima de P, 

,,... " 

" "'º "1 "2 un v � (v ,v ,v) 

�n (x,v) se cumplen las condiciones de JOHN para P. 

DEHOSTPJ.C ION 

De f i Y-1 i rn,:,s los c,:,nj untos: 

�y
o :l y2 ) o " t 

A = = (y 'y ' I y F (x), V :"'{ O; 2 
y -- o�-

ta1 que 

B ·'Y (y 
e, :l , .. 2) 13 e º> F�x)� = ·-

�Y )( c. cein y -i ' J 

2 
y =g (x) r 

D ·- � :.: / z = ( F ( ::.e ) ; f ( >: ) : g ( >< ) ) � )C E C r· 

Se cumple De B. Es evidente que A es convexo. Como F, f y C 

son convexos y ges afín lineal, Be� conve�o: 

Sean )·, y e: B, er1tonces ex i st er-1 X y X er-1 e tales que 

F(x) ::S'.: 
o f ( )() �

:l g ( )() y ' y ' 
= y 

F(x> :5:: 

·-o f(x) :5 
-, g (x) 

-2 

' y ' 
= y

ne est0 se deducee que para A E [O, 1J se cumple: 

>.x + ( 1-A) x e: e 

F(>-.x + (1->-.)x) ::S'.: >-.F(x) + < 1->">F Cx) � >-.y 
o 

+

f (X.x + (1->-.)x) :5 >-.f <x> + ,1-X.)f(x) � AY 
:l 

+

g(>-.x (1->-.)x) >-.g <x> (1-)..)g(x) AY 
2 

+ + - +

Por consiguiente >-.y+ (1->-.)y e: By B �s convexo. 

SP cumrle A n B = � 

Supongamos que existe un y e: B n A.CDmoy e: B 

Entcr:2es 3 un xéC con º> y - F (x), '> y - f(x), 

rl 
o

< F (><°)' :l 
::S'.: o, 2 

o J.. y e: : y y y =

Entonces de (*) se deduce que 

f ( )() ::S'.: y' s o ' ( ) 
2 

') g x  ::.: y = <. �  yº ;::: F (x) 

2 

y =

-o(1-)..)y 

-, 

( 1->-.) y 
-2( 1->-.) y 

g
(x

>;l 

J 

P,:,r cor1siguiente x es admisible para P. Como x es una solu-

ci6n 6ptima de P, se cumple : 

10 



o
( contradiciendo que y 

Por consiguiente A n E = t·

r, 

< FCx)) 

Como A y 8 son convexos y A n 8 = �' por el teorema de 

separaci6n existe 

"'T "T v z 2 ot� v y ,

" "º "'·i "2 
un v = (v ,v ,v) � O y un ot E� tal que 

A A A A 

Como y =  (F(x),f(x),g(x)) € A n D, se cumple : 

ATA "T "T" "T ot = v Y, v z � v y 2 v Y, 'ti y € A, ( +) 

Escribimos la primera inecuaci6n de (+) en detalle 

''T"' A " Aº "' 
v y =  L(x,v) = v F(x) + 

"2 T "

(v ) g (x) � 

� �°F(x) + "2 T (v) g(x) = L ( x, ;) , 
/". ,,

es decir L<x,v) � L<x,v>, 'ti )( € c.

Elegimos ah,:,ra los p•xntos Y, y
j

'
-j
y ; j = 1, m como 

" "

-- ( F (x) - 1' f (x), g (x) )

yj -j 
yo 

= F(x)

y� 
"

y� = y. ' 
'ti i ;.e j y = 

y. 
-

l J J 

-j " -j
yi 

= yi 'ti i ;.e j y Y.
= o

Estos �untos están todos en A.

n� (+) se deduce: 

"T - " "o V (y - y) = - Y S Ü 

"T j "' ,,, 1 V (y y) = 4v. � o

"T -j " ''1." ��f.(;) V (y y) = - v.y. = - � 
J J J J 

"

Como :;.{ es admisible para f'' de esto se ,:,bt 1 er,e: 

" "i 
(�i)

T
f(;) V � o, V � (> ' 

= 

"

Por cor,s i gu i er,te eY1 el punt,:, (x, v) se curnplen las 

nes d2 F. JOHN para P.

11 

sigue: 

c,:,·nd i c i o-

•



Las condiciones de K-T generalmente no s,:,n condiciones 

necc;;,.,; ,· 1 c:,S J.? opt i mi dctcJ P<H'.:::\ ·.,r, ¡...r,:,grama cor,vexo de 1 a forr1121 

,,, 
TEOREMA 1 • .d.. - Sea x ur,a sol uc 16n épt i rna de 1 pr,:,g�'ar,1a cor,vex,:, 

P: mí Y, � F <x) / )( € G 
' f \X) � o ' g (x) 

Se�n cu�plidas les co�diriones de SLATER

ex i s t e 1•1 n u = 

clonPs df K-T pa�a P. 

t ,;. J 

i.iL'JtOSrf.UC I o¡.¡ 

para 

De1,;,:,s.;rc1l'E1ti•:,s é!l te,:..,rernc:1 sol,:• para el prograrna: 

p ít1 i l'I .;F:x) 
1 

/ f(x) :; () ' 

P. Entonces

CC•":'"1CI j -

P,::n- el t.ECJt·erna ... � se CL1r,1plen las cond1cior-,es de JOHN para P 
" " 

en un punto (x,v) 
,... "º ,,.._i 

V = (V , V ) • 

Si "'º fuera v = O, ent ,:,nc.:es- por el t e,:,rt=irlé� 1. 2, no existiría 

o 
X tE. i nt re 1 ( C) ta 1 que f. ( x O) 

J 
< o ' V j E 1 (x) y las 

cc,¡·,dicio112s de SLHTl:.R para P ne, se cumpliríar,. 

Por "'º consiuuiente v > O y t?n el 

plen las co�diciones d� K-T para P. 

" " 

tx.,u) 

"t 
,.., V 

(x, -''º se· curn-

• 

Indicemos un program2 convexo si�ple P 1_•.r,0. 
" . 

U'(1� Ci:1 

" " " , . • . A 
s� ... uc16n Optima x, tal que no existe u, de modo que en (x,u)

se cumplen las condiciones LJ� K-T. 

Con::. i derem,:,s 

' 1 m ... n·, x2
I 

I 

- í11 ,;_ ,·,i 1 (X) 

¡� >: 1 

/ 

2 1 � <)..¡ x_ 
e 

f 1 <x) :$ o f.-. c. ( )() 

12 
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El ónico punto admisible y con esto la ónica soluci6n 6�tim� 

es x = ( 1, O). 

Veamos que las condjciones linealizadas de K-T no pueden 

ser c•.1rnp l 1 das. 

EY1 et ect ,:, 

De v'F e;) 
r .-. 

'I 
= .::. 1 

l o J 
v'-:-'.-, Cx) =

':::> 

deducimos que no existe u E��, tal que 

i:•ara �l resto d� este cdpÍtul0 asumiremos qua 

funciones F, f1, gk sean diferenciables en C e  al

U'r'1 pur1t o >< E: C. 

• 

1 el.� 

Si P es un programa convexo, 1 as cor1d i c i ,:,nes 

linealizadas dE K-T represe�tan un criterio suficiente de ºE 

tirnidad para P. 

TEOREMA 1.5. - Sea f' ur1 prc,gra111a COf1vexo y seaY, cw,1pl idas en 

A A 

el punto Cx,u) las condiciones linealizadas de K-T 

A 

Entonces >< es una soluci6n 6ptiMa de P. 

DEHOSTRACION 

Sea >< admisible para P. Er,t ,::iy,ces "i corno u � O, se cumple

"2 T Cu) gCx)

( -1( ) 

= �Cy,u) 
"· A T 

es convexa en C y v' �<x,u) (y X X )�O,�yEC,

se obtiene de (*) para todo punto x admisible p&r? P. 

A A T A A � 

_._ v' �(x,u) Cx - x) ;;: �(x�u,>< 
" 

Por consiguiente x 1::s una s,:,luciór, 6ptir11a de P .. 

13 

•



COROLAR:IO 1. 6. - Sea 

P :  1111n iF<x) I f(x) � o, g(x) = o, x E C),-

un programa convexo que satisface las condiciones de SLATER. 

Sean todas las funciones que intervienen en P, diferencia-
.. 
· .. 

bles en el punto x. 

Entonces se cumple 
A 

• A m l x es soluci6n 6ptima de P si y s6lo si existe u E �+ x � tal
,·�. ..• ..

que en <x,u) se satisfacen las condiciones y las condiciones 

linealizadas de K-T para P. 

DEHOSTRACION 

Sabem,:,s que er1 nuestro:, caso: . 

,... "' 

En (x,u) se cumplen las condiciones linealizadas de K-T para 

,... " 

P si y s6lo si, en <x,u) se cumplen las condiciones no linea 

lizadas de K-T para P. 

" " 

Si en (x,u) se cumplen las condiciones (linealizadas) de 

K-T, entonces de acuerdo al teorema 1.5, ; es una solución

6ptima de P. 

" 

Si x es una solución 6ptima de P, entonces de acuerdo al 

t e,:,rerna 1. 4, existe un�€ � rn x �l tal que en 

las condiciones (linealizadasl de K-T de P. 

"' "' 

<x,u) se cumple 

•

Si 
J. en programa P las aplicaciones f, g son afín lineales 

y F e�;; c,:,nvexa y difP.renciable, entonces las condicions de 

K-T r1:1presentan un criterio necesa1'i,:, de ,::,pti111idc3:J�

el ca•:;o donde l 3s condiciones de SU�TER para P no s,� curnµ len 

14 



TEOREMA 1 • 7. - Sr:.::. :,e 1_¡ r,;,, sol�ci6n 6ptima de P. E,ean tooas las 

funcjonos que intervienen en P diferenciables en x. Sean cum 

plidas las condicones de SLATEP p�r2 P.

a) Si g es afín lineal, entoncps existe 

,,... " 

•.1n u i:a:i.

(x,u' S::? CIJft1;:Jli:?:r1 las c,::,·.-.J:ci,_)nf.!5 1·inea;.ÍZi·HJé:1!5 U(.:· K-T p2,ra

P.

b) s ;, x €: ir..-1; <C) ., :::) l?:c, r:,:,·,-1t} '(1'.I ":'. (:oi1 X 

SOl'I j n�1ereY,d:.. r:·r1t es, 

� €' IR n x CR.l tal quf" se c1..1r11�_,1en 

ljnealizadas de K-T p�r� P-

Si aplicamos el teorema 1.7 al programa 

P m iY'1 � F ( X) / g (X) = 0 � 

,.., 

g rae: i ent ec: <"> r 1 ,... \ V::1
1,{

, . .. 

existe un 

las c,:,nd i c i unes 

entcinc:Es obter,e1,1,:,s la regla clásica de LAGRANGE. 

15 



CAPITULO II 

TEORIA DE DUALIDAD 

2.1: INTRODUCCION 

La teoria de dualidad de la programaci6n matemítica se 

ocupa de pares de programas. 

P,:.,r ,_,r,a pi-esc-ripc:i.Qn explícita se as,:,cia a un problema 

de 1o1inimizaci6r1 ,_,.,.., problema de maximizaci6n e, al revés. 

Asociamos siempre a un problema de minimizaci6n P, un 

problema de maximizaci6n P .  P se llamar, el programa primal 

y P el programa dual. 

En la mayoría de los casos se puede asociar al 

d 1 P• t d1.1al p**. ua o ra vez un programa 

programa 

* 

Se escribe P c0mo problema de minimizaci6n al cual, de 

c1cuerc,:, c,.:,1·, le:. ¡:'r�e.-sc"r·i¡::,ci6n ori[:jr,al se .:,:s:ocié1 •.1t1 pi�oblerna 

prc,blt:111a d,°::' mini1111zaci6n. 

16 



� 

Al par de progrnmas dua]es <P,P ) se llama sim,trico, si 

@s posi�le formar p** y P�� - P. 

* 

<P, p >. 

Recordemos los resultaoos principales de 

dualid2d de la programaci6n lineal. 

la te,.:iría de 

�-

Si <P,P ) es un par de pro�ramas lineales ciuaJes. enton-

* 

ces <P,P ) es sim6trico y Sfr rum�l�r l�s condic:ionQs A) y 8) 

("'!) Si ·.,:··,:, de l,:,s pr,:,gramas P, p* tie-,,,e una solución óptima, 

ey,� .. :,,,.:-es el otro:, tambiifn t t�y·,e sc,11\c:-ién ópt i.ma y 

,j(· 

inf(P) == sup<P ) 

P) Un� c�ndi�i6n necesaria y suficiente l ·:,s d,:,s

-Y.· 

pro�¡ramas P y P · tengan ur,a soluc16n c,:,¡,·,sis·.::e en que am-

bos �rogramas tenRan puntos admisibles.

El objetivo principal de cada teoría de dualidad es : 

D�mostr�r los enuncl�dos A> y B) para pc':\res de p;•.::,grarnas 

* 

tP,P > �as generales. Pero esto no siempre se 1 c,gra y 

debemos contentarnos con propiedades mucho mas d¿biles que 

A) y B:..

En la te,:,ría de d1.1al idar! el coni:-:eptc, t1e pu1·,.f;o sj 11� de

una función desempePia un papel 1::'..:ier,cic1l. �·,:w e�;to 1,:, defini-

mos aquí. 

17 



DEFINICION 2.1. - Sean x e: C e  � n , rn y e: D e IR y y.;: C>:lJ --� !R.
,.·. ,.· .. 

Entonces (x,y> E CxD se llama u� punto silla de � sobre C�D

si: 
.···. . ···. ,••, .. · ..

'<t X E C, U::. 1 ) 

En lo siguiente presentaremos la tei:,r.ía de dualidad de 

DA!lI'2IG. E:ISENBERG Y COTTLE, que iY,cl1.1ye la teoría de duaU-

dad ele lci PROGP...ANAClON CUADP.ATICA como caso especial. 

2.2: LA TEORIA DE DUALIDAD DE DANTZ!G EISENBERG Y COTTLE 

,- t d ID

Íll f .. i-' ar a o o y e: "' 1 J ,:, • Sea y.;C.,y) convexa y para todo x e: � n 

fijo, sea y.;<x,.) c6ncava en �m. Decimos tambien �ue y.; �s 

Si X = :!. � 
Cx,x) 

[J..,,� X � • 

t 2 y =  (y ,Y) son particiones arbitrarias 

los vectores x, y; consideremos el sig•.1iente pa?' 
"� 

(Q, Q ) 

Q min� FCx,y> T 
/ � o o 

t � o:,.: = y.; - y
y.;y 

VI t , V'y 
2

* 

r11ax� g(x,y) T 
o o 

t � (> �Q = y.; - X y.;>< 
/ VI t � y.;>< 

2 = y
X 

, 

Para forrnar o* de Q 1.1.saremos las siguier1tes re;•g12,s; 

de 

de 

- A las restricciones en forma de inecuaci6n V.' t =f O en Q ce,
y 

* ' rresponden en Q las restricciones de signo y � O. 

A las restriccieines er1 fo1'ma de ecuaci6·n � 2 = (l en Q� en

o* son asociadas las ,'aria b 1 es libres 2 
y •

A ld� restr�cclones de signo xt � O en Q, 

18 
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11s<Anc.io l a.s t··estr ice j_ ,:,nes 

tJ i 1· t ¿¡_r,, b 1 e...-, c,:,r,10: 

·!(· 

de Q y Q respectivam�n�e y 

F<x,y) = V' - , t
) 

T 
\ Y lJ-1 t 

y 

glx,y) t T 
= ·y1 -· (x ) V! s. X 

fe, 1'í1lct.Y1 

ol:".,'.:'-E·r--

Usar,do 1 as ri, i s111as �'eg las se puede fo:,rr:1C\r Es ff:Í.c.il \'Er

** 

.-'.lue Q = Q. 

·i4-
E1 par (Q,Q > es sirn,trico. 

En lugar d� (Q,Q*> consideramos primero el sJguiente par 

* 

cP' p >. 

p : rn in� F ,: :.: , y) 

* 

p : max� g <x, y) 

-· 

:: 

T 
/ V' - y 1t' 

T 
lp - X V-' / 

X 

Consideramos los conjuntos: 

"l¡/y 
t 

V' X t 

C == �X / X
t 

� (!� y 

� (>' o 
t-,. o, 

l...,. () l V-' 2. = X :.. y :.. y . ( 

� o, V' X 2 -- o
t_ 

X � o, t_ 

y� (l � 

t 
D == iY / Y 2: Or 

PROPOSICION 2.1. - Si (x,y� c�i:, a.drnisible para P, ¡;:c,y) es aá-

F<x,y) 2: -¡¡¡Cx,y, V y €  D 

g (x, y) � V' (x, y)

En particular se cumple : F<;,�) 2: �<i,i> 2: �<�,y) < 2. 2) 

i) Cor,,,:i V' (. , y)

DEHOSTR.ACION 

� IDff, f .. es convexa v y €  - IJO y

1g 

<x, y) es admisible 



�-
para P se cumple: 

V' ( )C '} y ) � V' ( X ' y i 

11,(x,y>

-· ,_ T 
+ llJ (x, y) (>eX x> 

::. i ) C,:,111,:, Vi<><, • es c6�cav� J ,�,�> es admisible para P, 

- ·- T -
+ V', <x�y) <y - y) =

y 

se 

= iµ(x;y> (.:...:. 4) 

= F(x�y) + 

De (2.3) y (2.4l se obtje�e (2.2) �ligiendc >< = x ,Y = y. 

PROPOSJ.t'ION 2.2.- ��i <x,y) es 2.ci,11isible p.;,ra P, <x,y) es acl-

r,üsible p.:;.ra P y F <:,.·, y) = f1 <x, y), er;tc,r,ces <x, y> es ,.,r, p1_1.rt,:, 

sillr.:l. :Ir:- i¡¡ s,:,brE· C;cD y se tiene: 

De ( ¿·. ;::�) 

De est,:.:i y

SE ,:, l:· l: 

"-'f T -
( y i t.:J i. � )( y). 

. )'' 
' 

t. T .,...,, ,_ 
= (K) � L(x,y) = 0 X 

DEtf05TRACION 

ie:ne: F (:,t' y } -- llJ (x, y, ::. g <x, y;

dt:: (-::• ,!_... ,.. 1) \1 <e·. ,.. :, '::0 d��ci u �e> :¡,.l:"?; 

-·¡_ T - -
(x) ip dx,y) = O 

)( 

20 
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OBSERVACIO�ES 2. 1: 

l.· - Se debe ,:,bserva¡· que <x 1 y) r2n IJf·nerc>.l ·r,o E·�', pu.r,t·· .. , si 1 le-.

de V'� <; í < x , y ) ,::: :s 2 d 1,-, i s i. t: 1 e pe• r 2,. P , < x, y ) 

para p* y g<x,�) - F�x,yl. 

es .:: rf1.-, 1 s :, t, 1,::: 

En con5ecuencía el comp0rt0mi2nt0 de las.v2riabl�� x � y 

t'IC• es si rnét r 1 co. 

Se pu.e·de c,bsei•v;, ·· .11. F: l 2s ·,ai·: dt l ,:·�,; >t 

d e=: s t .:1 e ad .;:, p ;,11 • a P , r,1 i e? n i:; r· ,� s q ;_. f: J as \/ �-.it·· i 21 b 1 e·:; y i. l '-"ne n 1 :, 

* 
rnis,,·,a. imp,.:,rtancia destacada para P .

Por esta raz6n llamaremos a x  [respectivamente a y� las 

�
vari�b} es propias de P [respectivamente de P J.

,... ,... 
�-- <x,y> �s p�nto sill� de � sobre C � D si y s6lo si s� 

e· ;_, rn �"J 1 E: 

< 2. 5; 

(2. E,) 

L::. S) \' 

:! �2. E,). 
,... ,... 

VJ '<x, y) � X 
A ,,, 

\il 2 <x, y) = 

A ,... 
,¡.1

y
11.(x�y> :s; 

A ,·, 
VJ 2 <x, y) = 

y 

(1 

o 

o 

o 

"t T " " 
<x ) � .Cx, y) X 

"'' X ;:

"'' T A "' 

(y) v1 11.<x,y)

"'' 

y � 

!)E:'10STR.AC l ON 

Us�remos el siguiente re�ulta�o. 

n Sea E e tR , coY1vexo y cei·rc:,do 

,.., 

F E� IR, c.:inv€:xa y diferenciat.;le 

>< e C. Se cumple: 

= (1 

= 

x es 6ptimo rar� P si " T .,..., 

sj v'F<.x) <x-x) � O, 

21 
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Sea 

Para 1 a deri,ost rae 10,·, LiEJ .:::. 

t. 
X --

t 
y = 

( X ,>< , ••• ,xl)t 2 

(y ,y ,•·•,Y¡ f 2 <. 

) 

2 
)( ·-

2 
X 

(xl 1, ••• ,>< )+ Y-1 

(yk+l''""'y . m 

) 

Observamos que ,;,;, es p�nto sill� de � s�bre CxD, signif1-

" " 
ca que (x,y) es una soluci6n 6ptima para los program�s R y 

* 

R .

" 

R : ifl i r, � ·.¡; < x, y i I x E: e ¡

* " 

R :  max �1¡1(x,y) /y € D� 

Como �<.,y) es convexa e� C 

A 

1¡1(x, . > es c6ncava en D, se cumple� 

" " * 

Cx,y) es 6ptimo para R y R si y s6lo si, se cumple (2.5' > 

y < 2. 6� ) .

''t "' " T 
(2.5'): X 2 (> ' VI <><, y) (x x) 2 o � )( €: 

"t "' "' T (2. S' ) : l 2 (> ' lJJ <x, y) (y y) � o ...,. y € 
y 

[R � : mi n� -�<x,y) / y E: D �' VJC><,.) es convexa en DJ. 

Basta demostrar que (2.5') ((2.6')] es equivalente con 

(2.5) [(2.6)]. 

(é'.5) � (2.5') 

Sea x E: C cualquiera 6 �
t 2 O 

De (2.5} obtenemos: 

"' " T " 
VJ (X, y} ( x-x} 

}1 

� T " " 

= Cx) -y1 t(x,y} � O, 
Y. 

. 

( é.'. 5' ( .=-� • i.:.- .. 

,._J J 
\ 

"' 
Pc:1ra i � l, e 1 E·g i m,:,s X -+ e � 

€ c.i 
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De (2.5') obtenemos: 

"' " T i ,. ... 
O :;;  iµ (x,y) (x -x)

){ 

,.., "' T 
- l/l <x,y) e. == V\ <;,y>

'i. 
)( J 

Entonces 

"' -" 
iµ;/ ix, yJ � O

"t T "' ,, 

] 
r

NC, '."1�: ( X ) 11' t (>c' y) =- o signihcaX 

L X. > o, i 
l 

Sea i :;:-; l, 
"' 

\{. 
l 

� ,l 

o, 

, .. ..... i ítlj.1 l i C,3 11' Cx, y>
'( 

i ,,.._
e:nt ,:,Y-,ces y = x 

De (2.5') y <a> obtenemos: 

" " T i." 

= o

,. 
X. €' € Cl l 

o � l/1 f ( x, y) ( y -x) -X 
,, " r .. T 
><.1111(.x.y) e. -

l X ' l 
"" .... '\ ,, 

X /1' X. ( X, y) � 0,
l 

p1..1es 

f' . ..... 1 i 

A 

X. 
l 

l, 

() 

"t T "' '" 

( X ) 11' dx, y) X 

ent ,:,r,ce!=. X 

De (2.�'> obtenemos: 

= (> 

i ,, 

= X + 

i A 

= )C 

11.teg,:, V/X (;,y)
i. 

e. e

e. l E: e

A ,,.._ T i. " O :s; 11' <x, y) < x -x> 
){ 

" " 

= iµ <x, y) 
X. 

" " T i " A 

= (>

,,... o � y, <x,y> (y-x) -

lJI )(. (>e,y)X 

Entonces
" 

VJX ( x, y) -- o 

i 

E.s " " 

dt?L·i r lJI 2 <x, y) = 1). X 

( c:l ) 

Sj11ij larrneY-,te se prueba ql.le (2. E,) es equivaleY-:te a (2. E, 1). 
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,,..,, "' 

PROPOSICION 2. 3. - Si <><, y> es un punt,:, si.] la de V' sobre C'>ID. 

"' ,,.., * 

es 6pt irno p:c-\:'a P y P , == g(x,y). 

,,.... "' 

DLl105T kAC 1 CN 

í.:eorn::, (x,y) es un pu.,.-,t,:, sill.:2. d,...,, VJ �·:,t.-·e· C:<D �'i:=: c 0 • .i:·1µil.:'..· ( .::'.. 5) 

y (2.6). Por consiguiente <;,�) 8s acim1sible par·a P y P� y 

se c1Jmple : 
A A A A A A 

g(x,y) = �(x�y) == F<x,y) 

Sean <�,y) [respectiva�ente (u,v)J puntos &dmisibles arbitra 

.¡¡. 

rios de P {respectivamente de p··J 

"' "' �

i) Corn0 <x,y) es admisible para P, <x,y) es admisble pa�a p·

de la pr,::,posici6r, 2. 1 se obtieY,e:

A, .,.. 

P,:,,· c,:,nsiguieY,te (x,y) es 6ptim,:, para P. 

i i) Cc,r11,:, Cu, v) 
* 

es admisble para P ,  
,,..,, ,,..,, 

<x, y) 

P, de l,1 pr..:,p,::·sici6l'1 2. 1 se d�!duce: 

es aom1sible 

A A A A A 

g(u,v) � VJCx�v' :f F<xd'' ·- g<x,y) 

En consecuencia <;,;, es 6ptimo para P*. 

La:S pr,:,posici,:,.,.-,es 2. 1, 2. 2 y 2. 3 re<:c•.1r11irn°:,s cornc, •:l 

para 

• 

TEOREMA 2.1.- Si (x,y) PS adrnjsible pal'r.\ P, (x,y) es adrnisi

ble para p*, entonces F<i,i> � g<x,y). 

Si ademas F<x,y) = gci,y), entonces Cx,y) es 1.1r"1 

· - -
6 pc:�1�a P v .r.,� silla de � sobre C x D y <x,y) �s ptimo , J 



OBSERVACIONES_ ·=· ·::, .
=-!_L

_:_!_ 

l.- Sl. C e  e"' e mn y D e  o"' e mm , t 1 . .
� � en onces as propos1c1ones 

2. 1, 2.2 y 2.3 y el teorema 2. 1 siguen v,lidas en exac-

tamente la misma forma, si en P se sustituye las restric 

c i oY,es de si gr,o (x, y) € CxD p,:,r

<x, y> e: e x D.

<x, y) 
.¡,¡. 

€ CxD y 0?n P por

En consecuencia el teorema 2.1 tambien es v,lido para el 

* 

par (Q, Q ) . 

"' "' 

g. Si (x,y) es un punto silla de � sobre C x D, entonces en

"' "' "' "' "' " n m m 
(x,y,u) = <x,y,y) e: IR x IR x IR se cumplen las condicio 

nes lineal izadas de K-T para P y Q si � es dos veces 

diferer,ciable. 

DEHOSTRACION 

Cor,s i derernos 

Q 

La func i6r1 de Lagrar,ge de Q es : 

� 2 = o, 
y 

w(x,y,u) �<x,y) (u -= + y> � <x,y> 
y 

se cumple: 

m <x, Y, l.l) = VJ (><, y) + � <x,y) 
X X xy 

w (x,y,u) = VJ <x,y) (u - y) 
y yy 

(u - y) 

" " "' 
Las condiciones linealizadas de K-T para Q en (x,y,u) se de-

jan representar corno sigue: 

"' "' " 
w s <><, Y, u> 

X 

" "' 
w 2<x,y,u) 

� 

= 

"':l T " " " 
<x) w s<x,y,u> = O 

X 
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A A 

<x,y) es admisible para Q 

De las condiciones de punto silla (2.5) y (2.6) se deduce: 

"" "" "" .,.... " 
i

x
t(x,y,y) = lpx(x,y) � O

At T " A A 

<><) � •<x,y,y) = 

X 

A A A 

"'t T 
"· " 

(x) ip •<x,y) = O X 

" " 
i 2 ( x, y, y)· X 

= ¡¡; 2(x,y) 
X 

= o 

" " " 
w <x, y, y) -· OX 

" " 
<x,y) es admisible para Q

"' ,,.._ "' 

Por consiguiente en (x,y,y) se cumplen 1 as cond i e i or·,es 

linealizadas de K-T para Q. 

EJEMPLOS: 

1 S . 2 
( ) F ( ) ( yi) Tf ( X ) _. - l X = X y lp x, y = X + + 2 T 

(y> g(x)

Se obtiene el par de programas 

Q :

* 
Q :

min�F<x> I f(x) S O ,  g(x) = ºr

max� ip (x, y) I ip <x,y> = OX 

En este caso ip(x,y> es la funci6n de Lagrange de Q. 

o* se llama el pr,:,grama dual de WOLFE de Q [ '" J 

Sea ip(x,y) T 
--· C X 

T T 1 T T - b y  - y Ax+ �<x Bx - y Cy)e 

donde B = BT semi-definidas pos i ti vé1s. 

Es evidente que ip es convexa - c6ncava en �
n x �m . 

Si t ele .. girnos x = x i y = y 
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p : 

p 
* 

: 

par de programas cuadriticos, como fueron analizados por 

COTTLE [ 13 

mi ni 

maxi -

1 T 
2cx Bx 

1 T -=- (x Bx
e 

J 

+ y
T

Cy) +

+ T 
y Cy) -

T
/ Ax Cy � b,e X + -

T ATy b y/Bx - 2:: - e,

En este caso VI se llama .. FUNCJON DE COTTLE .. 

X � o, y 2:: ºr

X 2:: o, y 2:: ºr

Si C = O, se obtiene el par de programas cuadriticos dua 

les que fueron estudiados por DORN [ IS J. En este caso 

VI es la funci6n de Lagrange de P. 

Si adem�s en P y p* se omite las restricciones de signo 

de las variables no propias, obtenemos el par: 

Q 
. J 1 TB T / � O m 1 n1 ::::- x x + e x Ax + b :::::: , 

,:. 

1 T T T max�- 2 x Bx - by/ Bx - A y+ C 2:: O, y 2:: Or

Como B = B T es definida semipositiva, existe una matriz r, 

tal que B = rTr. Para { : rx, o* tiene la siguiel'1te f,:,rma 

Q* maxi- �T
{ - b

Ty / rT
{ - AT

y + C 2:: O, y 2:: Or

Er, esta f,:,rma el programa o* fue al'1al izada por PEARSON y 

TUCKER C 12 J 

J.-Si se elige x = i 
X ' 

i T T T 

Y = y , VI ( x, y) = e x - y Ax + b y, se 

obtiene un par simétrico de programas 1 i r,eales duales: 

Q mi n�c 
T 

/ Ax 2:: b 2:: O},)( ' X 

* 
Q :  

T maxib y / A
T

y � e ' y 2:: O},

TEOº,.....MA 2 2 S f . 6 6 IRn x IRm � •. - ea VI una unc1 n c ncava-convexa en 

que es dos veces diferenciable y tal que VI y 
X 

afin 

lineales en y. Sea <x,y) admisible para P. entonces a) y b) 
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son equivalentes. 

al En el punto (x ? y,v) se cumplen las condiciones linealiza-

das de K-T para P 

11·, (x,y) e-is 6ptimo p2,ra P y existe Ul'"1 v ta.1 q U.E� 

6pti mo para P y p* y F(x,y> = F(x,v) = g(x,v) 

La exigencia que l/J y l/J son afinX y 

(x, v) 

en y es por ejemplo cumplida, si l/J es la funci6n de Lagrange 

de un programa convexo o una funci6n de COTT�E. 

De manera general esta exigencia significa que l/J tiene 

la siguiente forma: 

( ) f ( ) T ( ) yTCy� x,y = X + y g X -

donde C = CT es semi-definida positiva. 

El programa P, es en este caso un programa convexo. 

DEHOSTRACION (del teorema 2.2> 

a) � b)

Por hip6tesis exister-1 matrices A<x> € M<n,m>, B(x) € l1(r11,m), 

�<x> € � n, �<x> € �m, tales que: 

�x(x,y) = A(x)y + �(x), l/J <x, y)
y 

= B<x>y + �(x) 

Entonces l/J <x,y) = A(x), l/J (x,y> = B(x) 
xy YY 

Por 

La 

Y-1 consiguiente V x € � l V Y, 

l/J (x, y) + V.' (x, y) <v 
X xy 

l/J <x, y) + l/-' <x,y> (v 
y YY 

fu nci6n de Lagrar-1ge de p es: 

!P (x, y, v) y.,(x,y) + 

28 

v € � m se cu m ple 

y) = l/J <x, v) 

}
X 

y) = l/J <x, v> 
y 

(v - y> l/J (x, y)
y 

(2. 7) 



Indicamos las condiciones linealizadas de K-T para P 

(2. 8) 

(2.'3) 

(2. 10) 

(2. 10a) 

ifi t (x,y,v) VJt(x,y) 5 o,
t 

� o, = V 
V y 

w 2<x,y,v) = ifi t(x,y) = 

y 

ifi t <x, y, v) = VJ t (x,y) +
X X 

( Xt) TW t (x,y,v) = o
X 

ifi 2(x,y,v) = V' 2 <><,y) +
X X 

w 
y 

t <x, y, v) VJ t <x, y) (v = 

y y 

- - - -

o 

lJ) t ()(, y) (v X y 

-·

� o 

V' 2 ( x, y) (v X y 

- y) � o

l

<� t > T
VJ t e;,�> <v - �> = o

y y 

w 2 <x, y, v) = VJ 2 <x, y) (v - y) = O 
y y y 

De v• � O y (2. 10) se obtiene 

- T y) VJ <x, y) (v - y) � O
YY 

(v 

t T - --
(V) VJdx,y) 

y

- y) � (>

y) = o 

-·
� o y 

-· o

Como VJ(x,.) es c6ncava en �m , la matriz VJ <x,y) es defi 
yy 

nida semi-negativa y de (2. 10a) se obtiene 

(2.11) 
- T(v - y) VJ (x, y) (v - y) = O 

YY 

Como la forma cuadr,tica Q(z) T 

= z VJ (x, y)2, 
YY 

torna su mí-

Y-1 i rni:, eY-1 z = v y, se c1-1rnple: 

(2. 1 la) 'vQ(v y) = 2 VJ <x,y) (v - y) = O
yy 

De (2.7), (2.8) y (2.'3) ,:,bteY-1ernos: 

(2. 12) 

VJ 2 (x,v) = O X 
{ 

VJxt (x,v) � O ,

-t T -

( x > VJ t <x, v) = O X 

Por consiguiente (x,v) es admisible para p* 
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De < c.'. • 7 ) , < ,='. • 8 ) , < 2 • '3 ) y ( 2 • 1 l a ) ,::d::, t en i:·? rn ,:, s 

r ¡¡.1 t <x, v) = ¡¡.1 i <x, y) s () (\,t)T
V,J :1(x,v)

y 
( 2. 13) 

1 v.1 2 (x, v) v.1 2 <x, y) o 
-:1 � o

t � = >< 

y 

Por consiguiente (x,v) es tambien admisible para P. 

De (2. 12) y (2. 13) se deduce finalmente que 

F<x,v) VJ(x,v) T VJ (x, v) lp(x,v) = V 

VJ(x,v) -T"ljl <x, v) g(x,v) - X 
){ 

--

(l 

En consecuencia de ac:1Jerdo a.1 teorema 2. 1, <x,v) es 6ptJ: 

* 

r.11:, para P y P •

Como VJ(x,.) es c6ncava, se obtiene finalmente de (2. 13) 

F <x, y) = "ljl <x, y) 

== lJI <x, y> 

-T 

y 1P <x,y>
y 

(y 
T v) � <x,y) � lJl(x,v> = F<x,v)

y 

Por consiguiente <x, y) e c· _, 6ptimo para P y se cumple: 

F<x,y) = F(x,v> = g(x,v> 

b) ===;, a)

Por la pr,:,posici6n .-. .-.c.. c. <x, v) es un punto silla de VJ s,:,bre 

C x D. Como � es dos veces diferenciable, se cumplen en el

punto <x,v,v) las condiciones linealizadas de K-T para P. 

Como P es un programa convexo, las condiciones lineali=a 

das de K-T son equivalentes con las condiciones globales: 

�<x,v,v) = F<x,v) = min ��<x,y,v> I x' � O, 
x,y 
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t De ,:,tro lado de v � O SE obtiene � tCx,y)
y 

�,;,y,v> - F<x,y) 

:s; F <x, v). 

T + v � (x,y) = F(x,y> 
y 

Por consiguiente se cumple: 

+ 

:s; O
'j 

�
y

2<x,y)

t T 
- -· 

<v ) � tCx,y) :s;
y 

�<x,y,v) = F<x,y> = min i�<x,y,v) / xt 
� O,

x, y 

= o 

lo que significa que las condiciones (linealizadas y g lova-

les) de K-T se cumplen en el punto <x,y,v). •

Como el par de programas <P,P*> es sim�trico se cumple 

el siguiente teorema, que es la versi6n dual del teorema 2.2 

Y°I m TEOREMA 2. 3. - Sea � :IR x IR � IR, una fa_mci6n coY-1vexa- c6Y-1 

cava, que es dos veces diferenciable y tal que � yX 

afin lineales en y. 

Entonces a) y b) son equivalentes 

s,:,n 

a) En <x,y,v) se cumplen las condiicones linealizadas de K-T

* 

para P .

b) (x,y) es 6ptimo para p* y existe Un V tal que

6ptimo para P y p* y g(x,y) = F<v,y) = g(v,y) 

(v, y) es 

Si la condici6n que � y � son afin lineales,es susti-x y -
tuida por· la exigencia que � (x,y) es definida negativa, en 

YY 

tonces la tesis del teorema 2.2 se deja reforzar. 

n m TEOREMA 2. 4.. - Sea � : IR xlR � IR, una func i 6n convexa-c6Y-1ca

va, que es dos veces diferenciable. Sea (x,y) admisible para 
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p y V' Cx,y) definida negativa. Entonces se cumple: 
YY 

a) Si en <x,y,v) se cumplen las condiciones linealizadas de

K-T de P, entonces (x,y) es 6ptimo para P y p·· y

F<x,y) = g<x,y). 

b) Si (x,y) es 6ptimo para P, entonces en el punto (x,y,v) 

se cumplen las condiciones linealizadas de K-T de P. En-

I ·� 

tonces (x,y) es tambien optimo para P y se cumple : 

F Cx, y) = g (x, y) 

DEHO�""TR.ACION 

a) Como en la demostraci6n del se deduce de las 

condiciones lineal izadas de K-T que V' <x,y) (v - y) = O 
yy 

Como V' (x,y) es definida negativa, ce esto se deduce que 
YY 

V ;;;:: y. 

Entonces las restantes condiciones (2.8) y (2.9) de K-T 

se simplifican como sigue: 

y., t Cx, y> s o
y 

V' 2 Cx, y) = 

V' t ( x, y) � o

V\:
2 ( X, y) = 0 

-t
�y 

-t
� ' 

o 

o 

-t T 
(y) VJtCx,y) = O 

y 

-t T 
Cx) V' tCx,y) = O 

X 

- * 

Por cor,si guiente Cx,y) es admisible para P y P y 

F<x,y) = g<x,y). 

De acuerd,:i co:,n el te,:,rerna 2. 1, <x, y> es 6pt imo para P y 

p*. 
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b) Consideramos la funci6n generalizada de Lagrange para P

O i 2 O 
L<x,y,v) = L<x,y,v ,v ,v) = v lp(x,y) + 

t O t, T 
( V -y y J lp t ( x, y) + y 

2 T 
( V ) lp 2 ( x, y) 

y 

Como:, <x, y) es 6pt i mo pB.rél e 1 programa conve>-'.O P, se cump 1 en 

en un punto <x,y,v) O t 2 
; v = (v ,v ,v ), las condiciones linea-

1 izadas de jOHN. 

L 1(x,y,v)
y 

L 2 Cx, y, v)y 

- - i o-, 
= 1P , t<x, y) (v -v y ) 

YY 

- - 2 + 1P L 2(x,y)v � O ,
y y 

- - l 0-1 - - 2 
= 1P 2 L(x,y) (v -v y) + lp 2 2(x,y)v = Oy y y y 

O L 
(v ,v)� O V .-= 0. 

-L 
�y 

= o

Si u = 
t 0-1 2 

( V -y y I V ) , de esto obtenemos T u 1P <x, y) u ;r: O 
yy 

o 

Como lp <x,y) es definida negativa, se obtiene de esto que 
YY 

Si fuera 

absurdo. 

Por 

u = o o 

o 
o ,:,bt er,drí a V = se 

consigt,iente o
o V } y 

v2 = O

de esto:, que V 

er, el pur,to (x,

cumplen las condiciones de K-T para P. 

= o, lo que 

t 
V V 

Y, º' -), o 
V V 

es 

se 

De acuerdo:, con la parte a), <><, y) es épt iri,c, para P y p* 

y se cumple F(x,y) = lp(x,y) = g(x,y). 

TEOREMA 2.5.- Sea <x,y) admisible para P.5-Ro..Cx,y) admisible 

i(-

para P .  Sean cumplidas en <x,y,v) las condiciones de K-T 

para p y en (x,y,w) 
* 

las condiciones de K-T para P .  Entonces 

(x,y) es 6ptimo para P y p*, (x,y) es 6ptimo para P y (x,y) 
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* 
es 6ptimo para P .  Fin�lmente se cumple 

DEHOSTR.ACION 

La funci6n de La�range de P es :

+ Cv - y) T� <x.y' y las condiciones de K-T
y 

para P en el pu�to <x,y,v) son 

(2. 14-) �<x,y,v) - y.i<x,y) -y 

y VJ (x,y) = 
y 

fil i l'I ��<x,y,v) /
t 

� = >< 

x,y 

La f •.me i 6 Y, de Lagrair,ge de p* es 

o 
s. 

� y

IJl(x, y, w) v'<x, y> (w 
T 

+ - x) y.i <x, y)
}[ 

Las cor,d i e iones de K-T para p* er, <x,y,w) sor,:

(2. 15) 1Jt<x, -;;, w> w ex, y> -T 

�'x (x, y)= -

X 

�1*/(x,y,w) /
t 

2: o= max X y
J<, y 

De :La pr,:, p,:,s i e i 6n ·=· 
,.__. 1 y de (2.14) se deduce: 

y.i<x,y) � F<x,y) = y.i<x,y) 
-T 
y VJ (x,y) = 

y 

- T 

- -¡µ(x,y) + (v - y> y.i (x,y) �
y 

t 
� 

(l? ¡ 

t 

� o 

º r, 
t 

� o 

V (x�y) e CxD 

Como (w,v) € CxD, se obtiene de esto 

De la proposicion 2. 1 y de 2.15 se deduce que 

_, T """" ,..,, 

x) lp (x, y) 2:
X 

T 

� �(x,y) + (w - x) y.i (x,y),X 
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De esto y de (2. 15a) se obtiene: 

VJCx,y> � g(x,y> � VJCw,v> � F<x,y> � VJ(x,y) 

VJ<x,y> = VJ(w,v) = F<x,y> = g<x,y>. 

En consecuer-,cia de acuerdo:, al teorema 2. 1, <x, y) es 6pt irno 

para P y p* y se cumple : 

F<x,y) = VJ(x,y) = g(x,y) = F(x,y) = g(i,y> 

Por consiguiente <x,�) es 6ptimo para P y 
* 

para P .  

<x, y> 

Usando las condiciones linealizadas de K-T, 

el siguiente teorema menos fuerte que el teorema 

TEOREMA 2.6.- Si en los puntos <x,y,v) y 

es 6ptimo 

•

se obtiene 

.-. C" 

c.. ,._). 

(x, y, w) son 

cumplidas las condiciones linealizadas de K-T de P y de 

* 

entonces <x,y) es 6ptimo para P y P .

* 

p ' 

DEMOSTP...AC 1 ON 

Para simplificar la demostaraci6n asumimos que 

X = >< 
� 

y = y 

Las funciones de Lagrange de P y p* son: 

�<x,y,v) = VJCx,y> + (v 
T 

y> V' (x, y)
y 

T
�(x,y,w) = VJ(x,y) + (w - y) VJ <x,y)>< 

* 

De las condiciones linealizadas de K-T para P y P dedu�imos 

� <x,y,v) = V'>< <x, y) + V' (x, y) <v - y) � (l a) ><y 

-T 
- -

X jp (x, y, v) = o X � o b) 
>< 

V' <x, y> � o
T 

V' <><, y) o � o e) V = 

y 

� <x,y,w) = V.' <x� y) + li' <x, y) (w - x) :f o d) 
y yx 
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-T 
y i¡t Cx,y,w> = O 

X 

V' Cx,y) � O 
X 

y � o

T 
w V' Cx, y> = O 

X 

De a) y f) obtenemos : 

w � o 

T T 
w V' Cx,y> Cv - y> � - w VJ Cx,y> = O 

yx X 

De a) y c) obtenemos : 

T T 
V V' Cx,y) Cw - x) s - V V' Cx,y) = o

yx y 

De la proposici6n 2. 1, b), e), g) y h) obtenemos: 

= 

-T -T
F<x,y) - g(x,y) = x V' <x,y> - y V' <x,y> = 

X y 

-T 
x V' <x, y> <v 

xy 
-Ty> + y V' (x, y) (w 

yx 
x> �

� Cw 
- T
x) V' (x, y) (v 

xy 
T 

y) + (y - v) V' <x,y> (w - x) = 

yx 

- T - T
= (w - x> V' <x,y> (v - y) - (w - x) � <x,y> (v - y) = O

xy YX 

Por consiguiente se cumple 

F<x,y) = VJ(x,y) = gCx,y) 

e> 

f) 

g) 

h) 

y de acuerdo c,:,r, el te,:,rema 2. 1, <x, y) es ópt im,:, para P y p* 
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2.3: TEORIA DE DUALIDAD PARA PROGRAMAS CUADRATICOS CONVEXOS 

Aplicaremos ahora los resultados de la teoría de 

dualidad a pares CP,P*> de programas cuadriticos convexos, 

esto es : asumimos que � es una funci6n de COTTLE. 

En este caso P y p* son programas convexos y <x,y) es 

6ptimo para uno de 
* 

los programas P o  P si y solamente si en 

un punto <x,y,v) se cumplen las condiciones (lineal izadas) 

* 

de K-T para P o  P .

Por esta raz6n los teoremas 2.2, 2.4 y se dejan res� 

mir en el siguiente teorema de dualidad de la programaci6n 

cuadr,tica. 

TEOREMA 2.7.- Sea �Cx,y) = T 
C X 

T 1 T T T 
_ b y + 2cx Bx - y Cy) - y Ax

una funci6n de COTTLE. Entonces se cumple: 

a) <x,y) es 6ptimo para P si y solamente si (x,y) es admisi-

ble para P y existe un v tal que Cx,v) es 6ptimo para P y

p* y se cumple : F<x,y) = g(x,v> = F(x,v) = �(x,v).

b) Si C es definida positiva y <x,y) es 6ptimo para P, enton

ces Cx,i> es tambien 6ptimo para p* y F(x,y) = g(x,y).

c) Si <x,y> es 6ptimo para P, <x,y> es 6ptimo para p• y

-
6 P p* y 1 entonces (x,y) es ptimo para y se cump e

F(x,y) = F(x,y) = g(x,y) = g(x,y) 
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Para desarrollar mejor la teoría de dualidad de la pro-

gramaci6n cuadrática convexa, necesitamos el siguiente teore 

ma de existencia, cuya demostraci6n se encuentra en la 

referencia [ J. 

TEOREMA 2.8.- Sea F (x) 
T 

= 
p X 

CUi:ldrát ica no Y,ecesa r i amente 

Sea s � [Rn 
I

T 
= X € a .x 

.] 

Sea ademas, F inferiorrnente 

+ X TCX [C
T 

= CJ una funci6n 

convexa. 

b .
.) 

s o .J 
= T;m r ;a! <p y

ac,:,t ad<='. en s. Entonces el progr� 

ma : min �F(x) I x ,e: S� tiene al menos una soluci6n 6ptima. 

Del teorema de dualidad 2.7 y del teorema de existencia 

2.8 se deduce fácilmente el 

TEOREMA 2.9. - Sea (P, p*) UY-1 par de pr,:,gramas c,:,Tivexos y cua-

dráticos. Entonces se cumple : 

a) Si inf(P) = - oo dominio es 

b) Si el dominio admisible R de P es vac{o y R* � <p,
* 

ces sup(P ) = + oo.

DEHOSTR.ACJON 

I vac10 

entc,n-

o o * 
a) Asumimos que existe un (x ,Y ) .e:R . Entonces se cumpliría

b) 

F<x,y> 

inf(P) 

o o 
� g (x , y ) 

o o 
� g Cx 'Y > 

, V Cx,y) ,e: R ,::, 

00

* 
Si fuera sup(P ) < oo, entonces de acuerdo al teorema 2.8, 

p* tendría una soluci6n 6ptima y por el teorema 2.7, P 

tambien tendría una soluci6n 6ptima y R fuera no 

Por . . * 
cons1gu1ente sup(P ) = + 00, 
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Del mismo modo se demuestra el teorema dual al teoremc1. 

2.9. De los teoremas 2.8 y 2.9 se obtiene el siguiente teor! 

ma de clasificaci6n para los programas cuadriticos convexos, 

que incluye el teorema de existencia y el teorema de duali-

dad de la programaci6n lineal como caso especial. 

TEOREMA 2.10. - Sea dado un par 
* 

<P' p > de programas cuadriti-

cos convexos, con los dominios admisibles R y 
* 

R • 

se presenta exactamente uno de los casos siguientes: 

a) ,� = R* = 
<t>

b) R � <t> R* = <t> y inf(P) = 00 

<t> R* � <t> * C• R = y sup(P ) = + 00

c) p y p* ti ener-1 s,:, l 1.1c iones 6pt imas y i r-,f <P> = * sup(P )

Si � es la funci6n de Lagrange del programa convexo cua-

drático: 

I : mi l'"I T + p x / Ax ;5; b ,

entonces P coincide con I y p* tiene la forma 

* T T T P :  max �- x Cx - b u / 2Cx + A u +  p � O ,  x � O > . l.. u - (.) (

Del teorema 2.7 obtenemos el siguiente criterio de opti
/ 

midad para I. 

TEOREMA 2.11. - x es 6ptimo para I si y solamente si, existe 

un u, P* ytal que <x,u) es admisible para 

F(x) = g(x,u) = �<x,u>. 
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Vamos a demostrar que el criterio de optimidad del 

teorema 2. 11 es equivalente con las condiciones que anterior 

mente deducimos de las condiciones de K-T para l. 

De acuerdo con el teorema 2. 11, x es 6ptimo para I si y 

solamente si existe un u tal que : 

(2. lE,) 
....-( -xCx + Tp X 

-T - T- -T -

= x Cx + p x + u CAx - b) = -T - TX Cx - b u  

(2.17) 2Cx + A
T

u + p � O , u �  O Ax - b 5 0 X � 0 

(2. 18) 

(2. 19) 

(2.20) 

(2.21) 

De (2. 16) obtenemos: 

-T - T
U Ax = b U 

T -T - T-
- b u = 2x Cx + p x 

De (2. 18) y (2. 19) obtenemos 

-T - T-

X (2Cx + A u +  p) = O 

Si ponemos y =  b - Ax , v = 2Cx + A
T

u + p. 

de (2. 17), (2. 18) y (2. 20) 

Ax + y = b 

T-
A u =2Cx V + p 

X � Ü , V � (l , U � (l , y � 0 

-T- -T-
X V + y U = 0

O bt el'"1emi:,s 

(2.21) representa exactamente las condiciones de optimidad 

del capítulo precedente. 

Al rev6s, de (2.21) se deduce f,cilmente las condiciones 

(2.lE,) y (2.17). 

El t eorerna se deja t arnbi én formular de 1 a sigui el'",te mal'"1era: 

; es 6ptirno para I si y solamente si existe un u tal que 

Cx,u) resuelve el siguiente sistema lineal. 
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Ax b :s; o 

2Cx 
Á

T
U p � o 

-
X � o - u � o

F<x> g(x,u) 2x T T b TU :s; o.- = ex + p X +

El siguiente teorema colateral es a veces ótil. 

TEOREMA 2.12.- a) Si (x,u) es 6ptirno para p* entonces exis-

" ,.. ,.. 
te un x, tal que x es 6ptimo para I y C(x x) = O

,.. ,.. 
b) Si x es 6ptimo para l y C(x - x) = O ,x � O, 

6 
* 

existe un u, tal que <x,u) es ptimo para P .

- - "

DEHOSTRACION 

a) En un punto <x,u,x) son cumplidas las condiciones lineal!

zadas de K-T. De manera aniloga con la demostraci6n del

teorema 
" 

se deduce que x es 6ptimo para I y que : 

y., <x, u) <; XX x) = C<; - x> = O

b) Existe ur,
" - * 

u ta) que <x,u) es 6ptimo para P .  Como 

e ,.. ) ( ( ,.. - ) 1 p* , <x - x = > y x,u es adrnisib e para

bien adrnisible para p* y se cumple : 

,.. -

g<x,u) g <x,u) =

= 

= 

= 
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CAPITULO III 

3.1: EL ALGORITMO DE WOLFE

Consideremos el programa: 

P : m i r, i F ( x) = x T Cx + p T x / Ax = b , 

donde C = CT 
€ M<n, n) es definida positiva A €  M<m, n), m < n 

ra.n (A) = m. 

NOTA: El programa P tiene u na ó nica soluci6n 6ptima siempre 

y cuar,d,:, su d,:,mir,i,:, admisible: S = i x / Ax =  b ,  x 2 Oh es 

, 
no vac1,:, 

EXPLICACION: 

Sea A,. _. D e '°n , d � � � convexo y cerra o, 

g : D � IR, convexa y continua. 

Consideremos el siguiente programa 

Q :  min i g(x) I x € D> 

Es f,cil demostrar el siguiente 

LEMA 3.1. - Q tier,e una soluci6r, 6ptima si se cumple a) o b) 

a) D es compact,:,

b) D no es acotado y g es coercitiva respecto a D.



Que g sea coercitiva respecto a D significa: 

lirn g(x) = oo 

llx 11 � oo 

x€l) 

En consecuencia basta demostrar que F(x) 

respecto a S, si S no es acotado. 

Sea A el rnenor valor propio de C .  A >  O pues e es defi-

nida positiva. 

Por consiguiente se cumple: 

F < x > 
T T 2 T ·=·

= x e x + p x � A llxll + p x � ;>... llxll
.__ 

- llpllllxll �

� llxll (AIIXII - llpll) 

De esto se obtiene : 

lirn F(x) 
llxll � oo 

r, 
, V x e:CR 

� 1 im llxll (AIIXII 

llxll � oo 

l lp 11) = 00 

En consecuencia, F es coercitiva ( respecto a S> 

El algoritmo de WOLFE se basa en la condiciones 

zadas de K_T para P. 

• 

lineali 

T T T 
w<x,u> = x Cx + p x + u <Ax - b), es la funci6n de LAGRANGE 

para P. 

" "' r, 
x es una soluci6n 6ptima de P si y s6lo si existe u e: CR tal 

" " 

que en Cx,u> se cumplen las condiciones linealizadas de K T. 

A A TA A A 

Haciendo v = 2Cx + p + A u = Q �<x,u) � O, estas condi
x 

c i ,:,nes se dejar, escribir c,:,mo 

Ax = b ( 3. 1 ) 

"' "' T" 
2Cx + V A u = p (3. 2) 

"' 

� o V � o (3.3) 

"T" 
o ( 3. 4) X V = 



,,., 
una soluci6n w = del si ster11a 

r, 

(3. 1)-(3.4) entonces x es una soluci6n 6ptima del programa P 

El algotirmo de WOLFE resuelve el sistema (3. 1) ---(3.4) 

aplicando una versi6n del ALGORITMO SIMPLEX programa 

lineal derivado de (3. 1) ---(3.4) 

Determinamos primero una soluci6n bisica admisible x de: 

Ax = b ,  X � 0 

Ca 1 e 1.1 l am,:,s: 

h = QF(x) - 2Cx + p 

Si h = O, entonces x es una soluci6n 6ptima de P 

Si h � O, formamos el programa I que es no lineal 

I :  max (- z) 

Ax = b

)-2Cx + V - A Tu + zh = p (3. 5) 

X � o, V � o, z � (> 

X
T

V = 0 (3. 5) 

Por (3.6) este programa no es lineal. 

Sin embargo podemos resolver el pr,:,grarna I, aplicando 

una modificaci6n del algoritmo SIMPLEX al algoritmo lineal 

con las restricciones <3.5)

Si el programa P tiene una soluci6n 6ptima, entonces el 

A A � A A � 

programa I tiene una soluci6n 6ptima w = (x,v,u,z) con z = O 

A A A A 

Entonces <x,v,u) satisface las condiciones de K-T y x 

es una soluci6n 6ptima de P. 



3.1.1: MODIFICACION DEL ALGORITMO SIMPLEX 

Se procura que todas las soluciones b,sicas w = <i,;,�,il 

de (3.5) que se construyan, satisfagan (3.6). 

Es necesario construir una primera soluci6n bisica 

* * * * * . . 
w = <x ,v ,u ,z l adm1s1ble para (3.5) que satisface 

* T * 
(x ) V = 0. 

Un punto admisible que satisface (3.6) es x = x, v = o, 

u = o, z =1.

Vamos a construir una base de la matriz de restricciones 

D de (3.5) a la cual esti asociada x = x, v = o, u =  O, z =1

como soluci6n bisica. 

Tenemos: 

D 
-

[ 

A o 

(
¡ 

l 

h € M(m+n,¿n+m+l) 
o 

-2C I 

Si A = [A
B

, ANJ, er,t ,:,nces D se deja escribir c,:,rn,:,:

[
A

B 
A

N 
o o o o

lD 

-2C -·=·e I
B 

IN -
A

T 
h B L N 

AFIRMACION: 

o o 
] E M(m+r,,m+r,l es una base de D 

-
A

T 

Como las columnas de A
B 

son linealmente independientes las 

columnas de 
[ 

A
B ] tambien lo son.-·2C8



P,:,d emos escribir 

[ 
o o 

] [ 
o

D' = o

-
A

T 

N 
r• 

N 

Tenem,:,s 

[ 
o

T 

]det 

-
A

B 
± = 

1* 
-

A
T 

N N 

o 

l
-A

T donde 

-
A

T taria. 
N 

r 
T 

o 

]det 

l 
A

B 

A
T 1

"'+ 

N N 

IN

= ± 

es una matriz 

T *

detA8.detIN

uní-

� o 

Lueg,:,: -
A

T 

B ] es iY,vert i ble, entonces las columnas de 

-
A

T 

N 

D' son linealmente independientes. 

Luego O es no singular y con esto una base de O • 

Se resuelve entonces el programa I por el algoritmo SIM-

PLEX completado por �na regla adicional que garantiza que en 

t,:,da i teraci6n se cumple x Tv = O. 

3.1.2: REGLA ADICIONAL: 

Si en un cambio de base x. [v.J entra en la base, 
l l 

tras que v. [x.J se mantiene (a nivel positivo) en la 
l l 

entonces este cambio de base no se ejecuta. 

base, 

Si observando esta regla adicional ya no es posible eje-

cutar cambio de base, el algoritmo termina con una soluci6n 

6ptima de (3.5) con z = O. 

Vamos a demostrar esta Óltima afirmaci6n. Es decir el 

algoritmo de WOLFE no puede terminar con una solucion b�sica 



� " "' " " " 
w = <x,v.u,z) con z O. 

DEHOSTR..ACION 

El algoritmo de WOLFE resuelve el programa I 

I : min z 

ÁX = b 

-2Cx + V 
- ÁT

U + zh = p

X 2:: o, V � o, z 2:: o

T 
o X V = 

A "'- A A " 

HIPOTESIS: El algoritmo de WOLFE termina con w = <x,v,u,z) 

"' 
con z > O. 

"' 
Demostraremos al final que entonces w es 

6ptima del programa lineal (!)

Cons i derarn,:,s 

"'* 
( I ) 

(l) mir, z

Ax

-2Cx +

" T 
V )( + 

X 2:: 

V 
-

"T 
X V 

o, V 

el programa dual 

max b
Ty

+ p Tt 

A
Ty

2Ct 

At 

hT
t 

ÁT
U + 

2:: o 

"'* 
< I >

+ {v

+ {X
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= b 

zh = p 

= o 

z 2:: o 

de < I)

s o X 

s o V 

= o u 

s 1 z 

u na s,:, l 1Jc 16n 

y 
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I'\.#* / "" " /", 

(! ) tiene tambien una soluci6n 6ptima (y,t,{) con 

T"' 

T
"' '' 

b y + p t = z ) o 

"'-*•

(3. 7) 

Las restriccior-,es er-, (! ) que correponden a comp,:,r,entes 

I"'-. ,,.._ A 

que son positivas, se cumplen en (y,t,{) con = 

i) O implica hTf = 1 ( 3. 8 > 

Para 1 S i �  n, se presenta exactamente uno de los siguien-

tes cas,:,s: 

"' ,,.., " " 

C() X . ) (l v. == o ===;> (Ay 2Ct) = 
l. ¡ i 

" " 

(,) X .  = o V . o ====;> t = 

l i 

"' " T'' " 

y) X .  = V . = (l ====;> <A y 2Ct) � o t. :S
l i l 

de esto obtenemos: 

2Ct) � O 

C,:,m,:, At ... O esto significa que 

,, 

Como C es definida positiva, obtenemos de esto l = O. 

Esto contradice a (3.8). 

" 

Por consiguiente la hip6tesis z > o, conduce a 1.1r,a co:,n-

tradicci6n. Por consiguiente el algoritmo de WOLFE termina 

con una soluci6n 6ptima de I. 

OBSERVACION 3. 1: 

Si la matriz C solamente es definida semipositiva, 

se cumple 

entonces 

Cl = O [ Y, ( t. ) = 1t T Ct , 
.... 

toma su mínimo en t J 
.::. 

Entonces de z > O se obtiene: 

T" - T" T"' -T " T"' 

1 = h t = (2Cx + p) l = p t + 2x Cl = p t ( 3. '3) 
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En (ex) se tiene ahora: 

(c:x)· x .  
l 

o v. = o
l 

T-'• 

(A y l . = O 
l 

De esta y de Ax = b, se deduce que 

De esto, (3. '3) y 

CONSECUENCIA: 

3. 7) se ,:,bt i ene 

TA "T "' 

b y =  x Ay 

T" A 

l. = p t, = z 

(l 

Si C es definida semipasitiva y el algoritmo de WOLFE 

,,, ,,.... ,.... 

termina en un punto w can z > O, entonces z = 1. Por consi-

guiente no ha sido posible rebajar el valar de z en absoluto 

[z = 1 es el valor inicial]. 

Este casa se presenta necesariamente si F<x> no es acota 

da inferiormente en el dominio admisible S, del progra.r11a 

cuadr�tico original. 

En este caso el rayo 

,,.... 

R = �>< + At /A > ta 1 que Ct, = O , 
T

"' 

p t, < o

Como en este caso inf�F(xl /x e S� = - oo, no existe soluci6n 

del s·istema que representa las condiciones de K-T y el algo-

A A 

ritmo de WOLFE debe terminar con un punto w con z > O. 

( ::::::;, z = 1) 

� A A ,,.... A A 

•

Par óltimo veamos que w = <x,v,u,z) con z > O es una so 

luci6n 6ptima de <I>. 

( I > [11 i Y°I z 

Ax = b 

-2Cx + V 
-

Á
T

U + zh = p 

" T "T 
o V X + X V = 

)( � o, V � o, z � o



"' "' "' r, "' .,... "' "· 

Sea w = (wB,wN) WB - CxB , vB 
,

uB ' 2.) 
t 2 9 

.,... "' "' ,, 

W
N 

-
(xN 

,
vN 

,
uN ) 

t 2 9 

Consideraremos s6lo el caso no degeY'1E:rad o: x
8 

) O, VB2
) o 

AFIRMACION: 

soluci6n bisica de ( I).

s�a w asoci�da a la base 

o 

j1Jntar-,d,:, a O c,:,m,:, 

o 

-AT
B 9 

de O 

óltima fila el vector dT 
= 

"'T "'T -T _ Cv ,x ,u ,u>,

obtenemos la matriz de restriciones O de <I).

Observarnos que : B e N
t 2 

juntarnos como dltima fila el vector 

Por (3. 10) se cumple d
8 

= O ,  o* =
B 

"' 

(3. 10) 

"'T "'T - T _)( V B , XB , () ' C) • 

t 2 

Elegiri1os j E: B .
t 

Ent ,:,nces j E: N 2 y a v .

.) 
= o corres p,:,nd e 

Como x. o, 
"' "' 

una base 0
8 

de D, 

esta columna. Se ve inmediatamente que w es 

bAsica de CI) que es as0ciada a D
8 
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"' 

Supongamos ahora que w no es 6ptimo para ( I).

Entonces aun es posible realizar un cambio de base d,.=c> 

(Il, disminuyendo z. Pero no es posible que una variable u .l 

entre en la base, sino el algoritmo de WOLFE no hubiera ter-

" 
l',ad,:, c,:,n w. 

Asumimos entonces que : X . , 
.) 

-

j € Nt [ V l , l t=: N J 2 entra

el', la base. Si w = <x, v, u, z>, z ( z , es el nuevo v6rtice, 

entonces 
"T� "T-

o, esto implica (l [x, (l J V X + X V = que V .  = 
.) 

Si fuera V } (l [ xl } (>) ' se cumpliría
.J 
" "T- "'T� " 
v. (l y V X + X V � V .X } (l 

.] .J ,j

" "T- "T� "" -

[ xl <) y V X + X V � xlvl > (l )

Pero v . = O 
j [xl = OJ significa que el cambio de base que

" 

conduce de w a; es un cambio de base legítimo para el algo-

ritm,:, de WOLFE aplicado a I, 1,:, q1.1e es absurdo. 

"' 

guiente w es una soluci6n 6ptima de I. 

3.2: EJEMPLO PARA EL ALGORITMO DE WOLFE: 

min .-, 2 c:.Xi 
+ 

.-. 
e:. 4Bx1

40x.-. X.-, 
c. e:. 

xi 
+ X.-, � 

xl � 6

xi 
+ "x 

....J 2 
5 18 

xi '
X.::, � 

Introduciendo variables de holgura tenemos: 
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r,1 in 
.-. 

2><
.::. + 
1 

)( 
1 

+ 

X + 3x_,
1 .::. 

- 48>< 
1

40><
2

+ >< '+ 

+ 

� 8 

� 6 

>< e- ::::! 18 

>< � o, i 

El programa cuadr,tico convexo es de la forma 

2 (l 

o 1

e = o (1 

o (l 

o (l 

mini F(x) = ><
T

Cx + P T>< / Ax =  b '

o (l (> -48

o o o -40

[: 
1 1 

(> o o p = o A = (l o ' 
(l o (> (> 7 o ..., 

(l o o o

X >_ n'.. ( 

o 

ºJ 1 

�

) 

'(• ·' 

= 1, . 

b =

Elegimos primero una soluci6n b,sica admisible de 

; = (0,ü,8,6, 18)
T 

Calculamos: 

Ax = b, )( � o

- - T= ( >< 1' ><.-,, ><-, ><4, X c- )
e: � � 

Consideramos el programa : 

I mir, z

Ax 

-2Cx + V - A Tu + zh

X V 

>< � o, V � o, z 

6 
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= b 

= p 

= o 

� o 

e-
. . ' ..J 

[�J 



I mi ·n ;:: 

+ X.-,Y.-, +
c. c.

+ X V + X V = 0 
4 4 5 5 

X. � 0
l 

V. � Ü 
l 

i = l, ... ,5 , 

De (*) podemos eliminar las variables 

Obtenemos el programa lineal 

que tiene la forma: 

max -z) 

xl
+ X.-, + x_

� 

r* max ( -z 

Dw = 6 

w � (l 

xl
+ x

4

xl
+,,x ..., 2

+ X e 
._¡ 

-4x 1
+ v

l 

-2x 
2

+ V�, e

X. � o v. � o i = 1,
l l 
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V-
,=, 

V
-;: ..., 

. . . 

ul-

u 
l 

ul

z � o 

l.l . 
l 

-

e:-
' ._¡ 

v
4 

U.-,- u_ -48z
,=, 

-3•..l 7 ,., 

--4.0z

1.12 

- u_ 
..!, 

i = 1,2,3 

- v
r= 

._¡ 
48z 

-3v
c 

40z 
._¡ 

z � (l 

= 8

= E, 

= í8 

= -48 

= -40 

= 

:¡ = * 

= () 

= 

= E,

= 18

= 48 

= 40 



Tabla de llat,:,s 

)( 1 ><2 ><-;. ><4 ><e:- vl v_ V� v4 Vr: z 
._J ¿ � �· 

o o o o o o o (1 o o o 1 

8 1 1 1 o (l o o o o o o ><��
o o 1 o o (l (l (l (l (l )( 4 

18 1 3 o o 1 o o o o (l o ><e:-

-48 ·-4 o (1 o (1 1 o -1 -1 -1 -'+8 v1
-4-0 () 

.-. 

o o o o 1 -1 o _7 -40 V.-. -,=.. 

Se curnple T 
o )( V = 

CAMBIO DE BAS�_;_ 

Para efectuar el algoritmo de WOLFE es necesario que z 

sea Ll'r'1a variable básica 

( H2.garn,:,s que z er,t re er, la base y que V.-. salga de la base) 

><1 )( .-. ><-:, 
..., 

><4 >< e:-
._J 

vl v
2 

v
.,. v4 Y

e-

..., ._J 

-1 o 
-1

o o (l o 
1 -1

o 
-3

o 20 40 40 40

8 1 1 1 () o (l o o o (l o ><��

6 1 o o 1 o o o o (l (> o ><4

1 8 1 7 o (l 1 () o (l (l o o ><e-

(> -4
[

1

�] 
(l o o 1 -E, 1

-1 
13

(l � 
5 5 5 

vl

1 (l 
1 

o (l (1 o 
-1 1 

o 
� 1 20 40 40 40 

z 

Se cumple T 

o oX V = pues V = 

Cambie, d�. basE:Ll_ v3 , v
4 

ne, pueden er,trar pues x
3 

> o, x
4 

> O

><-. si 
.::. 

puede entrar en la base, 

base) sale v1 de la base.

Nueva tabla: 
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l 
){ 1 

x_ x
., 

x4 )( e:- V V·=· V� v4 V= z 
·-· 1 � L.. ...., ...J L.. ...J 

-1 -1 
() (l o (l 

1 
(l 

-- l -1 -1 
o 1 é: l.¡8 Lf8 

48 48 
e:-

1 -1 ¡:;;- -13 8 o l o o 
-...., ...., 

o � 
•' 12 2 12 12 12 x

., ...., ...., 

E, 1 (l (l 1 (l (J (J o o o (1 x4 

-5 7 -1 1. 5 -3'3 18 E, (l (l (l 1 ...., 
o

4 2 4 12 12 X= 
...J 

-5 5 -1 1 - e:- 13 ,.! 

o
3 

1 (> o o 12 � 12 12 12 o x2 L.. 

1 1 
o o (l (l 

-1 
(l 

1 1 1 
l. 12 48 48 4-8 4-8

z 

Se c1.1mple T 
o X V = 

Cambio de base: V '7'i V 4' Ve-, ...., 
no pueden entrar eY; la base pues 

X� � ) o, x4 > o Xc:-...., 
) o. xl si puede netrar en la base pues

yl 
= o l"I C• está en la base. Sale X� de la base ( X

C' ..J 
tarnbien 

puede) salir de la base. 

Nueva tabla: 

l 
xl x_ x

3 
x4 x5 yl 

v�. Y� v4 Y
r:: 

:z 
i=: c. � ,J 

-3
o o 

1
(l (l 

1 1 -3 -1 -7 
o 

4 32 128 EA 128 128 128 

7 1 o 
3

o o 
-5 3 -1 5 -13 

o ...., 
8 32 IT 32 32 

....... -. xl �c. 

7 o o 
-3 1 o 

5 -3 1 -5 13
(l ...., 

a 32 IT 73 32 32 
x4 ....,._ 

o o o
-9

o 1 -5 3 -l :S -13
o

4 IT 8 16 16 IT 
X r:: 

5 o 1 5 
o o 

5 -3 1 -5 55
o 

8 32 IT 32 32 '35 X.-, 
c. 

7 -1 -1 -1 
[ 

3 ] 
1 7 ...., 

o (l o (l 1� 
4 7·=· 128 EA 128 128 128 :z .......... 

Se curnple T 
o X V = 
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Ca:11bio gJt pase: V
L¡ 

l'IO p1_1ede eY-,t rar eY-1 la ba.se pues >< 4
(l 

v -i si p•.1ede eY-,trar eY-1 la base pl.\es >< .... :::. o ( y-,,:, está eY-1 la 
.:, 

base) Sa.le z de la base.

Nueba tabla: 

xl ><.-. X
? ><4 >< e= vl Y-, v .... v4 ve z 
...., '-' e .:, '-' 

o o o (l o o o o o o (> 1 

-1 1 1 -1 4 
4 1 o o (> 

,. 
o 

? 5 E, 12 3 ? ><1 ...., .....

. 1 -1 -1 1 -4
�. (l (1 

- .L 

1 o o e 3 is 6 5 3 3 ><4 

2 (l o 
-7

(1 1 -1 1 
(1 

-1 -e:
7 3 .-. 7 3 

X e:..., e ...., ,J 

� . 1 -1 -1 1 -4
4 (l 1 .::. 

(l o o .... 
E, 5 5 2 � ><2 .:, ...., 

-4 -1
.-. 

1 7 128 
32 (l o o o 

-e 
1 

� 3 3 3 3 
v .... 

�· .:, .:, 

Esta tabla es 6ptima T 
oj 

� o.

"T 

(4, 4, o, 2, 2) 
"T 

(O, O, 32, O, O) )( = V = 

"T" 
)( V = ú 

i l'I f (P) = F(x) = - 304.
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CAPITULO IV 

4.1: EL ALGORITMO DE BEALE 

Consideremos el program� cuadritico 

p mi n� F (X) = )( T Cx + p T X / Ax s b � 

T con C = C € M<n,n) es definida semipositiva; y 

A E: M ( r,1, r, ) rar, (A) = n 

Este algoritmo trabaja con soluciones b,sicas de sistemas 

lineales que se deducer, de Ax � b. 

Hacemos la hip6tesis que todas las soluciones bisicas 

que el algoritmo cor,struyeJsec1.n NO DEGENERADAS; Y S ser.á el 

dominio admisible del programa P

LA ITER(-)CION. lNICIAL: 

El algoritmo parte de una base admisible A
8 

de A y de la 

soluci6n b.ásica correspondiente x0 = xB.

Como x
8 

es no degenerada se cumple : 

( 4. 1 ) 
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T 
Sea A = [ a 1, a.-., ... , a J 

.::: m 
y -1 - AB = Ct,1,¡,�,···,fJ J,:: l'I 

y B = �i1, 12, ••• , in� el conjunto de índices bisicos.

Como en el algoritmo simplex se determina una direcci6n 

sº tal que :

a: sº 
= - 1

l r 

.a� sº = o
.J 

i € 6r 

Aho:,ra si ox no es 6pt i rno, entonces debe existir tal direc-

ci6n s
º

.

Se cumple 

T 
1 

T o '<:/" j B \ � a .  = - .a.{, = 

¡,r ir�J r r ( 4. 2) 

r,1 i l'1 'vF <xº ) T ¡, o 1 s r s l'I 
rlSrSY-1 

DEHOSTRACION (de 4.2) 

Si x es adrnisible para P entonces 

6 

X - X = 

l'I -1 AB u = [ u.¡,. 
j=l J .J 

u. � O ,  1 s j S n
.J

Si fuera : 'vF<xº > T(1 2: (l 
r 1 s r S n, entonces se cumpliría 

por la convexidad de F (la ecuaci6n de sopofte) 

y así 

l'I 
F(x) - F<xº > � 'vF<xº > T (x - xº > = [ u 'vF<xº > T

¡, 2: O
r=l r r 

F (x) 2: F exº >·

o 
X fuera una soluci6n 6ptima de P
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Si v'F ( x O ) T (3 = m i n i v'F ( x o > T (J . / l. 5 j 5 n r , ent ,:,·r'1ces 
r J 

e 1 eg ir,1,:,s la direcci6n s
º = (3 

r" 

Sea g<>...> = F<xº + xsº > 

si :x.* = maxi >,.. � (l / )( 
o + x.s

º

min � g(:X.) / A � ºh er,t ,:,nces 

E: Sr y A**

p ,:, ne m ,:, s A = 

es la 

mi n i 

SO l UC ÍÓl'I 

.¡(, ** 
X. , X. �-

P,:,r (4. 1) y (4.2) se cumple x.* ) (l • tarnbien se 

c 1.1 r,1 p 1 i r q u e : g 
' 

(X.
** 

) = O •

*-1.º 

O; se t i ene >... · > O.

de 

debe 

Si :X. = +  oo ,  entonces inf(P) = - oo y P no tiene s,:, l uc i6n 

6pt irna. 

En este cas,:, el rayo x = x0 + >...s0 , X. �  O, 

en S y se cumple 

g' (X.) = v'F(xº + x.sº ) TSO 

= [2C(x0 
+ x.s

º
) + p] TSO 

se e1'1cuent ra 

= v'F<xº > TSO + 2:X.(5° ) Tesº < O , � >... ;?- O 

De est,:, y de esº > Tesº � o ' se deduce que 

Esto implica finalmente que : 

lim F<xº 
+ x.s

º
> = 

X.-+oo 
lim g(X.) = 

>...-+oo 

r, • C < 1 . ' 0 
+ 'Sº 

=il J >... < oo , e eg1rn,:,s x = x /\.. 

o 

- 00 

De g' (X.) = v'F<xº 
+ x.s

º
>

T
S

O
( o

se deduce que F<x') = gO,) 

"t X. € CO, >...> 

g(O) = F<xº> 

g (()) = 

F 
1

<xº ) 
I
X. 

g
' (X.) d:X.o 
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es el pu n t ,:, q 1J e 

algoritmo simplex, si parte de x
º y avanza a lo largo de 

la �rista con direc�i6n sº . Por consiguiente tX es 

sol uc i 6n b.ái:; i ca ad1,ii si b 1 e (y no ele generada) en est,? caso 

se � . t -ª · "6 pueue eJecu ar una¿- 1terac1 n. 

b) si ,� . - ,� 

T t 
a .X = 

.) 

t .a .X 
.) 

"!',* * 

� entonces se cumple 

Tr O .a. ,X + �sº> = b .  V j.J .) 

b V j 
.) 

B \ � ir� < 4. 3) 
�� i i � € r 

Por consiguiente x� no es soluci6n b�sica. Sin embaroo x•

satisface adicionalmente la ecuaci6n 

(SO ) T'vF(x) = O 

[ 
pues c,:,1,,,:, g' ( ií: l - O 

2(S0 ) TCx = -(So ) Tp 

= 'vF <xº + �sº ) T sº --

= ] 
Af'íadirnos esta ecuaci6r1 al sistema Ax s by la escribir,ms 

Los vectores c 1 y

Pues de: 

.a 
.) 

[ u.a. + u c
1 

= o

jE:B\i ir � .J .J

son i r,depend i entes. 

se deduce: 

é., 2u < sº > Tesº 
= o De esto obtenemos que u= O. 

Pues si (5° ) Tesº = o entonces "VI ( S) -- t or,1arí a 

mínimo en sº y se cumpliría 2csº =O, esto implicaría que 
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e�.;
º 

·- o "
j" 

( Sº ) T v'Fº ( X o) ·- (Sú
)

T

(p + ;=-::ex
º

) 

(Sº ) Tv'F<x -' ) <Sº ) T r p
L 

·+· é:C <x 
ú 

l� que es absurdo. L ( Sr.) > -,es(.! > ue�i·:i _ (l., 

u -· o 
j 

= (S O ) T p 

+ �sº > J

i l, 
rr 

--

o 

I C'O ,, T 
"' ' p = o 

por est� r�z6n y por (4. 3), �
t

e� una soiuci6n bisica adLlisi 

t, le p2,ra e 1 sis t err1a amp 1 i ¿,1.d o de rest rice i ,::,•·:'2:=-, 

LA ITE'R.J,.C ION GENERAL 

Asumimos que en el k-,simo punto ae iteraci6n x
k 

el sis-

terna de restt"icci·:•YieS consiste er, Ax s b y er, g restricciones

c'.x = d., 
l l 

k 
que x es 

que se generan en e:i. transcurso del algoritmo y 

una soluci6n bis1ca admisible para este sistema. 

Entonces despues de una re-enumeraci6n eventual se cumple: 

e '.x 
k

d. i 1, 2, = = 
. . 

l l 

T k 
b . i 1, 2� a .X = 

. 

l j 

T k 
( b j y,-:::::+1 1 a .X = 

,j j 

Esto, en forma global escribimos como: 

Escribimos otra vez 
·�T 
A = 
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Si x kl\lles optimo:, para P, er,t,:,r,ces existe ,:,tra vez 

direcci6n S k que no satisface exactamente una de las 
"' 1-< A8s ·= O y para el cual

Evidentemente se cumple : 

-T -T

< o. 

a. (; ::.: -11 r a. (; == O
.J r 

. l 
1 r' (

., r·1 

Suponga�0� qu0 �� cumpla 

(; T v'F ( X k ) = ()r 

(3 T v'F ( X k ) � 0
r 

r 

r 

= 1, 2, .

-- g+1, . 

. . ' g 1 
J 

; 1., .. 

. . ' n 

Sea x € S cualquiera. Entonces se cumple 

6 

A."' . k.. 
B ')o! -· )( I :-:: u IJ. � () 

.) 

k X - X = _¡··lu =
B r: u .f'3.

j=l J .J 
1.l 

J

._, -- g.,_ 1; ..... n 

� (l , .J - g+l, • • .  , .... t 

l._ } 

De esto y de (4.4) obtenemos 

F tx) - F <x t<. ) � v'I- (x k ) T (x 

(de la inecuaci6n de soporte) 
n 

- x k ) = � u nTv'F<xk ) � O 
.'- r1 'r 

._1=l 

Est,:, sigY,ifica que xk e�- iJY1é1 s,:,11.•.c·iÓY-1 óptima de P, le, ciue es 

uY, ;;:.�surclo. 

E 1 e g i í[1f'S §.
k. c:i:,rn,:, si g ue:

Si rnax � 

entonces elegirnos Sk = ± n ''r

j = 1,2, ... ,g , entonces elegimos 

s k 
= ¡') dor-,de:''r" 

r. T rlL . k.' . 
� {tT_; ,..,F ( .)<. ,'1, vr 1• Y. , -- 111 J Y1 , v ,._ r 

w 
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** 
A c�s 

X. -·- mi ·r,

a , . ,. s,:, • uc 1 c,n 

* **

� X. ' >,. �-

-:7¡:::- , k . T C' k. =' .· .. x ) ,::> 

6pt i file! ,je

Ent ,:,Y·r::es 

k 
l) y X 

•·11 ,,.,

o 

e,
.:, 

< >,. 

no 

1 'X.)� !'.lk \ .

� oo, 

') � >, ?� y t 

puest ,:, qu2 

p·:.·r hipót-esis. 

Si ),. = + oo ent,:-,nces ir,fC:•) =-= - :l'.l y P ·;,,:, �jr�r,e �,:., l LIC 16n 
1, l..1 

6pt i ma. Er, este ca·;;,:, el ray, . .:i x" + As··· 

en S y se cJmple :

� � O  se enc��ntra 

De esto y de (S k) TCS k � O, se deduce q1_1e (S k ) TC>< k = O y 

g�()..) = QF(S k ) TS k ( 0 

Esto implica finalmente que : 

lim F<x k + X.S k ) = lim g
k

(X.) = - oo 
)..�00 )..�00 

Si O < >.. < 00 , de f ir, i m,:,s k-11X k k 
=- x + :i::s ··.

Como g�(X.) < O , V "'A. e [('.A.} , :e cumple : 

F<x k+l) = gk<>-.> < gk(O) == F<x 1{)

Tenemc,s otra vez que distinguir dos casos: 

a) >.. = >..* Entonces para un s e  N se cumple

-T k +1 
a .  X -- b. V j e: B u �sr \ � irr

.1 J 

-T k. + 1 
a .  X < b . V j e: N \ �s�

.) .] 

< 4. S) -T k+1 b. si al r� •_P'! .a X a . 
2 i' p::or·.-:1. 

l l r r 

,,_,T k+l 
b. si e.' al g 1.11·, 8 .  X � ª · = para 

l l l 
r r 

:l 

entonces se orni tEc> ic1 t·e�..;t1-i cr.i6n C'.x = d. 
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Por cons i g u i er;t e í="< l f i 1·,""' 1 de 1 a k-�s i ma iteración el 

�.j ste111c1. de restricciones consiste en Ax =:; b y t-'?n g 6 g-l

re!::.tricc:..ones adicionales C�x = d. y peor ('+. 5) i1.+::. x es adrni-
.] J 

L,:,s vectores a. 
.J 

J. € B u J s l \ J i l forman tJY,2, base. 'I í 'I r í 

[ u .a . + u a = O.,...,.). ; ).) s 
.j €._: \ ' i r i' 

U i;TSl-c.
s 

se seduce 

= u.a TS k = (l
s 

* 

C,:,m,:, X. =  X. ,  se cu111ple zT s'·( > 
.. o pues 

.. k 
.a X ( b 

s s 

s 

y a T <x i..·. + �s� 1
·) -- b

s s 

P,:,r c,:,r,s i y u j ei-·,t e u = o, 1,:, que a s1.1. ve 7 i mp 1 i e¿_\ que 

u . :: o 
.) 

V :tB \ J• .J ') 

En cc,nsecuer,c i a k+l 
en x encontramos la r,1 i s;.1a 

k 1 en x y e alg,:,ritmeo puede continuar. 

b) X. = x.*•· ·it-

A . Entonces se cumple � 

-T k+l � ';/" j B a X = 
LJ I!:: 

J .J 
-T k+l 

< tí V j N h .X

j .J 

(4,E,) 
-· �.:+ 1 

< tí. si 2. X a. = 
1 l r '("• 

-T k +l b. si
-

.a X � ..! . == 

l l l r t .
. r 

1 i 
1� 

� 

1 

a i,
para 

e .' pa; .. 2.

g�:. (�) (S k ) T'vF (x l-c. +1) (l 6 C T )( k+l d ·- -

g·+ 1

si t uaciór, 

algun i 

-1 l gu-.·1 i 

g+l 

que 

Si .a. --C., entonces la restricr.ióY-, CTx -· d. es orni.tidcJ
l l 
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Se af'\ade la rest;-·Jci::.:.c:Sr, T 

e 
1
x = 

g+ 
d 

g+l cons j g u i E:r,t �:

al final de la k-6sima iteraci6n, el sistema de restriccio-

nales C'.x = d .• 
' ' 
i .,_ 

Por· t /, r. ) k+ 1
• 1 • c., ){ os adm1�ible para es�e sistema. 

Los vect ort:·s a 
.) 

e 
1 

= 2cs
'"'

g+ 

una base para este nuevo sistema de restricciones. Pues 

[ u.i + u(2CS k > = O 

jE:B\i ir r .J .j

Se debe =umplir que u =  O� pues si (S k) TCS k= O, se obt�ndría 

S k. . . . <e:> e: Tes e k -que m1n1m1za � ci = � y QUE s - u 

De esto se obtendría: 

= 2 ( S k > T x k. + 2X: n·/·) Tes k + ( S k) T 
p

= 

lo que es absurdo. Luego (Sk)TCSk 
> O. 

(
C: k)

T �- p

y 

Por 

De u = O, se obtiene inmediatamente u
j 

= O, V j € B\�i
r

r

k+l consiguiente x es una soluci6n b,sica admisible (y no 

degenerada); por ,sta raz6n es posible continuar con el alg9 

r i tmc,. 
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4.2: EL ALGORITMO DE BEALE (RESUMEN) 

Not ac i6r-,: 

mi n ) T� 
T / "·· _,,1x ex + p x � �

-· [(;
1

, '1.-., .... ',,..,.)
c. 1 1 

S -· �X / ÁX :s; b r F. ( x ) = x T Cx + p T x

a) Deterrninar una soluciór, básica xB
o

X 

b) Calcular

rn i Y-1 i 9F ( X O ) T � . 
/ 1 S j � Y-1 r = 9F ( X 

o ) T � 

J r

o entonces x es Óptimo . STOP

E t - . ,._o 

� n o.ro caso se e11ge o : 

e) Det errn i r-,ar :

r 

A* = rnax ik � O I xº + ASº € Sr

y la solución 6ptirna A** de rnin �g(A) = F<xº +AS0 )/ k � Or

) * ** l..A = rnin 1A ,A r

d) Si A = oo, entoY,ces ir,f (P) = - oo • STOP

* ( o - o Si � =  A ,  entonces xr = x + AS es una solución básica 

adrnisible de Ax :s; b. Ir al paso:, b 

Si A =  k* < A** se introduce la nueva restricci6n 

2 < sº > T ex = - < sº > T p o 

Entonces x� es una soluci6n bísica admisible de 

Ax � b 

Ir al paso b. 
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Il�R��ION GENERAL 

Restricciones en x k 

Ax � b C�x = d. 
.] .] 

Base correspondiente a x k 

j = 1,2, ... ,g 

"'T 
A = B [ e 1 , e.-. , • • • , c , a 1 , a.-. , • • • , a J� g e n-g 

a) Determinar

Si ªk > O ,  se elige 

s k. 
= 

r,r si 'vF (x k) T {, r

s k 
= -

r,r en ,:,tro caso 

Sj C(k 
= o se determir,a

.
J �F ( .... k. º> T !'., . Y . = íil 1 l'I 'l V ....., j , k J 

Si ,- � Ok entonces x k es 6ptimo 

b) Det erm i r,ar

+-' 
�>-. >-. = rnax � o k >-.Sk s�/ X + € 

y la sc,l uci6n óptima >-.** de

min �g
k.

(),.) = F c,/·+x.Sk) / >.. � (> � 

>-. -- ít1 i l'I �X.*'>-.**�

Si >... = oo 

e> Si "-

00 

* 

= A ,

entonces inf(P) = -oo . STOP 

k.+ 1 ent ,:,r,ces >< es una $Oluci6n bAsica �dmisible

d1:=l sistema act1.1al de restriccior,es. Ir al paso k+l 
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Si>... 
** 

= ">,.. se la n ueva restricci6"r,

CT = d 
g+J.x g+l 

pi:!.ra 

4.3: LA CONVERGENCIA DEL ALGORITMO 

eJ 

Vamos a demostrar que el m6todo BEALE conduce en un , nume 

ro finit,:, de it2�··2.<'.'ic1·,es, "' una s,:,lu::-i6Y, ,.5ptima de P o que 

t err, i Y,a r.o"r, 1 a respuesta 

Suponer natura 1 mer,t e 

Para X E: s c!ef ir, i r,10� 

I (x) fj / = 

o 

Decirnos que el pur,t ,:, x ES 

grama: 

P <x) min � F(x) 

que inf<P> 

que s � cp 

1 � j � fil 

si 

-· 00 

T b. 1 a.x = 
( 

.) .J 

e c· -� 6ptirno para el pro-

(I+. 7) 

Si �x
k.

� es la sucesión de puY,tos de i'l':t�r-aci6n del 1,16-todo de 

BE ALE, se , F' k+l) cump.e ,x Com,:, existe s6lc,

nómero finito de propramas Plx) de �B forma (4.7), en la su-

Ce�- 1· 6v, ) X�. l.. d t 61 "- f . . t d t: - , 1 r pue en pres�n ar s o un numero 1n1 o e pun.os

normales. 

Varnc,s a clernc•;.t}·ar que en el rnét,:,o,:, de BEALE, se llega 

siempre dec:;.pi.tes d2 un núrner,:, finito de iteré1ci,:,nes ,'A un pur,-

m6todo es fini�o. 

Seay, k1 X � sea Y,·�ales que l, 

Y,orma les . 
k

i. 
Entonces x es soluci6n 6ptima de 
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Come 

' ( 1 .

p (x l.) 

k

e r X i +t . ' )

k 
min �F(x) ,. / .a .X = b . j e: ro (x i) r

k. 
< F'x \.). todos 

.J .J 

k. 
\. los programas P(x ) son dis-

k. 
tinteos y p,:.,dern,:,s as•.iillir q,.1e:- P<x \.) 1 � i � l, es 1 a f arn i 1 i a 

de todos los p�c.,9r2,r1ic?,S de )..;, f,:,t'r1ic1. (4. 7). Por consiguiente 

] ,:,s p ,_;.r-: t :::is t
)( � t ) kl' son tod,:,s ni:, r-1orrna 1 es y debe existir

un t € o�, t o o k.l té.1 que er, >< e el alg,:,,it1,10 terrnina.

t 
Pero el algoritmo s6lo puede terminar en x O si >< 

t
6ptimo para P 6 lirn F(x O +

A�OO 

t 
AS º > = - 00 y Í Y1f (P) = 

1 - . k.. - �l .Y. r,c, es nc,rrnal, ent or,ces en la (k.+l) - �sima

c-iór, !,;e Cc:'\.ncelc\ un?, restrl.cci6r-1. 

Suponemos que xk est, asociada a la base 

"'T 
J...:. =  [c1,c.-,,···,c , a +l'"""'ª J-� e g g n 

Entonces I0(xk ) = �g+l,g+2, ••• ,n> 

t o

- 00 

es 

itera-

Si fuera g = O, se obtuviera que I0(x k ) = �1,2, ... ,nr

y x Í-'. fuer2, el únic,:, punto admisible de P(xk ) 

cc�sigui�nte ncrm�l. En c0nsecuencia g > O. 

C,:,r,10 YíCI es nc,rmal, existe •.1n punto X 

k - k I ex·) con F(x) < F(x').o 

Er1t i:.,nces 
'\.· - k- A \X - X º)B u , u = () 

j 
. j :=: g·:·:i., ••• ,,·1 
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De esto se obtiene� 

X 

o 

i(
X = 

Ftx) 

g 
= [ u .(1.

j=i .) .)

lo que implica que : 

íilé:tX � 
T k jr..'vFCx > 
.) 

1 / 1 :5: j � g � 

k) - X 
g T k 

= [ uJ1 .'vF (x ) 
j=l .J .) 

jfs
T'vF (x k ) 1= 

r 

Por c,:,t·,s i g u i �-nt e la restr1cci6n �T d omitidcL L., X -- es r r 

EXPLICACION: 

d r 
C T

,, r r
= C TS k 

r 
= - 1. Por coY1s i g u i ente

V ),. � o y la restricción

omite en la (k+l)-,sima iteraci6nJ. 

Por consiguiente si 
k. 

X 1'10 es norri1a 1, 

C Tx = d 
.,., ' se

la 

(k+1)-,sima iteraci6n, el número de restricciones en forma 

de ecuaci6n disminuye en II l 11 6 se mant ieY1e c,:,nstar,te. 

l'1Ú111ero se mant ieY,e cor,stante si y s61,:, si 

presenta, esto es : si y sólo si 

>... = >...** 

el caso b) 

Este 

se 

2.- Si k k+l los puntos x ,x ' . . . , 
k+l X no son t odc,s n,:,rr11ales,

y si desde la ( k+l)-�sima hasta la (k+l)-6sima iteraci6n 

se presenta el caso b), k+lentonces en la transición de x 

k+l+l a x  se cancela siempre una ecuaci6n que ya est��o pre-

sente en el sistema de restricciones de la k-6sima itera-

C i6Y1. 
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Sea 1 º- k.+1 la base en x tiene la forma

= la1,a ..... , ... ,a ,c1,c .... , ... ,c 
1,c 1, ... ,c ,e 1Je n-g e r- r+ g g+ 

d,:,nde • - �'CS'k.. cg+l - e -

Si {1n la n-ésirna col umr,a de 
"'-1 er,t ,:,r,ces cumplees -
AB ' SE� 

T 
o 

TS k o j 1, 2, ••. , n-g .a . " = a .  = = 
J n .] 

C
T

{, = o c1:"s
k = o 

J r, .] 
j = 1,2, ... ,g j � r ( '-i·. 8) 

2(S k)TC{) = - 1 ' 2(S k.) TCS k 

r, 

(Hernc,s viste, que el caso b) se debe curnpl ir (S k ) TCS k > o) 

Corn,:, AB es n,:, singular, de (4.8) se obtier,e que 

n = uSk. ' Jr, u� o

{1 T 'vF ( X k + 1 ) = u ( S k. ) T v'F ( X k + 1 ) __ (J
r, 

r . . t n r,k.+1 
r-

1 ,:,r cor,s1gu1en e ,J � � r, 

g�- o .. **> = o

[p1.1es max � ¡t,1:°v'F (x k+l) 1
.J 

T k+l/ r,-g+l :s; j s r, � = l/3rv'F <x ) 1 > O 

s k. = " J
r 

y en la (k.+2)-ésima iteraci6n debe 

da una de las restricciones 

c:x =d., j = 1,2, ... ,g. 
.) J 

j ?! r 

ser ,:,mi ti-

Sea ahora l > 1, y suponemos que desde la (k+l)-ésirna itera-

ci6n hasta la (k+l)-ésirna haya sido siempre eliminada una de 

las restriccic,nes: CTx -· d.; j = 1,2, ... ,g 
.] .] 

k+l Podernos entonces asumir que en x la base tiene la 

siguiente forma : 

donde C g+1

[ a 1 , a _ , • • . , a , e
l 1 , • • • , e , e • , • • . , e l]i:'. r,-g .+ g g+.1. g+ 

= 2CSk+i-1.
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Si i l: lo·-. 
k+i k+i+l k+l puntos x ,x , ... ,x �.at isfa-

cen la restri cci6n 

De esto se obtiene : 

·-· ;:=· (S k+i -1 )C� = d 
g+t

k+i-1 T k+r+t k+r k+i-1 T k+r F.: ( s · - } e ( ),{ · - x i -· 2 e s · > e < x., + s · > = o

Como:, A. 
k+r

r = 1,1+i, . 
.• 

• . .  ,c . ...--.i.., 

t( � ... 

r = i , i + 1 , . • • , l- l. 

las l-últimas, col umY"1as 

tonces se cumple evi dentemente para 1 � i � l 

a�oi. = O 
.J l 

C�O!. = O 
.) 1 

CT 
O'.. = o g+t-, l 

CT 
.OI. = 1 g+1 l 

j ·- : ' 2' ..• ' )'1-g 

j = l+ 1, .•. � g 

_j -- 1,2, ... ,l 

C ·d d t 1 d- s "'-+i -l ons1 eramos e o ro a u ,

Como en (k+i>-�sima ite�aci6n las restricciones 

T 
b j 1, 2, a .X = . . ' r-,-g 

En-

+) 

J 

��)( 

++) 
= d j . .  l+l, . . . ' g+i-1 

J _j 

Se mantienen en la base , se cumple 

T_.k+i-1 
.& .b - (J 

.] 

c-i:-s k+i --1 = o
J 

De <•> se deduce que : 

_j = l, 2, ... , n-g 

j = 1,2, •.• ,g+i-1 

h = g+i+l, ••• ,l 
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<e . > T5 k.+i-1 = 2 csk+i-1 > Tcsk.+i-1 > 0
�+1

Por cons1gciente, si 

"'-1
de - A

8
, se obtiene oe +),

T .&.C,C. . .J 1 

. +. 1 = e'. s�· i-

T k.+ i ·-1 = a .S
.J 

+-: ) '

.. (; 

= () 

son las últimas 

+ + ) {:: e:\ r· .� 1 5 j_ s 

j = l+ l, . . . 
, g

j = � =· n-·g... ' '--' . . . ' 

l 

( +) r
T �. 1 a.
g+-, l 

= CT 5k.+i-1 = O
g+h h -· 1 , E:, • • • , l, 

C,:,rn,:, AB es no sir,gular, se obtiene de ( +) 

De este, y de 

O(. l 

x sa 1s ace [ 
k.+l t . f 

Se obtiene c¡;.1c.-

En c,:,nse2uer,cia Sk.+l 

u. rt. o1 i � l 

� ex. 1 

::. d . = _ ( S k + i -1 ) T p] 
g+1 

1�i;5;l 

lsi:!;l 

Por e:,:,ns i g u i e;·d; P !::n l <':!. C k+l+ 1) -es i rna itera e i6r,, 

de las 1teracioneu CT .x - d 
g+1 g-+1' será.omitida.

e,:, l ur11nc'I s 

h � i 

< 4. 9 > 

(l.;. i o) 

r,i nguna 

3. - Si A
T

B = [a1, a.-., ... a , c1, c.-, •.. e J es la base e;·, x k., si e n-g ¿ g 

t,::,d,:,s l ,:,s k.+1 k.+g-1 puntos x , ... ,x s,:,n y si 

desde la Ck+1)-esima, hasta la (k+y)-esima iteraci6n se 

presenta siempre el case, b)' 
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08 acuerdo con 2.- i.a 
k+g base en x tiene la forma

"'
T 

AB = la
�·
'ª

2
'"" '\·

,
-

;:
(c

9
•

1
''_.

g
'·

2
''····C

g
+g

En xk +g las restricciones en forma de ecuaci6n tienen la

forrn,1 : 

O ::s; i � g-1 
""-·-. 

Si - A8· = [�1,�2, ... ��n] 1 entonces se cumple por (4.9) y

- c:h'. 1-i� 1 . - u.,> ·n-� � +1 1 

T '-<+g 
( � . ) v'F ( x . ) =

l'•-g+ 1 + 1 

u. ¡¡,: o
l

Si x es admisible para el programa : 
,. + r• 

P <x
t
·. :::i> rn ir, � F (x) T / .8 .X = b .

. ) .) 

"' . + 
entonces - A <x -xK g) = AB A. = O

.J 

6 X _  xk+g �-1
·- - AB )., 

De esto y de (4.11) se ,:,btienf' : 

(i � l ::s; g-í 

(,4 .• 11) 

O � i :5: g-1. 

j = 1, 2, ..• , n-g � 

j = 1,2,-r••,�'-g 

;,+g Pc,r c,:,ns i g u i er,t e x · · e!':, 6pt i rno para p (x k.+g), lo que

k+g significa que x es normal.

CONCLUS.I OI\: 

Si en el punto no-normal xk el �istema dE restricciones 

contien� 2xactamenete g ecuaciones, entonces de acuerdo con 

1. , .-. .::. . y 3 .. ' s6lo pueden presentarse los siguientes casos: 

74 



o() Ex i s t e 1.m l , 
k+l 1 S l S g tal que x es normal.

�> Los puntos de iteraci6n X ' 
k.+ 1 k+g-1 

X , • • •  ,><

no-normales y siempre se presenta el caso b). 

k.+o x - debe s�r normal.

SOY-1 todos 

Er-,tonces 

k+l k+g-1 
X �··· ,X , x k+g son todos no-normales

Entonces desde la (k+l)-,sima hasta la (k+g)-,sima iter� 

ci6n se dFbe presentar al men0s una vez el caso a). Entonces 

el r-,úrne:r,:. de restricciones en forma de ecuaci6n en el �,ur-,to 

k+g -
x · es g < g. 

De �,, �) y y) se deduce que el �lgor1tmo de BEALE siem-

pre va a encontrar un punto normal despues de un número fini 

to de iteraciones. 

.d..4: Ejemplo pare\ tl alqoritrno 

fl1 i l'I 
.-, 2
..:.X

l 
+ 

2 
X

,.., 
- 48x1

40x.-. 
..:. 

x
l 

+ x
2 

s 8 1) 

x
l 

:s; E, - - - 2) 

x
l 

+ 3x
2 

s 18 - - . 3) 

x
l 

s (l - - - 41

)( .-. s (l - - . s)
..:. 

PASO INICIAL: 

o 
X = X = 

Bo 
<O,O) T es admisible

Qe 

Á 

A = I
Bo

B e = �s, (. } 

(3. = e.
l l 

i = 1,2

O T 
'vF (x ) = <-48, -40)

2x
-=> 

- 40)
L.. 
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'v'F ( X o ) T 
(11 = 48 

}'v'F ( X o ) 
T 

(1 =, 
= - 40)

-!!· 

Det erm i r,ac i6n de >-. 

T O 
a . <x + >-..sº > 

J 

>-.al el 

T >-..a.-,e1
T >-..a3e1

Det err,, i r,ac ion de 

go (>,..) = F<x o 

g. (>,..) = 4>-.. -

*
* 1 ·-,=;, >,.. = c. 

=;, X. = x.* =

T = >-..a.el 
.) 

= >-. � 8 

= >,.. � E,

= >,.. � 18 

>-..** 

+ >-..sº
> =

48

E, 

=;, sº = el

) =;, >-..* = E,

F<>-..e1> = 2>-..2 
- 48>-.

xt = xº + >-..e1 ·- (E,, ú) T. lk, se ir,tri:,duce nueva restricci6r,

2 ª- ITERACION 
" 

xt = <E., O) T 

( 1 O ) 
.A.B = O -1 ' -1 r-1 "B = o � J

fY 1 
= - el "2 

= e.-. 
,::. 

'v'F ( X t ) T (, 

1 
= 24

} =;, s._ = e-.
'vF (x

t

) 
T (1 . ..., 40 c.= 

Chequeamos las restricciones no b,sicas 
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,. t 5 >.. s 8 

}
X. :s 2a1x CU = + 

T t
a�x Od = E, + 3A � 18 >-. ::s; 4

.::, 

E, :s o :=::;, x.* ·- =-·

F<xt (X.))
·=·

g 1 0.) 
= = F<E.,X.i -· ' ._ 4(1/, - 216A 

g�(X.) = 2X. - 40 = O :=::;, x.** = 20

:=::;, >... = >...* = 2

x2 = xt + 2s• = CE.,O) + 2(0, 1) = (6,2)

No se introduce nueva restricci6n. 

ITERACION 

X2 = (E,, 2) T

1 
)o

-1
-� = 

( (J-1 

v'F <x2 > T = (-2'+, -36)

'vF (>/) T t,1 (-24, -3E,) ( o
) 36 = = 

-1 

'vF (x2) T {,.- -- ( _.-,1,_ -3S) (-� J -· - 12
¿ 

' c. . � 

:=::;, 82 = 
"2 

= [-1 J

Det e·rin i r;ac i6r, de ),._ *: 

x2 (X.) -- X
2 + ), �.--. = I ¡-_ .-. ) T .; ' ( 1 1 ) T -

., � \ o ,; l':.. -
/\.. . - . ' 

_ .. 
.::. ( E.->-., 

E, - X.+ 3(2 + X.) = 12 + 2X. � 18 � >... :s 3 

-2->...:so � ,vx.�o 

* 
:=::;, >... = 3 
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g __ �X.) -· F<x2 0.)) == F<E.-A, 2+A) = 

.:, 

' ** 
g_(A) = - 4(E,-)...) + 2C2+A) + 48 - 40 =O� A= X. = 2 

.:, 

' - ' ·,d!· - .-. 
h - r... - L-

Se ir,troduce la nueva re�;tricci6r1 (52) T'vF (x) = O 

6 (-1, 1) TI l
= - 4x + 48 +

r 4x - 48 
] 

L
.-. 4- 1 e.X� - (J 

¿ 

Nueva restricci6r, : 11 -4x1 

L.¡.� ITERACION 

9 >< '4 4' T 
·- •. ' ) 

B:3.se c?sociada SI a X : 

+ 2x.-. = - 8 11c. 

2x.-, c. - 40 = O 

-t . ' ' )- ft.1.1),I ,u. e.eJ. ()'\,\ - -- 6 

"'-1 
-� = [ 

-1/3
-2/3

1/6 J 
-1/E,

(_7-::, ........ ' -32)

(-32, -32) 
[ -1 / :�

-2/3

'vF (x9 i T(t .... = (-32, e: 

3 ••• >< es 6pt i rrti:•. 

-.:,,::. I 

-� . . [ 
-1/E, 

1/6 

?8 

J = 32 ) (1 

J = 1)



CAPITULO V 

LOS METODOS DE ZUNGWILL "f DANTZIG-COTTLE' 

5.1: EL CASO CONVEXO 

H!POTESIS: F : IRn � IR es cd'vexa y d:i.ferer,ciable 

El conjuntp R de solucii:,nes 6ptimas del pr,:,grama 

es cc,mpact e,. 

E ser-· i b � rn,:,s 

. J F ( > .
1 "' - (R

n 
l rn l :"1 ) X ..,.. .._ ( 

ran (A) == n 

T 
A �  [a1,a�,···,ª J

e_ fil 

Consideramos el programa :

p : n, ir, i F <x) / Ax � b r 

con el dorn�nio admisible S.

Recor_dernos l ,:,s si g '-' i er,t es res u 1 t ad,:,s: 

( 5. 1) 

� A � � 

�-- x es 6ptimo para P s! y �610 s1 existe u, tal que �<x,u) 

Estas condiciones tienen la forma ! 

" " , .. r, 
'vF(x) = --

[ u a u. � o V j E: I <x> (5. 2 > 
.) .J .) jE:! (x > 

" TA 

donde I Cx> == � j / 1 � j :5 r, 2. .X = b; �
j .) 



,,., 
�=-�-· - S� x es 6ptiriw para P, 

"' 
e (1 t: 1.:1 Y': e�·:?�. x

6pt i rna de 
.··· 

....... 

/ a: X -- b. l l 

DEHOSTP....ACION 

es soJ1_1c-16n 

fiupong¿u11os que x no sea 6ptirn,:, parc:1 P, ent,:,r1ces exis,te· x ad-
.. · .. 

misible para P con F(x)

T,·, 
a .  x -· 

l 

T"' 

8.X 
l 

T-·
.8. X1 

b. 
l

= b . 
l 

Para A €  <O, 1J, consideramos

x(A) = x + A(X 

Es claro T 
b .que : a.xO .. > = 

1 1 

Si i ti!. I(x), entonces 

"t i fí!. I <x> 

"' ..... 
x> = Ax +  (l-A)x

"t i E: I (x) 

.s'.xCA) T"' T-
(A) = (1-A).a.x + Aa .x = 

g.
l l l l 

(0) 
T"' 

< bi' ent ,:,rices existe A <O, 1 J c,:,r,1,:• g. = .a.X E: 
l ]. o 

.a'.xO.) = g. (A) < b. J. l 1 V >-. E: <O,>-. Jo 

implica q1_1e x (A ) es ad111isi ble para P. o 

F convexa implica 
..... 

F<x<k )) � A F<x� + <1-A. )F(x) A F(x) 

Luego 

Lueg,:, 

o o o 

X no es 6pt i m,:, p,:;1ra 
" 
X sí es 6pt irno pc.�r.� 

p ( c•:•nt r-:ld i e e i 6r. 
..... 

p 

"'· 

con L:� 

tal q1.1e : 

t,ip6tesis) 

• 

En consecuencia, si se conociera I(x) se pudiera resol-
.. · .. 

ver P: resolviendo 21 programa P, al menos si 

úrü ca s,:, l uc i6n. 
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algor1tr.,,:, de ZLJt,JC..;�-JlLL con el nombre ¡jp "SUB-OPTIJ·tIZACION EN 

�·AF.:IELiADE5 LINEALES'· ("l1ANIFOLD SUB-Of'TlNJZATION") 

p
!,,· 

m 1. l"1 ,; F ( x ) I 2'.x = b. 
l 1 

C::,:,r··ciP. J k e i J , ,= ·, .•• 1 r·� ;- J ci orf1 in i ,:, 

admisible:· CÍE! P1.
·( 

tal r,1..:,d,:, qu.� el", un 

" ,,..., 

,, l"1urner,:, f1n1to de iteraciones se obtiene: 

Ik = l(x), donde x es una soluci6n 6ptima de P.

Como el conj�nto de soluciones 6ptimas de �F(x) n 
I X € IR � es 

compacto, los programas Pk tienen al me nos una soluct6n 6pt!

ma, sie!,1pre y cuando:, �-'-' / es no vac1,:,. 

Todos l0s conjuntos de nivel ix € !Rn 
I Flx) � �� son con-

vexos y compactos. Por consiguiente si y €  Sk, entonces

= SK n ix € �n 
I F(x) � F(y) � es comp�cto y Pk es �quiva-

ler-¡te a Pk: mini F<x> I x € Sk�

C,:,111,:, F es; con-clnua. y Sk es compacto, Pk y con i�sto Pk

tiene al menos un soluci6n 6ptima. 

Sea I e J e  y una soluci6n 6ptima de 

rnil"1 i F(x) / a Tx = b. 
] l 
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pi,,\r,�. l'.:,. 3). 

�·,=-(y) = - [ u .a . 
jEI .J.) 

(5. /¡.) 

DEFINICION 5.1. - Sea y una soluci6n 6ptima d� C:,.3), 

'ri· 
;, :-:: I (y)" f�·.t,::.,·,ce·,, v s:.c· 11.::;ir,i¿\ l'11:,-deger·1erada, si los vc.,c.:t,::,-

·X· 

f'E?S :a . 
.J 

j E l  son linealmente independientes.

OBSE RVAC I Of\l �\.! ... i;.1.. 

Si y es no degenerada, entonces como I 

ca representaci6n de QF(y) en la forma 

�F <y) = [ * ")<... • a . 
. I .J J.)€ 

Usamos la siguiPnte 

* 
e l ,

PROPOSICION 5.1. - Sea y un,:i so 1 uc i6n 6pt i r11a no degel'1eradcl. de 

fil i '(1 ' F<x) I 
T 

b. ..., i I r a .X - ; 
1 

Sea �l't (5. 4) u o par¿{ al gúr1 j E: I, I = r* 
.) 

además 
�· 

Sea y una soluci6n 6 ¡::;t ima d�l 

rnir1 � FCx) I .a:x = b .
1 1 

Entonces se cumple : 

* 
F<y) F(y) 

T * 
a .y 

.) 

DEHOSTRACION 

Como y es admisble para el programa : 

mir, � F (x) / a :v. 
]. 

+. 
= b , "v'i E:l 

1 
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pr,:,gr2.rna 

b. 
.) 

( 5. 3) 

\ � j r

(5. 5) 

b .  }'· 
.J 

(5. E,) 



'./ u .

.) 

Por r.,:,·,,.1·.:,i ;¡·_tiente· y F··:s un,; �-oJ uc'.6n 6pt i.rna r'.r· (5. E,). 

� �-
ui, j E I ,  tales que:.

vF -'.y) 
* 

--- -- � u. a .,

i�I* 1 1 
U. � 0

Por co0�iguient8 no es posible q�� en y sean cumplid�s las 

rn i r-, � F < >: > ' JJ"l(• 
1 • 

( 5. 7) 

En consecuencia y no es 6ptima para (5.7). Por esta raz6n y 

porque y es ,.ma s,:,luci6n 6pt ir,1¿1 de (5. 5), se curnple p¿1ra la 

soluci6n 6ptima de y· de <5.5> 

F(y J < FCy) , 

f-XPLICACION: 

T * 
a .y < b . 

.J .J 

Sean a), �>, r>, 8> los valores 6ptimos de los programas 

(5. 3), (5. 5), (5. E,) y (5. 7) respectivamente. 

Como y es admisible para todos los programas y 6ptimo p3ra 

(5. 3) y (!'5. E,), pero n,:, 6pt irim para (�. 7) se cumple: 

F<y> - a =  y> 8 � � = F<y*> 

T �- * 
Si fuera a .y � b., y fuera admisible para (5.6) y 

.J .] 

F<y*> � F<y>. lo que es abs�rdo 

POI' CO:•Y-15 i g Ll Í ente 

5.1.1: EL ALGORITMO: 

T �-

: a .y � b. 
.J .) 

o r,1 ,. t n t ,:-, ad rn i -,-. :i b l l-::' x 

I = I<xº lo 
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Iteraci6n general : Si los puntos de iteraci6n x0 , xt , ... ,xk 

y 1 os conj unt O<E", de í r,d j ces I o' I ' ... '
t 

I va son
k J 

construidos 

bt . k.+ l. I d d o 1ene x y e acllPr ,-, a k+l 
-- - la�:5 siguientes reglas :

a) Se determina una soluci6n 6ptima yk de

k b) Caso,!.._;_ Si y es adrnisible para P, entonces se resuelve

el sistema

- [ u.a.. I 1 1 1€ ·1-i. 

y se determina uj = min �ui / i € Ik�

Si u.� O, entonces yk es 6ptimo para P, 
,) 

y 

termina. 

Si u. ( o, 
k+l k k se elige x = y· y Ik+l = l(y ·,

el alg,:,ritmo 

Cas,:, II: Si yk ne, es adri1isible para P, entor,ces se elige 

k+l 
t k x como el pun o en [xk,ykJ n S, mas cercano ax y

Corno se elige esto: 

Se curnple : a �>< k 
s b. 

.) J � j E: J

Como yk no es admisible para P, existe un l E: J con 

a;xk.> b
l" 

Para todof, los-, índices l res,:,lvem,:,s la. ectiac-i6n 

Se c11rnple : 

84 

T k. 
b l - a lx 

T I<. k 
ªt y -x 



rn in 

k.+l EY,tor,ces x k-· :.( 
k.)X. • 

TEOk.EMA 5.1.- Sea r la función conve>:a y difel'F.::nci¿d:,le en CRn 

S 1 1 . k p ean as so uc1ones y de k que son admisibles para P, 

todas no degeneradas. Entonces el algoritmo conciucc Fn un 

r,úm��t-,:, finito de iteraci,:,nes a ur,a s,:,luc16·r1 6ptir.1.:1 de P. 

DEt10STR.ACiúN 

a) Si yk es admisibl2 para P y u. = 
J 

rn ir; J ¡ ·  I l � -iu. 1 €. ,,( ::!: u,l K 

t k l en once9 en y se cump en las condiciones linealizadas de 

u T P 
k 6 t· P <I,.'. e 1·.(yk)n- para y y es p 1ma para • � 

b) Observamos que x k es admisible para P y Pk, � k

Por consiguiente F(yk ) � F(x k) , � k

Ci:,mo F es c,:,nvex¿, k+ly X �.e cumple 

Sl. yk-l d . 'bl P es a m1s1 e para y si para la soluci6n u de.

nF (yk-1) = �v - L. u.a.l l iE:lk-1 

�e cumple u .= min �ui / i E: Ik-l> < O, entonces se cumple
.) 

En este caso se cumple : 

k k-1
X 

= y 

• C'( k., 
\ , X 

k-1 y es no degenerada.

De la proposici6n 5. 1, se deduce entonces que 

T k. ( ba .y 
.) .J 

De esto y de la convexidad de F se deduce que 
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k.+1 . k 
y

�()X € ,x , 

6 . t l k ti. 
Expl icaci n de <*>: <Es ev1deY-, e que se curnp e y ;i,o x ¡ 

i > Si k+1 
>< 

k 
= y , er,t onces k+l

X < k € X �

ii.) Si yk. n,:, es admisible para P, er.t,:n·,ces E:?r.1ste ,.,r, índice 

l ta. l que 
T k.) b 

.a t.
Y 

.e 

>-.. =·l 

T l-1. 
bl - ªtx 

T ( k. k)3 ./.. .y - Y. 

> o

E l 
k) 6 T k:ntoY-,ces . � I <x a lx 

k.+ 1 X �l. .• X 

c) El caso I s6lo se puede presentar un ndrnero finito de ve-

ces.

Si para P
k 

se presenta el caso I, entonLes de acuerdo a

b� se Cllillp le : 

Fe/'- > F(x k+ l) �1+·=· 
F(x. L.) F<y k+1

k+·-, 
F<x . .::.> 2:: F <x

k.+l) 2:: F<yk+l-1
) "'1' l � e: 

Por consiguiente 

Por esta raz6n todos los progr�rnas Pk+l, l � 1 s,:,r, di s-

t i nt os de P 
k 

•

Corno el n6mero de programas posibles P .  es f i r"ii t ,:,, el 

caso I se puede �resentar s6lo un n6mero finito de veces. 

d) El case, II se puede presentar er-, a lo mas íil ite1•¿,cic,nes 

;sucesivas.

Si yk no Ps admisible cera P y Sk es el dominio admisible

P k+ 1 [ k. k) de 
k

' entonces x e x, y e S
k

.
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L r
T 1-<.+1 

8 X == b r r

De esto se obtiene que I = I(x k.+l> I J l ::)  I 
:·.+J � k u 1 r ( -;::: 1-<. 

Por consigient� e�iste �� l S m-1 5 tal que en el caso, 

donde desde la k-�sima hasta la (k+l)-,sima jt�raci6n se 

i:-as,:· I I, l i:•=· \.1 ect i:1res .a. , l j E 

u�a base de A. �0r consiguiente se cumple 

�<.+l k+l
y -- )( 

1 
k.+J.-

En la (k+l+1)-ésima iteraci6r-, debe ,:,tra vez 

el cas,:, I. 

presentarse 

De e) y d) se deduce que despues de un nómero finito l de 

iteraciones se debe cumplir 

l 
y E: s, u . = m i r-, J u . ! i € I l l � O 

J ) 1 Í 

l Entonces y es una soluci6� 6ptima de P y el 

termina. 

OBSERVACION 5.3: 

algoritmo 

El algoritmo no es finito en el sentido propio, por que 

para resolver los programas Pk, se requiere generalmente de

algoritmos iterativos que no son finitos. 

5.2: EL CASO CUADR.ATICO

T Sea C = C € M(n:n> definidA positiv� 

C0nsideremos el programa� 

Q rnin �F(x) 

A E M<rn,r,) 

1 T T 
= 2x Cx + p x I Ax :s; b �
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Aµl1c2ndo el algnritmo de ZUNGWILL a Q, 

alqoritmo de DANTZIG y COTTLE� si elegimos adecuadamente el 

punto inicia: x
0 y P .o 

Las condiciones line�lizadas de K-T para Q tienen la 

forma : 

Cx + p = -
[

j€J 

Ax .,. 
l:, 

[u = u 
_j 

u . .a . ' u. � o j € I <x) 
•'.xl .) .) ] 

V j € �T \ T (x) J

S: y ··· b - Ax� p,:,dernos eser i b ir estas c,:,nd .te iones como sigue 

Ax + y = b (5.8) 

Cx + A
T u - ¡:, (5. 9) 

o, � o
T 

() (5. 10) y � u y u = 

Al sistema <5.8}, (5.9) c��responde la siguiente matriz 

T E: M (m+r1, 2mTn)

T = [ �
I 

(l 

= 
[ocl , ••• , <.X ' n f'i1 , ••• , (i ' r 1 , ••• , r Jr11 m 

T denota una base de T, que es formada por las columnas 
B1 B2 

+ card(B-> = m.i:: 

i E: B.-., .::. do,·1de

Fijamos primero tres conceptos que usaremos posteriormente 

DEFHHCION 5.2. - a) La ':>ase TR B 
es r,.:, degen�rada, si

- 1 2 
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b) T B B _ se� l 1 a.m2t. comp lerrien. t. ar· ia si B 1 n B2 = 4,.
1 i::: 

En el dltimo caso, si T es no degenerada en el 
B

1 
B.-. 

c. 

sentido de la progr�maci6n lineal, se cumple la soluci6r, 

b,sica asociada <x,y,u) 

y . ;,e. o 
.) 

u 
r 

= yr· = ()

y.u. = O ,
l l 

u. � o
.J

para exactamente un r 

l � i s m ,  i 

Hipotesis: Todas las bases complementarias y semicompleMent! 

rias son no degeneradas. 

io que sigue r
k 

seri la ,, . 
ur,1 ca soluci6n 6ptima de Pk.

A. Vamos a describir en detalle la primera iteraci6n del

algoritmo de DANTZIG Y COTTLE.

Elegimos el punto inicial como sigue 

Determinamos una base complementaria T
8 8_, tal que, para

1 i::: 

la soluci6r, básica asociada <xº ,y
0

,u0
) se cumple : 

o o 
y � O (o que x sea admisible para Q). 

Como T es complementaria y no degenerada, 
B

1 
B.-. 

o::. 

o 
B

2 
= I(x ) 

se c1_1mple: 

o 
Elegir,,c,s x .  Com,:, el punto iY,icial y el programa inicial p 

o 

tiene la forma : 

p min � F Cx) / T 
b. i B I<x

º

> �.a . )( = € 
l l 

.-. 

o V i BC�C•íffC• u. = 
l 1 C 5. 11) 
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se obti�ne de (5.9) 

vF ( X o ) = Cx o + p -· - A Tu o -- o 
L U .2 . -B .J .J.) t. .. -, 

c .. 

o 
- -· [ u . .a.. 

j€I (x0 l .J .J 

Por c0nsiguiente en o ú (x , u , se cumplen 

lineali�adas de K-T para P y o por 
o 6 . esto x es pt1mo para P :o 

�ú o 
'- = X 

S' · o > - t ( o o o) 1 . 6 d 1 . t ( e:;. 8)1 u _ u, en onces x , y , u C?S so ... 1.1c1 .,,., r:? sis em¿:¡. � 

(5. 9) y (:::,. l.0). 

o Por consiguiente x es 6ptimo para Q y el algoritmo termina.

que t º es admisible para Q, y el nuevo subprograma P1

b. 
l 

p1.1est ,:, 

tiene 

Ademas los vectores y .• i € B� y con �sto los vectoresl . .::. 

i € B2 s,:,n linealmente independientes y se cumple la hipéte-

sis de la proposici6n 5. 1 y del teorema 5. 1). 

� 
Para la solución 6ptima { ª de P1 s� cumple de

con la proposición 5. 1 

F <{ t) < F <xt > = F <x0 > b
.) 

i -·· b - A{,

Como { t es 6ptimo para P1,

i 

y. =
.) 

b. 
.) 

e>< iste 

o 

i un u tal que er, 

acuerde, 

< 5. 12) 

se cumplen las condicones linealizadas de K-T para P
1

.

F:.ntonces 

cumple: 

t t i 

({,y ,u) resuelve el sistema (5.8), 

t 
U. = O ,  Vi € 81

,
l. 
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Si z = <x0,y0,uCJ) = z = l l l 
<{,y,u> entunces 

se cum¡::ile p,:,r (5. 11), (5. 12) y (5. 13) 

T ( =-z > = [. <r �• .• 
l 

Luego 

i=l 

:! + [ <u.
. l lE:B.-:, 

,._ 

o 
u.> r .l 1 

2 - Z = 

t ú 

(y. - y.)(3. + 
). l 1 

+ y�{,. =
.) J 

t T8 B (z -zJ + y.(3. = O
-1 2 .J .J 

Por consiguiente se obtiene z de z de la siguiente manera: 

Se hace entrar en la base T8 B la col ur11r,a r, . 
.J 

avanzar,do
1 2 

la direcci6n de intercambio v -1 
= -<TE� B_> �., 

1 i::: J 
hasta

salga de la base. 

s· B - B J. t.. l 1 - 1 u l .J 1 , er,t or,ces z es 1 a 

que y.
.J

soluci6l'1 

bisica asociada a T que es evidentemente una base compl! B1B.-,
.::.

mer,t aria. 

Sea primero { t admisible p¿1ra O. l:, y' � O 

e· .

...: 1 e.·,ton,:..es

( 5 • 9 ) )' < 5. 1 O ) • 

( 5. 8) , 

Por consiguiente t t es 6ptimo para Q y el algoritmo ter-

mi na. 

flli Y'I / 1 :s i � rnr < o,
2 t er,t ,:,nces x "" { y 

P.-. 
e 

r,1 i r, � F <. x > T .1:.. X -· b. 
l 1 

Como:, u:1
. = O

.)
• > u .t' se t :. ene j � l,

91 

B \ J . t,. -. ) .J I 
c. 

= B.-. \ � l, j r·
a::. 



para Q; entonces 2 
x es el punto en

Ol,t (':'ner,1i::,s entonces 1_1n.;:i. 5,:,l uc i6n z = 
2 -2 -2 

(x , y , u ) de (5.8),

(5.9) como sigue : 

donde 

2 
z = z + A.-,V 

·=-

Y. 
1

o '� ··-
·,'
.)'r 

-'.¡ r 

Entonce�� sale der C,01,1,:, T B 8_ es ric, d::.·QE·n'::·r�
1 i.:'. 

cumple )... - ) o 2 ( f 
'{'> .CI a, se� V X E: X 

¿ 
., 

Si Bl B
l �j� \ �r l B2 B�., ent ,:,ncesu = 

r, .::. 

es la soluci6n bisi2a �soci�d� T- -

B e 1 • ..1.-,c.

-2
(x z = 

Como 

cercano a z que a z = :1 t f 2 .,t 
({ , y � U ) , x € S y '. � S

( o, ( o 

2 -2 -2 
,Y ' u ) 

es 

se 

I 

ma.s 

r � B1 u B�, T� � es semicomplernen-
c. 1 E: 

puesto 

P.-. .::. 

r. 1 · I < x2) �e:· c:-1.1rnp E":·. er,,:;onces : 

que por 

fil ir·, .: F(x) 
1 

hip6tPsis 

/ a T._.. -· b 
i� l 

deger,erada. 

J l.. \ J . l u 'I r r "I .J ( 

B. Vamos ha d2mcstrar por inducci6n el siguiente 
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TEOREMA 5.2. 

1 ) . 

2). 

r t d t d 't 'ó ,_..k
,r-' ar a , o o pu Y'1 ,:, e 1 . F� r a C' 1 n .. 

ur1B soluci6Y'1 b.ásica a�;,:,c1aC1ct a 1Jna DdSe c,:.rnpl�irnE!ntaria 

Para todo punto de 

uno de los casos a) o�). 

) ,...k-1 . 'bl ex . .., es ad r111 s 1 e para Q. t:ntonces = 

es 

y
k. -1 k -· 1 k ·- 1 

({ ,y ,u ) es una s,:,�uci6n bisica as0ciada a una

� · ,... i-. -· l
d · · 1 '"' E t ¡.( 

1.,>. ,., i-1,:, es a r111s1b E' p.::1.ra w· n ol'1ces a ><  c.·,:,rrespc,r,·-

sernicomplementaria TB*B�.1 ¿ 

OBSERVACIONES 5.4: 

1). De acuerdo con el teorema 5.2, a todo punto de iteración 

2) •

k x corresponde una soluci6n b�sica ( k. -k. -k, X , y , U associada a

una base T que es complGmentaria o semicomplemrantaria 8182

T l +: . , ' + . t:< !.f.-1 d . . 
B 8_ es cornp e,,,en,a1�1a S.l y se ,ari1en,e =·l ._ es a m1s1-

1 ¿ 

ble para Q [ y x k = { k -l
J

r k. Si • es admisibL� /'\ <,, k. k. k> par� � y ._ ,Y ,u es asociada a la

bAse complementaria T 8 8 ,
1 2 

k.+1 k entonces x = { · y 

I <x !.f.+l > = B .... 
,::. 

puesto quP por hip6tesis T
8 6_ es no degen!

1 ¿ 

rad�. Los vectores y.: 
l 

h:.1:r 1,:,s VPr:tOt"E''.:' 

tes. 

�<+ 1 
i e B_ = I<x · ) y con e' esto tarn-

i € B.-. SOY'• .::. linealmente independien-
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Por consiguiente la hip6tesis del teorema 5. 1 son cumpli-

das. 

DEHOSTRACION <De1.. teorema e: .... , 
w. c., por i l'"1d ucc i 6n) 

Al inicio t
º = xº es �dmisible para Q y

o o o ({ , y , u ) es 1 a s,:,-

luci6n básica asociaja a una base complementaria T8 8_. Por
1 i::'. 

consiguiente x� = t º y en la primera iteraci6n se presenta 

el caso Ct). 

Si k � 1, es arbitrario, hacemos la siguiente 

Hip6tesis de inducci6n: 

Para l s k., es complementaria y 

l en x se presenta uno de los casos ()() o (1). 

T d t 1 b (�k k k) enemos que emos rar que a ase en � ,y ,u es com-

k+l plementaria y que para x se presenta otra vez uno de los

cas,:,s ()() ,:, rn . 

k. i) Asumimos primero que x satisface oc) y que T 
B1B.-.

es la 
e 

b 1 t . (�k.-1 k.-1 k-1) _ ( k k-1 k-1) ase comp emen aria en � ,Y ,u - x ,Y ,u .

P d . � k-1 6 t. Q o emos asumir que � no es p imo para 

[ k � . ] ,:, que u -,;- u .

Usando exactamente los mismos argumentos como en�·, ob-

ten�mos los siguientes resultados 

Si (, ) 
k-1

U .  ::..:: mi n .,· l :s 

B.-. = B::· \ � _j r,
c. -

. < l.. i _ m,, 

entonces T� �- e� la ba�e en
1 ¿ 

que es e�·identemente complementaria. 
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,.., . ., l-1. d . bl Q ;:i 1 t;, es a m 1 s 1 e para , entonces para. k
X se prese-!nt a 

otra vez el caso ol. 

la soluci6n k+ 1 -k+ 1 -::.+ 1 
bá S l C-a ( X , y , U ) , 

T"' "' B B _' di::-,ncle Bl
= Bl

r 

1 . ' 

Bl'
k

< o. e: cor, yr

-k.+1Obser··.1.=1.,,1,::,�. que y . 
- .)

u �jr \ <rr 

-k+l
o, u. 

.) 

,

o. 

k+! 

asociada a l� LaEe 

R ·- f: 
= B.-.� para 

C:,rn,:, B1 n B.=,
L. 

a 1 g1xn

= J . l 1 •J (' 

r tJ!. B1 u B
;-__ ., T"' 'w es sernic,:,rnplementaria.

B 1B.-. 
.::. 

Por consi�uiente 

ij). Asurnim,:,s 1-'. ahora que en x se presenta el c�so �) 

1 as bc1ses en 
1 :-1 -k-1 -k-l. (x'· ,y· ··,u ),

iia). Consideramos primero el caso donde B1 n B2= i·

,, k. -1 I . . b J I'. -1 ces � es acm1s1 .e para Q y x = k -·
JI .-c.
.. .. 

mismos argumentos c,:,rn,:, er1 �· , c,:,nc � u i rn,:,s q U'.? 

c,:,rnc, sigue 

Us?:--1cio 

f' '-'S
k-1 -

pk-1 rr¡j n � F ( x ) / a :x = b. r. (5.1.�-) 

k-2 dc,nde u. 
-k-1= u. 

Ent ,:,nL:e�. B* E* =
1 n :12 

] -1{ ( -cu.ar que u. u . 
.) 

l l . 

( o 

B.-.,.::. 

= Bl u � j h

( o ·-
-k. 
V 

Jr 

Otiser·1amos en 

Corno la base serni�om�lernentaria 

es no degenerada, se cumple : 

95 

(5. 1 '.':,) 

part� 



k -)! l ( ),'. . ) = .J \ p. 
J 

...

y Pk tiene la forma : 

� .·i l . . ( 

•.•• ; ' ) ,:: l .._, ' • 1 ••• 1 
) 

i \ ,., i E Be...-· u .J
1 

r Lr. ' -' ; l, '-. \ \ •. , 1 :· 
(5. 15) 

de K_, .. 
\ . 

Si? di?d u ce que : 

Vamos a demostrar 

k u . -· :.i,1 
� . 

·*
V J. € B, 5 

.l 

(i 

As1.1mamos k < que u.,, _ u. Entonces en

e,-, par t. i cu J. a"; ... k 
U .

.) 

= o.

Sf2 cumplen 

condiciones li�ealizadas de K-T para el programa : 

las 

m i n� F ( x ) /a� x = b i ;
T Y�- = b -a X 5 O l ,· r r r (5.17)

... . . t ,ck • t• �ar cons1gu1en e.,, es op 1mo para (5. 17) y por consiguiente 

F(i;- k --l) '._- i::-(J;" k). D t 1 · d ' <e- 17) ce- 14) '>, r 1 '>, e ,:, r,:, aa,:, e acuerao con ..J. y ,J. 

se curn,JJ.e 

. & 'P '1 n. , ,, , ..
.... -.l 

<' . = r * ) --·- F C JC 
k ) ...:: 1n, .pk .,, 

,, k 1 . ,,. son so uc 1 c,r,es 

6�timas de (5. 17). Como Fes estricta�ente conv�xa, (�j. 17) 

t . t t 1 . 6 6 t . E t " k i;-k-- l1ene exac amen e una so uc1 n p 1ma. n onces.,, = .,, y 

-k k-1 de (5.8) obtenemos que y·= y Pero esto es imposible, 

i-<.-íPuesto que y r 

S. k ("k k k, 1 z = ,,, ,Y ,u .,, 

Por consiguiente u k 
> O. r 

- k -
-

( k -k -k) z ,)( 'y � u ' entonces se cumple: 

n 
( il f(.. L .,, . 

i == 1 1
k) X. QL 
1 1 - [ * (y�i€B1 

-Í-{ 
X . ) (,'.

1 1 

+ ( k -k) U. - U. y. 
] 1 J

l.( -:.( T * �· < z . - z . > 
B1 B.=· . ,_ 

k +uv=C)
t·" r 6 



Se ir, e·, ·od •.tce:: la

k -1 u º(T -!!- �-� v r B B_ 't· 
1 i:::'. 

k z de 5 j_ !1'-1� 

col •u.1nc:1 y�� er, 1 a base T 1".· * y si? , B1B�. 
c. 

"ta ai:'P.C'C:L6r, c'2 inte:�c2.mbic. hasta que. 'Y. s¿:1.] r�a cie lA. base, 

n - .-.
,:. 

'·( 
1( ::: •) y 
- j

:-k 
·-·· j

( , ; ., 

• •  f" 

- .1::1.:;, ,_ Li iJ� \ir�==

.J 

y 

t!nt. ,:,·,·,ces Tp 8_ es : <'l. b¿1se e:n .. k. = <{ k, yk., ,./ i.
1 ;::· 

T · •. ·• es: 
B1B.-, 

,:. 

p 1 e·mt=:n·i; aria p•:""Jrq i_te T r E l c, es.
�¡ 

1 j_, 
,:. 

e . .,k . 'b] ,.,. t k.+1 dl � es adm1sJ e para w, en.on��s x 

presenta e1 caso �) 

- C'. �11 {
k n.:, es admisi bl1? ra�'ª o� ent,:,nces

·-k-+ 1 
(x 

1{+1 
z = 

-k

�-
y.

d .. :,r;ce x.k. 
mir, l / = 

l. 
-v. :i.

d c1 k (<-J = c,r: e y l k.
. t. y 

-k.+1 
,Y 

v. ( 
l 

-k+l 
'u ) 

o, i 

= 

-k
z 

E: B7}
por esto r -;#- l.

Ent,:,nc:es (1
l 

s.:1le de la basP. 

B.-, 

entG��es T"' "' es l� baseE. r-i _ 1 i::'. 
"' "' 

k.+1 
P-YI Z 

se 

+ 

= 

y 

= 
,,k. k+l'> Y C'Y"I X 

cttmpl e 

>...k_v 

-k
,l 

) o, 

-·v l

y 

se 

l ;! 8 1 LJ B :: 
J 2. 

1 ét ba·.ae T81 
E . .:, es semic,:,rnpleri1et,ta1-; .=1. Fn conse-

cuer,cia k+:i. 
E Y-1 ).; 

. .__ 

s� presenta nuevamente el caso�). 

Q7 



iib) Sea ahora T8 8 semicompleMentaria. B
1 

n B2 - �j� y
1 2 

E B E t X k-1 .... tí k-2
.r te:. 

i 1 u .2. -n once�; r- ._ T8 8_ 
es no degenerada

1 i::'. 

se cumple I(x k-1) = J \ B 1

forma: 

p k-l min iF(x) I .a'.x = b.
l l 

Asumimos inductivamente que 

* 

B! 
:::; 

dor,de 

B 1

Bl \ 

k-1
yl 

i 1 r 
* 

B2 
=

< o, 
k

< u 
. ] 

B_ 
e 

u 

o. 

irr '

y P k-
l 

ti er,e 1 a

( 5. 18) 

k+l Vamos a demostrar que en x se presenta el caso �) o que 

en t . . 6 d 1-<. k.+ 1 la rans1c1 n e x  a x  se pr,:,ducen 

de base, k.+ 1 lo que significa que en x se

rn. 

realidad sernicomplementariA. 

c·,_•mp 1 e: 

pk : min iF(x) / .a'.x = b. 
l l 

Cc,rno T * * 

B
1

B-. 
c. 

los mismos cambios

preser,ta el cas,:, 

y es en 

es deger,erada se 

(5.1'3)

�ara la soluci6n { k de P
k 

se deduce de las mismas condicio-

nes linealizadas de K-T para P
k

:

.... u. :: = B1 \ iJ r, en particular u�= 0
.J 

V d t k) (-) amos a emos rar que u
l 

A 
k < -sumamos que u
l 

_ u se curnp 1 er, 

Q8 
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condiciones line�li�adas de K-T para el programa 

{e <xl /a :x
' 

pk: r11 in - b. i €. [• - u � r r \ � j �' ¡' l l e: 

yl 
= b

l 
.& 

lx :5'. (i I

- . t .,k ! ·'c1·,, c,.:,ns: g •.11 en - e t;; es tambie� 6ptimo para (5. 20). De y�-l <O

y (5. 18) se deduce que 
'-<-1

t 
.. 

_ k-1 k y por esto F (� ) � F (( ··). 

es tambien admisible p3ra e=;_ 2 o)

bles dP. Pk-l y P._. EntorH:-es s
1 1

� S , lo que ir,1·J� _; ca q111: 
. K <- K 

F ( � k-1 ) _.,_ ,- ( !:" k) • , . . t F (" H. -1 ) F ( � k, ._ .... r ._ ,-•,:,r cons 1 g u 1 en e c.; = ._ , y 

t' k sor, 6ptir,1i:,s para (5.20)., Corii,:, Fes estrictarne1,·��· 

{k-1 y 

c,:,r,\·exa 

d .... 1 · .,.k-l t<k. d (C:- 8) euE cumn Jr ._ = ._ y 0 �. 
i(se obtiene y 1, - i 

= y 
.. 

Pero es t ,:, ne• es k-1posible por que y
l 

< - k o = y l"

r . . t k ) O ,-•or cons 1 g u l er, e y l - .

T C:.t ·- z
l
:) 

n
= � (t' 1.� 

L. • l

+ 

i :-.:: 1 

r: .,...i€B.-.e

( ku. 
l. 

k) X. Ol. 
l l - r: .¡¡.i€B1 

( k -k.)t') y. - y. ¡,. l l � 

-k., 
ui,yi

k. )+ u l.,. l -= (_ 

k -1 
u l < T B * B * ) y l' · 1 2 

P,:,r CQ:"1Siguier,te de i' k se: obtier,e z k., intrc,duciendc, la c..:i:,iu.rn 

na yl 
en la base T **y avanzando en la direcci6n 

B. B.-, 
J. e 

-1 v = - <T-*8
*> y

l 
hasta que y. salga de la base ..l:l 1 .-. .] 

.::. 

·- B_,
e

= B.-. u � l • , l r , fj re 
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entonces T� �- es la base en z k 
= <t k ,Y

k ,u k ), 
1 ¿ 

Como B1

!{ ·- 1
< ¡) = \,

J �� 

L' B.-.,,:. 

l
r v,! l 

J 

SE: C".W!P 11:' t.. 
•' ;.:, -· 4, 

S. "k. 1 ,. es entc,nce.= -- t k 
y 

k·r Í 

t:·n X 

present� el casa�). 

- Si { k no es admisible para Q, entonces se obti�n�

z = 
( k+ l -k+l -k. + l

) .X , y , U cc,rn,:, si g ue �

-!-(+1 --1< 
z = z ·+X.kv, do�de

-k

yi * 
X.k

= min / i € B
l

' v. < o-v. 1 

Observarnos 
-1-<.+1 

( o, puesto que U. q•.1e 

-1-(. 

}
Y

t= ) o y -v ,_

-k ( o
k 

U . = U. y
.j J 

k
Yt 

-k+ 1. 

se 

ú. 

est.á 
, -k k Entonces f \ sale de base. rnas cercar,c, a z que z . 1 2'. 

.,.. 

B * Si B
l 

= \ it� 
= B

l
\ � l, t � 1 

c,:,mo 

Cor11,:, 

..... 
Bl n

es la base -k+len z 

er,t orice:-:5 

1-<.+l -k+l ·-k+l. 
= lx , y , u J , 

o =
1-<. 

y l'
se t i er-,e l ';,t. t. 

* * 
�j h l B* 

* 
Bl n B_, = ti!. u P.-. se c:_1111ple

.::. 1 c. 
"' .. � .. ..... 
B.-. = �j h t tE. Bl u B2. 

Por cons i g ui er,te
.::. 

k+l er-, )( 

ser-,t a el case, t,) •

Para las bases TB*e*,1 2 
T,.., "' 

B B_' 1 ¿ 
TA 

A en los puntos B1 B2 

se pre-

-k ( k -1-<. - k 
) k -- ( ,, k k k ) -k+l k+l -k+l -k+l 

y z = ('.'{ -� y 'u ) Z -· , X , y , U , Z . '>. , y : U 

se curnple: 
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* B: �j �· B* B� BJ n = l ¡¡!. 
c. 1 C' 

* "' �� 
Bl

= B
l 

' B.-. ·- B.:::, u � lr \ �.) r .::. ·-
.•··. * k -k+l

r.., = E\ ' �t 1 
B.-.

·- Tj u � l r·, ,j,:, ¡·,r-Je Y,. ' C:\ ü () > D.-, 
1 

T * ·:/Bl i . .•. , .::.
y 

e� complementaria. 

E·n cc··· .. ,sec u.t:.··.,.,c· i �; las 

k k·'-1 

o::. .::. l, ··' 

mientras que T "' "' B. B-::> 
l .:.. 

de x ·a x· tienen exactamente las ca rae-· 

terístic�s como las bases que corresponden a 1 a transi e i6r-, 

k-1 k. de �� � X • • 

De l¿ demost�aci6� del teorE�a 5.2. podemos deducir que 

el algoritmo de ZUNGWILL aplicado al programa cuadritico Q 

toma un� forma muy especi3l. EstB forma no 2s ctr� cosa GUe 

el algoritmo de DANTZIG y COTTLE. 

k. 
z ::. 

Desc,�.i.bimos brever11er,t,� esté:l. f,:,':"r11a especial 

sear: !B B y1. i=' 
T- - 1 as bases de T er, l ,:,s puntosB

1 B2 

k + 1 - k. + 1 -· k + 1 
<x ,Y ,u ) 

a) Sea T� B complementaria
... 1. - 2 

Si Ük � ü, er,tonc:es xk. es 6pt ü,o pat·'a Pk y el algoritmo

t :?rr,1 ir.,.\.

e· �l ·-k -k O) u. = min �ui í 1 S: i :::f mr,
_J 

cumple � 

i) y. salga de la base
J 

i01 

r�r.tc,·:--1c·t:.'S se a.vc.=\r¡za desde 

h2,.st� q1 .. �2 :. ) ,:· ji ) se 



i ii La pr' i rnt:?r'a de ias
-:,. vc11'iable.•s básic-3s y_., 

1 

Si primero se presenta Ci) entonces 

B 
1 = El 1 . ' �· J. l ""' 1 • ( , 

b) 

B. :.:: B_ \ J • 1,.
e e 1 ·-1 

1 

�-:>sta que < i) o ( i i) se co_1;11ple 

(i) y. sale de la base
.J 

di Ja111os -k
Y¿

- . 

CT i [. E' r'¿, -' 
1 

· ... , 
e 

( i i) La d. -k 1 g ar,1·:·�· y t de las var�ables p0sitJvas

Sl 

B.-.c

Er, 

a) 

--k 
Y

¡ 
i .e: B1 se anula.

( i ) s�· 

= B-. c u � lr \ � j r·

cas,:• cont r" r i e, B. 
1 

-· 
Bl \ � t r

y b) YtC•S oerr,; .i. ten fc,rna 1 i Zi'.lr 

' 
B.-. 

c. 

= 

el 

B-, u 
.:. 

p 1

� l �-

5. 2.1: ALGORITMO DE DANT2IG Y COTTLE (RES u ME N)

SE 

Se c.eterrnir,::, UY,a b,Jse c·::·rnpi.er,,entar:ia T.=,,::¡ de T tal que para
1: 

1- .-. 
c 

la soluci6n b,sica asociada z .. _ 

o o y � O. z eQ el punto inicial.

o o o,
{X , y , U se c11,:·,p le 

a) C; .  ·- l T - B cl1 ·2
es l � . 

-
k > -como emen�ar,� y u _ u. e�tonces x k es 6pti-

rno para Q y El algoritr,10 teYm1na. 

1C� 



b) 

Si O > 
k.

U . = 

.) 
rr, i n 5 m> entonces se calcula 

-1 v = - CT
B B )  �-

1 2 .J 

rn in 

mi n 
¡i:/· 1 { .) 

Tvl"" ' .) 

¡i/·¡ 
.) si ��( = 

Tvl""' .) 

s· x. = >-..*l k k 
¡ü�· 1 

.) 

Fl"' J 

x.*k. }, 

vi <o}=

-k.+1z -k.
= z + "- v  

k 

B2
= B_, 

c. 

Si T es semi complementaria, Bl n B_, = �j h l
B1 B·=· . ._ 

entonces se cumple 

= -

* X.k 
=

"-k. 
=

Si X.k

Si -�
k. 

-1CTB B_> 'Yl 1 i::'. 

-k

{ 
yi rnin / i E: -v. l

{ * 1u�·1 J rnin 
"- ¡.( 

l 

� J 

1u�·1 

Bl

} 

= J er,tor1ces 
Tv:T' J 

¡ü�·, 

v. 
' l 

-k+l' z 

Bl

x.* = < .) entonces 
k. Tvl"'J 
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-k.
= z

= Bl'

B
l 

= 

B_, = 

-k
Yt

= 

-v
t

+ X. ¡.'-v 

B.-. 
·-=-

= 

Bi u

B.-. 
c. 

u 

B.-. 

., t �I r 

i l�

u il>

� Bl

\ i j >

u B2



OB3ERVACJ.ONES 

1) Bajo las hipbtesis del presente pirrafo el 2lgor1trn,:, ele

DANTZ I G y COTTLE es f i ·rii to ein sentido propio. l ocios

puntos de iteraci6n i
k son soluciones bisic2s asociadas �

bases de T de la forma T que son complementarias o

B 1 Be: 

semicomplementarias. T8 8_
es exactamente complementaria

1 e 

si 1 1 '6 6pt1·r,1c"' lf k-l 
de P d · 'bl a so uci n � � k-l es a mis1 e para Q.

E t 1 k *' l-<.-1 n es·e caso se cump e : x = � , I<x k) = B�, de acuero::. 

do con la demostraci6n precedente y los vectores 

a i, i e B2 son linea 1 mer,te i ndeper,d i entes. Po:,r cons i g u i e!:!

te { k-1 es n,:, d d . d i, k-1 egenera a siempre y cuan o �  es adm1si-

ble para Q, y las hip6tesis del teorema 5. 1 se cumplen. 

En consecuencia el algoritmo conduce en •.tr, ,. numero f ir, i t ,:, 

de iteraciones a una soluci6n 6ptima de Q y cada iteraci6n 

requiere de un nómero finito de iteraciones. 

2) Como el algoritmo SIMPLEX, el algoritmo de DANTZIG y

COTTLE se deja ejecutar, usando una tabla que representa

.¡¡.
el sistema : Tz = b ,

T 

- p ), y el algoritmo

se distingue del algoritmo SIMPLEX s6lo en las reglas de 

selecci6n oar2 el cambio de b2se. 

3) La ba!5e j n 1 c i a 1 
·r B B s2 puede ,:,bt er,er corno '=• i g •.te 

1 2 

s� determina una base admisible A
8 

de Ax S b. Si 
� .-. 

8. 
1 = i 1 ' e' . . .  

1 :,, r

.::. 
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5.2.2: Ejernpl,:¿ pe1.rc1. el a.J.gor_i_trn,:, de QANTZI_§ Y... COTTLE: 

El 

Los 

1,1··�ble:-m2 .•

datos_: 

mi ·1·, 

Tabla de datos 

1 1 

1 (l 

1 3 

(T, b) = -1 o 

(1 -1 

4 (l 

o 2

·=·

2x'1

X• 

X 
J 

x,
- x

l 

T 

A
T 

b
T 

'11 

1 

o 

o 

o 

(1 

o 

o 

+ 
z: 

){ e� 
...

+ X,::, � 
L-

:s::

+ 7 ux2
.. �
� 

- X-, �

[: 
I= 

o 

(
1 1 

= 

1 (l 

·- (8, E,,

(1 ... ,c. /17 ....., 

o (l

1 o 

o 1 

o o 

o o 

(1 o 

ü o 

1 T T 
't8.>< -· i,(l X.:::, 

r� -::-X Cx + }-:- !-.. 

l. ,_ ¿ 

E, 

íB 

o, 

o 

:T] b = 
(-: J 

1 -1 <) 

J e (
4 (1 

3 o -1 ' o 2

18, o, o, 48, 41) ·,

'14 '15 Y1
,V 

' -. ,·_ Y3 Y4 Y5 

o o o (l o o o

o o n o (l o o 

'.) (l o o t) o o 

1 o o (l o o o

o 1 n (l o o (l 

o o 1 1 1 -1 o 

o (¡ 1 (¡ ? ...., :) -1

J 

8 

6 

18 

o 

o 

'+8 

40 

Determinar una base complementaria T =on la soluci6n 
B1B2 

bL 
. . 

d (¡ O O' t 1 0 > ( as1ca asocia a ,x ,Y ,u ,, a que y _ J. 

Elegimos la soluci6n básica xº 
= CO,O) T 

o Ent or,ces y = b Ax
º

= b � o 

Corno y
0 > O 
i i = 1,2,3

oy i = O , i = 4, 5.
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E ) 1::, �J j r,1,:, s : 8, = 
) 1.2,3r B.-. = � 4, 5 r· Obt enem,:,s 

e:. B1 B·=· ,_

ª1 ()(2 �.J. 
�--, 

:.:. �-.J 
r !t r�--:

l. 1 1 o o o o l 
1 o o 1 o o (l 

1 
T 

1 3 o o J. l)

B! B�. ... i ) o o o ,., (• 'J 

ú -1 o o o o (l 

4 o t) o () -1 ú

o .-,
c. o o o o -1

T es en realidad una base, puesto que sus filas son L. I81 82 

Se cumple: o u4 = - 48, 

Primera iteraci6n 

o 
l.l

C' 
= - 40 

...., 

La base T8 8 es complementaria. 
1 2 

(J u.,, � "" r11 l l'r � --46, -i¡.(l � = ...., 48 

Tenernos �ue resolve�: 

1 1 1 

1 ü o 

1 3 o

-1 o o 

o -1 o 

4 (, o 

o 2 o 

T B l.: v -- ··· � 
1 12 

4 

o o o o 

1 o o o

o 1 o o 

o o o o 

o (1 o o 

o o -� o 

(> (l o -1

Sol 1_¡,-: i 6··, T 

(1, 0,-1,-:i.,-1, 4·, <.,) . ., -·
. ' 

C2. l :::u ·�2.r,1,:,::.; 

e, 
* y 

o= u4

6 

V 1 l
v2
Y -;, 

,j = Íf 

o 

(l 

o -· 
v

-4 
-1

Y
e::-

o 

VE,
v7 (1 

>,..l. 
= mi n (

-; 

l 

i 
I j € { 

Y
:i. 

� í1 j_ l'I B. ' v. { o = 
::::.,-, - 'I. J l .. 

.L 

b E, u� ) Y-=·
rn i n � 6 ,_ l .-. 

= 

1' 1' -1
- .. ·- --v4
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>-.1 

48 
¡¡--

-· 1 E:,

= rnin {-
\. 

o 
1 ._\ 1 

J
1' 

* 1 "1'' 

>-. .. 'Tv;.¡ 
= E, = 

X.1 � "E, i 

====;, Bl 
. = B. u .¿ . > \ � l? - �1,2,3r u � L, r \ �2� = i1�3�L· 

r. • .) 1 
) 

r· . '\2· -- B
2 

-- ; '+ C:7 > 'I'' ' d , 

La base T8 B es semicamplementaria
1 2 

B . n B _ === J ·i L. = J 4 · . ..
l i::'. ") •,• ( ..., f I 

, -· ·=· ,.,,,. :..:, u 4, -· L. p;.;.. L..' i 

Tenemos que resolver ios sistemas: T8 B 
z = b 

,., - .::. 

1 1 1 o o (J o l
1 o o o o (1 o 1

T 
1 3 o 1 () (, o 1

B1 B.-. -· 1 (! o o 1 o o .::. 

o -1 o o o o o

4 (i (l o (>
• 

- .. <)

o 2 o o () o -1

Los sistemas son: 
sol. ... . 

+ + B E, 
. 

+ + 

x1 X.-, Yt
= xl

= . v1
v

2 
v3. 

,::.
. . 

e� o . 
>: 1

= X.-, = 
. V . 1 .::. 
. . 

+ 3x.:.:, + 18 ·=· . 
+ 3v.-

+v .
xl y.,

= 

yl 
= 

. v.·-
. .::, . l ¿ 't

L. . 
-xl 

+ Y4 = o Y3 = 12 . -vl
+ V

e-. . 
;_> f, . 

".-. = y - . -v·:). 
4 . 

c. . L-. 
4x 1

413 -E::+ 
. 4v, -

u,+
::::: ll4 = . -v5. . 

e:><.-, 40 -'�º . ·=·v-uc- = Ur: 
= . -v7. 

&:.. 2 .:: ....! ,J . 

i! 

� X..-.. = + 00 ( pues n.::, existe V o 
i 
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= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

1'8 B V -- -r.-.

1 . ·:, .::. 

o 

o 

o 

(> 

(l 

- ·-

-1 

(> 

. ;e,: .. 

vl 
- o

V ....... e:. 
= o 

v3 = o 

V L� 
= (> 

Vr: 
= o 

V
E, 

= 1 

v7 = o



I u'• 1 2L.t· 
E:4 ... A.=, 21i· 

TvZT 
= -1- = = 

'-· 

--. B : = B -- i 1, 3, '+ ?l. 

B ... : 
,-. 

- 82 u il? \ ij r = i t+, s r u �2� \ � '+ r -· J ,•', �- 1 
'I o::., ,.J ( 

Ter'...�era it2raci6n: 

TE: T.¡ 
es r: :,rn p 1 erneY-,t aria 

1 -.-.o:.

1 enr,1,:,!; C; Ut? res,:,lver TB B_z = b
l. ;:·

SE.- cur,1p 1 e 

1 1 :í. o o () o 

1 o o o o o o 

T 
1 3 (l 1 o o 

B1 B.-. -1 o o (l 1 o o o:.

o -1 (1 o o o (1 

4 (l (> o o 1 o 

o ·=· ... o (1 o o -1

El sistema es 

s,:, l uc j, 6r, 

Y.1 
+ X.-, ·r Y1

= 8 xl 
=

xl
= E, X.-, 

= 

. , + 3x + Y3 = 18 y = 2 ,, 
l ·;, 1 L. 

-:{ 
l 

+ Y4 = o Y-, = J ,.,.e 

-x-. = (l y L¡
-·

4" 
"1

+ '-'2 = 48 l.l
2 

= 24 

2x.:.:, -u
c, 
,.J 

= 40 l.lc-
,.J 

=- -L¡ (1 

uc.- - -40 o � j -

TeY-•1:rnos n• .. •e 9.. resc,ver el sistema

TB B_v -· ·-(1 = - -. 
e:· 

1 .. 

vl Y .. -, V� v4 v r= V
E, 

v
-, So:,.'·.tci6n T e � = 

l )o, 1, -1, -3, o, o, .... 
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{ 
yl Y, 

} { } 
• ¡ 

2 1 .-. J ..., .::. .-. 
>--� = rnin --v �' 

= rn in
1' 

= c. =

-v 7' -,· ,., 
,.J -+ 

l 1t5 I .!t-0 20
� 

= 
·=,... _

===;, >..., = 2 = )...:
'-1 

� 81:
B u �-n· il� = �1,3,..,.� u �5� \ � 1 �- \ 

l 

===;, B .• ,:
.:-. 

= B .. , 
,:: 

= � 2, 5 �

La base T . es sernic,:,rnplernentar.i.?.B1E.-. 
,:_ 

:,e c.·uri;p l. e

1

1 

T 1
= 

B1 B.-, -1c. 

o 

4 

o 

Tenemos que resover :

El sistema es 

>< 1
+ X.-,

c.
+ = 8

>< 1
= E,

x
l 

-;- 3><.-. + Y-
= 18

� 

-- )( 1
+ Y4

·- ()
-x.

e
+ Y5 ·- o

f.t X 
1 

+ •.l.-, c. 
= 48

·=· �< 1- .. , 2 -•.15 = 41) 

1 o o (l ,) o 

o o
·, (l ;J o '·' 

3 1 (, (1 ú o 

i) o o 0 o 

-1 o (, 1 �) o 

o o ú o i o 

......
o (· (' ¡) -1c. _, ·'

Y T V = 'V 

B (1
.• '1

1 .-. " c. 

s,:, l uc ilJn

x
l 

= 

X.-, = 

Y, = 
...,

y = (.;
4 

Y5 = r 

U.-, 
,:, 

= i!'�

u5 = ·- •'.E,
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vl 
+ v.-. = o 

v:l
= o 

V = ( o, o, o, O, O, --1 , 1) 
v1 

+ 3Y.-, + V� -

.:, -
vl 

+ v4 = (l 
A.4 

-· + 00 

-·v2 
+ vr: 

-- (> 
I Uc- 1 ...., 

36 4v1 -1
..., 3E, + V

E, 
= 

� 
= -1- = 

2v2 
- v7 -- -1

==;> ;,..A 
= 36 

==;> Bl:
- B

l 
= �3,'+,5)> 

==;> B.-.: = B.-. u � l)> \ � j r = �2, s r u � 1 r \ � 5 r = � 1, 2 rc. c. 

Quinta iteraci6n: 

T B1B2 
es c,:,rnp 1 erner,t aria

1 1 (> o o (> (l 

1 o o o ú o o 

T 1 3 1 o o o (l

B1B2 -1 o o 1 o o o

o -1 o o 1 o o 

4 () o o o 1 1

o 2 (1 (l o 1 o

Tenernos que resc,ver 

TB B_z = b 

1 e: 

sc,1 uci6r, 

xl 
+ X.-, = 8 xl

= 

xl
= f:, x .....

= 
.-. 

xl + 3x.=, + y 7 
..., 

= 18 Y3 
= 

-xl 
+ Y4 

= (l Y4 
- E, 

-x·=· + Y5 = (l Y5 :::; 
.-. 

' -

4x1 
+ 

1.11
+ '-'·=· = 48 

'-\ 
= 36 

2x_ 
·-·
L. 

+ 

1..11 
= 40 

1.12 
= -1E:

==;> 1.12 
= 12 ( o ==;> j = 2 
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vl 
+ v.-. = o 

v:l
= o 

V = ( o, o, o, O, O, --1 , 1) 
v1 

+ 3Y.-, + V� -

.:, -
vl 

+ v4 = (l 
A.4 

-· + 00 

-·v2 
+ vr: 

-- (> 
I Uc- 1 ...., 

36 4v1 -1
..., 3E, + V

E, 
= 

� 
= -1- = 

2v2 
- v7 -- -1

==;> ;,..A 
= 36 

==;> Bl:
- B

l 
= �3,'+,5)> 

==;> B.-.: = B.-. u � l)> \ � j r = �2, s r u � 1 r \ � 5 r = � 1, 2 rc. c. 

Quinta iteraci6n: 

T B1B2 
es c,:,rnp 1 erner,t aria

1 1 (> o o (> (l 

1 o o o ú o o 

T 1 3 1 o o o (l

B1B2 -1 o o 1 o o o

o -1 o o 1 o o 

4 () o o o 1 1

o 2 (1 (l o 1 o

Tenernos que resc,ver 

TB B_z = b 

1 e: 

sc,1 uci6r, 

xl 
+ X.-, = 8 xl

= 

xl
= f:, x .....

= 
.-. 

xl + 3x.=, + y 7 
..., 

= 18 Y3 
= 

-xl 
+ Y4 

= (l Y4 
- E, 

-x·=· + Y5 = (l Y5 :::; 
.-. 

' -

4x1 
+ 

1.11
+ '-'·=· = 48 

'-\ 
= 36 

2x_ 
·-·
L. 

+ 

1..11 
= 40 

1.12 
= -1E:

==;> 1.12 
= 12 ( o ==;> j = 2 
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L,:, represel',t arn,:,s c,:,rnc, sigue

... 
.. ·=· 

L... 

Y.-. 
c. 

Y� 
..:, 

y 4 Y
5 

u
l 

x
l 

1 o o o ü o 
. 

GJ. 

(l 1 o o (1 o l. E, 

3 o 1 o (1 o 1 18

o o o 1 o •) -1 o

-1 o o o 1 •) o o 

o o o o o 1 4 48 

2 o o o o 1 o 4.(l

1 o ('·' (l (i (l 1 o 
...) 

o 1 o o o (l 1 E, 

!) o 1 (1 o o -2 -E, 

(i 1:> (; 1 o o -1 (l 

(l o (l o 1 o 1 8 

o o o (l o 1 4 48 

o o o o o 1
..... 

-,::. 24 

-E, -24

x
l 

= 4 

X.-, = 4 

X� = 2x1
- E, = 

y'+ 
:::: x

l 
= '+ 

Y5
= - x

l 
+ 8 = 4 

Y.-. = - x
l 

+ 6 = 
.-. 

'-' 
1

= - 4x
1 

+ 48 -· 7·=· �, ..... � o

La sol•.tci6n ar.tu.::� 1 es 6ptirna 

* 

(4,4)
T 

X --
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CAPITULO VI 

APLICACIONES 

6.1.- UN PROBLEMA DE PORTAFOLIO 

Un inversionista desea formar un portafolio de valores, 

haciendo una selecci6n en adecuadas proporciones entre n 

diferentes valores (acciones, obligaciones, bonos etc. 

Asumimos que la tasa de retorno del i-�simo tipo de 

valor tiene una distribuci6n probabilística �on esperanza µ. 
l 

. 2 y var 1anza cr ..• 
l ¡ 

La varianza es una medida para el riesgo que la tasa de 

retorno realizada se desvíe de la tasa esperadA de -�torno, 

esto es: Un valor i co:,n una alta variar,za a�., de la tasa l l 
de

retorno,es riesgo�o. Para llegar a una razonable estimaci6n

de la tasa de retorno, consideramos lo siguiente: 

Asumimos que se dispone de datos hist6ricos sob�e el 

precio y el dividendo de los diferentes valores para m a�os. 

113 



D�f1namos l� tasa de retorno r. (kl del j-6s1mo valor en
J 

e 1 ¿"\i'ic. k pe,¡· : 

p . ( :, )..J 
p .(k-1) 

.] 
+ d . ( k)

clondP- p. (k) 
J 

r. (11.) 
.) p.(k-1) 

.) 

es e 1 precio p-;·,:.ri",ed i o en e 1

los divid1.:::ndos recibidos en el af'i,:, h.. 

·, 

a�c, k y e ' 1:. J 
.) 

µ.dela t2sa de retorno del j-�si�o va:or . 
.) 

µ . 
.) 

b) Promedio geomltrico:

1 

m [ k= 1 
r .í�l.)

.] 

[ J m
µ .  = JT (1 + r .(k)

.) k=l .J 
- 1

Eligiendc una de estas dos estimacionesµ. podemos medir 
.) 

1 a v ¿. r i a Y-1 za 
.. , 
e 

a . como sigue:
.J 

2 1 m 
[ cr .  = - [ r.(\d

.J m k= 1 .J 

Para cada (i,j) la covarianza a . .  es estimada por 1.) 

1 rn 
[ a . .  = - L r .(k) lJ 

m k=l 1

a . . mide la correlaci6n entre las tas� de retorno de los 1 .] 

valores i y j. Una covarianza positiva a . .  l.) ir1dica que las

tasas de retorno de los valores i y j 

-ba.jar conj•.1Y1tamente.

tienden a subir o 

Una buena regla para un inversionista racional es : 

No concentrAl' las inversiones en un conjunta de valores que 

tienen la tendencia de moverse todos en la misma direcci6n. 



Es aco(,sej ctbl e diversificar el port. a fo 1 i ,:, cor, 

objetivo clE! rE:·ducir t?.l riEisgo, aún sacrificc1nd,:, �1c\i··cialrnento 

p) retorne,.

La medici6n de las varianzas a .. nos permite
l .J 

2,cercarr,,:,s 

a la diversificaci6n requerida. 

Es razonabe asumir que un i ·nvers ion 1 st z,, ,:.,bserve las 

siguientes reglas, que s,:,n er, l:ierco rii,:,d,:, eq,.livalente:-.. 

il Entre rliferentes valores con la misma tasa de �etorno el 

inversionista prefiere el valor con la mínima varianza. 

ii) Entre diferentes valores con la misma varianza el inver-

sicni7�� pr�f�rir, �l v�lor con la m,xima tasa de retor-

y,c,. 

Sea K el capital a invertir en el portafolio, x, la pro
.J 

porci6� de K a  invertir en el valor j. 

e: -� - <cr. l 
l.J

es la matriz de covarianza, entonces x
T

Sx 

es una a�ecuada medida para la decisi6n x = ( >' l , X.-, , • • • , X ) • 
,:. r, 

Es razcnable, buscar un vector de decisi6n x, que minimi 

ze "el riesgo" 
T 

x Sx , baje:, la condici6n qu� el de 

las esperanzas de las té\sas de t·et,:,rno 1·,,:. sea mer,or que ur;a 

cota µ. �sto nos conduce al siguiente programa cu&dritico. 

ri1i n x
T

Sx

-, 

L µ .X .

j=l j .)

X 

j'-·l .) 

)( � 
.) 
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6.2. UN ALGORITMO PARA RESOLVER EL PROBLEMA DEL REGULDOR 

LINEAL CON DOMINIOS DE CONTROL Y DE ESTADO 

E 1 pr,:,b l. erna : 

rnir1 y(T)TSy<T) + f
o

[y(t) TQ(t)y(t) + µ(t)
TR(t)µ(t)Jdt 

x<t> = A<t>x<t> + B(t)µ(t) 

y(t) = H(t)x(t) 

>< (o) 
C• 

= >< 

µ(t) E: u X(t) E: X, � t E: [0,TJ 

x(t) E: M, y(t) E: N 

Hip6tesis 

y(t) E: [R m , l µ(t) E: IR 

[ y ( t ) se 11 ar11a uec t or de medida, >< ( t ) uec t or de es Lado. 

µ(t) uector de control] 

Q(t) = Q(t) T � Ü R(t) = R(t)T ) O 

Q(t), R<t> son seccionalrnente continuas en [0,TJ 

- A(t), B(t), H(t) son continuas en [0,TJ

OBSERVACIONES:

Considerarnos aquí s6lo los casos frecuentes, donde 

U= n -COI.,�.] 6 dor-1de LJ es Un poliedr,:,. 
i=l l l 

Consideramos para el conjunto de estados solamente los 

casos: 
Y-1 

X= TI [a.,b.J 6 X= IR n 

i=l l l 
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El vector de control µ(tl debe ser seccionalmente conti-

r-1 ua. 

6. 2.1: UNA DISCRETIZACION DEL PROBLEMA 

Elegimos una partici6n 

O = t _ < t 1 < • • • < tN = T del ir1terval,:, [O, TJ
,_, 

Admitimos s6lo controles µ(tl de la forma: 

µ(t) = µ. € u ,
1 

'<t t E: Et. l' t . J , i = 1, 2, ••• , N 
1- 1 

Consideramos las siguientes funciones bisicas 

V. (t) - { l
, 

J - o, 

t.1:s;tst.
J- J 

er-1 ,:,t ro caso 

Se cumple 

v. (tlv.(tl = 

1 .) 

Jv. (t)v. (t)dt 
1 J 

{ 

Por cc,r1s i g u i ente 

[O, TJ. 

o si i -;,t. j

V . ( t) si i j J 

{ 
o si 

t. t . 
1

si 
J J-

las funciones v. (t) 
J 

',;/ t E: EO,TJ 

i -;,t. 

i = j 

son ort c,gc,na 1 es 

(X) 

sc,bre 

La funci6n de control <x> se deja representar entonces como: 

µ(t) = [ V .(t)µ. 
j=l .) .) 

Si V< t) = < v l < t > I l' v 
2 

< t l I l' ... , v N < t > I l) 

entonces <xxl se deja escribir como: 

117 

(xx)



µ(t) == V(t)µ 

Sustituyendo (*) en la ecuaci6n diferencial se obtiene: 

x(t) = A<t)x(t) + B<t)V(t)µ 

Si w<t,O) es la soluci6n de la ecuaci6n matricial 

>< == Ax x(O) = I 

entonces la soluci6n de <**> se deja representar como: 

t 

x<t> = �<t,O>x<O> + ( J
0

w<t,s)B<s>V<s)dsJµ ( '*º**) 

Escribimos <***) como: 

x(t) = )((t)x(O) + X'(t)µ ( +) 

Las matrices X'(t), X'(t) son continuas en [0,TJ 

De (+) se obtiene: 

y(t) = H(t))((t)x(O) + HCt)X'(t)µ 

= Y<t>x<O> + Y<t>µ (++) 

Sustituimos (+), (++) y (*) en la funci6n objetivo : 

Z(µ(t)) = Z<µ,x(O)) = (Y<T)x(O) + Y(T> µ) TS(Y(T> x(O) + Y<T)µ)

+ (Y(t)x(O) + Y(t)µ)TQ(t)(Y(t)x(O) + Y(t)µ)dtJT
"' "' 

Obt er,emos: 

Z ( µ, X ( 0) ) = X ( ()) T Z ( 0) X ( 0) + 2µ T {YX ( (>) 

T 
+ µ [Z(s) + Z(Q) + Z(R)Jµ, 

donde: 
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ZIQI = s: Yltl�ltlYltl dt

T 

Z<R> = J
0 

vct> TR<t>V<t> dt 

OBSERVACIONES: 

Las m a t r i ces Z ( O ) , (1, Z ( s ) , Z ( Q ) , Z ( R ) se d e j a n ca 1 e 1.1 1 ar 

amalíticamente o aproximar num6ricamente. 

- La matrices Z(O), Z(s), Z(Q) y Z(R) son sim6tricas.

6.2.2: LA SOLUCION DEL PROBLEMA APROXIMADO 

rna 

Consideremos algunos casos especiales del problema 

En este caso el problema aproximado se reduce al progra-

J Nm l min 1 ,<u> /u€� r 

Record ern,:,s 

como �(u) es convexa (estrictamente convexa), se obtiene las 

soluciones de (*) resolviendo el sistema: 

2(1x(O) + 2(Z(O)+ Z(Q) + Z(R))u = O 

S i  D = Z(s) + Z(Q) + Z<R> > o, entonces este sistema tiene 

una ónica soluci6n 

* -1 
u = - D {1x (0) 
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< 2) X = [Rn U es Ul'1 poliedro 

M = [R r, 

S l. •• = TI ,_1
k. 

, , t - , t ......, k t- "k. 
- . , V • 

k.=1 

entonces el problema aproximado es el siguiente programa pr� 

grama cuadr.ático convexo: 

min � �(u) I u€ P� ( +) 

Los diferentes m,todos que hemos analizado en el presente 

trabajo permiten resolver este problema. 

U es ur, poliedro 

Las condiciones finales tienen la forma 

y. (T) � b.
J J

En este case, se adicionan al prograr11a cuadr.átic,:, 

restricciones lineales 

y .(T> = (Y<T)x(O) + Y<T)u) . � O 
J J 

para determinados índices k.,j. 

6.2.3 : EJEMPLO 

Considere el siguiente problema del Regulador Lineal 

4 

mir, I [x� (t)
o 

+ x�(t) + x2 (t)Jdt
c.

>< 1 
= x ..... x1 

(o) = 1 

)( �-. = u(t) x�.<O) = -1 
c. 

( +) las 

Aplicar el mltodo directo que conduce a una funci6n 

cuadr,tica para N = 5 
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SDLUCION: 

Tenernos . [O,TJ = [O, 4J . 

Partici6n t = o, tl e, 

t .-
= 2. 4, t4 

V(t) E'. M<l,5) 

A< t > [ 
o 1

J ' B(t) = =o o

R(t) = [1 J' s = o, H(t) 

= 

= 

[ 
o

1 

= 

o. 8,

7 ·=·
...., . L...' 

J 

[ 
1 
o 

t.-. 
c. 

te, 
...., 

Q(t) 

o 

] 1 

= l. E,

= 4 = tN 

[ 
1 o 

J '= o 1 

Sea i(t,s) la matriz fundamental caracteriza da por 

i < t, s) = A ( t ) i C t, s > , i < s, s) = I 

Calculamos las matrices 
"' "' 

X<t>, XCt), Y(t), Y(t) ,Z<O), �' D <n,.1méricarnente)

Tenern,:,s : 

i C t, s > = [ �> 1-s ] , X(t) = i(t,O) = [ (�) 
1] = Y(t)

X<t> = J�i(t,s)B(s)V(s)ds = i(t,o>J�w-l <s,O)B(s)V(s)ds 
u u 

X < t) = Y<t> = 
[ 

l
o 

Para O� t < 0.8 : V(s) = (1,0,0,0,0) 

X<t> = Y<t> = [ t2

�
2 o

o
o

o 

o

o 

Para 0.8 � t < 1.5: V<s> = <o,1,0,o,o> 

[ -O. 32+0. Bt X<t> = YCt> = 0.8 
t2 1 2-0.Bt+0.32

t-0.8 
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SDLUCION: 

Tenernos . [O,TJ = [O, 4J . 

Partici6n t = o, tl e, 

t .-
= 2. 4, t4 

V(t) E'. M<l,5) 

A< t > [ 
o 1

J ' B(t) = =o o

R(t) = [1 J' s = o, H(t) 

= 

= 

[ 
o

1 

= 

o. 8,

7 ·=·
...., . L...' 

J 

[ 
1 
o 

t.-. 
c. 

te, 
...., 

Q(t) 

o 

] 1 

= l. E,

= 4 = tN 

[ 
1 o 

J '= o 1 

Sea i(t,s) la matriz fundamental caracteriza da por 

i < t, s) = A ( t ) i C t, s > , i < s, s) = I 

Calculamos las matrices 
"' "' 

X<t>, XCt), Y(t), Y(t) ,Z<O), �' D <n,.1méricarnente)

Tenern,:,s : 

i C t, s > = [ �> 1-s ] , X(t) = i(t,O) = [ (�) 
1] = Y(t)

X<t> = J�i(t,s)B(s)V(s)ds = i(t,o>J�w-l <s,O)B(s)V(s)ds 
u u 

X < t) = Y<t> = 
[ 

l
o 

Para O� t < 0.8 : V(s) = (1,0,0,0,0) 

X<t> = Y<t> = [ t2

�
2 o

o
o

o 

o

o 

Para 0.8 � t < 1.5: V<s> = <o,1,0,o,o> 

[ -O. 32+0. Bt X<t> = YCt> = 0.8 
t2 1 2-0.Bt+0.32

t-0.8 
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(, ·-

(31 
+ {,.-, +

CALCULO DE D: 

f,�...., 
+ 

'14 
+ (,,;; 

..J 

= 

[

12. 5182 l
7.7552 

= 5.3532 
2. '-t·'3E.
0.558'3

[ 
5. 2(>53 17. 7235]
-:: 1573 1

�:;;;; 

._.,. 

1.E.213
0.5'373 ..:, . U'3.:,..:, 
0.0853 O.E,442

4 

D = J_[X(t)TX(t) + V(t)TV(t)Jdt
u 

0.'3870 
(l 

o 

(l 

[J
0.8 

º1 
= _ [X(t)TX(t) + V(t)TV(t)Jdt = o o 

() o o 

o o 

[º· BE.698 0.32427 

J
l. E, 0.32427 0.7'35'3 

D2
= [X(t)TX(t)+V(t)TV(t)Jdt = o o 

0.8 o o 

o o 

¡

1- 85002 l. 1 '34E,E, 4. 1 lE,48 o 

º] 
l. 1 '3466 -1.5'3052 0.32427 o

'? 
º� = 4. 11648 0.32427 o. '38704 o u 

.:, 
o o o o o 

o o o o o 

[

3. 4BB42 2.50538 1.52234 0.4335 

º] 
2. 5(>538 1.85002 l. 1 '34E,E, 0.37888 o 

D
4 

= 1 c-,-,.-.�4 l. 1 '3466 O. 8E,E,'38 0.32427 o • -Je.a::.� 

<). 4335 0.37888 0.32427 0.'38704 o 

o o o o o 
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[

5.78218 4.47145 
4.47145 3.48842 

D
e-

= 3. 15074 2. 5(>538

l 8C-(J(¡·=· 1. 52E:2;t+• • t...J - - L 

0.48811 0.4335 

D = 

º1 
+ º--, + º- + 04 ..;, 

[

12. '3746 8.49577 
8.49577 4.54372 

= 

�-�:=�� 
4.02431 
1.90122 c. c. ,.::,'-'e 

0.48811 0.4335 

Luego ter-,emos: 

?...., . 15074 
2.50538 
1.85002 
l. 1 9455
0.3788 

+ D
e-

= 

...J 

8.79955 
4.02431 
3.70404 
1.51893 
0.3788 

1.85002 
1. 52231.t
l. 1 g45E,
O. 85598
0.32427

2.28352 

1.90122 
1.51893 
1.85402 
0.32427 

o. 48811l
0.4335
0.3788
() ?·=·4·=·7 
- • WL- L... 

0.'38704 

o. 48811 l
0.4335
0.3788
n 7 ·=·4--=-7 .. .  1-JL.. � 

0.98704 

,J,(u) = Z(x(O),u) = x(O)
T

Z(O)x(O) + 2u
T

�x(0) + u
T

Du 

Resolvemos: 

A esta programa cuadritico adicionamos las siguientes 

restricciones lineales: 

xk <T> = (X(T)x(O) + X(T)u)
I-<. 

� o

y .  (T) = (Y<T)x(O) + Y(T)u) � 
j 

para determinados índices k, j. 
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