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Resumen

En el presente trabajo se ha estudiado las ecuaciones a las que llamaremos curvas

elipticas, estas son de la forma
y2 + a2y + azy = z3 + a2x2 + a4 + ag

con ap,as,as,ays,as € K (cuerpo) y sin puntos singulares, ecuacién que también
recibe el nombre de ecuacion de Weierstrass. Trabajando sobre un cuerpo de carac-

teristica diferente de 2 y 3, dicha ecuacién toma la forma reducida
y*=2°+ Az + BconA, B € K.

Definiendo la operacion de adicion de puntos de una curva eliptica, como la re-
flexion sobre el eje x del punto de intersecciéon que se obtiene al trazar una recta
sobre los dos puntos que deseamos adicionar, veremos que el conjunto de puntos
(z,y) € K x K que cumplan con la ecuacién anterior y agregandolé un punto que
denotamos por O posee la estructura de grupo abeliano, la prueba de ello no es
complicada de ver, a excepcién posiblemente de la asociatividad a la que dedicare-
mos una seccién completa en este trabajo. El espacio proyectivo bidimensional P%-
juega un papel importante en el estudio de las curvas elipticas, debido a que existe
una identificaciéon entre los puntos del plano afin y los puntos finitos del espacio

proyectivo.

Se demuestra que el conjunto de puntos racionales de una curva eliptica F(Q),
puede ser generada apartir de rectas tangentes y secantes trazadas desde un con-
junto finito de puntos racionales (finitamente generado), esto es conocido como el
teorema de Mordell-Weill. Esta prueba se deriva de dos resultados importantes como
son probar que F(Q)/2FE(Q) sea finito, donde tendremos en cuenta que el polinomio
p(x) = 23+ Az + B con A, B € Z puede ser descompuesto en Q 6 en una extension
finita de Q, a los que hemos denominado caso particular y caso general del teorema
de Mordell-Weill respectivamente, el otro resultado tiene que ver con el método del
descenso introducido por Fermat en 1640. El conjunto de puntos racionales puede
ser descrito como E(Q) = E(Q)rs @ Z" donde E(Q)yors es el subgrupo de torsion y

7" es la parte libre.
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Para determinar F(Q),s se utiliza el teorema de Lutz-Nagell, que nos propor-
ciona una lista finita de posibles puntos de torsién, esto serd complicado cuando
tenemos una lista grande. Felizmente Barry Mazur (1937) consiguié caracterizar to-
dos los subgrupos de torsion de una curva eliptica definida sobre Q. Nuestro interés
por determinar los subgrupos de torsién de una curva eliptica nos lleva a la siguiente
pregunta j Es posible encontrar un algoritmo similar al de Lutz-Nagell para calcular
los subgrupos de torsiéon de una curva eliptica definida sobre una extension finita
de Q?7, esto es sobre Q(i), es més podra ser posible encontrar una caracterizacién
definitiva de E(Q(7))tors (subgrupo de torsién de una curva eliptica sobre el cuerpo
gaussiano). La respuesta es si. En la parte final de este trabajo nos hemos avocado
a determinar el subgrupo de torsién de una curva eliptica sobre el cuerpo gaus-
siano, imitando el teorema de Lutz-Nagell para curvas elipticas definidas sobre Q,
al que llamaremos el teorema de Lutz-Nagell sobre el cuerpo gaussiano, demostra-
mos que si (x,y) € E(Q(7))rs entonces x,y € Zli], ademds si y # 0 tenemos que
y? | 4A3 + 27B? con A, B € Z[i]. La caracterizacién definitiva de E(Q(%))sors 108
lo dara el teorema de Kenku-Momose el cudl afirma que el subgrupo de torsién de
una curva eliptica sobre el cuerpo gaussiano es isomorfo a uno de los 26 grupos que
mencionaremos en este trabajo. Por otro lado, notemos que si P € E(Q),,s entonces
P € E(Q(%))tors, por tal motivo podemos ver una curva definida sobre los racionales
como si estuviese definida sobre el cuerpo gaussiano. Este estudio lo realizé anos
mas tarde en el 2005, Yasutsugu Fujita (1965) y caracterizé al conjunto E(Q(%))¢ors
para curvas definidas sobre los racionales como isomorfo a uno de los 20 grupos que

detallaremos en la parte final.
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Introduccion

El estudio de las ecuaciones diofanticas tiene una historia estrechamente relacio-
nada a la antigua Grecia, son llamadas asi en honor al matematico griego Diofanto
de Alejandria (200-290 A.C.) quién dedico su obra Aritmética, a la determinacién
de soluciones enteras o racionales, de ecuaciones algebraicas. Nuestro trabajo se

concentrard en estudiar ecuaciones del tipo
vV +avy+by+a2d+eat+de+e=0

cona,b,c,d, e € K. Estas ecuaciones reciben el nombre de curvas elipticas, ademas

si la caracteristica de K no es 2 ni 3, dicha ecuaciéon adopta la forma reducida.
v =23+ Az + Beon A, B € K.

En 1922 Louis Mordell (1988-1972) demostr6 que el conjunto de puntos racionales
de una curva eliptica es un grupo abeliano generado por un niimero finito de puntos
racionales, anos mas tarde, en 1928 André Weil (1906-1998) generaliz6 el teorema
a todos los cuerpos numericos. Como consecuencia de ello tenemos que todas las
soluciones racionales de una curva eliptica se dividen en dos partes, una parte de

torsién y una parte libre.
E(Q) = E(@)tors D Z".

Nosotros nos enfocaremos en la parte de torsion E(Q);s €l cudl consta de todos
los puntos racionales de orden finito. Usando como herramienta principal el teorema
dado por E. Lutz y T. Nagell, el cual es un algoritmo muy simple que nos permite
conocer una cantidad finita de los posibles puntos de torsiéon. Habiendo llegado a
este punto uno se hace la siguiente pregunta ;Sera posible de que algunos resultados
sean validos si trabajamos sobre el cuerpo gaussiano?, esto debido a que el cuer-
po gaussiano cumple muchas propiedades similares a las del cuerpo de los niimeros

racionales, para empezar el anillo de enteros gaussianos es un dominio euclidiano



por ende una dominio de factorizacién tnica, también posee una cantidad finita de
unidades, es mas los primos gaussianos tienen una estrecha relaciéon con los primos
enteros. A manera de motivacion veamos dos problema que involucren a las curvas
elipticas primero sobre el cuerpo de los niimeros racionales y luego sobre el cuerpo

gaussiano.
Motivacion para estudiar curvas sobre QQ

Para que valores enteros positivos de x la siguiente suma es un cuadrado perfec-

to
124922432 4. .. 4 o2
Esto equivale a encontrar las soluciones enteras positivas de

o w(r+1)(2x+1)
v 6

Una ecuacién de este tipo representa una curva eliptica. Para resolver esto usa-
remos el método de Diofanto el cual consiste en usar los puntos ya conocidos para
generar nuevos puntos. Empezaremos con los puntos (0,0) y (1,1). La recta que pasa
por esos puntos es y = x. Ahora veamos cuales son los puntos de interseccion , para

eso resolveremos la siguiente ecuacion:

1)(2 1 1 1

Ordenando la ecuacién tenemos
2 _
L A §x =0.

Como nosotros conocemos 2 soluciones: x = 0 y z = 1. Esto es debido a que las
raices son las primeras coordenadas de los puntos de interseccion entre la recta y la
curva. Nosotros también podemos conocer la tercera raiz ya que conocemos la suma
de raices de esta ecuacion:

3
0+1 =
+1l4+2 5

De aqui x = 1/2 y como y = z, tenemos que y = 1/2. Ahora escojamos un punto
(1/2,-1/2) que pertenece a la curva, esto es debido a que la curva es simétrica y

repetimos el mismo procedimiento usando los puntos (1/2,-1/2) y (1,1). La recta



que pasa por estos puntos es y = 3x — 2 y para hallar los puntos de interseccién

resolvemos ( ) )
z(x+1)(2x + 1
3z —2) = .
(32— 2) j
Ordenando la ecuacién tenemos
51
.Tg — 7.732 + . =0
De aqui como
! + 1+ ol
— r = —
2 2

Por lo tanto x = 24 y como y = 3z — 2, tenemos que y = 70. Esto significa que
124+ 22 + 3% + ... + 242 = 70°

Si nosotros repetimos el mismo procedimiento con el punto recién encontrado como
uno de nuestros puntos, nosotros encontraremos muchas soluciones racionales, sin

embargo esta es la Unica solucion entera aparte de la trivial x = 1.
Motivacién para estudiar curvas sobre Q(i)

Consideremos la ecuacién dioféntica
v =2u* — 1.

Esta ecuacién posee como soluciones enteras a (1, 1) y (13,239), haciendo un cambio

de variables
200 — 2 —4(v +1)
xr = s ’y =

u?2 u3

esta ecuacion se transforma en una curva eliptica
y? =148

donde las soluciones iniciales (1, 1) y (13,239) corresponden a los niimeros racionales

gaussianos
2(—1+4239) ,—4(239 +1)

(=24 2i,—4 — 4i), ( 3 ( 13 )




Capitulo 1

Teoria de cuerpos y teoria de

Galois

Los cuerpos son estructuras adecuados para plantear y resolver ecuaciones, de-
bido a sus propiedades de factorizacion y divisibilidad. Desde la época de los ba-
bilonios, los matematicos intentaban resolver ecuaciones cuadraticas, uno de sus

mayores logros fue demostrar que la ecuacion
z? — 2

no es soluble en el cuerpo de los racionales, ya que v/2 no pertenece a los nimeros
racionales. Pero lo interesante de esto es que existe un cuerpo en el cudl dicha ecua-
cion se puede resolver, llamado cuerpo de descomposicion, por ejemplo, el polinomio
p(z) = 22 — 2 € Qlx] tiene como cuerpo de descomposicién a Q(v/2) (esto quiere

decir el menor cuerpo que contiene todas las raices de p(z)).

1.1. Extensiones de cuerpos

Definicion 1.1.1. Decimos que el cuerpo E es una extension del cuerpo F', si F' es

un subcuerpo de E.
Denotaremos como E/F a la extensiéon E de F.
Definicién 1.1.2. Sea E una extension del cuerpo F.

1. Se dice que E es una extension finita de F', si E considerado como un espacio

vectorial sobre F' es de dimension finita.
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2. La dimension del espacio vectorial F' sobre E lo denotamos por [E : F| y lo

llamaremos grado de extension de E sobre F'.

Ejemplo 1.1.1. Sea Q(v/2) extensién del cuerpo Q, como Q(v/2) tiene base {1,/2}
como un Q- espacio vectorial, entonces [Q(v/2) : Q] = 2

Teorema 1.1. Si F' es una extension finita de N y N una extension finita de M,

entonces F' es una extension finita de M y se cumple que
[F': M]=[F: N][N : M]

Demostracion. Sea {uy,us,...uy,} una base de F' como un N- espacio vectorial y

{v1,v9,...v,} una base de N como un M- espacio vectorial. Afirmamos que
{Ui’l)j‘i = 1,2,...,m,j = 1,2,...,7?,}

es una base de F' como M- espacio vectorial. Veamos la prueba:

Sea u € F, entonces u = » ;" o;u; con oy € N, pero para cada ¢, tenemos que
. n

a; = Y5, Bijv;, entonces

m n

uw=>Y " By =Y Biuw;)

i=1 j=1
Ahora mostremos que son linealmente independientes. Supongamos que ) §;;(u;v;) =
0, entonces » ;" (37 Bijv;)u; = 0, como {w;} son linealmente independientes, te-
nemos que para cada i fijo se cumple > 1" | Bi;v; = 0, como {v;} son linealmente

independientes, tenemos [3;; = 0, para cada j, lo cual completaria la prueba. O

Definicién 1.1.3. Sea E una extension de F' y sean M y N subcuerpos de E tales
que son extensiones de F', la composicion de M y N que denotamos por M N, es el

subcuerpo mds pequeno de F que contiene a M y N.
Observaciones:
1. MN es la interseccion de todos los subcuerpos de E que contienen a M y N.
2. MN ={mn/m € M,n € N}

Ejemplo 1.1.2. Sea E = Q, M = Q(+v/2), N = Q(+/3) entonces MN = Q(+/2,V3).

Una forma de conseguir un cuerpo de extensién es adjuntarle elementos a dicho

cuerpo. De ahi la siguiente definicién.



Definicién 1.1.4. Sea E una extension de F' y {a;}ier un subconjunto de elementos

de E. Entonces F({a;}ier) es el subcuerpo mds pequeno de E que contiene a F y

{aitier.
Observaciones:
1. Si{a;tier = {a1,...,a,} es finito. Entonces
Flay,...,a,) = F(a)F(ag) -+ - F(ag).
Esto nos quiere decir que el orden en que adjuntemos los elementos no interesa.
2. Si{a;tier = {,...,a,}. Entonces
Flag,...,a,) = Flag,...,a,1)(an).
Lema 1.1. Sean E un cuerpo y R un dominio de integridad que es también un
espacio vectorial sobre E de dimension finita entonces R es un cuerpo

Demostracion. Sea r € R con r # 0y dimg(R) = m definimos el conjunto
M = {r,7* ...r"}conn > m.

Entonces M es un conjunto linealmente dependiente. Si > 1 j¢r* = 0 con ¢; € F
entonces existen algunos ¢; € E diferentes de cero. Sea ng € Z-o el menor de los
indices tal que ¢,, # 0 esto quiere decir que cp, 7™ + Cpor 1™ + ... cr™ = 0,

multiplicando por c;ol y como 7 # 0 tenemos que

n—no __
1+ Cp=1Crg 417 + ... CptCnl’ =0.

1

Por lo tanto tomando r— = —Cpi1Cno+1 — - .cnamnrn_”o_l tenemos la prueba del

lema. O]

1.2. Extensiones algebraicas

Definicion 1.2.1. Sea E una extension de F y sea o € E. Decimos que o es
algebraico sobre F si existe un polinomio no nulo p en Flx| tal que a es raiz de
p. Decimos que E es una extension algebraica de F 6 que la extension E/F es

algebraico, si para todo o € E es algebraico sobre F'.



Lema 1.2. Dada la extension E/F y a € E, son equivalentes:
1. « es algebraico sobre F'.
2. F(a)/F es finito.

3. Fla) = {f(a)/f € Flx]}.

Demostracion. 1) — 2) Como « € E es algebraico sobre F' entonces existe un
f(z) € F[z] irreductible, ménico y de grado minimo (con grad(f(z)) = n), tal que
f(a) = 0. Afirmé que {1,a,a? ...a" '} es una base de F(a) sobre F. Veamos
primero que es linealmente independiente, si Z:”;Ol c;at =0, ¢; € F yalgin ¢; # 0,
entonces « serfa una raiz del polinomio g(z) = Z?:_Ol c;z' lo cudl contradice la
minimalidad de n, por lo tanto es linealmente independiente. Para terminar con la

prueba necesitamos mostrar que
S=FE+FEa+ Ed® .. .Ea" ! = E(a)

claramente se puede ver que S C F(«) para probar la otra inclusién es suficiente mos-
trar que S es un cuerpo, se puede ver que S es un anillo con identidad, sea § # 0 € S
entonces (3 = Z;:Ol A, con \; € F, definamos el polinomio v(r) = Z;:Ol izt que
cumple que v(a) = 3 # 0, como f(z) es irreductible y no divide a v(x) tenemos
que f(x) y v(x) son primos entre si por lo tanto existen p(x),¢q(x) € F[x] tal que
p(z) f(x) 4+ g(x)v(x) = 1, de ahi que g(a)v(a) = 1 por lo tanto S es un cuerpo, con

lo cudl probariamos nuestra afirmacion.

2) — 3) Sabemos que E|a] C E(a)y como E(a)/E es finito, tenemos que E|a] es un
anillo que a la vez también es un espacio vectorial sobre F de dimension finita y por

el lema 1.1 tenemos que E[a] es un cuerpo, por lo tanto F(a) = {f(«)/f € E[z]}.

3) — 1) Como a~! € F(a) entonces existe un f(z) € Fl[z] tal que f(a) = 0,
definimos g(z) = = f(x) — 1 que cumple g(a) = 0, por lo tanto « es algebraico sobre
F. ]

Definicién 1.2.2. Sea o € E algebraico sobre F. El unico polinomio monico g €
Flx] generador del ideal J = {f € F[z] : f(o) = 0} de F[z] es llamado el polinomio

minimal de o sobre F'.



Teorema 1.2. Si a € E es algebraico sobre F' entonces el polinomio minimal g

sobre F' tiene las siguientes propiedades:
i) g es irreducible en Fz].
ii) Para f € F[z] tenemos que: f(a) =0 si y sdlo si g divide a f.
iii) g es el polinomio monico en F[x] de menor grado teniendo a o como raiz.
Demostracion. Consultar [9, pag 18] O]

Denotaremos al polinomio minimal de o sobre F' por m,(z)

Observaciones:
1. my(z) depende del cuerpo F'.
2. my(z) es de grado uno si y sélo si a € F.
Proposicién 1.1. Dada la extension E/F y o € E algebraico sobre F. Se cumple:

2

1. Si grad(me(x)) = d entonces {1,a,0?, ...,a%" '} es una base de F(a) como

un espacio vectorial sobre F'.
2. [F(a) : F] = grad(m(z))

3. Sea T : F(a) — F(a) definida por T(8) = afs. Entonces T' es una transfor-

macion lineal de I espacios vectoriales, y su polinomio minimal
mp(x) = my(x).
Prueba.-

1. Esto ya se vi6 en el lema 1.2.

2. Como la base tiene d elementos, entonces [F'(«) : F| = gr(mq(z)).

3. T(B1+ B2) = a(Bi + f2) = afy + afs = T(B1) + T(52)
T(cf) = ac = cT(F), con c € F.

O

Corolario 1.1. Sea ay,...,a, € E con F(o;)/F finito para cada i. Entonces
F(aq,...,a,)/F es finito.



Demostracion. Esto se desprende del lema 1.2 e induccién sobre n. [

Corolario 1.2. Si E = F({a;}ic1) con cada o; algebraico sobre F, entonces E/F

es algebraico.

Demostracion. Sea a € E, entonces « es una funcién racional de {«;}ier, asi en
particular « € F(ay,...,q,), para algin n, por el corolario 1.1 F(a,...,a,) es
finito, asi por la parte (1) del lema 1.2 « es algebraico sobre F. Por lo tanto E/F

es algebraico. O

Proposicion 1.2. Sea E una extension algebraica de F' y sea M un subcuerpo tal
que FF'C M C E. Entonces M es una extension algebraica de F' y E es una extension

algebraica de M.

Demostracion. Como E es una extension algebraica de F, todo elemento de F es
algebraico sobre F', y M C E entonces todo elemento de M es algebraico sobre F'
por lo tanto M es una extension algebraica de F'. De manera similar sea a € FE,
entonces « es una raiz de algin polinomio f(z) € Flz] y F[z] C M[z], asi « es raiz
de algin polinomio en M|[z| entonces a es algebraico sobre M por lo tanto R es

algebraico sobre M. O

Proposicién 1.3. Sea f(z) € F[x] un polinomio irreductible de grado d entonces

Flz]/{f(x)) es un cuerpo y un espacio vectorial sobre F de dimension d.

Demostracion. Empecemos probando que F[z|/{f(x)) es un espacio vectorial sobre

F' de dimensién d. Afirmamos que
S={1,z,. ..,z

es una base de Flz]/(f(z)). Veamos que lo genera sea g(z) € F[z|/(f(x)) en-
tonces existen ¢(x),r(xz) € Flx] tales que g(x) = f(z)q(z) + r(z) con r(x) = 0
6 grad(r(z)) < d por lo tanto

es una combinacion lineal de elementos de S. Ahora veamos que dicho conjun-
. . . -1  — _ 7 _
to es linealmente independiente, supongamos que ) :_; ;7" = h(zx) = 0 entonces

f(x)|h(z) lo cudl es imposible debido a que grad(h(x)) < grad(f(z)) por lo tanto

9



co=c¢ =...cq_1 = 0. Por otro lado sean g, h € F[z]/(f(x)) tales que g(x)h(z) = 0,
entonces f(z) divide a g(z)h(xz) como f(z) € F|x] es irreductible entonces f(z)
divide a g(x) 6 divide a h(z) esto quiere decir que g(z) = 0 6 h(x) = 0 entonces
Flz]/(f(z)) es un dominio de integridad que es un espacio vectorial sobre F' de

dimensién finita, por el lema 1.1 Fz]/(f(x)) es un cuerpo. O

Sea o € E' con E/F, definimos un homomorfimo de anillos:
—
—)
Lema 1.3. Sea a € F un elemento algebraico sobre F'. Entonces  induce

@« Fla]/(ma(x)) — F(a)
un isomomorfismo de cuerpos y de F- espacios vectoriales.

Demostracion. Sea

- Fla]/{ma(r))

fl@) — J(@) = f@)+ (ma(@))

la proyeccién candnica. Vamos a probar primero que @ esta bien definida. Sean
f(2),9(x) € Flz]/(ma(x)) tales que f(z) = g(x) entonces g(z) — f(x) es di-
visible por mq(z), asi g(z) = f(x) + ma(z)q(x), para algin polinomio ¢(x) €
Ela, pero ¢(g(x)) = g(0) = fla) + ma(a)ala) = f(a) = @(f(x)), por otro
lado como f(z),g(z) € Flz]/{mqa(z)) entonces existen f(z),g(x) € Flx] tales
que f(z) = 7(f(2)) y glz) = m(g(x)) como @(f(z)) = P(w(f(x))) tenemos que
?(f(z)) = ®(g(z)). Claramente se puede ver que ¥ es un homomorfismo de cuerpos
y una funcién de F-espacios vectoriales. Para terminar con la prueba veamos si es
biyectiva, sea B(f(z)) = 0, entonces B(7(f(z))) = ¢(f(z)) = 0, por la definicién de
¢ tenemos que f(a) = 0 entonces f(a) € (my(x)) de ahi que f(x) = 0. Por lo tanto
es inyectiva, ademds como F[x]/(mq(x)) y F(«) son F-espacios vectoriales de igual

dimension finita, terminaria la prueba. O]

Ejemplo 1.2.1. Sea i = /—1 € C un elemento algebraico sobre R entonces

C = R[z]/(2z* + 1)
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1.3. Cuerpos de descomposiciéon y extension de

isomorfismos

Definicién 1.3.1. Dado f € K|x] de grado positivo y F una extension de K.
Decimos que f se descompone en F si f puede ser escrito como un producto de

factores lineales en Fx], esto quiere decir si existen oy, s, ..., a, € F' tal que
flz) =a(x — ay)(z — ag)...(x — av)
donde a es el coeficiente principal de f.

El menor cuerpo (en el sentido de inclusién) en el cual f se descompone lineal-

mente se llama cuerpo descomposicién de f sobre K y lo denotamos por K (a, s, ..., av, ).

Teorema 1.3. Dado f(z) € K[z| de grado positivo entonces existe una extension

F de K en el cudl f(x) posee una raiz.

Demostracion. Si f(x) se descompone en K [x] no hay nada que probar, supongamos

que f(z) es irreductible en K [z]. Definimos el anillo cociente

F = Klz]/{f(x))

por lo visto anteriormente F' es un cuerpo con K C F', ademds f(x) = 0 en F por

lo tanto x es una raiz de f(z) en F. O

Teorema 1.4. (Ezistencia y unicidad del cuerpo de descomposicion)
Si K es un cuerpo y f es un polinomio de grado positivo en K|[x], entonces existe

un cuerpo de descomposicion de f sobre K.

Demostracion. Aplicando el principio de induccién sobre grad(f(z)) =n. Sin =1
tenemos que f(x) = ax+bcona,b € K ya # 0, entonces f(x) = a(zx+a'b) € K[z],
asi K es el cuerpo de descomposicién de f(x). Supongamos que el teorema se cumple
para n = d — 1, entonces f(x) € K|[x] es un polinomio con grad(f(x)) =d — 1. Sea
f(z) € Flx] de grado d. Entonces por el teorema 1.3, existe una extension E de F' en
el cudl f(z) posee una raiz ay, ademas E = F(«q). Entonces f(x) = (x — ay)g(x) €
Flz]. Por induccién g(z) tiene un cuerpo de descomposion de K sobre F. Por lo

tanto g(z) = (v —ag) -+ (v —ay) € Klz] y f(zx) = (x — 1)+ (v — aq) € K|[z]

se descompone. Ademés K O F(as,...,q,), entonces K = F(ay, ..., ), asi K =
F(ai)(ag,...,a,) = F(aq,...,a,). Por lo tanto K es un cuerpo de descomposicién
de f(x). O
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Lema 1.4. Sea 0y : E; — E5 un isomorfismo de cuerpos. Sea f1(x) € Ei[z] irre-
ducible y sea Iy = Ei(B1) con fi(B1) = 0. Sea fo(zx) = f{°(2) y sea 5 = Es(3)
con fo(By) = 0 . Entonces oy se extiende a un unico isomorfismo o : Fy — Fy con

o(B1) = Ba

Demostracion. Como oy es un isomorfismo tenemos que fo(z) es irreducible si y sélo

si f; también lo es. Por el lema 1.4, tenemos el isomorfismo

@ Eilz]/{fix)) — Ei(B) = Fi, 1= 1,2
definiendo o = P,00p; * tenemos la prueba. O

Corolario 1.3. Sea f(z) € E[z| irreducible. Supongamos que (31 y B2 son raices de
f(z) y sea F; = E(B;), i=1,2. Entonces eziste un unico isomorfismo o : Fy — F;
con olg =id y () = Bz En particular, si F = E(1) = E(fs), existe un unico
automorfismo o de F con o|E =id y o(31) = [a.

Demostracion. Consultar [9, pag 24] O

Lema 1.5. Sea o : Ey — Ey un isomorfismo de cuerpos. Sea fi(x) € Ej[z] y
sea fo(x) = fi(x)? € Eslz]. Sea Fy el cuerpo de descomposicion de fi(x) y sea Fy
el cuerpo de descomposicion de fy(x). Entonces oy se extiende a un isomorfismo
o:F — I,

Demostracion. Sea fi(x) € Ei[x] irreducible sobre E[z] tal que fi(x) posee k fac-
tores lineales. Definamos dp(f;) = grad(f;) — k, procederemos a la prueba por
induccion sobre dg(f1). Si dp(fi1) = 0, entonces fi(x) es el producto de factores
lineales y Fy = E1, Fy, = Es, asi 0 = 0y.

Si dp(f1) > 0, entonces fi(z) tiene un factor irreducible g;(z) de grado mayor que
1. Sea ay € F} raiz de gy () y sea ap € F; raiz de oo(g1(z)). Entonces E(ay) C Fy y
E(ay) C F,. Por el lema anterior, existe un isomorfismo oy : E(01) — E(02) tal que
o1lg = 09y o1(an) = ag. Sea K = E|oy] y consideremos que fi(z) € K[z]. Ahora
g1(z) € K|z| tiene como factor a & — ay, asi fi(x) tiene a los més k + 1 factores
irreducibles en K|z], de ahi que di(f1) < dp(f1). Como F} es el cuerpo de descom-
posicién de fi(z) € Fi[z] y K C F}, entonces F} es el cuerpo de descomposicion de
fi(z) € Klz], de manera similar se realiza para Fy, asi por induccién o, se extiende

ao. O
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1.4. Extensiones normales, separables y de Galois

Definicién 1.4.1. Una extension algebraica E de F es una extension normal,
si para todo polinomio irreducible f(x) € Flx] con f(a) = 0, para algin o € E se

descompone en E|x].

Ejemplo 1.4.1. El cuerpo Q(v/2,1/3)/Q es una extensién normal, ya que Q(v/2,v/3)

es el cuerpo de descomposicién de
(2% — 2)(2* — 3)

Definicién 1.4.2. 1. Sea f(z) € F[x], si lo factores irreducibles de f(z) € F|x]
se descomponen como producto de factores lineales distintos en algiun cuerpo
de descomposicion de f(x), entonces f(x) es un polinomio separable. De

lo contrario decimos que el polinomio es inseparable.

2. Sea FE una extension algebraica de F'. Entonces a € E es un elemento separable,
st mey(x) es un polinomio separable. De lo contrario decimos que o es un ele-

mento inseparable.

3. Sea E una extension algebraica de F'. Entonces E es una extension separable
de F', si para todo o € E es un elemento separable. De lo contrario decimos

que E es una extension inseparable.

Ejemplo 1.4.2. El cuerpo Q(4/2)/Q es una extensién separable pero no normal ya

que el polinomio irreducible 3 — 2 € Q[z] no se descompone en Q(C/§)

Definicién 1.4.3. Sea E una extension algebraica de F. El grupo de Galois deno-
tado por Gal(E/F) C Aut(E) se define como

Gal(E/F) = {o: E — E/oes un automorfismo yo|p = id}.

Lema 1.6. Sea E una extension algebraica de F' y sea K un cuerpo tal que F C
K C E. Entonces Gal(E/K) es un subgrupo de Gal(E/F).

Demostracion. Definamos el automorfismo ¢ : E — E con o|x = id claramente

satisface que o|p = id. O
Definicién 1.4.4. Sea G un grupo de automorfismos de un cuerpo E, denotaremos
EY = {u € Etal queo(u) = u, paratodoo € G}

como el cuerpo que queda fijo bajo los autormorfismos que pertenecen a G.
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Definicién 1.4.5. Sea E una extension algebraica de F' decimos que E es una

extension de Galois de F si ECFE/F) = |
Teorema 1.5. Sea E/F un extension las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. E es el cuerpo de descomposicion de un polinomio separable f € Fz].
2. F = E% para algin grupo finito G de automorfismo de E.
3. E es normal y separable y [E : F] < cc.
4. E es de Galois sobre F.

Demostracion. Consultar [7,pag 31]. O

1.5. El teorema fundamental de la teoria de Ga-
lois

Teorema 1.6. Sea G un grupo finito de automorfismos de un cuerpo E y sea F' =

EC, entonces

[E: F| =G|
Demostracion. Empezaremos probando que [E : F| < |G|. SeaG = {0y = 1,09,...,0,}
un grupo finito de automorfismos del cuerpo F y sea {1, as, ..., @, 1} un conjunto

formado por elementos de E linealmente independiente sobre F'. Consideremos el

siguiente sistema de ecuaciones en F

0'1(()[1)1'1+"'+0'1(Oén)l’n = 0

om(c)zy + -+ op(an)xr, = 0
como este sistema posee mas variables que ecuaciones, entonces este sistema posee
soluciones no triviales en E. De todas las soluciones tomemos aquella que posee la
menor cantidad de elementos diferentes de cero, supongamos que ¢y, ...,¢,0,...,0
sea dicha solucién. Veamos que s > 1, ya que si s = 1 tendriamos que c;0q(a;) =
c1op = 0 de ahi que ¢; = 0. Entonces podriamos asumir que ¢s = 1 (si fuese necesario

1

multiplicamos por ¢, " a la solucién y hacemos un cambio de variable). Finalmente

veamos que no todos los {¢;};_, estan en F ya que si fuese asi tendriamos que
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cror(aq) + -+ cso1(as) = crag + -+ + e = 0 entonces {ay, ag, ..., q,1} seria

linealmente dependiente. Por lo tanto podemos asumir que ¢; € F', entonces
croi(ay) + -+ csm10i(as_1) +oi(a) = 0,i = 1,...,n. (1.1)

Como ¢; € F, existe un oy € G tal que oi(c1) # ¢1. Como G es un grupo, sabemos
que para todo o; € F' existe un o; € G tal que 0; = 00;. Entonces aplicando o, a

la ecuacién 1.1 tenemos que
or(cr)oi(aq) + -+ + op(cs—1)oi(as—1) + oi(as) =0,i=1,...,n. (1.2)
Restando (1.2) - (1.1) tenemos que
(cr —op(cr))oi(aq) + -+ (cs—1 — op(cs—1))oi(@s—1) = 0,i=1,...,n.

con i = 1,...,n. Como ¢; — ox(c;) # 0, entonces seria una solucién con menor
cantidad de elementos diferentes de cero que s lo cual seria una contradiccién. Por
lo tanto [E : F| < |G|. La prueba de que [E : F] > |G| se deja como ejercicio para
el lector. O]

Corolario 1.4. 1. Sea G un grupo finito de automorfismo de E y F = EY en-

tonces todo automorfismo de E que deja fijo F' pertenece a G.

2. Sean Gy, Gy grupos finito de automorfismos distintos de F vy sean F) = E°1,

Fy = E% entonces Fy y Fy son distintos

Demostracion. 1. Por el teorema anterior sabemos que [E : F| = |G| = n, su-
pongamos que existe un o € Aut(E) que deja fijo a F' pero que no pertenece
a G, entonces F' serfa un cuerpo fijo por algin grupo de autormorfismos que
tenga por lo menos n + 1 elementos; lo cudl seria una contradicciéon debido a

quen+1>[E: F].

2. Supongamos que F; = F,, entonces F| queda fijo por G, entonces Gy C Gy,
de igual manera aplicando la misma idea para F, llegamos a la prueba.
m

Lema 1.7. Sea G un grupo de automorfismos de E que dejan fijo F' y sea H un

subgrupo de G con M = E entonces para todo o € G tenemos que o(M) = Eotot
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Demostracién. Sea v € M y 7 € H, entonces oro (o(u)) = o7(u) = o(u),
asi o(M) C E°H7". Por otro lado si oo~ (u/) = /' para algin v/ € E y para
todo 7 € H, entonces To 1 (v/) = o7 (u/), asi o7 (v/) =u € E = M y v = o(u),

ast E°Ho C o(M). O

Teorema 1.7. (Teorema fundamental de la Teoria de Galois)
Sea E una extension finita de Galois de F' y sea G = Gal(E/F).

1. FExiste una biyeccion uno a uno entre los cuerpos intermedios FF' C M C E y
los subgrupos {1} C Gy C G dado por M = E©.

2. H es normal en G si y solo si EM es normal sobre F, de ahi que
Gal(E"/F) = G/H.
3. Hy D H, siy sélo si B c BH2,

4. Si Hy D Hy entonces (Hy : Hy) = [EH2 : BH1].

Demostracion. El teorema también es conocido como el teorema de correspondencia

de la Teoria de Galois, veamos la prueba.
1. Definamos
@ : {subgrupos de G} — {cuerpos intermedios entre Fy E}.

Veamos que es biyectiva, si H; # H, entonces EH1 # EH2 por la parte (2) del

corolario anterior ¢ es inyectiva. Por otro lado sea FF C M C FE y definamos
H={oceG|lo(u)=u,ue M} =Gal(E/M)C Gal(E/F).

Por lo tanto la extensién E/F es de Galois por el teorema 1.5, pero F' C M
asi f(z) € M[x]. Entonces f(x) es el cuerpo de descomposicién de el polinomio
separable f(x) € M(x), asi la extensién E/M es de Galois por el teorema 1.5.
Por lo tanto M = ECHE/M) — EH Por o tanto ¢ es uno a uno ya que si
0~ Y (M) = Gy, entonces M = EM.

2. =)Sea H un subgrupo normal de Gy sea M = E' entonces para todo o €
Gal(E/F), por el lema 1.7 tenemos que

o(M)=E’"" = g = ).
Definamos la funcién

16



¢: Gal(E/F) — Gal(M/F)

o i o|B

por la definicién el Nu(p) = {0 € G|o|M = id} = G, por lo tanto
Im(p) = Gal(E/F)/Nu(p) = G/Gy. Por otro lado sea o9 € Gal(M/F),
entonces oo : M — M se extiende a 0 : E — E por el lema 1.5y o|F = id,
asi 0 € Gal(E/F). Entonces p(0) = 09, asi ¢ : Gal(E/F) — Gal(M/F) es
sobreyectiva, por lo tanto Gal(M/F) = G/Gy.

<) Si M/F es una extensién normal por el teorema 1.5 tenemos que M
es el cuerpo de descomposicién de un polinomio separable f(x) € F[x], su-
pongamos que uq,...,u, € M son las raices de dicho polinomio, entonces
M = F(uy,...,u,), como o(f(z)) = f(z) para todo 0 € G = Gal(E/F) y
o permuta las raices de f(z) tenemos que para todo i existe un j tal que
o(u;) = u; con 1 <i,j <r, de ahi que (M) = M, por el lema 1.7 tenemos
que EGM = M = g(M) = E°%v7" entonces Gy = 0G0 por la parte 1).

Por lo tanto GGj; es un subgrupo normal de G.

. =) Si H; D Hjentonces Bt C Ef2. <) Si Ef* € E™2 entonces Gal(E/EH) D
Gal(E/E"2), pero Gal(E/E") = H; con i = 1,2.

. Si Hy = {id}, cémo el cuerpo E es de Galois sobre E' por el teorema 1.5
E es el cuerpo de descomposicion de un polinomio separable y por el teorema
1.6 [E : Ef'] = Gal(E/E™). Si Hy # {id} tenemos que (H; : 1) = (H; :
H,)(H, : 1) por lo tanto

[E: Ef) = [E: E®][E™2 . BT,

O

Ejemplo 1.5.1. Sea F = Q y consideremos el polinomio f(z) = (2% — 2)(2® — 3) €

Q[z]. El cuerpo de descomposicién de este polinomio es

E=Q(W2,V3)={a+b/2+ V3 +dV6|a,b,c,d e Q.

Cémo f posee 4 raices distintas en E entonces [E : F] = 4 = |G| y ademds sabemos

que cada o € G permuta las raices {:I:\/§, i\/g} tenemos que

G = GCLZ(E/F) = {0'1 = id,O'Q,O’3,O’4} = Z/QZ@Z/2Z

donde
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oia+bvV2+ceV3+dVe) = a+bvV2+ V3 +dVe,
02(a+b\/§+0\/§+d\/6) = a—b/2+c/3-dV6
o3(a + bv2 + ¢V/3 + dV6) a+bv2—cV3 —dve
oula+0vV2+cV/3+dV6) = a—bvV2—cV/3+dV6

Los cuerpos intermedios entre F y F' son aquellos cuerpos que contienen a F'y estan

contenidos en F, estos son:

My = F, My = Q(v2), My = Q(v3), My = Q(V6), M5 = E.
Por otro lado los subgrupos H de GG son

H, =G, Hy = {id, 03, Hy = {id, 09, Hy = {id, 04, Hy = {id}}.

Donde existe una correspondencia uno a uno entre los { H;} y {M;} coni = 1,2,...,5.

dado por
M; = E%iconi=1,2,...,5.

Podemos observar ademés que |Gal(M;/F)| = [M; : F]coni=1,2,...,5.
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Capitulo 2
Teoria basica de una curva eliptica

El estudio de las curvas elipticas han sido de gran interés debido a sus diversas
aplicaciones matemaéticas como la criptografia, en este capitulo veremos que una
curva eliptica posee la estructura de un grupo abeliano con cierta operacién que la

llamaremos adicion.

2.1. Ecuacion de Weierstrass

Definicién 2.1.1. Una curva eliptica E sobre el cuerpo K esta definida por la
ecuacion

Y2+ a1y 4 asy = 2° + agx® + aux + ag (2.1)

con ai, as, as, aq, a6 € K y A # 0, donde A es la discriminante de E y esta definida

por
A = —didy — 8d} — 27d2 + 9dad,ds
dy = ai+ay
d4 = 2(14 + ayas
d@ = CL?)) + 4&6
dg = alag + daqag — ajazaq + a2a§ —a?
Observaciones:

1. La ecuacién (2.1) es conocida como la ecuacion de Weierstrass.

2. Decimos que la curva eliptica esta definida sobre K, debido a que ay, as, as, a4, ag €

K.
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3. La condicién A # 0 no sélo asegura que las raices sean diferentes, mas adelante

veremos que esta curva no posee puntos singulares.

Una ecuaciéon de Weierstrass
2 _ .3 2
Y+ a1y + asy = x° + asx” + asx + ag
puede ser simplificada. Analicemos tres casos:

1. Si la caracteristica del cuerpo no es 2 ni 3, entonces podemos dividir por 2 y
completando cuadrados obtenemos:
( +a1x+a3>2 iy (a4 @ 2+< +a1a3> .
— 4+ =) =z as+ — | x a x —+a
YT T 2T 1T g e

que puede ser escrito como

2 3 /.2 ! /
Y] = X7 + agx” + ayT + ag

con y; =y + a1x/2 + az/2 y con constantes a}, a}, ag y como la caracteristica

es diferente de 3, considerando z; = x + a),/3 obtenemos
y: =)+ Az, + B (2.2)
con A, B € K.

2. Si la caracteristica de K es 2, entonces hay que considerar dos casos:

Si a; # 0 la curva eliptica toma la forma
2 3 2 _
Y-+ axy +a° 4 agxr” +ag =0 (2.3)

esta curva es no singular si y sélo si ag # 0.

Si a; = 0 la curva eliptica toma la forma
y? + asy + 2 + agx + ag =0 (2.4)
esta curva es no singular si y sélo si ag # 0.

3. Si la caracteristica de K es 3, también hay que considerar dos casos:

Si a? # —4ay de lo visto en (1) la curva eliptica toma la forma
2_ .3 2
y°=2"+Cx"+ Axr+ B (2.5)
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con A, B,C € K.

Si a? = —4ay la curva eliptica toma la forma
v’ =12+ Az + B (2.6)
con A, B € K.
Nuestro estudio se concentrara en estudiar las curvas elipticas de la forma
v =23+ Az + B
con A, B € K, donde se cumple lo siguiente:

1. Reemplazando a; = 0,as = 0,a4 = A,a3 = 0yag = B en la discriminante de

la ecuacién (2.1) tenemos que
A = —16(4A% 4 27B?)

2. Si las raices de la ecuacién y? = x® + Az + B son 7y, o, r3, entonces se puede

probar que la discriminante de la ecuacion es
((r1 — 1) (r1 —73)(ra — 13))? = —16(4A4% +27B%) # 0

Como la discriminante de esta ecuacién es diferente de cero, esto prueba el

hecho que sus raices sean distintas.

No es posible ver la gréafica de una curva eliptica sobre muchos cuerpos arbitrarios,
sin embargo nosotros podemos ver la grafica sobre los niimeros reales. Estas tienen

dos formas basicas

Formas basicas de una curva eliptica
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En el primer caso la ecuacién y? = 23 — x tiene tres raices reales diferentes. En

el segundo caso, la ecuacién y? = 2® + z tiene sélo una raiz real.

2.2. Espacio proyectivo

Dado un cuerpo K, definamos la relacién

~= {((21, 91, 21), (22,52, 22)) € (K°\{(0,0,0)}) x (K*\{(0,0,0)}) :

(96173/1, 21) = )\(96273/2, 22) para algin A € K\{O}}

no es dificil ver que dicha relacién es de equivalencia. Denotaremos (x1,y1,21) ~

(w2, Y2, 22) en caso que ((z1,y1, 21), (T2, Y2, 22)) E~.

Definicién 2.2.1. Definamos el espacio proyectivo bidimensional, denotado por P%

como

PE{ = (K3 - {(0,0,0)}) X (K3 - {(0’0’ O)}>/ ~

Denotaremos la clase de equivalencia de (x,y, z) € K\{(0,0,0)} como (z : y : z).
Si(z:y:z)esun punto con z # 0 entonces (z : y : 2) = (z/z : y/z : 1) son los
puntos finitos en P%. Sin embargo, si z = 0 entonces dividir por z puede ser
tomado como un punto al infinito y por lo tanto los puntos (x : y : 0) son llamados

puntos al infinito en PZ.

Definicién 2.2.2. Definamos el plano afin bidimensional sobre K, denotado por
A% como
Ay ={(z,y) € K x K}

Sean U ={(z:y:2)|2#0} y Loo(K) ={(x : y : 2)| z = 0} tenemos que

Y AR = Uy e Pk = Lo(K)
(.flfay) — (ZL’yl) (:L‘y) — ($y0>
11y 1)y son biyecciones.

De esta manera el plano afin esta identificado con los puntos finitos de PZ, ademds
P2 = U U Ly (K), esta unién es disjunta.

Definicién 2.2.3. Un polinomio F € K|z,y, z] se dice que es homogéneo de grado

positivo n st todos sus términos poseen el mismo grado n.
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Es decir un polinomio F' € K|z, vy, z] es homogéneo de grado n si
F(Ax, \y,\z) = \"F(z,y, 2)
para todo A € K.

Definicién 2.2.4. Dado un polinomio F € K|x,y, z] homogéneo no constante, defi-
namos el conjunto de los K-puntos racionales de la curva proyectiva sobre el cuerpo
K como

C(K) ={(z:y:2) € Pg| Fla,y,2) = 0}

Observaciones:

1. Si (z1,y1,21) ~ (22,Y2, 22) con (21,1, 21) ¥ (T2, Y2, 22) pertenecientes a (x : y :
z) € C(K) entonces

F(z1,y1,21) = 0siy sdlo si F(xa,y2,22) = 0,
esto quiere decir que no depende de quién sea el representante.

2. Si F(z,y, z) no fuese homogéneo no podriamos hablar de un cero en P%, esto
debido a que si el polinomio por ejemplo fuese F(xz,y,2) = x* + bwy — 62
tenemos que F(1,1,1) = 0 sin embargo F(2,2,2) = 16, aqui si dependeria
de su representante, este es uno de los motivos por lo que trabajaremos con

polinomios homogéneos.

3. Para nuestro interés estudiaremos el polinomio f(z,y) = y? — 2®> — Az — B el
cual no es homogéneo, pero agregadole potencias de z, de la siguiente manera

F(x,y,2) = y?2 — 2° — Axz? — B2® logramos que lo sea.
Veamos el significado de que dos rectas paralelas se cortan en el infinito. Sean
y=mzx+ b, y=mz+ by
dos rectas paralelas con by # by, su forma homogénea seria
y=mx+ bz, y=mx+ byz.

Resolviendo ambas ecuaciones tendriamos que z = 0 y y = mx con x # 0 por lo

tanto estas rectas se intersectan en el punto
(x :mz:0)=(1:m:0).

23



De igual manera, si x = ¢; y * = ¢g, con ¢ # ¢ su forma homogénea seria
T =CZz, T=C2.

Resolviendo tendriamos que z = 0 y = = 0, entonces y # 0 por lo tanto el punto de

interseccién de ambas rectas seria
(0:y:0)=(0:1:0).

Para el caso de una curva eliptica, veamos que puntos se encuentran en el infinito,
sea la curva eliptica y* — 2 — Az — B = 0 definida sobre K , su forma homogénea
serfa 1?2 — 23 — Azz? — Bz = 0, los puntos en la curva eliptica original de la forma
(z,y) corresponden a los puntos (x : y : 1) en su forma homogénea, pero si z = 0
entonces * = 0 y como (x,y,2) # (0,0,0), tenemos que el tinico punto de P% que

pertenece a la curva eliptica es
0:y9:0)=(0:1:0)=(0:—1:0).

Es mas debido a que (0 : 1 :0) pertenece a una recta vertical podemos afirmar que

toda recta vertical intersecta a la curva eliptica E en dicho punto.

2.3. Ley de Grupo

Definamos la operacién de adicién de puntos en una curva eliptica de la siguiente

manera:

Adicién de puntos
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Dado un par de puntos P, = (z1,y1) y P> = (22,¥2) que pertenecen a una curva
eliptica, tracemos una recta L que pase a través de P, y P,. Vemos que L intersecta
a la curva E en un tercer punto Pj, reflejamos Pj sobre el eje x (cambia el signo de

la segunda coordenada del punto Pj). Decimos que

P+ P,=—P, =P

2.3.1. Formula de adicion

Supongamos primero que P; # P, y que ningun punto es O. Tracemos la recta
L que pasa a través de P, y P, su pendiente sera:

Y2 — U1
m =
To — 1

Se presentan dos casos:

1. Si xy # x9. La recta L esta dada por
y=m(z —z1) +yi

Para ver donde intersecta la recta L a la curva eliptica E, reemplazamos y en

la ecuacién de la curva
(m(x — 1) +y)? =2+ Ax + B

Ordenando obtenemos

0=a%—m2a?+ ...
Las tres raices de esta ecuacién ctbica corresponden a los tres puntos de inter-
seccion de L con E. Como P;, P, son puntos de L y E entonces se conoce dos
raices de esta ecuacién que serian las primeras coordenadas de estos puntos se
puede conocer la tercera raiz x, ya que z; +x+x = m?, ordenando obtenemos:

xr = m2—x1—x2

y = m(x—z1)+y
Ahora reflejando sobre el eje x obtenemos el punto P3 = (x3,y3) con

Trs = mQ—xl—:@

ys = m(r1—23) — Y%
2. Sixy = x5 pero y; # ys, la linea que pasa por P; y P, es una linea vertical por

lo tanto intersecta a E en O. Reflejando O respecto al eje x genera el mismo

punto O. Por lo tanto, en este caso P, = P, = O.
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2.3.2. Foérmula de duplicacion

Ahora consideremos el caso donde P, = P, = P = (x1,y;). La recta que pasa
por esos puntos es una recta tangente. Por lo tanto, cuando dos puntos coinciden
tomamos una recta L que pase por ellos este sera la recta tangente. Calculemos la
pendiente m de esta recta L:
dy  3ai+ A
dx 2u1

d
2yd—y =32° + A ,entonces m =
x

1. Si y; = 0 entonces la recta es vertical y P, + P, = O, ademas el numerador
3224+ A #0.

2. Siy; #0, larecta L es:
y=m(xr— 1) +y
De igual manera como en el caso anterior obtenemos la ecuacion ctbica

0=2a%—m?z®+ ..

En este caso sélo conocemos una raiz, digamos que sea x;, pero es una raiz

doble en ya que L es tangente a E' en Py sea 2P = (x3,y3) . Por lo tanto

T3 = m? — 2x;
ys = m(ry —13) — )
Reemplazando m = 3xj+A obtenemos que
Y1
o r] — 2Ax? — 8Bx + A? 2.7)
’ 4yt '
y
2% + 5Ax] + 20Bx? — 5A%2% — 4ABx, — A3 — 8 B>
Yz = (2.8)

(2y1)?
Esta féormula de duplicacién también puede estar dada en funcién de una de las
raices del polinomio p(z) = 3 + Az + B con A, B € K, supongamos que r € K es

una raiz de dicho polinomio entonces
B=—r*—Ar

reemplazando en la ecuacion (2.7) tenemos que

xf — 2Ax3 — 8(—r3 — Ar)z; + A?
Ay

T3 =
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_ o = 2Ae] - 8(rt — A + A2 4r(r® + Ar + B)
4y3

(2 —23) + 202w, —a})(A+2°) + (A+27)°
Ayt

Por lo tanto
—x2 + 2rxy + A+ 212

2y,
Finalmente supongamos P, = . La recta que pasa por P; y O es una recta

1> +r (2.9)

2=

vertical que intersecta E en el punto P| el cudl es reflejada por P; respecto al eje X

para conseguir P; = P, + P,. Por lo tanto
P+0=nr

para todo P; en E. Podemos decir ademéas que O+ O = O. Notemos que, si P y P,
tienen coordenadas en un cuerpo K con A, B € K entonces P; + P, también tiene

coordenadas en K. Por lo tanto E(K) es cerrado con la suma de puntos.

Ejemplo 2.3.1. Para la curva eliptica definida sobre R dada por y?> = 23 + 3z + 5
Sean P, = (2,v/19) y P, = (3,v/41) puntos de dicha curva, por lo visto en la seccién
2.3.1 tenemos que

P+ P, =(-0,8211,1,4081).

Ejemplo 2.3.2. Para la curva eliptica definida sobre R dada por
y? = 2° — 36z

Sea P, = P, = (7,+/91) punto que pertenece a dicha curva, por lo visto en la seccién
2.3.2 tenemos que
P, + P, = (19,8489, —84,2940).

Teorema 2.1. Dada la curva eliptica E definida sobre K por
y? =23+ Az + B.
Entonces E satisface siguientes propiedades:
1. P+O=P, para todo P € E (Existencia del neutro)

2. Dado P € E existe un P' € E con P+ P' = O. Este punto P' se denota por

—P. (Existencia del inverso)
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3. (P + P2) + P3s = P + (P2 + P3) para todo Py, Py, Py € E. (Asociatividad)

4. P+ Py = Py + Py, para todo Py, P, € E (Conmutatividad)

En otras palabras los puntos de la curva eliptica E tienen la estructura un grupo

abeliano con la suma aqui definida.
Prueba.-

1. La propiedad de la existencia del neutro viene de la definicion.

2. Sea P’ el reflejo de P respecto del eje X entonces P + P’ = O, esto es debido

a la simetria respecto del eje X que posee la curva.
3. La prueba de la asociatividad se vera con mayor detalle en la siguiente seccién.

4. La conmutatividad es obvia ya que el reflejo del punto de interseccion entre la

curva y la recta que pasa por P; vy P, es la misma.

2.4. Asociatividad de la ley de grupo

Sean los puntos P, ), R € E, para la prueba es suficiente probar que
—(P+Q)+R)=—(P+(Q+R))
Definamos las rectas
L=PQ, L=0Q+R L=RP+Q
my=QR, my=0,P+Q, mg=PQ+R.

Tenemos las siguientes intersecciones:

N my Mo ms
I Q -(P+Q)| P
lo | —(Q+ R) @ Q+R
l3 R P+Q X

Estos puntos P; = [; N'm; con i,5 = 1,2,3 y (i,7) # (3,3) pertenecen a E a
excepciéon posiblemente de X = Ps33. Probaremos mas adelante que teniendo los ocho
puntos P;; # Ps3 en E entonces P33 € E. En el desarrollo de la prueba encontraremos

3 inconvenientes que debemos tener en cuenta, estos son:
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i) Primero considerar que algunos de los puntos pueden estar en el infinito, para

ello necesitaremos usar coordenadas proyectivas.

ii) Segundo una recta puede ser tangente a E, lo que significa que dos P;; pueden
ser iguales. En este caso introduciremos el concepto del orden en que una recta

intersecta a una curva.
iii) Tercero dos de las rectas podrian ser iguales.
Empecemos estudiando las rectas en P?%.

Definicién 2.4.1. Una recta en el espacio proyectivo P2 se define como la ecuacion

lineal ax + by + cz = 0. Esta también se puede describir paramétricamente como:

r = au-+ b
Yy = asu+ by (2.10)
z = asu+ bsv

conu,v € K, y (u,v) # (0,0).
Ejemplo 2.4.1. Si a # 0, la recta
ar +by +cz=0
se puede describir por
x=—(b/a)u— (c/a)v, y=u, z=no.
De la definicién podemos afirmar que la matriz

aq b1
as by

az bs

posee rango 2.

Esto debido a que si todos los vectores (a;,b;) con i € {1,2,3} son miltiplos uno
del otro, digamos (a;, b;) = A\;(a1,b1) con i € {2,3}. Entonces (x,y, z) = x(1, A2, \3)
para todo u,v y x # 0, asi obtendriamos un punto, en vez de una recta en el espacio

proyectivo.
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Por otro lado si (u,v1) = A(ug, v2) para algin A € K, entonces (uq,v1) y (ug, v2)
nos dardn dos puntos equivalentes en el espacio P%. Por lo tanto, podemos ver a

(u,v) como si recorrieran los puntos (u : v) del espacio proyectivo unidimensional P},.

Ahora introduciremos la definicién de el orden en que una recta intersecta una

curva. El siguiente lema nos ayudara a darle sentido a dicha definicién.

Lema 2.1. Sea G(u,v) un polinomio homogéneo no nulo y sea (ug : vo) € P,
entonces existe un entero k > 0 y un polinomio homogéneo H (u,v) con H (ug,vy) # 0
tal que

G(u,v) = (vou — uov)*H (u,v).

Demostracion. Supongamos que vy # 0. Sea m el grado de G y definamos g(u) =
G (u,vg). Factorizando la mayor potencia de u — uq posible, podemos escribir g(u) =
(u — up)*h(u) para algin k y algtin polinomio h de grado m — k con h(ug) # 0.
Definamos H (u,v) = (v™*/v5)h(uvy/v), luego H(u,v) es homogéneo de grado
m — k. Entonces

Gluw) = (2)7 () = Z oo — ) (2)

Vo v (s v

= (vou — uov)*H (u,v),
como queriamos. O]

Dada la curva C en el plano afin f(z,y) = 0 con f un polinomio y la recta L en

términos del parametro t como x = ait + by, y = ast + by. Definamos

F(t) = flart + by, agt + by)

decimos que L intersecta a la curva C' en t =ty si f(ty) = 0.

Definiciéon 2.4.2. Decimos que L intersecta a C' con orden n € Z* en el punto
(z,y) correspondiente at =ty si (t—to)" es la mayor potencia de (t —tg) que divide

a f En particular si n > 2 diremos que dicha recta L es tangente a C'.

La versién homogénea de la definiciéon anterior es la siguiente. Dada la curva C'
en P2 definida por F(x,y,2) = 0 con F(z,y,z) un polinomio homogéneo de grado
n y sea L una recta dada paramétricamente por (2.10). Definamos el polinomio

homogéneo F(u,v) con variables u, v como

F(u,v) = F(aju + byv, asu + bav, azu + bsv).
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Definicién 2.4.3. Decimos que L intersecta a C' con orden n € Z* en el punto
P = (x¢: yo : 20) correspondiente a (u:v) = (ug : vo) si (vou — upv)™ es la mayor

potencia de (vou — ugv) que divide a F(u,v). Denotamos esto por
ordy p(F') = n.

En particular si F' es nulo decimos que el ord L.p(F) = oo. La ventaja de la for-
mulacion homogénea es que nos permite tratar los puntos en el infinito y los puntos

finitos de manera uniforme.

De la definicién podemos afirmar que si la recta L intersecta a las curvas C
y Cy con Cy # Cy definidas por Fi(x,y,z) = 0y Fy(z,y,2) = 0 respectivamente,
ademas Fy(z,y, z) y Fy(x,vy, 2) polinomios homogéneos en un mismo punto P € PZ

con ordy, p(F1) = m y ordy p(F,) = n se cumple que:

a) ordy, p(Fy = Fy) > min{m,n}.
b) OI’dLP(FlFQ) Z mn.

¢) Sim > n, entonces ordy, p(Fy/Fy) > m — n.
Lema 2.2. Sean L, y Ly rectas en P%. Se cumple

1. Si Ly y Ly se intersectan en un inico punto P € Pg entonces ordy, p(Lg) = 1.

2. 81 Ly(x,y,2) = als(x,y, 2), para algin o € K* entonces ordy, p(Ls) = 0.
Demostracién. Empecemos probando la parte (1).

1. Sea el punto P que pertenece L; y Lo con parametros asociados (ug,vp), en-
tonces EQ(U(),U()) = 0 y ademas EQ es un polinomio homogéneo de grado 1

entonces existe o € K* tal que Ly(u,v) = a(vgu — ugv).

2. Sean lasrectas Ly (z,y, z) = ar+by+cz = 0y Ly(z,y, 2) = cax+aby+acz = 0,
para algin a € K*, supongamos que ¢ # 0 parametrizando la recta Lo por

r=u,y=v,2z=c la(—aau — abv) con u,v € K. Luego

Li(u,v) = Li(u,v,c o™ (—aau — abv))
=  au+bv+cc(—au— b))
= 0.
Sean vy y uo pardmetros asociados al punto de interseccién P € PZ, entonces

(vou — upv)™ divide a 0, para todo n € Z-. Por lo tanto ordy, p(L2) = oo.
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Definicién 2.4.4. Decimos que una curva C en P% definida por F(z,y,z) = 0 con
F(z,y,z) un polinomio homogéneo de grado 3 es no singular en un punto P si al

menos una de sus derivadas parciales I, F,, I, no se anula en P.

Ejemplo 2.4.2. Sea la curva eliptica definida en coordenadas homogéneas por
F(r,y,2) =y’2 —2° — Azz®> — B2* =0

Supongamos que la caracteristica del cuerpo K no es ni 2 ni 3. Veamos que dicha

curva no posee puntos singulares, hallemos sus derivadas parciales
F,=-32"— A2*, F,=2yz, F,=19y"—2Axz— 3Bz

Supongamos que P = (x : y : z) es un punto singular. Si z = 0 como F, = F, =0
tenemos que x = y = 0, entonces P = (0 : 0 : 0) pero este punto no pertenece al
espacio proyectivo bidimensional. Por lo tanto z # 0, luego podemos tomar z = 1.
Si F, = 0, entonces y = 0. Como (x : y : 1) pertenece a la curva, x debe satisfacer
3+ Ar+ B =0.Si F, = —(322 + A) = 0, entonces z es rafz del polinomio y de su
derivada, por lo tanto es una raiz doble (A = 0). Como hemos asumido que dicha
curva no tiene raices multiples, esto seria una contradiccion. Por lo tanto, una curva

eliptica no tiene puntos singulares.

Definicién 2.4.5. Si P es un punto no singular de una curva F(z,y,z) = 0 con
F(z,y, z) un polinomio homogéneo de grado 3 entonces la recta tangente en P esta
dada por

F,(p)x+ F,(P)y+ F.(P)z = 0.

Ejemplo 2.4.3. Sea la curva
v’z — o — Azz® — B2* =0
la recta tangente en (xo : yo : 20) €8s
(=3z5 — Azd)x + 2y020y + (yo — 2Az020 — 3B25)z = 0.

En coordenadas afines, haciendo zy = z = 1, tenemos la recta que usamos para

sumar un punto consigo mismo en una curva eliptica
(—3ag — A)(x — z0) + 2y0(y — 1) = 0.
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Por lo visto al inicio, sabemos que el punto al infinito de una curva eliptica esta
dado por (0: 1:0). La recta tangente en dicho punto estd dada por 0z +0y+ 2z = 0,
que la llamamos recta en el infinito en P%. Esto corresponde con el hecho de que

O + O = O en una curva eliptica.

Lema 2.3. Dada la curva C' en P% por F(z,y,z) =0 con F(x,y,z) un polinomio
homogéneo de grado 3. St P es un punto no singular de F' entonces existe una unica

recta en P% que intersecta a C' en P, con orden k > 2.
Demostracion. Consultar [10,pag 24] O

La asociatividad de la suma en una curva eliptica se desprendera facilmente del

siguiente resultado.

Teorema 2.2. Dada la curva C' en 3% descrita por C(z,y,z) =0, con C(z,y,z) un
polinomio homogéneo de grado 3 y sean ly,lo, I3, m1, mo, m3 rectas en P2 tales que
li#m; ylyNm; = Py, coni,j=1,2,3. 5 P es un punto no singular en la curva
C para todo (i,7) # (3,3), ademds si para algin i, existen k > 2 puntos iguales
del conjunto de puntos { P;1, Py, Pz}, entonces l; intersecta a C' con orden al menos
k en este punto, de igual manera si para algin j existen k > 2 puntos iguales del
conjunto de puntos { Py}, Paj, Ps;}, entonces m; intersecta a C' con orden al menos

k en este punto. Bajo estas condiciones tenemos que P33 pertenece a la curva C'.

Prueba.-Sean las rectas [y = ax + by + cz = 0 en su forma paramétrica

r = au-+bv
y = asu+ by (2.11)
z = asu+ bsv

y m;(x,y, 2) = djz + by + cjz =0 con j = 1,2,3, como la recta I; y m; pasan por
Pi1, P15 y Pi3 que pertenecen a C', con j = 1,2,3, sean (ug : v1), (uz : v2), (ug : v3)
los parametros en [, para estos puntos entonces C‘(ui,vi) =0 para? =1,2,3 y
m;(uj,v;) = 0 con j = 1,2,3. Como m;(u,v) se anula sélo en P,;, decimos que la
forma lineal 772; es no nula. Por lo tanto, el producto 7y (u, )y (u, v)ms(u,v) y C
son polinomios homogéneos de grado 3 no nulos que se anulan en (u; : vy), (uy :

vg), (us : v3) , hallemos una relacién entre ellos.
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Lema 2.4. Sean R(u,v) y S(u,v) polinomios homogéneos de grado 3, con S(u,v)
no nulo, y supongamos que existen tres puntos (u; : v;), i = 1,2,3 donde R y S se
anulan. Ademds, si k de estos puntos son iguales, tenemos que R y S se anulen con
orden al menos k en este punto (esto es, que (viu—u;v)* divida a R y S). Entonces

existe una constante o € K tal que R = aS.

Prueba.-Empecemos probando que un polinomio homogéneo S(u,v) de grado
3, puede tener como maximo 3 ceros (u : v) en P}, (contando multiplicidades). Sa-
bemos que los puntos (u : v) € Pj estan conformados por los puntos (1 : 0) y
(u: v) # (1 :0), este tltimo se puede escribir de la forma (u : 1), empecemos
analizando (1 : 0). Supongamos que S(u,v) se anula con orden k en (1 : 0) enton-
ces S(u,v) = v*Sy(u,v) con Sp(1,0) # 0. Como Sy(u, 1) es un polinomio de grado
3 — k entonces puede tener a lo méas 3 — k ceros, contando multiplicidades (si K es
algebraicamente cerrado entonces tiene 3 — k). Luego Sp(u,v) tiene a lo mas 3 — k
ceros. Por lo tanto, S(u,v) tiene a lo més k + (3 — k) = 3 ceros en Pj;. Sea (ug : vp)
cualquier punto en P}, distinto de los (u; : v;). Como S puede tener a lo més tres
ceros, S(ug,vg) # 0. Sea a = R(ug,v)/S(ug,vo). Entonces R(u,v) — aS(u,v) es
un polinomio homogéneo de grado 3 que se anula en los cuatro puntos (u; : v;),

1=20,1,2,3. Por lo tanto, R — S debe ser idénticamente nulo. O

Regresando a la prueba del teorema, notamos que C y mymeoms se anulan en los
puntos (u; : v;), @ = 1,2, 3. Ademds, si k de los puntos Py, son iguales, entonces k de
las funciones lineales m;(u,v), j = 1,2, 3, se anulan en este punto, luego el producto
111 (1, )1 (u, v)s(u, v) se anulan con orden al menos k. Por suposicién, C' se anula
con orden al menos k en esta situacién. Por el lema anterior, existe una constante
a € K tal que
CY = Oémlmgmg.

Definamos:

Cl('ray7z) = C(Q?,y, Z) - aml(x,y,z)mQ(x,y,z)mg(:C,y, Z)'

Como [i(x,y,2) = ax + by + cz = 0, vamos a probar que C; es un multiplo de [;.
Como sabemos que la recta [, tiene al menos un coeficiente no nulo, supongamos
que a # 0. Los otros casos son similares. La parametrizacion de la recta l; se puede

tomar como

r=—(b/a)u— (c/a)v, y=u, z=wv. (2.12)
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Entonces

Ci(u,v) = Ci(—=(b/a)u — (c/a)v,u,v)
C(u,v) — amy (u, v)ing (u, v)ims(u, v)
= 0.
Escribamos C(z,y, z) como un polinomio en x, con polinomios en y, z como coefi-

cientes. Escribiendo
2" = (1/a")((ax + by +cz) — (by+c2))" = (1/a")((ax + by +c2)"+---), n=1,2,3

podemos reordenar C(z,y,z) como un polinomio en ax + by + ¢z con coeficientes

en y, z:
Ci(z,y,2) = az(y, 2)(ax + by + c2)> + -+ + ao(y, 2). (2.13)
Reemplazando (2.12) en (2.13) tenemos
Ci(u,v) = ap(u,v) =0

pues ax + by + cz se anula cuando x,y, z se escriben en términos de u,v. Por lo
tanto, ag(y, 2z) = ao(u,v) es el polinomio cero. Se sigue de (2.13) que Ci(x,y, z) es
un multiplo de {4 (x,y, z) = ax + by + cz. De igual manera, existe una constante (3

tal que C(z,y, z) — Blilsl3 es un multiplo de my. Definamos:
D(z,y,z) = C — amimaomg — (lilsls.

un polinomio homogéneo de grado 3. Entonces D(z,y, z) es un miltiplo de /; y un

miultiplo de m;.
Lema 2.5. D(z,y, z) es un maltiplo de ly(z,y, z)my(z,y, 2).

Prueba.-Sea D = m;D;, vamos a provar que [; divide a D;. Parametrizamos
la recta l; por (2.12) (nuevamente, consideramos el caso a # 0), reemplazando en
D = myD; tenemos que D = mIDI. Como [; divide a D, tenemos D = 0. Como
my # 1y, tenemos m; # 0. Por lo tanto, l~71(u, v) es el polinomio cero. Como arriba,
esto implica que D;(x,y, z) es un multiplo de /1, como queriamos. O

Por el lema anterior tenemos que
D(z,y,z) = lymql,

donde [(z,y, z) es lineal. Por suposicién, C' = 0 en Psy, P3, P3o. Ademas, [y, 15,13
y mq,mo, m3 se anulan en estos puntos. Por lo tanto, D(z,y, z) se anula en estos

puntos. Nuestra meta es mostrar que D es idénticamente 0.
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Lema 2.6. l(PQQ) = l(PQg) = l(ng) =0.
Prueba.-Vamos a probar que [(Py3) = 0.

1. Si Pi3 # Py3. Tenemos que, l;(Py3) # 0. Como D(Py3) = 0, se sigue que
ml(ng)l(P23) = 0.

2. Si Pi3 = P,3. Tenemos que, por la suposiciéon del teorema, ms es tangente
a C en Py3, luego ord,,, p,,(C') > 2. Como P35 = Py3 y Py3 pertenece a msg,
tenemos ord,,, py,(l1) = ord,, p,,(la) = 1. Por lo tanto, ord,, p,,(Blilals) > 2.
Ademaés, ord,, p,,(amimams) = O. Por lo tanto, ord,, p,,(D) > 2, pues D es
una suma de términos, cada uno de los cuales se anula con orden al menos 2.

Pero ord,,, p,,(l1) = 1, luego tenemos
Ordyy Py (M1l) = 0rdyy pys (D) — 0rdpmy, pyy (1) > 1.
Por lo tanto, my(Pa3)l(FPag) = 0.

En ambos casos, tenemos my(Pa3)l(Pa3) = 0. Si my(Ps3) = 0, entonces P,3 esta en
ma, la y mgz, por definicion. Como [, y m; se intersectan en un tinico punto, entonces
Ps3 = P»;. Por la suposicion del teorema, Iy es por lo tanto tangente a C' en Pa3. De

ahi que, como vimos anteriormente llegamos a que ordy, p,,(D) > 2, luego
Ordl27p23(lll> Z 1.

Si en este caso tenemos [j(Py3) = 0, entonces Ps3 estd en [y, ly, m3. Por lo tanto
P13 = P,3. Por suposicion, la recta mg es tangente a C' en Po3. Como Ps3 es un
punto no singular de C, por el lema 2.3 l; = mg, contrario a nuestra hipdtesis.
Por lo tanto, l1(Ps3) # 0, luego I(Py3) = 0. De igual manera se puede probar que
[(Pyy) = 1(P32) = 0. O

Si l(z,y, 2z) es idénticamente nulo, entonces D es idénticamente nulo. Por lo tan-
to, asumamos que I(z,y, z) no es cero y por lo tanto define una recta [. Analicemos

Por casos.

1. Si Py3 # Pyy # Pso: entonces | y lo son rectas a través de Pa3 v Pas. Por lo

tanto [ = 5. De igual manera, [ = ms. Por lo tanto, [y = ms, contradiccién.
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2. Si P3y = Pyy # Pao3: entonces my es tangente a C' en Pyy. Como antes,
Ordm21p22 (llmll) Z 2.

Si my(Py) = 0, entonces Py pertenece a my,ma,ls. Por lo tanto, Py =
Pyy. Esto significa que Iy es tangente a C' en Psy. Por el lema (2.3), I =
ms, lo cudl es una contradiccién. Por lo tanto, mq(Psy) # 0. Si l1(FPas) # 0,
entonces ord,,, p,(l) > 2. Esto significa que [ es la misma recta que my. Si
[1(Py2) = 0, entonces Py = Py3 pertenece a ly, o, I3, ma, luego Py = Py =
Ps,. Por lo tanto ord,,, p,,(C) > 3. Por el razonamiento de arriba, ahora
tenemos ord,,, p,, (l1m1l) > 3. Como hemos probado que m;(Pa2) # 0, tenemos
ord,,, p,(I) > 2. Esto significa que [ es la misma recta que msy. Asi, hemos
probado, bajo la suposicion de que P33 = Psy, que [ es la misma recta que ms.
Por el lema anterior, P»3 pertenece a [, y por lo tanto a ms. También pertenece

a ly v mg. Por lo tanto, Pyy = Psg, lo cudl seria una contradiccion.
3. Si Po3 = Pyy # Pyo: se sigue igual que el caso anterior.

4. Si Py3 = P3o: entonces Pz pertenece a [y, l3, mo, m3. Entonces Poy = Pso, que

ya hemos visto que es imposible.

5. Si Py3 = Py = P3o: entonces mo y [ es tangente a C' en Pag, entonces ls = myg,

lo cudl es una contradiccién.

Por lo tanto, todas las posibilidades nos llevan a contradicciones. Entonces I(x,y, 2)

debe ser idénticamente 0. Por lo tanto, D = 0, luego
C = Oélllglg + BmlQOg.

Como I3 y mg se anulan en P33, tenemos C'(Ps3) = 0, como queriamos. Esto completa
la prueba del teorema 2.4. O

Como las hipétesis del teorema se satisfacen entonces todos los puntos en la tabla
que vimos al inicio, incluyendo a X, pertenecen a E. Por lo tanto esto probaria la
asociatividad de puntos en una curva eliptica. Analicemos el caso en que algunos de
los puntos de intersecciéon P, @, R, £(P + @), £(Q + R) son O. En los casos donde
al menos uno de P,Q, R es O, la asociatividad es trivial. Si P + @) = O, entonces
(P+ Q)+ R = O+ R = R. Por otro lado, la suma @ 4+ R se calcula primero
dibujando la recta por @ y R, que intersecta a E en —(Q + R). Como P + Q) = O,
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el reflejo de @ por el eje x es P. Por lo tanto, el reflejo L' de L pasa por P, —R
y @ + R. La suma P + (Q + R) se encuentra dibujando la recta por Py Q + R,
que es L'. Acabamos de observar que el tercer punto de intersecciéon de L' con E es
—R. Reflejando obtenemos P + (Q + R) = R, luego se cumple la asociatividad en
este caso. Similarmente, la asociatividad se cumple cuando @Q + R = O. Finalmente,
necesitamos considerar qué pasa si alguna recta [; es igual a alguna recta m;, en
ese caso no se podria aplicar el teorema 2.4. Pero se puede ver que la asociatividad
se cumple en esos casos. Supongamos que l; = m; para algunos i, j. Consideremos
los varios casos, supongamos que todos los puntos en la tabla de intersecciones son
finitos, excepto por O y posiblemente X. Note que cada [; y cada m; corta a E en
tres puntos (contando multiplicidades), uno de los cuales es P;;. Si las dos rectas

coinciden, entonces los otros dos puntos deben coincidir en algin orden. Veamos:
1. Sil; = my: entonces P, @), R son colineales, y se cumple la asociatividad.

2. Sily = mgy: en este caso, P, @), O son colineales, luego P + () = O; la asociati-

vidad se sigue por el calculo directo hecho arriba.
3. Si ly = myq: similar al caso previo.

4. Sily = mg3: entonces P, Q,Q + R son colineales. Entonces P+ (Q + R) = —Q.
Ademas, P+ Q = —(Q + R), luego (P+ Q)+ R = —(Q + R) + R. Vamos a
probar que —Q = —(Q + R) + R, sea la recta L que pasa por () y R, entonces
L intersecta a la curva eliptica en —(Q + R). Viendo a L como la recta que
pasa por —(Q + R) y R, obtenemos —(Q + R) + R = —(@Q. Por lo tanto cumple

la asociatividad.

5. I3 = my: entonces P + () debe ser £(Q + R). Si P+ Q) = @ + R, entonces de

la conmutatividad y del lema de arriba obtenemos
P=(P+Q)-Q=(Q+R)-Q=R
Por lo tanto,
(P+Q)+R=R+(P+Q)=P+(P+Q)=P+(R+Q)=P+ (Q+R).
Si P+ Q = —(Q + R), entonces
(P+Q)+R=—(Q+R)+R=-Q
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P+(Q+R)=P—(P+Q)=-0Q,

y se cumple la asociatividad.

6. Si ly = mg3: en este caso, la recta ms que pasa por Py (Q + R) intersecta a
E en O, luego P = —(Q + R). Como —(Q + R),Q, R son colineales, tenemos

que P, (), R son colineales y la asociatividad se cumple.
7. Sil3 = mo: similar al caso anterior.

8. Si I3 = m3: como I3 no puede intersectar a F en 4 puntos (contando multipli-
cidades), es facil verque P=R6 P=P+Q 6 Q4+ R=P+Q 6 Q+ R =R.
El caso P = R se tratd en el caso I = msy. Asumamos que P = P + Q.
Sumando —P y como vimos en la parte 4, tenemos que O = (), en cuyo caso
la asociatividad se cumple. El caso Q + R = R es similar. Si Q + R = P + @,
sumando —() y como vimos en la parte 4, tenemos que P = R, que ya hemos

tratado.

Sil; # m;j para todo i, j, las hipétesis del teorema se satisfacen y si algunos l; = m;
se cumple la asociatividad, como probamos arriba. Esto completa la prueba de la

asociatividad de la suma en curvas elipticas. O
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Capitulo 3
Curvas elipticas sobre

En este capitulo nuestro objetivo es probar que el conjunto de puntos racionales
de una curva eliptica, denotado por E(Q) es un grupo finitamente generado, para ello
probaremos en primer lugar que el grupo cociente F(Q)/2FE(Q) es finito (teorema
débil de Mordell). Empezaremos estudiando una curva eliptica que se descompone
sobre Q (Caso particular del teorema débil de Mordell) y finalmente una curva

eliptica que se descompone sobre una extension finita de Q.

3.1. Caso particular del teorema débil de Mordell
Sea F una curva eliptica de la forma:
y* = (z —e1)(z — e2)(z — €3)

con ey, ez, e3 € Z'y e; # e;, para i # j. En caso que, e; € Q pero e; € Z, haciendo
un cambio de variable podemos transformar la ecuaciéon a una con e; € Z.

Siy # 0, tenemos que el producto de (z —e;), (x —e2) y (v — e3) es un cuadra-
do perfecto entonces podemos suponer que cada uno de estos factores contiene un

cuadrado, asi podemos escribir

2

r—e = au
r—ey = b
r—e; = cw?

con u,v,w € Qy a,b, c enteros libre de cuadrados. Entonces y? = abc(uvw)? con abe

un cuadrado. Por lo tanto si nosotros estamos buscando los puntos (z,y) € E(Q),
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podriamos encontrar niimeros mas pequenos como u, v, w € Q. Esta es la idea basica

que realizaremos para la prueba del teorema de Mordell.

Proposicion 3.1. Sea

S ={p/pesprimoyp | (e1 — e2)(e1 — e3)(e2 — e3)}
Sip es un primo tal que p | abe, entonces p € S.

Demostracion. Sea p | abe, entonces p | a, p | b 6 p | . Supongamos que p | a, como x—
e1 = au?, entonces p* con k € Z impar, es la potencia exacta de p que divide a x —e;.
Si k < 0, entonces p”* es la potencia de p en el denominador de z — e y & — e3, en-
tonces p3* es la potencia de p en el denominador de %2, lo cual es imposible, debido

a que este es un cuadrado. Por lo tanto k > 0, esto significa que
P | (x —e1) = x = ey (modp),
de ahi tenemos que
r—ey=e —ey(modp) y x—e3=e —es(modp).

Supongamos que p € S, entonces pt (e; —ez)(e; —e3)(eq — e3), esto quiere decir que

ptei—e2 = pfo—e y
pter—es = pfz—e;
Entonces p* es la potencia exacta de y*> = (z — e;)(x — e3)(xz — e3) con k un entero

positivo impar, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto p € S. O

Como S es un conjunto finito, existe una cantidad finita de combinaciones
(a,b,c). El siguiente teorema muestra que el conjunto de combinaciones (a,b, c)
que vienen de los puntos (x,y) tienen una estructura de grupo mdédulo Q* con

Q* = Q — {0} grupo multiplicativo.

Definicién 3.1.1. Sea Q* un grupo multiplicativo y su subgrupo (Q*)%. Definamos

el grupo cociente

={7:2€Q"} conz = {ru® € Q" :ucQ}
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Esto significa que si consideramos dos ntiimeros racionales 77, T3 como equivalen-
tes entonces la razén x;/xs es el cuadrado de un nimero racional. Todo elemento
de Q*/(Q*)? puede ser representado por +1 veces un producto de primos distintos,

ya que T es congruente a z—! médulo cuadrados. Asi podemos decir que
& T TT. . mnp.... € {0.1)) (3.1)
Q)
Notemos que si x — e; = au?, entonces 7 — ¢; = a en Q*/(Q*)2.
Teorema 3.1. Sea E una curva eliptica dada por
Y = (v —e)(r —e2) (7 — e3),

definida sobre QQ, con ey, es, e3 € Z. La funcion definida por

¢: E(@Q — (Q/(@Q))BQ/(Q))DQ/(@Q))

(r,y) — (x — e, o —eg,x —e3)cony # 0
0O - (1,1,1)

(e1,0) — ((e1 —ez)(e1 —e3),e1 — eq, 61 — €3)

(62, 0) - (ﬁ, (62 - 61)(62 - 63), Fes)

(e3,0) — (e3 —e1,e3 — ea,(e3 —e1)(e3 — €3))

es un homomorfismo y su nucleo es 2E(Q).

Demostracion. Empecemos mostrando que ¢ es un homomorfismo, analicemos por

Casos.

1. Si P, = (x;,y;) € E(Q),i=1,2,3 tales que y; #0y P; = —(P; + P), como
Py, P,, P53 son colineales, entonces sea la recta y = ax + b que contiene a dichos

puntos. Definamos el polinomio
P(z) = (z —e1)(z — e2)(z — e3) — (ax +b)*

Cémo este polinomio se anula en 1, x9, 3 y tiene coeficiente principal 1, en-

tonces podemos escribir
P(x) = (z —e1)(z —ex)(w —e3) — (az +b)* = (x — 1) (z — ) (2 — 3)
Evaluando en cada e; con i« = 1,2, 3 tenemos
(z1 — €;)(z2 — €;) (25 — €;) = (ae; +b)? € (Q*)2,i=1,2,3
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de ahi que

(r1 —e;) (ma —€;) (13 —¢;) = 1,0 =1,2,3.
Luego tenemos que
3(P)o(P2)e(Py) = (1,1,1) € (Q"/Q") P @"/Q") P(@*/Q™)

Como ¢(Ps) es congruente a su inverso multiplicativo médulo cuadrados

O(Ps)~" = ¢(Ps) = ¢(—Ps).

Por lo tanto

O(P1)d(P2) = ¢(—=Ps) = ¢(P1 + ).

- S P = (21,0) y P, = (22,92) con yo # 0. Entonces Py = —(P1+ ) = (23,93),
con ys # 0, por lo anterior tenemos que ¢( P+ P3) = ¢(Py)¢(Ps), reemplazando
Py = —(P, + P,) tenemos que

(—P) = ¢(Po+—(P+PF))
= A(R)o(—(P1+ )

Por lo tanto
O(Pr + Py) = ¢(Pr)o(Pe)

. Si =0y P, # O, tenemos que
O(PL+ Py) = ¢(P,) = (1,1, 1)p(Pa) = ¢(P1)p(P2)
El caso en que P, = O y P; # O es similar.

. Si Py = (21,0) y Py = (22,0), como z; € {ey,e2,e3} entonces podemos consi-

derar P, = (e1,0) y Py = (e2,0), asi tenemos que

¢(P1) = ((61 - 62)(61 - 63)761 — €2,€61 — 63)
¢(P2) = (62 — €1, (62 - 61)(62 - 63), €2 — 63)

Por lo tanto

P(Pr)d(Pa) = ((e1 — e2)(er —e3)(e2 — e1), (e1 — e2)(ea — er1)(e2 — e3), (e1 — e3)(ea — €3))

Como P, + P, = P5, tenemos que

¢<P1 + PQ) = (61 — €3,€E9 — €3, (61 — 63)(62 — 63))
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Por lo tanto ¢ es un homomorfismo, veamos ahora que ker(¢) = 2E(Q).

1. 2E(Q) C ker(¢): Sea P € 2E(Q) entonces existe @ € E(Q) tal que P = 20Q),

entonces
P(P)=¢(Q+Q) =d(Q)o(Q) =1

De ahi que P € ker(¢). Por lo tanto
2E(Q) C ker(¢)

2. ker(¢) C 2E(Q): Sea P = (z,y) € ker(¢), entonces
r—e =0} i=123.

Por simplicidad, asumamos que e; +es+e3 = 0, lo que significa que la ecuacion
para nuestra curva eliptica tiene la forma y? = x*+Az+B. (Si e;+ex+e3 # 0, el
coeficiente de 22 es diferente de cero. Haciendo un cambio de variables tenemos
lo siguiente). Sea

F(T) = ug +wu, T + upT?

tal que f(e;) = v, @ = 1,2,3. Para probar la existencia de f es suficiente

tomar:

1 1

fT)=n (e1 —e2)(e1 — es) (T=ea)(T—ea)+os (e2 —e1)(e2 — e3)

(T—e1)(T—e3)

1
+ U3 Gmenyeey (T —e)(T' —e2)

Definamos ¢(T) =z — T — f(T)? tal que cumple g(e;) = 0,7 = 1,2, 3, asf
T? + AT + B = (T — &1)(T — e3)(T — e3) divide a g(T)
Por lo tanto g(T') = 0 (mod T?® + AT + B), asi
v —T = (ug +uT +uT?)? mod( T® + AT + B).

Sabemos
T? = —AT — B (mod T? + AT + B)

T*=T-T° = —AT? — BT (modT? + AT + B).
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Por lo tanto

=T = (ug+u,T + usT?)?

ud + 2uguy T + (u? + 2ugua)T? + 2uqusT? + usT?

= (u2 — 2Bujuy) + (2uou; — 2Auyug — Bu3)T
+(u? + 2uoug — Aud)T?.

Sabemos que si dos polinomios P; y P, de grado a los mas 2 son congruentes
modulo un polinomio de grado 3, entonces la diferencia P, — P, es un polinomio
de grado a lo mas 2 que es divisible por un polinomio de grado 3. Esto significa

que P, = P,. Por lo tanto

T = uj — 2Bujusy (3.2)
—1 = 2ugu; — 2Au uy — Buj (3.3)
0= ud + 2ugug — Auj. (3.4)

Si us = 0, reemplazando en (3.4) tenemos que también u; = 0. Entonces
f(T) es constante, asi v; = vo = v3. Esto significa que e; = e3 = e3, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto uy # 0, multiplicando (3.4) por u /u3
y multiplicando otra vez a la misma ecuacién (3.4) por 1/u3, restando las

nuevas ecuaciones obtenemos

1 (51 Uy
—2 = (2P 4+ AL+ B
U2 Uz Uz
Sea
(751 1
Ty = — Y = —
U9 (75)

asi (z1,71) € F(Q). Afirmamos que 2(x1,y1) = £(z,y).

De la ecuacion (3.4) tenemos que

Aud —u?  A—2?
Uy = = :
’ 2uy 211

Reemplazando esto en (3.2) tenemos

r} — 2Ax? — 8Bz, + A?
T = .
4yi
Esta es la primera coordenada de 2(z1,y;) por (2.7). La segunda coordenada
esta determinada por la primera coordenada, asi 2(x1,11) = (z, £y) = £(z,y).

Por lo tanto (x,y) = 2(z1,y1) 6 2(x1,—y1). En ambos casos tenemos que
(z,y) € 2E(Q).
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Teorema 3.2. (El teorema débil de Mordell-Weil para curvas definidas sobre Q)

Sea E una curva eliptica definida sobre Q por
v =23+ Ax+ B, conA,B€Z

y sean las raices e1, es,e3 € Q de p(x) = 3+ Ax + B. Entonces

E(Q)/2EQ)

es un grupo finito.

Demostracion. Como ey, es, e3 € Q, haciendo un cambio de variable podemos asumir
que ey, ez, e3 € Z. Del homomorfimo dado en el teorema 3.1 tenemos el homomorfimo

inyectivo inducido

0: EQPEQ - (@/Q)@@/0)P@/Q)
(z.y) = O, y) = o((x,y))

Por el teorema fundamental de homomorfismo de grupos, tenemos que
E(Q)/2E(Q) = ¢(E(Q)/2E(Q)).

Para probar que E(Q)/2E(Q) es finito es suficiente probar que ¢(E(Q)/2E(Q)) es
finito, sea (a,b,¢) € ¢(E(Q)/2E(Q)), (donde a,b,c son enteros libres de cuadrados),
(

,y) € E(Q) tal que
¢((z,y)) = ¢((z,y)) = (a,b,).

Ahora si pla, entonces plabe, asi p € S con

entonces existe P =

S={pe€Z/pesprimoyp | (e1 —eaz)(e; — e3)(e2 — €3)}.

Como S es finito, existe solamente finitos a, b, ¢ mdédulo cuadrados. Por lo tanto

$(E(Q)/2E(Q)) es finito, lo cual probarfa el teorema. O

3.2. Caso general del teorema débil de Mordell

Teorema 3.3. (Caso general del teorema débil de Mordell-Weil) Sea E una curva

eliptica definida sobre Q por

=034+ Az + B, conA,BEZ
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y sea K el cuerpo de descomposicion del polinomio cibico p(x) = 23 + Az + B con

raices ey, eq,e3 € K. Entonces
E(Q)/2E(Q)
es un grupo finito.

Demostracion. Para probar el caso general, la idea es imitar el caso particular re-

emplazando Q por K, con lo cual tendremos 3 problemas:

1. Vamos a obtener informacion de E(K)/2E(K) y nosotros queremos obtener

E(Q)/2E(Q), para ello necesitamos hallar una relacién entre ellos.

2. Para poder conseguir que E(Q)/2E(Q) sea finito en el teorema anterior usamos
el hecho de que el conjunto S definido en la proposicién 3.1 sea finito, pero
para ello se uso la factorizacion unica en Z. Esto podria fallar en el anillo de

enteros algebraicos Ax que reemplazara a Z.

3. Como todo elemento de Q*/ Q””Q, se representa como +1 veces un producto de
primos distintos (ver 3.1) y +1 representa las unidades en Z, estas unidades

necesitan ser controladas en el anillo que reemplaza a Z en el caso general.

El siguiente teorema nos ayudard a cubrir la parte 1).

Teorema 3.4. Sea E una curva eliptica definida sobre Q por

92 = (z —e1)(z —e2)(z — e3)

Sea K el cuerpo de descomposicion de p(x) = (x — eq)(x — ea)(x — e3) € Q[z] sobre

Q. Entonces el homomorfismo candnico

p: E(Q)/2EQ) — E(K)/2B(K)
P+2E(Q) — P+2E(K)

tiene como nimero de elementos en su nicleo una cantidad menor ¢ igual a 2259,
En consecuencia si E(K)/2E(K) es finito entonces E(Q)/2E(Q) también lo seria.

Demostracion. Sea P € ker(yp) entonces P € E(Q) N2E(K). Como P € 2E(K)
existe un punto Qp € F(K) tal que P = 2Qp. Para cada P € ker(y), definamos la

funcién
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Ap: Gal(K/Q) — E[2]
g — Qp—Qp
con

E2l={P € E(K):2P = O}.
Esta funcién esta bien definida, ya que la imagen de Ap se encuentra en E[2], veamos
2(Qp —Qpr) =2(Qp) —2Qp =P -P =0

Veamos que si Ap = Aps entonces P’ € P+ 2E(Q).

Como Ap = Aps entonces

Q% — Qp =Ap = Ap = Q% — Qp paratodoo € Gal(K/Q)
de ahi que
(Qr — Qp)” = Qp — Q.

Por otro lado como K es una extensién normal de Q entonces K% K/Q = Q. Por
lo tanto Qpr — Qp € E(Q). De ahi que

P'— P =2(Qp — Qr) € 2E(Q)

Como cada elemento P € ker(yp) podemos asociarlo a Ap y para cada elemento
diferente del nicleo tenemos una funcién diferente A\p de Gal(K/Q) a E[2], de
ahi que el orden de el nticleo es menor 6 igual al nimero de funciones de Gal(K, Q)

a E[2], el cual es
JIGal(KQ)| _ 92[K:0Q]

[]

Ahora veamos como resolver los problemas 2) y 3), empecemos viendo unos

ejemplos.

Ejemplo 3.2.1. Sea E una curva eliptica definida sobre Q por
y2 =2+

El cuerpo de descomposicién es K = Q(i). El anillo de enteros Ax = Z[i] es un

dominio de factorizacién tnica y su grupo de unidades es {(i)"}3_, = Z,
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Ejemplo 3.2.2. Sea E una curva eliptica definida sobre Q por
vy =2 — 2

El cuerpo de descomposicién es K = Q(v/2). El anillo de enteros Ax = Z[v2]
es un dominio de factorizacién tnica, y su grupo de unidades es el grupo infinito
[V

Ejemplo 3.2.3. Sea E una curva eliptica definida sobre Q por
y* = 2® + 5z

El cuerpo de descomposicién es K = Q(y/—5). El anillo de enteros algebraicos Ax =

Z[v/—=5] no es un dominio de factorizacién tnica, ya que 2-3 = (1 —+/=5)(1++/=5)
es mds estos numeros son todos primos. El grupo de unidades es {+1} = Z,.

En los dos primeros ejemplos Z[v/—1] v Z[v/2] son dominios de factorizacion

unica. Asi tenemos que

K

K+

= {UG)} @ {75 ... Ja,b,... € {0,1}} (3.5)

donde U (k) es el grupo de unidades de Ak y p1, pa, . .. son primos en Ag. En el tercer
ejemplo vemos que Z[v/—5] no es un dominio de factorizacién unica, sin embargo si
hacemos M = {1,2,2% 23 ...} y definamos

R = M~"Z[y/—5]

entonces R es un anillo con Z[y/—5] C R C K, esto hace que R tenga las siguientes
propiedades

1. R es un dominio de ideales principales por lo tanto un dominio de factorizacion

Unica.

2. El grupo de unidades de R es finitamente generado (con 1y % como genera-

dores).

Como R contiene a Z[v/—5], el cuerpo cociente de R estd en K, ya que es
el menor cuerpo que contiene a R. Por factorizacién unica (3.5) es vélido si

nosotros interpretamos las unidades y primos como unidades y primos en R
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Teorema 3.5. Sea K|Q una extension finita. Sea Ak el anillo de enteros algebraicos
de K sobre Q. Entonces existe un anillo R con Ax C R C K, tal que:

1. R es un dominio de ideales principales, por tanto un dominio de factorizacion

unica.
2. El grupo de unidades de R es finitamente generado.
Demostracion. Consultar [1, pdg 122-129]. m

Ahora veamos veamos la modificaciéon de la proposicién 3.1 y teorema 3.1 para el

caso general:

Proposicion 3.2. Sea

S = {p € R/pesprimoypl(es — e2)(e1 — e3)(ez — es)}
Si p es primo y plabe, entonces p € S
Demostracion. La prueba es similar al de la proposicién 3.1. O]

Teorema 3.6. Sea E una curva eliptica dada por y* = (x — e1)(z — e3)(z — e3),

definida sobre Q, con ey, es,e3 € R. La funcion definida por

¢: E(K) — (K"/K”)@K"/K")PK"/K™)
(x,y) — (x —e1,x —eg,x —ez)cony # 0
0o — (1,1,1)
(e1,0) —  ((ex —e2)(er —e3),e1 — ea,€61 — €3)
(62, 0) - (m7 (62 - 61)(62 - 63);?@)
(e3,0) — (e3—e1,e3— eq, (€3 —e1)(es — e3))

es un homomorfismo. El nucleo de ¢ es 2E(K).

Reemplazando Q por K en la prueba del teorema 3.2 tenemos, e, eg,e3 € K =
frac(R), haciendo un cambio de variables podemos asumir que ej, e, e3 € R. Del
homomorfimo dado en el teorema anterior tenemos el homomorfimo inyectivo indu-

cido

~

¢: E(K)2E(K) — (K”J/Kﬂ”i)%‘”/f(’”?)@(Kx/K$2)
(z,y) — ¢((z,y)) = o((x,y))
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Por el teorema de homomorfimo de grupos tenemos que
E(K)/2E(K) = ¢(E(K)/2E(K))

Para probar E(K)/2E(K) es finito es suficiente probar que ¢(E(K)/2E(K)) es
finito, sea (@,b,¢) € ¢(E(K)/2E(K)) (donde a,b,c son enteros libres de cuadrados),
entonces existe P = (z,y) € F(K) tal que

~ —_

¢((7,9)) = o((x,y)) = (@,b,0)

Por la proposicién 3.2 tenemos que los primos de R que dividen a a, b, ¢ también
dividen a (e; — eg)(e1 — e3)(ea — e3). Entonces la imagen de ¢ esta contenida en el
grupo generado por S y las unidades de R. Como ambos son finitos tenemos que
G(E(K)/2E(K)) es finito, lo cudl probarfa el teorema. Por el teorema 3.4 tenemos
que E(Q)/2E(Q) es finito. O

3.3. El teorema de Mordell

Hasta el momento hemos probado que E(Q)/2E(Q) es un grupo cociente finito,
lo cudl no es suficiente para decir que F(Q) sea finitamente generado, por ejemplo
R/2R = {0} es finito, pero R no es finitamente generado. Veamos la siguiente

definicién que nos ayudard a conseguir nuestro objetivo.
Definicién 3.3.1. Sea z = a/b € Q, con mcd(a,b) = 1. Definamos

H(z) = méax(|al,|b]) (altura dea/b)
hWz) = logH(a/b) (altura logaritmica dea/b).

Definicién 3.3.2. Sea P = (x,y) € E(Q), con P # O . Definamos

H(z,y) = ﬁ(x) (altura de(x,y))
hMz,y) = h(z) (altura logaritmica de(x,y)).

Si P =0, entonces H(P) =1
Teorema 3.7. FExiste una constante c; tal que

[h(P+ @) +h(P = Q) — 2h(P) = 2h(Q)| < &
para todo P, Q) € E(Q)
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Demostracion. Afirmamos que existen constantes ¢ y ¢” tales que:
2h(P) +2h(Q) — ¢ < h(P+ Q)+ h(P — Q) (3.6)

WP+ Q)+ h(P — Q) < 2h(P) +2h(Q) + ¢ (3.7)
Empezaremos probando la segunda desigualdad, sea una curva eliptica £ dada por
y? = 2% + Az + B con A, B € Z. Sean

ay

P = (b_17y1)7 Q = (_7y2)

a, a
P+Q=(3"vs), P-Q=(;"m)
3 4

con P,.Q € E(Q) y a;,b; € Z tal que med(a;, b;) = 1, para i = 1,2, 3,4. Como vimos

anteriormente para la adiciéon de dos puntos tenemos:

G3_m2 ay a2—conm—y2_y1

—=m]—-— - == 1=

bs by by e v
2 1

a4_m2 ap Az O e — —Yo2— U

B2 T 27 Tay _ar

by by bo e T b

Sumando y luego multiplicando ambas expresiones obtenemos:

as Q4 g1 Q3G4 G2

b3 E B 93’ b3by g3

con
g1 = 2(&1()2 + agbl)(Able + alag) -+ 4Bb%bg

gs = (a1a2 — Ab1b2)2 — 4B(6L1b2 + agbl)blbg
g3 = (aiby —asby)

Para continuar con la prueba veamos antes dos lemas.

Lema 3.1. Sean ¢y, co,dq,dy € Z. Se cumple:
méX(’Cﬂ, ’dlD < 2méX(|0162’, ‘Cldg + Czdly, ’d1d2|)

Demostracion. Supongamos que |c;| < |d;], si no fuese asi cambiamos los lugares.
Sea L la parte izquierda de la desigualdad del lema y R la parte derecha. Entonces

tendriamos 3 casos:
1. Si|eo| < |dg|, entonces L = |dyds| v 2|d1ds| < R, asi L < R.
2. Si|eo| > |da] > (1/2)|ca|, entonces L = |dyco| y R > 2|dyds| > |dica| > L.
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3. Si |ds| < (1/2)]co|, entonces L = |dico| y

R 2|C1d2 +02d1|
2(|cady| — |erda])
2(|cadr| — |d1](1/2)|cal)

|ng1| = L

(AVAR VALY,

Esto completaria la prueba. O]
Lema 3.2. Sean ¢y, ca,dy,dy € Z, con med(c;, d;) = 1 para i = 1,2. Se cumple
mcd(clcz, C]_dQ + ngl, dldg) =1

Demostracion. Sea d = med(cidy + cody, didy). Supongamos que p es un primo tal
que p | ¢y p|d. Como med(ci,dy) = 1, entonces p 1 d; Ademés p 1 dyds, entonces
p 1 dy. Por lo tanto p t g, asi tendriamos que p | ¢1ds y p 1 cody, asi p 1 c1ds + cad;.
Por lo tanto p 1 d, lo cudl serfa una contradiccién. De igual manera no existe un
primo p que divida a ¢; y d. Por lo tanto no existe un primo p que divida a cijcy y

d, lo cudl probaria el lema. [

Continuando con la prueba del teorema por el lema anterior, como mecd(ag, by) =

1y med(aq,by) = 1, tenemos que

med(agay, agby + agbs, bsby) = 1.
Por lo tanto existen x,y, z € Z tales que

azasx + (asby + asbs) + bsby = 1.

Como

g3(asby + asbz) = g1(b3bs) y g3(azas) = ga(babs), (3.8)
tenemos que

95 = 93(azaa)r + gs(azbs + asbz)y + g3(bsba)z

= ga(bsbs)z + g1(bsbs)y + g3(b3bs)z.
Por lo tanto bsby | g3, asi
|b3ba| < |gs].

Similarmente tenemos que

lagas| < |ga.
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De la ecuacion (3.8) y como |bsbs| < |g3| tenemos que
|a3b4 + (I4b3| S |gl|

En funcién de la altura H tenemos que

HP+Q)H(P—Q) = max(|asl,|bs|) max(|aal,|bsl)
2 méax(|agay), |azbs + agbs|, [b3bsl)

<
< 2méx(|gal, g1l [g3])-

Sean Hy = méx(|a1],|b1]) y Ha = méx(|as|, |b2]). Entonces

|gl‘ = |2(a1b2 + a2b1)(Ab1b2 + aias + 4Bb%b%)|
2(H,Hy + HyHy)(|A|H, Hy + HyH,) + 4| B|H?H?2
4(JA| + 1+ |B|)H?H3.

Similarmente
921 < ((1+|A])* +8|B|)HY H3, g3 < 4H{Hj.

Por lo tanto
H(P+Q)H(P - Q) < CH{Hj = CH(P)’H(Q)*,
tomando logaritmo a la desigualdad
log(H(P + Q)H(P — Q)) < log(CH{ H3) = log(CH(P)*H(Q)?),
tenemos para alguna constante ¢”
h(P+ Q)+ h(P — Q) < 2h(P) +2h(Q) + . (3.9)

Lo cudl probaria la ecuacion (3.7). Ahora probemos la ecuacién (3.6), primero vea-

mos un lema que nos ayudara en nuestra prueba. [
Lema 3.3. Sea A = 4A3 + 27B?% y sean los polinomios

F(x,2) = 2% —2A2%2% —8Bxz® + A%24
G(x,2z) = 4z2(2% + Axz? + B2?).

Entonces existen f1, fa, g1, 92 € Z[x, 2], polinomios homogéneos de grado 3, tales que
Ffi—Gg =4A2" y Ffy + Ggy = 4A2".
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Demostracion. Reemplazando z =1 en F(x,z) y G(z, z), tenemos
F(z,1) = xz'—2A2*> —8Bx + A?
G(x,1) = 4(2° + Az + B).

Dividiendo F'(z,1) entre G(z,1), tenemos que

F(z,1) = G(x, 1)(;1@ + (—=3A2* — 9Bz + A?)

despejando G(x, 1) tenemos que
4
G(x,1) = —(F(z,1) + 3A2* + 9Bz — A%), con A # 0

Xz

4 4B 4A

= (=342° —9Bx + A*)(—— + F> + (=), con A # 0.

3A 3A?
De ahi que
4A 9A3
. 2 2y _ (2 N2 . 2
(—3Ax* — 9Bz + A?) (3A2x)( 4Ax)+( 9Bz + A7)
4A 9 4A 4A

Por lo tanto
4N = (122% + 16A)F (2, 1) + (—32° + Az + 27B)G(z, 1).

Reemplazando z por Z en (3.10) tenemos

.%'2 T .TS T T
AN = (12— + 16A)F(—, 1 —3— +HbA—+27TB)G(—,1).
(125 +164)F(Z, 1) + (=35, + 547 +27B)G(2, 1)

(3.10)

(3.11)

Como F(x,z) y G(z,z) son polinomios homogéneos de grado 4, multiplicando a

(3.11) por 27 tenemos

ANZ" = (122°2 + 16 A2°)F(x, 2) + (=32° + 5Azz* + 27B2%)G(x, 2).

Haciendo fi(z,2) = 122%2 + 16423 y g1(x,2) = =323 + 5Ax2? + 27B2z3 tenemos el

resultado requerido. Similarmente se puede obtener

fo = 4Ax® —4A’Ba?z 4+ 4A(3A% + 22B%)x2? + 12B(A® + 8B?)2°

go = A’Bx®+ A(BA® + 32B?)x?z + 2B(13A% + 96 B?)x2? — 3A%(A% + 8B?%)23,

tales que
Ffy+ Ggo = 4A2".
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Lema 3.4. Sea R € E(Q).FEziste una constante Cy, independiente de R que cumple
4h(R) < h(2R) + Cs.
Demostracion. Sea
R = (%7 y)
cony € Qya,beZ, con med(a,b) = 1. Definamos

hiy = a*—2Aa*b® — 8Bab® + A%b*
hy = (4b)(a® + Aab® + Bb?)
A = 4A% +27B%

Por el lema anterior, existen polinomios homogéneos rq,rs, 1, 59 € Z[a,b] de grado
3 tales que
4Ab7 = Tlhl + 7’2h2 (312)

4Aa7 = 81h1 + Sghg (313)

Para un polinomio homogéneo de grado 3 de la forma
p(x,y) = o’ + 12’y + oy’ + ey’

tenemos

[p(a, b)| < (leol + lex] + lez| + |es]) méx(lal, [b])*.
Supongamos que |[b| > |a|, de ahi que

[4A[b[" [71(a, O)[[ ] + [r2(a; b)][he]

<
< b max(|h ], [hal),
para algin c¢; constante. Por lo tanto
[AA[[B* < e max(|hal, |hal).
Sea d = med(hy, hy). Entonces por (3.12) y (3.13) tenemos que
dl4Ab" y d|4Aa”.

Como med(a,b) = 1, tenemos que d|4A, asi d < |[4A|, por otro lado, como

[ha] 1hal

H(2R) = méx( T )
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tenemos que
[MA[H(R)' = [4A|[b[*
c1 max(|hy|, |hal)
c1|[4A| méx([hn|/d, [hs|/d)
c1|AA|H(2R).

VAN VANPVAN

Dividiendo entre 4A tenemos que
4h(R) < h(2R) + Cy
para alguna constante c,. O
Reemplazando P por P + ) en (4.9) tenemos
h(2P) 4+ h(2Q) < 2h(P + Q) +2h(P — Q) + "
Por el lema anterior
4h(P) + 4h(Q) — 2¢co < h(2P) + h(2Q).

Por lo tanto
2h(P) +2h(Q) — ¢ < h(P+ Q)+ h(P — Q)

para alguna constante ¢. Esto completaria la prueba del teorema 3.7.
Teorema 3.8. Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Fxiste una funcion
h:E (Q) — Ry
con las siguientes propiedades:
1. h(P) > 0 para todo P € E(Q)
2. Existe una constante ¢; tal que |$h(P) — h(P)| < ¢, para todo P.

3. Dada una constante ¢, existe solamente una cantidad finita de puntos P €
E(Q), tales que h(P) < c.

4. h(mP) = m2h(P), para todo m € Z y todo P € E(Q).

5. h(P+ Q)+ h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q), para todo P, Q.

>
>

(P) =0siy sélosi P es un punto de torsion.
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Demostracion. (1) Haciendo @@ = P en el teorema anterior, obtenemos

|h(2P) — 4h(P)| < ¢1, paratodo P € E(Q). (3.14)

Para cada P € E(Q), definamos

Veamos si esta bien definida, para ello probemos la existencia del limite. Te-

nemos

lim —h(2"P 24— h(2 P) — 4h(271P)). (3.15)

n—oo 4m

Por (4.14) tenemos
- (h(2P) — 4h(21P))| < &
47 T4
asi la suma infinita converge. Por lo tanto iz(P) esta bien definida, de ahi que

h(P) > 0paratodo P € E(Q).

De la parte (1) tenemos que

De ahi que |h(P) — $h(P)| < ¢1/6.

Si h(P) < ¢, entonces h(P) < 2¢+ 9. Por lo tanto existe una cantidad finita

de puntos P que satisfacen esta desigualdad.

Esta propiedad es conocida como la ley del paralelogramo debido a que es
originada por 0 y los vectores P, Q, P + @ (adicién ordinaria de dos vectores),

estos puntos son los vértices de un paralelogramo. Sabemos que

1
Ih(2"P +2"Q) — 2h(2"P) - 21(2"Q)| < Z—;

haciendo que n — oo tenemos el resultado esperado.

Como la altura depende solamente de la primera coordenada, h(—P) = h(P).

Por lo tanto, asumamos que m > 0. El caso en que m = 0,1 es trivial. Si
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@) = P por la parte (5) tenemos el caso en que m = 2. Supongamos que

conocemos el resultado para m — 1 y m. Entonces

~

h((m + 1)P) = —h((m — 1)P) + 2h(mP) + 2h(P)(por la parte (5))

= (=(m +1)2+2m> + 2)h(P) = (m + 1)*h(P).
Por induccién el resultado es verdadero para todo m.

(6) Si mP = oo, entonces m? = h(P) = h(mP) = h(co) = 0, asi P = 0. Por lo
contrario, si h(P) = 0, entonces h(mP) = m2h(P) = 0, para todo m. Sabemos
que existe una cantidad finita grande de puntos de altura 0, el conjunto de
multiplos de P es finita.Por lo tanto P es un punto de torsién. Esto completa

la prueba del teorema.
O

Teorema 3.9. (Mordell) Sea E una curva definida sobre Q. Entonces E(Q) es un

grupo abeliano finitamente generado.

Demostracion. Sean los puntos Ry, ..., R, € E(Q) representantes de las clases del
grupo cociente finito £(Q)/2E(Q). Definamos

¢ =max{h(R;)} coni=1,..n

y sean {Q1, ..., @m} €l conjunto de puntos en E(Q) tal que iz(Q,) < c. Este es un

conjunto finito por el teorema anterior. Definamos

G = <R1, ceey Rnle; Qm>

el subgrupo de E(Q) generado por Ry, ..., Ry, Q1, ...Qm.

Afirmamos que G = E(Q), probemos esta afirmacién, procedamos por contradiccion,
supongamos que existe P € E(Q) \ G. Entonces existe una cantidad finita de puntos
de altura menor que la de P, podriamos cambiar P por uno de estos, si fuese
necesario, y asumamos que P tiene la altura més pequena entre todos los puntos que
pertencen a E(Q), pero que no estdn en G. Por otro lado, como P € E(Q)/2E(Q),

entonces P = R;, para algin i = 1,2,...,n. De ahi que

P—-—R,=2P
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para algin i = 1,2,...,ny algin P, € E(Q). Por el Teorema anterior:

>

Ah(P) = h(2P)
= h(P

3>

— - R)
= 2h(P)+2h(R;) — h(P + R,)
< 2h(P)+2c

Como ¢ < fL(P), ya que P # @); tenemos que

4h(Py) < 2h(P)+2c
< 2h(P) + 2h(P)
().

S
>

Por lo tanto
h(Py) < h(P).

Como P tiene la altura més pequenia de puntos en F(Q), pero que no estdn en G,

tenemos que P; € GG. Por lo tanto

P=R;+2P €G.

Esto seria una contradiccién, por lo tanto E(Q) = G. Esto completaria la prueba

del teorema de Mordell.
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Capitulo 4

El grupo de torsiéon de una curva

eliptica sobre (1)

En este capitulo final, estudiaremos la parte de torsiéon de una curva eliptica,
para ello veremos el teorema de Lutz-Nagell, que nos permitira calcular el subgrupo
de torsion FE(Q)srs de una curva eliptica E(Q), con una serie de ejemplos que nos
ayudara a entenderlo mejor, para luego enunciar el teorema de Mazur, que nos
caracterizara por completo los subgrupos de torsién de las curvas elipticas definidas
sobre los Q. Finalmente veremos el teorema de Lutz-Nagell sobre el cuerpo gaussiano
esto quiere decir definiendo la curva sobre una extensién finita Q(i), para luego
enunciar el teorema analogo al de Mazur, conocido como el teorema de Kenku-
Momose, que nos caracterizara por completo los subgrupos de torsion de las curvas

elipticas definidas sobre los Q(7)

4.1. Puntos de torsion

Sea F una curva eliptica definida sobre un cuerpo K. Para cada n entero positivo.

Definamos el conjunto de puntos de torsién de orden n como
E[n) ={P € E(K)/nP = O}

donde K es la clausura algebraica de K, ademés E[n] contiene puntos con coorde-

nadas no sélo en K sino en K.
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Cuando la caracteristica de K no es 2, la curva E puede ser escrito como
2 3 /.2 ! !
Y =27 + ayx” + ayr + ag

y es mas simple de determinar Fj.
Sea

y2 = (z —e1)(z —e2)(x — e3)

con ey, ey, e3 € K. Un punto P satisface 2P = O si y solo si la recta tangente en P

es vertical. Esto significa que y = 0 asi:

E2 = {07 (617 0)7 (627 0)? (637 0)}

Este es isomorfo a Z, @ Z».

La situacién en el que el cuerpo K es de caracteristica 2 es mas delicado como
se vi6 en las ecuaciones (2.3) y (2.4), la curva eliptica E' puede asumir una de las
siguientes ecuaciones:

Y+ ay + 2 4 asr? +ag =0
y2+a3y~|—az3+a4as+a6:0

En el primer caso ag # 0 y en el segundo caso a3 # 0 (sino las curvas podrian
ser singulares). Si P = (z,y) es un punto de orden 2, entonces la tangente en P
sera vertical, lo que significa que la derivada parcial con respecto a y debe ser igual
a 0, de ahi que 2y +x = 0 y como car(K) = 2, por lo tanto x = 0. Reemplazando
z = 0, tenemos que 0 = y*>+ag = (y++/ag)?. Por lo tanto (0,v/6)? es el tinico punto

de orden 2 (las raices cuadradas son tnicas en un cuerpo de caracteristica 2), asi
E[2] = {0, (0,V6)}

Este es isomorfo a 2.
En el caso segundo caso, la derivada parcial con respecto a y es 2y + a3z y como la
caracteristica del cuerpo K es 2 tenemos a3 # 0. Por lo tanto este no es un punto

de orden 2, asi

E2] = {0}

En resumen tenemos la siguiente:
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Proposicion 4.1. Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo K. Si la caracteristica
de K no es 2 entonces
E[2] 2 7y & Zs

S la caracteristica de K es 2 entonces
E2] =0 ¢ Z,
Demostracion. Consultar [2,pag 78] ]

Ahora veamos que sucede en E[3], para eso asumamos primero que la carac-
teristica de K no es 2 6 3, asi E puede escribirse como 3? = 2% + Az + B. Un punto
P satisface que 3P = O si y s6lo si 2P = —P. Esto significa que la coordenada x en
2P es igual a las coordenada = de P (y como la curva es simétrica la coordenada y

varia en signo). Sabemos que
9 37+ A
m-—2xr=x,conm=——
2y
Reemplazando y? = 23 + Az + B tenemos
(322 + A)? = 122(2* + Az + B)
Operando tenemos

32 + 6Ax> +12Bx — A2 =0

La discriminante de este polinomio es —6912(4A4% + 27B2)? # 0. Por lo tanto el
polinomio no tiene raices multiples, esto quiere decir que x toma 4 valores distintos
en K,y cada x produce 2 valores de y, asi tendriamos 8 puntos de orden 3. Ademads
sabemos que el punto O también esta en F[3], entonces que E[3] es un grupo de

orden 9 en que cada elemento es de torsion 3. Esto quiere decir que
E[B3] =273 ® Zs

Veamos ahora el caso en que la caracterisitica de K es 2. Si la caracteristica de K
es 2 la curva E puede tomar dos formas pasaremos a analizar una de ellas la otra

es similar, tenemos

v+ ay + 2 4+ asx? +ag =0, con ag # 0
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sabemos que x = m* + m + ay donde m = (y + 2?)/z

Reemplazando en E tenemos
2t 4+ a3+ a5 =0

La discriminante de este polinomio es 256a3 — 27a2 # 0. Por lo tanto el polinomio
no tiene raices miltiples, esto quiere decir que x toma 4 valores distintos en K y
cada x produce 2 valores de y, asi tendriamos 8 puntos de orden 3. Ademas sabemos
que el punto O también esta en E[3], entonces E es un grupo de orden 9 en el que

cada elemento es de torsion 3, esto quiere decir que
B3| =2 Zs ® Zs
Ahora veamos el caso en que la caracteristica de K = 3, entonces E tiene la forma
y2 = 23 + a2x2 + a4x + ag

Nosotros queremos que la primera coordenada de 2P sea igual a la primera coorde-

nada de P. Sabemos que
m? —ay =3x =0, con m = (2a97 + a4) /2y

Reemplazando m tenemos

2
asx> + agsag — ay =0

Afirmamos que as y a4 no pueden ser ambos cero a la vez, ya que tendriamos que
3+ ag = (v + aé/ 3)3 tiene raices multiples, lo cual no puede ser, entonces al menos
uno de ellos es diferente de cero.

Si ay = 0, entonces —a? = 0, lo cual no puede ocurrir por lo tanto E[3] = {oco} en
este caso.

Si ay # 0, entonces ay(x® +a) = 0, que tiene una sola raiz triple. Por lo tanto habria
un valor de & que produce dos valores de y, entonces tendriamos dos puntos de orden

3y como oo también pertenece a E|[3], vemos que E|[3] tiene orden 3, asi

como grupo abstracto.

La generalizacién , esta dado en el siguiente teorema.
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Teorema 4.1. Sea E una curva eliptica sobre el cuerpo K y sean un entero positivo.

Si la caracteristica de K no divide a n ¢ es 0, entonces

Eln] =Z, Pz,

Si la caracteristica de K esp >0y p|n, tenemos n = p'n’. Entonces

Eln) ~Zy@PZy o Z.PZn

Demostracion. Consultar|2,pag 79-80] O

4.2. El teorema de Lutz-Nagell

Denotaremos a/b # 0 un nimero racional, donde a, b son primos relativos enteros,

de aqui tenemos que a/b = p"a;/b; con p1ajb;.

Definicién 4.2.1. Se define la valuacion p-ddica de un nimero racional como:
a) vy(r) =max{n € Z: p"|z, siz € Z \ {0}}
b) v,(q) = vy(a) —vy(b),siqg=a/beQ

Por convencion se toma v,(0) = 0o.

Ejemplo 4.2.1. v5(7/40) = =3, v5(50/3) = 2, yv7(1/2) = 0.

Esta definicion nos ayuda a probar el teorema siguiente que es la version original

del teorema de Lutz-Nagell:

Teorema 4.2. (El teorema de Lutz-Nagell) Sea E una curva eliptica dada por y* =
3+ Az + B con A,B € Z. Sea P = (z,y) € E(Q) se cumple:

1. Si P tiene orden finito entonces x,y € 7.
2. Si P tiene orden finito con y # 0 entonces y* | 443 + 27B2.

El teorema de Lutz-Nagell esta definida sobre curvas elipticas definidas sobre
Q esta version original es el artifice de que nosotros pensemos si este teorema se
cumple con ciertas condiciones para curvas elipticas definidas sobre la extensién
Q(i). Antes de ver ello veamos algunos ejemplos de curvas elipticas definidas sobre

Q y mostremos como funciona.
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Ejemplo 4.2.2. Sea la curva eliptica dada por
yQ — ZE3 + 4

Siy = 0 entonces 2244 = 0, pero esta ecuacién no posee soluciones racionales, por lo
tanto y # 0. Sea P = (x,y) € E(Q) con orden finito entonces y* | 443 +27B? = 432.

Los posibles valores para y son:
y==41,4+2 £3 +4 +6 + 12.

Solamente y = +2 produce un valor entero para x, asi los posibles puntos de torsion
son (0,2) y (0,—2). Un célculo rdapido muestra que 3(0,+2) = O. Por lo tanto el

subgrupo de torsién es ciclico de orden 3.
E(Q)tors = {0, (0,-2),(0,2)}
Ejemplo 4.2.3. Sea la curva eliptica dada por
y* =% 4 8

Entonces 4A3 + 27B% = 1728. Si y = 0, entonces x = —2. El punto (—2,0) tiene
orden 2. Si y # 0, entonces y* | 1728, que significa que y | 24. Trabajando todas las
posibilidades obtenemos los puntos (1,43) y (2, £4). Sin embargo

2(1,3) = (—7/4, —13/8) y 2(2,4) = (—7/4,13/8).

Como estos puntos no tienen coordenadas enteras, ellos no pueden tener orden finito.
Por lo tanto (1, 3) y (2,4) no pueden tener orden finito, asi tenemos que el subgrupo

de torsién es ciclico de orden 2.
E(Q)tors ={0,(-2,0)}
Ejemplo 4.2.4. Sea la curva eliptica dada por
y* = 2% — 43z + 166

Entonces 4A3 + 27B? = 425984. Si y = 0 el z no toma valores enteros. Si y # 0

entonces y* | 2'° - 13 de aqui que y | 128 . Trabajando todas las posibilidades,
tenemos como posibles puntos de torsién a (3, £8), (=5, £16), (11, £32). Usando la

férmula de duplicacién sobre el punto (3,8) tenemos:
2(P) =3, 2(2P) = —5, z(4P) = 11, z(8P) = 3
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De aqui tenemos que 8P = £P lo cual implica que P tiene orden 3,7 6 9. No puede
tener orden 9, ya que a lo mas hay 7 posibles puntos de torsiéon y si tuviera orden
3 tendriamos que z(2P) = x(—P) lo cual es falso. Por lo tanto P tiene orden 7,

asi tenemos que el subgrupo de torsion es ciclico de orden 7.
E(Q)iors = {0, (3, £8), (-5, £16), (11, £32)}.

Observacion 4.1. Veamos algunas complicaciones al aplicar el teorema de Lutz-
Nagell.

1) Supongamos que nosotros usamos el teorema de Lutz-Nagell y obtenemos un
punto con coordenadas enteras. ;Como saber si este es 6 no un punto de
torsion?, en el ejemplo 4.2.3 calculamos 2P y obtuvimos un punto con coor-
denadas no enteras. Por lo tanto, P no era un punto de torsién. En general, el

teorema de Lutz-Nagell nos da una lista finita de posibles puntos de torsion.

2) La dificultad de aplicar el teorema de Lutz Nagell, radica en cuanto la discrimi-
nante posea mayor cantidad de divisores cuadrados perfectos, esto extenderia
los posibles valores enteros de y, haciendo més trabajoso el calculo de posibles

puntos de torsién.

Felizmente Mazur nos dié una caracterizacién definitiva de los subgrupos de torsion

conocido como el teorema de Mazur, el cudl trataremos més adelante.

Veamos otra técnica que sirve para determinar el subgrupo de torsion, el cual
trabaja con la reduccién mdédulo primos. Sea una curva eliptica dada por y%z =

2% 4+ Azxz? + Bz? con A, B € Z. La ecuacién
E vy =234 Azz> + B2*con A, B € F,
se conoce como la reduccién de £ mdédulo p.

Teorema 4.3. Sea una curva eliptica dada por y?z = x>+ Axz?>+ Bz con A, B € Z
y sea p es un primo tal que p ¥ 4A% + 27B? entonces existe un homomorfismo 1, :
E(Q) — E(F,). Sip es impar entonces la restriccion Ty | 5@y E(Q)tors — E(F)
es un homomorfismo inyectivo. En particular O es el unico punto que se reduce a

0.

Como consencuencia del teorema tenemos que E(Q)iors = 75(E(Q)tors), ademas
como 7,(E(Q)sors) es un subgrupo de E(F,) entonces |E(Q)or| divide a |E(F,)|.
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Ejemplo 4.2.5. Sea la curva eliptica y?> = 2® + 8, hallemos sus puntos de torsién
usando el teorema anterior. Tenemos que 442 + 27B% = 1728 = 26 . 33, asi nosotros

no podemos usar los primos 2, 3.

1) Si aplicamos la reducciéon médulo 5 tenemos:
y* = 2° + 3 (mod 5)

de ahi que

23+ 3 y

3 Ninguno
4 +2

1 +1

3 0
2

, 2

= W NN = OR

Ninguno

Entonces E(F;) = {0, (1,-2),(1
tenemos que |E(Q)srs| divide a 6.

),(2,-1),(2,1),(3,0)}, como |E(Fs5)| =6

2) Si aplicamos la reducciéon médulo 7,11 y 13 respectivamente tenemos que
|E(F7)| = 12, |E(F11)| = 12 y |E(F13)] = 16 respectivamente, entonces
|E(Q)iors| divide a 12 y 16. Por lo tanto |E(Q)s| divide a 2. Como (—2,0)

es un punto de orden 2, tenemos que:
E(Q)tars = {07 (_27 0)}

Del ejemplo anterior, el Teorema de Lutz-Nagell resulto ser mas efectivo en el
sentido de que fue mas rdpido conseguir los puntos de torsién que al aplicar el
teorema anterior, uno se preguntara si ello siempre ocurre, la respuesta es no, veamos

un ejemplo de lo contrario.

Ejemplo 4.2.6. Sea la curva eliptica dada por
y? = 2%+ 18z + 72

Entonces 443 + 27B? = 163296 = 2° - 3¢ . 7. El teorema de Lutz-Nagell consiste en
encontrar todos los y tales que y%|163296, de aqui que y|108 = 22 - 3%. En cambio,
|E(F5)| =5y |E(Fy1)| = 8. De aqui que el subgrupo de torsién de E(Q) es trivial.
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4.3. El teorema de Lutz-Nagell sobre el cuerpo
gaussiano Q(7)

En esta seccion nosotros extenderemos el teorema de Lutz-Nagell, que en su
versién original nos permite calcular los puntos de torsién en F(Q), ahora lo que
haremos es calcular los puntos de torsién en E(Q(7)). Antes de realizar la demos-
tracién del Teorema de Lutz-Nagell para curvas definidas sobre Q(7), empecemos

dando las siguientes definiciones:
Definicién 4.3.1. Los enteros gaussianos son de la forma
Z(i) ={a+bi: a,beZ}.

Definicién 4.3.2. Sean z,w € Z(i) con w # 0. Decimos que z es divisible por w si

existe u € Z(1) tal que z = wu.
Por otro lado también tendremos en cuenta las siguientes observaciones:
1. Para cada z = a + bi € Z(i) la norma se define como N(z2) = ||2]|? = a® + b*.

2. Las unidades de Z(i) son +1 y 4.

3. Un nimero p € Z(i), decimos que es un primo gaussiano si y sélo si p es
divisible por £1, £, +p y +ip.

4. Un nuimero primo p € Z es también un primo gaussiano si y sélo si p

3(mod4).

5. Un ntimero p € Z(i) es un primo gaussiano si y sélo si N(p) es un entero

primo.

6. Si z € Q(i) entonces v = ¢ con g,h € Z(i) y ademds g y h son coprimos (no

poseen factores comunes a excepcién de +1, +1).

Definicién 4.3.3. Se define la valuacion p-ddica gaussiana de un nimero q € Q(i):

a a a
9p(q) = gp(7) =1, tal que — =p b_i

b b
donde a,b,ay,by € Z(1) y p 1t aiby. Por convencion se toma g,(0) = oo.

Ejemplo 4.3.1. gs;(7i/45) = —2, g7:(49/(3i + 1)) = 2.
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Sea E una curva eliptica sobre Z(i) dado por y?> = 2%+ Az + B y sear > 1 un

numero entero. Definamos

By = {(z,y) € BE(Q(:))/gp(x) < =21, gp(y) < =3r} U{O}

Estos son los puntos tales que x tiene al menos p?” en su denominador y y tiene al

menos p°" en su denominador. Se puede ver también que:
E@QG) D FE D Ey D ...

La idea para esta demostracion es imitar la version original del teorema de Lutz-

Nagell, para lo cudl necesitaremos de algunos resultados previos:

Lema 4.1. Sea E : y*> = 23 + Az + B con A, B € Z(i). Para todo (x,y) € E(Q(7))

se cumple g,(z) < 0 si y solo si g,(y) < 0. Ademds existe un entero r > 1 tal que
9p(x) = =21 y gp(y) = =3r ((z,y) € E,).

Demostracion. Sea
plas’ " prys
con xy1, o, Y1, Y2 € Z(1) pt x122 y p 1 y1y2. Cémo g,(x) < 0 entonces j > 0, reempla-
zando en la curva tenemos que
2 3 3 2j 2 35 13
x x xy + Ap¥xix5 + Bpx
2‘%12—( .1> +A( ! )+B— e
P=Y; P Py pxy

Pero el denominador 23+ Ax+ B es igual al denominador de y2. Por lo tanto 2k = 37,

esto quiere decir que existe un r con j = 2r y k = 3r. [

Dada una curva E : y? = 23+ Ar+ B con A, B € Z(i). Si y # 0 podemos dividir

() () ()

de ahi que obtenemos una nueva curva en términos de t y s, £’ : s = t3 4 Ats?> + Bs?

entre y>:

con s =1/y yt=x/y. Porlo tanto podemos definir una biyeccién

¢: E\{(z,0)} — F
(zy) = (L)
@ — (0,0).
Recordemos que la curva E es simétrica respecto del eje x ((z,y) € E(Q(i)) siy

sélo si (z, —y) € E(Q(7))), de igual modo esta nueva curva E’ es simétrica respecto
del cero ((t,s) € E(Q(7)) siy sélo si (—t, —s) € E(Q(i))).
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Lema 4.2. (z,y) € E, si y sélo sip® | s yp" | t.
Demostracion. Esto se puede deducir del lema 4.1. O

Del mismo modo como definimos una nueva curva E’ en términos de t y s,
podemos definir una recta siguiendo el mismo proceso, es decir que si tenemos una
recta en ax +by+c = 0 con y # 0 en el plano zy, dividiendo entre y, obtenemos una
recta at+cs+b = 0 en el plano ts. Es mas si queremos sumar en dicha curva E’ esto
serfa del siguiente modo, si P, + P, = Py = (t3,s3) con Py, P, € E'(Q(i)) tenemos
que la recta que pasa por P; y P intersecta a la curva en el punto (—t3, —s3), esto
quiere decir que si (t,s) € E' entonces —(t,s) = (—t, —s). En particular podemos
afirmar que si la recta ax + by + ¢ = 0 es tangente a la curva E en (z,y) si y s6lo
si at + cs + b = 0 es tangente a la curva E’, ademés si P € E es de orden finito

entonces ¢(P) es de orden finito en E'.

Lema 4.3. Toda rectat =k, con k € Q(i) una constante y k = 0 (mod p), intersecta
la curva s = t3 + As*t + Bs® en a lo mds un punto (t,s) con s =0 (modp). Ademds

esta recta no es tangente en ese punto de interseccion.

Demostracion. Supongamos que la recta t = k con k € Q(i) una constante y

k = 0(modp) intersecta a la curva en dos puntos (¢,s1) y (f,82) con 57 = s =

0 (modp). Entonces s; = s, (modp’) para algin j > 1. Hacemos s; = ps; con
i = 1,2 entonces s, = sh(modp’™1), asi s = s (modp’~'), por lo tanto s? =
p?s? = p*s? (mod p’™1). De igual manera como s7 = s (mod p’~!) entonces s} =

s3 (mod p’*?). Por lo tanto
s1 = k® + Aks] + Bs® = k* + Akss + Bss = sy (mod p’ )

Como s; = sy (modp) y si s1 = s9 (mod p?) entonces s; = s (mod p?™*) Por induc-
cién tenemos que s; = sy (mod p’) para todo k € N. De aqui s; = sy, por lo tanto
la recta t = k intersecta a la curva en a lo mas un punto (¢, s) con s = 0 (mod p).
Hallemos la pendiente de la recta tangente a la curva s = t* + As*t + Bs? derivando
tenemos

% =3t° + 2Ats% + As® + 3&3%

de aqui tenemos
ds 3t? + As?

dt ~ 1— 2Ats — 3s2B
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Silarecta t = k es tangente a la curva en (¢,s) = 1 —2Ats —3Bs* = 0 y es divisible

por p, pero s =t = 0 (mod p) entonces
1 —2Ast —3Bs* =1 # 0 (modp).
Por lo tanto esta recta no es tangente a la curva. O

Si ¢ = 0, entonces la recta tiene la forma del lema anterior. Pero este pasa por
los puntos P| y Py, asi tenemos P| = Pj, entonces P; = P», esto quiere decir que
la recta ax + by + ¢ = 0 es tangente en (x,y). Esto significa que at +c¢s+b =0
es tangente en (t, s). Por el lema anterior esto seria una contradiccién, por lo tanto
c# 0.

Dividiendo por ¢, obtenemos la recta:
s=at+ [
con «, 5 € Qi) y P/, Py, P; puntos de dicha recta.
Lema 4.4.
- 3+ tita + 15 + As3
1 — A(sy + s9)t; — B(83 + 5189 + 57)

Demostracion. Analicemos 2 casos:

. Si tl #tgi

«

(82 — 81)(1 — A(Sl + Sg)tl — B(Sg -+ 5182 + S%))
89— 81) — A(s3 — s7)t1 — B(s3 — s7)
= (s2 — s1) — A(s3 — s1)t1 — B(s3 — s7)

(
(
= (82 — Asgtg — BS%) — (81 — As%tl — BS?) -+ AS%(tQ — tl)
t
(

Esto prueba que (sy — s1)/(t2 — t1) es igual a la expresién en el lema.

. Si t; = ty: como la recta t = ¢ con ¢ = 0(modp) intersecta a la curva s = 3 +
As?t + Bs® en un tnico punto con s = 0 (modp) por el lema anterior tenemos que
(s1,t1) = (s2,t2). La recta s = at + [3 es por lo tanto la recta tangente en ese punto

con pendiente

ds ds ds
a=— =3t>+ As®* + 2Ast— + 3Bs*—.
dt dt dt
De aqui tenemos % = % que igual a la expresién dada en el lema con

tlztzzty81282:s
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Lema 4.5. Sean E! = ¢(E,) y E'(Q(i)) = ¢(F(Q(7))). Entonces E!. es un subgrupo
de E'(Q(7)).

Demostracion. Recordemos que O es el neutro de la curva E, podemos decir que

(0,0) que es el neutro en la curva E’ como vimos anteriormente.
(0,0) € E! por definicién.

Sean P, = (x1,11), P» = (x2,y2) puntos en E. y P/ = ¢(x1,11) = (t1,81), Py =
d(xa,92) = (t2,82), como P, Py, € E, entonces por el lema 4.2 p*"/s;, p"/t; con
i=1,2.

Como s1 = s3 = 0(mod p) entonces
1 — A(sy + s9)t1 — B(s5 + 5189 + 53) = 1 (mod p).
Ademas debido a que p"|t; con i = 1,2, entonces
2+ tity + 12 + As2 = 0 (mod p*").

Por lo tanto por el lema 4.4 tenemos que:

a = 0 (mod p*")
De igual manera como p*"|s; con ¢ = 1,2 entonces

B = s; — at; = 0 (mod p*").

El punto —P§ = P| + Pj = (—t3, —s3) es el tercer punto de interseccién de la recta

s=at+ 3 con s = t3+ As’t + Bs>. Reemplazando s tenemos
at + 3 =1+ A(at + 8)*t + B(at + B)°.

De aqui que

£ 2Aaf + 3Ba*f ,

.=0
14+ Ba3 + Aa? +
Entonces Ao BZB
2Aa0 + 3B«
4ty —ty = — = 0 (mod p°").
12— 1+ B3 + Aa? (modp™)

Esto debido a que p*|a y p'|3. En particular t; + t, — t3 = 0 (modp"). Como
ty =ty = 0(modp"), entonces t3 = 0 (modp"), asi s3 = atz + 3 = 0 (mod p®’). Por
lo tanto p"/t3 y p*/s3 entonces Pj = (t3,s3) € E..
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iii)

Sea P = (z,y) € B,y P = ¢(z,y) = (t,s). Como P = (z,y) € E, = gp(x) < —2r
v 9p(y) < =3r. Sea y = a/b = g,(a) — g,(b) < —3r, por otro lado —y = —a/b =
gp(—a) — gp(b) < —3r ya que gy(—a) = gy(a).

De aqui que —P = (2, —y) € E,, por lo tanto —P' = (—t,—s) € E/.

Por lo tanto E! es un subgrupo de E'(Q(q)). O

Teorema 4.4. (El teorema de Lutz-Nagell sobre el cuerpo gaussiano Q(i) ) Sea E
una curva eliptica dada por y* = x® + Az + B con A, B € Z(i). Sea P = (x,y) €
E(Q(i)) se cumple:

1. Si P tiene orden finito entonces x,y € Z(i).
2. Si P tiene orden finito con y # 0 entonces y? | 44% + 27B2.

Demostracioh) Supongamos que = 6 y no esta en Z(i). Entonces existe un primo
gaussiano p que divide al denominador de uno de ellos, ademas por el lema 4.1,
existe un r € Z* tal que P € E,.. Sea m el orden de P, podemos suponer que p tm
(caso contrario tendrfamos que m = pfn para algiin k € Z y p { n luego tomarfamos
el punto Q = p*P que posee orden n con p { n). Escojamos el mayor j € Z* tal que
PeLl;,P¢gFE
Como

t(mP) = mt(P) = 0(mod p™)
tenemos que p” | t(P) entonces P € FEj; , esto contradice el j escogido. Por lo tanto
x,y € Z(i), esto prueba la parte (1) del teorema.
Supongamos que y # 0. Entonces 2P = (x2,y,) # O. Como 2P tiene orden finito,

X2,y € Z. Por el Teorema 4.2.1 tenemos

x* — 2Ax% — 8Bx + A?
492

To =
Como x5 € 7Z, entonces
y? | (z* — 2A2° — 8Bz + A?).

Operando tenemos:

(32% + 4A)(2* — 2A2* — 8Bz + A?) — (32® — 5Az — 27B) (2 + Az + B)

=4A3 +27B?

Ademsas y? = 2° + Ax + B. Por lo tanto y? | 443 + 27B? O
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Ejemplo 4.3.2. Sea la curva eliptica definida sobre Q(7) dada por
v = 2% — Six

Siy =0, entonces t = —2 — 2i 6 ©x = 2 + 2i, los puntos (—2 — 2¢,0) y (2 + 21,0)
tienen orden 2. Si y # 0 con y? | 443 + 27B? = 2048i = —(1 + 4)?? entonces y toma

los valores de:
ps (L), (U 40)2p, o (T49)

donde p = —1,1, —i,4. Ninguno de ellos me da una solucién con z € Z(i). Por lo
tanto
E(Q())ors = {O,(0,0), (=2 — 2¢,0), (2 + 2i,0) }.

4.4. Acotacion de los subgrupos de torsién
4.4.1. EIl teorema de Mazur
Sea la curva eliptica E definida sobre QQ, dada por la ecuacion de Weierstrass
v+ arzy + asy = 23 + asx? + aux + ag, conay, as, as, as, ag € Q (4.1)

para calcular el subgrupo de torsiéon E(Q)ios aplicando el teorema de Lutz-Nagell,

lo que haremos es expresar £ como la ecuacion
y* =2% + Az + B, con A, B € Z. (4.2)

Esto es debido a que el subgrupo de torsién E(Q)iors que obtenemos en (4.2) es
isomorfo al de (4.1). El siguiente teorema nos da una caracterizacién definitiva de

los subgrupos de torsién de una curva eliptica definida sobre Q.

Teorema 4.5. (Teorema de Mazur) Sea E una curva eliptica definida sobre Q.

Entonces el subgrupo de torsion de E(Q) es uno de los siguientes 15 grupos:
Zp,conl <n<106n=12

ZQ@Zanonl <n<4

Demostracion. Consultar [5, pag 33-186]. O
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Veamos una tabla que nos muestra 15 curvas elipticas diferentes, que poseen

subgrupos de torsion distintas.

Curva eliptica definida sobreQ Subgrupo de torsién(E(Q)tors) Generadores
y? = +2 0 @

y? =23+ 8 727 (—2,0)

v =23 +4 Z)3Z (0,2)

y?* =2° +4x Z7]AZ (2,4)

v 4y =3 — 1’ Z)5Z (0,0)

v =a+1 Z/6Z (2,3)

2 = 2% — 43z + 166 7)7Z (3,8)

y? + Toy — 6y = 23 — 622 7./]8Z (0,6)

v 4oy +y =2 —a® — 1dx + 29 7/97 (3,1)

y? — Tay — 36y = 23 — 1822 ZJ)10Z (6,72)

y? + 43xy — 210y = 23 — 21022 7127 (0,210)

v =a3—x Z)27 & 7127 (1,0),(0,0)
2 = a3+ 5a? + 4o ZJAZ & Z)2Z (2,6), (—1,0)
y? + 5zy — 6y = % — 322 7./67 ® 7.)2Z. (2,-2), (—3,18)
y? = 2 + 33722 + 20736 7./87. & 7./27. (24, 840), (81, 0)

4.4.2. El teorema de Kenku-Momose

El teorema de Kenku-Momose nos da una caracterizacion definitiva de los sub-

grupos de torsién sobre el cuerpo gaussiano Q(z).

Teorema 4.6. (Teorema de Kenku-Momose) Sea Q(i) una extension de Q con
Qi) : Q] = 2 y E una curva eliptica definida sobre Q(i). Entonces el subgrupo de

torsion de E(Q(i)) es isomorfo a uno de los siguientes 26 grupos

Z/nZ para 1<n <18 n#17
222 ®ZL)2nZ para 1<n<6
Z/3Z.®Z)3nZ para n=1,2
7./AZ. & T.JAZ.

4.4.3. Conjetura de acotacion uniforme

El teorema de Mazur nos muestra los 15 subgrupos de torsiéon que se pueden

obtener trabajando con curvas elipticas definidas sobre los niimeros racionales y el
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teorema de Kenku-Momose 26 subgrupos de torsion que se pueden obtener traba-
jando con curvas elipticas definidas sobre el cuerpo gaussiano entonces nos hacemos
la siguiente pregunta: ;Es posible que la cantidad de subgrupos de torsion sea finita
si trabajamos sobre una extensién finita de los niimeros racionales?; la respuesta es

si. Veamos las consecuencias que se obtuvierén apartir del teorema Mazur.

Conjetura de acotacién uniformePara todo entero d > 1 con d = [K : Q),
existe un entero B(d), tal que para todo cuerpo K de grado d sobre Q y para toda

curva eliptica E definida sobre K, tenemos que
|E(F)ors| < B(d).

Podemos ver que este es un caso general, para d = 1 tenemos el teorema de Mazur.
Por otro lado, notemos que si P € E(Q)sors entonces P € E(Q(i))tors, por tal motivo
podemos ver una curva definida sobre los racionales como si estuviese definida sobre
el cuerpo gaussiano. Este estudio lo realizé anos mas tarde en el 2005, Yasutsugu
Fujita (1965) y caracterizé al conjunto E(Q(7))0rs para curvas definidas sobre los

racionales como isomorfo a uno de los 20 grupos que pasamos a detallar.

Teorema 4.7. (Fujita) Sea E una curva eliptica sobre Q. Sea F' = Q(i). Entonces

el subgrupo de torsion de E(Q(i)) es isomorfo a unos de los siguientes 20 grupos.

Z]2Z ®Z/2n7 para n=1,2,3,4,5,6,8,
Z]AZ B Z/AnZ  para n=1,2,3,4
Z2nZ ® Z/2n7 para n = 3,4

00,2/32®7L/3Z, 7.)5Z, Z]TZL, 7.)9Z, Z.]157.
Demostracion. Consultar [6,pag 124-134]. O
Ejemplo 4.4.1. Sea la curva eliptica dada por

y? = 23 — 129872 — 263466

Sila curva esta definida sobre E(Q), tenemos que el subgrupo de torsién es isomorfo a

Z]AZ®Z)27. Por otro lado si consideramos que la curva esta definida sobre E(Q(3)),
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tenemos:

Orden Punto

1 @)

2 (—21,0), (—102,0), (123,0)

4 (—=57,4540), (=21 — 108i, +(1296 + 9727)), (33, 8101),
(—237,£3240i), (—21 + 1084, (1296 — 9721)), (303, £4860)

4.5. Calculo efectivo del subgrupo de torsién

Veamos como calcular el subgrupo de torsién usando el programa Pari/Gp para
la curva

y2 + a2y + aszy = IL‘S + a2x2 + asx + ag.

Debemos tener en cuenta los siguientes comandos:

1. elllinit: Inicializa a la curva como un vector, donde las primeras componentes

que se obtienen son
ai, az, az, a4, e, b27 b47 b67 C4, Ce, Aa.]
donde A es la discriminante y j es la j — tnvariante.

2. elltors: Calcula el subgrupo de torsién de una curva eliptica definida sobre
Q y nos da la forma de su estructura como un vector de tres componentes
[t,v1,v5], donde ¢ es el orden del grupo, v; nos da la estructura del grupo de
torsion como un producto de grupos ciclicos y vs nos da los generadores de

estos grupos ciclicos.

Ejemplo 4.5.1. Sea la curva eliptica E dada por y? = 2 + 4.

(18:02) gp > el=ellinit([0,0,0,0,4])

%1 = [0, O, O, O, 4, O, O, 16, O, O, -3456, -6912, 0, [-1.5874010519681994747
05639, 0.7937005259840997373758528196 + 1.374729636998602626383479197*I, 0.79
05259840997373758528196 - 1.374729636998602626383479197*I1]~, 3.33873802356691
3685999087,-1.669369011783458076842999544+ 0.9638106483299990655228488942*1 , -
1.629776896028930120858184886 - 1.818185553 E-29*I, 0.81488844801446506042909
30 - 1.411428194462003290422763371*I, 3.217911259098049157248456148]
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(18:03) gp > elltors(el)
w2 = [3, [3], [[0, 2]1]

Estructura del grupo: Zs.
Generador: (0, 2).

Ejemplo 4.5.2. Sea la curva eliptica E dada por y? + Taxy — 6y = 23 — 622

(18:50) gp > e2=ellinit([7,-6,-6,0,0])

%»3 = 1[7, -6, -6, 0, 0, 25, -42, 36, -216, 1633, -61201, 352512,4354703137/3525
2, [2.000000000000000000000000000, 0.5134938288198681185490860880,-8.763493828
19868118549086087]~, 1.479677927794478211580972544, 0.993481858506013247393299
22%I, -0.7012956672021350032528637884, -2.594022053248545133794126897*1,1.4700
3177695584689121454373]

(18:51) gp > elltors(e2)
w4 = [8, [8], [[0, 6]]]

Estructura del grupo: Zs.
Generador: (0, 6).

Ejemplo 4.5.3. Sea la curva eliptica E dada por y? = 2% — 129872 — 263466

(11:51) gp > el=ellinit([0,0,0,-12987,-263466])

%1 = [0, 0, 0, -12987, -263466, 0, -25974, -1053864, -168662169, 623376, 2276
605760000, 111284641/50625, [123.0000000000000000000000000, -21.0000000000000
, —102.0000000000000000000000000] ~, 0.2334338403887670038633634728, 0.2660403
14948453*I, -6.91506973282169273592004435,-21.33915270402279432816586692*1,0.
5048691949352063284]

(11:52) gp > elltors(el)

%2 = [8, [4, 2], [[303, 4860], [-21, 0]]]

Estructura del grupo: Z/47 & Z/27.
Generadores: (303, 4860) y (-21, 0).
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Conclusiones

= Hemos construido un grupo abeliano no trivial agregandole un punto O a la
curva eliptica, esto resulto ser natural para conseguir una identificacién entre
estos puntos del plano affn A% y los puntos finitos del espacio proyectivo Pz,

ademds de la identificacién de O con los puntos infinitos de PZ.

» Utilizando el espacio proyectivo, estudiamos las curvas en P2, las cuales son
descritas por polinomios homogéneos é introducimos un nuevo concepto de
orden de interseccién. Demostramos tambien la asociatividad de puntos en

una curva eliptica.

» Demostramos que el grupo cociente E(Q)/2E(Q) es finito, tomando dos casos,
el primero considerando que el polinomio p(x) = x*> + Ar + B con A, B € Q
se descompone sobre Q (caso particular del teorema débil de Mordell-Weill),
segundo que dicho polinomio se descompone en una extensién finita de Q (caso
general del teorema débil de Mordell-Weill).

= Introducimos un nuevo concepto de altura de puntos de una curva eliptica esto
junto con que el grupo cociente E(Q)/2E(Q) sea finito, nos ayudo a demos-
trar que los puntos racionales de una curva eliptica es finitamente generado
(teorema de Mordell-Weil).

= Mostramos como se realiza el célculo de los subgrupos de torsiéon de una curva
eliptica definida sobre Q, esta se hizdé de dos maneras, la primera utilizando
el teorema de Lutz-Nagell y la segunda utilizando la reduccion médulo primo,
dicha curva puede ser calculado sobre un cuerpo finito con ciertas condiciones
conseguimos que el E(Q)s divide al orden E(IF,). Finalmente mostramos el
teorema de Mazur, que nos caracteriza todos los subgrupos de torsiéon de una

curva eliptica definida sobre Q.
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» Demostramos el teorema de Lutz-Nagell para curvas definidas sobre Q(), don-
de estudiamos las propiedades algebraicas del anillo de enteros gaussianos Z(7).
Finalmente mostramos un teorema analogo al teorema de Mazur, conocido co-
mo el teorema de Kenku-Momose, que nos caracteriza todos los subgrupos de

torsién sobre una curva eliptica definida sobrel Q(i).

» Utilizando el sistema de calculo PARI/GP y el teorema de Lutz-Nagell para
curvas definidas sobre (i), se corrobora el célculo de los subgrupos de torsién

de una curva eliptica sobre el cuerpo gaussiano.
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