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RESUMEN 

El presente trabajo, generaliza el teorema de la conjugación local 

(Grobman-Hartman) y su estabilidad local en los puntos fijos hiperbólicos, es 

decir; que el teorema de la conjugación local es válida cuando se trabaja en 

espacios vectoriales de dimensión infinita ( espacios de Banach). Ademas si h es la 

conjugación local entre dos operadores, h llega a ser solo un homeomorfismo 

( contraejemplo de Sternberg). Para obtener los resultados mencionados, se utilizan 

argumentos del análisis funcional. 



INTRODUCCIÓN 

En el estudio de la teoría cualitativa de ecuaciones diferenciales, se tiene 

desarrollada toda una teoría cuando se trabaja sobre un espacio vectorial de 

dimensión finita. Dentro de ello está el Teorema que garantiza la conjugación 

local demostrado por Gro bman y Hartman respondiendo a una pregunta 

formulada por Peixoto 1• Lo que pretendemos es probar la validez del Teorema 

Grobman-Hartman cuando se trabaja sobre un espacio vectorial de dimensión 

infinita y su estabilidad local en puntos fijos hiperbólicos. 

En los capítulos I y II se desarrolla la teoría de operadores lineales en 

espacios de Banach. No todos los operadores que vamos a utilizar son lineales 

o están definidos en espacios de Banach es por ello que en capítulo III

estudiamos aplicaciones de Lipschitz definidos sobre espacios métricos 

Para describir lo que se desarrolla en el último capítulo, consideremos 

algunos comentarios desarrollados en el capítulo I y II: Sea E un espacio de 

Banach definido sobre R y T: E ---4> E un homeomorfismo lineal. La 

complexificación de E es el espacio vectorial Ex E = Ec definido sobre C con 

una suma usual y un producto 

(o:+iP) (x,y)=(o:x-py,o:y+px) 

La complexificación de T es la aplicación Te : Ec -�> Ec definida por 

Tc(x,y) = (T(x),T(y)) 

El espectro de Te es llamado espectro complejo de T. Diremos que un operador 

T : E-�> E es hiperbólico si su espectro complejo no intesecta al círculo 

unitario S 1. e C. Observamos que si E = R" entonces el espectro del operador 

1 Para un estudio detallado del teorema de Grobman y Hartman y la pregunta que formuló, vease:
Sotomayor, Jorge [15], Palis, J. [13]. 



de T : R
n --> Rn es el co11j u11to de las raíces ( co1nplej as) del ¡Jolino1nio 

característico de T. 

Los resultados principales qt1e pretendemos demostrar e11 el ca¡Jítulo IV, 

so 11: 

a) Sea (E, 11.11 ) espacio de Ba11acl1, U es t111 abierto de E tal que O E U. Sea

f:U > E u11 difeo1norfis1no de clase C1 sobre st1 image11 y O es pu11to

fijo l1i1Jerbólico de f. Denote1nos por L = Df(o) e I-Iip(E). Ento11ces f es

local1ne11te co11jugado a L es decir: :3 h EI-Io111(E) / h oDf(o) = f oh en 

B
r
(o) e E 

b) Con la mis111a l1ipótesis de (a) se tiene que: :lr> O y :3c>O tal que

g E B
f; 
(f) e C1(U,E). E11to11ces g es localmente conjugado a f. Además si h

es la co11jugació11 e11tre f y g , ento11ces h(o) e B
r 
(O) e E y h(o) es punto

fijo l1iperbólico de g

Se co11cluye qt1e h es solo u11 l10111eo1norfis1no y 110 siempre llega a ser

diferenciable, para ello se presenta el contraeje1nplo de Ster11berg. 
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CAPÍTULO I 

OPERADORES LINEALES SOBRE ESPACIOS DE BANACH 

1.1 PRELIMINARES 

Sean (E, 11· 11 E ) y (F, 11· 11 F ) espacios de Banacl1 sobre el campo K (real o 

complejo). Denotemos por L(E,F) al conjunto de todas las aplicaciones lineales 
y continuas de E en F, es decir: 

L(E,F) = {T:E--> F /T es lineal y continua} 

Podemos dotar a L(E,F) de una estructura de espacio de Banacl1. Para 
esto, definimos la suma y el producto por un escalar como: 

donde 

+ : L(E,F) x L(E,F) > L(E,F) y • : K x L(E,F) --> L(E,F)
(T 1, T 2) > T 1 + T 2 ( A , T) > A T 

T1+T2:E-->F y 1i.,T:E-->F 
x--> (T 1 + T 2)(x) = T 1 (x)+ T 2(x) A > ( A T)(x) = A T(x)

De ésta manera (L(E,F),+,K, •) es un K-espacio vectorial. Pode1nos 

definir la norma de un elemento T EL(E,F) como: 

11· 11 : L(E,F) > R 
T > 11 T 11 = sup { 11 T x IIF: x E E !\ 11 x IIE = 1 } 

Es fácil probar que (L(E,F), 11· 11 ) es un espacio de Banach2 
. Si E=F 

denotaremos L(E) en vez de L(E,E). 
Denotaremos por GL(E) al conjunto de todos los L EL(E) biyectivas: 

GL(E) = { L E L(E) / L es biyectivo} 

2 Una prueba de que (L(E,F), 11· 11 ) es un espacio de Banach, está en el texto de Mauro C. R. [10] 



Obsérvese que, con10 L es co11ti11t1a, li11eal y biyectiva; ¡Jor el Tcoren1a de

la aplicació11 abierta, L- 1 EL(E). 

PROPOSICIÓN 1.1.1 Se cu111plen las sigt1ie11tes pro¡Jicdades: 

i) L1 ,L2 E GL(E) => L1 o L2 E GL(E).

ii) LE GL(E) y A EK => AL E GI.,(E).

Prueba: 

i) con10 L 1 , L2 E GL(E) => L1 , L2 E L(E) => L1 o L2 E L(E). Resta ¡)robar que

L 1 o L2 es biyectivo. Co11sidere111os L�1 o L�1 ; observan1os que:

(L
1 

0L
2
)o(L;1 0L�1 ) = L

1 
o(L

2 
oL�1 )oL�1 = L1 

ol�1 = l 

(L�1 0L�1 )o(L
1 

0L
2
) := L;1 o(L� 1 0L

1
)ºL

2 
= L;1 ol

2 
= l 

por tanto L 1 o L2 es biyectivo y (L1 o L2)-
1 

= L;1 
o L�1

:. L 1 o L2 E GL(E)

ii) LE GL(E) => L E L(E) =>"AL E L(E). Resta probar que 'AL es invertible.

('AL) o(_!_ L-1
) = '}.. _1 (Lol- 1 ) = I

A A 

(_!_ L- 1)o('AL) = _1 'A(L- 1 ol) = I
A A 

Lt1ego 'AL es biyectiva y ('A L)- 1 = _!_ L-1
, y por lo ta11to "AL EGJ.,(J�) • 

A 

Designare1nos por I a la ide11tidad e11 L(E) , es decir: 

Obviamente ll I 11 = I . 

I: E > E
x > I(x) = x

El siguie11te Teorema, será n1uy in1porta11tc, pues él nos servirá para 

invertir operadores de la for1na I + T ó I - T. 

TEOREMA 1.1.2. Sea TE L(E) tal que 11 T JI< 1. Se ct1n11)lc: 

ii) I + T E GL(E) ' (I + T)-
1

= L (-1) k T k /\
k=O 

4 



Prueba: 

i) Consideremos la sucesión de sumas parciales { Sn } e L(E), definida por:

S
n 

= L Tk . Probaremos que {Sn } es una sucesión de Cauchy en L(E). 
k=O 

Obsérvese que para n, m E z+ (n > m), tenemos: 
n m n n n 

l sn -Sm 1 = ¿r k -¿r k = LTk 
< ¿ Tk 

< I:11 T ll k

k=O k=O k=m+I k=m+I k=m+I 

n m 

= I:11 T ll k -LII T ll k , (n>m) 
k=O k=O 

o m 

�lsn -S
m - L11Tll k -L11Tll k ; Vn,mEZ+ (1) 

k=O k=O 

Consideremos cr n = I:11 T ll k . Como 11 T 11 < 1 entonces { cr O} es una sucesión
k=O 

de sumas parciales en R y ademas 
00 1 lim cr

n 
= Ll [T ll k 

- -1_-IIT-ll n�c:o 
k=O 

En particular { cr n} es de Cauchy, luego 

De (1) y (2) obtenemos que: 

\;:/ e: >O, :i N EZ+ 

1 n, m > N � 1 s
n 

- s
m 

< e:

Luego {Sn } es de Cauchy y como L(E) es de Banach, :3 SE L(E) tal que

L Tk = lim S
O 

= S
k=O 

n�oo 

Probaremos que (I-T)-1 = S. Para ello observemos que:

(I-T)oSn
= (I-T)o(t.Tk) = t.T'-T'•1 = I-T"•1, \fn>o

S n o (I - T) = ( t. T ') o (I - T) = t. T' -T k+ 1 = I - T"+1 , V n > o

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Nuevamente, como 11 T 11 < 1; lim T" 1 < lim II T 11" - O. Por lo tanto 
n�oo n�oo 

T" >O , luego tomando límite a ( 4 ), se tiene: 

lim (I -T) oS0 = lim (r -T"+1
)

n�oo n�oo 

5 



y por (3 ), se tiene

(1-T) os= I 
luego tomando límite a (5), se tiene:

y por (3), se tiene

Entonces

Luego

lim Sn o (I - T) = lim (I - Tn+1
)

n�co n�co 

So (1- T) = I 

So (I - T) = (I -T) o S, 

:. S = (I -T)-1

(I -T)- 1 E L(E) => (I -T) E GL(L) y (I -T)- 1 = I Tk 

por último: si Sn -"�-00

--4 S => j S
0 ji "�

00 

11 S 11 y como

n n 

S 
n = I T 

k 

< I 11 T ll
k 

= cr n , 'v' n > O.

k=O k=O 

Entonces

:. (I -T)-i < 1-1� T 11
ii) Como 11- T 11 = 11 T 11 < 1, por la parte (i)

k=O 

(I-(-T))=I+ TE GL(E), (I-(-T))-l = 
I(-T) k , 
k=O 

entonces

(I-(-T))-I <1-ll�TII

Ahora generalizaremos el Teorema I.1.2.

6 
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COROLARIO. Sea T E L(E) y LE L(E) tal que 11 T 11 < 1 L- 11-1

• Entonces 

i) L-T EGL(E),(L-T)- 1 = �L-(k+ 1) 0 T k y l\(L-T)- 1 \\< l 
� - ¡¡ L-

1

11-
1 

-11 T 11

ii) L + T E GL(E), (L + T)- 1 = �(-1 ) k l-{k+t) º T k y \ (L + T)- 1 < l 
� -11 L- 1 1-

1 

-11 T 11

Prueba: 

i) Podemos expresar L -T = L º (r -L- 1 o T), como L E GL(E), => L- 1 E L(E) y 

como T E GL(E) => L-1 o T E L(E) y

con estas condiciones podemos usar el Teorema 1.1.2-(i). En efecto 
co 

(1-L- 1 0 T) E GL(E) , (r-L-1 o T)-l = L(L- 1 oT) k , y 
k=O 

( 1 )-1 1 
I -L- º T < 1- 1 L -1 º T 11

como LE GL(E), => Lo (I -L- 1 
o T) E GL(E) => L-T E GL(E). Luego: 

-1 CX) co 

(L-T)-1 
= (Lo (I-L-1 

o T)] = (1-L- 1 o T)- 1 oL- 1 = L(L-1T) k 
o L- 1 = ¿L-(k+1)T k

k=O k=O 

por otro lado tenemos 

L-1\\ 11 L-
1 1 1 

���-<���� 

1-11 L- 1

º T 1 - 1-1 L- 1 1\ T -11 L- 1 ¡-i -1 T J

de (1) y (2), se tiene 

(L-Tr l

< 1 L-111}-I T 1

(1) 

(2) 

ii) Como 1-T 11 = 1 T 1 < 1 L- 1 ll- 1 por lo anterior tenemos L -(- T) = L + T E GL(E)
co CX) 

(L+T)-1 = [L-(-T)]-1 = LL-(k+1) o (-T) k = L(-1) k l-(k+1) o T k

k=O k=O 

7 



TEOREMA 1.1.3. Sea ( E, 11· 11) un espacio de Banacl1 . GL(E) es un subconjunto 

abierto de L(E). 

Prueba: Sea L0 E GL(E) (fijo arbitrario) . Por demostrar que: 

3 E>O /B
e
(L

0
) � GL(E) 

En efecto. Sea LE Bc(Lo), con é: = 1 L�1 ¡-
1 

entonces (L-L
0 
)-

1 

< 8 = 1 L�1 ¡¡- 1

entonces L0 + (L -L
0

) = L E GL(E) 

:. Be (L0) e GL(E), con é: = 11 L�1 1-
1

•

Luego, GL(E) es abierto en L(E) • 

TEOREMA 1.1.4 Sea ( E ,11·11) un • espacio de Banach. La aplicación 

� : G L(E) -> GL(E) 

L > 'l'(L) = L-1 es continua.

Prueba: Sea L0 EGL(E) (fijo arbitrario). Por demostrar que: 

obsérvese que 

Entonces 

L-1 
-L-1

= (L-1 º L - r) º L-1 = L-1 
º (L - L) º L-1

o o o o o 

Luego, acotaremos I L-1 II por una constante que dependa de Lo.

(1) 

Si 11 L - L.11 < 
11 L;'II-' � 11 L - L.11 < 11 L-.•11-1 � L, + (L-L,)=LeGL(E)

y 

(2) 

como 

8 



entonces 

De (2) y (3) tenemos 

11 L - ' 11 < 2 11 L -;,' 11, siempre que: 11 L _ L O 
11 < 11 L ;

' ¡¡- 1

Para t >O tomamos o = mín {íl L;r·, 1 L;r' e} y considerando (!) y (4) tenemos

1 L-Loll <8 =>] L-1-L�1 1t < L-11 L o -L I L�1 1 < 2 1 L�1 1
2 

Lo -LI 

< 2 11 L -: JI' 11 L ;' r' t = t

(3) 

(4) 

entonces, \:fl es continua en Lo V L0 E GL(E). Por lo tanto \:fl es continua en 

GL(E) El 

Los Teoremas de inversión que se han presentado, son válidos solo 

cuando trabajamos en un mismo espacio E. A continuación presentaremos un 

Teorema que generaliza nuestros resultados cuando trabajamos con operadores 

que actúan entre dos espacios de Banach distintos. 

TEOREMA 1.1.5 Sea ( E , 11· 11 E ) y ( F , 11· 11 F ) dos espacios de Banacl1. 

Sea L E L(E,F) tal que L es biyectiva y L- 1 E L(E, F).

Sea T E L(E,F) tal que 11 T 11 < 11 L-• ¡-i. Entonces:

i) L - T es invertible, (L -T)- 1 E L(F ,E) y 

ii) L + T es invertible, (L + T)-
1 

E L(F ,E) y

9 

l (L-T)-1\< 1 
- L-•11-• -11 T 11

1 (L + Tf' 11 < 
1 L-' _,1-11 T 11 .



Prueba: 

i) Observe que L-T = Lo(I-L- 1 0T) con L- 1 0T EL(E). Luego L-T será

invertible <=> L y I -L- 1 o T lo son. Como

Por el Teorema 1.1.2-(i) tenemos que 

Además 

(r -L- 1 o T) E GL(E) => (r -L-1 o T)-I E L(E) 

(I -L- 1 º T)-1 < 
1 

1-1 L- 1 º T

Por hipótesis L- 1 
E L(F ,E) => (I -L- 1 o T) o L- 1 

E L(F ,E) 

(1) 

(L-T) a[(r-L-1 0T)-1 0L- 1] = Lo(I-L- 1 0T) a(r-L- 1 0T)-1 oL- 1 = Lol- 1=1 

[ (r -L- 1 o T)-I o L-1] o (L-T) = (r -L- 1 o T)-l o L- 1 o Lo (r -L- 1 o T) 

( -) )-1 ( -1 ) = I-L oT o 1-L oT =I 

: . L -T es invertible y (L-T)- 1 = (I -L- 1 º T) o L- 1 E L(F ,E) 

por ( 1)

L-11 1 < =----- 1-11 L-
1

1 1 T I L-
1 11-

1 -11 T 11

. (L-T)-1 1 
. . 

< 1 L-
1 11-

1 -\1 T 11 

ii) Como 11-T 11 = 11 T 11 = 1 L- 1 
ll- 1, por (i) tenemos: L-(-T) = L + T es invertible

(L + T)-1 = [L-(-T)]-
1 

E L(F,E) 

(L + T)-1 < (L-(-T))-1 < 
1 < 

1 
-

1 L- 1 1- 1 -11-T 11 
- L- 1 1- 1 -11 T 11

10 
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1.2 EL ESPECTRO DE UN OPERADOR LINEAL COMPLEJO 

DEFINICIÓN 1.2.1 Sea ( E, 11· 11) un e-espacios de Banacl1 y T E L(E). El 

RESOLVENTE de T, denotado por p(T), es el conjunto 

de los números complejos A tales que A 1-TE GL(E). 

p(T) = { A E C / Al - T E GL(E)} 

EL ESPECTRO de T denotado por Z:(T) es el complemento de p(T) en C. 

í:(T) = C \ p(T) 

Nos proponemos demostrar que Z:(T) es compacto y no vacío para todo 

T EL(E). 

PROPOSICIÓN I.2.1 Sea ( E, 11·11) un espacio de Banach y T EL(E). Entonces 

p(T) es abierto en C.

Prueba: Sea A O E p(T) fijo arbitrario. Por demostrar que: 

Obsérvese que Al -T = Al - A l + A I - T. Queremos que Al -T E GL(E). Por el 
o o 

Corolario al Teorema I.1.2, esto se consigue tomando 

j A-A
0 I <E = (A

0
l-T) -

1 -1

=> 11 (A-Ao)l I< (A
o
l-T)-l -! => (A-A

o
)1+(11.

0
I-T) = AI-T EGL(E) 

=> A E p(T) => Be (A
0

) � p(T) , con E = (A
0
l -T)-

: . p(T) es abierto en C

11 

1 -1



PROPOSICIÓN 1.2.2 Sea (E, 11· 11) un espacio de Banach y T E L(E). Se cumple:

i) 1 A 1 > 11 T 11 => A E p(T)

ii) (Al-T)- 1 = Í::A-(k+1)Tk (serie de Neumann)
k=O 

iii) {!1.I -Tr' < 1 A 1 �11 T 11
Prueba: 

1 -1i) como I A 1 > 11 T 11 => 11 T 11 < 1 A 1 = (Al)- => Al - T EGL(E) => A E p(T)

:. 111.l>IITII => A Ep(T)

ii) Por el Corolario al Teorema l.1.2

iii) 1 (Al - T)- 1 

00 CO 

(11.I-T)-1 = Í::(AI)-(k+1)Tk = ¿11.-(k+1)Tk

k=O k=O 
1 1 

< (Arr' ¡-' -11 T 11 < 1 A 1-11 T 11 
, pues I A 1 =

: . ( 11.l -Tr 1 < 1 A 1 � 11 T 11
• 

COROLARIO 1.1.2 Sea ( E, 11·11) un espacio de Banach y T EL(E). Entonces

I: (T) es compacto en C.

Prueba: Como p(T)es abierto entonces I:(T) =C \ p(T) es cerrado. Además ,

por la Proposición anterior, se tiene: C \ B11r11 (O) e p(T). Entonces I: (T) e B11r11 
(O)

entonces I:(T) es acotado, por lo tanto I:(T) es compacto en C.

Para probar que I: (T)  -:;:. $, necesitamos un resultado previo.

12 
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TEOREMA 1.2.3 (Liouville). Sea ( E ,  11·11) un espacio de Banach complejo y 

g: C > E función analítica. 

i) Lim 9(11,) = O => 9 es acotada.
j;>.j-400 

ii) g es acotada => 9 es una constante

Prueba: 

i) Por hipótesis, 3 M>O I l"'I > M => 1 9(11,) 11 < 1, 8 = 1

Considero BM (O) compacto, como 9 es analítica, se deduce que 9 es continua 

y por lo tanto 

Sea k = max { 1 , 9(11,0 ) } 

Si "' E e\ BM (O) => 19(11,) < 1 < k

Si /1. EBM(O) => 9(11,) < 9(11,0 ) 11 <k

En cualquier caso 19(11.) <k 'd 11, E C , entonces g es acotado. 

ii)Como ges analítica en C entonces 9(11, )  - Lek "'k , '¡/11, EC, donde

ek E E . Sea <p E L(E,C), entonces

CX) CX) 

k=O 

cp(9(11,)) = ¿cp(ek 11,k ) = ¿cp(ek )"'k

k=O k=O 

con <p (ek) E C, 'dk entonces <p o 9 es analítica en C.

Como g está acotada, tenemos 

=> <p o 9 es acotada. 

Luego, de (1) y (2) tenemos que 

(1) 

(2) 

cp o g: C --> C, es constante (por el Teorema de Liouville en C - ver anexo)

'd <p E L(E,C), 

Al1ora supongamos que 9 no es constante, entonces 

13 



. Por el Teorema de Hal1n-Banach (ver anexo). 

:l <p E L(E,C) / (f) (g(A 1 ) - g(A- 2)) = g(A 1 ) - g(A2 ) 1 

=> (f) (g(A1))-qS (g(A2)) ;t: O => (qS O g)(A1) * (cp O 9)(11.2 )

=> ép o g no es constante ( => 1 <=) , 

Por tanto g es constante 

Definamos: 

Rr: p(T) ----+> GL(E) 
A > Rr( A) = (Al -T)-1

PROPOSICIÓN 1.2.4 Sea ( E, 11·11) un espacio de Banach en C. Sea TE L(E) y

A 0 E p(T). Si A EBE (A0 ), con E = Rr(A 0 ) 
-1

Entonces 

Rr( A) = :Z::(-1)-1(A-A0)-
1RT (A0)

k+1

k=O 

Prueba: En la demostración de la Proposición I.2.1 vimos que si A EBE (A 0 ),

con E = 1 Rr (A0) -
1 

entonces Al - T E GL(E). Luego, por el Corolario al

Teorema I.1.2 se tiene: 
c:o 

Rr(A} = (AI-T)-1 = ((A-A
0
)I+(11.

0
I-T})-

1 

= :Z::(-1)-k(A
0
I-T)-(k+ 1)((A-A

0
)I)- 1

k=O 

entonces 

RT (A)::: L(-1)-k(A-Ao)kRr(Ao )-1 11 

k=O 

TEOREMA I.2.5 Sea ( E, 11· 11) un espacio de Banach en C, y TE L(E). Entonces 

í:(T) ;t: � 

Prueba: Procediendo por contradicción. Supongamos que: 

L(T)=� 

entonces p(T) = C , tenemos entonces la aplicación 
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RT: e-�> L(E) 
'A > Rr( "-) 

está definida en los complejos. Por la proposición anterior se tiene que RT es · 

analítica, y usando la serie de Neumann 

RT(A) = I(A)-(k+1)Tk y 
k=O 

Luego, por el Teorema I.2.3 (Liouville), RT( A) es constante. 

=> Rr(O) = RT(1) => OI - T = 1I -T => O = 1 ( => 1 <=) 

:. L(T) -:t �

DEFINICION 1.2.2 Sea ( E, 11·11) un espacio de Banach en C, y sea TE L(E) el

radio espectral de T, denotado por r(T) , se define como 

Fórmula de Cauchy-Hadamard: 

f(T) = lim � = inf � , V T E L(E) 
n�oo n�1 

PROPOSICIÓN I.2.6 (Ecuación de la resolvente). Sea T E L(E) donde ( E, 11·11) 

es un espacio de Banacl1 complejo. Sea A,µ E p(T), 

se cumple 

Prueba: 

RT( "-)-RT( µ) = ( A I-T)-1
-( µI-T)-1

= ("" I-T)- 1 
o [I-( "-I-T) o ( µI-T)-1

]

= ( "- 1-T)-
1 

o [( µI-T)-( "-I-T)] o ( �tI-T)-1

= Rr( "-) o ( µ-"-)I o Rr( µ) 

= ( µ-11, )Rr( "-) o Rr( �t)

:. Rr(A)-Rr(µ) = (µ-11,)Rr("-)ºRr(µ). 
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PROPOSICIÓN 1.2.7 Sea (E, 11·11) es un espacio de Banach complejo, TE L(E), 

se cumple: 

Rr( A) o T =To Rr( A) , A Ep(T) 

Prueba: Usando la serie de Newman 

RT( A.)º T = (t. (A.r(k+1J Tk) º T =t. (A.r(k+1J Tk+1 = T ºt. (A.r(k+1J Tk = T º Rr( A.)

:. Rr( A) o T =To Rr( A) , A E p(T). • 

1.3 DESCOMPOSICIÓN ESPECTRAL 

Antes de enunciar y demostrar el Teorema conocido como la 

"descomposición espectral" necesitamos un resultado previo sobre los 

llamados "operadores de proyección" 

LEMA 1.3.1 Sea ( E, 11·11) es un espacio de Banach y PE L(E) un operador tal 

que P2 = P. Entonces N(P) e Im(P) son subespacios cerrados de E 

y E = N(P) EB Im(P). 

Prueba: Recordemos que 

N(P) = {x E E/ Px = O} e 

Im( P) = { y E E I 3 x E E, P x = y} , 

entonces Px = Py => Py = y. Recíprocamente: y = Py => y E Im(P) => 

Im(P) = { x E E / Px=x}. Demostraremos que N (P) y Im(P) son cerrados 

En efecto, sea x EN(P) entonces 

3 {x0 } cN(P) / Xn --> x => Pxn--+> Px => 0--> Px => x=O => x E N(P) 

:. N(P) es cerrado. 

x E Im(P) => 3 {xn} cim(P) / Xn -�> x => Px0 --> Px => Xn --> Px, por 

unicidad del límite: Px = x => x E Im(P) 

:. Im(P) es cerrado. 

Ahora pro.baremos que E= N(P) EB Im(P). En efecto, sea x EE entonces 
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x = (x-Px) +Px � P(x-Px) = Px-P 2x = Px-Px =O. Luego 

x-Px E N(P) y P(Px) = P2x = Px � Px E Im(P).

Luego, x E N(P) + lm(P) � E e N(P) + Im(P) y como N(P) + Im(P) e E 

�E= N(P) + Im(P) (1) 

x EN(P)íllm(P) � x EN(P) A x Elm(P) � Px=O A Px=x � x=O, 

:. N(P)íllm(P) = {O} (2) 

Luego de ( 1) y (2) tenemos 

E = N(P) E9 Im(P). • 

TEOREMA 1.3.2 (Descomposición espectral) Sea ( E ,  11· II) es un espacio de 

Banach complejo y TE L(E) tal que I(T) = L I U L
2 

, en

donde í: 1 e B 1 (O) y Í:2 = C \ B 1 (O). Entonces, existe una descomposición de E 

en subespacios cerrados E1 , E2 tal que 

i) E = E1 E9 E2.

ii) T1 =TI E, E L(E1) " T2 = TI E2 E L(E2)

iii) í:(T1 ) = í: 1 " í:(T2 ) = í: 2

Prueba: La idea es construir un operador P EL(E) que satisfaga la l1ipótesis del 

Lema I.2.8, de ésta manera se cumplirá la parte (i), las otras dos condiciones se 

deducirán de la forma del operador P. 

Obsérvese que por hipótesis se tiene í:(T) ílS1 = � entonces S 1 e p(T) ,lt1ego si 

I 'A, I = 1 � 3 R
T 

('A.) . Defino entonces: 

P = 2�¡ f Rr (A)dA
�1.l=l 

Como RT
(A) EL(E), v' A E S 1 entonces P es lineal. 
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e 

Ahora probemos que P es acotado 

como 

RT: S 1 --L(E) 
"A > RT( "A)

es analítica, entonces es continua y desde que S I es compacto 

remplazando este resultado en ( 1 ). Tenemos 

(1) 

Entonces como P es acotado entonces P es continua, por tanto P E L(E). Como 

L
1 

= L(T)ílB
1
(0) es cerrado, compacto y está contenido í:(T), entonces í:

1 es 

compacto; se tiene que S 1 es compacto, entonces d(I
1 
,S 1

) >O, luego, :3 r > O 

tal que el anillo 

A(r,1) = { z e C Ir :s; 11 z 11 < 1} e p(T) , 

De ésta manera, como RT( "A) es analítica "v' "A E p(T), podemos definir 

indistintamente 

Probaremos que P es una proyección: 
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(2) 

Como I A 1 = 1 > r, A es un punto exterior al círculo de radio r centrado en cero. 

Luego el número de vueltas de dicho círculo alrededor de A es cero (ver anexo), 

es decir 

(3) 

Por otro lado µ, es un punto interior a S 1, luego el número de vueltas de S 1

alrededor de µ es 1, es decir3

(4) 

Remplazando (3) y (4) en (2) 

pop= (2�)' [o+ t
i
=, RT(µ) dµ J = ,;; L

1
=, RT(µ) dµ = p 

: . P es una proyección 

Por el Lema I.2.8, tenemos E = N(P) EB Im(P) con N(P) e Im(P) subespacios 

cerrados de E. Obsérvese ademas que: 

p o T = (,;; Íi.
1
=1 RT (A.) dA.) o T = 2�; Íi.

1
=1 RT (A.) o T dA. = 2� Íi.

1
=1 To RT (A.) dA. 

=To ( 2� f Rr (A) dA) = T º P , 
�)..l=l 

:. PoT=ToP� 

Con ésta propiedad probaremos que 

En efecto 

TI N(P) E L(N(P)) /\ TI Im(P) E L(lm(P)) 

x EN(P) => P(T(x)) =Po T(x) =To P(x) = T(P(x)) = T(O) = O => T(x) EN(P) 

x Elm(P) => P(T(x)) =Po T(x) =To P(x) =-T(P(x)) = T(x) => T(x) Elm(P) 

Resta probar (iii), para ello definimos: 

H = 2�¡ Í RJ��
) dA, en donde µ � S 1

�)..l=l 

3 Usamos aquí el teorema de Cauchy para una integral cerrada. Vease M.L. Krasnov, A.I. Kiselev, 
G .l. Makarenko - [9] 
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Se tiene que: 

H o (µr - T) = � ! Rr(A)o(µI-T) dA 
21t1 

1 µ-A. • 
A. =l (5) 

Rr(A)o(µI-T) = 
(1iwI-T)-1 o(µI-Al+AI-T) =-(?d-T)-1 +( 1 )olµ- A µ-A µ-;i.. 

= -RT(A) + (µ�;i..) o I

Reemplazamos este resultado en (5) 

Luego, para 

(µI -T) o H = � f (µI-T)oRr(A) dA 2rn 
� 1. l=l )..-µ 

en forma similar a lo anterior se llega a: 

(µI- T) o H = - 2�i L=I Ry(A )d/1, + (-r,¡¡- !.
1
=1/_\)

0 1 

De (6) y de (8) se tiene H o (µI - T) = (µI - T) o H. Luego

Además 

se tiene 

I-P
H º (µI - T) = (µI - T) o H = 

-P

si µ < 1 

si 1 µ > 1 

Reemplazando en (1 O) 

H o P = (2 1 ,)2 f t..�µ ( f R T (a) o Rr (A) da)d11. 
!ti �t..l=l �al=r 
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:. HoP = PoH 
Luego 

x EN(P) => P(H(x)) = Po H(x) = H o P(x) = H(P(x)) = H(O) = O => H(x) EN(P) 
x Eim(P) => P(H(x)) = Po H(x) = H o P(x) = H(P(x)) = H(x) => H(x) Ehn(P) 

De esta manera 
H I N(P) E L(N(P)) /\ H I Im(P) E L(Im(P)) 

Luego por lo anterior y por (9) 
x EN(P) => Ho(µI-T)(x) = (µ1-T) oH(x) = (I- P)(x) = I(x)-P(x) = I(x), 

si µ < 1, H I N(P) E L(N(P)) es la inversa de (µI -T) 1 N(P) E L(N(P)) 

µI-TEGL(N(P)) => µEp(T
1
) con T1 =TI

N
(P) 

=> í:(T1
) e C\B

1 (O)

si µ 1 > 1, x E Im(P) => Ho(µI-T)(x) = (µ1-T) o H(x) = -P(x) = -x
=> H I Im(P) E L(lm(P)) es la inversa de (µI-T) 1 Im(P) E L(Im(P))

µI-T E GL(Im(P)) => µ E p(T
2
) con T2 =T] Im(P) 

=> í:(T1
) e B

1 
(O)

Se ha denotado T1 =TI N(P) y T2 =TI rm(P) , ahora también denotemos a 
E 1 

= Im(P) y E2 
= N (P), luego tendríamos que: E = E 1 ffi E2 y T1 E L(E1), 

T2 E (E2). Luego, como í:(T2 ) cC\B
1 (0) => í:(T1 ) cB 1

(0) con T1 y T2 ya 
definidos. 
Por último, como 

tenemos 
L ¡ = í:(T) n B¡ (O)= [ í:(T¡) U í:(T2)] n B ) (O) 

= [í:(T ¡) n B 1(ü)] U [r(T2) n B 1(ü)] = í:(T ¡) u�= í:(T ¡) 

22 2 
=22(-r) n (c\B 1 Co))=[rcT 1 ) u L(T2 )] n (c\B 1 Co)) 

= [L(T,) íl ( C\B,(O))] LJ [ L(T2) n ( C\B, (O))] 
= � LJ }:(T2 ) = }:(T2 ) 
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TEOREMA 1.3.3 Sea ( E, 11· II) un espacio de Banach complejo y sea TE L(E) 

tal que í:(T) e B 1 (O). Entonces existe una norma ll· 11 1 
equivalente a 11· II y existe a E] o , I [ tal que: 

11 T x 11 1 < a 11 x 11 1 , \i x E E 

Prueba: Sabemos que f(T) = max { 1 A 1 / A E I:(T) } , y como í:(T) e B 1 (O)

entonces f(T) < 1 =:> 3 a E R /O� f(T) < a < 1. Sabemos que: 

Luego; 

a) 

f (a-NII TN )
k 

= f a-Nk I TNI k 

k=O k=O 

Afirmación: ¿a-kl Tk 1 < co

En efecto, por el algoritmo de Euclides k = jN+i , O< i < N -1, se tiene que: 
ao ao N-1 ao N-1 

¿ a-k I Tk 11 = ¿ ¿ a-UN+i} 11 T jN+i 1 < ¿ ¿ a-jN-1 II TN I j 11 T 11 ¡
k=O j=O i=O j=O i=O 

eo N-1 

= LL(a-ill T W) a-jNI TN l j
j=O i=O 

Considerando C = max {a-i 11 T W} entonces 
O�i�N-1 

eo ao N-1 eo 

¿a-k I Tk 1 < c¿¿a-jN I TNllj = CN¿a-jNII TN lj < oo
k=O 

. 
j=O i=O j=O 

a) 

:. ¿a-kl Tkjl < oo

Luego, defino: 

k=O 

ll· 11 1 : E > R

->11 x 11 1 = La-k I Tk x 1

Afirmo que ll· 11 1 
es una norma. En efecto 

k=O 

i) 11 x 11 1 � a-
0 1 Tº x 1 = 11 x 11 >O=:> 11 x 111 > O , \ix E E

ii) 11 x 11 1 =O<=> a-º11 T
º x 11 < 11 x 11 1 =O<=> 11 x 11 =O<=> x = O , \ix E E
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co co co 

iii) 11 AX 111 = La-k I Tk (Ax) 11 = La-k l A I JI Tk x 1 = 1 A ILa-k l Tk x 11 = 1 A 1 11 x 11 1 ,k=O k=O k=O 

. ·. 11 Ax 11 1 = 1 A 1 11 x 11 1 , v A E e , v x E E 

iv) 11 x+y 111 = f a-k ll Tk (x+y) < f a-k (\ Tk x 1+ 1 Tky 1)k=O k=O 
co co 

= L a-k T k x 1 + L a-k I T k Y 1 = 11 x 111 + 1 Y 11 1
k=O k=O 

: · 11 X + Y l 1 < 11 X 11 1 + l Y 1 
, V X, Y E E 

Para probar la equivalencia entre ll· 11
1 

y 11· II observe que ya demostramos 

11 x 11 < 11 x 11 1, V x E E. Por otro lado: 

Por último 

a, co 

11 x 11 1 = ¿a-k Tk x [I < ¿a-k I Tk \l 11 x 11 = M 11 x 11
k=O k=O 

: · 11 X 11 < 11 X 11 1 < M 11 X 11 , V X E E

co co 

11 Tx 11 1 = ¿a-k l\ Tk (Tx) < ¿a-ka- 1a 11 Tk+ 1 x \ = a¿a-(k+l)I Tk+1 x
k=O k=O k=O 

co co 

< aLa-k I Tk x 11 < aLa-k I Tk x 1 = a 11 x 11 1 , V x e E 
k=l k=O 

: . 11 T x 11 1 < a 11 x 11 1 , V x e E, a e ] o , 1 [ 

I.4. EL ESPECTRO DE UN OPERADOR LINEAL REAL 

En la sección anterior se l1a trabajado con operadores lineales continuos 

definidos en un espacio de Banach complejo y se halló resultados interesantes; 

ahora queremos que estos resultados obtenidos también sean válidos cuando se 

trabaja con operadores lineales continuos definidos en espacios de Banach 

reales. Para ello seguiremos el siguiente esquema; dado u11 espacio de Banacl1 

real le asociamos un espacio de Banach complejo y dado un operador lineal y 

continuo definido en el espacio de Banach real, le asociaremos un operador 

lineal y continuo definido en un espacio de Banacl1 coipplejo constrt1ido 

anteriormente. Estas construcciones serán hechas de tal manera que la norma 
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del nuevo operador, así como su resolvente, coincida con la norma y la 

resolvente antiguo. 

Sea (E , 11·11) un espacio de Banach real, le asociamos un C-espacio de 

Banach construido de la misma forma como C se construye a partir de R. 

DEFINICIÓN 1.4.1 Sea E un R-espacio vectorial, el complexificado de E 

denotado por Ec , es el conjunto 

Ec = { X + iy / x, y E E }

en donde x + iy = x 1 + iy 1 <::> x:::: x' /\ y :::: y 1

A continuación dotaremos a Ec de una estru·ctura de C-espacio vectorial 

TEOREMA 1.4.1 En Ec definimos las operaciones de suma y producto por un 

escalar: 

+ : Ec X Ec --+) Ec

(x+iy,x1+iy1) >(x+iy)+(x1+iy1 ) =(x+x 1 )+i(y+y 1
)

• : e X Ec -�> Ec 

{a+ iP,x + iy)->(a +ip)(x + iy) = (ax-py) + i(ay + Px) 

Entonces ( Ee,+,C, •) es un espacio vectorial 

TEOREMA I.4.2 Sea (E, 11· 11 ) un espacio de Banach real, entonces ( Ec, 11· ll
c 

) 

es también un espacio de Banach, en donde: 

(x + iy) e = max { 11 x 11 , 1 Y 1 }

Prueba: Primero demostraremos que 11· llc 
es una norma en C. 

NI) 11 z lle > O. En efecto, como z = x + iy , entonces 

11 z lle = 1 (x + iy) le = max { 11 x 11 , 1 Y 1 } > 11 x 11 /\ 1 Y 11, 
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se tiene 
11 X IJ > Q /\ 11 Y 11 > Q

.'. 11 z lle � O \i z E Ee , x,y EE 

N2) 11 z lle =o� z =e.En efecto, como z 
= X+ iy ' x,y EE, z E Ee 

� 1 ( X + iy) 1 e = max { 11 X 11 ' y } = o > 11 X 11 ¡\ 11 y 1 � 11 X 11 = o /\ 11 y 11 = o
�x = O J\ y= O� z

= O+ i0 = 8� z
= 8 

N3) 11 AZ lle = 1 A 1 11 Z lle \i z E Ee , x,y E E 

1 A 1 11 z lle = 1 A I max { JI x 11 , Y } = max { 1 A 111 x 11 , 1 A 1 1 Y } 

= max { 11 AX 11 , [ Ay } = 11 AX + iAy e 

= 1 A(x + iy) e = 11 AZ lle , \i z E Ee , x,y EE 

N4) 1 z + z' le � 11 z lle + 1 Z1 e , \i z,z
1 E Ee 

1 z+z' e <I (x+iy)+(x1 +iy1 ) fle = 1 (x+x1 )+i(y+y1 ) le 

= max { (x + x1 ) 1, (y+ y1 ) } 

11 (x + x') 1 < max { 11 x 11 , Y 1 } + max { 11 x' , Y1 } = 11 z lle + z' e 

11 (y+ Y1

) IJ < max { 11 x 11 , 1 Y ] } + max { 1 x' , Y1 

} = 11 z lle + z' 1 e 
� max { (x + x 1 ) 1 , J (y+ y1 ) } < 11 z lle + Z

1 e , 

y reemplazando en (1): 

z + Z1 e < 11 z lle + Z1 1 e , \i z,z
1 E Ee

Luego ( E e, ll·lle ) es un espacio vectorial normado. 

(1) 

Sea {Zn} cEc una sucesión de Cauchy en Ee , Zn = Xn + iyn , con Xn,Yn E E, 

'r;f n EN. Probaremos que {xn } cEc, {Yn} cEe son de Caucl1y. En efecto; sea 
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=> 3 N ez+ f n,m > N => 1 X
0 

- x m 1 < E A y 
n -y

m 
< E 

por lo tanto {x n} cEc , {Yn} cEc son de Cauchy. Como ( E, 11.11) es de Banach 

entonces 

3x,yeE/ Xn-�>x /\ Yn -->y 

Resta probar que: Zn --> z , con z = x + iy. En efecto 

Sea N = max { N 1 . N2} 

Si n > N => X
0

-
X < E /\ y n - y 1 < E => max { X n - X , y n - y } < E 

=> e 

3 z eEc / Zn --> Z => (Ec, 11.llc ) es de Banach

<E e 

• 

Como ( E e, ll·llc ) es un espacio de Banacl1, podemos considerar L(Ec) el espacio

de aplicaciones continuas y lineales en Ec. 

A contint1ación asociaremos a cada Te L(E), un operador Te e L(Ec) 

TEOREMA 1.4.3 Sea ( E, 11·11) espacio de Banach real y ( E e, ll·llc ) su

complijificado. Sea Te L(E), definimos Te por 

Entonces Te e L(Ec) y 11 Te 11 = 11 T 11

Prueba: 

Te: Ec-->Ec 
(x + iy) > Te(x+iy) = Tx + iTy 

Primero probaremos que Te es lineal 
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Tc(z + z 1) = Tc[(x + iy) + (x 1 + iy1)] = Tc[(x + x 1
) + (y+y 1

)]

= T(x + x1
) + iT(y +y 1

) = (Tx + Tx1
) + i(Ty + T y 1

)

= (Tx + iTy) + (Tx 1 
+ iTy1

) = Tc(x + iy) + Tc(x 1 
+ iy1 )

=Tc(z)+Tc(z1
), 'tfz,z 1 eEc 

Tc(Az)=Tc[(a+ip)(x +iy)] =Tc[(ax- py)+i(ay+ px)] 

=T(ax- py)+iT(ay+ �x)= a.Tx- pTy)+ia.Ty +ipTx) 

= (a + ip )(Tx + iTy) = A Tc(z) , 'ti A e C, z e Ec

:. Te es lineal 

Ahora probaremos la continuidad: 

11 T c(z) IIEc = Te( x + iy) Ec = 1 T x + iT y I Ec = max { 11 T x 11 , 1 T y } ( 1) 

como 11 Tx 11 < 11 T 11 11 x 11 /\ Ty 11 < 11 T 11 y 1, entonces 

max { 11 T x 11 , 1 T Y 11 } < max { 11 T 11 11 X 11 , 11 T 11 I Y } = 11 T 11 max { 11 x 11 , 1 Y } 

luego en (1)

11 T 11 I x + iy E = 11 T 1111 z IIE , 
e e 

11 Tc(z) IIE < 11 T 11 11 z IIE , , "dz e Ece e 

: . Te E L(Ec) y 11 Te 11 < ]I T 11

Finalmente, sea x e E entonces x + iO e Ec , luego 

11 T x 11 = max { 11 T x 11 , 11 TO 11 } = 11 T x + iTO IIE = 11 Tc(x + iO) llE e e 

< 11 Te 11 11 X + i O 11 E = Jj Te 11 max { 11 X 11 , 11 0 11 } = 11 Te 1111 x 11 e 

: . 11 T x 11 < 11 Te 11 11 x 11 , "dx E E => 11 T 11 < 11 Te 11

por lo tanto, de (2) y del resultado anterior se tiene 11 Te 11 = 11 T 11 

(2) 

De esta manera, dado (E, 11·11) espacio de Banacl1 real y T e L(E), poden1os 

asociar Te e L(Ec); tenemos de este modo tina aplicación de L(E) a L(Ec)
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TEOREMA I.4.4 Sea ( E, 11·11) espacio de Banach real, definimos e corno: 

e: L(E)- L(Ec) 

T e(T) = Te 

La aplicación e satisface los siguientes propiedades: 

Prueba: 

i) e(T + T') = e(T) + e(T1

) , \f T,T' E L(E)

ii) e(aT)= a e(T), Va ER , \fT EL(E)

iii)e(r o T') = e(T) o e(T') ' \f T, T' E L(E)

i,�)/ e(T) / = 11 T 11 , VT EL(E)

i) Sean T�T1 E L(E)

e(T + T1)(Z) = e(T + T1)(x + iy) = (T + T1)(x) + i(T + T')(y) 

= (Tx + T1x) + i(Ty + T1y) = (Tx + iTy) + (Tix + iT'y) 

= e(T)(x + iy) + e(T')(x + iy) = e(T)(x + iy) + e(T')(x + iy) 

= [e(T) + e(T')](x + iy) 

= [e(T) + e(T')](z) , V Z E Ec

:. ecr + T') = e(T) + ecr') , v r, r1 E L(E)

ii) e( a T)(Z) = e( a T)(x + iy) = ( a T)(x) + i( a T)(y) = a T(x) + i a T()')

= ( a + iO)(Tx + iTy) = a e(T)(x + iy) = [ a e(T)](z) , \f z E Ec

.'. e(aT) = ae(T), \fa ER , VT EL(E)

iii) e(T o T)(Z) = e(T o T')(x + iy) = (To T')(x) + i(T o T')(y) 

= T(T'x) + iT(T1y) = e(T)(Tix + iT'y) = e(T)[e(T')(x + iy)] 

= e(T) o e(T')(z) , V Z E Ec

.'. e(T o T') = e(T) o e(T') ' V T,T' E L(E)

.. 

iv) e(T) ! =11 Te 11 = 11 T IJ , 'v'T E L(E)
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DEFINICION 1.4.2 Sea ( E, 11.11) espacio de Banach real y T EL(E). Definimos 

EL RESOLVENTE de T, denotado p(T) como el

resolvente de Te: 

p(T) = p(Tc) 

De ésta manera, hemos logrado nuestro objetivo. Como Te E L(Ec), siendo 

( E e , 11· llc ) un espacio de Banach, todos los resultados obtenidos en la sección

anterior son válidos para T E L(E) por medio de la Definición I.4.2. De ahora en 

adelante, no haremos distinción entre espacios de Banach reales y complejos. 
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CAPÍTULO 11 

OPERADORES HIPERBÓLICOS 

11.1 OPERADORES LINEALES HIPERBÓLICOS EN ESPACIOS DE 

BANACH 

DEFINICIÓN 11.1.1. Sea ( E , 11·11) espacio de Banach y TE L(E). 

T es hiperbólico <=> L( T) ílS1 = �

Notación: Denotaremos a Hip(E) al conjunto de los operadores hiperbólicos 

en ( E , 11· 11 ) 

Hip(E) = {T EGL(E) /Tes hiperbólico} 

El siguiente Teorema es el principal de ésta sección, lo cual nos dice 

que todo operador lineal l1iperbólico descompone al espacio de Banach donde 

está definido en dos subespacios cerrados e invariantes el cual es una 

contracción si lo restringimos a uno de ellos y una dilatación si lo 

restringimos al otro. 
Enunciemos los Teoremas que garantizan la validez de lo mencionado 

TEOREMA 11.1.1. Sea ( E, 11·11) espacio de Banach y LE Hip(E). Entonces, 

existen dos subespacios cerrados Eu y Es, una norma 

11· 11. equi valeñte a la norma inicial 11· ll y una constante a E] o , 1 [ , tal que 

i) E= Eu ffi Es,

ii) Lu = LI EL(J;) y 11 L�
1x11 l 11 <a X11 lu , \fx 11 EE 11

Eu 

L5 = L I EL(&) Y I L
5 xs Is � O I xslls , \¡/ Xs E Es 

E• 



Prueba: Como L E Hip(E). => í:(L) ílS 1 = �, denotemos 
Ls = í:(L)ílB 1 (0) ' ¿ u = í:(L)ílC\ B ¡ (O) 

Entonces por el Teorema de la descomposición espectral, existen subespacios 
cerrados Eu y Es de E tal que 

E= Eu EB Es , lu = L I Eu 
EL(�) , Ls = L I E. EL(:&) y

L u = í:(Lu ) Y L 5 
= í:(L s) 

Como í:(L u ) � B
1
(0), por el Teorema I.3.3 existe una 11·11

1 
norma en Eu

equivalente a la norma 11· 11 restringida a E
s
, y existe Os , O < Os < 1 tal que 

Como í:(L
u
) � C \ B 1 (O) entonces í:(L�1

) e B
1 
(O) y nuevamente por el Teorema 

I .. 3.3 3 11· 11 norma en Eu equivalente a la norma 11· 11 restringida a Eu y existe 
u 

Ou, O < Ou < 1, tal que 

Si tomamos a = max { Ou ,Os } => O< o< 1 lo cual satisface la parte (ii) del 
Teorema. 
Resta pro bar que II x 11* = max { 11 xu 1 , 11 X 5 \1 } es una norma equivalente a 11· 11 .

En efecto; sabemos que: 
C 1 11 xu ll < 11 xu llu < 

C2 II xu ll , \/xu 
E Eu , C 1, C2 > 0 

C3 \lxs ll<\lxs lls <c4 llxs \l , Vxs EE
s

, C3, C4 >Ü

Sea x EE entonces x = xu + X5 
, tenemos que 

11 X 11 = 11 X u + X s 11 < 11 X u 11 + 11 X s 11 < t 11 X u I u 
+ d1 11 X s 11 s

!> "t max ( 11 x.l\.. , 11 x,I\,} + -t,- max ( 11 x.\l., , 11 x,\,}
< (±.- +-¿;) max { llxu llu 

, 11 xslL} = K1 11 X 11 •

.', 11 X 11 � 11 X 11. , V X E E 
Para probar-la otra desigualdad, recordemos que Es = Im(P), Eu = N(P), 
x = x + x , x = x - Px /\ X

5 
= Px, entonces 

u s u 

1 xu 11 = 11 X - Px 11 � 11 X 11 + 11 Px 11 < 11 X 11 + 11 p 11 11 X 11 = ( 1 -11 p 11) 11 X 11
entonces 
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11 X u 11 < ( 1 -11 p 11) 11 X 11 
11 xs = 11 Px 11 < 11 p 11 11 X 11 => 11 xs 11 < 11 p 1111 X 11 ' \ix E E 

Luego; sea K2 = max { c
2
{1 +11 P 11 ), C 4 II P JI} 

ll Xu llu < C2 Xu 11 � C2 ( 1-11 P 11 ) 11 X 11 < K2 11 X 1\

11 xs s 
< e 4 l x

s 1 < e 4 11 P 11 11 x 11 < K2 11 x 11 

=> max ( 11 xull u 
, 11 xs Jls l < K¡ 11 X 11

=> 11 X 11. < 11 X 11 , \i X E E 

: .11 x 11. es equiavalente a II x 11 • 

Es evidente que los subespacios invariantes depende del operador 

L E Hip(E); es decir E = Eu(L) EB Es(L). Luego a Eu = Eu(L) le llamamos 

espacio inestable, Es = Es(L) espacio estable y 11 x 11. le llamamos la norma 

adaptada al operador L E I-Iip(E), de al1ora en adelante ésta será la norn1a 

considerada en E. 

PROPOSICIÓN 11.1.2. Sea ( E, 11· 11) espacio de Banacl1 y L E Hip(E). Se 

cumple: 

Prueba: 

i) Eu = Eu(L) = {x E E/ L-nx n�co O} 

ii) Es= Es(L) = {x E E/ Lº
x 

º�a) O}

i) xEEu => \\Luxu ll<I\L�1 x11ll 1
1 
<a n llxll

11
, \in2:o con O<a < 1 

=> O$; lim 11 L-"xll < lim a º 11 x llu = O 
n�a> n-�co 

Por otro lado, sea x EE I lim 11 L-n
x 11 = o , sea x = xu + xs, xu E Eu, xs E Es 

n�«> 

Además 

=> limll L�º
xs \l =0.

n->a> s 
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=> O< lim a-n 

x
s
ll < l1·m L-n x 11 - O

s s s -n"'co s 
n"'co 

=> O< lim I L-n x < lim an l x
s 
1 = O => Ln

x _n_�_co--+O 
n�co n"'co s 

Recíprocamente: Sea x EE I L" x -"-�-co�o ; tomemos

Ademas 

=> O <lim n"'co

limn�co 

L:x
u
] < lim 

u n"'co 

L�1 Xu 
l
u 

=O. 

Ln

x 1 = O 

11 Xu u= L�n (L"
u

x
u )

u 

< O n 

[ L: x
u [[

u

-n 1 < L" j 
\-1 -1 

1 => a xu u 
_ 

u
x

u 
u , v n � o , con a > 

=> O<lim a-"j xul <lim j L:x u 
<On"'co u n"'co u 

lim a-n 11 x
u l = o => x lllu = o => x

u 
= o => x EE

S
n"'co u 

:. Es
= Es(L) = { x EE / L" x -""'-co�O}

COROLARIO. Sea ( E, 11· 11) espacio de Banacl1 y L E I-Iip(E). 

L- 1 
E Hip(E) y Eu( L-1) = Es(L), Es( L-1) = Eu(L)

• 

Entonces 

PROPOSICIÓN 11.1.3 Sea (E, 11· ll) espacio de Banach, entonces Hip(E) es t111

subconju nto abierto de L(E) 

Prueba: Sea L0 E Hip(E), por demostrar que: 

3 B > O I B & (L
O 

) e Hi p( E) . 
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Como Lo E I-Iip(E), entonces 

Definimos la función 

L(L
0
)ílS 1 

= $ => S1 
e p(L

0
)

RLo : S 1 GL(E) 
A > RLo( /1.) = ( AJ - L 0 )-I 

Sabemos que RLo es analítica y por tanto continua y como S 1 es compacto, se 

tiene: 

-1

Sea L EB C (Lo ) ' con 8 = Rlo (11. 0 ) 

=> L-Lo < 8 = Rlo (Ao) -I � Rlo (111) -) = (Al -L)-
1 

-l

"7' 1,., eS 1 =:> (-;..,r-L
0
)-(L

0 
-L) = 11.I-L E GL(E); "7' 11. ES 1

=> S 1 e p(L) => L(L)ílS 1 = � => LE Hip(E) 

=> Be (L 0) � Hip(E) , con E= RL
0 

(A
0

) -i , 'd L0 E Hip(E) 

por lo tanto Hip(E) es abierto en L(E) 

PROPOSICIÓN II.1.4. Sea ( E ,  11·11) espacio de Banach de dimensión finita. 

Entonces Hip(E) es denso en L(E) 

Prueba: Sea LE GL(E) y 8 >O por demostrar que: 

3 L; E I-Iip(E) / L - L
0 < 8 

Supongamos que dim(E) = n <oo y denotemos 1111 ,11. 2
, ... ,A" los autovalores de 

L ordenados de tal manera que los m primeros valores no están en S 1 y los 

restantes n-m lo están, es decir: 

{1"1, l112,···, )" n }ns1 = � y { 1"m+1,'"m+2,· .. , 11. n} � S 1

(si, m = n => L es hiperbólico y no hay 11ada que probar), es por ello que 

consideramos m < n. Además O � L(L) pues L· 1 
E GL(E). 

Sean /1,, j =a
j

+ i� j, 1 < j < n y consideremos:
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8 1 = mtn { 1 - A. 
j 

} , 8 
2 

= min { a . / a . * O } 
ISJSn m+ISJSn J } 

Tenemos que 8
1
,8

2 
son mayores que cero. Sea Ü<µ<min{8 1 ,8 2 ,E} y 

consideremos el operador L 0 = L + µI. Primeramente obsérvese que: 
A. e p(L) <=> Al -L E GL(E) <=> (A+ µI)-(L + µI) E GL(E) <=>A+µ E p(L + µI) 

Luego A. e :E(L) <=>A.+µ Eí::(L + µI). De ésta manera: 

Afirmo que í:(L
0
)ílS1 = �. En efecto: Si 1 < j < n entonces 

entonces 
µ < 1 - "'j => µ < 1 - 1 j < 1 v 1 - A i < -µ 

µ+ 11.i <1 V A.
i 

-µ>1 
Si se cumple la primera condición de (1) 

2 
( )

2 P. 2 2 2 2
2 

2 A
j
+µ =a

j
+µ +....,

j 
=a

j 
+2a

j
µ+µ +�

j
= A

j 
+2a

j
µ+µ 

< A. 
j 1

2 + 2 a
j 

µ + µ 
i 

< A. 
j

i + 2 A. j µ + µ 2 = ( A. 
j 
+ µ) 2 > 1

=> A.
j 
+ µ � s 1

Si se cumple la segunda condición de (1) 

:.A.
j
+µ�S1 

, l<j<m 
Si m + 1< j < n entonces µ < 1 a i 

2 
( )

2 2 _ __2 2 2 2 A. 
j 
+ µ = a

j
+µ + p 

j 
= a�

j 
+ 2a jµ + �t + P 

j
= 1 + 2a 

j
µ + �L

Si se cumple la primera afirmación de (2): 
2A. j + µ = 1 + 2a jµ + µ2 > 1 + 2µ 2 + µ 2 > 1 + 3µ 2 > 1
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Si se cumple la segunda de (2): 

2 

11. 
j 

+ µ = 1 + 2a jµ + µ 2 < 1-2µ 2 + µ 2 
= 1- µ2 < 1 

=>A
j

+µ� S 1

.".A
j

+µ�S1
, m+I<j<n 

De ésta manera queda demostrada la afirmación. Por lo tanto L0 es hiperbólico. 

Ademas 

:. Hip(E) es denso en GL(E) 

•• 

• 
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CAPÍTULO III 

APLICACIONES DE LIPSCHITZ 

111.1 APLICACIONES DE LIPSCHITZ 

No todos los operadores que consideraremos posteriormente, están 

definidos en espacios de Banacl1., es por eso que necesitamos estudiar 

operadores no necesariamente lineales definidos en los llamados espacios 

métricos y debemos ser capaces de invertir esos operadores 

DEFINICIÓN 111.1.1. Sean . , . espacios metr1cos y

f: X Y. Decimos que f es de Lipschitz sí y sólo

Sl 

Denotaremos por Lip(X, Y) al conjunto de todas las aplicaciones de 

Lipschitz de X a Y: 

Lip(X, Y) = { f : X-� Y / f es Lipschitz } 

Observaciones: 

1) Si (E, 11· llE ) y (E, 11· IIF 
) son espacios normados y f : X-� Y, decimos

que f es de Lipschitz sí y sólo sí

1 f(x) -f(x') F < K x -x' II
E 

, \i x, x' E E 

2) La mínima de las constantes K que cumplen con la Definición III.1.1, se le

llama constante de Lipschitz de f y la denotaremos Lip(f)

3) Cuando X = Y denotamos Lip(X,X) = Lip(X)



TEOREMA 111.1.1. Sean (X,dx) y (Y,d
Y
) dos espacios métricos. Se cumple: 

L;p (x, Y) � e (x, Y) 

Prueba: Sea fe Lip(X,Y) => d x (f(x),f(x 1 ))< L;p(f)d x (x,x') , Vx,x 1 EX. 

Sea x0 EX /\ E> O; si consideramos o= Lip(f)- 1 
E, se tiene:

Luego f es continua en x0 V x
0 

E X 

:. Lip (x, Y) e e (x, Y) • 

TEOREMA 111.1.2 Sea ( E ,  ll·II E ) y (E, ll·II F ) espacios normados. Se cumple: 

L(E,F) � Lip (E, F) /\ Lip(f) = 11 f 11 V f  E L(E,F) 

Prueba: Sea f EL(E,F) y considero x,x 1 E E 

f(x)-f(x 1 ) JF = f(x-x 1 ) F <[[fll Jx-x 1 E ; V x,x 1 EE , => fEL(E,F) 

:. L(E,F)cL;p(E,F) 

Además Lip(f) < 11 f 11. Para probar la otra desigualdad recordemos que 

11 f 11 = inf { e > o I 11 fx IIF < e 11 x IIE } ; V x e E 

1 f(x) 1 F = f(x)-f(o) IF < Lip(f) 11 x II E

=> 11 f 11 < Lip(f)

:. Lip(f) = 11 f 11 , V f  E L(E,F) • 

TEOREMA 111.1.3 Sean (X,dx) , (Y,dy) y (z, d
2
) . , . espacios metr1cos,

feL;p(X,Y) ,geL;p(Y,Z). Entonces gofEL;p(X,Z) 

y L;p(g of) < L;p(g) Lip(f)
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Prueba: Sean x,x' eX 

d z (gof(x),gof(x')) = d z (g (f(x)),g (f(x 1 ))) < Lip(g) dy (f(x),f(x')) 

< Lip(g) Lip(f) d x (x,x') 

:. g o f E Lip (x,z). ¡\ Lip(g o f) < Lip(g) L¡p(f) • 

COROLARIO Sea (X,dx ) espacio métrico y f E Lip(X). Entonces 

fn ELip(X). y Lip( fn) <Lip(f)n 'v' n EZ
+ 

La demostración de este Corolario es una aplicación directa del Teorema 

anterior 

TEOREMA 111.1.4. Sea (E, ll·IIE ) y (E, 11· ll F ) son espacios normados 

f,g E Lip (E, F). Entonces: 

i) f+geL;p(E,F) y Lip(f+g) < L¡p(f)+L¡p(g)

ii) L;p(f) - Lip(g) < L;p(f - g)

Prueba: Sean x, x 1 
E X

i) (f + g)(x)-(f + g)(x 1
) F = 1 f(x) + g(x) -f(x 1

) - g(x') 
F

< j f(x) -f(x 1 ) IF + J g(x)-g(x 1 ) F

< Lip(f) J x -x' IIE + Lip(g) x -x 1 
E

< [ Lip(f) + Lip(g)] 1 x-x 1 

E

f + g eLip(E,F) y L;p(f + g) < L;p(f) + Lip(g)

ii) L;p(f) = L;p(f - g + g) < L;p(f - g) + L;p(g)

=> L;p(f) - L;p(g) < L;p(f - g) 11 

Las funciones Lipschizianas cuya constante es menor que 1, se las llaman 

contracciones. Las contracciones son importantes porque ellas tienen un único 

punto fijo atractor cuando están definidos en un espacio métrico completo 
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TEOREMA 111.1.5 Sea (X,d) un espacio métrico completo , f E Lip (X) , tal 

que Lip(f) < 1. Entonces 3 ! x
0 

E X tal que: 

i) f(x0
) = X0 ,( X0 es punto fijo)

ii) lim fn (x0) = X0; Vx E X (X0 es atractor)
n-+oo 

Prueba: 

Existencia: Sea x EX, si f(x) = X no hay nada que probar. Luego, supongamos 

f(x) * x => d(f(x),x) > O 

Afirmación: {fn (x)} neZ+ es una sucesión de Caucl1y en X. En efecto; 

obsérvese que para n,m EN, n > m tenemos: 

Como: 

n-m-1 n-m-1

= L d( fm+j+1 (x), fm+j (x)) < L Lip( fm+j)d(f(x), x) 
j=O j=O 

n-m-1 n-m-1

< LLip(tm )Lip(f i )d(f(x),x) < Lip(fm)d(f(x),x) LLip(f i) 
j=O j=O 

( 
m

) ( )� 
( 

·
) 

Lip(f)m 

( ) < Lip f d f(x), x fo Lip f 
J = 1 _ Lip(f) 

d f(x), x 

L;p(:)�) d(f(x), x) < t � m In( L,¡,(f)) + In( d(f(x), x) )- ln(l - Lip(f)) < In( t)
1- Lzp f 

� m In(L;p(f)) < In(s) + In( 1- L;p(f) )- In( d(f(x), x)) 

In( s) + In( 1- Lp(f) )- In( d( f (x), x)) 
� m > 

In(L;p(f)) 

Basta tomar N EZ+, tal que 

In( s) + In( 1- Lip(f) )- In( d( f (x), x))
N > In( L,¡,(f))
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luego si n,m>N tenemos que d(fn (x),fm(x)) <E entonces {fn (x)} 0EZ+ es Cauchy 

y desde que (X,d) es completo :l x0 
E X / lim fn (x) = X0 ; en X y f E Lip(X) 

n�co 

entonces f E e (X), luego f
n+1 (x)--> X0 en X y por unicidad del límite: 

f(x0) = x O , lo cual prueba la existencia del punto fijo. 

Unicidad: Supóngase que :l x' E X / f(x') = x1 
; se tiene 

d(x' ,x0) = d(f(x 1 ),f(x
0 )) <Lip(f) d(x' ,x 0) 

=> [1-Lip(f)] d(x1 ,x
0) <O 

d(x' x ) < O => d(x' x ) =O => x' = x ' o - ' o o 

Prueba de que es a tractor: Tomemos x E X y construimos x0 = x0(x) tal que

fn (x)-�> X0 • Sea x
1
-:;:. X y supongamos que fn (x 1)--> x 1

0

d( x1 , x0) = d( x0, f" (x)) + d( f" (x), f" (x1 )) + d( f" (x 1 ), x�) 

< d(x0 , f" (x)) + L;p(f)" d( X1

, x 0 ) + d( f" (x 1

), X�) 

• 

El siguiente resultado, generaliza el Corolario al Teorema I.1.2 para 

operadores de L(E) a Lip(E)

TEOREMA 111.1.6 (La función inversa de Lipschitz) Sea ( E,  11·11) un 

espacio de Banach, <p E Lip(E) y LE GL(E) tal que 

Lip( cp) < 11 L- 1 11- 1

• Entonces L + cp es invertible, (L+cp)- 1 ELip(E) y 

Prueba: Primeramente observe que X0 = X0(x) tal qt1e

(L+cp)(x 1)-(L+cp)(x2 ) - Lx 1 +<p(x 1)--Lx2 
-cp(x2)

- L(x 1 -x2 )+(cp(x 1)-cp(x2 ))

>IL(x 1 -x 2 ) - cp(x 1)-cp(x2 ) (1) 
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Como: 

1 x, - X2 I = L-1L( x, - X2) :s; L-l L( X¡ - X2) => L-1 ,-, 1 X 1 - X2 < L( X 1 - X2)

11 cp(x 1) - cp(x2) 1 < Lp( <p) x 1 - x2 => - cp(x 1) - cp(x2) > -Lip( cp) x 1 - x2
Reemplazando éstos dos últimos resultados en ( 1):

(L+cp)(x 1 )-(L+cp)(x 2 ) ¿[ L- 1 ¡-
1
-Lip(cp)j lx 1 -x 2 , \ix 1 ,x 2 eE (2)

Afirmo que L + cp es inyectiva: En efecto, supóngase que 

(L + cp )(x 1 ) = (L + cp )(x 2 )

O= (L + cp )(x 1 ) -(L + cp )(x 2 ) > [I L-1 -l - Lip( <p)] I x 1 - x2

Por lo tanto L + cp es inyectiva 

Afirmo que L + cp es sobreyectiva: En efecto, sea y eE, por demostrar qt1e: 

3x eE / (L+cp )(x) = y 

Como motivación para la elección del "x", obsérvese que si cp = O entonces 

x = L- 1 y. Como <p eLip(E) entonces es de esperarse que x = L- 1 y +ro, con ro eE 

(L+cp) o(L-1 y+ro) =y <=> Lo(L-1 y+ro)+cp{L- 1y+ro)=y

<=> y+Lro+cp(L-'y+ro)=y <=> L(ro)=-cp(L-1y+ro) 

<::::> ro = -L-1 º cp(L- 1 y +ro) 

Esto nos lleva a definir: 

Ty : E-->E 
ro >Ty( ro ) =-L- 1 ocp(L- 1 y+ro) 

1 Ty(ro
1
)-Ty (ro

2 ) - -L- 1 ocp(L-'y+ro,)+L- 1 ocp(L- 1 y+ro
2 )

< L-1111 cp ( L-1 y + ro i ) - q) ( L-1 y + ro 2 ) 1 

< L-'jjL;p(cp) L-1 y+ro
1 -L-'y-ro

2

L-111 L-1 -1< ú) 1 - ü) 2 -= ü) 1 - ü) 2

por lo tanto Lip(T) < 1 y como E es de Banach, 3 ro O eE / T ( ro O) = ro O • Con 

este resultado probamos la sobreyectividad 
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Resta por pro bar que ( L + <p )- 1 es Lipscl1itz. Para ello y I y 2 E E, de (2):
• 

1 Y 1 -y 2 = (L+q,) 0 (L+q,)-
1
(y ¡ )-(L+cp) 0 (L+cp)-

1
(y 2) 

- ( L + <p )( ( L + <p )-1 
(y 1) )- ( L + <p )( ( L + cp )-

1 
(y 2))

>[11 L-.1 11-
1
-Lip(cp)] (L+q,)-

1
(y 1 )-(L+cp)-

1
(y 2)

( )-1 ( )-1 1 
=> L+<p (Y1)- L+<p (Y2) < 

-
i¡-1 Y 1 -Y2 , VY 1 ,Y2 EE

L - L;p( cp) 

:. (L+<pr ELip(E) /\ L,p((L+<pr
1 )< -1¡-1

1 
L - Lip( cp)

• 

A a continuación nos proponemos obtener una generalización del Teorema 

I.1.5 pasando de L(E,F) a Lip(E,F)

TEOREMA 111.1.7 Sea (E, ll·IIE ) y (E, ll·IIF 
) espacios de Banach. Sea 

TE Lip(E,F) tal que T es biyectivo y T- 1 E Lip(E,F). Sea

f eLip(E,F) tal que Lip(f) < Lip( T- 1 ). Entonces T-f es invertible,

(T -f)-
1 e Lip(F ,E) y 

L;((T-f)-1 )< 1 
P 

- Lip(T-1 )-1 
- Lip(f)

Prueba: Primeramente, obsérvese que T-f = To (I -T- 1 o f) ., luego T-f será

invertible si T y (I -T-1 o f) los son. Como T- 1 eLip(E,F). y f ELip(E,F) 

entonces T-1 
o f E Lip(E) y 

luego por el Teorema anterior, I -T-1 
o fes invertible (I -T-1 

o f )-
1 

E Lip(E) y 

[( -1 )-11 1 1 
Lip I -T º f � _ < _ I-Lip(T I of) l-Lip(T 1)L;p(f)
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Como I -T- 1 o f es invertible y T es invertible entonces To (I - T- 1 o f)-
1 = T-f 

es invertible, luego (T -f)- 1 = (I -T-1 
o f )-

1 
o T-1• Además como

(I -T- 1 
o f)- 1 

E Lip(E) y T- 1 
E Lip(F ,E), entonces 

Por último: 

(I - T- 1 
o f )-

1 
o T- 1 = (T -f)- 1 

E Lip(F ,E).

(( )-1 ) (( -1 )-1 ) -1 1 
Lip T -f < Lip I -T o f Lip(T ) < _ 1 _ 1 Lip(T ) -Lip( f)

• 

Hasta el momento, los operadores estudiados están definidos en todo el 

espacio, más adelante, usaremos operadores que están definidos solo en un 

abierto del espacio y precisaremos de dos Teoremas análogos a los estudiados 

hasta aquí para poder invertirlos. Tales Teoremas son: 

TEOREMA 111.1.8 Sea (E, 11·11) espacio de Banach y denota1nos por E(r) la 

bola cerrada de E de radio r y centro O , es decir: 

E(r) ={x eE/11 x 11 < r} 

i) Sea I -f es invertible sobre su imagen U = [I -f] [E(r)]

ii) (I -f)- 1 e Lip(U,E(r)) y Lip [ (I -f)-
1
] < l -lip(f)

iii) Si f(o) = o, entonces E(r 1
) �U donde r 1 = r [l-Lip(f)]

Prueba:. Primeramente, obsérvese que: 

1 (I-f)(x 1 )-(I-f)(x 2 ) - x 1 -f(x 1 )-x2 +f(x2 ) 1 

� 11 x 1 -x2 J - I f(x 1 ) -f(x2 ) J 

=> 1 (I -f)(x 1
) - (I -f)(x2

) 1 > (1-Lip(f)) x 1 - x2 V x 1, x2 eE(r) (1) 

i) Supóngase (I-f)(x 1 ) =(I-f)(x2 ), luego , por (1)

0= (I-f)(x 1 )-(I-f)(x2 ) l>(l-Lip(f)) x 1 -x2
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entonces (I -f) es inyectiva, entonces (I -f) es invertible sobre su imagen 

[I -f] [E(r)] 

ii) Sea Y1, Y2 eU, nuevamente por (1)

1 y 1 - y 2 J == ] (I -f) 0 (I -f)-
1 (y 1) - (I - f) º (I -f)-

1 (y 2) 1

== (I -f)( (I -f)-
1 
(y 1) )- (I -f)( (I -f)-

1 
(y 2))

> (1-Lip(f)) (I -f)-
1 
(y 1) -(I -f)-

1 
(y 2) 1

=> (I-f)-
1 (y 1 )-(I-f)-1 CY2 ) = l-Lp(f) 1 Y,-Y2 , 't;/y1,Y2 eU

:. (I -f)- 1 e Lip(E(r),E) y Lip [ (I -f)-
1
] < l - lip( f)

iii) Como f(o)=o entonces o eU , de ésta manera U contiene un disco cerrado
1 1alrededor del O. Sea yeE(r ) con r = r [l-Lip(f)]. Por demostrar que: 

3 E E/ (I -f)(x) = y 

Obsérvese que f = O entonces el "x" buscado es "y" , ésto motiva a buscar 

"x" de la forma "y+ ro", en el caso f :;é: O entonces se tendría: 

(I-f)(y +ro)= y<::> y+ro -f(y +ro)= y<::> f(y+ro) = ro 

Como ro debe ser tal que y+ ro eE(r), tenemos: 

ll y+roll <IIY l+ll roll<r 1+ll roll<r<=>ll ro ll<r-r 1 = r- r [l-Lip(f)] =rLip(f) 
Tomemos 8 = min {r Lip(f) , r 1 

} • Defino: 

T y : E( 8 ) > E( 8 )

ro > T y( ro ) = f(y +ro) 

1 TY(ro 1 )-Ty(ro2 ) l<llt(y+ro 1 )-f(y+w 2) ll<Lip(f) Jly+ro 1-y-w 2\\

:. TyE Lip(E(8)) A Lip(T
y
) < 1,=> 3 ro0 eE(8)cE(r) / T( w 0 ) = ro0

=> f(y+ro0 ) = y+ro0 => y +ro0 -f(y+ro 0 ) =y=> (I-f)(y+w 0 ) = y 

Además 

11 Y + ro O 11 < 11 Y 1 + 11 ro 
O J < r 1 + 8 < r 1 -r L i p ( f) = r [ 1 -L i p ( f)] + r L i p ( f) = r 

:. 3x =y+ ro0 
eE(r) / (I-f)(x) = y => y E [I-f] [E(r)] 

:. E(r 1)cU , r 1 = r [l-Lip(f)] 
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COROLARIO. Sea (E, 11·11) espacio de Banach, Te GL(E) y fe Lip(E(r),E) tal 

que Lip(f) < 11 T- 1 ¡¡- 1 

• Entonces 

i) Sea T -f es invertible sobre su imagen U = [I -f] [E(r)]

ii) (T -f)-1 e Lip(U,E(r)) y Lip [ (I -f)-
1
] < l -lip(f)

iii) Si f(o) = o. Entonces E(r 1)s;U donde r 1 = r [11 T- 1 ¡¡- 1 -Lip(f)] 

Prueba: Primeramente, obsérvese que T -f = To (I - T-1 
o f) ., luego T-f será

invertible si (I -T-1 
o f) lo es, como f eLip(E(r),E) y T- 1 eGL(E) entonces

T- 1 
o f E Lip(E(r),E) y

Lip( T- 1 
º t) < Lip( T- 1) L;p(f) < 1 T- 1 T-1 -l = 1 

luego por el Teorema anterior: I - T-1 
o f es invertible sobre su imagen

U= [I -f] [ E(r)], luego, (I - T-1

o f )-
1 E Lip( Ü,E(r)) y

Lin I-T of < <-----
[( -1 )-1 ¡ 1 1 

r 

- l-Lip (T- 1 of) - 1- T- 1 Lip(f)

Luego T-f es invertible sobre su imagen, y como (T -f)-1 = {I - T- 1
o f)-1 º T-1

[T-f][E(r)] =T[(1-T-1 of)-
1
[E(r)]j=T[D]=U

I- r-
1 

o f E Lip( U ,E(r)) /\ r-
1 E Lip(U, D)

=> (I- T- 1 of)-
1 

o T-1
· E Lip(U,E (r)) y

T-1 1 ( -1 ) (( -1 )-1 ) -1 Lip (T - f) < Lip I - T o f Lip(T ) < _1 • 

= 
1- T L1p(f) -1 -1

T - Lip(f)

Por último: f(o) = o entonces E( r) e D, donde r = r [l -Lip(f)] 

=> T[ E( r )] e T[ D] = To (I -T- 1 
o f) [E(r)] = U = [T -f] [E(r)]

Afirmo que E (r 1
) e T[E ( r )]. En efecto; y E E (r 1

), entonce� 

r-1y < T-111 y < 1 T-1 r 1 < 1 r-1¡¡ r (11 T-1¡¡-1 -Lip(f))

= r (llr- 1 11- 1 -I r- 1 j Lip(f))<r(l-Lip(T· 1 of)) = r 

=> xEE(r)/y=Tx => yET[E(r)]. Por tanto E(r 1)cT[E (r)]. • 
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111.2.EL TEOREMA DE LA APLICACIÓN FIJA 

TEOREMA 111.2.1 Sean (X,d
x
) un espacio métrico completo y (x,d

Y
) un

espacio métrico. Sea 

f:XxY-->X 

(x,y) > f(x,y)

Definimos: f
y : X > X /\ fx: Y-->X

x > f y(x) = f(x,y) Y > f x(Y) = f(x,y)
Supóngase que se cumple: 

i) fy E Lip(X) /\ Lip(fy) < K < 1 ; \;/ y E Y

ii) fx E c(Y,X) ; Vx E X

Entonces si denotamos X
y 

el único punto fijo de fy (y E Y), la aplicación:

cp : y > X

y ) <p (y) = X
y

llamado aplicación fija de f, es continua y satisface 

Prueba:. Sean y,y 1 eY:

d x ( cp(y), cp(y 1 )) = d x ( XY , XY1) = d x ( fy (xy ), f 
y' (xy,))

< d,(f
y
(x,), fix 

y
))+ d,(f,,(x

y 
), f,,(x ,' ))

< d X ( f 
y ( X y ) 'f 

y' ( X y ) ) + L ip ( f y' ) d X ( X y ' X yl )

< d x (fy (x y ),f
y, (x y )) + K d x ( cp(y),cp(y'))

=> (1-K) d x (cp(y),cp(y 1 )) <d x (f
y (x y ),fy,(x y ))

:. d, ( <p(y), <p(y 1 )) < 1 � k d, (f,<xY ), fY, (xy )) V y, y 1 e Y

Para probar la continuidad de <p, sea y0 E Y (fijo arbitrario); como

f E C(Y ,X), entonces , dado 
X Yo 

B > 0,3 8 > o/ dy (Y,Yo ) => dx( fxYo (Y o ), fxYo (y))< (1-k) E

47



Luego; por la desigualdad probada anteriormente: 

d.{ cp(y), cp(y 0)) < 1 � k dx (ty, (xy.), fy (xy.)) 

1 
( ) (1- K) E 

== 
1- k dx f XYo (y O), f XYo (y) < 1- K == C

entonces <p es continua en y0 "dy0 EY. Por lo tanto <p Ec(Y,X) 
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CAPÍTULO IV 

ESTRUCTURA LOCAL DE LOS PUNTOS FIJOS HIPERBÓLICOS 

PARA DIFEOMORFISMOS EN ESPACIOS DE BANACH 

IV.1 PRELIMINARES

DEFINICIÓN IV.1.1. Sea ( E, 11·11) un espacio de Banach, U una vecindad de 
O E E y f : U-�> E un difeomorfismo sobre su 

imagen. Decimos que O es un punto fijo l1iperbólico de f sí y sólo sí 
i) f(O) = O
ii) Df(O) E Hip(E)

Recordemos que si L E Hip(E), entonces, existen dos subespacios cerrados de 
E , Eu y Es, y normas 11· llu , 11· ll

s 
en Eu y Es respectivamente tal que 

i) E = Eu EB Es

ii) Lu = L I Eu E L(J;) y Ls = L I E, E L(J;)

iv) La norma 11 X 11. = max ¡ xullu ' 11 xs sl ' X= xu + xs, xs E Es, xu E Ell
es equivalente a la inicial 11 x 11 en E. 

Recordemos también que si ( E, ll·IIE ) , ( E, ll·II F ) son dos espacios de Banach 
entonces el espacio de funciones continuas y acotadas de E a F, denotado por 
cb(E,F) es también un espacio de Banach, es decir: 

cb(E,F) = { f: E--> E / f es continua y acotada} 



con las operaciones usuales de suma de funciones y producto por un escalar, 

es un espacio vectorial y si definimos: 

11 f IIE,F = sup f(x) IF
xeE 

entonces ( Cb(E,F), 11· IIE F ) es un espacio de Banach. Si E = F denotaremos • 

cb(E) = Cb(E,F). Ahora probaremos que la descomposición de E en Eu y Es,

induce una descomposición en cb(E) en donde consideramos 11· 11. = 11· 11 la

norma de E que satisface (iv). 

Primeramente, definimos las proyecciones canónicas II u , f1
5

IT u : E --> Eu 
X > IIu (x) = Xu

IJ
5

: E--> Es

x --> IJ
5 
(x) = Xs

Obviamente rr u E L(E,Eu) ' II S E L(E,Es) ' 11 II U 11 < 1 y I IIS < 1 

Sea f E cb(E) ' definimos fu = II U o f y fs = rrs o f' es decir: 

fu: E-->Eu fs: E-->Es

x-> fu(x) = II U (f(x)) X ) fs(X) = rr s (f(x)) 

Como rru E L(E,Eu) ccb(E,Eu) y rr s E L(E,Es) e Cb(E,Es) entonces 

fu Ecb(E,Eu) y fs Ecb(E,Es) 

Afirmación: f = fu+ f5 • En efecto, sea x eE

=> f(x) E E = Eu EB Es � f(x) = rru (f(x)) + II S (f(x)) 

� f(x) = (rru o f )(x) + (rrs o f )Cx) = (rr u o f + rrs o f )(x) ' V X E E

=> f = fu + f s , V f E cb(E) , 

lo que prueba la afirmación. 
Además f Ecb(E,Eu) íl cb(E,Es) � f Ecb(E,Eu) y f E Cb(E,Es); luego, para 

xe E , f(x) E Eu y f(x) E Es => , f(x) EEuíl Es
= {O} => f(x) = O, VxEE

� f = O. De ésta manera, hemos probado que: 

Cb(E) = cb(E,Eu) EB Cb(E ,Es) 

Sabemos que ( Cb(E), ll·IIE , E ), ( Cb(E,Eu), ll·IIE ,E u ) Y ( Cb(E,Es), ll·IIE ,Es ) son

espacios de Banach. A continuación veremos la relación que existe entre 

ll·IIE,E ,ll·IIE,E
u 

Y ll·IIE,E
1 

Afirmación: 11 f IIE .E 
= max { 1 f. E .E", 11 f, E .E,} , l;lf Ech(E)
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En efecto, para x E E tenemos: 

11 f ( x) 11 = max ( 11 n u ( f ( x)) 11 u , 1 n s ( f ( x)) 11 s } 

=> 1 f(x) 11 > 1 fu(x) ! u Y II f(x) 11 > ! f5(x) lis , "dx EE

=> supll f(x) 11 > sup 11 fu(x) llu y sup I f(x) 1 > sup 11 f5(x) \
xeE xeE xeE xeE 

s 

=> 1 f U IIE ,Eu < 11 f IIE,E Y 11 fsllE,Es < 11 f IIE,E 

: · max { 11 t. lE.E, , 1 t,11 E.E, } < 11 t \\E.E o) 

Recíprocamente: 

\\ f. ( x) IL � \\ t.\\E.E, < max { \ t.\\E.E, , \\ f, E.E,} , V x E E

\\ f, ( x) \\, < \\ f, \E.E, < max { \ t.\\E,E, , \\ f, \\E,E,} , V x E E

=> max { 11 f. ( x) IL , 1 f, ( x) 11.} < max { t.llE.E, , 11 f, E.E.} , V x E E

=> f(x) 11 < max { \ f. \E.E, , 11 f,\ E.E,} , 'v'x EE 

=> \\ f \\E.E = :11' 11 f ( x) 11 < max { 11 t.llE.E, , \ f, IIE.E,} , V x E E (2)

de ( 1) y (2) se tiene: 

\\ f \\E.E = max { \\ f. \\E.E, , \\ f, IE.E.} , V f E Cb(E)

Considérese ahora T E L( Cb(E)) tal que 

Tu= TI cb(E,Eu) E L( Cb(E,Eu)) Y Ts =TI cb(E,Es) E L( Cb(E, Es)), 

f E cb(E) entonces T(f) Ecb(E), luego T(f) = [T(f)]u + [T(f)]s donde 

[T(f)]u Ecb(E,Eu) y [T(f)]s Ecb(E,Es). Pero: 

[T(f)]u = n" o(T(f)) = nu
0 (T(fu + fs)) = nu

0 (Tu(fu) + Ts(fs)) = Tu(fu) 

[T(f)]s = ns o(T(f)) = ns o(T(fu + fs)) = IIS o(Tu(fu) + Ts(fs)) = Ts(fs) 

Luego; 

11 T(f) IIE.E = max { 11 T. (f.) I\E.E, , 11 T, (f,) \IE.E,}

Afirmo que: 11 T 11 = max { \ Tull, 11 Ts l\}. En efecto: 
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1 Tu (fu ) IIE ,Eu � 11 Tu 1 1  fu IIE ,Eu < 1 Tu ll ll f IIE ,E < max { 11 Tu] , 11 Ts 1 } 11 f l!E ,E

11 Ts(fs ) II E,Es < 1 Ts ll l fs ll E ,Es <11 Ts \l ll f IIE ,E < max { Tul\, 1 Ts l} 11 f IIE ,E

=> max { \ Tu (f.) \E.E, , \ T, (f,) E.E.
} 

� max { \\ Tu \ , \\ T,\\ } 11 f lle.e

=> T(f) IIE,E < max { 1 Tu ll , 1 Ts \ } 11 f IIE ,E , "i/ f Ecb(E)

: · 11 T 11 < max { 11 Tu 1 , 11 Ts 11 } ( 1 ) 
Recíprocamente: 

Tu {f U) IE ,Eu < 11 T(f} IIE,Eu = 11 T(fu } IE ,Eu � 11 T 11 1 fu E ,Eu , "i/ f U E Cb(E,Eu)

=> 1 Tu < 11 T 11

11 Ts (fs ) IIE ,Es � 11 T(f) IIE ,Es = 11 T(fs ) 1 E ,Es < 11 T 11 II fs !E .E s , "i/ f S ECb(E ,Es)

=> 11 Ts 1 < 11 T 11

: · max { 11 Tu 11 , 1 Ts 11 } < 11 T 11

de (1) y (2) tenemos: 

(2) 

IV.2 EL TEOREMA DE GROBMAN-1-IARTMAN PARA DIFEOMORFISMOS 

EN ESPACIOS DE BANACH 

Sea f : U > E un difeomorfismo de U sobre su imagen, en donde 

( E , 11· 11 ) es un espacio de Banach, U es un abierto de E y O e U. Lo que se 

desea es demostrar que, si O es punto fijo l1iperbólico de f, entonces f es 

localmente conjugado a Df(O); es decir 3 h E Hom(E) / h o Df(o) = fo h en una

vecindad del O E E . Para conseguir lo que nos proponemos, es necesario 

desarrollar algunos resultados previos. 
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LEMA IV.2.1. Sea (E, 11·11) es un espacio de Banach, U es un abierto de E y 

O eU. Sea f: U--> E de clase c1 sobre su imagen tal que 

f(o) = o y denotemos por L = Df(o) e L(E,E). Entonces "i/ e> O; :3 r(e) = r > O 

y :3 <p Ecb(E)ílL;p(E) / f = L + <p en B
r
(o) e E. 

Prueba:. Primeramente, defino: 

<D:U-�>E 
x--> cD(x) = f(x)-L(x) 

Obsérvese que: <D(o) = f(o) - L(o) = o entonces D <D = Df - L, luego 

D<D(o)=D f(o) - L = o 

u 

o 

Se desea extender continuamente <D a todo E de tal manera que su extensión 

sea continua, acotada y Lipschitziana cuya constante de Lipscl1itz sea menor 

que e . Par ello considero a : R--> [o, 1] de clase e 00, definida por: 

a : R > [o, 1]

t--> a(t) =

tal que a 1(t) 1 � k

1, ltl<� 
o' ltl>l 
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Como f es de clase e' , => <!> es de clase e', luego; D <!> es continua en O, 

entonces dado 8 > O, 3 8 = 8 (e) > O tal que 

11 X 11 < 8 => 1 DcD(x) 11 < B k+l

en donde 8 > O es tomando suficientemente pequeño tal que B6 (O) e U. 

Defino: 

cp : E E 

x-�cp(x)= 
a.( 11;11 )CD(x), si

o , Sl 

xeU 
XEE-U 

Obse'rvese que s1· 11 X 11 > 8 - 11 ; 11 > 1 ( ) (!lx!l)rr,( ) Ü 1 - => cp X = a. T '*' X = por o

tanto cp es continua. 

Para probar que es acotada en E, es suficiente probar que es acotada en 

B6 (O), ya que afuera vale O. Sea x E B6 (o), se tiene: 

j cp(x) 11 = a.(11;11)cD(x) = a.(íl� II ) j cD(x) 1 < <'.P(x) 11 = j cD(x) - cD(o) 1

Luego, concluimos que cp Ecb(E) 

Para probar la Lipschitzianidad, sea x1 ,x2 E E, tenemos: 

11 <p( X 1) - <p( X 2) 11 = a(1i1 )<P< X 1) - a(1;J )QJ( x,)

(1) 

< a(�)QJ(x 1 )- a{lx
;i)<I>(x,) + a('

x
; l)QJ(x 1 ) - a(';J)<'!J(x2 ) 

= a(!;J)-a(ii 11) llé!J(x,)11 + ae
x
;I) 1 <I>(x,)-é!J(x,) (2)

Caso 1: Si x1, x2 E B 6 (O), 3 t· entre � y ll�
ill tal que: 

(11x,i1)- (M) < '(t·) ¡ 1:J_ JEJ <�a. 6 a. 6 - a. 6 6 - 8 
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Reemplazando (3),( 4) y (5) en (2), tenemos 

1 cp ( x 1 ) -cp ( x 2 ) 11 < � 1 x 1 -x2 II k : 1 O + k : 1 11 x 1 -x 2 II = s ll x 1 - x 2 l

\;¡/ X¡, X2 E B
6 (O) 

Caso 2. Si x
1 

e B
6 
(O) /\ x

2 � B
6 
(O): 

i) Si x
2 

e U, teniendo en cuenta que a( 11x; íl) = O en (2) y por (3) y ( 4 ), se

tiene: 11 cp(x.)-cp(x2) 11 < f l X1 -x2II k: ¡O= k � 1 E 11 X1 -x2II < E 11 X1 -x2II

ii) Si x
2 

�U, entonces:

11 (p( X 1 ) -(p( x,) 1 = 11 cp( X1) 11 = uei 1) 11 <t>( X1) 11

= u{li 1)-u(!;J) 1 <P(x1) 

y por (3) y (4), se tiene: 

ll cp(x 1 )-cp (x2 )l::;�llx 1 -x2llk:ló=k�! E llx1-x2 <s \x 1 -x2 

Caso 3. Si x 1 , x2 
� B6 

(O) 

11 cp (x.)-cp(x2 ) 1 =Ü<sj X1 -x2 I 

En cualquier caso \ cp(x 1) - cp (x2) JI< s 11 x 1 - x2 II => cp eL;p(E) y L;p( cp) < B.

Por último , si 11 x 11 < � => a(11�íl) = 1; luego cp (x) = <D(x) = f(x)-L(x), entonces

tomando r = � se cumple: f = L + cp en Br (o) e E.

LEMA IV .2.2. Sea ( E, 11·11) un espacio de Banach y L eHip(E). Si s >O es 

suficiep.temente pequeño, entonces V cp , \V E cb(E) íl L;p(E)

con L;p( <p ),L;p( '4' )< s la ecuación funcional: (L + <p) o (I +ro)= (I + ro) o (L + \Jf)

tiene una única solución en cb(E). 

Prueba:. Primeramente, obsérvese que: 

(L + cp) º (I +ro) = (I +ro) o ( L + \Jf) 
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<=> L + L o ro + <p o ( I + ro) = L + \V + ro º ( L + \V)

<:::>Lo ro -ro o ( L +\V) = \V - <p º (I +ro)

<:::> ro -L·1 º ro º ( L + \V) = L·1 º ( \V -cp º (I +ro))

<=> (I - L)ro = L·1 º ( \V - <p º (I +ro))

en donde L(ro) = L-1 o ro o (L +\JI)
Si (I-L) fuera invertible entonces

ro =(I-L) ·1 ol-1 o{ \lf -cpo(I+ro)) ;

se a T (ro) = ( I -L) · 1 o L-1 º ( \V -<p o ( I + ro))
Suponiendo que Tes una contracción, el único punto fijo de T sería nuestra
solución de la ecuación funcional dada
i) � (I-L) es invertible. En efecto: Para ro ECb(E) , L(ro)=L- 1 oroo(L+\Jf)

( en realidad L = L \V con \jJ E Cb(E) íl L;p(E)). Obsérvese que

L E Hip(E) => L,L- 1 
E L(E) e Cb(E); como \ji E Cb(E) => L + \ji E cb(E)

=> ro o (L + \V) E Cb(E) => L-1 
o ro o (L + \V) E Cb(E)

Luego;

Además: 

L : Cb(E) --> Cb(E)
ro -�> L(ro) = L-1 ºroº (L +\JI)

=L- 1 o(c
1
ro

1 
o(L+\Jf)+c 2

ro
2 
o{L+\Jf))

= C ¡L- 1 oro ¡ (L+\Jf)+c2L- 1 oro2 o(L+\Jf) ,

:. L EL( Cb(E))

ro E Cb(E,Eu) => ro o (L + \jJ) E Cb(E,Eu) => L- 1 
0 ro O (L + \lf) E Cb(E,Eu)

=> L( ro ) E Cb(Eu)
ro E Cb(E,Es) => ro o (L +\JI) E Cb(E,Es) => L- 1 

0 ro O (L + \lf) E Cb(E,Es)
=> L( ro)  E Cb(Es)

Luego:
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Lu =Llcb(E,Eu) EL(Cb (E,Eu)) Y Ls=Ll cb(E,Es) EL(C b (E,Es )), 

� I u - Lu Y I s - Ls son invertibles. En efecto, sea ro E C b (E,Eu ) 

=> 1 Lu (ro )(x) IIE,Eu = L-1 o ro o (L + \V )(x) l u 
< a ro(L(x) + \V(X)) \1 

< a 11 ro IIE,Eu 

L u (ro) EE =sup I Lu (ro) (x) <allrollEE , Vro EC b (E,Es ) 
' u 

xeE 
' u 

(I - L )-11 < 1 u u 
- l -a

Lamentablemente, el mismo procedimiento no funciona para Ls pt1es no 

podemos acotar L�1 de una manera conocida, sin embargo emplearemos 

otro método: 

Defino: 

L.s : C b (E,Es) --+) C b (E,Es ) 

ro--> L.s ( ro )=L
5

aroa(L+'tf)-
1

Si tomamos Lip( <p) < 1 L-1 ¡-i => L + 'V es invertible, ( L + \V )-
1 

E Lip(E) y 

Luego; L*s está bien definido y se verifica con facilidad que L.s = L�1
, como 

I -L = L o (L- 1 
- I ) , luego I -L será invertible si L-st -I s lo es: 

s s s s s s s 

entonces 

entonces 

jL� 1 (ro) IEE =sup [ L�1 (ro)(x) I s <a llrollE,Es Vro ECb(E,Es )
' s xeE 

L- 1 < a < 1 entonces I -L-
5

1 es invertible,
s 

- s 

Luego I s - Ls es invertible, (I s -Ls )- 1 

E Lip( C b (E ,Es )) Y además

Lip [(I s -L
5
)-l] = Lip [(L�1 -l s )-l O L�I ]

1 L-1 J 
< L · [CL- 1 - I )-1 ] L · (L-1) < s < a
- ,p s s 'P s 1 -a 1 -a 
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entonces 

(I -L) 0 [(1 u -Lu)-l + (Is -Ls )-I ]. = (I -L) o (Iu -Lu)-I + (I-L) o (Is -Ls )-l 
= (Iu -Lu ) 0 (Iu -Lu )-l + (Is -Ls ) 0 (Is -Ls )-I 
= Iu + Is = I 

[ ( l u - L u r I + ( l, -L, r' l o ( J - L) = ( l u - L u )-l o (I -L) + ( l s - L 
5 

)-) o ( l -L)
= (Iu -Lu )-l O (Iu -Lu ) + (Is -L

5
)-I O (Is -Ls ) 

= I +I =l 
u s 

Lo cual prueba la afirmación. 
En conclusión, (I-L) es invertible, (I -L)-1 E Lip( Cb(E)) y 

11 (I-Lf'II = max { (I. -Lu )-t , (Is -L,f' } 

< max { 1 
a } 

= 

1
-

1-a ' 1-a 1-a 

Esto se cumple, siempre que Lip( \¡f) < 11 L-1 
¡-i

ii) l- T es contractiva. En efecto, para ro E Cb(E), definimos
(I-L)-1 ol- 1 o(\lf-<po(I +ro))=T(ro) 

(En realidad T = T( \lf, <p) con \lf, <p EL;p(E)

Observe que: 

Luego: 

Luego: 

<p o (I+ ro )  E Cb(E), => \lf - <p o (I +ro) E Cb(E) 
=> (I-L)- 1 oL- 1 o(\lf-<pº(I+ro)) = T(ro) ECb(E) 

T : Cb(E) > Cb(E) 
ro ) T(ro) =(I-L)- 1 ol- 1 o(\lf-cpo(I+ro)) 
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1 T(ro 1)-T(ro 2) IE,E = (I-L)-l ol- 1 o(\!f-cpo(I+ro 1 ))-(I-L)-1 
o L-1 o(,v-cpo(I+ro 2 ))

=11 (I-L)- 1 ol-1 o(\lf-cpo(I+ro 1 )-'V-cpo(I+ro2 ))
E,E 

< 11 (I - L )-1 11 L-1 1 cp º ( I + ro i ) - cp º ( I + ro 2 ) 
E,E

Si tomamos Lip(<p) < (1-a) l L-1 ¡¡-
1
, se tiene que T ELip(Cb(E)) y Lip(T) <l 

y como Cb(E) es de Banach, entonces 

el cual es solución única de la ecuación funcional dada. Luego es 

suficiente tomar 

E < min { L-
1 ¡-1, (1- a) 11 L-

1 ¡-1} = (1- a) L
-1 ¡- 1

11 

COROLARIO Sea ( E , 11· 11 ) espacio de Banach y L E Hip(E), Sl 

O < E < (1- a) L-
1 ¡-i . Entonces ( L + <p) y ( L +'V) son

conjugados, 'ef <p, \V E Cb(E) íl L;p(E) tales que Lip( cp ), Lip( \V) < E

Prueba: Por el Lema anterior, la ecuación funcional: 

tiene única solución ro 
O 

E Cb(E), También la ecuación funcional: 

( L + cp) o ( I + ro O) = (1 + ro O) 0 ( L + \V)

tiene única solución ro 
O 

E Cb(E) 

(r + ro.) o (r + ro 0)0 {L + <i>) = (r + ro .) o {L +'-V) 0 (r +ro.)= (L + <p) o (r +ro,)º (r +ro,)

( I + ro .) o (r + ro ,) o ( L + '-V) = ( I + ro .) o ( L + <p) o ( I + ro .) = ( L + \V) o ( I + ro .) 0 ( I + ro O )

observe que: 

( r + ro º ) º (1 + ro º ) = r + ( ro º + ro º + ro º ro º ) 

(1+ro
0)o(l+ro 0)=I+(ro 0 +ro 0 

+ro 0
ro

0 ) 

y como ro
0

,ro0 
E Cb(E) � 00

0 
+ro

0 
+ro

0
ro

0 
/\ ro

0 +00
0 

+ro
0

ro
0 

ECb(E). Ademas 

es evidente que 
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(I+O)o(L+cp) =(L+cp)o(I+O) y 

(I + O) o (L +'V)= (L +'V) o (I + O) 

por unicidad de la solución del tipo I + ro con ro E Cb(E) de las ecuaciones 

funcionales anteriores, tenemos: 

luego (I + ro 0)-

1 
= (I + ro 0) E Cb(E), luego haciendo h = I + ro O entonces 

h E Hom(E) y ( L + cp) oh = h o ( L + \V) 

:. L + <p y L + 'V son conjugadas 

Enseguida enunciaremos y demostraremos el Teorema de Grobman y 

Hartman para difeomorfismos en espacios de Banacl1 

TEOREMA IV.2.3. Sea ( E ,  11·11) espacio de Banach, U es un abierto de E tal 

que O e U. Sea f : U--> E un difeomorfismo de 

clase 

(
1 sobre su imagen y O es punto fijo hiperbólico de f. Denotemos por 

L = Df (O) e Hip(E). Entonces f es localmente conjugado a L es decir: 

3 h eHom(E) / h o Df(o) =fo h en B
r
(o) e E 4

Prueba: Sea s < ( 1-a) 11 L- 1 ¡-1, por el Lema IV .2.1; existe r > O y

3 <p E Cb(E) íl L;p(E) con L;p( <p) < e tal que 

l 1- 1 Haciendo \f/=O E Cb(E)ílLtp(E) entonces Lip(\jf)=O<s <(1-a) L- , luego

por el corolario anterior, L + <p y L son conjugadas, entonces 

3 h EHom(E) / Lo h = h o (L + <p) . 

Luego, si x EBr (o), se tiene: 

Lo h(x) = ho(L+cp)(x) = hof(x) 

:. L y f son conjugados en B
r (o) 

h 

L + <p E -----E 

(_) 
E-----E 

L 

h 

4 Este teorema fue demostrado por Grobman y Hartman cuando se trabaja en un espacio vectorial

de dimensión finita. Veas e Sotomayor, J. [ 17]
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Afirmación: h(O) = O. En efecto, como Lo h =he f en Br (O), se tiene que:

Lo h( O) = h o f( O) = h( O)=> L(h( O))= h( O) 
Si denotamos h(O) = x + x, · x E E x E E tenemos·

U S U U' S S ' • 

1 X s 11 s < 1 L s X s s ::; O II X s 11 s => ( 1 - O) X s lis < Q => 1 X s
5 

= Q => X s = 0 

11 xu llu < 11 Lu xu I u < a II xu llu => (1 - a) 1 x
u I

u 
::; O => 1) x u u = O => xu 

= O 
Por lo tanto h(O) = O+ O lo cual prueba la afirmación 

Una representación gráfica de la conjugación local, la vemos en el 

siguiente diagrama: 

E 

B(O) 
h 

!Es 0 L=Df(O) 
u 

��--___;----4--�� 

IV.3 ESTABILIDAD DE PUNTOS FIJOS HIPERBÓLICOS

A continuación probaremos un resultado in1portante de los p11ntos 

fijos l1iperbólicos a saber que si una función g :U--> E está 

"suficientemente cerca" de f:U-�E de tal modo que cumpla con las 

condiciones del Teorema de Grobman-Hartman, entonces se tendrá que g 

es localmente conjugado a f y que g tiene un punto fijo hiperbólico 

"cercano" a O. Antes de probar tal resultado, necesitamos llenar algunos 

detalles como: ¿qué significa g suficientemente cerca de f ? , y otros 

adicionales. 

Sea g : U -- E donde ( E ,  11· 11 ) es un espacio de Banach; decimos 

que g es diferenciable en U sí y sólo sí 'i/ x E E, 3 L E L(E,E) tal que 

lim 
g( X + 8) - g( X) - L8 11 

l[ 8 [I = o 
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en tal caso denotaremos L = Dg(x). Tenemos entonces: 

Dg : U--> L(E) 
x-->Dg(x). 

Si Dg es continua en U, osea, Dg E C(U,L(E)), diremos que g es una función 

de clase C' en U. al conjunto de todas las funciones que son una vez 

continuamente diferenciable en U , es decir: 

C'(U,E) = {g : U--> E/ g es diferenciable en U y Dg E C(U,L (E))} 

Es posible dotar a C'(U ,E) de una estructura de espacio de Banach 

siempre que g y Dg sean acotadas en U. En efecto, si g y Dg son ácotadas, se

tiene que 

con k 1, k 2 constantes reales positivas que dependen de g. Luego existen

sup 11 g(x) 11=119 llu,E Y sup 11 Dg(x) 11 = 11 Dg llu,L(E)
xeU 

xeU 

Denotamos por 11 g l\1 
al máximo de éstos supremos. De ésta manera, si

denotamos por C!(U,E) al conjunto:

C¿(U,E) = {g E C'(U,E) / g y Dg son acotados en u}

tenemos que: 

11·11 1 : c¿(u, E) ---4) R
9 �> 11 9 11, = max { s�fu 11 g(x) 11, s�fu 11 Dg(x)II }

es una norma sobre C! (U, E). Además ( C! (U, E), 11· 11, ) es un espacio de

Banach. Luego "g suficientemente cerca de f" significará que g,f E C!(U, E)

entonces II g -f l\ 1 < 8 es decir:

llg(x)- f (x)ll<E y \\Dg(x)-Df(x)l\<E , VxEU

Por otro lado, recordemos que en la prueba del Lema Vl.2.2 empleamos

que si <p, \V E Cb (E) íl Lip(E) con Lip( qi ), Lip( \11) < (!-a) 11 L- 1 f'. entonces: T

es una contracción de Cb (E) en el mismo punto y su único punto fijo ro ,
satisface 

(L+cp)o(l+ro) =(I+ro)o(L+\V)
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(I +ro) E Hom(E) 
Denotemos 

con L E Hip(E), entonces podemos definir 

d: YxY-->R 
(\V,<p) ) d(\lf,<p) = \tf-<p IIE ,E 

luego (Y,d) es un espacio métrico. Además: 

T : Cb(E) X y X Y--) Cb(E) 

(ro,\lf,<p) > T(ro,\¡f,<p)= (I-L<p )-I ol-1 o(\¡f-<po(I+ro)) 

es una contracción V <p, \V e Y. 

Si fijamos <p E Y,  tendríamos 

T: Cb(E) X Y--Cb(E) 
(ro, \V) > T(ro, \V) 

y T"' es una contracción. Denotemos por w "' E Cb(E) el único punto fijo de 

T"', entonces la aplicación fija 

8 : Y > Cb(E) 
\V > 8(\tf)=roljl

está bien definida. El siguiente Lema prueba la continuidad de 8. 

LEMA IV.3.1 La aplicación fija 8 es continua en Y 

Prueba: De acuerdo al Teorema III.2.1 es suficiente probar que 

Para \V 1 , \V 2 E Y,  se tiene que: 

11 Tro(\V1 )-Tro (\V2 ) IIE ,E = Tw, (w)-T1J12 (ro)
E,E 

< (I-L)-1 ol- 1 o(\Vi -<po(I+ro))-(I-L)-1 ol-1 o(\lf 2 -cpa(I+ro))

< 11 (I -L)- 1 II I L-1 11 \V 1 - <p o (I + ú)) -\V 2 + <p o (I + ü)) 
E,E

<I (I-L)-
1

111 L-
1 11 \V 1 -\V2 IIE ,E ·, V \V1,\V2 EY

E,E 

Por tanto Tro ELip(Y,Cb(E)) entonces Tro E C(Y,Cb(E)), Vro E Cb(E) o 
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Estamos listos para enunciar y demostrar el Teorema de estabilidad 

local de puntos fijos hiperbólicos. 

TEOREMA VI.3.2 Sea ( E ,  11· ll ) espacio de Banach, U es un abierto de E tal 

que O e U. Sea f : U 

clase 

---> E un difeomorfismo de 

C' sobre su imagen y O es punto fijo hiperbólico de f. Entonces 3 r > O y 

:l t>Ü tal que ge BE(f) e C'(U,E) y se cumple que g es localmente 

conjugado a f. Ademas si h es la conjugación entre f y g , h(o) e Br (O) e E y 

h(o) es punto fijo hiperbólico de g 

Prueba: Denotemos L 0 = Df (O) E Hip(E). Como Hip(E) es· abierto en L(E); 

(1) 

Sea o < t < (1-a) 1 L�1 11-I' entonces 3 r¡ > o y 3 cp E Cb(E) n Lip(E). con 

t 
Lip( cp) <f tal que f = L0 + cp en B

r1 
(O) e E (2) 

Además como f es de clase C 1 entonces Df es continua en U , en particular es 

continua en cero, entonces 

(3) 

Sea g EC'(U,E), si I g-f 11 1 es suficientemente pequeño probaremos que

existe :l r > O tal que g = f + \V es localmente conjugado a f en Br (O) e E con 

\V ECb(E)ílL;p(E) y L;p(\V) < t· Si r=min{r1,r2}, por (2) se tiene que

g = L0 +cp +\V en Br (O) e E 

to to 
También se observa que Lip( cp +\V) �Lip( <p )+Lip( \V) < 2 + 2

= E
0

, luego 

por el Corolario al Lema Vl.2.2 se tiene que L
0 

+ cp + \V Y L
0 

+ cp son 

conjugados por h\JI E Hom(E) de la forma h
\JI 

= I +ro"' con ro"' E Cb(E) 

Por otro lado se tiene: 

8 : Y > Cb(E) 
\V > 9(\lf)=ro

"'
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es continua. Como L
0 

+ <p y L0 
+ cp es conjugado por h

0 
= I + O entonces 

8(0) = ro O = O. Luego

Sea r = min { r1 , r2 } donde r1 , r2 son dados por (2) y (3) respectivamente. 

Consideremos 11 g-f 1 1 <e< min { k:r &2 ,8 2
, �} en donde k = 11;� l a

1 (t) 1 con

a : R > [0,1] 

t--> a(t) = 
1, ltl<i 
o' ltl�l 

de clase e CX) 

Obsérvese que r,s
0
,8

1 
y 8

2 
dependen solamente de L0 (ver: 1,2,3 y 4) 

Ahora probaremos que g = f + \V en donde \V tiene las condiciones 

requeridas. Para ello defino: 

<1>: U-�> E 
x--> <P(x) = g(x) - f(x) 

Extenderemos <1> a \V definida en todo E, de la siguiente manera: Defino 

\V:E >E

x-�>\lf(x)= 
a(i1;il)w(x)

o 

, si X E U 
, si x EE-U

. 
. 11 11 

11 X 11 (11x11) r \V es continua. En efecto: Sl x > r => > 1 => \lf (x) = ar w(x) = O 
r 

r \V es acotada. Para probar que '-V es acotada en E, basta probar que \V es 

acotada en Br (o), puesto que fuera de ella es O. En efecto: 

11 \jf(X) 11 = \ a(i�n)<I>(x) = a(�) \ 11 <I>(x) 11 < 11 <I>(x) 11 = 11 g(x)-f(x) 11

< sup 11 g(x) - f(x) 11 < 11 g-f 11 1 < 8

Ademas: 

xeBr(O) 

sup 11 \V(x) 11 < 8 =>
xeE 

r \lf es Lipschitziana: En efecto, para probar que '-V es Lipschitziana, 

consideremos tres casos. 
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11 \\f ( x,) -\ji ( x,) 11 = a(íl :·1)cr:,< x,) - a(I :'')<1>< x,)

< a{4J)cr:,(x 1 ) - a(' :J )<l>( x 1 ) + a{íl :,i)<l>( x,) -a{ 1 ;,!)cr:,( x2 )

= a{1 :·1)-a{1 :'1) 11 <l>(x,) 11 + a{1 :'1) 1 <l>( x,) -<l>(x,) 1 

< a.'(t·) 11:•11-1:,I supllg(x)-f(x)l�+(supllD<l>(x)I� lx,-x 2 I
xEB

1
(0) � xEB,(O) �

k 
< - 1 X1 - x2 I I 9 -f 11 + 11 9 - f 11 1 X1 - x2 IIr 

� (� + 1) 11 g-f 11, 11 x, -x, I = k; r 11 g-f 11, 11 x, - x,

k + r r E O 1 1 E O I II < r k + r 2 X1 -X2 = 2 X¡ - X2 

l\ \j/(x,)-\j/(x,) l=l\j/(x,)I\= ae:·1) l\<l>(x,) I= a(�)-o <l>(x,)I\

= a{�)-a{1 :'1) 1\ <l>(x,) 1

De aquí 

< a.'(t·) 11:1ll _ ll:2II ( sup 11 g(x)-f(x) 1�
xeB,(0) �

k r e 
O I E 

O 1 11 <- - X -X <- X -X 
r k+r 2 1 2 2 1 2 

11 \lf ( X l ) - \V ( X 2 ) 11 = Q < t 11 X 1 - X 2 I 

:. \l \lf(X 1 )-\V(x2) l <t 1lx 1 -x2 jJ, 'dx 1 , x2 eE

Además si x E B !. (O) 

=> \V(x) = g(x) -f(x) => g = f + \ji en B !. (O)
2 

66 

(6)



Como 
2 < r < r1 por (' 2 )  se tiene: g = L

0 
+ cp + \lf en B, (O). Y como 

L
. ( ) B O t E 

1 
-11p \JI < 

2 
y Lip( cp +\JI) <Lip( cp )+Lip( \JI)< f +f = g

0 
< (1-a) L�1

Entonces L
0 

+ <p + \Jf y L
0 

+ <p son conjugados por hljl E Hom(E) de la forma

h,v = I + co 11' con co 11' E Cb(E). Luego por (5) I\Jf l E E < 8
2 

y como 
• 

h
"'

(O) = co
\j/

(0), entonces por (4) se tiene: 

h (O) = co (O) < co = 11 9("') j < !_
IV E,E 'V E,E - 'V E,E 't' E,E 2 

por lo tanto h
ljl 

(O) < ro IV 1 < 2
r 

, entonces h
ljl 

(O) E B!. (O) y por lo tanto 
E,E E,E 2 

h
\j/ 

o (Lo 
+ <p) = (Lo + <p +\JI) o h

\j/ 
=:> h

\j/ 
{f(O)) = g ( h\j/ (O)) 

entonces g (h
ljl

(ü)) = h
\j/
(0) =:> hw(O) es punto fijo de g

Además, tomando I g-f ! 1 < °; y de (3) tenemos 

Dg ( h
ljl 

(O))- L
o 

< Dg ( h
\j/ 

(O))- Df( h
ljl 

(O)) + Df( h
'V 

(O))- L
o 

< sup 11 Dg(x)- Df(x) 11 + �
xeB

!.
(O) 2 

1 8 1 8 1 8 ¡ < g-f +-<-+-=8 - 1 2 2 2 1 

por ( 1): Dg ( h
'V 

(O)) E Hip(E), por tanto h
'V 

(O) es punto fijo hiperbólico de g.

D 

COROLARIO VI.3.3. Sea ( E ,  11·11) espacio de Banach, U es un abierto de E

tal que O E U. Sea f : U-�> E un difeomorfismo 

sobre su imagen y O es punto fijo hiperbólico de f. Entonces existen r , r 1 > O 

tal que la aplicación 

�: Br• (f) -> Br (O)
g -> �(g) = h(o) 

donde h(o) es el punto fijo hiperbólico de g en Br (O); es continua de clase C 1
• 
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Prueba: Consideremos B
e 
(f) �C!(U, E) y B

!. 
(O) cE las vecindades de f y O, 

respectivamente, obtenidos en el Teorema anterior. Definamos la función: 

F: Bc
(f) x B

.!.(0) -> E 

(g,x) --> F(g,x) = x-g(x) 

Obsérvese que: F(f,o) = O - f(o) = O 

Además: 

F(g,x + h)- F(g,x) = x + h-g(x + h)-x + g(x) = h-[g(x + h)-g(x)] 

Considerando: 

L:E >E 
h > L(h) = 11 - Dg(x)(l1) 

F(g, x + h) - F(g, x)-L(h) 1 \ h-[g(x + h) -g(x) ]-h + Dg(x)(h) 1 
11 h 11

-
11 h 11

entonces D
2
F(g,x) = I

d 
- Dg(x) 

1 g(x + h)-g(x)-Dg(x)(h) 1-
ll h 11

Luego: D
2
F(g,O) = I

d 
- Dg(o) = I

d -L
0 

E GL(E), pues Lo E Hip(E) por el 

Teorema de la función implícita en espacios de Banach: Existen r,r
1 > O y 

s: Br,(f) _ _,.> Br(O) de clase C 1 tal que 

F(g,s(g))=O , 'dg EBr,(f) 

=> s(g)-g(s(g)) = O , V g E Br, (f) => g(s(g)) = s(g) , 'd g E B
r, (f)

Luego s(g) es punto fijo de g en Br(O) e B� (O)=> s(g) == h(O), por lo tanto 
2 

! es continua de clase C 1 

s : B , ( f) -> B r (O) 
r 

g -> s(g) = h(o) 

PROPOSICIÓN VI.3.4. Sea (E , 11·11) espacio de Banach y Lo EHip(E). 

Entonces :l o > O tal que L E B
0 (L

0
), entonces L 

es localmente conjugado a Lo 
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Prueba. Primero observemos que L = L0 + (L-L0). Si encontramos

W E Cb(E) íl L;p(E) tal que L;p( W) < e < (1- a) 1 L�1 ¡-i y W = L-L 0 

locamente, la Proposición quedaría probada. Para ello defino: 

donde 

\Jf:E >E

X > \JI (x) = a(ll x ll)(L-L 0 )(x) 

a : R > [o, 1] 

t--> a(t) = 1, lt l<J de clase e a:>o' lt l>l 
Se verifica que \JI es continua 
Como x EE \ B 1 (O)=> 11 x 11 > 1 => a(II x 11) =O=> w(x) =O. Para probar que \V es 
acotada en E, es suficientemente probar que \lf es acotada en B 1 (O) e E

w(x) I= la(llx ll)(L-L o )(x) 1 < (L-L o )(x) <I L-L o llx ll< L-L o

w(x 1 )-\j/(X2 ) 11= a( x 1 ll)(L-L 0 )(x 1 )-a( x2 ll)(L-L 0 )(x 2 ) 

< 1 a(I X 1 )(L - L 0 )(X 1 ) - a(I X2 )CL -L 0 )(X 1 ) 

+ a(I x 2 )(L-L 0 )(x 1 )-a( x2 l)(L-L 0 )(x 2 ) 

< a(! X1 1)-a(II X2 ) [ (L-Lº)(x1) 11 

+ a(I x2 I) (L-L 0 )(x 1 )-(L-L 0 )(x2 )

<la'(t) l x 1 l-l x2 I IIL-L 0 X 1 + L-L0 x 1 -x2

< k X1 -x2 j L - L 0 11 + L-L 0 1 1 X¡ -X2 I

< (k + 1) 1 X 1 - X2 1 L-L 0 I

Si X1 E B1 (O) Y X2 � Bl (O)

11 \j/(x 1 )-w(x2 ) ]= 1 \j/(X 1 )' <![ L-L 0 I <(k+l) 1 L-L 0 I 

1 
t 1 -111-1 Luego, si I L -L0 < k + 1 

donde E < (1- a) L
0 

, tenemos que 
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t 
=> \fl E Cb(E) íl L;p(E) y L;p( �' ) < 

k 
< e: 

+1
entonces L

0 
y L

0 
+ \fl son conjugados. 

Si x E B
1 

(O) 11 x 11 < � => cx(II x 11) = 1 => \fl(X) = (L-L
0
)(x). Luego 

3h EHom(E) / L
0 

oh=ho(L
0 

+\fl)=>L
0 

oh=hoL en B
.!.
(O)

2 

por lo tanto L y L
0 

son localmente conjugadas si L-Ll<8= 
8 

º k + 1 

Ahora probaremos que la conjugación dada por el Teorema de 

Grobman-Hartman, es un l1omeomorfismo y no siempre llega a ser 

diferenciable. Pero es posible conseguir que h sea diferenciable, si los 

autovalores de Df(o) E Hip(E) cumplen ciertas relaciones de resonancia. 

IV.4 EJEMPLO DE STERNBERG

Sea 
f : R

2 
R.

2

(x,y) f(x,y) = (ax , by+ x2 )

donde o < a < b < 1 )' b = a 2 (resonancia). Se verifica que f E C o:: (R.) y 

· f(o,o} = (o,o). -·

Afirmación: (o,o) es punto fijo hiperbólico de f . En efecto:

a o 
Df(x,y) = 2x b

Luego; hallemos L(L
0

) :

/, o 

a o 
=> L0 = Df(o,o) 

= 0 b 

o O A-a O 

O b O 11.-b 

=> det(AI-L0) =(11.-0)(11.-b) => det(A.I-L
0

) = O<=> A =o y A-b 

=> L(L
0

) = { o,b} => L(L
0

) íl S1 = �, por lo tanto Lo es l1iperbólico, lo cual 

prueba la afirmación. 
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Pro baremos que: t Lh E Diff2 (R 2) /fo h = h o L
0 

en Br (O)

En efecto; suponiendo que

(Hip. Aux.)

h : R
2

> R
2

(x,y) > h(x,y)= (x+91
(x,y),y+92

(x,y))

donde 91, 92 son de clase C2 en R.

Sabemos que 

Ademas:

Dh(x,y)

h(o ,o) = (O';o) => 91 (o,o) = o 

-

89¡ 1 + (x,y)
ax 

89 
fy (x,y)

y 

892

ax 
(x,y) 89 1 + a: (x,y)

Como f º h = h º L
0 

en Br (o,o)

92 (0,0) = o 

89¡ 89 ¡ 

1 o ax ay + 
o 1 892 892

ax ay 

(x,y)

=> Df(h(x, y) )Dh(x, y) = Dh(L0 
(x, y) )DL

0 
(x, y) , \i(x, y) E Br (o ,o)

=> Df(h(o,o))Dh(o,o) = Dh(o,o)DL0

=> Df(o,o)Dh(o,o) = Dh(o,o)L0

=> L0Dh(o,o) = Dh(o,o)L0 

Podemos suponer Dh(o,o) = I, entonces

°! (0,0) = :, ( 0,0) = ª! (0 ,0) = ª: (0,0) = O

Tenemos también, para (x, y) E Br (0,0), se cumple: f(h(x, y))= h(L0 (x, y))

entonces

f(x+91
(x,y),y+92

(x,y)) = h(ax,by)

[ax+ a9 1 (x,y),by + bg2 
(x,y) + (x + 9 1 

(x, y) ) 2 ] = [ax+ 91 ( ax,by),by + 92 ( ax,by)]

ag 1 
(x, y)= 91 

( ax,by)
(1)

Observemos primeramente que (x,y) E Br (o,o) entonces (a"x,b"y) E Br (o ,o)

pues O< a< b < 1. Calculemos 91 
(anx,b"y).

De la primera ecuación de (1), obtenemos:

g 1
(a2x,b2 y) = 9 1 (a(ax),b(by)) = a9 1

(ax,by) = a2g 1
(x,y)
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(Hip. Ind.) 

9 1 (aºx,b
ºy) = 9 1 (a(aº-1 x),b(bº- 1y)) = 09 1 (aº-1 x,bº- 1 y) = aº g 1 (ax,by) 

:. 9 1 (aº x,b
ºy) = a09 1 (ax,by) , \i(x,y) E B r (o,o) 

Como 91 es de clase C2
, se tiene: 

�[ ( n n )] n 8 
ax 9

1 a x,b y = a ax 9
1 (x,y) 

� a: (a"x,b"y)a" = a" a: (x,y) 

8g ¡
8g ¡ 

=> ax (x,y) = ax (a"x,b
ºy) , \in ez+ , \i(x,y) E B r(O ,O) 

89 1 . a9 1 89 ag lim ax (x,y) = l1m ax (aºx,b"y) = 1 (lim aºx ,  lim b"y) = 1 (O,O) = o
O-)CO O-)CO 

ax 
n->CO O-)CO 

ax 

Además: 

. 8g ¡
. . ax (x, y) = o ' \i(x, y) E B r (o,o) 

8[ n n] n
a 

ay 9 1 (a x,b y) = a 8y 
9 1 (x,y)

ag 1 
a9 

=> ax (aºx,b
ºy)b" = aº � (x,y) 

� a: (x,y) = a" a: (a"x,b"y) , Vn EZ
+

, V(x,y) E B,(o,o) 

89 ¡ 891 
( ) 8

9¡ 
=> lim 8y 

(x,y) = lim a" ax (a"x,b"y) = lim a" (o,o) = O
O-)CO 0--+-CO O-)CO 

ax 

. ag1 .. 8y
(x,y)=0 , \i(x,y)eBr(o ,o)

Luego; como las derivadas parciales de 91 son nulas (o) con dominio Br (o,o) 

el cual es conexo, entonces 91 (x,y) = C (C = constante) y desde qt1e 

9 1 (o,o) =o, entonces 

Reemplazando este resultado en las segunda ecuación de (1), se obtiene: 

g2 (ax,by)=bg2 (x,y)+x2 
, \i(x,y) EB r (o,o) 

g2 (a2x,b
2y) = 92 (a(ax),b(by)) = a2x2 + b92 (ax,by) 

= a 2x2 + bx2 + b2 92 (x,y) = 2bx2 + b292 (x,y) 
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(Hip. Ind.) 

9
2 (a"x,b"y) = 92 {a(a"-1x),b(b"- 1y)) = a 2"-2x2 + bg

2 (a"- 1x,b"- 1y) 

= b º-1x 2 
+(n - l)b"-1x 2 

+ b 09 2 (x, y) 

=>9 2 (a"x,b"y)=nb 0
-

1x2 +b 09 2 (x,y) , \fnEZ+ , \f(x,y)EB r(o,o) 

Como 92 es de clase C2
, se tiene: 

f[g2(a•x,b•y)]=2nb•-1x+b• ª! (x,y) 

8 2
9 8 2

9 => ª 2n 

8
x 2

2 (a"x,b"y) = 2nb n-1 + b" 
8

x 2

2 (x,y) 

8 2
9 82

9 
=::> b" 

ax2

2 (a"x,b"y) = 2nb"- 1 + b" 
8

x2

2 (x,y) 

8 2
9

2 n n 
2n 82

9
2 => 

8
x 2 (a x,b y)= b + 

8
x 2 (x,y) 

=>a•
ª
! (a•x,b•y) = 2nb•-1x + b n ª! (x,y)

8 2
92 n n . 2n 8 2

9
2 => lim --'-

2
(a x,b y)= l1m -+ 2 

(x,y) 
n-+<X> ax n-+<X> b ax 

8 2
9

2 
82

92 
=> 2 (o,o)- 8x2 (x,y) = l1m

ax n-+<X> 

82 9
2 

8 2
9

2 
-2-(0,0) - 2 (o,o) =o= +oo 
ax ax 

2n -= +oo

(=> 1 <=) 

por lo tanto t1hEDiff2(R 2 )/foh=h 0 Lo en B r(o,o). 
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