UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA

FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMATICA

TESIS PARA OPTAR EL TITULO PROFESIONAL DE
LICENCIADO EN MATEMATICA

ECUACIONES VARIACIONALES HIPERBOLICAS Y
SU APLICACION EN LA OBTENCION DE
MAPAS DE RUIDO

PRESENTADO POR:
JONATHAN ALFREDO MUNGUIA LA COTERA

ASESORA:
Dra. IRLA MANTILLA NUNEZ

LIMA - PERU
2012



RESUMEN

El desarrollo de esta Tesis se centra en la solucion de las Ecuaciones Diferenciales con
Derivadas Parciales de tipo Hiperbdlico Lineal (EDPHL), y su aplicacion en la obten-

cion de un modelo matemaético para crear Mapas de Ruido (MR).

Para ello, este modelo se transforma a un problema de Ecuaciones Variacionales Hiperbéli-
cas, del cual se analiza su existencia y unicidad de solucién en subespacios de Sobolev
evolutivo sobre dominios acotados. Este problema se resuelve numéricamente bajo cier-
tas condiciones de estabilidad. El procedimiento de resolucién comprende desde las
mediciones correspondientes a la geometria del dominio, preparacion de la base de datos
experimental y computacional hasta la construccién del esquema numérico y su imple-
mentacion en MATLAB.

El esquema numérico estd basado en el Método de Elementos Finitos (MEF), con el
cual se muestra la cficiencia de los resultados. Como aplicacion fisica de la resolucién

efectiva del problema de Onda Sonora es la construccion de los MR.

Para ello se ha considerado como dominio virtual una zona en coordenadas (z, 2,¢)
localizada en el interior de la Facultad de Ciencias (R1), donde se puede apreciar que se

cumple la normatividad acustica.

Palabras claves: Problemas Hiperbdlicos de segundo orden, Ecuacion de la Onda,
Método de Elementos Finitos, Método de Diferencias Finitas.
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ABSTRACT

The development of this thesis focuses on the solution of Partial Differential Equations
with Linear Hyperbolic type (PDELH), and its application to obtain a mathematical

model to create noise maps (MR).

To do this, this model becomes a problem Hyperbolic Variational Equation, which an-
alyzes their existence and uniqueness of solution subspaces of Sobolev evolution on
bounded domains. This problem is solved numerically under certain conditions of sta-
bility. The termination procedure ranges from individual measurements in the geometry
of the domain, preparing the basis of experimental and computational data to the con-
struction of numerical scheme and its implementation in MATLAB.
The numbering scheme is based on the Finite Element Method (FEM), with which
how the efficiency of the results. As a physical application of the effective resolu-

tion of the problem of Sound Wave is the construction of the NM.

This domain has been considered an area virtual coordinates (z, 2, t) located within the

Faculty of Sciences (R1), where you can see that it meets the noise regulations.

Keywords: Second order hyperbolic problems, Wave Equation, Finite Element Method,
Finite Difference Method.
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Introduccion

Para prevenir la contaminacién acustica que se ha venido registrando en los ultimos
tiempos, con la modernidad en las principales ciudades del Perd. Se ha trazado una
estrategia especifica para limitar el nivel de contaminacién acustica: la elaboracién de
Mapas de Ruido (MR) en una cierta zona expuesta a ella. Hasta ahora un MR es el
maximo indicador donde se muestra los diferentes niveles acusticos emitidos por cier-
tas fuentes de ruido. Para ello se realiza una exhaustiva medicién de la emisién de ruidos
usando Sonometros. Estos equipos cada dia estan mejorando su tecnologia gracias a las

diferentes investigaciones en acustica.

Si bien los MR son tomados en cuenta en la ley de contaminacion de ruido, en el Peru su

aplicacién se encuentra en un estado inicial.

Los MR son muy importantes puesto que permiten ver cuando una determinada zona
se encuentra expuesta a una contaminacion acustica, y si ésta puede ser de alto riesgo
para la salud de los habitantes de dicha zona. La importancia de una buena medicién
de ruidos es fundamental, ya que un error puede determinar un MR de baja calidad. La

localizacion y medicion de ruidos son aspectos verdaderamente importante para tal fin.

La ciencia que se especializa en estudiar los procesos y control del ruido (emisién, trans-
mision y recepcion de las ondas sonoras en cualquier medio en el que se propaguen),
corresponde al campo de la Acustica, donde se estudia la naturaleza y su repercusion de
los distintos medios existentes de ruido, de modo experimental y cientifico, aplicando

muchas veces formulaciones empiricas.

Generalmente se emplean dos técnicas para generar los MR, la técnica de muestreo
y la técnica de simulacidn, la primera consiste en la utilizacion del sonémetro, como
herramienta fundamental para medir niveles de presion sonora (dB) experimental, con
el cual se va tomando datos directos de una zona en un tiempo determinado. Con esta

técnica para obtener un MR de calidad, el proceso generalmente se realiza en aproxi-
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madamente un afio y su procedimiento es muy tedioso.

Mientras que con la técnica de simulacion es mds rdpida siempre que se tenga un mod-
elo matemaltico apropiado, por lo que la dificultad y tarea muy dificil de esta técnica es
obtener dicho modelo, puesto que éste incluye ecuaciones que gobiernan el fendmeno de
propagacion del ruido y también las condiciones de contorno es decir una base de datos
de alta performance, asi como la construccién algoritmica para ¢l cidlculo computa-
cional de la solucion de estas ecuaciones. Pero gracias a la existencia de los sistemas de
computo de gran capacidad para almacenar datos normados internacionalmente de las
distintas formas de fuentes de ruido, es viable aplicar técnicas de simulacién numérica y
de este modo generar los MR. Con este proceso se puede localizar las fuentes de ruido,
identificar y prevenir el nivel de contaminacién acustica en un determinado escenario y
aislarlo en caso necesario. Asi como también mejorar la industria de materiales acusti-
cos y la tecnologia de los sonémetros. La principal ventaja de la modelacién matematica
para la obtencién de los MR, es la visualizacidn gréfica, donde se puede observar el niv-
el de sonido y/o ruido que viene directamente de las fuentes de origen. Cada escenario

tiene su propio modelo, es alli la importancia de la realizacion de este tema de Tesis.

Objetivos

El objetivo del tema de Tesis es obtener un modelo matematico basado en las Ecua-
ciones Diferenciales en Derivadas Parciales Hiperbolicas (EDPH) definidas en un
dominio acotado, en el cual se asume que esta expuesto a diferentes fuentes de ruido.
Este modelo expresara el comportamiento de la presion de las ondas sonoras en dicho
dominio.

En principio se hace un estudio del modelo clésico resolviendo las ecuaciones en una
dimension espacial y en forma analitica mediante ¢l método de D’ Alambert. Pero re-
sulta que en la solucion se tiene que integrar de forma exacta la funcién derivada de la
presion, la cual es una variable dependiente de las condiciones iniciales del problema
de Onda. En este caso de estudio no se cuenta como conocida la funcion integrando
en forma analitica, puesto que sélo e tiene una base de datos di creta. Otra dificul-
tad encontrada es respecto al problema bidimensional (obtencion de su forma canénica
evolutiva), para aplicar una técnica exacta de solucion, razon por la cual no es viable
encontrar una solucién explicita exacta.

Especificamente ¢l objetivo de esta ‘lesis es transformar ¢l problema de onda cld ico

a un problema de Ecuaciones Variacionales Hiperbdlicas, analizar las condiciones de
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existencia de solucién unica y desarrollar un esquema numérico en 1D y 2D para obten-
er la solucién explicita del problema, cuya aplicacién de los resultados servira para la

construcciéon de los MR.

Iin lo resultado e muestra la eficiencia de esta metodologia desarrollada en la conver-
gencia de la solucién y en la precision de los MR.

La construcciéon del esquema numérico comprende un método variacional de Galerkin
con Elementos Finitos para la semidiscretizacion espacial, un método explicito de New-
mark para la solucién del sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDQO) de se-
gundo orden y un método directo tipo Gausssiano con Factorizacién LU para resolver

el sistema de ecuaciones algebraicas.
El desarrollo del trabajo esta organizado del siguiente modo:

En el primer capitulo se describe un marco tedrico requerido para el desarrollo del prob-
lema. Enel capitulo 2 e hace la formulacién del modelo Fisico-Matematico y el estudio
de existencia de la solucién unica del problema variacional. En el capitulo 3 se hace el
estudio numérico del problema clasico y variacional, en el capitulo 4 se implementa y
se presenta los resultados numéricos basados en la experimentacién compuacional para
la generacion 6ptima de los MR. Finalmente se dan las conclusiones y discusiones,

asimismo se mencionan futuros trabajos de investigacion.

X1l



Notaciones

Sea (2 un conjunto abierto de R™.

C(f2) es el espacio de funciones continuas sobre 2.

C*(Q) es el espacio de lunciones k veces diferenciable continuamente sobre

Q2 (k > 1 esun entero).
C™ =, C*R).

C.(£2) es el espacio de funciones continuas sobre {2 con soporte compacto en €2,

es decir que se anula en el exterior de algin conjunto compacto A” C (2.
CHQ)  CHQ)NCy(N).

C2(2) C*=(Q)NC.(N),
(Otros autores escriben D(§2) o C§°(§2) en lugar de C2*(2)).

{2: un conjunto abierto y acotado de IR™ con frontera I’ 9 () .
Qr — Q x [0,7].

u: denota una funcion de varias variables.

\$1| - medida de lebesgue del conjunto €.

sop(f): Soporte de la funcion f.

C3(€2) : espacio de funciones ¢ : 2 — R ™ m ” veces continuamente diferencia-

bles (m € N 6 m = 4+00) y de soporte compacto contenido en 2.
V: Espacio de Hilbert con producto escalar (., .),, y norma asociada ||/

V*: Espacio dual opoldgico de V, es decir, espacio de las funcionales lineales
continuas de V en R. La notacion < .. >y.- y representa la relacidon de dualidad

entre Vy V*.
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Capitulo 1

MARCO TEORICO

En esta Tesis se estudia las Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales de tipo
Hiperbdlico (EDPH), para lo cual se clasifica las EDP de forma general hasta llegar al

caso particular de la ecuacion de Onda.

1.1. Ecuaciones en Derivadas Parciales

En esta seccion se define y clasifica las EDP en forma general [Evans, 1970].

NOTACIONES
Supongase que u : R C R®* - R, u = u(z)y z = (21, Z2,...,Zs) € Q.

a) Un vector de la forma o = (ay,ay,...,a,), donde cada componente «; es un

entero no negativo, es llamado multindice de orden |a/, tal que:

lal =0y - a0+ ...+ a,

b) Dado un multiindice a, se define

o olelu(x
D%u(z) = 2% . §gan -(83)#’"
1 n

la cual se conoce como derivada parcial de orden |a|.
c) Si k es un entero no negativo, se define
DFu(z) := {D%u(z)/la| = k},

como el conjunto de todas las derivadas parciales de orden k.



Definicion 1.1.1 (Ecuacion Diferencial Parcial)

Una Ecuacion en Derivadas Parciales o Ecuacion Diferencial Parcial (EDP) es una
ecuacion conn(n > 2) variables independientes z;(i € {1,... n}) que se denotaran
vectorialmente por t = (x,,Zs, .. ., T,) y derivadas parciales de una funcionu = u(zx)
que es la variable dependiente, y que se define sobre un subconjunto abierto §) de R™
enR.

Mas precisamente, una EDP conn variables independientes x, . . . , x,, es una ecuacion

de la forma.
F(D*u(z), D*'u(z), ..., Du(z),u(z),z) = 0 z e (1.1)

donde F : R™ x R™ ™" x ... x R* x R x Q = R es una funcion dada y u = u(z) es
la funcion que se desea determinar. La ecuacion (1.1) es llamada una EDP de k-ésimo

orden.

Definicion 1.1.2 La EDP (1.1) se clasifica como:

1. Lineal si tiene la forma:

Z ao(Z) D = f(z)

la|<k

donde a.(|c| < k) y f son funciones dadas. Esta EDP lineal es homogénea si

S=0.
2. Semilineales si tiene la forma:

Z ao(z)Du + ag(D*'u, ..., Du,u,z) = 0.
|al=k

3. Cuasilineal si tiene la forma:

Z ao(D*u,. .., Du,u,z)D%*u + ag(D*¥ ', ..., Du,u,z) = 0.
|lal=k

4. Totalmente no linel si depende nolinealmente de los derivados de mayor orden.

El interés de este trabajo es el estudio de las EDP lineales de segundo orden, por tal

motivo se las describe y clasifica en la siguiente seccion, ver en [Tijonov, 1972].



1.2. Clasificacion de las EDP lineales de segundo orden

Se llama Ecuacion en Derivadas Parciales de segundo orden con n variables indepen-
dientes z; (1 = 1,...,m) a una relacion entre la funcion incognita u(x) y sus derivadas

parciales hasta el segundo orden, sobre un subconjunto abierto €2 de R" en R, es decir:
& PIIRTRPR T ITSEIRRE, [ISEes | MERNUIIE | Spun o2 TR ) g 1

para todo 7,5 € {1,...n}, y en donde también se usara en forma indistinta la siguiente

notacion para las derivadas parciales:

F 3" )
o u
e = =, Upg =
" dr we

dx; dr;
En lo que sigue, se considerara la ecuacion lineal de segundo orden, en su forma diver-

gente:

z (@ (T)u,, ] - Zh ()ug, +c(Z)u+ f(F) =

i,j=1
que también puede escribirse en su forma matricial como:

div(A*(z,t)Du) + B(z,t)Du+ c(z,t)u + f(z) =

donde A = (@ij)nxn» B = (bi)nx1. A! es la matriz transpuesta de A y Du denota
el gradiente de u.También se la puede expresar en su forma no divergente, la cual se
usara con mayor frecuencia:
n
ij=1

donde los coeficientes a;j, b;, ¢ (i,j = 1,---,n) y el término libre f son funciones
continuas dadas de z. Se puede transformar la forma divergente de la EDP a su forma
no divergente por las propiedades de la derivacion.

Antes de empezar con el estudio de dichas ecuaciones se reescribe la ecuacion (1.2), de

la siguiente forma:

n

Z ij(T)Uziz; + G(Du,u,z) =0 (1.3)
i,j=1
donde

¢(Du,u, x) Zb T)ug, + c(z)u + f(x) (1.4)

Para clasificar estas ecuaciones, se estudla su comportamiento local a través de su forma
candnica en un punto. Por lo cual se hace el cambio de variables no singular y = y(z),

se demuestra del algebra que existe la siguiente transformacion no degenerada,

Vi = ¥i(Z1, 22, ..., Tn), J<y1,y2,...,yn)#0 i=1,...n (1.5)
T,TI2,...,T

3



Dado que el Jacobiano de esta transformacion es .J # 0, las variables £ = (z;, 22, . . ., Ty,)
se pueden expresar a través de las variables ¥ = (y1,v2,...,¥a), £ = z(y), en una ve-
cindad de cada punto = del dominio.

Sea entonces u(z(y)) = @(y), es decir u(z) = @(y(z)) , luego aplicando la regla de la

cadena, se tiene:

3’U, 8yl
():1:t Zdyl()x, L8,
F*u i i
Sz, ;—(T) (1.7)

- Z P Oy Oy~ i Py

i Sk,

> Dy Ox; Oz o Oy Dy

Sustituyendo las expresiones (1.6) y (1.7) en la ecuacion (1.2), se tiene

—~ Pl e Oy Oy o= Ol v Py o Ay
L el - E bigy +Ci+1(2) = 0.
;;1 Ay Oy ;gi ? Ox; Oz T; : .; ? Ox;0 Z Y 4 cu+f(7)

Ay,
(1.8)
Tomando las siguientes notaciones en la ecuacion (1.8)
i . - _ Oy, Oy, _
) = 3 04(8) 5 ()50 (1.9
- Ml Ty &y 2.0l <~ , Ou
w,u, ) = — i (T) m——— — Y bj— + ci £) (1.10
(D, @, g) ;ay, ijz__l‘“(x’axiaxj +§ay, ; 5g, Teut /(@ (L10)
Se obtiene:
n B . (1)2& - o
> an(g)s—5— + (Dit, i, §) = 0. (L.11)
Lk=1 Oyk Oy,

Se verifica que la ecuacion (1.11) es también una EDP lineal de segundo orden con
variables independientes y = (y1,¥a, - - - ,Yn). Con este resultado se demuestra que la
EDP no cambia su comportamiento cuando se le aplica una transformacion lineal asi que
se estudiard a continuacion a la EDP en un punto dado z;, bajo un cambio de variables
y una transformacion apropiadas.

Del punto yo = y(zo) y de la notacion:

(o)

gy = -
; o

se obtiene de la ecuacion (1.9) la relacion

Tl

= iy, ihy
MEDY ftu{!u]“"'i{!ul*'iifu Z eniy (2o)ery (1.12)

J=1 =1



que en forma matricial se escribe como
A= EAE" (1.13)

donde A = [a(y0)] y A = [aij(zo)] son matrices de coeficientes de las segundas
derivadas parciales y E = [e;] es la matriz de primeras derivadas parciales dy,/0x;
en un punto T, y su determinante es el Jacobiano de la transformacion de coordenadas
y = y(z), J(y/z) = det E # 0. Se conoce del Algebra lineal [Lages, 1998] que
a una matriz simétrica real A se le puede diagonalizar mediante una transformacion
del tipo (1.13), en donde ET es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores
propios de A, y A es la matriz diagonal obtenida al diagonalizar A, cuyas columnas
son vectores propios de A repetidos de acuerdo con sus multiplicidades algebraicas.
Entonces escogiendo la transformacion lineal no singular de variables independientes
y = y(z) de tal manera que la matriz F satisfaga dichas condiciones en el punto z, se
puede decir entonces que la ecuacion (1.11) es la forma canénica de la ecuacion (1.3)
en el punto z,.

De la ecuacion (1.12) y (1.13) se deduce que la Ley de inercia de Sylvester establece
que el numero de elementos positivos, negativos y nulos @, de la matriz canonica 7.-
dimensional, obtenida de la transformacion lineal EAET es invariante a cualquier otra

matriz canénica equivalente. Como la matriz obtenida es diagonal se tiene:
Vike{1,2,...,n},l#k: ay=0

De lo dicho anteriormente se clasifica las EDP de segundo orden en un punto z, de su

dominio como se puede ver en la siguiente definicion:

Definicion 1.2.1 (Operador Hiperbélico n-dimensional) De los coeficientes a;; de
la matriz candnica A obtenida de una transformacion lineal (1.13), sobre los coefi-

cientes de la parte principal de la EDP (1.2)!, se puede decir que (1.2) es del tipo:

1. Eliptico en el punto x € Q2 C R", si todos los n coeficientes a;; son de un mismo

signo.

2. Parabdlico en el punto x € Q) C R", si por lo menos uno de los coeficientes a;;

es igual a cero.

3. Hiperbélico en el puntoxz € Q2 C R", si losn — 1 coeficientes de la forma a;;
poseen el mismo signo y el n coeficiente faltante tiene signo opuesto.

1Son los derivados de mayor orden, en este caso particular las derivadas de segundo orden.



diremos que (1.2) es eliptica, parabdlica o hiperbdlica en §) si se cumple (1), (2) o (3)

respectivamente para todo x € (.

1.3. Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales

Hiperbolicas

En esta seccion se estudia las Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales Hi-
perbolicas (EDPH) de segundo orden, y como caso especifico la ecuacion de la Onda,
pero también se aprecia en la siguiente clasificacion que existe EDPH de primer orden

[Quarteroni, 2007].

1.3.1. Clasificacion de las Ecuaciones Hiperbélicas

Las EDPH son de primer orden y segundo orden, estas ecuaciones son consideradas

evolutivas:

1. Las ecuaciones hiperbdlicas de primer orden son de dos tipos:

a) Ecuaciones hiperbdlicas de primer orden lineales:

ou ou

at—l-a.(x,t)az t>0, z€R.

a) Ecuaciones hiperbolicas de primer orden no lineales:

ou 0

5 oW >0, T ER

donde a(u) := F'(u) denota la velocidad caracteristica.
2. Una ecuacion de segundo orden dada en su forma canénica es hiperbdlica en un
punto (zo, tg) € R™"! si tiene la forma siguiente:

ox2

1

2y O?u
a(107t0) 8t2 +;ai($0)t0) +¢(DU,U,.’L‘) =0.
donde «, a; son funciones de R"*!, z € Ry ( € Ry ¢ es dado como en (1.4).

EJEMPLOS

s Ecuacion lineal de adveccion:

8u+08u_0 >0, z €eR
at 61‘_ L] )

donde a € R\{0}.



= Ecuacion de la onda en una dimension espacial:

Otu  ,0%
=c t>0, z eR,

donde c es la velocidad de la onda.

= Ecuacion de la onda en dos dimensiones espaciales:

0%u ?u  0%u
W:C2 |:6.’L‘2+8_22:| t>0, (.’L‘,Z)GRQ,

donde c es la velocidad de la onda. Ver [Asmar, 2004].

1.3.2. Valores iniciales y de contorno para Ecuaciones Hiperbdlicas

Cuando se describe un fenémeno fisico mediante un modelo matematico dependiente
por ejemplo de la presion, hay que plantear correctamente el problema sobre la variable
u (presion), es decir, enunciar las condiciones suficientes para la determinacion de una
tnica solucion. Es conocido que las Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbdlicas
Lineales(EDPHL) [Quarteroni, 2007], poseen un conjunto infinito de soluciones, por
lo que para caracterizar de manera unica la solucion es necesario agregar al modelo
planteado ciertas condiciones complementarias que garanticen la existencia y unicidad
de solucion. Sea 2 C R™ (n = 2, 3) abierto y acotado con frontera I' = 0 (2 regular y

cuyas condiciones complementarias son:

1. Condiciones Iniciales Existen dos condiciones iniciales necesarias y suficientes:

a) Presion inicial: Consiste en la determinacion de los valores de la funcion
u(z, t) en el momento inicial ¢y y para todo z € (2.

b) Cambio de presion inicial: Consiste en la determinacion de los valores de

du

la funcion %;(z,t) en el momento inicial ¢y y para todo z € 2.

2. Condiciones de Contorno Son condiciones necesarias y suficientes que se dan
sobre la frontera I" de la region en la cual tiene lugar el proceso fisico. Existen 3

tipos de condiciones de contorno:

i) Especificar la funcion en la frontera del dominio. Se conoce como con-
dicion del tipo Dirichlet. Consiste en especificar los valores que toma la

funcion u(Z, t) en la frontera I':

vzel: u(z,t)=~(x)



Este tipo de condiciones genera lo que se llama un problema de Dirichlet.

ii) Especificar la derivada de la funcion en la frontera del deminio. Se co-
noce como condicion del tipo Neumann y el problema asociado se llama
problema de Neumann. Aqui se conoce el valor de la derivada de la funcion

u(z, t) con respecto a la normal 7 a lo largo de la frontera I':
Vrel: Vu(z,t) n=-~()

Fisicamente este tipo de condicion define el flujo de presion.

iii) Especificar la funcion y su derivada en la frontera del dominio. Se co-
noce como condicion de tipo Robin y el problema asociado es un problema

mixto:

Vel : a(r)u(z,t)+ B(z)Vu(z,t) = v(z)

donde @, [y 7y son funciones dadas.

1.3.3. Existencia y unicidad clasica para los problemas

Hiperbolicos

En esta seccion se enuncia el Teorema de la existencia y unicidad de solucion clasica
de problemas hiperbolicos con condiciones iniciales [Petrovski, 1960] [Mijailov, 1978]
[Zuazua, 2003]. Para ello, considérese el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas
parciales de las funciones incognitas wu;, us. - - - , u,, respecto a las variables indepen-
dientes t, z;,x9, - - - , Z,, tales que u; son funciones escalares diferenciales hasta el or-
den k, en n variables sobre un dominio €2 acotado, que satisface la siguiente ecuacion:

ity L
i = F. (I;_r].--- yEns Wiyttt Un, el ) (1.14)

s ko - - - Dk

n

(ko+ki+ - -+kn=k<nj; k<nj; ,j=12--- ,m).

Para un cierto valor de ¢ = ty se dan los valores (valores iniciales) de las funciones
incognitas u; y de sus derivadas respecto a t hasta el orden n; — 1. Supongase que para
t = to

k.
80;: = gol(-k)(:cl,zg,--~ ,Zn) (K=0,1,2,--- ,m; —1). (1.15)
(k)

Todas las funciones ; ’ estan definidas en el dominio €2 del espacio R".

Definicion 1.3.1 EI problema de Cauchy consiste en hallar la solucion del sistema

(1.14) que satisfaga para l = t, las condiciones iniciales (1.15).
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Definicion 1.3.2 Una funcion F (21, z3,- - - , 2,,) de m variables reales se llama analiti-

ca en la vecindad del punto (29,29, - - - | 20,) si es desarrollable en la serie de potencias

1 Tm

Fla,z2, 0 0 2m) = ) Akkpoka(2t — 20)9 (22 = 20)92 - (27 — 20,
kiko-km

que converge para | z; — 2! | suficientenente pequerios.

Obsevacion 1.3.1 Es facil ver que la funcion F tiene derivadas de todos los ordenes en

el punto (29,29, | 2%) y que sus coeficientes Ay, k,, son
I gathatthm g
Apihoin = —
R Ry Mkl - Ky H.tf'r'.i'aif" <o v Pzim 0
Notacion 1.3.1 Se abrevia la notacion para las derivadas de las funciones cp,(k) en cier-
to punto (29,29, --- ,2%):
( O Popi(k) ) 0
R . * Dikokr, - kn
r.i".r 11 s w'n f;.f ey T __:|i|1 Tn _J_.r!

{a:l.!,"'. k(l"'kl":'"""A-'n:kgnaj.

Teorema 1.3.1 (Kovalevskaya [Petrovski, 1960]) Si todas las funciones F; son analiti-

cas en una vecindad del punto:

0 0 0 - (k) .
(tosT1, s oy Pjkoky ks ) y todas las funciones w; ' son analiticas en una
vecindad del punto (2%, 19, - - - ,2°), el problema de Cauchy admite solucion analitica
en una vecindad del punto (1°; 2%, 13, - - - | 2°), solucion que es unica en la clase de las

funciones analliticas.

1.4. Ecuacion de la Onda

Se vio en la seccion (1.3.1) la ecuacion de la Onda como un ejemplo de EDPHL de
segundo orden, en esta seccion se busca hallar la forma de la solucion analitica de un

problema de valor incial y de contorno que involucra a la ecuacion de la Onda.

1.4.1. Planteamiento del problema de Onda en 1D.

A continuacion se enuncia el problema de la Onda con condiciones iniciales y de con-

torno en una dimension espacial [Asmar, 2004]:



Sean I = (0,L) CR, Q=1 x(0,400) CR?, yu:0— R.

EDP: wy = cug (z,t) €
w(z,0)=g(x) , z€l,
Cl: 3 (1.16)
w(xz,0) =h(x) , ze€l

CC: { w0 =0=u(Lt) , (>0

donde v = u(z,t), f,g: 1 — R, son funciones dadas, definidas como: g = g(z) y
h = h(z) y ¢, L son constantes positivas.

La solucién del problema se busca en el espacio V' definido como:

V={ueC)NCQ):Vz €T, Ju(z,0) y uw0) =0=u(L)} (1.17)

1.4.2. Estudio de la solucion clasica del problema de Onda en 1D.

Para la construccion de la solucién se da las siguientes proposiciones que seran
bdsicas para la demostracion del teorema, ver todos estos resultados en |Mantilla, 2009

y [l6rio, 1999]:

Proposicion 1.4.1 ([Iorio, 1999]) Sea 6 € C(|0, M]) una funcién real y supongase que
0 satisface
0(0) =0=6(M)

entonces la funcion © : R — R definida por

O(x —2kM) st 2kM <z < (2k+1)M, ke Z
O(z) = (1.18)
—0(—z +2kM) st (2M —1)L <z <2kM ,keZ

es la extension impar y periddica de periodo 2M de 0 y estd en C(R).
Ademds, si 0 € C*(|0, M]) entonces © € C'(R) y ©' es la extension par y periédica de
periodo 2M de 0’ € C(|0, M])

Proposicion 1.4.2 ([Iério, 1999]) Si v € C(|0, N]). Entonces la funcion I : R — R
definida por

v(x —2kN) si 2kN<z<((2k+1)N,keZ
I(z) = (1.19)
Y(—x +2kN) si (2k—1)N <z <2kN,k€eZ

es la extension par y periédica de periodo 2N de vy y es continua en toda la recia.

Ademds de eso, si v € C'(|0, N]), entonces I' € C'(R) si y solamente si v'(0) = 0 =
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v (N); en ese caso " es la extension impar y periddica de periodo 2N de la funcion

v € C([0, N]).

Teorema 1.4.1 (Solucion clasica) Supongase que se tiene el problema base enunciado

anteriormente, donde g € C*([0,L]) y h € C'([0, L]) tales que cumplan:
g'(0) =0=¢"(L) (1.20)

h(0) =0=h(L) (1.21)

Entonces se demuestra que la funcionu : Q — R de la forma:

u(z,t) =

Glz+ct)+G(z—ct) 1 /”C‘

5 + % H(s)ds. (1.22)

z—ct
donde G y H son de la forma dada en la Propesicion 1.4.1 y son de clase C*(R) y de

clase C*(R) respectivamente, es la solucion iunica al problema base en el espacio V .

Demostracion.

La demostracion se analiza en los siguientes casos:
1.- Analisis de la solucion de la Ecuacion de la Onda en todo R?

En este paso considerese u definido sobre todo R y la ecuacion de la onda sobre todo
R2. Se halla las curvas caracteristicas de la ecuacion, para tal fin se expresa la ecuacion
de la manera siguiente:

Uge — Cugg = 0.

de aqui se obtiene las funciones:

De las cuales se obtiene las curvas caracteristicas, que son las familias de rectas:
z+cll= kl

I—Ctzkg

donde k; y k; son constantes.

Ahora se expresa la ecuacion en su forma candnica, para esto se define las funciones:
E:REoR,E=€(z,t)=2+ct
n:R2Zo R, n=1n(z,t) =2 —ct

11



v:R* 3R, v=1uv(n)

claramente £ y 7 son funciones de clase C? y su jacobiano:

J(z,y) = S = : < =—c—c=-2c#0

TNz Th 1 —c
entonces por el teorema de la funcion inversa, se pueden expreasar r,y, como: * =

z(&,m) y y = y(&,7n), las cuales son también de clase C?, ademas igualamos u a v, de

la siguiente forma:

u=u(z,t) = u(z(§n),y(n) = v(§n) =v

tomando en cuenta el cambio de variable © = v y la regla de la cadena, se tiene los

siguientes calculos:

Oou _Ovo ov 0 ov ov

a1 3§8t(z+ t)+6—na(z—(‘t)—c%— %

Fo_ 3 ()0 (o) o o
otz oL\ 9  On) Ot \ o€ ot \ on
_ _6_ 8”) §($+ t)+2 Q'i) g(z—ct)>
-~ \og \ag) ol ‘ on \ o€ ) ot
- 2 @> 2(z+ct)-+——2 @-> g(z— t)>
¢ \on) ot on\an) ot ¢
B &_ v ) r.:'l”:' “rfﬁ)
“oer ~ “onoe ( aEdn o

_ 3 v 5 v +H‘"I'
=¢\oe  “Beon T P

de manera similar se halla las derivadas con respecto a .

Ou_20 iy + P y=% ‘9”

or 0€O0r on oz ' 8{

d*u a (v ﬂ B i v +i ﬂ_‘t)

92 ~ Or (?& dr; - Or \0¢ dr \ dn
d fov\ 0O d fov\ d

= € (;;E) E[J‘-!—r!}—i-a (;IE) a—;{.i — cf)
a fov\ @, : a {ov i o

-:-F]E ((-}:?) E{:J’-{-t” == dfj’ (H”) (3.1"“ t.!]‘

Pv  Pu Pe P

= 9€2 T Bnoc  dcom o
Fv v v
= Ffi + 2"’551’! + WF
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Luego al reemplazar estos resultados en la ecuacion de la onda. se obtiene la ecuacion
de la onda en su forma candnica:

Veg = 0

Integrando dos veces dicha ecuacién;

v(&,n) = (&) +¥(n)

donde ¢ y 1) son funciones arbitrarias de clase ('? sobre todo R.

Volviendo a las variables x y i, se tiene
w(z, ) =@ +ct) +w(x —ct) (1.23)

Como £ y 1 son claramente funciones de clase C?(IR?) entonces u es también de clase
C2(R2). La ecuacion (1.23) es conocida como la ecuacion de D’ Alembert, se observa

que esta ecuacion tiene infinitas soluciones para la ecuacion de la onda.

2.- Analisis de la solucion de la ecuacion de onda con condiciones iniciales sobre

todo R

En esta etapa consideramos la ecuacién de la onda sobre todo R? y las condiciones ini-
ciales dadas en el problema base pero definidas sobre todo R, conocida como problema
de Cauchy, ademis se supone que f es de clase C*(R) y g es de clase C''(R).

Por lo tanto de la ecuacién de D’ Alembert se sabe que existen solucidnes a la ecuacion
de onda, ahora se impone las condiciones iniciales a la ecuacién de D* Alembert:

. Primero usando el dato de la posicion inicial:

w(z,0) = p(z) + Y(x) = g(x)
derivando la ecuacion anterior respecto a x, se tiene:

dg dy dy
() = -Z(2)+ —(x 1.24
7, %) = (@) + () (1.24)

. Segundo usando el dato de la velocidad inicial:

Para esto derivamos la ecuacién de D’ Alembert respecto a t (regla de la cadena), se

tiene.
T chp o ! )
— (e l)= —=(r+ ct)=— + —(2 —cl)—
it ) rlf‘ T it rjfll )}
lo cual se convierte en
ou dp dy
—(z,t)=c—(x+cl)—c—(x —ct
dt (2,1) dm( ) dm( )
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sustituyendo ¢ = 0 en lo anterior, se tiene:

ou d d
a;(” ())—cd—:(L)—(‘Ew( ) = h(z)

ordenando se tiene la ecuacion:

hiz) _dp, \ dp,
P < A s (1.25)

Tercero se resuelve el sistema de ecuaciones (1.24) y (1.25)

Se obtiene:
dp, | d(] &=
dy - d_q 0
Ly =32 @ - 2hw) (127

Integrando la ecuacion (1.26) de cero a z, se tiene

Tdyp 1 [Tdg
/0 (13(8)(18_5_/0 (Zs (15—*—-/1} )ds

aplicando el teorema fundamental de cdlculo, se tiene
1 1 [
vlz) = (0) = 5lg(z) — g(0)] + o /0 h(s)ds
luego ordenando se tiene la ecuacion:

olx) = 9l0) ~ 59(0) + 59z >+' h( \ds (1.28)

2 2c

procediendo de manera similar con la ecuacién (1.27), se tiene:

= dy 1
A ds()ds Z/Ods._sds—i-—/h s)ds,

¥(z) — $(0) = 5lo(2) — 9(0)] - 5- / h(s)ds
y por udltimo la ecuacion:
) = (0 l ())+! (z) — 1—/Ih(s)d:? (1.29)
b(z) = $(0) — 59(0) + 59(x 5% J, :

ademads se observa que
©(0) +v(0) = f(0)

Se sustituye = por x + cten (1.28), y x por . — cl en (1. 29) :

1 l ““
ol + ct) = p(0) — 29(0) + 2] T +ct) s)ds
1
Wz = ct) = 9(0) - 59(0) + 59z — c / o
luego sumando, se obtiene
+ct) + g(z — ct) ‘”“
V(z,t) € R*: u(z,t) = alade) . g(z / h(s)ds. (1.30)

Claramente esla ecuacién es solucion del problema de Cauchy.
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3.- Se analiza la solucion del problema base con /7 = 0

En esta etapa se demuestra el teorema tomando /i = (. A pesar de que el problema se
parece al anterior, no se puede usar la ecuacion (1.30) pues, tomando = = (), se espera
que:

Vt>0: [—ct.ct]C ]
lo cual es absurdo.
Por lo tanto se procede a extender g y i atodo R. Y se buscara una solucién a la ecuacién
de la onda sobre todo R?, y luego se probard que la restriccién a {2 es la solucién del

problema. Entonces se toma las siguientes extensiones para g y h:

gz —2kL) s 2kL<ax<(2k+1)L,keZ
—g9(=x+2kL) st (2k—-1)L<z<2kL,k€Z

G(z) =

VxeR: H(x)=0

claramente H € C'(R), véase que G € C?(R), en efecto: Se tiene que G € C?([0. L)) y
se ve claramnete que g(0) = 0 = g(L), de la proposicién 1.4.1 se tiene que G € C'*'(R),

y G’ es de la forma:

gl —2kL) st 2kl <x<(2k+1)L,keZ
g(—x+2kL) si (2k—1)L <ax<2klL.,keZ

G'(z) =

Como ¢ € C'[0, L] y por la condicién (1.20) se tiene de la proposicién 1.4.2 que
G’ € C'(R) es decir G € C?(R). Entonces se sabe que existe una solucién al problema
extendido de la forma:

Gz + Glx —ct
V(z,t) € R?: u(z,t) = - (x4 ct) ;——(—L——Cz (1.31)

Ahora se probard que dicha solucién restringida a 2 es solucién del problema base con

h = 0. En efecto:

Véase que la funcion u satisface las condiciones de contorno pues como (5 es impar se

tiene que

Glet) + G(—cl (ct) — G(et
VtZO:u(O,l):-(—L; ( )=(—)—., -(“):U.

2 2

ahora utilizando el hecho que G es periodica de periodo 21, es evidente que:
G(L + ct) = G(—L + ct), luego, cualquiera que sea t > 0,

G(L+ct)+G(L—ct) G(-L+ct)+G(L—-ct)
'U,(]J, t) = —_—— 2— e — 2 —=
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_Gl=L+e) ~G(=L+ea) _
- -

En cuanto a las condiciones iniciales. por la propia definicion de (7 es claro que
v € [0, L] : u(zx,0) = g(x)

derivando la ecuacion (1.31) respecto de ¢, se obtiene

u, 113G, D oG %)
5 (z,t) = 5 (E (x + Ct)at(m +ct) + g(z — ct)m (x — cL))
cG'(x +ct) — cG'(x — ct)

2

w(x,t) =

por tanto

Vo €1 : u(z,0)=0.
Como G € C?(R) y de lo anterior es facil ver que u € V; es mis u € C?({2), con esto
se prueba que la solucidn restringida es la solucion al problema base con i = () en el
espacio V.
4.- Andlisis de la solucion del problema base con g = ()

De manera similar se demuestra que la solucion dada por el teorema es solucion del

problema base con g = 0, por lo tanto las extensiones que se toma para gy h son:
VeeR: G(x) =0

h(x —2kL) st 2kL<zx<(2k+1)L,keZ
—h(—x+2kL) si (2k—-1)L<z<2kL,keZ

H(z) =

claramente G € CQ(R), se ve que H € C''(R), pues de la condicion (1.21) y de h €
C'(T) se verifica la proposicion 1.4.1. Luego la solucién tnica del problema extendido

sera de la forma:

1 T {-ct
u(z, t) = / H(s)ds (1.32)

2c Jr—ct
Ahora véase que la restriccion de esta funcion es solucion del problema base con g = (.

Por lo tanto se verifica la concion de frontera en © = (), pues como [{ es impar, se

obtiene
.t

Ve>0: u(0,1) = / H(s)ds =0

--ct

es claro de la ecuacion (1.32), que se cumple la condicion inicial:

Ve e [, u(z,0) =0,
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de igual manera se verifica la condicidn de fronteraen x = [, pues como /{ es periddica

se tiene para todo ¢ > ()

1 Lct
w(l,t) = 3(1/ H(s)ds = Zc/ I(r + L)dr
-y L

/ H(r + L)dr + — / H(r + L)dr
2¢cf,

0 1 ct

— / H (7‘ = IJ)(,lT' + 2— / 11(7' + 11)(17'

L Lict
ds+—/ s)ds

Finalmente, derivando (1.32) respeclo a (, se tiene

ou t—l g [Ere
(%( , )—7 <a/j_d ]l(s)ds)

= 5‘ {( [/ H(s dsD ('c-f-ct)g('v—r-ct) - (% [/ H(s)dsJ) (z—cl)g'(rc—ct)}

cl(z +ct) +cli(z—ct)
2c

entonces por ultimo se tiene:

H(z + ct) + H(x — ct)
2

w(x,t) =
entonces

Veel: w(x,0)=H(x)=h(z).
De manera similar se puede calcular la derivada de u con respecto a x:

H(zx +ct) — H(x—ct)
2c

uz (2, t) =

de lo anterior se tiene que u, € C'(2) y u, € C'(Q), por lo tanto . € V' y es mas

w € C%(02) y la funcién restringida es solucién del problema base con g = ().

5.- Analisis de la solucion del problema

En esta etapa tinal se demuestra que la solucién prouesta por el teorema es solucion del
problema de onda, para eso extendemos las funciones g, h a G y Il respectivamente

como en las etapas 2 y 3.

Sea v una solucién al problema de la etapa | y w una solucion al problema de la etapa
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2. Se demostrard que © — v + w es solucidn del problema, cuya expresion es dada en la
ecuacion (1.22).

Por el principio de superposicion u es solucion de la ecuacion de la onda, por calculo
uw € V yues de clase C%(2). Ahora véase que verifica las condiciones inciales y de
contorno:

Véase que se cumpla las condiciones iniciales:
Ve el : u(z,0) —v(z,0) + w(z,0) g(z)+0— g(z).

Vi € I: wy(x,0) = v (2,0) + wy (2, 0) =0+ h(x) = h(e;

Véase que se cumpla las condiciones frontera:
vt > 0: u(0,t) v(0,t)+w(0,t) —0+0 0,

Vit 2 0: U(IJ, t) U(]/, t) + UJ([/. t) 0+0 O,

Por lo que u dada en la ecuacion (1.22) es solucion del problema de onda en el espacio

V.

1.4.3. Dificultades para hallar la solucion de la Onda n-dimensional,

n>1

Entre las dificultades de buscar la solucion general explicita del problema de Onda en
forma analitica o cldsica en n dimensiones espaciales (n > 1), es llevarlo a su forma
canonica. Segan [Tijonov, 1972| para n > 2 para hallar la forma candnica en un en-
torno de un punto del dominio §)r resulta singularidades al usar la fomula de Kirchhoff
[Petrovski, 1960], la cual es una variante de la formula de D’ Alembert pero se llega al
problema de que la solucion es implicita, es decir la misma dificultad del caso unidi-

mensional en espacio.
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Capitulo 2

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

En este capitulo se plantea el problema de la Propagacion del Ruido, la obtencion
de las ecuaciones que gobiernan dicho fenomeno y la formulacion variacional de su

Ecuacion Diferencial en Derivadas Parciales (EDP).

2.1. Modelo Fisico: Propagacion del ruido

En esta seccion se busca entender el fenomeno fisico, sus conceptos y la obtencion de

la EDP que gobierna este fendmeno.

ONDAS SONORAS
Son ondas mecanicas longitudinales, producidas por variaciones de presion en el medio
circundante. La propagacion de estas ondas en un medio puede servir para estudiar al-

gunas propiedades de dicho medio de transmision.

SONIDO

El sonido es un fenémeno fisico que consiste en la alteracion mecanica de las particulas
de un medio elastico, producida por un elemento en vibracion, que es capaz de provocar
una sensacion auditiva. Las vibraciones se transmiten en el medio, generalmente el aire,
en forma de ondas sonoras, las cuales se introducen por el pabellon del oido haciendo
vibrar la membrana del timpano, de ahi pasa al oido medio, oido interno y excita las

terminales del nervio acustico que transporta al cerebro los impulsos neuronales que fi-
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se hard relerencia, el [endmeno se propaga por la puesta en vibracion de las moléculas
de aire situadas en la proximidad del elemento vibrante, que a su vez transmiten el mo-
vimiento a las moléculas vecinas, y asi sucesivamente. La vibracion de las moléculas
de aire provoca una variacion de la presion atmosférica, es decir, una onda de presion
que se propaga por el aire. Esta variacion de la presion se denomina presion acustica o
presion sonora, y se define como la diferencia en un instante dado entre la presion
instantinea y la presion atmosférica. La presidn acustica varia muy bruscamente con
el tiempo; estas variaciones bruscas son percibidas por el oido humano, creando la sen-
sacion auditiva (Figura 4.15). Las ondas sonoras se atenian con la distancia y pueden

ser absorbidas o retlejadas por los obstdculos que encuentran a su paso.

Presion P(t)

Presion Fd
instantdnea | -~ W :
! ~ ° Presion
\\_’

atmosférica

+ Tiempo

0 i 24 h
PRESION ACUSTICA=PRESION INSTANTANEA—PRESION ATMOSFERICA

Figura 2.1: Presion acustica

VELOCIDAD DEL SONIDO

Es la velocidad de propagacion de las Ondas Sonoras. Esta depende de las caracteristi-
cas del medio en el que se realiza dicha propagacion y no de las caracteristicas de la
onda o de la [uerza que la genera. Por ejemplo en el caso de las propiedades lisicas del
aire, la presion y la humedad, son factores que afectan la velocidad del sonido; cuanto
mayor es la temperatura del aire mayor es la velocidad de propagacion. La velocidad
del sonido en el aire aumenta 0,6 m/s por cada 1° C de aumento en la temperatura.

Una velocidad aproximada (en metros/segundo) puede ser calculada mediante la si-

guiente formula empirica:

c= (331,54 0.6-9) /s 2.1)
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donde ¥ es la temperatura en grados celsius (-273 kelvins);
V=T —-273.15 K. (2.2)

Una ecuacidn mas exacta, referida normalmente como velocidad adiabatica del soni-

do, viene dada por la [6rmula siguiente:

C = -
".' m (23)
donde

R es la constante de los gases,
m es el peso molecular promedio del aire (f2/m = 287 J/kg K para el aire),
r es la razén de los calores especitficos (k = ¢, /c, siendo igual a 1,4 para el aire), y

T esla temperatura absoluta en Kelvin.

En una aumésfera estindar se considera que T es 293,15 Kelvin, dando un valor de
343 m/s 6 | 235 km/h. Esta [6rmula supone que la transmision del sonido se realiza sin

pérdidas de energia en el medio, aproximacién muy cercana a la realidad.

RUIDO

Un ruido es la sensacién auditiva no deseada correspondiente generalmente a una varia-
cion aleatoria de la presién a lo largo del tiempo. Es un sonido complejo, y puede ser
caracterizado por la frecuencia de los sonidos puros que lo componen y por la amplitud
de la presion acustica correspondiente a cada una de esas [recuencias. Si estas dltimas
Son muy numerosas, se caracteriza entonces el ruido por la reparticion de la energia
sonora en bandas de frecuencias contiguas, definiendo lo que se denomina espectro
frecuencial del ruido. El espectro de frecuencias de un ruido varia aleatoriamente a lo
largo del tiempo, a diferencia de otros sonidos complejos, como los acordes musicales,
que siguen una ley de variacion precisa.

Existen multitud de variables que permiten dilerenciar unos ruidos de otros: su compo-

sicion en frecuencias, su intensidad, su variacidén temporal, su cadencia y ritmo, elc.

MAPA DE RUIDO
Un mapa de ruido es la representacion cartografica de los niveles de presion sonora (rui-

do) existentes en una zona concreta y en un periodo determinado.
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UTILIDAD DE LOS MAPAS DE RUIDO

La utilidad del mapa de ruido es determinar la exposicion de la poblacién al ruido am-
biental, para asi adoptar los planes de accion necesarios para prevenir y reducir el ruido
ambiental y, en particular, cuando los niveles de exposicion puedan tener electos noci-
vos en la salud humana.

Existen dos formas basicas de abordar la elaboracién de un mapa de ruido:

1. Por muestreo. A través de la técnica acustimétrica de digitalizacion espacial me-
diante el uso de sondmetros. Es la técnica que se ha venido utilizando habitual-
mente a la hora de estudiar la contaminacidon por ruidos de grandes dreas o nicleos
urbanos. La metodologia se basa en una campaia de mediciones directas del rui-
do de no menos de un afo de duracion en reticulas de determinados tamaiios

mediante un procedimiento de muestreo.

2. Por simulacion. Actualmente, se utilizan técnicas de simulacidn basadas en el
cdlculo, que acortan la duracion del proceso de obtencién de datos y abaratan
su coste, ademds de introducir como ventaja fundamental la posibilidad de valo-
rar qué parte del sonido captado procede directamente de la luente y qué parte
procede de las diferentes reflexiones acusticas del entorno. Estas nuevas técnicas
de simulacion son posibles gracias al aumento de la capacidad de los sistemas
computacionales, a la comprension y normalizacidn intemacional de las diferen-
tes formas que una fuente puede generar un sonido, al entendimiento de los efec-
tos de la propagacion del sonido por los diferentes medios y materiales, y a la
estandarizacidn de los modelos de cdlculo. A través del uso de estos simulado-
res, podemos llegar a predecir los niveles de ruido que se dan en un cualquier

escenario acustico imaginable presente o futuro.
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CARACTERIZACION DEL RUIDO
Las presiones acusticas a las cuales es sensible el oido humano varian en un intervalo
enorme. Asi, el umbral inferior de la audicion humana, es decir, la presion acustica
minima que provoca una sensacion auditiva, es 2 x 107° Pa, y el umbral maximo es de
alrededor de 20 Pa.
La manipulacion de valores que cubren un campo tan extenso no resulta cdmoda, por lo
que se recurre a la utilizacion de otra escala, logaritmica, y otra “unidad”, el decibelio.
Se define el nivel de presion sonora L por la expresion:
2 P

Lp =10log P2 = 20 log B,
donde /% es el valor de referencia de la presion acustica que representa la menor presion
acustica audible por un oido humano normal, 2 x 1073 Pa, L se expresa en decibelios
(dB). El comportamiento del oido humano esta mas cerca de una funcion logaritmica
que de una lineal. Un oido humano es capaz de percibir y soportar sonidos correspon-
dientes a niveles de presion sonora entre 0 y 120 dB. Este ultimo nivel de ruido marca
aproximadamente el denominado “umbral del dolor”. A niveles de ruido superiores pue-

den producirse danos fisicos como rotura del timpano.

En decibelios (dBs)
Slgnco @ i oy ke, = o i, laedis-
G, limite del
Pisada 10 estres, problemas de suefio, Q m:)lnfbral
Viento en los arboles 20 falta de descanso. hipertension, \
nsiedad., dolor de cabe il
Conversacion en voz baja 30 ‘ y e
problemas digestivos. etc o
Biblioteca 40 !
Despacho tranquilo 50 N el propuesto por la OMS
T Conversactn (B 60 al aire libre= 55 dBs \
— —0

Tréfico de una cwdad [N 80
Aspiradora [ 90
Motocicleta con escape ruidoso ([N 100
Concierto de rock [REGEE—_—_ 120
Martillo neumatico [ 130
Despegue de avion (RGN 150 4
Explosion de un artefacto | 150

Ambiente Ambiente [l Ambiente @ Ambiente [l Ambiente
silencioso pOCO fuidoso nuidoso molesto insoportable

Figura 2.2: Escala de niveles sonoros
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2.1.1. Obtencion de la Ecuacién que gobierna el Ruido

De las definiciones del ruido se sabe que es una Onda Sonora generada por una Fuente
de Ruido, que se propaga en el medio ambiente. Para nuestros fines se considerara un
flujo de aire sobre un dominio espacial €2, determinado sobre el sistema de coordenadas
cartesianas {z,y, z}; p= p(z,y,2,t), p=p(z,y,2,t) y F = F(z,y, 2, t) son la den-
sidad, la presion y la densidad de fuerzas externas calculadas para una unidad de masa
de aire, en el punto (z,y, z) y en el instante ¢, ademas v = (v, ,v,, v,) es la velocidad
de la particula de aire (donde v,, v,y v, son las componentes en las direcciones z, y, z),
todas estas magnitudes caracterizan la perturbacion del aire generada por dicha fuente.
En esta deduccion [Moser, 2009] [Shames, 1985] [Tijonov, 1972] se formula los fenome-

nos siguientes:

1. De qué manera las pequenas masas de aire son inducidas a moverse acelerada-

mente a causa de las fuerzas que actuan sobre ellas.

2. De qué manera son comprimidas las pequenas masas de aire por las fuerzas ac-

tuantes.

A continuacion, de estos fenomenos se deduce las ecuacion de conservacion de movi-

miento y de masa respectivamente:

A) Deduccion de la Ecuacion de Conservacion de Movimiento
Considérese cierto volumen de aire V' y calculese las fuerzas que actia sobre
él. Despreciando las fuerzas de rozamiento, para la resultante de las fuerzas de

presion, se obtiene la integral de superficie:

- /p- ndl’, (2.4)
Jr

donde I" es la superficie del volumen V, 1) el vector normal exterior unitario a la
superficie. Por la formula de Ostrogradski, se obtiene
- / p-ndl'=— [ VpdV. (2.5)
r v
Para calcular la aceleracion en cierto punto, es necesario considerar el despaza-
miento del propio punto. Sea z = z(t), y = y(t), z = 2(t) la ecuacion de la

trayectoria de dicho punto.
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Calculese la derivada de la velocidad con respecto al tiempo:

v v o i dv .

— — --—;-.l-—”

dt - Ox iy " Bz°

i + o i i
- = m——y 1 U -1
it or dy © Oz ]

du
— m +u 'Fr.

Esta derivada con respecto al tiempo se llama sustancial o material. La ecuacion
del movimiento de la particula de aire, expresa el nexo entre la aceleracion y las

fuerzas que actuan sobre estas:

i
f n% dv / VpdV + f pFdv (2.6)
¥ i 'L 1'

En virtud a la arbitrariedad del volumen V/, se obtiene la ecuacion del movimiento
en forma diferencial:

vt+v-Vv=—le+F. (2.7)
p

B) Deduccion de la Ecuacion de Conservacion de Masa
Si dentro del volumen V' no hay ni aumento ni pérdida de masa, entonces el cam-

bio de cantidad de aire dentro de V por unidad de tiempo es igual al flujo a través

d
VA= mdl. :
dt/pd /rpm]dI (2.8)

transformando la integral de superficie en integral de volumen se obtiene:

1 :
f(t:f v {;n]) dV =

Como esta igualdad es valida para volimenes arbitariamente pequerios, se sigue

de la frontera I':

la ecuacion de conservacion de masa:

op

T

o bien

g[:-+v Vp+pV-v=0. (2.9)

Para simplificar las ecuaciones de conservacion en el proceso de propagacion del ruido.

Se hara las siguientes suposiciones:

1. Asumiendo que no actuan fuerzas externas sobre la propagacion del sonido.
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2. Asumiendo que el proceso de propagacion del sonido es adiabdtico, por tanto la

ecuacion de estado resulta ser la siguiente expresion de Poisson:

) K C,
! =<£> (7= ,’) (2.10)
Do Po Cy

donde p, y po son la densidad y presion inicial respectivamente, asi como C), y
(', corresponden a las capacidades calorificas a presion constante y a volumen

constante respectivamente.

3. Asumiendo que las oscilaciones del aire son pequeiias, asi se puede despreciar los

términos no lineales de las ecuaciones de conservacion.

Luego de aplicar estas 3 suposiciones se obtiene el siguiente sistema simplificado:

v, = —panp. 2.11)
pr+ PV -v=0, (2.12)
p = Ap. (2.13)

donde ¢ = 1:7“.
Por lo tanto conbinando las ecuaciones (2.11), (2.12) y tomando en cuenta (2.13), se
obtiene la ecuacion de la Onda Sonora:

1 &p

s —>. (2.14)
e rl'f"

Ap =

2.2. Modelo Matematico: Ecuacion de la Onda Sonora
n-dimensional

Como se vio en la seccion anterior el ruido es gobernado por una EDPHL (La ecuacion
de la Onda Sonora). La solucidn cldsica de este tipo de problemas, tratado en el capitulo
de los preliminares, es demasiada extensa para obtener su solucion explicita en n di-
mensiones. Ademds como se vera mas adelante la solucion numérica por el método de
Diferencias Finitas no es tan precisa para los datos discretos obtenidos. Son por estos
motivos que se decide abordar el problema desde el punto de vista variacional, es decir
estudiar la solucion débil o variacional del problema.

Como la Onda Sonora es una ecuacion hiperbdlica, en esta seccion y en la siguien-
le se tratard la solucion para las EDPHL, para asi completar el estudio de las EDPH

| Evans, 1970].
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SeaQr — Q2% (0,7),dondeT" > 0y 2 C R", paran = 2 un conjunto abierto y acotado,
considérese para la funcién presién la variable dependiente u tal que u es una funcién
escalar diferenciable hasta el segundo orden, en [, z; y z2; cuyas derivadas parciales de
w respecto a cada una de las variables independientes estan definidas sobre un dominio

Qr acotado, tales que satisfacen el siguiente problema de valor inicial y de contorno:

EDP: uy+Lu=/f en Qp
(OF { u=g, w=h sobre Qx{t=0} (2.15)
CcC: { u=0 sobre 90 x (0,7

donde f : Qp C R™' - R; g,h:Q — Rsondados yu: Qp C R*™*! - R, es
la variable incégnita del problema. Ademas L (u) es un operador diferencial lineal de

segundo orden, para nn = 2 toma la forma siguiente:

EDP : Up = C2 [u:rz + uzz} en (271
Cl: { u=g, w=~h sobre Qx {t=0} (2.16)
CC : { u=0 sobre 9IQ x[0,T]

donde f es una funcion nula y g es la funcion que representa a la fuente de ruido.
Este es nuestro problema central a resolver en el trabajo de Tesis, cuyo objetivo sera en-
contrar una solucién explicita. PPara ello se realiza en la proxima seccion un estudio de

la existencia y unicidad de solucién.

Definicion 2.2.1 (Operador hiperbélico uniforme)
Considérese que L(u) es un operador diferencial parcial de segundo orden de la forma:

n

Lu = - Z (a-,,] (x, t)uIl)IJ + Z b1(1', t)1LI, + c(x, {,)’u

i,j=1 i=]

llamado operador divergente de segundo orden en n- variables.

Y sea
n

Lu = — Z @i (T, E)Ug,z, + Zb,(z, t)ug, + c(z, t)u

i, f=1 i=

el operador no divergente de segundo orden en n- variables.

Sean los coeficientes ai;, by, c(i,j = 1,--- ,n) funciones conocidas para el problema y
dependientes de (z,t) o funciones constantes, donde x € R"™. Considerando la trans-
Jormacién cuadrdtica (1.13) y la definicion (1.2.1), se dice que el operador diferencial

2 .. . . o = g
%; + L es definido como operador hiperbélico uniforme si existe una constante 0 > ()
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tal que la forma cuadratica de los coeficientes de las derivadas de segundo orden de u

cumplen:

V(z,t) € Qr, Vy € R™: Z aij(z, )yiy; > Oly|?

ij=1
En particular para nuestro caso en estudio se tiene que u esta definida en Qr C R*"!,
con n = 2, aunque la funcion u satisfaga la ecuacion de la onda bajo la condicion de
hiperbolicidad uniforme, la mayor dificultad para encontrar la solucién clasica explicita
de este problema, en 7 dimensiones espaciales para n > 1, segun [Tijonov, 1972] en
el caso de n > 2, no se puede hallar la forma canonica en un entorno de un punto del
dominio 7, condicion necesaria para aplicar la formula de D’ Alembert, como en el
caso unidimensional con la que se encuentra la solucion clasica pero implicita. También
se puede apreciar en [Petrovski, 1960] un método de solucion del problema de Onda
para n > 2 aplicando la férmula de Kirchhoff (método del Descenso), con el cual se
llega a la misma dificultad de obtener una solucion implicita restringida en algunos
puntos del dominio, para evitar asi las singularidad que se forma en una vecindad del
punto en estudio. Por tales dificultades es que se decide abordar el problema de un modo
aproximado para llegar a obtener la solucion explicita del problema en estudio. Para
ello se utilizara el Método de Galerkin con Elementos Finitos, desde este punto de vista
numeérico es necesario transformar el problema clasico o diferencial en un problema
llamado Problema Variacional, cuya formulacion se realizara en la siguiente seccion y

en ésta se hara el estudio de existencia y unicidad de solucion en sentido variacional.

2.2.1. Formulacion variacional del Problema de la Onda Sonora

Para definir el problema variacional se consideran las siguientes condiciones:
L. a, b, c€ CY) (4,j=1,---,n),n=2
2. [ e 12 (Qy),
3. g € II}(Y), h € L2(N2)
Haciendo uso de los espacios evolutivos, se redefine vy f, como
w:[0,T) = Hg(2), por [u(t)](z) = u(z,!)
de manera similar
[:0,T) = LY Q), por [f(D)l(z) = f(z,1)
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que se denotara simplemente por vy f.
Ahora se pasa el término fuente, de la ecuacion hiperbolica en su forma no divergente,
al primer miembro y se multiplica por una funcion test, v € [1}(€2), y luego se integra

sobre (2.
/[utt Lu— flodz =0
Q

y de la definicion (2.2.1) y aplicando la siguiente identidad

/][{E,JH;‘ ), vdT = ~ /u,}ur‘rﬁrf.r (2.17)
Jn Ja

se obtiene la formulacion variacional para la ecuacion hiperbolica no homogénea
(uttav) +B[U,U,t] = (f,'U) (218)

para) < t < T, donde (,) denota el producto interno en 2(§2) y B es una forma

bilineal dependiente del tiempo, definido como:
Blu,v;t] := /{; Z aij (- t)uz, vz, + Z bi(, t)uz,v + (-, t)uvdz
ij=1 i=1

Se ve de la EDP wy + Lu = f que uy se puede escribir como
uw =g° + Z 9z
1=1

donde

g =f- Zbiux.- —cu y ¢:= Zaquz.(j =1,---,n).
i=1

ij=1
Esto suguiere que se debe buscar una solucién débil u tal que v € I/ !(()) para casi
todo 0 <t < T, donde u” denota u; en sentido débil, entonces reinterpretando el pri-

mer término de (2.18) como (u”,v); (,) estableciendo una vinculacion entre /1~1(Q) y

HG(82).
Condiciones de regularidad
Asumiendo que
we L20,T; HISY) con o' € LA0,T;L3(8) y u" e LX0,T; H ()

el problema consiste en hallar u que satisface la siguiente Ecuacion Variacional Hi-
perbdlica (EVH):
(u",v) + Blu,v;t] = (f,v) (2.19)
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para cada v € I1}(2) encasitodo 0 < ( <7,y

w(0) =g, W' (0)=h. (2.20)

Pero para hallar la solucion wen sentido débil, es necesario previamente hacer un estudio

sobre la existencia y unicidad de solucion lo que se abordard en la siguiente seccion.

2.2.2. Existencia y unicidad de solucion del Problema Variacional

Antes de pasar a la demostracion de existencia y unicidad de solucién del problema
variacional hiperbdlico, se define una base de aproximacion del problema de dimension
infinita (2.19) por medio del método de Galerkin, luego se construye la base del espacio
de tunciones de aproximacion y se demuestra la existencia y unicidad de solucidn basa-

do en el Teorema de la Desigualdad de la Energia.

Aplicacion del método de Galerkin
Sea una sucesion de funciones que satisfacen las condiciones de regularidad, {w, }72
tal que define una base ortogonal de //(2) y una base ortonormal de 7.%()).

Luego se fija un entero positivo 1, y se escribe

m

U (1) = Z dﬁl(t)wk. 2.21)

k=1
donde se busca los coeficientes d* (1)

0<t<T, k=1,---,m)ltales que:

d0)=(gwp) (k=1,---,m) (2.22)
A0y = (howg) (k=1.---,m) (2.23)

y
() + Bl wis t) = (fyuy) (O<t<T, k=1, ,m) (2.24)

Teorema 2.2.1 (Construccion de soluciones aproximadas)
Para cada entero m = 1,2, -- -, existe una unica funcion w,, de la forma (2.21]) satisfa-

ciendo (2.22)-(2.24).

Demostracion.
Supongamos u,, de la forma (2.21), observamos que tomando {wy}2, como una base

de L2(5), se tiene

[”:ll'llr.{' “'J'-', o ,‘J‘:'“";j:l_
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Por otra parte,

m

Blum, we; t) =Y eM(O)d (1),

=l

donde €' := Blwy, wy: | para (k,l = 1,--- ,m).

Se denotard por f*(t) := (f(¢),wy) para (k,l=1,--- ,m).

Una vez definida la base del espacio de aproximacién como consecuencia de aplicar
(2.24), la formulacién variacional del problema cldsico con la interpolacién polinomial
y el método de Galerkin, con elementos finitos, el problema variacional (2.24), se con-

vierte en un sistema de Ecuaciones Dilerenciales Ordinarias (EDQO) lineal.
dt"(t) +Ze“ WdL(8) = fft) 0<t<T, k=1,---,m), (2.25)

sujeto a las condiciones iniciales (2.22),(2.23). De acuerdo con la teoria clasica de
las EDO, se demostraria que el sistema tendria solucion tnica de clase ("2, d,,, (1) =
(dr,(2), -+, dT(¢)), satisfaciendo (2.22),(2.23), y que resuelve (2.25) para 0 < { < T.
Luego cuando m — o0, se tendria por el teorema tundamental del dlgebra, que la base
construida es una base del espacio de dimensién infinita.

A continuacion se demostrara mediante teorema de la Desigualdad de la Energia, el

dominio de existencia la solucion débil.

Teorema 2.2.2 (Desigualdad de la Energia)
Existe una constante C positiva que depende de () C R%, T y de los coeficientes de 1,
tal que

.rgtéxT( |tm ()] 113 () + || ttn (1)] L?(Q)) + |l 200 -1 (@)

C ( |fllz20,re2) + Hgllay + 1A L'—’(Q)) .
param=1,2,---
Demostracion.

1. Multiplicamos (2.24) por d*’ sumamos k = 1,--- .m, y de (2.21), obtenemos

m*

“Jm.] g ";l”'“' ”:u.‘:_ = Ej HJm I‘; (226)

paracasitodo 0 < ¢ <T.

Observamos que (u,, up,) = 7 (2 |ul,, LQ(Q)> . Por otro lado, podemos escribir

n i
B[’ltm,U:,L;['J — / 2 ”r_:“.ln.r,”:“__,—_:"r;r T / Z'J’a”m X “:“ T Cllg n:“rf.!'
J {1 if=1 41 i=1
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desde que a;; = aj, (4,7 =1,--- ,n),n = 2 vemos

d [1
B, = = (G,-llu,,,. T ) [ L a; iU U i (2.28)

o =1

por la simetria de la forma bilineal

Alu,v; t] = / Zr:,,u e (w,v € Hy(€)).
8]

==l
la igualdad (2.28) implica
B, > ! 1/1[1 ) ]) Cllu | (2.29)
N Ly U m 1 .
1=\ 9 HY ()
y notamos también
Ba| < C (I1ttml gy + 1t ey ) - (2.30)

combinando las estimaciones (2.26)-(2.30), obtenemos

d

= (1l By + Altems i) < C (e + um gy + 11220

< C <| u:n %2(9) + 44 [um,um; t] + fl ‘iQ(Q)) (231)

donde usamos la desigualdad
7} / Du\?dx < Alu.u; t] (u € HJ(SD)). (2.32)
Ja
que se deriva de la condicion de hiperbolicidad uniforme.

. Ahora escribimos

n(t) := | u,(t) o)+ Alwm(t), um(t);t (2.33)

£(0) =111 (t) ey (2.34)

entonces la desigualdad (2.31) se escribe
() < Cinlt) + C2E(t)

para 0 < ( < Ty constantes apropiadas C,, Cy.

Aplicando la desigualdad de Gronwall, se obtiene la estimacion.

t
n(t) < e&'® (77(0) + C, / E(s)ds) (0<t<T) (2.35)
JO
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por lo tanto

00) = [Jw, (0)|[Z20) + Alttm (0), U (0); 0

< C( Wli?(n) + g i’é“”) '

de acuerdo a (2.22) y (2.23) y la estimacion ||w,,(0)|] ;1) < [|9ll11(0)- Asi las

férmulas (2.33)-(2.35) proporcionan la cota

()17 2e + A [tn (1), U (1); 8] < f'( ] fn;.”, + [R50 + |1.f ';‘__.m_f.;_._.l,_“,)

desde que 0 <t < T fue arbitrario, vemos de esta estimacion y de (2.32) que

L?(n))
§ C( q”?lé(ﬂ) + Ih 11,12(Q)+H‘/ ‘?,2(0.T;L2(Q))>

méx( e ()| a0y + [t

3. Fijando cualquier v € HOI(Q), 0]l 13y < 1y escribimos v = v' + v?, donde
v € Span{w i,y (0%, we) =0 (k=1,---,m). Notar que ||»' li@) < 1.
Entonces de (2.21) y (2.24) se tiene

H:I

l::”::w":' (u, 0') = (S, v ') = .”lfr,,..r*".f

Asi se obtiene

<u:1n3v>| <C ( \f ‘LQ(Q) + “m”[lé(ﬂ)) .

desde que H?)l| [{(%(Q) S 1.

Por lo tanto se tiene que

T T
p 2 1 2
/ |um |51 @ydt < C/ 1S 1Z20y + lem| {7130y dt
JO

JU

. 2
< C ( |9 lfzg(n) + [|h] )L?(Q) + I/ 'L?(U.T;L?(Q))) )

Teorema 2.2.3 (Existencia de solucion unica en sentido débil)
Asumiendo que la funcion v cumple con las condiciones de regularidad v satisface la
hipotesis del teorema de la Desigualdad de la Energia, entonces el problema variacio-

nal (2.19), con término fuente [ = 0 tiene solucion unica.

Demostracion. La demostracion de este teorema se divide en dos partes, primero la

existencia de solucién y por ultimo la unicidad de la solucidn:
1. A continuacién se prueba que existe una solucién al problema (2.19):
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a) De acuerdo al teorema 2.2.2, vemos que las sucesiones {u,, }._, es acotada

en L2(0.T; H} (), {1} | esacotadaen L2(0,T; L2(§)) y {nl 13, es
acolada en L2(0,T; H (2)).
Como consecuencia de esto, existe una subsucesion {um, 172, C {wn} |y
w € L0, T:[1)(2), con «' € L0, T L2(Q)), v’ € L*0.T; H '(R)).
tal que

Um, — 1 débilmenteen [2(0,T; [1;())

w, — u' débilmente en [*(0,T; 12(52)) (2.30)
uy, — " débilmenteen 20,7511 '(9))

m

b) A continuacidn fijamos un entero Ny escogemos una funcion v € C' ([0, 7']; 11}(£2))

de la forma

() = d*(t)un, (2.37)
k—1

donde {d*}} | son funciones con suficiente regularidad. Eligiendo m > .
multiplicamos (2.24) por dk(t), sumamos k = 1,--- , V, e integramos con

respeclo a t.

T T
/ (V) + Blug. v tdt = / ([, v)dt. (2.38)
J 0 JO

Haciendo 1 = iy, de (2.36), y tomando limite a (2.38) se obtiene que:

T T
/ (u",v) + Blu,v; t)dt = / (fyv)dt (2.39)
JO

JA)
Esta igualdad se cumple para todas las funciones v € L?(0,T: H}(£2)) y por
la densidad del espacio de las funciones de la forma (2.37)en L2(0, T; {1}(Q)),
de (2.39) se obtiene:

(W, v) + Blu,v;t] = (f,v)

para todo v € [I}(€), para casi todo 0 < ¢ < T, y ademas se tendria que

uwe C(0,T); LAQ) yu € C([0,T); H '(£2)).
¢) Debemos ahora verificar que
u(0) = g, (2.40)

w'(0) = h. (2.41)

Para esto, elegimos cualquier {uncién v € C2({0, T'); I{;(<1)), con

v(T) =(T)=0.
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Entonces integrando por partes dos veces con respecto a ¢ en (2.39), obten-

€mos

T T
/ (v, u) + Blu,v; t)dt = / (f,v)dt
—(u(0),v'(0)) + ('(0),v(0)). (2.42)

similarmente de (2.38) deducimos

]
/ (0", ) 4 Bl v t]dt = /T(f’v)d{,
—(um(0),V'(0)) + (um(0), v(0)).

tomando m = my; y de (2.22), (2.23) y (2.36), deducimos

T T
/(v”,u)+B[u,v;t]dt = /(f,v)dt
70 0
—(g,v'(0)) + (h,v(0)).  (2.43)

comparando las identidades (2.42) y (2.43), s¢ verifica (2.40) y (2.41) cuan-
do v(0) y v'(0) toman valores arbitrarios. Con lo cual se demuestra la exis-

tencia de solucion.
2. Para probar la unicidad de solucion consideramos:

a) Sin pérdida de generalidad, tomando en el problema (2.19) que [ = g =

h = 0 se tendria una solucion trivial, es decir
u=0. (2.44)

Para esto considérese u cualesquiera que cumpla con las condiciones anteri-

ores y una luncion test v de la forma siguiente (fijando 0 < s < 7T')

[Fu(r)dr si 0<t<s
v(t) ==
0 si s<t<T.

entonces v(t) € H(§2) paracada0 < ¢t < T,y por lo tanto
/ (u",v) + Blu, v; tjdt = 0.
J0

por los datos dados en las condiciones iniciales se tiene que u'(0) = v(s) =
0, después al integrar por partes el primer término de la ecuacién anterior,

resulta:

/ — (v, V") + Blu,v; t]dt = 0.

0
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b)

considerando v'(1) = —u(l), para ) < ¢ < s. se tendria
/ (W' ) — BV, v; t)dt = 0.
J0

Entonces:

“d (1 l N
/0 i <2 1LH2L'.>(Q) - .-ZB[U,‘U; L > dl = — /u Clu, v;t] + Dlv, v;t]dt,

donde

; 'I_q I
Clu, v t] = E bive u+ Gf:rl_fr;::rrf.'r'
L1 e =

D|u, v; t] / E Ayjp Uz Uz, + E b, uz,v + couvde,

1,7=1

para u,v € H}(Q).

Por lo tanto
||u(s)][Z2eqy + B[v 0), v(0);t] = — /U Clu v, t) + Dlv, v: t]dt.
y en consecuencia

u(s) iz(ﬂ) + ||v(0)||2;1(§(9)

S (’0 |U |Hl (Q) + u'l Q(Q)dt + IIU( ) LZ(Q))
(2.45)

Sea

w(t) == /“l w(r)dr (0<t<T)

entonces, (2.45) se convierle en

| u(s) liZ(Q) + | w(s)ll%(g(m

<C ([; lw(t) —w(s) |i!,{(n) + [|u(t)] ?ﬂ(n)d‘ + |lw(s) ig(Q)> :
(2.46)

i ‘ 12
pero  |[w(t) — w(s)|[%y ) < 2w(O)]Fyq) + 2w(s) 30y
y o Mw)lleze) < fy ()l z@dt.

Por lo tanto, de (2.46) implica
|u(s) f,‘-’qm + (1 = 2sChy )| |w(s) i‘jrr‘,cﬂ'l <Gy [ juw| if._flﬂ} + ||u f_-:l.ﬂ_,u’f
LAl
Eligiendo 7T suficientemente pequefio tal que
, 1
| — 2T] Cl 2 ‘—2'
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Si 0 < s < T}, entonces se tiene que

" Z.f” | oo . b 2 2
”I.i\'] LAEYS 1 u ["'_l fllljl"“q = ( /‘ I L3 + i i‘.lll,;!,r.llll
a0

En consecuencia, la forma integral de la desigualdad de Gronwall implica

que u = 0 sobre [0,7}].

¢) Aplicando el mismo argumento en los intervalos |77, 2Ty, (21, 31], - - -, se

deduce la ecuacién (2.44).

d) Del resultado anterior se demuestra que si se tiene dos soluciones u, y ug
del problema (2.19) con condiciones no homogéneas, usando la linealidad
de los operadores se verifica que u; — u2 €s también solucidn de la ecuacién

hiperbolica y considerando las condiciones inciales dadas:
1y (0) = uz(0) q (g —ug)(0) =0

wy(0) = uy(0) = h (u; —up)'(0) =0

se verifica que u; —u; es solucion del problema con condiciones homogéneas,
luego de lo visto en (a), (b) y (c) se tiene que u; — uy — (), y por tanto

%] = U, con lo que se demuestra la unicidad de solucién.

El problema de la Onda en estudio es un problema asociado a una ecuacién hiperbdlica
de segundo orden homogéneo, es decir que satisface todas las condiciones de existen-
cia y unicidad débil como se ha demostrado con los teoremas (2.2.1), (2.2.2) y (2.2.3),
haciendo f — 0 se predice que el problema de la Onda Sonora bidimensional tiene so-
lucién Unica. El siguiente objetivo es hallar la solucidon desde el punto de vista numérico

lo cual se detalla en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

RESOLUCION NUMERICA DEL
PROBLEMA DEL RUIDO

En este capitulo se desarrolla numéricamente la solucion del problema de Onda, por
dos esquemas uno basado en Diferencias Finitas y otro en Elementos finitos, este altimo

es el que se utlizara para obtener los Mapas de Ruido.

3.1. Solucion numérica por Diferencias Finitas en 1D

A continuacion se enuncia la Ecuacion de la Onda con condiciones iniciales y de con-
torno en 1D:
Sean ] = (0,L) C R, Q2 =1 x (0,400) C R%, y u: Q2 — R donde u = u(z,t).

Sea el problema con condiciones iniciales y de contorno

EDP . utt=czum > (z,t)GQ
w(z,0) =g(z) , ze€l,
cr. | =0 =90 ; (3.1)
w(z,0) =h(z) , €I

cc: {u(0,0=Ct) y u(L.)=Ct) , t20

donde f,g : T - R, C},C; : [0,00) — R son funciones dadas, ademas ¢, L son

constantes positivas. En esta metodologia se usa la técnica de diferencias finitas, para

€S0.

Primero se discretiza el dominio espacial / de manera uniforme en N subintervalos, con

lo cual se obtiene el tamano de la particion del espacio:

Az = =
T=N
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luego se vera que el tamano de la particion temporal dependera de la espacial, la cual se

denotara por At, con estos tamanos se define las siguientes particiones:
Px &5 {Ii/iEi = (l— 1)AI, 1€ {1,2, ,N+ 1}}

Pi={t;/t; = (7 — 1)At, j € N}

Se denotara de ahora en adelante que:

Vi,je N: u(z;,t;) =ul

En segundo lugar, se reemplaza las derivadas de segundo orden por diferencias centra-
das, donde el superindice denotara el tiempo de ejecucion y el subindice denotara la

posicion donde se desea conocer la presion sonora:

J Jj-1 Jj-2 Jj=1 _ o, 3-1 Jj-1

(At)?  (Az)?

se despeja u]:

At\? . AL\?| - .
II‘: = (Zﬂ—d) {'I'.t;ri: -+ rr:_;l} +I3 !I = ("i—l?) uz ! —U',Z 2 (32)
se hace la siguiente suposicion _
cAt\?
oncill [P 3.3
( m-) : (3.3)
esta suposicion permite simplificar la ecuacion, obteniendose
: : TR U Az
Vie{2,3,--- ,N}Vi>3:w =u tu_; —u ! AL:H (3.4)

la ecuacion (3.4) esta bien definida a partir de la tercera etapa de tiempo, es decir para

encontrar la solucion al problema se debe encontrar los valores nodales en u} y u?.

s Por las condiciones de contorno, se tiene

VieN: w=Cy) vy upy,=Cat). (3.5)

a Por las condiciones iniciales, se tiene

e De la condicion de presion inicial, los valores de presion en el primer paso
de tiempo u;:

Vie{l,2,--- ,N+1}: u = g(z:). (3.6)
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e De la condicion de cambio de presion inicial y usando la aproximacion por

diferencia central, se tiene:

ou u? — uf
Vie {1,2,--- ,N : h(z;) = —(z;,0) = =2,
k| ik Ml == =0

luego se despeja 1.2 que es una solucién en un tiempo anterior al proceso:
u; = u — 2h(x;)Al. 3.7)
Sustituyendo (3.7) en (3.4) para j = 2, se tiene:

1

Luego la ecuacion (3.4), con (3.5), (3.6) y (3.8) describen el algoritmo para la solucion
del problema de onda en una dimension. Este esquema es mejorado, como se puede
apreciar en el trabajo previo [Mantilla, 201 1], usando la ecuacion de D’ Alambert (1.30)
para la obtencion de 7, como se ve a continuacion:

Se sustituye (x;, t2) en la ecuacion (1.30) y teniendo en cuenta las condiciones iniciales
se tiene la siguiente regla:

1 1 Z,+cAt
W = s A0 = oo+ a0 + gtz — a0l + o [ hls)as
2 2c T, —cAt

de la suposicion Az = cAt, y de que z; = (i — 1)Az se tiene:

- 1 o
u = ‘,1.‘”-"1*” + (i) + — [ his)ds
2 2‘- Ti—1
como Vi € {1,2,--- , N + 1} : u} = g(z;), entonces
9 1 1 1 1 Ti+1
Vie {2,3,--- ,N}:ui = Qlui-H +uyy) + o / h(s)ds, (3.9
JE._

luego se aproxima la integral por la regla de integracion numérica de Simpson.

3.1.1. Analisis de convergencia del esquema numeérico

Se usara para demostrar la convergencia el teorema de Equivalencia de Lax y la teoria

de diferencias finitas :

Teorema 3.1.1 (Equivalencia de Lax [Thomas, 1995]) Un esquema de diferencias fi-
nitas consistente para un problema de valor inicial lineal bien puesto, es convergente si

y solo si es estale.
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Para analizar la convergencia del esquema de diferencias (3.2), se considera dicho es-

quema de la siguiente forma:

i=1

= R* (]} + w; ) +2(1 = R°)ul b i (3.10)

S B S

— cOt
donde Rt = 2.
Por el teorema de Equivalencia de Lax, se verd la convergencia, a través de la consis-

tencia y estabilidad del esquema de diferencias finitas:

CONSISTENCIA

Definicion 3.1.1 Sean f(s) y ¢(s) dos funciones de un espacio vectorial S en R tal que

existe una constante positiva C, tal que:
VseS: | f(s)|<SC|¢(s)

lo cual se denota por:

VseS: [(s) = O(¢(s)).

Se dice que f(s) es del orden de ¢(s).

Definicion 3.1.2 (Consistencia) Un esquema de diferencias, se dice que tiene orden de
precision (p, q), si:

™ |l= O(Az”) + O(AL) (3.11)

donde nos referimos a " o || T || como el error de truncamiento. Ademads se dice que

el esquema es consistente.

Se denotard por v a la solucién exacta del problema (3.1) y tomando como herramienta

las Series de Expansion de Taylor se tiene:

5% i o 4l
(@i ty) = Ax'; 2 +0(A2?)
! 0%y vt — 20
=1 i~l i 2
— (s = O(AL
a2 (o L) At? +OA0)

luego reemplazando estas expresiones en la ecuacion diferencial, se obtiene:

j I -2 i=1 _ oy d=l g
u! —2u) T+ 2 (ul“ —2ul” +u_,

i = O(AL%) + O(Az®).
(AL)? (Az)? )

Por lo tanto el esquema (3.10) es consistente y de orden de precision (2, 2).
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ESTABILIDAD
Definicion 3.1.3 Un esquema de diferencia
”rr F1 — [J"”

se dice que es estable con ordenn respecto ala norma || - ||, si existen constantes Ax

y Aty, y constantes no negativas K, K, y B tal que
| ™ 1< (K + niy)e™ || o I
para0 <t = (n+1)At, 0 < Az < Azy y0 < At < Aty.

Por tanto se escribe el esquema de diferencias de tercer nivel en un sistema de ecuacio-

nes de segundo nivel:

Ut? = Uit (3.12)
donde
RSt +5)+2(1- 1) |
| 0
2 d 2 Jj+1
Uij+2 . y Uij+1 |

i1
!J

1 1

T

ademas S*ul = ul,, y S~ul = ul_,.

La demostracion de la consistencia se sigue en [Thomas, 1995], en el cual se toma la
Transformada de Fourier discreta al sistema (3.12). Asi si se considera 2 < 1 en el
esquema (3.10), entonces el esquema es estable de orden n y como es consistente con
la EDP del problema de valor inicial y de contorno (3.1), entonces por el teorema de

Equivalencia de Lax, el esquema es convergente si R < 1.

ORDEN DE CONVERGENCIA

Teorema 3.1.2 ([Thomas, 1995]) Supdngase un esquema de diferencias de multinivel,
consistente de orden de precision (p, q) para una EDP de segundo orden en tiempo y
estable de orden n. Entonces si la diferencia w = v — u donde v es la solucion exacta
y u la aproximada para las condiciones aproximadas w' y w? son tales que w! = 0

y w? = O(AtAz?) + O(At""), el esquema de diferencias es convergente de orden

(P, 9).
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Para analizar el orden de convergencia primero se analiza la Condicion de Inicializacion
(3.8) para el esquema simplificado (3.4), por lo cual se toma su forma general. Por el
cambio de presion inicial, se tiene la siguiente aproximacion:

]

L= p; (3.13)

o
ui —u

TOAL

donde h; = h(z;), tomando j = 2 en el esquema (3.10), se obtiene:

u? = R? (ujp +ui_y) +2(1 — R} u} —uf, (3.14)
despejando »? de (3.13) y sustituyendo en (3.14), se obtiene:

u = %Rz (9i+1 + giz1) + (1 — R?) g; + Ath, (3.15)

donde u} = g;. Ya se demostro la consistencia y la estabilidad, ademas por la condicion

! = u/} para todo i por lo tanto w! = 0, sdlo faltaria w?,

e —

inicial de presion, se tiene que v

que se halla a continuacion:

w? = v2— 2
= o} + (v)At+ (vt) A + O(APR)
—3R*(giv1 + 9i-1) — (1 — R?)g; — Ath,
= (va)i -Aatz' +0(AL%) - s R%(9i+1 + 9im1) + R2g: (3.16)
= S3(6%))AE + 20(A?) AL + O(AL)
— 5 R%(9i1 + 9im1) + R2g;

= O(AZ2At?) + O(AL),

donde &%u; = u;y; — 2u; + u;—1. Con este ultimo resultado se completa los requeri-
mientos del Teorema (3.1.2), por lo que se demuestra que el orden de convergencia del

esquema de diferencias es (2, 2).
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3.2. Solucion numérica por Elementos Finitos

En esta seccion se aborda el problema de la Onda Sonora como se hizo en el capitulo an-
terior, sélo se hard algunos recuentos de la [ormulacion variacional, para poder deducir
el esquema numérico, sea entonces la Ecuacion de Onda:

| v Pu  Pu
aor oo " 317
donde u(z, z, t) representa la presidn sonora en el punto (z, z) y en el instante £, y c es
la velocidad del sonido en el aire. Esta ecuacion estd matematicamente clasificada como
una ecuacion hiperbdlica lineal de segundo orden. Esta ecuacion diferencial definida so-

bre el dominio espacial 2 y el intervalo de tiempo (0, T'| debe satisfacer las condiciones

iniciales y de contorno respectivamente:

Ou

Vi € Q: u(z,0) = ug(x) | 5(

Z.0) = m(7) (3.18a)

Vzel, VLe|0,T]: w(z,t)=1ult) (3.18b)

donde u, ug y vy son tunciones dadas, x = (2, z) y " es la (rontera de ().
A continuacion se halla la formulacién variacional de este problema en particular.
Se toma la notacién:

i eI

.l"I =u oy 8 l!'l—l‘]nn_
T oy R T

luego se la multiplica por una funcién peso v = v(x, z) y se la integra sobre (2, obte-

niendose:

| 82u '(’)F, i F2
——— — — — —| dzdz =0 3.19
/QU [02 o ox 0z et

aplicando derivadas parciales a las funciones v F} y v F; respecto a z e = respectivamente

se tiene las siguientes identidades:

0 D ov 0

— = — [ — =—(vF;
v ox or (9:1:(?) )
oF, 0v 0
—_— —_— = -——[‘—‘. —_—— 4
U 0z 9z 2 8z(vF2)

reemplazando estas identidades en (3.19) se tiene:

1 &*u Ov o ov . 0
—_— ) —fty — — [ e N . d ‘d — O
/S |:C2vat2 + al.rl 0x(v/1)+ 8312 az(vpz)] raz

Aplicando el teorema de la divergencia y considerenado que v se anula en la frontera,

se tiene:

/ —a—(vﬂ)dwdz = %(vﬂnm)ds =0
Q 0T Jr
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e,
—— F — o B
/Q ﬁz(v 2)drdz jl(r(vl}nz)ds =
reemplazando nuevamente se tiene

'‘T1 &Pu  Hv v

A lr*; Nf'_" ri‘_;! + - f J drdz = 0, (320)

esta ultima ecuacion es la formulacidon variacional de la ecuacidn de la onda. Como se

desea comparar el MEF con el de Dilerencias Finitas, se particulariza la [ormulacion

/' lvazu O0v du e — 0
Jalc? 012 Oz oz S (3.21)

3.2.1. Aproximacion espacial: Método de Elementos Finitos

anterior para 1D:

Luego se aplica un Método de Elementos Finitos [Reddy, 1993] |Johnson, 1987],
llamado Galerkin al caso bidimensional otenido y también al caso particular unidimen-

sional.

CASO 2D

Se Aplica el método de Galerkin para aproximar la variable dependiente « sobre un

elemento finito {2 de la particion espacial, como se ve a continuacion:

u(z, 2, t) =~ U%(z. 2,t) = Z us (t)v5(z, 2)

j=1
donde u es el valor de u en el j-ésimo nodo (zj, z;) del tridngulo, n el nimero de nodos

del elemento y % son las funciones de interpolacion de Lagrange, con la propiedad:

1 st i=j,

’lﬂj(l‘,,zi) S o .
0 si 7#].

hallando las derivadas parciales de la aproximacion se tiene:

j - ‘( ()zpc
(@2 t) = ) ui(t) 5~ (z,y) . (z,2,t) = Z 8 )

Reemplazando en la ecuacion (3.20), tomando como dominio el elemento 2¢ y como

funcién de peso v = 1,, se tiene:

1/ ARy
? JQe (wlz l’z ’d)J) Cl:v(lz-{—,/s;e 1 e
o
1 - ;.'r‘uJ : i r"h Ny ahp, r
:,/I; Z{ ‘”- }H‘HL + / L {HHH B + gzt 52 s } Ll
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o también

, d?
Vie{l,---,n Z!\ “J+Keuj_0 (3.22)

donde

1 . O; Oy | O O\
Me =2 [ papded ;9=/ i 05 | Owi Oy ‘
" e szewwj ey By !e<8x 9z | 9z 3z}dIdZ

Ahora en adelante se usara elementos triangulares lineales:

Elementos Triangulares Lineales
Antes de continuar, se define el tipo de particion espacial que se usara aqui: La triangu-

lacion.

Definicion 3.2.1 (Triangulacién [Ciarlet, 1979]) Una triangulacion o malla es una
particion T, (Q?) del dominio Q C R? en un nidmero finito de tridngulos T, llamados

elementos con las siguientes propiedades:
)TcCQ VT e T
ii) Q= Uren@T
i) YTy, To € Th(S2) conTy # Ts: ’;", N ';L.-.= 0

ademas, VT, T, € Tn(?) con Ty # T, se satisface solo una de las siguientes condi-

ciones:
ii) Ty y T, tienen un sdlo vértice comun.

iii) Ty y T, tienen un solo lado comun.

ademds h denota la mayor longitud de los lados de los elementos de la triangulacion.

b= mi {miclli— a1}

TeTw(82) | p,g€ET

En el siguiente grafico se muestra un elemento tipico de la triangulacion:
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(3, 23)

(T1,21)

(ra, z2)

Figura 3.1: Elemento finito triangular con nodos en los vértices.

Para hallar las funciones de interpolacién asociadas a este tipo de elementos, se supone

que u es lineal en z e z dentro del elemento, es decir:
U = ay + ayr + azz
o en forma matricial:

a
u(z,z) = [1 z 2 as (3.23)
iy
donde los a; son las constantes a determinar.

Reemplazando los puntos nodales en (3.23) se tiene que:
u(ry, 1) = a4+ sy + 232 = WUy
(T2, 22) = a1 + a2 + a3z = Uy
u(:tg, 23) = a1 + a9T3 + a323 = uUg

luego:
iy 1 &y =z iy

Uy : 1 To 22 a2

Us 1 I3 23 as

ey

&3

Ly l. 'J"I

Ua

=
=
Il
s
3
L ]

¥
-

3 Uz

x|

(v | R

luego reemplazando en la ecuacion (3.23), y efectuando se obtiene:
u = Prur + Paus + Yaug (3.24)

47



donde

1
,d)l = 2—A [.’EQZg — T329 + (2-2 —_ zs)j]; + ('7'3 — m'Z)Zl

1
Yo = ﬂ[{l}gzl — 123+ (23 - 21)5E+ (Il —.’I,‘;;)Z

1
Yy = 5 [T122 — T2z + (21 — 2)x + (T2 — T))z]

Las funciones 11, 12 y 13 son las funciones base del espacio de elementos finitos.

Evaluacion de las Matrices de elementos
Ahora se calcula las matrices de elementos A{¢ y K®, lo cual no es sencillo, por lo que se
recurre a un método de aproximacion, conocido como método de Cuadratura Gaussiana

[Burden, 2004], para mostrar como se procede se da el siguiente ejemplo:
/ flx,2)dxdz = A, f(x),2) + F (3.29)
J JQq

donde:

M ={(r,2)/0<2x <], 0<z<1-2}

es un elemento tipico de la triangulacién y I£ denota el Error cometido. Se observa que
en la ecuacion (3.25) aparecen 3 variables A, z; y 21, las cuales hay que determinarlas,
para ello se supone que (3.25) sea exacta para cualquier polinomio lineal en z e z, y
como la integral es un operador lineal, de aqui, es suficiente que (3.25) sea exacta para

los monomios 1, z e 2. Es decir, sobre {}; se tendria el siguiente sistema algebraico:

Si f(z,2) =1
1 o B o ]
/ / ldzdx = - = /1]
JO JO 2
Si flz,2) =2
J 1 JEF ] 1
/ j i'!]lfif.l' = = = .11-[.'[
Jo Jo i
S f(x,2) =

z
| =z 1
[ / zdzdxzﬁzAlz.

cuya solucién esta dado por:

luego, la regla de cuadratura de un punto es:

]

' 11
. — it fi( ) .26
f(x,2)dx dz 2f(3,3)-+-L (3.26)

J Qo
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el cual corresponde al punto de evaluacion dptimo, que es el centro de gravedad del
triangulo.

De manera andloga, se puede establecer una regla de cuadratura de 3 puntos:
/ fz.2)de dz = A f(21.21) + Axf (22, 22) + Asf(23, 23) + 1Y (3.27)
. Qo

es decir, se deben determinar 9 variables, éstos valores son mostrados en la tabla si-

guiente:

1 ' T, 2 /11

e
|': 2 6
| |

2 0 -
2 6

1|0 2 .

2 6

Para calcular las matrices A/¢, K¢ de cada elemento 2 de la malla del dominio 2, se
usara para evaluar la integral doble el elemento triangular tipico {2y dado en (3.26) bajo

un cambio de coordenadas adecuado, 7'(£,7) = (z, z) , donde:

Ia(&, 77) |
z,2)drdz = T(&. — d€ dn
| [(z,2) | an( (€.m)) A1)
y &, m) denota el Jacobiano de la translormacién 7" calculado como:
o(z, 2)
of 0%
o _| %
o(x, 2) o 67_} |
ox 0z |
’}‘ > Y4 ‘ p
" |
r'.l . Lll 1 ll"
1\
</
3. Nop
. ' ) x’

Figura 3.2: Transformacién 7" de Q2(¢) a ()
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ademas:
x = (I=€&—=n)z;+Ex; +nay
2 = (1=&=n)z+z+n2

Entonces las funciones base: ¢; (7 = 1,2, 3) toman la siguiente [orma:

ni6m) = 1=-€E-n
a(§m) = &
vs(&m) = 7
Luego se ensambla las matrices M€, K¢, [¢ y el veclor de nodos «° obtenidas en cada

elemento para obtener el sistema global:
Mu"(t) + Ku(t) = F
| u(0) wo (3.28)
| L(0) = wp

para cada ¢ de la particion temporal.

CASO 1D
Para el caso unidimensional se sigue los mismos pasos con la diferencia que los
elementos de la particion son segmentos unilormes, es decir de la [orma [z, 22| y sus

funciones de interpolacion son:

_ To— I T — T
iy (z) = v a(T) = ———
ol To — T,

Por lo tanto la solucién sobre un elemento es:

L= YU + Polla

donde u; = u(x)) y us = u(x2). Luego se obtiene el mismo sistema EDO de la [orma
(3.28) del Caso 2D
Mu'(t) + Ku(t) = I
w(0) = wuy (3.29)
w(0) = vy
donde M, K y I son las matrices ensambladas de todos los elementos de la particién,

con la diferencia de que sus matrices M€y K¢ se pueden calcular directamente como:

13 1/2 , A
M® = (22 — 1) /31 , Ke=——
1/2 1/3 m-o | 11
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3.2.2. Aproximacion temporal: Método de Newmark

En esta seccion se busca a través del método de Newmark [Reddy, 1993] transformar
los sistemas EDO (3.28) y (3.29) en un sistema de ecuaciones algebraicas.

El método de Newmark para resolver los sistema EDO es definido a través de las si-

guientes relaciones:

Miiy + Ku, = F,,
Ugp1 = Uy + Atily + AL, + 37AL (g4 — i), (3.30)

'l:l,3+1 = 1'1,3 + Atﬁs + O!At(ils+1 = 'l'l.,s).

donde el subindice s indica el s-ésimo paso de tiempo, es decir:

Ugy1 = ﬁ(ts+1) Ug = il.f(ts)
’l'l,s_..l = 'l.L(ts{.l) 'l‘l,s == U(ts)
Ugyyr = U(tst1) ug = u(ls)

Atp = t, — tn-1

En este método se realizo las siguientes aproximaciones:

u3+k; Us = (1 s a)us + ail3+1 (331)
= . At . .
us“m T — g+ < (1= Mg + 7io] (3.32)

Ahora para hallar el esquema iterativo del método de Newmark, se procede multipli-
cando por yy 1 — -y para los pasos de tiempo ¢, y ¢, respectivamente a la siguiente
ecuacion:
Mii, + Ku, = F,, (3.33)
obteniendose:
YM sy + YK g1 = vF51
(1 =v)Mis + (1 —7)Kus = (1 =) Fy

sumando estas dos ultimas ecuaciones, se tiene:
M (yilyyy +(1—)ity) + K (yug1+(1—=7)u) = YFy 1+ (1 =) (Mii,+ Kuy) (3.34)

despejando (1 —7)its+7its41 de la ecuacion (3.32) y reemplazando en (3.34), se obtiene:

2 u8+1—u3 B -, -
2 (M1 =% ) M 4 yugn K+ (1 - )k
At( Al ) Ylst1 (

=vFop + (1 - Y)(Miis + Kuy),
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simplificando y ordenando, se obtiene [inalmente:

2 , 2 2 o -
([( == ’?(Zf,)j /\/) Ust1 = Fopr + M (’T(Z[jz Us + ;ZZU.? + _;_'“‘8>

la ecuacion anterior se le puede expresar de la siguiente forma:
I\,’U.S.‘_] = Fs,s+l (335)

donde

-I;l‘_t.i = K + ﬂ';*.-"llr

Fss+1 = Fsg1 + M(agus + agits + agil,) (3.36)
R R T

Se necesita las condiciones iniciales: ug, % y g, ahora del problema se tiene de dato las
condiciones iniciales ug, g, pero no de g, por lo que de la ecuacion (3.33) se despeja

it(t), y se evalua en el paso de tiempo ¢ = 0, obteniendose:
’U,O = NI—I(FO - A"U,o)

luego los nuevos vectores aceleracion i, y velocidad %, se deducen de las ecuacio-

nes (3.32) y (3.31) respectivamente, obteniendose el sistema de ecuaciones:

llg41 = Agltigey — ty) — aulty, — agil,
r‘,:_‘ Fl = r':__, -+ ng'.'!, = {l E'i.., +1 (337)

ay =alddt , a=(1—-a)At

Por todo lo expuesto anteriormente se ha podido transformar el sistema EDO en el

sistema de ecuaciones algebraicas (3.35).
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3.2.3. Aproximacion algebraica: Factorizacion LU.

En esta seccion se resolverd el sistema de ecuaciones algebraicas (3.35), por un método

de factorizacon, por lo que se redefine la ecuacion como:

Az =1b (3.38)

donde A es una matriz tridiagonal.

Por teoria se tiene métodos directos para calcular la inversa de la matriz A, pero es muy
cosloso computacionalmente, por tal motivo, se utilizard un método de factorizacion de

la matriz A, que se deduce del método de eliminacién gaussiana:

METODO DE ELIMINACION GAUSSIANA

Sea el sistema lineal:

El DOOnEf raeT2 et T 0ala = fJ'].
Jr‘,-_- Dy sl o T, = 1;1"_{.
f":“ v Ay Tyl + -+ pndny = fr“.

Se forma la matriz aumentada A = [A, b], donde A = |a;,] y b= [b;].

Siempre que a;; # 0, las operaciones correspondientes a (£, — (a;;) /a1 ) — ([2))
se efectdan para cada 3 = 2,3, - - - ,n para eliminar el coeficiente de 2, en cada uno de
estos renglones. Aunque se espera que los elementos de los renglones 2, 3, -- - , n cam-
bien, para facilitar la notacion se denotard nuevamente con «;; el elemento del i-ésimo
renglon y la j-ésima columna. Teniendose presente esto, se aplica un procedimiento se-
cuencial cuando i = 2,3,--- ,n—1y se realiza la operacion (£, —(a;,)/ai E\) — (E))
para todo j = 7+ 1,7 + 2,--- ,n, a condicién de que a;; # 0. Con ello se transforma
en cero el coeficiente de x; en cada renglon debajo del 7-ésimo renglon para todos los

t=1,2,--- n— 1. Luego se obtiene el sistema mds simple:

anz) +apty+ -+ amt, = by

Ay + - -+ + 2T, =

) I .

Al resolver la n-ésima ecuacion para x,, se obtiene:



Al resolver la (n — 1)-ésima ecuacion para z,,_; y al utilizar la incognita z,, se obtiene:

o bn—l — Qp—1,nTn
Tp-] = —————->"—,

An—-1,n—-1

y, al continuar con el proceso, se obtiene:

n
b= Ej=i+1 Q;;Tj

b]

T; =
(037

paracadai =n—1,n—-2 ... 2 1
Como la matriz de la ecuacion (3.38) es tridiagonal, se usa la factorizacion LU pues ella
se simplifica considerablemente, ya que poseen una gran cantidad de ceros que aparecen

en patrones regulares.

Definicion 3.2.2 Una matriz de orden n x n, U = [u;;] se dice que es triangular

superior si paratodoj = 1,2,--- ,n, los elementos
w;; =0, paracadai=j+1,7+2,---,n

Definicion 3.2.3 Una matriz de ordennxn, L. = [l;;| se dice que es triangular inferior

si paratodo) = 1,2,---  n, los elementos
liy =0, paracadai=1,2,---,j5—1.

Teorema 3.2.1 Si se puede efectuar la eliminacion gaussiana en el sistema Az = b sin

intercambios de renglones, entonces se puede factorizar A de la forma:
A=LU
donde L es una matriz triangular inferior y U una triangular superior.

Como no toda matriz tridiagonal cumple con esta condicion, se toma la matriz de permu-
tacion P, de orden n x n, que se obtiene al arreglar los renglones de la matriz identidad.

A continuacion se muestra el algoritmo para la implementacion de la factorizacion LU:

FACTORIZACION LU (Burden, 2004]
Para factorizar la matriz A = [a;;| de orden n x n en el producto de la matriz triangular
inferior L = [l;;] y la matriz triangular superior U = [u;;]; es decir, A = LU, donde la

diagonal principal de L o U consta de unos, se sigue el siguiente algoritmo:

ENTRADA la dimension n; los elementos a;;, 1 < 7,5 < n de A, la diagonal /,;, =

- = lpn = 1de Loladiagonal v, = - = up, = 1de U.
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SALIDA los elementos /;;, 1 < j <i,1 <i < nde L yloselementos u;;,7 < j < n,
1 <i<ndelU.

Paso 1: Seleccione [y, y w; satisfaciendo [, u;; = ).

Si lyu;, = 0 entonces SALIDA (’factorizacién imposible’);

PARAR.

Paso2: Paraj = 2, ---  n tome:
wy; = &y;/lj1; (primer renglon de U).
3= e/l (3.39)

lj1 = aji/wy; (primeracolumna de L).

Paso3: Parai =2.--- ,n — | sehace los pasos 4y 5.

. RS =1
Paso 4: Seleccione [;; y u,, satisfaciendo Liu; = au — Y ) Lkt
Si [;;u; = 0 entonces SALIDA (’factorizacion imposible’);

PARAR.

Paso5: Paraj=:+1,--- n,lome:

iy = [_1 [au B Zlil lik“ka] ; (i — ésimo renglén de U). o
" (‘ . )
it = "l. [aﬁ -5 ‘!_‘_'l lj,\.uk,] . (i — ésima renglon de L).

. n=|
Paso 6: Seleccione L,,,, Y Unn tales que Luynting = Unn — 9 pey lnkUkn-

(Nota: Si L, un, = 0, entonces A = LU pero A es singular.)

Paso 7: SALIDA (l;; para j=1,---,iet=1,--- n)
SALIDA (u;; paraj =4.--- ,net=1,--- ,n);
PARAR.

Luego para aplicar la factorizacion LU se debe multiplicar la matriz A por una matriz
de permutacion P conveniente, obteniendose:

.;.." — 'f.J f

Al reemplazar esta equivalencia en (3.38) se obtiene el sistema:

LUz = Pb (3.41)

Haciendose los siguientes cambios en la ecuacion (3.41):
Uz ==z (3.42)
b= P, (3.43)
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Se tiene:
Lz="5b (3.44)

Este sistema es mas sencillo de resolver por el método de eliminacidn gaussiana, obte-
niendose

z = [P, (3.45)

con este resultado se resuelve (3.42), obteniendo
z=U"2, (3.46)

finalmente reemplazando (3.45) y (3.43) en (3.40), se obtiene la soluciéon del sistema
(3.38):
(/L py

Con este esquema numérico se obtiene la solucién del sistema de ecuaciones algebraicas

(3.35) del problema de la Onda Sonora.
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3.2.4. Andlisis de convergencia del esquema numérico

En esta seccidn se aborda la convergencia del esquema numérico, para lo cual se busca
una manera de medir la distancia entre la solucién exacta u y la solucién aproximada
U. Existen varias maneras, una puede ser midiendo en cada punto del dominio, lo cual
proporciona una funcion, conocida como error punto a punto, la otra forma y la utili-
zada en este trabajo es tomar el maximo de todos los valores absolutos de la diferencias

de u y U en el dominio Qr = x (0, 7T):

e =Ullo= méx |w@t) - UG, | (3.47)

(Z,t)EQ
Esta norma es conocida como norma del supremo, y a esta medida de la diferencia se la

Ilama supmétrica, notar que esta supmeétrica es un nimero real no negativo.

ANALISIS DE LA CONVERGENCIA ESPACIAL: METODO DE ELEMENTOS
FINITOS

El andlisis de la convergencia espacial por el MEF se puede ver en [Ciarlet, 1979],
(Brenner, 2000], [Johnson, 1987] y [Reddy, 1993], en esta seccion se usara la norma

de la energia que se define como:

1/2

| v]||m= Z/|D“v|2dQ ., 1<m<oo.
Q

la|<m

Se dice que una solucion aproximada por elementos finitos U¢ converge a la solucion

real u a través de la norma de energia si:
|| u—U®||m< AW? parap>0 (3.48)

donde X es una constante independiente de vy U®, y h es la longitud caracteristica de
un elemento de la particion. La constante p es lamada tasa de convergencia. Notar que
la convergencia depende de /: como de p; p depende del orden de la derivada de u en la
forma débil y el grado de los polinomios usados en la aproximacion de u. Por lo tanto, el
error en la aproximacion puede ser reducida, bien reduciendo el tamano de los elemen-
tos o incrementando el grado de los polinomios aproximadores. La convergencia de la
solucién por elementos finitos con mallas refinadas es denominada h-convergencia. La

convergencia por incremento del grado de los polinomios es llamada p-convergencia.

Teorema 3.2.2 (Convergencia de elementos finitos [Ciarlet, 1979]) Seaw la solucion

exacta yuy, la solucion por elementos finitos de la formulacion variacional de la EDPHL
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(2.19). Si las funciones de interpolacion;, j € {1,2,--- , M}, donde M es la dimen-
sion de la base del espacio de elementos finitos, son polinomios completos de grado k
(k es mayor o igual al mayor orden de la derivadas que aparecen en la formulacion).

Entonces el error de aproximacion(e,,) por la norma de energia satisface:
| en llm=Il v — un |m< AB?, p=k+1-m>0, (3.49)
donde A es una constante, y h es alguna dimension caracteristica de los elementos.

Como en este trabajo se ha usado polinomios de interpolacion de primer grado, se
tiene entonces que m = 1, y por el teorema el orden de convergencia espacial para una

y dos dimensiones es de h'. Para el caso unidimensional : O(Azx).

ANALISIS DE LA CONVERGENCIA TEMPORAL: METODO DE NEWMARK

En esta seccion se analiza la convergencia temporal de la siguiente manera:
Eliminando 1, y ii, de las ecuaciones del método (3.30), y por una serie de pasos largos,

se obtiene la siguiente recurrencia:

(M + 297K ) Dysus + {7 (o — 1) K} Dsu,

+Kus= {I+7(a—13)Ds+3v72Drs} Fy,
(3.50)

donde 7 = Aty
Druy = (usg1 — us) /T,
Diug = (ug — ug_1)/T, (3.51)
Drzus = (Dyus — Drus) /7.
A continuacion se considerara T" un namero positivo fijo, N un entero positivo, se define
r:=T/Nyn € {0,1,2,--- ,N}. Sea K definida positiva: (Kz,z) > k(z,z) con
k >0y m > 0 el valor propio més pequerio de M. También se asume que o > 1. Y se

tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.2.3 (Desigualdad de Energia [Chiba, 2012]) Sea {u,}Y .., una sucesion ge-
nerada por el esquema de Newmark. Entonces para una constante positiva Ty que se
determina como:

70 >0 cuando > a, (3.52)

2m
0<T0<\/(a_7) KT cuando 0<+y<a. (3.53)
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existe una constante positiva Cy tal que:

| MYV Doy |2 +5 {7 — (@ = 1) = B} || K2 D, |12
N (I B 2173> K'ug |2< Gy,

(3.54)
para todo T < Ty y una constante positiva arbitraria c.
Obsevacion 3.2.1 La constante Cy es definida como:
Ce = (l - .‘1,;670)—1 [UJ(] + %}r (v +a) supg<i<r || £7(2) | }2}
) 3.55
xexp(d(l—%é'ro) lT), (3.55)
donde
wo =l MY2Drug 1> +5 {v —a+ 3} || KV2D,uy ||? s
3.506)
+Re{T(K Drug.u) } + || K'uq ||,
y 0 en (3.56) es definida como:
0<d<m, (3.57)
para el caso (3.52) o
2
T P
0<(5Sm——%-(”—7) K1l (3.58)

para el caso (3.53).

Obsevacion 3.2.2 La constante Cy en el teorema depende principalmente de los coe-
ficientes de las matrices M y K, y secundariamente de los pardmetros de ajuste a y
v, también depende de los valores inciales uy y g, del término no homogéneo I, y

finalmente de 1y, en la forma descrita anteriormente.

Con el teorema de la desigualdad de energia, se obtiene las condiciones de estabilidad

para el método de Newmark, descritas en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.4 (Estabilidad de Newmark [Chiba, 2012]) Sean M y K definidas po-
sitivas, sean m y k los valores propios mds pequerios de M y K respectivamente,
ademds se asume o > 1/2. Entonces el método de Newmark (3.30) en un intervalo

de tiempo (0, T es estable en los siguientes 2 casos respecto a y:

Caso 1: Si a < =, entonces con 19 > 0y 6 dados en (3.57) y (3.58) se tiene, para

T<T0yN=T/T:

(27 — 20+ 1)
' < af Co,

n=012---,N. (3.59)
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Caso 2: Si 0 < v < q, entonces para 7 satisfaciendo

/ 2m

0 _
<7< V G K (3.60)

setieneparaT <19y N =1T)T

p—

C
Us ||<|| Uy ||+ 72 .
\.‘ m—F(a—7)|| K

Ty n=0,12-.. N. (36l)

en ammbos casos Cy es dado por (3.55) junto con (3.56) y 1, — Oly = lnyy — In

Usando la relacion de recurrencia (3.50) y el teorema de estabilidad, se muestra la con-
vergencia del método de Newmark junto con su orden de convergencia. Sea w(t¢) la
solucioén del sistema EDO (3.28) y u,, (n = 0,1,2,--- | N) la solucién del método de
Newmark para (3.28). Se asume que M y K son definidos positivos.

El error de discretizacién e, es definido como ¢,, := u(7,) — u,. Entonce se tiene el

siguiente teorema

Teorema 3.2.5 (Convergencia de Newmark [Chiba, 2012]) Supdngase que ' € C?|0, T,

enlonces se tiene la estimacion || e, ||= O('), donde

I =2 para a= (3.62)

ol— o|—

1l=l para o >

Los parametros o y -y determinados en este método son los que determinan la estabilidad
y precision del esquema numeérico. Los siguientes esquemas son casos particulares del

método de Newmark:
s a=1/2,7=1/2, mélodo de aceleracién de promedio conslante.

a=1/2,7=1/3, método de aceleracion lineal.

a =1/2,7 =0, métlodo de diferencia central.

a=3/2,v=28/5 método de Galerkin.

o = 3/2,7 =2, método de diferencia hacia atrds.
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Capitulo 4

RESULTADOS: OBTENCION
COMPUTACIONAL DE LOS MAPAS
DE RUIDO

En esta capitulo se aplica el software implementado para la resolucion numeérica del
problema de propagacion del ruido y la creacion de los mapas de ruido del area de in-
terés. Como geometria del dominio computacional (€2) se ha considerado una seccion
transversal rectangular del interior del pabellon R1 de la Facultad de Ciencias, corres-
pondiente a una zona que comprende: el pasadizo del primer piso (lado inferior) hasta

el cuarto piso (lado superior) y sus margenes de altura (lado izquierdo y lado derecho).

4.1. Construccion del Diagrama de Flujo

En esta seccion se construye un resumen de la resolucion numeérica descrita en el capitu-
lo anterior, mediante un diagrama de flujo para evaluar la presion sonora w en la cons-

truccion del Mapa de Ruido. Se usara la siguiente notacion:

» (): geometria del dominio espacial, 7j: mallado triangular del dominio, de lon-

gitud de lado A, c: velocidad del sonido,
= [0, T]: es el intervalo de tiempo, At: paso de tiempo y N: nimero de iteraciones

= « y 7. parametros de estabilidad numeérica, T'ol: intervalo de tolerancia de los

datos de presion,
= uy: la presion inicial, wp: el cambio de presion inicial y F el término fuente.
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Z Inicio 7
[ Ingresar:

| QCRL T T, AL N, a, 7, Tol, :

l ¢ DE A JID

[ Para cada elemento 7. € T calcular; |

Me Ke

S

DIAGRAMA DE FLUIO

DE RUIDO

e e
I THS

k. (YAl IR J
f Ensamblar las matrices
Meé, K€ I g,

Obtener el sistema global:
Mu"(t) + Ku(t) = F(t)

4.1)
w(0) =wuy 2 (0) =1 |
[ Para resolver el sistema (4.1),
Primero se halla «"(0) := aq,,
. donde gy = (M)~ =K Cuy)
r Tomar los coeticientes: )

A = all; Ay = (1 — a)Atl;

2 . 2 .
A3 - .Y_?Za A-I =3 %_A_t"
A5 = :I'r — 1;
i Hacer N veces: T

K, = K°®+ A3M¢,
Fi = Me¢|Azup + Agvo + Asaql;
Aplicar las condiciones de

frontera y por dltimo hallar:

Uy = Kl‘lF];

a; = Az(u, — wg) — Agvp — Astp;

Entonces
L v = vy + A + Aray; J
Hacer: 1
U = U3y, Y = UV, Gy = Ay FIN

(u; es la solucién buscada

en la iteracién temporal.) J

62



4.2. Comparacion del Método de Diferencias Finitas, Méto-
do de Elementos Finitos y la solucion exacta en 1D.

Para la resolucion numérica del problema de la onda en una dimension espacial, se hace
una comparacion de dos métodos numéricos implementados, el de Diferencias Finitas
desde el punto de visla cldsico y el de Elementos Finitos desde el punto de vista débil,
aqui se observa la comparacion de las normas del supremo de los vectores de error de

ambas aproximaciones numéricas para el siguiente problema:

EDP: wy=uzz , O<az<mO<t<m,
[u(:z:.()):] . 0<x <
CT:
1ut(:z,())=cosx . 0<z<m. (4.2)

[ w(0,t) =1+sent . 0<t<2rm
CC: o
lu(mt)zl—sent , 0<t<2n
Cuya solucion exacta (4.3) es dada en por |[Majid, 2009] y que satisface el problema
(4.2).

u(z,l) = 1 4+ coszsent. (4.3)

Para el detalle de ]a resolucion de este problema se puede ver las referencias | Mantilla, 2009]
[Mantilla, 2010], donde se considera un mallado espacial de 5 segmentos, conun Azx =

7 /5 metros y At varia a medida que crece el nimero de etapas de tiempo (V).

Luego la ecuacién (3.4), con (3.5), (3.6) y (3.8) describen el algoritmo para la solucién

del problema de onda en una dimension, con g(z) = 1, h(z) = cosx, C'(t) = 1 +sent

y Ca(t) = 1 —sent y con el MEF en 1D descrito por las ecuaciones (3.21), (3.29) y

(3.30) se tiene los siguientes resultados mostrados en la tabla (4.1) y en las figuras (4. 1)

y (4.2).
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Cuadro 4.1: Cota de errores cometidos por los métodos numéricos en metros.

N | DIFERENCIAS FINITAS | ELEMENTOS FINITOS
5 1.9021 0.1782
1o 0,0328 0.0275
20 0.2146 0.0049
30 0.2226 0.0076
40 0.2282 0.0091
50 0.2247 0.0099
60 0.2250 00103
70 0.2225 0.0106
80 0.2222 0.0107
90 0.2204 0.0109
100 0.2201 00109
200 0.2151 00112
500 0.2116 0.0113
1000 0.2103 0.0113

También se hace una comparacion grafica de los dos métodos.

1.6

14k

Prawsin [Pa)
S
T

-
T

O.BI—

0.8}

Solucidn Exacla

Elementos Finitos

——— Dtterenclas Finitas

-l

-

0.4
0 0.5

Figura 4.1: Solucién exacta y soluciones aproximadas para Al =

tante t = /5 seg.
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Solucion Exacta

.
Elementos Finitos
Diferencias Finitas

Pranidin [Fa)

-

08}

06~

0.5 1 35
x[m)

Figura 4.2: Solucion exacta y soluciones aproximadas para At = 7/10 seg y en el

instante ¢ = 7/5 seg.

4.3. Resultados con el Esquema por Elementos Finitos

bidimensional

En esta seccion se muestra la precision del Esquema por Elementos Finitos bidimensio-
nal, para verificar esta precision consideremos una supuesta solucion exacta que satis-

face el problema hiperbélico dado en [Majid, 2009].

EDP: wy = (ugg +u,,)+cosy , 0<z,z<mt>0,
u(z,2,0) =cosz , 0<z,z<m
Cl:
u(z,2,0)=senz , 0<z,2<m.
( ) (4.4)
u(0,2,t) = u(m 2,t) =cosz , 0<z2<7,t>0
(G015 u(z,0,t) =1+senzsent , 0<z<mt>0
u(z,m,t) =—1+senzsent , 0<z<mt>0.
u(z, 2,t) = cosz+senrsent. (4.5)
En efecto:

s Derivando (4.5) respecto a cada una de las componentes (s, uz; y u,,) y susti-

tuyendo en el problema (4.4), se tiene:

Uy = Senrcost, Uy = —senzxrsent y U, = —COS-2.
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Ugr + Uyz + COS2Z = —senaseni — Cosz + COBT = —sen T sent = uyy,

= Se verifica que cumple las condiciones inciales:

w(xz,2,0) = cosz+senzsenl()
= ¢0sz + senx~0

= COS Z.

wlx,z,0) = senzcos(
= senx- 1

= Ssencx.

s Por dltimo se verifica las condiciones de contorno:

w(0, z,1) = cosz+ seadstul

= CO0s 2.

w(m, 2,t1) = cosz+sepmsENi
= COs2Z.

w(z,0,1) = cosO+senzsent

l +senzsent

cosT +senxsent

w(zx,m,t)

= —]l4+senzxzsent

Por tanto se verifica que u es solucidn del problema.

Numéricamente en el problema dado se asume que la variable dependiente u a la que
denominaremos presion se mide en pascales, las variables espaciales x, z en metros y
la variable temporal en segundos. Ademds se construye un mallado con 200 elementos
sobre el dominio espacial |0, 7] x |0, 7|, se toma un intervalo de tiempo |0, 10] segundos,

y los pardmetros de estabilidad con los siguientes valores: & = 0,5y 7 = 0,5.

Definicion 4.3.1 Sea m el nimero de nodos de una malla; si m es impar entonces se

define el nodo central de la malla del dominio |0, a] x [0, ], como el nodo de coordena-

a b
(E‘ 2
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A continuacion se muestra los resultado numéricos del problema dado: en la figura (4.3)

la malla espacial, que se utiliza para obtener la tabla de resultados (valores de presion)

correspondientes a la solucién sobre un nodo central para los pasos de tiempo 2, 4, 6. 8

y 10 segundos. Se puede observar que cuando At tiende a cero la solucién aproximada

tiende a la solucion exacta como se muestra en la figuras (4.4) a (4.9).

Malla de 200 elementos

3.5’- V 1
i ' | ] T ?r | 5 . '| - . _-l ; . | l
- ; ‘— ¥+ 'J‘ _.J:'. " - + . .'r j, ‘ I
r VIV Va4 4vd
AV AP AP | / 1 7
N oisp A
- | < * ¥ , ol __,"__ A
| W A A A
! e ¥ # o ;I- e -1
| =7~ R *lr B
| | i 1.s !..' I ’ l | i |.-". I | |
—" flr R e T e I i
o} R C T L ML l_ L L | *
0L 0..5 1 1.15 2I 2.I5 3 37-5
X
Figura 4.3: Malla de 200 elementos.
Cuadro 4.2: Presiones del nodo central en pascal.
(' | Exaca | At =2 At=1]At=05{At=033| At =025 [ At =020 [ At=017 | At =0,14 | At = 0,125
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 109093 | 09780 | 09678 | 0.9286 | 09187 09151 0.9123 0.9100 0.9085 0.9076
4 |-0.7568 | -0.2097 | -0.6605 | -0.7570 | -0.7561 | -0.7540 | -0.7539 | -0.7530 | -0.7529 -0.7525
6 |-02794 | -1.1749 | -0.6336 | -0.3381 | -0.2965 | -02818 | -0.2778 | -0.2742 | -0.2732 -0.2726
8 | 0.9894 | 0.7814 | 1.3907 | 1.0815 1.0199 1.0007 0.9923 0.9852 0.9821 0.9801
10 | -0.5440 | 12464 | -0.6319 | -06141 | -0.5683 | -0.5503 | -0.5424 | -0.5381 | -0.5354 -0.5358

67




Prasion [Pa)

Exactn vs Aprowirmiids
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Figura 4.4: Solucién exacta y aproximada del nodo central para un Al = 2 seg.

Exacta vs Aproximada
1.5 —T 1] 1 ¥ ] g d
~—— Exacta 5
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7 : / \\
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05+ W / \
e r
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-l " -
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Figura 4.5: Solucién exacta y aproximada del nodo central para un At = 1 seg.
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Prasién [Pa]

Prasion [Pa]

Exacta vs Aproximada

1.5 T T T T T T 4 H i
—— Exncta
.,
Ul —

oSt % / Y,
by
y \

- e — :_f// |
~1.5¢ ; . L I L 1 1 1 L
0 1 2 3 4 8 7 8 9 10

5
Tiempo [s]

Figura 4.6: Solucion exacta y aproximada del nodo central para un At = 0,5 seg.

Exacta vs Aproximada

1.5 T T T T T T T T T
— Exatta
——— Aproimada
- — = -
1 — S
0.5 -1

5
Tiempo [s]

Figura 4.7: Solucién exacta y aproximada del nodo central para un A¢ = (0,33 seg.
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Exacta vs Aproximada
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Figura 4.8: Solucion exacta y aproximada del nodo central paraun A/ = 0,25 seg.

Exacta vs Aproximada

1.5 T T T T T T T T —

— Exacta
— Aproximaca

oS \ b

Presion [Pa)

N,

-\.\...- -T.fj/

L | L |

5
Tiempo (s]
Figura 4.9: Solucion exacta y aproximada del nodo central para un At = 0,2 seg.

Luego en las siguiente figura (4.10) se muestra los resultados de la solucidn del proble-

ma dado en todos los nodos de la malla.
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Solucién aproximada en t=2 seg. Solucién exacta en 1=2 seg

)
/ I
-2 . o
— =

o
uix.2.t)

Solucién exacta en t=6 seg.

1.5
= 1
= . 1
N -
_ﬁ 0
3 e -0.5 = 05
- 2 L, ;- -H-H""‘--\. _._,_,_:--é'
z 0o -1
X > “
Solucion aproximada en t=10 seg Solucion exacta ent=10 seg
2 1.5 2 15
= ! . 1
N e
) 0 = , '
-2 P 0
4 —4 -0.5 4 ==
2 e ; — 4 -0.5
00 ‘ - : — 2 1
z 0 x z L) x )

Figura 4.10: Presién exacta y aproximada sobre una malla de 200 elementos y At = 0,2

seg.

ESTIMACION DEL ERROR

Para analizar la estimacién del error se usara la norma del supremo sobre la diferencia
entre los valores de la solucion exacta y aproximada, este valor numérico da una medida
de acotacion, y se denotard por COT' A, ademds N denotard el nimero de pasos de

tiempo. Para haliar la particion temporal se usara la {ormula

.
At= =,
‘TN

donde T denota el paso de tiempo maximo.

El siguiente cuadro muestra la cota del error de la solucion aproximada para 200 ele-

mentos en un intervalo de tiempo |0, 10] segundos, cuando At tende a cero.
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Cuadro 4.3: Error cuando At tiende a cero

N At | COTA

5 2 1.7904 |
10 I 04014
20 | 0.50 | 0.0922
25 1 040 | 0.0495
30 | 033 | 0.0305
40 025 00113
50 1020 | 0.0043
60 | 0.17 | 0.0060
70 | 0.14 | 0.0087
80 1 0.125 0.0105
9 | 011 | 00120
100 0.10 1 0.0129
500 | 0.02 | 0.0159
1000 | 0.01 | 00160
2000 | 0.005 | 0.0160
5000 | 0.082 | 0.0160
10000 | 0.001 | 0.0160

A continuacién se muestra un cuadro de doble entrada de At y el nimero de elementos

en un intervalo de tiempo (0, 10| segundos, para las cotas del error:

Cuadro 4.4: Numero de elementos versus At.

T~ 2 5o | 033 | 025 | 020 | 017 ] o4 I0.125 mo.lo
N° Elementos

o 8 101446 | 0.1745 | 0.1841 | 01871 01901 | 0.1906 | 0.1921 | 0.1922 01930

32 0.0180 | 0.0516 | 0.0679 | 0.0754 | 0.0793 | 0.0815 | 0.0829 | 0.0838 0.0844'

72 0.0571 | 0.0121 | 0.0258 | 0.0325 | 0.0363 | 0.0387 | 0.0405 | 0.0422 | 0.0433

128 0.0786 | 0.0238 | 0.0060 | 0.0122 | 0.0154 | 0.0179 | 0.0202 | 0.0216 | 0.0225

200 0.0922 | 0.0305 | 0.0113 | 0.0043 | 0.0060  0.0087  0.0105 0.0120 | 0.0129

288 0.0999 | 0.0350 | 0.0150 | 0.0061 | 0.0033 | 0.0034 | 0.0055 | 0.0067 | 0.0072

392 0.1049 | 0.0379 | 0.0177 | 0.0086 | 0.0037 | 0.0025 | 0.0025 | 0.0036 | 0.0046

512 0.1085 | 0.0399 | 0.0194 | 0.0103 | 0.0052 | 0.0024 | 0.0020 | 0.0020 | 0.0025
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Por ultimo se muestra un cuadro de la cota del error para At y el numero de elementos

fijos.
Cuadro 4.5: Error para At = 0,25 seg. y 128 elementos.

T | N |cora
1 | 4 |0.0056
10 | 40 |0.0060
100 | 400 | 0.0122
1000 | 4000 | 0.0133

OBSERVACIONES

1. Del cuadro 4.3 se observa que la proximidad de la solucion aproximada a la exacta

esta dentro de una cota de error maxima de 0.0160.

2. En el cuadro 4.4 se muestra que la solucion se aproxima a la exacta y llega a
su mayor proximidad para un cierto numero de elementos, aunque aqui no se ha
hallado la cota del error maxima por falta de memoria computacional, se sabe por

la teoria del MEF que existe dicha cota.

3. En el cuadro 4.5 se aprecia que a medida que T aumenta, manteniendo At vy el
numero de elementos fijos, por ejemplo At = 0,25 y 128 elementos, el error

aumenta.

4.4. Condiciones Iniciales y de Contorno para la obten-
cion de los Mapas de Ruido

En esta seccion se obtiene las condiciones iniciales y de contorno basadas en una base
de datos experimental tomada sobre la zona de estudio que corresponde al pabellon R1
de la Facultad de Ciencias que colinda con una fuente de ruido ubicada en la Av. Tupac

Amaru y alrededores de la zona considerada.

4.4.1. Obtencion de la data de presion experimental

La presion experimental es medida en un intervalo de tiempo de 8:45 a 9:30 a.m, es

decir durante 45 min, ya que sélo se dispone de un Sonémetro. Pero dichos datos se
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consideran medidos todos a las 8:45 a.m; bajo esta suposicién se muestra la siguiente

data experimental:

Cuadro 4.6: Datos experimentales de la Presion inicial (p)

T

) ’ ‘ K

o 54.2000 | 57.2000 | 55.8000 ‘ 62.9000
| 52.0000 ' 48.9000 48.7000 | 72.8000
2 47.7000 | 47.1000 | 47.8000 | 65.9000
3 48.7000 | 50.3000 | 44.4000 @ 56.2000
4 49.3000 | 56.3000 | 44.3000 | 58.3000
S 46.7000 | 53.3000 | 52.3000 | 58.5000
6 47.9000 | 48.6000 | 57.1000 | 57.8000
7 52.8000 | 48.1000 | 49.0000 | 63.7000
8 49.6000 | 50.4000 | 53.5000 ' 52.9000
9 44.7000 | 46.7000 | 51.8000 | 57.6000
10 44.8000 | 49.9000 | 48.3000 @ 56.4000
11 45.0000 | 48.1000 ' 48.7000 ' 59.3000
12 44.7000 | 47.9000 | 46.9000 | 61.3000
13 44.5000 | 45.5000 | 45.3000 | 55.3000
14 45.2000 | 55.7000 | 54.2000 | 53.5000
15 46.2000 | 51.8000 | 50.0000 ' 51.9000
16 51.1000 | 48.3000 | 48.6000 | 53.1000
17 48.6000 | 51.9000 @ 51.2000 | 50.0000
18 45.0000 | 47.3000 | 48.6000 | 46.9000
19 46.0000 | 49.2000 | 48.6000 | 55.7000
20 47.9000 | 50.9000 | 44.2000 @ 51.5000
21 46.2000 © 50.5000 | 45.9000 ' 53.8000
22 49.7000 | 48.5000 | 44.6000 | 56.4000
23 47.0000 | 49.3000 | 48.5000 | 48.1000
24 48.3000  48.7000 | 48.0000 51.6000
25 52.7000 | 48.8000 | 45.2000 ' 49.2000
26 48.0000 | 55.5000 | 45.5000 | 49.2000
27 49.0000 | 52.6000 | 46.2000 | 48.8000
28 49.0000 ' 51.2000 | 47.3000 | 47.4000
29 | 46.2000 | 56.3000 | 47.5000 @ 50.5000
30 49.3000 | 57.9000 | 49.4000 | 50.1000
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Como se necesitard para la obtencion numérica una condicion inicial de presion para 90

elementos, se muestra el siguiente grafico de la presidn experimental:

c i
Presion expenmental o uhvas do NNI.:I 4o la prosdn ﬂlll'lﬂ.ﬂnﬂ:lltll

=
—

=

ufx,z1)

ARyralmotros)
-

w

—
S
———

n

> -
—

0 5 10 15 20 25
Largo det pasadizo (metros)

8

Figura 4.11: Mapa de ruido de la presion experimental para 90 elementos.

Ademads como no se tiene mucha informacion en el eje z, es decir altura, se toma un
promediado entre piso y piso, obteniendose 6 particiones espaciales en el eje 2. Y asi se

obtiene una presion experimental para 360 elementos:

Curvas de Nivel de la presin expenmental

Prestn expenmenta :L\%f\‘ﬂmr M J v \/’ \\

I
6

E[ j i ‘ | \ \//

S all f | | [

E [ ) [
X000 o M
2 o Wil (/N
) | [ l \\
B ALV | ‘Ah_M//'”-_.‘-.
0 5 10 15 20 25 30

Largo del pasadizo (metros)

Figura 4.12: Mapa de ruido de la presion experimental para 360 elementos.
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4.4.2. Medicion de las fuentes de ruido y razéon de cambio para la

presion inicial experimental

Ahora como los cambios de presidon varian muy ripidamente en el tiempo, y el Sondme-
tro no cuenta con una memoria extraible, se ha considerado que esta es nula, ya que las
fuentes de ruido que pueden ser personas, animales y mdquinas producen este ruido y
luego se “apagan’, es decir estas fuentes se comportan como fuentes discretas de ruido.
Por esta razon es que es complicado querer hallar una funcién explicita del cambio de
presion inical, por lo tanto se busca obtener resultados aceptables para crear un mapa
de ruido bajo esta suposicion conveniente.

A continuacién se muestra las principales fuentes de ruido en el drea de estudio:

Fuente 3
4" piso
"
36!’ MY ‘ T
3¢ piso

Om [Fuente 2

|
OJ 1 piso l

ir.— 30 m

Fuente | do Diso

)

|
A
Figura 4.13: Dominio rectangular de la Facultad de Ciencias.

Fuente 1: Aqui se encuentra la Av. Tupac Amaru y la construccién de la Facultad de

Sistemas.

Fuente 2: Aqui se encuentra el restaurante y la construccion de ampliacion de la

Facultad de Ciencias.

Fuente 3: En estas zonas se considera el ruido de los peatones que circulan por los

pasadizos.

4.4.3. Obtencion de la Data de Contorno Experimental

Ahora para medir las condiciones de contorno del dominio, se procede a medir cada
condicion de contorno un dia distinto durante el mismo horario 8:45 a.m. Como se em-
pleé un intervalo de tiempo de 5 min para medir un largo completo de un pazadizo, es

que se toma como A{f a 5 min, luego se hace 8 mediciones mds, tardandose en total 45
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min, dicho intervalo de tiempo es el que se toma como el intevalo de tiempo del proble-
ma. Se hace estas suposiciones porque el ruido es aleatorio, y lo que se desea es tener
una idea del comportamiento de este ruido en el drea de interés, es decir un mapa de
ruido. Ahora se muestra la data experimental de los cuatro contornos: Lado izquierdo,

inferior, derecho y superior.

Cuadro 4.7: Lado Izquierdo

| | sl 3 6 9

t; [man|

| 0 ] 54.2000 | 57.2000I 55.8000 | 62.9000
5 53.8000 | 55.0000 ' 53.5000 ' 57.9000
10 52.2000 | 54.2000 @ 54.2000 | 57.5000
15 55.0000 | 54.6000 | 49.6000 & 54.0000
20 48.1000 = 53.4000 ' 54.8000 | 56.5000
25 53.1000 ' 53.7000 | 52.3000 ' 56.1000
30 51.3000 | 51.9000 @ 56.9000 | 56.0000
35 53.0000 | 47.8000 | 48.4000 ' 55.6000
40 51.5000 | 50.2000 | 52.9000 | 54.3000
45 50.5000 | 49.1000 | 56.9000 ' 50.2000

Cuadro 4.8: Lado Derecho
e 0 3 6 g9
t; [man] | _

0 49.3000 | 57.9000 | 49.4000 | 50.1000
5 63.2000 ' 49.0000 = 48.6000 ' 54.4000
10 62.7000 | 57.2000 | 48.8000 | 49.4000
15 62.9000 | 55.5000 | 52.9000 | 46.6000
20 58.2000 | 49.9000 | 64.3000 | 46.7000
25 64.3000 | 53.6000 = 66.4000 | 48.5000
30 57.7000 | 49.5000 | 67.5000 | 48.0000
15 59.7000 | 53.7080 | 48.3000 | 48.3000
40 62.2000 ' 48.6000 | 44.3000 | 56.9000
45 l66.6000 50.0000 . 44,9000 | 52.3000
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. tj[min]

T

49.3000

Cuadro 4.9: Lado Inferior

5

54.2000 - 57.2000
52.0000 | 56.1000
47.7000 | 48.6000
48.7000 | 45.6000
49.3000 | 49.5000
46.7000 | 51.8000
47.9000 | 51.6000
52.8000 | 46.7000
49.6000 | 56.6000
44.7000 | 47.4000
44.8000 | 49.7000
45.0000 | 52.3000
44.7000  50.7000
44.5000 | 51.9000
45.2000 | 46.5000
46.2000 = 50.2000
51.1000 | 47.9000
48.6000 | 48.1000
45.0000 | 45.0000
46.0000 | 50.5000
47.9000 | 45.8000
46.2000 = 49.9000
49.7000 | 45.2000
47.0000 ' 46.6000
48.3000 | 51.5000
52.7000 | 47.9000
48.0000 | 50.3000
49.0000 ' 51.6000
49.0000 | 56.8000
46.2000 | 60.6000

J 66.0000

10

69.5000

65.9000
61.0000
60.5000
52.6000
47.5000
65.1000
61.6000
56.1000
65.0000
65.7000
66.0000
57.5000

[ 69.2000

68.1000
63.6000
62.5000
43.7000
70.4000
70.5000
53.0000
59.3000
53.1000
56.5000
55.1000
52.2000
46.2000
65.9000
60.5000

56.6000
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49.9000 l

15

58.6000

55.1000
56.5000
61.0000
55.0000
49.0000
48.1000
63.0000
59.5000
58.6000
62.8000
60.8000
62.2000
60.5000
50.0000
65.6000
47.8000
64.6000
60.8000
49.6000
64.0000
54.5000
50.8000
62.0000
67.2000
51.9000
68.5000
58.1000
67.2000
67.7000
73.2000

20

66.3000
61.0000
52.4000
65.5000
53.3000
56.2000
46.0000
56.7000
46.1000
51.1000
68.3000
52.0000
48.3000
63.3000
49.2000
54.3000
66.1000
50.2000
64.0000
74.2000
52.0000
67.4000
63.1000
56.5000
67.6000
51.3000
79.8000
46.5000
50.1000
50.8000
51.5000

25

47.7000
48.1000
45.5000
47.2000
51.1000
53.9000
46.6000
45.9000
47.0000
45.0000
45.0000
51.8000
69.0000
68.1000
59.6000
56.3000
58.0000
60.9000
71.9000
73.2000
63.9000
61.8000
71.1000
73.1000
72.4000
72.8000
63.2000
69.5000
73.3000
77.1000
76.7000

30

47.1000

48.9000
45.1000
41.7000
43.1000
46.0000
46.8000
44.8000
48.7000
46.7000
46.8000
45.0000
46.2000
46.3000
45.1000
45.4000
49.7000
47.4000
45.6000
44.7000
45.9000
46.5000
48.1000
50.2000
50.1000
49.8000
53.3000
51.0000
51.2000
53.7000
55.8000

35

| 46.1000
44.5000
430000

| 44.6000
47.2000
495000
45.4000
452000
433000
45.0000
453000
447000
46.9000
45.8000
45.8000
453000
43.6000
487000
49.2000
42.1000
45.0000
480000
47.1000
46.6000
46.4000
45.4000
46.3000
46.5000
46.5000
473000

51.3000

40

51.5000

55.5000
47.5000
49.4000
49.2000
50.0000
46.4000
44.6000
42.8000
41.5000
45.5000
41.7000
43.2000
42.4000
46.6000
44.8000
47.6000
42.1000
45.3000
45.0000
49.0000
47.1000
52.6000
49.0000
47.0000
46.1000
46.0000
43,0000
54.6000
55.6000
54.3000

45

50.0000

44.4000
47.1000
45.2000
48.6000
48.3000
47.5000
48.0000
45.2000
45.6000
42.6000
44.8000
45.9000
47.1000
44.6000
43.2000
44.7000
41.5000
42.8000
46.8000
45.0000
45.9000
45.0000
47.0000
58.0000
50.7000
45.1000
45.5000
48.0000
46.8000

50.7000
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O o0 N

t; [man]

62.9000

72.8000
65.9000
56.2000
58.3000
58.5000
57.8000
63.7000
52.9000
57.6000
56.4000
59.3000
61.3000
55.3000
53.5000
51.9000
53.1000
50.0000
46.9000
55.7000
51.5000
53.8000
56.4000
48.1000
51.6000
49.2000
49.2000

| 48.8000

47.4000
50.5000
50.1000

Cuadro 4.10: Lado Superior

60.5000

57.0000
60.1000
59.2000
57.2000
54.4000
55.1000
55.0000
57.3000
55.5000
54.8000
55.2000
54.1000
51.1000
53.3000
56.5000
56.0000
52.7000
54.6000
50.1000
51.8000
53.1000
54.8000
50.8000
51.1000
52.1000
52.6000
51.4000
53.8000
51.8000
54.2000

60.9000

56.1000
58.3000
61.7000
62.2000
60.4000
60.2000
57.5000
56.5000
58.6000
56.5000
56.7000
56.1000

| 52.2000

53.9000
51.4000
50.0000
49.9000
48.4000
51.4000
50.9000
52.9000

|
53.0000

51.7000
53.4000
51.6000
52.1000
54.1000
53.0000
50.3000

50.1000
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56.8000

54.1000
56.0000
54.8000
56.0000
58.0000
59.4000
57.2000
55.1000
56.1000
56.5000
53.9000
50.3000
46.7000
47.5000
48.0000

| 44.7000

53.2000
53.0000
47.7000
54.8000
56.5000
55.9000
53.0000
49.5000
49.0000
49.5000
50.0000
51.9000
49.5000

49.1000

20

62.9000
58.3000
57.4000
59.9000
59.2000
59.4000
55.0000
56.7000
53.6000
51.4000
53.4000
52.9000
55.7000
52.2000
52.3000
53.1000
56.3000
53.7000
54.0000
49.7000
51.0000
57.1000
51.0000
54.8000
50.0000
48.2000
52.3000
47.2000
51.4000
46.8000
53.9000

25

59.2000

59.6000
53.6000
48.3000
50.9000
43.7000
53.9000
46.4000
48.8000
50.6000
54.6000
56.4000
53.2000
54.6000
48.8000
49.5000
51.3000
54.8000
50.8000
48.9000
47.1000
45.7000
46.0000
45.5000
44.0000
46.7000
48.6000
51.0000
57.0000
51.3000

48.8000

30

58.1000

56.3000
54.4000
53.3000
50.6000
50.4000
50.6000
53.0000
55.8000
54.5000
53.7000
52.1000
49.4000
59.4000
59.1000
50.8000
51.7000
61.6000
62.3000
63.6000
49.0000
57.1000
57.8000
53.6000
52.4000
50.6000
55.0000
58.8000
57.2000
61.2000

35

60.0000

52.6000
52.7000
53.9000
53.6000
51.4000
57.2000
57.9000
58.5000
59.7000

54.0000 |

54.8000
50.9000
59.7000
48.7000
53.5000
55.2000
55.2000
53.0000
47.6000
62.0000
55.1000
56.1000
62.9000
59.7000
64.0000
58.4000
48.4000
59.3000
50.4000

61.5000 | 51.4000

40

58.7000

57.7000

56.1000

51.1000
52.9000
50.4000
52.3000
57.7000
56.7000
56.2000
54.2000
52.6000
51.9000
55.9000
54.2000
60.2000
59.4000
51.5000
56.6000
58.0000
469000
55.0000
59.0000
51.3000
60.2000
50.0000
56.6000
48.7000
48.2000
52.9000
49.4000

45

59.3000

53.8000
52.9000
51.1000
55.5000
53.9000
51.4000
48.4000
54.7000
56.8000
47.5000
51.2000
53.4000
54.5000
58.9000
56.5000
62.1000
56.3000
49.2000
48.2000
52.5000
50.2000
47.4000
60.0000
62.8000
63.6000
63.4000
63.9000
63.6000
64.8000
61.1000



4.5. Obtencion numérica de los Mapas de Ruido

4.5.1. Datos de Entrada

s Tiempo maximo en segundos: T, = 2700 y 75 = 600, los cuales equivalen a 45 y

10 minutos.
s Region del dominio computacional en metros: €2 — (0,30, x [0, 9].
= Ndmero de elementos: N} = 90y N, = 360.
s Velocidad del sonido en el aire en metros por segundo: ¢ = 313.

s Parametros de Estabilidad del método de Newmark:
a=05 'y =05

= Como condicién inicial se toma las presiones experimentales para los 90 y 360

elementos en la seccion 4.4.1.

= Por lo discutido en el seccién 4.4.2, se considera que el cambio de presion inicial

y el término fuente son funciones nulas.

s Se toma como condicones de contorno las obtenidas en la seccion 4.4.3:

Nota 4.5.1 Se ha romado por comodidad como unidades los minutos y los decibelios
para mostrar las tomas de datos y todos los grdficos que se muestran en este capitulo
pero todos los cdlculos se han realizado considerando como unidad de tiempo el segun-

do [Seg] y unidad de presion el pascal [Pa]. Esto debido a que la toma de datos se ha

realizado en el sistema internacional.
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4.5.2. Proceso Computacional

Obtenidas las condiciones iniciales y de contorno experimentales, medidas por el sonéme-
tro y almacenadas en una hoja de calculo de Excel, se las ingresa al programa de célculo
construido para el algoritmo de solucion del problema de Onda Sonora bidimensional
descrito por las ecuaciones (2.16) y (3.20), optimizando los resultados en cuanto a la
estabilidad de la solucién con los valores adecuados para los pardmetros o'y 7 y de
este modo condicionar la convergencia de la solucion. Para ello se toma el intervalo
de tolerancia Tol = [Pmin, Pmaz), donde o, = 40dB Y pror = 80dL3 son los va-
lores en decibelios para la presion minima y mdxima respectivamente registrados por
el Sonémetro. Luego se almacena en una matriz llamada num aquellos resultados en el
nimero de iteraciones que no pertenecen al rango de tolerancia, cuyo algoritmo controla
la estabilidad numérica de la solucién.

Se realiza una comparacion de resultados con dos mallas, donde una es un refinamiento

de la otra:
s Numero de elementos en la direccion x: 15, 30.

= Numero de elementos en la direccion y: 3, 6.

Entonces

@Ila N° 1 | Malla N°2
64

Nimero de nodos Totales 217
| Numero de nodos Intemnos | 56 174
Nimero de nodos en la frontera | 36 | 72
Niimero de Elementos 90 360

A continuacidon se presenta los resultados obtenidos sobre estas mallas, asi como la

densidad gréfica de los coeficientes de las matrices M y K de la semidiscretizacion es-

pacial, y los Mapas de Ruidos y el control de estabilida(num).
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RESULTADOS GRAFICOS DEL PROCESO SOBRE 90 ELEMENTOS Y 45 MI-

NUTOS DE DURACION.

En esta seccion el proceso dura 45 minutos, con un At 300 segundos, procesado

sobre una malla de 90 elementos triangulares.

Elemento. Malla de 90 elementos
’_ Li T T T T B
10k % »—datai |
L v " ¥ \‘ - T - T 'r . v 4 » b ¥
|
8 | l l ] |
I 1 ! | ! 1
6 f — L 4 ] * " " * ¥ #* #* —# — —p
—_ | | |
E | /| |
®
E 4 | | [ [ | [
= | { | | ! |
—# * L4 —- 3 * —- * * * —F- r— »
1 ] | ! ' 1 | | {
2} | | I 1
| | |
| | | , 1
oF —a . * . k . * + - \- * . » -
l 1 1 1 i ) 1 1
= 0 5 10 15 20 N 25 30
Nodo

x(metros)

Figura 4.14: Malla de Elementos Finitos Triangular

Matrz M

Matnz K

——t ]

Figura 4.15: Densidad de los coeficientes no nulos de las matrices de M y K
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Figura 4.16: Mapas de ruido a 5 min y 10 min de iniciado el proceso computacional.
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Figura 4.17: Mapas de ruido a 25 min y 45 min de iniciado el proceso computacional.



1=35 min

1=35 min

Figura 4.18: Mapa de ruido a 35 min de iniciado el proceso computacional donde se

muestra el mallado.

84



Estabilidad de Newmark Curvas de Nive!

E:T M l? TN RV U w3y oo T Iy

0'3.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 18 2

gamma

Figura 4.19: Rango de estabilidad respecto al nimero de iteraciones al variar los parame-

tros «v y -y para 90 elementos y 45 minutos.

Maviz num

80 100 12 140 a0

nz = 14638

o 20 40 60

Figura 4.20: Densidad de los valores no nulos de la matriz de estabilidad num para 90

elementos y 45 minutos.
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RESULTADOS GRAFICOS DEL PROCESO SOBRE 360 ELEMENTOS Y 45

MINUTOS DE DURACION.

En esta seccion el proceso dura 45 minutos, con un At = 300 segundos, igual que en la

subseccion anterior pero procesado sobre una malla de 360 elementos triangulares.

Elememo_ Malla de 360 elementos
T N | T T T —
10~ | da(a\!i
. B T N, T, N 05 | —— . [EF NP SR Bur mae S e g e e S LR B B e T |
I I - | A | . |
8- l l_ | | | | T F
i Jf_|. | A A "]"'* 11 A 1--|
| A1 | | |
f Pl | | 7| | |
6 —f— I e S S B B B B e i B S e o o (o B e | e
@ l l | | | | 1 | | i l
g ! ] | | 1 | | |
z O | e e Y e S N U A S SO LA S G T A L LU U L L . e |
E 4 171 17171 | | |
= | | P P | l | | | | | |
bt ! —t—t—t——f—F—F—
1 I A A ! !
21 i | | | I 1 |' |
— T, T | ==t = F— = e e e e )
: ' VIV VY VIV
0 ¥ s & - s - L8 ' ' NN - + - 4 & & & & ik | - il._.. U — -
P
) 1 \ | W 1 1 ~ 1 H
0 5 10 15 20 F 25 30
x(metros) Nodo
Figura 4.21: Malla de Elementos Finitos Triangular
Matriz M Hati2pi
o - 2 ’ — 1
B
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1] N & "
N My ) 4
&0 b N ;] |
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60f R, S L I
60 oy % 1
NN I
100 : 100
o0 % 120
1
|
140 b
|
160 X = ]
il 180 : |
e 200
200 ~ [ ]
| . N ..
L - o ; 60 80 100 120 140 160 180 200
B 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200 0o 2 40 e
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Figura 4.22: Densidad de los coeficientes no nulos de las matrices de M y K
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Figura 4.23: Mapas de ruido a 5 min y 10 min de iniciado el proceso computacional
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Figura 4.24: Mapas de ruido a 25 min y 45 min de iniciado el proceso computacional.
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Estabilidad de Newmark Curvas de Nivel

Figura 4.25: Rango de estabilidad respecto al nimero de iteraciones al variar los parame-

tros  y 7y para 360 elementos y 45 minutos.

Matriz num

nz = 15263

Figura 4.26: Densidad de los valores no nulos de la matriz de estabilidad num para 360

elementos y 45 minutos.
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OBSERVACIONES

= Se nota que en las figuras (4.14) y (4.21), que el nimero de elementos de los

mallados se encuentran en la proporcion de 1 a 4.

= En la figuras (4.15) y (4.22) se ve que las matrices de densidad son tridiagonales
es decir que sus elementos no nulos se acumulan alrededor de la diagonal de las

matrices.

= Ademas las figuras (4.16), (4.17), (4.23) y (4.24) muestran el comportamiento
del ruido en el area de estudio, llamados Mapas de Ruido que son el objetivo
principal del estudio de este trabajo. Por la teoria se sabe que los MR (4.23) y

(4.24) dan mayor informacion y mas precisa que los MR (4.16) y (4.17).

= Por ultimo las figuras (4.19), (4.20), (4.25), (4.26), (4.31) y (4.32), informan sobre
el rango de estabilidad respecto al nimero de iteraciones al variar los parametros

del método de Newmark.

RESULTADOS GRAFICOS DEL PROCESO SOBRE 360 ELEMENTOS Y 10
MINUTOS DE DURACION.

Como se desea tener un conocimiento mas real del comportamiento ondulatorio del rui-
do, es que se busca un At mas pequeno. Para encontrarlo habria sido necesario tomar
una gran data para las condiciones de contorno pero esto se evito al considerar los pa-
sadizos como problemas independientes en una dimensién. Es decir sélo fue necesario
tomar las mediciones de los extremos de los pazadizos cada 10 segundos durante 10
minutos. Luego estos datos se ingresan en el programa implementado para una dimen-
sion, obteniendose las condiciones de contorno necesarias. Con esta particion temporal
mucho mas pequena se obtiene una mejor aproximacion a lo que sucede en la realidad
como se predice en el analisis de convergencia. Esto se observa en el comportamiento
mas suave de los MR de las figuras 4.29 y 4.30.

Al igual que en el programa de dos dimensiones, se busca los valores de a y v que

estabilicen el programa en una dimension, lo cual se muestra en las figuras 4.27 y 4.28.
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Establlidad de Newmark

Curvas de Nwel

5 T T ¥y

0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
gamma

Figura 4.27: Rango de estabilidad respecto al nimero de iteraciones al variar los parame-

tros ' y v en 1D.

Matriz num

0 20 40 60 80 100 120 140 160
nz = 14627

Figura 4.28: Densidad de los valores no nulos de la matriz de estabilidad num en | D.

A continuacion se muestra los mapas de ruido y su matriz de estabilidad num sobre un

mallado de 360 elementos triangulares:
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Figura 4.29: Mapas de ruido a | min y 5 min de iniciado el proceso computacional.

Curvas de Nwvel en t = 5 min.
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Figura 4.30: Mapas de ruido a 8 min y 10 min de iniciado el proceso computacional.
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Estabilidad de Newmark

Curvas de Nive

. gl

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

gamma

Figura 4.31: Rango de estabilidad respecto al nimero de iteraciones al variar los parame-

tros ¢ y y para 360 elementos y 10 minutos.

Matriz num

0 20 40 60 80 100 120 140 160
nz - 15922

Figura 4.32: Densidad de los valores no nulos de la matriz de estabilidad num para 360

elementos y 10 minutos.
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NIVEL DE PRESION EN LOS MAPAS DE RUIDO.

En esta seccion se busca especificar los valores de nivel de presion de las isosonicas
para las dos mallas de 90 y 360 elementos y sus respectivos refinamientos temporales.
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5

Figura 4.34: Mapa de ruido para 360 elementos y 45 minutos.
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Figura 4.35: Mapa de ruido para 90 elementos y 10 minutos.
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Figura 4.36: Mapa de ruido para 360 elementos y 10 minutos.

Con estos ultimos resultados se completa la obtencion del Mapa de Ruido del domi-

nio computacional ubicado en el interior de la Facultad de Ciencias, donde se puede

observar que se cumple la norma ambiental acustica.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES Y TRABAJOS
FUTUROS

. En este trabajo se ha abordado el problema de la propagacion del ruido, para
la construccién de MR en 2D, se demostré que la ecuacién que gobierna este

fendmeno es una EDPHL, conocida como Onda Sonora.

2. Lasolucidn de este problema se resuelve en sentido cldsico, donde se encuentran
algunas dificultades relacionadas a la determinacidn de la solucidn explicita, y por

tal razon se aborda el proceso de solucién en forma débil o variacional.

3. Se establecieron las condiciones de existencia y unicidad de solucién del proble-

ma variacional evolutivo basado en el teorema de la Desigualdad de la Energia.

4. En primer lugar se obtiene la solucidn aproximada del problema diferencial me-
diante un esquema de Diferencias Finitas y luego se aproxima el problema va-
riacional hiperbdlico mediante un esquema de Galerkin explicito con Elementos
Finitos e interpolacion lineal. Asimismo se hizo una comparacion de los dos es-
quemas numéricos, donde se pudo observar que se obtiene mayor precision con
el MEF, cuyo refinamiento temporal no depende del refinamiento espacial y el
esquema genera estabilidad, mientras que con el método de Diferencias Finitas
para obtener la estabilidad del esquema se requiere de la dependencia de ambos

, donde ¢ depende de la presion

parametros de refinamiento, es decir At — Az/|c

y la densidad del aire.

5. Se analiza tedricamente la convergencia de ambos esquemas numéricos y sus

ordenes de convergencia. Para el esquema de Diferencias Finitas, el orden de
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10.

11.

convergencia es (2, 2). Y para el segundo esquema: la semidiscretizacion espacial
por Elementos finitos es O(h'), en particular en 1D es O(Az); y la discretiza-
cién temporal con el Método de Newmark es O(At?) cuando a = 0,5y o(At))

cuando @ = 0,5.

. Este trabajo aporta una manera sencilla y econdmica de obtener un MR con un

s6lo Sondémetro, ademas de la forma 6ptima de obtener una base de datos experi-
mental para ser utilizada como condiciones inciales y de contorno en el desarrollo

del problema, en estudio, de esta Tesis.

La importancia del modelo matematico utilizado como generador del MR es por
la facilidad de visualizar graficamente el comportamiento de la propagacion del

ruido mediante las curvas isosénicas de los MR (4.33), (4.34), (4.35) y (4.36) .

Para la optimizacion de los resultados de simulacion se traza el rango de estabi-
lidad basado en la variacion de los pardmetros & y -, lo que se muestra en las
figuras (4.19), (4.25), (4.27) y (4.31), esto es para obtener resultados coherentes

con la realidad, el cual indica qué valores son apropiados para dichos pardmetros.

Este trabajo es de gran interés en la actualidad, porque ayuda a mejorar el nivel
de vida de las personas, en sus ambientes de trabajo, ocio, estudio, etc. Motivo
por el cual se hizo este estudio para determinar el MR en una zona de la FC-UNI
relacionada a los ambientes interiores del pabellon R1, cuyos resultados cumplen
con las normas de presion sonora, en el que se indica el indice de ruido adecuado

entre 40 y 80 decibelios. Lo cual se puede apreciar en las figuras (4.16), (4.17),
(4.18), (4.23), (4.24), (4.29) y (4.30).

La aportacion de la Tesis contribuye al conocimiento cientifico, tecnolégico e

innovador.

Esta metodologia se puede aplicar para el estudio de la propagacion del ruido
en tres dimensiones espaciales y en dominios no acotados. Asimismo mejorar
los esquemas de aproximacion con elementos finitos utilizando polinomios de
interpolacion de mayor grado, y aplicar en problemas no lineales generados en el

analisis de materiales acustico, lo cual se tiene planificado para trabajos futuros

de investigacion.
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