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Resumen

Los equilibrios de Nash constituyen un modelo matemático que desde
su creación en los años 50 ha encontrado múltiples aplicaciones en varias
áreas del conocimiento.

La idea intuitiva de equilibrio es la siguiente. Varios agentes o juga-
dores interactúan entre śı intentando maximizar sus beneficios mediante
el uso de una estrategia. Los beneficios de cada agente dependen de su
estrategia propia y de las de sus rivales. En todo momento los jugadores
conocen las estrategias de sus contrincantes y, sobre la base de ello, cada
agente escoge aquella estrategia que le reporte los mayores beneficios. Se
habrá alcanzado un equilibrio cuando cada jugador emplee precisamen-
te aquella estrategia que le proporcione más beneficios. El Problema de
Equilibrio de Nash Generalizado (GNEP) formaliza matemáticamente
esto que acabamos de describir. A manera de ejemplo, podemos pensar
en varios bancos que compiten entre śı en un determinado páıs.

Alcanzar el equilibrio no es fácil. En este sentido, las reformulaciones
del GNEP son útiles porque permiten analizar el problema desde nuevas
perspectivas, utilizando herramientas de otras áreas de la matemática.
Ahora bien, la teoŕıa de las desigualdades variacionales está muy desa-
rrollada, tanto teórica como algoŕıtmicamente (véase [13]). Igualmente,
los problemas de optimización (maximización o minimización de funcio-
nes) han sido estudiados exhaustivamente, ya desde la época de Newton,
y por ello también existe una teoŕıa muy desarrollada al respecto (véase
[18]). De manera que las reformulaciones del GNEP como problemas de
optimización y como problemas de desigualdad variacional son especial-
mente importantes.

En esta tesis estudiamos el GNEP y presentamos varias reformula-
ciones del GNEP como problemas de optimización y como problemas de
desigualdad variacional. Las herramientas básicas para obtener las refor-
mulaciones como problemas de optimización serán la función de Nikaidô-
Isoda y su regularización, mientras que para obtener las reformulacio-
nes como problemas de desigualdad variacional utilizaremos las nociones
clásicas de gradientes y subdiferenciales, y la recientemente introducida
noción de subniveles ajustados y sus operadores normales (véase [4]).
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Antecedentes, objetivos, hipótesis
y marco teórico

Antecedentes y Planteamiento del Problema

El Problema de Equilibrio de Nash Generalizado (GNEP) puede describirse infor-
malmente de la siguiente manera. Supongamos que estamos viendo un partido de
fútbol. Los dos equipos interactúan e intentan lograr la victoria marcando goles.
Cada uno utiliza una estrategia, la forma en que juegan para derrotar a su rival,
que está sujeta a la estrategia de dicho rival. Por ejemplo, si el equipo A emplea una
estrategia agresiva, entonces la estrategia del equipo B podŕıa consistir en esperar
a que el equipo A ataque, para luego realizar rápidos contraataques cuando la ma-
yoŕıa de los jugadores del equipo A estén en su área. Puede llegarse a un equilibrio
cuando la siguiente situación ocurra: ninguno de los equipos ataca por temor a sufrir
el contraataque del equipo rival.

El Problema de Equilibrio de Nash (NEP, por sus siglas en inglés) es un modelo
matemático que sirve para modelar problemas de la vida real como el que acabamos
de describir. Introducido por John Nash [26, 27] en 1950, el NEP encontró nume-
rosas aplicaciones, convirtiéndose en un tema de investigación importante dentro
de la Economı́a Matemática. Su versión generalizada (el Problema de Equilibrio
de Nash Generalizado o GNEP) fue introducida por Debreu [10] en un marco casi
estrictamente económico (con bienes y servicios), y fue estudiado por diversos inves-
tigadores de áreas no necesariamente afines. De ah́ı que el GNEP haya tenido varias
denominaciones a lo largo de su historia (economı́a abstracta, problema de equilibrio
social, pseudojuego). Al igual que el NEP, pronto el GNEP mostró cuán útil era
para lidiar con diversos tipos de problemas, convirtiéndose también en un tema de
amplio interés.

El problema principal que se presenta al tratar con los equilibrios de Nash es
decidir si existen soluciones para el GNEP o el NEP, y, en el caso afirmativo, cómo
encontrarlas. En la segunda mitad del siglo XX se dieron grandes avances a este
respecto. El NEP o el GNEP es dif́ıcil de analizar directamente, y lo que a menudo
se hizo (y se hace) es buscar reformulaciones del problema. Por ejemplo, John Nash
[26] utilizó una reformulación del NEP para mostrar que este admite soluciones en
ciertos casos (lo que hizo, en realidad, fue probar que la reformulación admite solu-
ciones). Aśı, las reformulaciones de los equilibrios de Nash son importantes porque
nos ayudan a analizarlos desde nuevos puntos de vista y con nuevas herramientas.
Desde luego, el tipo de reformulación obtenida depende de las caracteŕısticas del pro-
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Antecedentes, objetivos, hipótesis y marco teórico 2

blema en cuestión. Y, lógicamente, mientras más restricciones impongamos menos
reformulaciones tendremos.

Estos son los problemas que nos planteamos en esta tesis. Primero, queremos
comprender a fondo el GNEP. Y segundo, deseamos ver qué reformulaciones existen
y qué información del GNEP podemos obtener a partir de ellas.

Objetivos

Esta tesis tiene dos objetivos. El primero es estudiar en detalle el GNEP. El se-
gundo es dar cuenta de las reformulaciones del GNEP. En consecuencia, además de
dar una breve descripción de los equilibrios de Nash, vamos a presentar dos tipos
de reformulaciones del GNEP: como problemas de desigualdad variacional y como
problemas de optimización.

Hipótesis

Existe una amplia bibliograf́ıa sobre el GNEP (véase [12] y las referencias alĺı ci-
tadas). De modo que no hay mucho que decir respecto de nuestro primer objetivo
(estudiar el GNEP).

Ahora bien, como ya dijimos, en [26] John Nash usó una reformulación del NEP
como problema de desigualdad variacional para mostrar que posee soluciones en
cierto casos. Por consiguiente, aqúı nuestra hipótesis natural es que existen refor-
mulaciones de esta clase, ya no del NEP sino del GNEP.

Igualmente, como el GNEP consiste en resolver varios problemas de optimización
al mismo tiempo (véase la Introducción o el Caṕıtulo 2), se espera que existan
reformulaciones del GNEP como problemas de optimización. Esta es precisamente
nuestra hipótesis en este caso.

Marco teórico

Nuestro estudio del GNEP (Caṕıtulo 2) y la obtención de sus reformulaciones
(Caṕıtulos 3 y 4) van a estar basadas en gran medida en el análisis convexo y
cuasiconvexo, aśı como en la teoŕıa de las desigualdades variacionales. Consecuen-
temente, en el Caṕıtulo 1 realizamos una revisión general de varios conceptos y
teoremas conocidos, y probamos varios resultados sofisticados (véase por ejemplo la
Sección 6). Este será nuestro marco teórico, es decir, nos servirá como soporte para
el posterior estudio del GNEP, y para conseguir las reformulaciones deseadas.



Introducción

Los equilibrios de Nash constituyen un modelo matemático en la Teoŕıa de Juegos,
que ha encontrado múltiples aplicaciones en las últimas décadas. Informalmente
hablando, dicho modelo consiste en N jugadores que interactúan y que, haciendo
uso de una estrategia, intentan maximizar sus beneficios (o minimizar sus pérdidas).
Bajo el supuesto de que cada jugador conoce las estrategias de sus rivales, se habrá
alcanzado un equilibrio cuando ninguno de ellos pueda aumentar sus beneficios (o
reducir sus pérdidas) cambiando unilateralmente de estrategia.

Si el juego se tratara de un partido de fútbol, los jugadores seŕıan los directores
técnicos y las estrategias seŕıan la manera como hacen que sus futbolistas se desem-
peñen durante el partido. Cada jugador “ve” (en el campo de juego) la estrategia
de su contrincante, a partir de la cual decide qué hacer. Por ejemplo, si uno de los
equipos está ganando y comienza a jugar defensivamente, el director técnico del otro
podŕıa intentar mejorar su situación haciendo ingresar a un delantero en reemplazo
de un defensa, pues es menos probable que su rival lo ataque. Aśı, la estrategia de
cada equipo depende de la estrategia de su contrincante. Y cada cambio de estrate-
gia de cualquiera de los jugadores puede inducir un cambio de estrategia en el otro,
hasta que, posiblemente, se alcance el equilibrio. Una situación de equilibrio podŕıa
ser aquella en que ninguno de los equipos se atreve a atacar por miedo a quedar
descompensado en defensa y sufrir los contraataques del equipo rival.

Hagamos una descripción más precisa. Supongamos que n, n1, . . . , nN son enteros
positivos tales que n=n1+· · ·+nN , de modo que podamos escribir

Rn = Rn1 ⊕ · · · ⊕ RnN .

Cada jugador ν controla la variable

xν ∈ Rnν ,

conocida como su estrategia en el juego, y posee una función de pérdidas (o función
de coste)

θν : Rn → R

cuyos valores dependen de las estrategias xµ de todos los jugadores. Dado un vector

x = (x1, . . . , xN) ∈ Rn

de estrategias del juego, usamos el śımbolo x−ν para denotar las estrategias de todos
los jugadores excepto la del ν-ésimo jugador, es decir

x−ν = (x1, . . . , xν−1, xν+1, . . . , xN) ∈ Rn−nν ,

3



Introducción 4

y escribimos x = (xν , x−ν) 1. El objetivo del ν-ésimo jugador es el siguiente: dado
un conjunto de estrategias empleadas por sus rivales, él debe minimizar su función
de pérdidas haciendo variar su estrategia en un conjunto

Xν ⊂ Rnν ,

llamado conjunto de estrategias factible o región factible del ν-ésimo jugador. Esto
es, para cada x−ν fijo él intenta resolver el siguiente problema de minimización

min
xν

θν(x
ν , x−ν), xν ∈ Xν . (0.1)

El Problema de Equilibrio de Nash (NEP, por sus siglas en inglés) consiste justa-
mente en encontrar aquellos puntos en que cada jugador ha logrado su objetivo, es
decir, vectores x̄ ∈ Rn con las siguientes propiedades: x̄ν ∈ Xν para cada ν, y

θν(x̄
ν , x̄−ν) ≤ θν(x

ν , x̄−ν) para cualesquiera ν y xν ∈ Xν .

Si estos puntos existen, son llamados equilibrios de Nash o soluciones del NEP.
Notemos que el equilibrio se habrá alcanzado cuando a ninguno de los jugadores le
convenga cambiar de estrategia unilateralmente2.

Tras ser introducido en 1950 por John Nash [26, 27] en su tesis de doctorado,
el NEP se convirtió rápidamente en una herramienta muy útil en economı́a y en
varias áreas relacionadas con las matemáticas, lo cual a su vez impulsó el desarrollo
de una teoŕıa amplia y fruct́ıfera. Sin embargo, pronto se hizo patente que en los
“juegos de la vida real” los jugadores también interactúan a nivel de sus estrategias;
o sea que las posibles estrategias que un jugador pueda elegir en un determinado
momento dependen de las estrategias rivales. Nuestro ejemplo informal de fútbol
ilustra este punto: cuando un equipo ataca, lo más probable es que el otro defienda o
“haga tiempo”, pero no que ataque. Consecuentemente, la falta de una generalización
adecuada del NEP que sirviera para lidiar con este tipo de situaciones quedó en
evidencia, y el Problema de Equilibrio de Nash Generalizado (GNEP por sus siglas
en inglés), introducido por Debreu [10], resultó ser tal generalización. El GNEP
es un NEP que incorpora la condición ya mencionada: cada región factible Xν no
permanece fija, sino que depende de las estrategias rivales x−ν , por lo que se la
representa mediante Xν(x

−ν). Aśı, el problema de minimización (0.1) del ν-ésimo
jugador se convierte en

min
xν

θν(x
ν , x−ν), xν ∈ Xν(x

−ν), (0.2)

y los equilibrios correspondientes son llamados equilibrios generalizados de Nash o
soluciones del GNEP.

En las décadas que siguieron a la publicación del art́ıculo de Debreu, se encon-
traron numerosas aplicaciones del GNEP en múltiples áreas de las Matemáticas

1 La igualdad x= (xν , x−ν) no significa que las componentes de x hayan sido reordenadas de
modo que xν sea la primera componente. Se trata tan solo de enfatizar la componente xν de x.

2 Recalcamos que en el NEP (y también en el GNEP) cada jugador conoce las estrategias de sus
rivales y, sobre la base de ese conocimiento, decide conservar o modificar la suya, siempre pensando
en minimizar sus pérdidas. Aśı, los partidos de fútbol y de ajedrez son ejemplos de NEPs, mientras
que las partidas de póquer no lo son.



Introducción 5

Aplicadas. A pesar de lo cual el GNEP permaneció más vinculado a la Economı́a
Matemática, debido a su origen económico. Puesto que en economı́a las funciones
convexas (o cóncavas) y cuasiconvexas (o cuasicóncavas) surgen naturalmente, los
GNEPs cuyas funciones de coste satisfacen estas hipótesis han sido históricamente
importantes3. En general, mientras más condiciones verifique el GNEP analizado,
más podremos afirmar sobre él.

La interacción entre los jugadores del GNEP es compleja. En efecto, como los
valores de cada función de pérdidas dependen de todas las estrategias, si en un de-
terminado momento un jugador cambiara la suya, entonces las estrategias óptimas
que escogeŕıan sus rivales para minimizar sus respectivas funciones de coste podŕıan
ser diferentes de las que están empleando en ese momento. O sea que cada cambio de
estrategia va a inducir, posiblemente, cambios de estrategias en los demás jugado-
res, los que a su vez van a provocar nuevos cambios de estrategias. Por ello, decidir
cuándo un GNEP espećıfico admite soluciones es en general dif́ıcil. Más dif́ıcil aun
es determinar los equilibrios expĺıcitamente (sabiendo de antemano que existen).
En este sentido, las reformulaciones del GNEP (y de cualquier otro problema ma-
temático) son útiles porque proporcionan nuevas perspectivas del problema original,
haciendo posible utilizar métodos de otras áreas de las matemáticas para abordarlo.
Uno puede, por ejemplo, mostrar que un GNEP admite soluciones probando que
alguna de sus reformulaciones las admite4.

En esta tesis hacemos un estudio más o menos detallado del GNEP (Caṕıtulo
2) y presentamos varias reformulaciones del GNEP como problemas de desigualdad
variacional (Caṕıtulo 3) y como problemas de optimización (Caṕıtulo 4). Con ese
fin, nos enfocamos en una clase especial de GNEPs, a saber, aquellos para los que
las regiones factibles Xν(x

−ν) están dadas por

Xν(x
−ν) = {xν ∈ Rnν | (xν , x−ν) ∈ X},

donde X es un subconjunto no vaćıo (posiblemente convexo o cerrado) de Rn. Estos
GNEPs, introducidos por Rosen [29], han sido intensamente estudiados en las últi-
mas décadas, y han alcanzado tal trascendencia que con frecuencia se les confunde
con los GNEPs originales.

La motivación del Caṕıtulo 3 es simple. Como la teoŕıa de las Desigualdades
Variacionales es amplia (véase por ejemplo [13]), existen muchas más herramientas
para analizar reformulaciones del GNEP como problemas de desigualdad variacional
que para estudiar el GNEP directamente. Por ejemplo, la mayoŕıa de los resultados
de existencia (teoremas que garantizan que un GNEP con determinadas propiedades
posee solución) han sido obtenidos aplicando teoremas de punto fijo (véase [14]) a
tales reformulaciones5. En este caṕıtulo presentamos varias reformulaciones de este
tipo, bajo hipótesis cada vez más débiles. Suponiendo primero que las funciones

3En [26], además de definir el NEP, John Nash probó que el NEP admite solución bajo hipótesis
razonables, incluyendo la convexidad de las funciones de coste (véase el Teorema 9.4).

4La prueba original del teorema de John Nash, que no aparece en [26], sigue este patrón:
aplicando el teorema del punto fijo de Brouwer a una reformulación de un cierto NEP, él mostró
que este admite soluciones.

5Los resultados de existencia de solución para el GNEP que vamos a probar (véanse por ejemplo
los Teoremas 10.6, 10.8 o 13.6) estarán basados en el teorema de punto fijo de Brouwer (Teorema
4.18) y en el teorema de Kakutani(-Fan) (Teoremas 4.19 y 4.20).



Introducción 6

objetivo θν son convexas6 y diferenciables, obtenemos una reformulación del GNEP
como un problema de desigualdad variacional, el cual estará dado en función de los
gradientes de los θν ’s, para luego analizar sus condiciones KKT y relacionarlas con
las condiciones KKT de los problemas de minimización (0.2) asociados al GNEP.
Después generalizamos esta reformulación al caso en que las funciones θν son solo
convexas7, haciendo uso de sus subdiferenciales (en vez de sus gradientes). Presenta-
mos luego una reformulación todav́ıa más general, que vale tan solo bajo la hipótesis
de cuasiconvexidad8 de las funciones θν , para lo cual empleamos una noción recien-
temente introducida por D. Aussel y N. Hadjisavvas [4] en el análisis cuasiconvexo,
a saber, la de los Subniveles Ajustados y sus Operadores Normales. En cada caso,
la idea básica será utilizar las condiciones de optimalidad del análisis convexo y
cuasiconvexo (véase la Sección 8) para traducir los problemas de minimización (0.2)
del GNEP en un problema de desigualdad variacional.

Por otra parte, como el GNEP consiste básicamente en resolver varios problemas
de minimización al mismo tiempo, es natural que existan reformulaciones del GNEP
como problemas de optimización (o minimización). En el Caṕıtulo 4 utilizamos la
función de Nikaidô-Isoda y su versión regularizada para transformar el GNEP en
varios problemas de optimización, con restricciones y sin restricciones. Si bien las
primeras reformulaciones caracterizan completamente a los equilibrios generalizados,
ellas tienen el defecto de que sus funciones objetivo no son diferenciables (cuando las
funciones de coste θν lo son). Superamos este problema trabajando con una subclase
de los equilibrios generalizados, a saber, los equilibrios normalizados. Modificando
el método usado en las primeras reformulaciones, obtendremos caracterizaciones de
tales equilibrios normalizados como las soluciones de problemas de optimización con
función objetivo diferenciable, con restricciones y sin restricciones. Aunque estas
últimas reformulaciones no caracterizan a todas las soluciones del GNEP, el que sus
funciones objetivo sean diferenciables es una gran ventaja, ya que, como se sabe, la
mayoŕıa de algoritmos usados para resolver problemas de minimización funcionan
mejor cuando su función objetivo es diferenciable.

Terminamos indicando nuestras fuentes principales. La referencia principal utili-
zada al presentar los equilibrios de Nash en el Caṕıtulo 2 ha sido el art́ıculo [12]. El
Caṕıtulo 3 está basado en varias fuentes: la reformulación de la Sección 11 es una
generalización natural de un resultado clásico sobre NEPs (véase por ejemplo [13,
Proposition 1.4.2]), la de la Sección 12 proviene de la referencia [17], la de la Sección
13 del art́ıculo [3], y la parte sobre condiciones KKT en la Sección 11 proviene del
art́ıculo [11]. Las reformulaciones del Caṕıtulo 4 están basadas en [16].

6Más precisamente, las funciones θν deben ser convexas respecto a la ν-ésima variable, esto es,
para cada ν y x−ν la aplicación xν 7→ θν(xν , x−ν) debe ser convexa.

7De nuevo, las funciones θν deben ser convexas respecto a la ν-ésima variable.
8Las funciones θν deben ser cuasiconvexas respecto a la ν-ésima variable.



Caṕıtulo 1

Preliminares y resultados previos

En este caṕıtulo presentamos y establecemos todos los conceptos y resultados
que serán necesarios para el desarrollo del presente trabajo. Comenzando con las
definiciones esenciales del álgebra lineal y del análisis real, y pasando por el análisis
convexo y el análisis multivaluado, nuestro objetivo es proporcionar todos los pre-
requisitos para el estudio de los equilibrios de Nash en los siguientes caṕıtulos.
Debemos indicar, sin embargo, que el teorema de punto fijo de Brouwer, resultado
fundamental para establecer resultados de existencia de solución de desigualdades
variacionales, no será mostrado, debido a que su prueba requiere de herramientas
que están más allá del alcance y del objetivo de esta tesis, no obstante que existan
en la literatura varias demostraciones de dicho teorema1.

1. Conceptos básicos

En esta sección revisamos los principales conceptos y resultados del análisis real y
del álgebra lineal que precisaremos luego. Como se trata de material estándar, la
mayoŕıa de las proposiciones y teoremas serán enunciados sin demostración, si bien
algunos resultados relevantes serán probados. Las referencias que el lector puede
consultar sobre el contenido de esta sección son numerosas, por ejemplo [23], [19],
[30] o [25].

Espacios vectoriales

Un espacio vectorial (real) es un conjunto V en el que están definidas dos
operaciones: una adición + : V × V → V , que asocia a cada par (x, y) de elementos
de V otro elemento de V denotado por x + y; y una multiplicación por escalares
· : R× V → V , que asocia a cada (a, x) ∈ R × V un elemento de V denotado por
a · x o simplemente ax. Estas operaciones cumplen los siguientes axiomas

(1) x+ y = y + x para todo x, y ∈ V ;

(2) (x+ y) + z = x+ (y + z) para todo x, y, z ∈ V ;

(3) existe un elemento 0 en V tal que x+ 0 = x para todo x ∈ V ;

1Véanse por ejemplo las referencias [8, Theorem 8.1.3], [24, Teorema 11, pág. 447] o [14, Theorem
(7.2), pág. 95].

7
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(4) para todo x ∈ V existe un elemento −x en V tal que x+ (−x) = 0;

(5) (a+ b)x = ax+ bx y a(x+ y) = ax+ ay para todo a, b ∈ R y todo x, y ∈ V ;

(6) 1x = x para todo x ∈ V ;

(7) a(bx) = (ab)x para todo a, b ∈ R y todo x ∈ V .

Ejemplo 1.1. Sea n un número natural. Denotamos por Rn al conjunto de las
n-uplas (x1, . . . , xn) donde xi ∈ R para cada i ∈ {1, . . . , n}. Este conjunto es un
espacio vectorial real, donde las operaciones + : Rn × Rn → Rn y · : R× Rn → Rn

están definidas aśı: si x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) y a ∈ R, entonces x + y =
(x1 + y1, . . . , xn + yn) y ax = (ax1, . . . , axn). Este espacio es conocido como espacio
euclidiano.

A los elementos del espacio vectorial V se les llama vectores o puntos, y a los
elementos de R se les llama escalares.

Un vector x ∈ V es combinación lineal de los vectores v1, . . . , vr ∈ V si existen
escalares a1, . . . , ar tales que x = a1v1 + · · ·+ arvr. Decimos que v1, . . . , vr ∈ V son
linealmente independientes (l.i.) si ninguno de ellos es combinación lineal de los
elementos restantes.

Una base de un espacio vectorial V es un conjunto linealmente independiente B
tal que todo elemento de V se puede expresar (de manera única) como combinación
lineal de elementos deB. Todo espacio vectorial V posee una base. Además, dos bases
cualesquiera de V tienen la misma cardinalidad, esto es, existe una correspondencia
biyectiva entre ellas. Si V posee una base de cardinalidad finita diremos que V es de
dimensión finita y en el caso contrario decimos que V tiene dimensión infinita.

Ejemplo 1.2. El conjunto {e1, . . . , en} es una base del espacio vectorial real Rn,
donde ei es el vector de coordenada i-ésima 1 y demás coordenadas 0. Esta base es
llamada la base canónica de Rn.

Sean V y W espacios vectoriales. Una transformación lineal es una aplicación
T : V → W tal que para todo x, y ∈ V y todo a ∈ R se cumple T (ax + y) =
aT (x) + T (y). Cuando Y = R decimos que T es una funcional lineal.

Si T : V → W es una transformación lineal entre espacios vectoriales de dimen-
sión finita, con bases {v1, . . . , vn} ⊂ V y {w1, . . . , wm} ⊂ W , entonces existe una
matriz (tij) de entradas reales con m filas y n columnas tal que

T (vj) =
m∑
i=1

tijwi para todo j = 1, . . . , n.

Decimos que (tij) es la matriz de la transformación lineal T con respecto a las
bases {v1, . . . , vn} y {w1, . . . , wm}. Esta matriz posee la siguiente propiedad: Dado
v = a1v1 + · · · + anvn tenemos T (v) = b1w1 + · · · + bmwm, donde los ai y los bj
satisfacen la relación  b1

...
bm

 = (tij) ·

 a1
...
an

 .
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Ejemplo 1.3. Sea T : Rn → Rm una transformación lineal. Trabajando con respecto
a las bases canónicas de Rn y Rm vemos que la matriz (tij) de T determina T , esto
es, si pensamos en Rp como el espacio Rp×1 de matrices p× 1 (véase la Observación
1.19), entonces para todo v ∈ Rn tenemos

T (v) = (tij) · v.

Una aplicación 〈·, ·〉 : V × V → R sobre el espacio vectorial V es un producto
interno si satisface los siguientes axiomas

(1) 〈ax+ y, z〉 = a〈x, z〉+ 〈y, z〉 para todo x, y ∈ V y a ∈ R;

(2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para todo x, y ∈ V ;

(3) 〈x, x〉 > 0 para todo x ∈ V distinto de 0.

Ejemplo 1.4. En el espacio euclidiano Rn, dados x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn)
el producto interno canónico está dado por

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi.

Una norma sobre el espacio vectorial V es una función ‖ · ‖ : V → R que tiene
las siguientes propiedades:

(1) ‖x‖ > 0 para todo x ∈ V distinto de 0;

(2) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ para todo x ∈ V y todo λ ∈ R;

(3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ para todo x, y ∈ V .

Al espacio vectorial V que posee una norma se le denomina espacio normado.
Si el espacio vectorial V posee un producto interno 〈·, ·〉, entonces la función

‖ · ‖ : V → R, ‖x‖ =
√
〈x, x〉 es una norma. Se suele decir que esta norma es

inducida por el producto interno 〈·, ·〉.

Ejemplo 1.5. El espacio euclidiano Rn posee varias normas. Por ejemplo, las fun-
ciones ‖ · ‖, ‖ · ‖s, ‖ · ‖∞ : Rn → R dadas por

‖x‖ =
√
〈x, x〉, ‖x‖s =

n∑
i=1

|xi|, ‖x‖∞ = máx
1≤i≤n

|xi|,

donde x = (x1, . . . , xn), son normas en Rn. Estas normas son denominadas la norma
euclidiana, la norma de la suma y la norma del máximo, respectivamente. La
norma euclidiana es inducida por el producto interno canónico.

Espacios topológicos

Una topoloǵıa sobre un conjunto X es una familia de subconjuntos τ de X,
llamados conjuntos abiertos o simplemente abiertos, que tiene las siguientes
propiedades
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(1) X y ∅ son abiertos.

(2) La unión de cualquier familia de conjuntos abiertos es abierto.

(3) La intersección de una familia finita de conjuntos abiertos es abierto.

Al par (X, τ) que consta de un conjunto X y de una topoloǵıa τ sobre X se le llama
espacio topológico. Si no hay ambigüedad respecto a la topoloǵıa escribimos X
en vez de (X, τ).

Observación 1.6. Las propiedades (2) y (3) de la definición de topoloǵıa pueden
resumirse señalando simplemente que τ es cerrada por uniones arbitrarias e inter-
secciones finitas.

Un subconjunto C del espacio topológico X es cerrado si su complemento X\C
es abierto. La familia de subconjuntos cerrados de X contiene a {∅, X} y es cerrada
por intersecciones arbitrarias y uniones finitas.

Decimos que V ⊂ X es una vecindad de x ∈ X si existe un conjunto abierto
U ⊂ V que contiene a x. Similarmente, V ⊂ X es una vecindad de A ⊂ X si existe
un conjunto abierto U ⊂ V tal que A ⊂ U . Un punto x ∈ X es llamado punto de
acumulación del conjunto A ⊂ X si toda vecindad de x contiene algún punto a de
A distinto de x.

Sea A ⊂ X. El interior de A, denotado por int(A), es la unión de todos los
abiertos U que están contenidos en A. La clausura de A, denotada por A, es la
intersección de todos los conjuntos cerrados C que contienen a A. Notemos que

A es abierto (resp. cerrado) si y solo si A = int(A) (resp. A = A).

Siempre se cumple que int(A) ⊂ A ⊂ A. Al conjunto de puntos de X que están
en A pero no en int(A) se le llama frontera de A y se le denota por ∂A, es decir,
∂A = A\ int(A). La frontera de un conjunto es siempre cerrada. Claramente,

int(A) = {x ∈ X | existe una vecindad V de x tal que V ⊂ A},
A = {x ∈ X | toda vecindad V de x intersecta A},
∂A = {x ∈ X | toda vecindad V de x intersecta A y X\A}.

Un cubrimiento abierto de A ⊂ X es una familia {Uλ}λ∈Λ de conjuntos abiertos
cuya unión contiene a A.

Una familia {Cλ}λ∈Λ de subconjuntos de X tiene la propiedad de la intersec-
ción finita si

⋂
λ∈Λ′ Cλ es no vaćıo para todo Λ′ ⊂ Λ finito.

Un espacio topológico X es compacto si todo cubrimiento abierto {Uλ}λ∈Λ de X
admite un subcubrimiento finito, esto es, existe Λ′ ⊂ Λ finito tal que X =

⋃
λ∈Λ′ Uλ.

Equivalentemente, X es compacto si toda familia {Cλ}λ∈Λ de subconjuntos cerrados
de X que posee la propiedad de la intersección finita tiene intersección

⋂
λ∈ΛCλ no

vaćıa.
Si Y es un subconjunto del espacio topológico (X, τ) entonces

τY := {Y ∩ U | U ∈ τ}
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es una topoloǵıa sobre Y , llamada topoloǵıa relativa de Y . Los subconjuntos
cerrados de (Y, τY ) están dados por

{Y ∩ C | C es cerrado en X}.

Un subconjunto Y de (X, τ) es compacto si el espacio topológico (Y, τY ) es
compacto. Es fácil verificar que Y es compacto si y solo si todo cubrimiento de Y
(por abiertos de X) admite un subcubrimiento finito. Todo subconjunto cerrado de
un espacio topológico compacto es compacto.

Una función f : (X, τX) → (Y, τY ) entre espacios topológicos es continua si la
preimagen de todo abierto es abierto, es decir, f−1(B) ∈ τX para todo B ∈ τY . Si
X es compacto y f es continua, entonces la imagen f(X) de X es un subconjunto
compacto de Y .

Espacios métricos

Dado un conjunto X, decimos que una función d : X ×X → R es una métrica
si satisface las siguientes propiedades

(1) d(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ X;

(2) d(x, y) = 0 si y solo si x = y;

(3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todo x, y, z ∈ X;

(4) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ X.

Al conjunto X que posee una métrica d se le llama espacio métrico, y se le denota
por (X, d). Si no hay ambigüedad respecto a la métrica escribimos X en vez de
(X, d).

Ejemplo 1.7. Si X es un espacio normado entonces la función d : X×X → R dada
por d(x, y) = ‖x− y‖ es una métrica. Decimos entonces que la norma ‖ · ‖ induce
una métrica en X. Aśı, todo espacio normado es un espacio métrico. En particular,
el espacio euclidiano Rn es un espacio métrico con la métrica d(x, y) = ‖x − y‖
inducida por la norma euclidiana.

En el espacio métrico (X, d), dados a ∈ X y r > 0, definimos los conjuntos

B(a, r) = {x ∈ X | d(a, x) < r},
B(a, r) = {x ∈ X | d(a, x) ≤ r},

que son llamados bola abierta de centro a y radio r, y bola cerrada de centro a
y radio r. La familia de conjuntos

τd := {A ⊂ X | para todo a ∈ A existe r > 0 tal que B(a, r) ⊂ A}

define una topoloǵıa sobre X. Luego (X, d) es un espacio topológico, de manera que
la terminoloǵıa introducida en la parte anterior se aplica para (X, d).

Ejemplo 1.8. Toda bola del tipo B(a, r) es un conjunto abierto, mientras que las
bolas del tipo B(a, r) son conjuntos cerrados. Todo conjunto abierto es una vecindad
de cada uno de sus puntos.
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Dado un subconjunto Y de (X, d), la restricción de d a Y × Y es una métrica
en Y , y por tanto Y es un espacio métrico. Decimos que d induce una métrica en
Y , y, en un abuso de notación, escribimos (Y, d) en vez de (Y, d|Y×Y ). La topoloǵıa
del espacio métrico (Y, d) coincide con la topoloǵıa relativa de Y . Usamos el śımbolo
BY (a, r) para denotar las bolas en Y de centro a ∈ Y y radio r > 0; expĺıcitamente,

BY (a, r) = {y ∈ Y | d(a, y) < r} = B(a, r) ∩ Y.

Decimos que A ⊂ Y es abierto (cerrado) en Y si A es abierto (cerrado) como
subconjunto del espacio métrico (Y, d). Notemos en particular que al hablar de con-
juntos abiertos en Y se sobreentiende que ellos están contenidos en Y . Análogamente,
U ⊂ X es una vecindad de A ⊂ Y en Y si U es una vecindad de A en el espacio
métrico (Y, d).

Una sucesión (xn) en (X, d) converge a a ∈ X si para todo ε > 0 existe n0 ∈ N
tal que n > n0 implica d(xn, a) < ε. En este caso escribimos xn → a o ĺımn→∞ xn = a.
Una sucesión (xn) ⊂ X es de Cauchy si para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que
m,n > n0 implica d(xm, xn) < ε. Toda sucesión convergente es de Cauchy, pero
no toda sucesión de Cauchy es convergente (la sucesión xn = 1/n en X := (0, 1]
es de Cauchy pero no es convergente). Cuando toda sucesión de Cauchy en X es
convergente decimos que X es un espacio métrico completo. Un punto x ∈ X es
punto de acumulación de la sucesión (xn) ⊂ X si existe una subsucesión (xj) de
(xn) tal que xj → x.

Ejemplo 1.9. El espacio euclidiano Rn, con la métrica del Ejemplo 1.7, es un espacio
métrico completo.

La convergencia de sucesiones determina la topoloǵıa de (X, d). En efecto, un
conjunto C ⊂ X es cerrado si y solo si para toda sucesión (xn) ⊂ C que converge a
x ∈ X se cumple que x ∈ C. Más aun, para cada subconjunto A de X tenemos

int(A) = {x ∈ X | existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ A},
A = {x ∈ X | existe una sucesión en A que converge a x},
∂A = {x ∈ X | existen sucesiones en A y en X\A que convergen a x};

además, x ∈ X es punto de acumulación de A si y solo si existe una sucesión (xn)
contenida en A\{x} tal que xn → x.

La continuidad de funciones entre espacios métricos admite la siguiente caracte-
rización2.

Proposición 1.10. Dada una función f : (X, dX) → (Y, dY ) entre espacios métri-
cos, las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) f es continua (la pre-imagen de todo abierto en Y es abierto en X);

(2) f−1(C) es cerrado en X para todo C ⊂ Y cerrado en Y ;

(3) para cualesquiera x̄ ∈ X y ε > 0 existe δ > 0 tal que dX(x, x̄) < δ implica
dY (f(x), f(x̄)) < ε;

2La definición de continuidad que uno normalmente encuentra al estudiar los espacios métricos
es la condición que aparece en el tercer ı́tem de la Proposiciòn 1.10.
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(4) para todo x̄ ∈ X y (xn) en X tal que xn → x se cumple que f(xn)→ f(x̄).

Ejemplo 1.11 (Función lipschitziana). Una función f : (X, dX)→ (Y, dY ) es lips-
chitziana si existe L ≥ 0 tal que dY (f(x), f(x′))≤L ·dX(x, x′) para todo x, x′ ∈ X.
Toda función lipschipziana es continua.

Ejemplo 1.12 (Función distancia dC). Dado un elemento a de (X, d), la aplicación
x 7→ d(x, a) define una función continua de X en R. En particular, si X es un espacio
normado y a = 0, obtenemos que la función norma ‖ · ‖ es continua en X. Si C es
un subconjunto no vaćıo de (X, d), la función distancia dC : X → R, definida por
dC(x) = ı́nfy∈C d(x, y), también es una función continua.

Decimos que un subconjunto A del espacio métrico (X, d) es acotado si está
contenido en alguna bola B(x, r). Todo conjunto compacto es acotado.

A menudo utilizaremos la siguiente proposición para mostrar que un conjunto
dado es compacto.

Proposición 1.13. Sea Y un subconjunto del espacio métrico (X, d). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) Y es un conjunto compacto;

(2) toda sucesión (yn) ⊂ Y posee una subsucesión convergente en Y ;

(3) todo cubrimiento abierto de Y (por abiertos de X) admite un subcubrimiento
finito;

(4) toda familia de conjuntos cerrados en Y con la propiedad de la intersección
finita tiene intersección no vaćıa.

Los dos teoremas que siguen son resultados clásicos que ilustran la relevancia de
los espacios métricos compactos.

Teorema 1.14 (Weierstrass). Toda función continua f : X → R definida sobre un
espacio métrico compacto (X, d) alcanza su mı́nimo y su máximo en X, es decir,
existen x0, x1 ∈ X tales que f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1) para todo x ∈ X.

Teorema 1.15 (Cantor). Sea K1 ⊃ K2 ⊃ · · · una sucesión decreciente de sub-
conjuntos compactos y no vaćıos del espacio métrico completo (X, d). Entonces la
intersección

⋂
n≥1Kn es un conjunto compacto y no vaćıo.

El espacio euclidiano Rn

En adelante, trabajaremos solamente con el espacio euclidiano Rn. De lo visto
previamente sabemos que Rn es un espacio métrico completo con la métrica inducida
por la norma euclidiana ‖ · ‖. Luego, todo lo afirmado hasta ahora se cumple para
Rn, y aqúı solo estableceremos algunos hechos adicionales.

Cualquier otra norma de Rn define la misma topoloǵıa que la norma euclidiana, es
decir, los abiertos en ambas topoloǵıas coinciden. Esto es consecuencia del siguiente
teorema, que nos dice que la convergencia de sucesiones en Rn no depende de la
norma considerada.
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Teorema 1.16 (Equivalencia de normas). Dada cualquier otra norma ‖ · ‖1 en Rn,
existen constantes positivas C y D tales que C‖x‖≤‖x‖1≤D‖x‖ para todo x ∈ Rn.

El conjunto B(0, 1) es la bola unitaria abierta de Rn, y su clausura B(0, 1)
es la bola unitaria cerrada de Rn. La clausura de toda bola abierta B(a, r) es
la bola cerrada B(a, r), si bien esto no siempre es cierto en espacios métricos. La
esfera unitaria de Rn es el conjunto

S(0, 1) = {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1}.

Dos puntos cualesquiera x e y de Rn satisfacen la desigualdad de Cauchy-
Schwarz

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖;
esta desigualdad es una igualdad si y solo si x e y “tienen la misma dirección”, es
decir, existe un escalar t ≥ 0 tal que y = tx o x = ty.

Dados dos subconjuntos A y B de Rn y un escalar λ ∈ R definimos la suma de
A y B mediante

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}
y el producto de λ y A mediante

λA = {λa | a ∈ A}.

El siguiente teorema es un resultado clásico que usaremos con mucha frecuencia.

Teorema 1.17 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesión acotada en Rn posee una sub-
sucesión convergente.

Combinando el teorema de Bolzano-Weierstrass con la Proposición 1.13 obtene-
mos una caracterización de los subconjuntos compactos de Rn.

Proposición 1.18. Un subconjunto K de Rn es compacto si y solo si es cerrado y
acotado.

Por ejemplo, el espacio Rn, que es cerrado pero no acotado, no es compacto.
Podemos ver esto directamente: la familia {B(0,m)}m≥1 es un cubrimiento abierto
de Rn que no admite subcubrimiento finito.

Observación 1.19. Por cuestiones de espacio, en ocasiones será conveniente denotar
a los vectores de Rn como arreglos verticales. Es decir, dado v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn,

la matriz

 v1
...
vn

 también representará a v. Esto no debeŕıa dar lugar a confusión.

Por ejemplo, si x e y están en Rn entonces xTy es igual al producto interno canónico
〈x, y〉 de x e y (AT denota la traspuesta de la matriz A).

Consideremos la base canónica {e1, . . . , en} de Rn. Sea la función f : U → R
definida sobre el abierto U de Rn. Definimos la derivada direccional de f en
a ∈ U en la dirección v ∈ Rn como el número

∂f

∂v
(a) := ĺım

t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
,
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siempre que este ĺımite exista; también definimos la derivada direccional unila-
teral de f en a en la dirección v por

f ′(a; v) := ĺım
t↓0

f(a+ tv)− f(a)

t
,

siempre que el ĺımite exista. Esta derivada direccional será especialmente útil al
trabajar con funciones convexas.

La i-ésima derivada parcial de f en a, denotada por ∂f
∂xi

(a), es la derivada
direccional de f en a en la dirección canónica ei, esto es,

∂f

∂xi
(a) := ĺım

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
.

Cuando f tiene todas sus derivadas parciales en a el vector

∇f(a) :=

(
∂f

∂x1

(a), . . . ,
∂f

∂xn
(a)

)
∈ Rn

es el gradiente de f en a, y decimos que f es derivable en a. Si f es derivable en
cada punto de U decimos simplemente que f es derivable.

Una función f : U → R es diferenciable en a ∈ U si existe una transformación
lineal f ′(a) : Rn → R, llamada derivada de f en a, tal que

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)(h) + r(h), a+ h ∈ U, (1.1)

donde ĺımh→0
r(h)
‖h‖ = 0. Si f es diferenciable en todos los puntos de U decimos

simplemente que f es diferenciable. Por ejemplo, toda transformación lineal T :
Rn → R es diferenciable con T ′(x) = T .

Toda función diferenciable es derivable. En efecto, dados a ∈ U y v ∈ Rn\{0},
tomando h = tv y haciendo t→ 0 en (1.1) obtenemos

∂f

∂v
(a) = ĺım

t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
= f ′(a)(v),

de donde
∂f

∂xi
(a) = f ′(a)(ei)

para todo i, es decir, f es derivable en a. Esto muestra en particular que ∇f(a) es
la matriz de la funcional f ′(a) y que por tanto

f ′(a; v) =
∂f

∂v
(a) = f ′(a)(v) = 〈∇f(a), v〉.

Toda función diferenciable es continua, mas existen funciones derivables que
no son continuas (ni diferenciables). De hecho, la función f : R2 → R dada por
f(x, y) = xy

x2+y2
si (x, y) 6= (0, 0) y f(0, 0) = 0 es derivable pero no es continua en

(0, 0).
Una función derivable f : U → R es de clase C1 si cada función ∂f

∂xi
: U → R

es continua. Toda función de clase C1 es diferenciable, mas no toda función diferen-
ciable es de clase C1. En resumen,

f : de clase C1 ⇒ f : diferenciable ⇒ f : derivable.
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Observación 1.20. Si tenemos una función f : U × V → R, donde U ⊂ Rm y
V ⊂ Rn, los śımbolos ∇xf(x, y) y ∇yf(x, y) representarán a los vectores(

∂f

∂x1

(x, y), . . . ,
∂f

∂xm
(x, y)

)
∈ Rm y

(
∂f

∂y1

(x, y), . . . ,
∂f

∂yn
(x, y)

)
∈ Rn

respectivamente, donde los xi representan a las variables en Rm y los yj representan
a las variables en Rn.

Dada una función f : U → Rn donde U es un subconjunto abierto de Rm,
tenemos f = (f1, . . . , fn), donde cada fi es una función de Rm en R. Decimos que f es
diferenciable en a ∈ U si existe una (única) transformación lineal f ′(a) : Rm → Rn

tal que para todo h ∈ Rm tal que a+ h ∈ U se cumple

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)(v) + r(h), (1.2)

donde ĺımh→0
r(h)
‖h‖ = 0. Decimos también que f es de clase C1 si cada fi es derivable

y si las funciones ∂fi
∂xj

: U → R son continuas.

Claramente, si f = (f1, . . . , fn) : U → Rn, donde U ⊂ Rm, entonces

f es diferenciable si y solo si cada fi es diferenciable,

f es de clase C1 si y solo si cada fi es de clase C1.

Cuando f es diferenciable se puede mostrar que
∂f1
x1

(a) · · · ∂fn
x1

(a)
...

. . .
...

∂f1
xm

(a) · · · ∂fn
xm

(a)


es la matriz de la transformación lineal f ′(a) : Rm → Rn. Más aun, si consideramos
la composición de dos funciones diferenciables f : U → Rn y g : V → Rp donde
U ⊂ Rm y f(U) ⊂ V ⊂ Rn, entonces la matriz de (g ◦ f)′(a) es igual al producto de
las matrices de g′(f(a)) y f ′(a). Esto es lo que nos dice la Regla de la Cadena.

Teorema 1.21 (Regla de la Cadena). Sean U ⊂ Rm y V ⊂ Rn abiertos. Sea
f = (f1, . . . , fn) : U → Rn tal que f(U) ⊂ V y cada función coordenada fk : U → R
es diferenciable en el punto a ∈ U . Sea también g : V → R una función diferenciable
en el punto b = f(a). Entonces la composición g ◦ f : U → R es diferenciable en el
punto a y sus derivadas parciales son

∂(g ◦ f)

∂xi
(a) =

n∑
j=1

∂g

∂yj
(b) · ∂fj

∂xi
(a).

Ahora mostraremos el lema de Urysohn, que nos dice que se pueden “separar”
dos subconjuntos cerrados y disjuntos de Rn con funciones continuas.

Teorema 1.22 (Lema de Urysohn). Para todo par de conjuntos cerrados, disjuntos
y no vaćıos U, V ⊂ Rn, existe una función continua f : Rn → [0, 1] tal que f(x) = 0
si x ∈ U y f(x) = 1 si x ∈ V .
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Prueba. Sabemos que cuando C ⊂ Rn es cerrado, la función distancia x 7→ dC(x)
es continua; además, dC(x) = 0 si y solo si x ∈ C. Entonces 0 < dU(x) + dV (x)
para todo x ∈ Rn pues siendo U y V disjuntos y cerrados, las funciones dU y dV no
pueden anularse al mismo tiempo. Por tanto, la función f : Rn → [0, 1] dada por

f(x) =
dV (x)

dU(x) + dV (x)

está bien definida y es continua pues es el cociente de dos funciones continuas.
Finalmente, observemos que f(x) = 0 si x ∈ U y f(x) = 1 si x ∈ V .

Corolario 1.23. Si U y C son subconjuntos de Rn tales que U es abierto, C es
cerrado y C ⊂ U , entonces existe una función f : Rn → [0, 1] tal que f(x) = 1 si
x ∈ C y f(x) = 0 si x 6∈ U .

Prueba. Si C = ∅ definimos f = 0, y si U = Rn tomamos f = 1. En ambos casos,
la función f tiene la propiedad deseada. Cuando C 6= ∅ y U 6= Rn, la función f se
puede conseguir aplicando el Teorema 1.22 a los conjuntos cerrados, disjuntos y no
vaćıos C y Rn\U .

Particiones de la unidad

Terminamos esta sección mostrando un caso particular del teorema de existencia
de particiones de la unidad. Nuestra demostración está basada en [30] y [31].

Dada una función f : U → R definida en el conjunto abierto U ⊂ Rn, el soporte
de f , denotado por sop(f), es la clausura (relativa a U) de los puntos de U donde f
no se anula, esto es,

sop(f) = {x ∈ U | f(x) 6= 0} ∩ U.
Notemos que x ∈ U no está en el soporte de f si y solo si existe δ > 0 tal que

B(x, δ) ∩ {x ∈ U | f(x) 6= 0} = ∅.

En particular, f(x) = 0 para todo x ∈ U\ sop(f).
Sean el conjunto K ⊂ Rn y U1, . . . , Ur un cubrimiento abierto de K. Decimos

que la familia de funciones continuas ϕ1, . . . , ϕr : Rn → [0, 1] es una partición de la
unidad en K, subordinada al cubrimiento U1, . . . , Ur, si se cumplen las siguientes
condiciones:

(1)
r∑
i=1

ϕi(x) = 1 para todo x ∈ K;

(2) sop(ϕi) ⊂ Ui para cada i = 1, . . . , r.

Teorema 1.24. Para todo conjunto compacto K ⊂ Rn y todo cubrimiento abierto
y finito de K, existe una partición de la unidad subordinada a dicho cubrimiento.

Prueba. Sea U1, . . . , Ur un cubrimiento abierto y finito de K. Sabemos que cada
x ∈ K está contenido en algún conjunto abierto Ui. Entonces, para cada x ∈ K
existen δx, δ

′
x > 0 tales que δx < δ′x y

B(x, δx) ⊂ B(x, δx) ⊂ B(x, δ′x) ⊂ B(x, δ′x) ⊂ Ui(x),
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donde i(x) ∈ {1, . . . , r}. Escribiendo Bx en vez de B(x, δx) y B′x en vez de B(x, δ′x),
vemos que {Bx}x∈X constituye un cubrimiento abierto del conjunto compacto K.
Luego existen x1, . . . , xm en K tales que K ⊂ Bx1 ∪· · ·∪Bxm . Para cada i = 1, . . . , r
sea Hi la unión de todos los conjuntos Bxj tales que B′xj ⊂ Ui, y sea Wi la unión de

todos los conjuntos B′xj tales que B′xj ⊂ Ui (nótese que Hi y Wi pueden ser vaćıos).
Entonces K ⊂ H1 ∪ · · · ∪ Hr, y cada Hi es un conjunto cerrado contenido en Wi,
que es un abierto cuya clausura está contenida en Ui:

Wi =
⋃

B′xj⊂Ui

B′xj =
⋃

B′xj⊂Ui

B′xj ⊂ Ui.

Por el Corolario 1.23, existen funciones continuas ψ1, . . . , ψr : Rn → [0, 1] tales que
ψi(x) = 1 si x ∈ Hi y ψi(x) = 0 si x 6∈ Wi. De {x ∈ Rn | ψi(x) 6= 0} ⊂ Wi se sigue
que sop(ψi) ⊂ Ui para cada i. Luego, si definimos las funciones ϕ1, . . . , ϕr mediante
ϕ1 = ψ1 y

ϕi+1 = (1− ψ1) · · · (1− ψi)ψi+1 (1.3)

cuando i = 1, . . . , r − 1, es claro que sop(ϕi) ⊂ sop(ψi) ⊂ Ui y que 0 ≤ ϕi ≤ 1 para
cada i. Además, la relación

ϕ1 + · · ·+ ϕi = 1− (1− ψ1) · · · (1− ψi) (1.4)

se satisface trivialmente para i = 1; y si (1.4) se verifica para i < r, sumando (1.3) y
(1.4) vemos que (1.4) también se verifica para i + 1. Aśı, concluimos por inducción
que

ϕ1 + · · ·+ ϕr = 1− (1− ψ1) · · · (1− ψr),

y como K ⊂ H1 ∪ · · · ∪Hr, al menos uno de los ψi(x) será 1 cuando x ∈ K, esto es,

ϕ1(x) + · · ·+ ϕr(x) = 1 para todo x ∈ K.

Esto muestra que ϕ1, . . . , ϕr es la partición de unidad que buscábamos.

2. Análisis convexo

El objeto de estudio del análisis convexo son los conjuntos convexos y las funciones
convexas. Una propiedad geométrica tan simple como la convexidad puede tener
implicancias profundas. Por ejemplo, los conjuntos convexos pueden separarse con
hiperplanos ; y todo mı́nimo local de una función convexa es un mı́nimo global, lo
cual significa que para minimizar funciones convexas basta con aplicar métodos de
estudio locales.

Todos los resultados de esta sección serán demostrados. Para esto, las princi-
pales referencias que utilizaremos serán los libros [5], [8], [9] y [32]. Por supuesto,
la referencia canónica de análisis convexo es el libro clásico de Rockafellar [28]. La
definición de pseudoconvexidad proviene de [22].
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2.1. Conjuntos convexos y conos

Dados dos puntos x, y ∈ Rn, denotaremos mediante [x, y] al segmento que los une,
es decir,

[x, y] := {λx+ (1− λ)y | 0 ≤ λ ≤ 1}.

Un conjunto C ⊂ Rn es convexo si para cualesquiera x, y ∈ C se verifica que
[x, y] ⊂ C.

Ejemplo 2.1. El espacio Rn y las bolas B(a, r) = {x ∈ Rn | ‖x − a‖ < r} son
ejemplos de conjuntos convexos. El conjunto A de la Figura 2.1 es convexo mientras
que el conjunto B no lo es.

a

b
[a, b] x

yz

A

B

Figura 2.1: Un conjunto convexo y uno que no es convexo.

Un vector z ∈ Rn es una combinación convexa de los vectores x1, . . . , xr ∈ Rn

si existen t1, . . . , tr ∈ [0, 1] tales que
∑r

i=1 ti = 1 y z =
∑r

i=1 tixi. Por ejemplo, los
puntos de [x, y] son combinaciones convexas de x e y.

Se puede probar por inducción que todo conjunto convexo contiene las combi-
naciones convexas de sus elementos. Rećıprocamente, si C ⊂ Rn contiene todas las
combinaciones convexas de sus elementos, entonces es convexo. En particular, dado
cualquier X ⊂ Rn, el conjunto

co(X) :=
{∑r

i=1 tixi
∣∣ r ∈ N, (ti)

r
i=1 ⊂ [0, 1],

∑r
i=1 ti = 1, (xi)

r
i=1 ⊂ X

}
,

es convexo y está contenido en todos los conjuntos convexos C ⊂ Rn tales que
X ⊂ C (notemos que co(∅) = ∅). Luego, co(X) es el menor conjunto convexo que
contiene a X. Decimos entonces que co(X) es la cápsula convexa de X.

Proposición 2.2.

(1) Si {Cλ}λ∈Λ es una familia de subconjuntos convexos de Rn, entonces
⋂
λ∈ΛCλ

es convexo.

(2) Si C ⊂ Rn es convexo, entonces C es convexo.

(3) Si C1, C2 ⊂ Rn son convexos, entonces C1 + C2 y C1 − C2 son convexos.

(4) Si X ⊂ Rn, entonces co(X) =
⋂
C∈F C, donde F es la colección de todos los

conjuntos convexos C ⊂ Rn que contienen a X. (Obsérvese que Rn ∈ F 6= ∅.)
En particular,

X es convexo si y solo si X = co(X).



Caṕıtulo 1. Preliminares y resultados previos 20

Prueba. El primer ı́tem es claro. Para verificar el segundo ı́tem, sean dos sucesiones
(xk) e (yk) en C tales que xk → x e yk → y. Debemos probar que [x, y] ⊂ C. De
hecho, si t ∈ [0, 1], entonces la sucesión definida por txk + (1 − t)yk está contenida
en C y converge a zt := tx+ (1− t)y, es decir, zt ∈ C. Esto muestra que [x, y] ⊂ C.
Veamos el tercer ı́tem. Sean z := x1 ± x2 y z′ := x′1 ± x′2 elementos de C1 ± C2 con
xi, x

′
i ∈ Ci. Entonces para cada t ∈ [0, 1] tenemos txi + (1− t)x′i ∈ Ci, de donde

tz + (1− t)z′ = (tx1 + (1− t)x′1)± (tx2 + (1− t)x′2) ∈ C1 ± C2.

Luego, C1 ± C2 es convexo. El cuarto ı́tem es consecuencia del primer ı́tem y de lo
expresado en el párrafo anterior.

Observación 2.3. La unión de conjuntos convexos no es necesariamente un con-
junto convexo. Por ejemplo, los puntos son convexos, pero la unión de dos puntos
distintos no es un conjunto convexo.

Dado un subconjunto no vaćıo X de Rn, cada elemento x de co(X) puede ex-
presarse como combinación convexa de elementos de X. Podemos de hecho escoger
n+ 1 (o menos) elementos de X de modo que x sea combinación convexa de dichos
elementos.

Teorema 2.4 (Carathéodory). Sea X un subconjunto no vaćıo de Rn y consideremos
x ∈ co(X). Entonces x se puede expresar como una combinación convexa de n + 1
(o menos) elementos de X.

Prueba. Basta con mostrar que si x puede escribirse como combinación convexa
de r elementos de X, donde r > n + 1, entonces también puede escribirse como
combinación convexa de r − 1 elementos de X.

Supongamos que existen x1, . . . , xr ∈ X y λ1, . . . , λr ∈ [0, 1] tales que r > n+ 1,∑r
i=1 λi = 1 y x =

∑r
i=1 λixi. Entonces los r − 1 vectores x2 − x1, . . . , xr − x1 son

linealmente dependientes (pues r− 1 > n) y por tanto existen escalares t2, . . . , tr no
todos nulos tales que

∑r
i=2 ti(xi − x1) = 0. Definiendo t1 := −

∑r
i=2 ti tenemos∑r

i=1 tixi = 0 y
∑r

i=1 ti = 0.

Como no todos los ti son nulos existe algún ti positivo, de modo que

α := mı́n
1≤i≤r

{λi
ti
| ti > 0

}
es un número real no negativo. Sin pérdida de generalidad supongamos que α = λr

tr
.

Ahora bien, si ti > 0 entonces αti ≤ λi; también, si ti ≤ 0 entonces αti ≤ 0 ≤ λi.
En definitiva, los números βi := λi − αti son no negativos, tienen la propiedad de
que

∑r
i=1 βi = 1 y además

x = x− α · 0 =
∑r

i=1 λixi − α
∑r

i=1 tixi =
∑r

i=1 βixi =
∑r−1

i=1 βixi,

donde la última igualdad se debe a que βr = 0. Esto muestra que x es combinación
convexa de los r − 1 elementos x1, . . . , xr−1 de X.
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Una consecuencia importante de este teorema es que la cápsula convexa de todo
conjunto compacto es un conjunto compacto.

Corolario 2.5. Si K es un subconjunto compacto y no vaćıo de Rn entonces co(K)
es un conjunto compacto. En particular, co({v1, . . . , vr}) es compacto para cuales-
quiera v1, . . . , vr ∈ Rn.

Prueba. Mostraremos que toda sucesión en co(K) posee una subsucesión conver-
gente en co(K). Sea (zk) ⊂ co(K). Por el teorema de Carathéodory, cada zk se
expresa como zk =

∑n+1
i=1 λ

k
i v

k
i , donde vki ∈ K y

∑n+1
i=1 λ

k
i = 1. La sucesión acotada

(λk1, . . . , λ
k
n+1, v

k
1 , . . . , v

k
n+1)k

posee una subsucesión que converge a algún (λ1, . . . , λn+1, v1, . . . , vn+1), donde cada
λi está en [0, 1] y cada vi está en K, ya que [0, 1] y K son cerrados. Como

∑n+1
i=1 λi = 1

(pues
∑n+1

i=1 λ
k
i = 1 para todo k), esto muestra que

∑n+1
i=1 λivi ∈ co(K) es el ĺımite

de una subsucesión de (zk).

Observación 2.6. Un conjunto compacto es un conjunto que es cerrado y acotado.
La cápsula convexa de un conjunto acotado es acotado, mas la cápsula convexa
de un conjunto cerrado no siempre es cerrado. En efecto, el subconjunto cerrado
X = {(0, 0)} ∪ {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y ≥ 1/x} de R2 tiene como cápsula convexa a

co(X) = {(x, y) ∈ R2 | x, y > 0} ∪ {(0, 0)},

que no es cerrado.

Ahora veremos una propiedad especial de los conjuntos convexos, que intuitiva-
mente nos dice que el segmento abierto que une un punto del interior de un conjunto
convexo y otro de su clausura está contenido en el interior de dicho conjunto. Para
ello definamos los segmentos abiertos y semiabiertos

(x, y) : = {λx+ (1− λ)y | 0 < λ < 1},
[x, y) : = {λx+ (1− λ)y | 0 < λ ≤ 1}.

que unen x e y.

Proposición 2.7. Sea C un subconjunto convexo y no vaćıo de Rn. Si x ∈ int(C)
e y ∈ C, entonces [x, y) ⊂ int(C).

Prueba. Sea (yk) una sucesión en C que converge a y, y tomemos una bola B(x, ε)
contenida en C. Fijemos t ∈ (0, 1] y escribamos zt := tx+ (1− t)y. Para cada k ∈ N
escribimos zkt := tx+ (1− t)yk. Luego la convexidad de C implica que B(zkt , tε) ⊂ C
para todo k pues si z ∈ B(zkt , tε) entonces ‖z − (tx + (1 − t)yk)‖ < tε, esto es,
z
t

+ (1− 1
t
)yk ∈ B(x, ε) ⊂ C y por tanto

z = t
(
z
t

+ (1− 1
t
)yk
)

+ (1− t)yk ∈ C.

Como la sucesión (zkt )k converge a zt, para k suficientemente grande zt estará en la
bola B(zkt , tε), que está contenida en C, lo que implica que zt ∈ int(C). Esto muestra
que [x, y) ⊂ C.
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Corolario 2.8. Sea C un subconjunto convexo de Rn tal que int(C) 6= ∅. Entonces
int(C) = int(C) y C = int(C).

Prueba. Claramente, int(C) ⊂ int(C) y int(C) ⊂ C. Consideremos x ∈ int(C).
Dado y ∈ int(C), existe t > 0 suficientemente pequeño tal que z := y+ t(y−x) está
en C, de modo que y = 1

1+t
z + t

1+t
x está en (x, z), que por la Proposición 2.7 está

contenido en int(C). Luego, y ∈ int(C) y obtenemos int(C) = int(C).
Sea ahora y ∈ C. Por la Proposición 2.7 tenemos [x, y) ⊂ int(C), y como hay

puntos de [x, y) arbitrariamente cercanos a y, podemos inferir que y ∈ int(C). Aśı,
C = int(C).

La igualdad C = int(C) en el corolario anterior no se cumple si el conjunto en
cuestión tiene interior vaćıo. Por ejemplo, si C es una recta en R2 entonces es un
conjunto convexo tal que

C = C 6= ∅ = ∅ = int(C).

Sin embargo, int(C) = int(C) se cumple incluso cuando int(C) = ∅. Queriendo ver
esto, introducimos la siguiente definición.

Decimos que x0, x1, . . . , xr ∈ Rn son af́ınmente independientes (a.i.) si los
vectores x1−x0, . . . , xr−x0 son linealmente independientes (l.i.). Esta definición es
buena, es decir, si x1−x0, . . . , xr−x0 son l.i. entonces también {xi−xj}0≤i≤r, i6=j son
l.i. para cualquier j ∈ {1, . . . , r}. En efecto, si los escalares {ci}0≤i≤r, i6=j satisfacen
la relación

∑
0≤i≤r, i6=j ci(xi − xj) = 0 entonces

r∑
i=1
i 6=j

ci(xi − x0) +
r∑
i=0
i 6=j

(−ci)(xj − x0) =
r∑
i=0
i 6=j

ci(xi − xj) = 0,

de donde, como x1 − x0, . . . , xr − x0 son l.i., obtenemos ci = 0 para cada i.
Un n-simplex en Rn es un conjunto {x0, . . . , xn}, donde x0, . . . , xn son a.i. Al

ser x1 − x0, . . . , xn − x0 l.i., todo x ∈ Rn puede expresarse de manera única como
combinación lineal de los vectores xi−x0, lo que implica que existen escalares únicos
t0, . . . , tn tales que

∑n
i=0 tixi = x y

∑n
i=0 ti = 1. Definamos ‖ · ‖∗ : Rn → R aśı: si

x =
∑n

i=1 λi(xi − x0) entonces ‖x‖∗ = máx1≤i≤n |λi|. La función ‖ · ‖∗ está bien
definida y es una norma. Por el teorema de equivalencia de normas en Rn tenemos
que una sucesión (xk) dada por xk =

∑n
i=1 λ

k
i (xi−x0) converge a x =

∑n
i=1 λi(xi−x0)

en el sentido usual (con la norma euclidiana) si y solo si converge con la norma ‖·‖∗,
esto es, si y solo si ĺımk→∞ λ

k
i = λi para cada i. Una consecuencia de esto es que toda

sucesión (xk) dada por xk =
∑n

i=0 λ
k
i xi, con

∑n
i=0 λ

k
i = 1, converge a x =

∑n
i=0 λixi,

con
∑n

i=0 λi = 1, si y solo si cada sucesión (λki )k converge a λi.
Dado el n-simplex S = {x0, . . . , xn} consideremos el conjunto

U := {
∑n

i=0 tixi |
∑n

i=0 ti = 1, 0 < ti < 1, ∀ i = 0, . . . , n}, (2.1)

que está contenido en co(S). Afirmamos que U es abierto. Para probar ello mos-
tremos que Rn\U es cerrado. Tomemos una sucesión (zk) en Rn\U que converge a
z ∈ Rn. Entonces, cada zk se expresa como zk =

∑n
i=0 t

k
i xi con

∑n
i=0 t

k
i = 1. Su-

pongamos que z ∈ U , es decir, que z =
∑n

i=0 tixi con 0 < ti < 1 para cada i. Por
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el resultado del párrafo anterior tenemos tki → ti para todo i, de modo que si k es
suficientemente grande se tiene 0 < tki < 1 para cada i, lo que significa que zk ∈ U ,
una contradicción. Luego, U es abierto.

Concluimos aśı que todo conjunto convexo que contiene algún n-simplex tiene
interior no vaćıo.

Ahora establecemos el resultado análogo al Corolario 2.8 que buscábamos.

Proposición 2.9. Sea C un subconjunto convexo de Rn. Entonces int(C) = int(C).

Prueba. Por el Corolario 2.8, solo falta probar la proposición cuando int(C) = ∅.
Supongamos esto y supongamos también que int(C) 6= ∅. Entonces C contiene
alguna bola, que a su vez contendrá algún n-simplex S ′. Tomando puntos de C
suficientemente cercanos a los puntos de S ′ obtenemos un n-simplex S compuesto
de puntos de C. Esto significa que int(C) 6= ∅, una contradicción.

Dados un subconjunto no vaćıo C de Rn y un vector a ∈ Rn, decimos que un
punto x̄ ∈ C es una proyección de a en C si dC(a) = ‖a− x̄‖.

Proposición 2.10. Si C ⊂ Rn es cerrado, convexo y no vaćıo, entonces para todo
vector a ∈ Rn existe una única proyección de a en C.

Prueba. Escribamos d := dC(a). Veamos primero la unicidad de la proyección.
Supongamos que x̄, x′ ∈ C son tales que ‖x̄ − a‖ = ‖x − a′‖ = d y sea z := x̄+x′

2
,

que estará en C porque C es convexo. Entonces 2z − 2a = (x̄ − a) + (x′ − a),
x̄− x′ = (x̄− a)− (x′ − a) y se tiene

4d2 + ‖x̄− x′‖2 ≤ ‖2z − 2a‖2 + ‖x̄− x′‖2 = 2‖x̄− a‖2 + 2‖x′ − a‖2 = 4d2,

lo cual implica x̄ = x′. Mostremos ahora la existencia de la proyección. Sea (xk) una
sucesión en C tal que ‖a− xk‖ → d. Como (xk) es una sucesión acotada, podemos
suponer que converge a algún vector x̄ ∈ Rn, que estará en C porque C es cerrado.
Luego ‖a− x̄‖ = ĺımk→∞ ‖a− xk‖ = d.

Aśı, cuando C ⊂ Rn es convexo, cerrado y no vaćıo podemos definir una función
PC : Rn → C que asocia a cada a ∈ Rn con su proyección PC(a) en C.

Proposición 2.11. Sea C un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de Rn. Sean
a ∈ Rn y x̄ ∈ C. Entonces

(1) x̄ = PC(a) si y solo si 〈x− x̄, a− x̄〉 ≤ 0 para todo x ∈ C;

(2) la función PC es continua;

Prueba. (1) Supongamos que x̄ = PC(a). Sea x ∈ C. Para cada λ ∈ (0, 1) el punto
xλ := λx+ (1− λ)x̄ está en C (pues C es convexo) y en consecuencia

‖x̄− a‖2 ≤ ‖xλ − a‖2 = ‖λ(x− a) + (1− λ)(x̄− a)‖2

= λ2‖x− a‖2 + (1− λ)2‖x̄− a‖2 + 2λ(1− λ)〈x− a, x̄− a〉.

Como ‖x̄− a‖2 − 〈x− a, x̄− a〉 = 〈x− x̄, a− x̄〉 lo anterior significa que

2λ(1− λ)〈x− x̄, a− x̄〉 ≤ λ2‖x− a‖2,
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para todo λ ∈ (0, 1). Simplificando λ en ambos lados de la desigualdad y haciendo
λ→ 0, obtenemos 〈x− x̄, a− x̄〉 ≤ 0.

Rećıprocamente, si x̄ ∈ C es tal que 〈x− x̄, a− x̄〉 ≤ 0 para todo x ∈ C entonces

‖x̄− a‖2 ≤ ‖x− x̄‖2 + ‖x̄− a‖2 + 2〈x− x̄, x̄− a〉 = ‖x− a‖2

para cada x ∈ C, esto es, x̄ = PC(a).
(2) Dados x, y ∈ Rn, de la parte (1) tenemos

〈x− PC(x), PC(y)− PC(x)〉 ≤ 0 y 〈y − PC(y), PC(x)− PC(y)〉 ≤ 0.

Puesto que 〈x − PC(x), PC(x) − PC(y)〉 − 〈y − PC(y), PC(x) − PC(y)〉 es igual a
〈x− y, PC(x)− PC(y)〉 − ‖PC(x)− PC(y)‖2, lo anterior nos da

‖PC(x)− PC(y)‖2 ≤ 〈x− y, PC(x)− PC(y)〉 ≤ ‖x− y‖ · ‖PC(x)− PC(y)‖,

y por tanto ‖PC(x) − PC(y)‖ ≤ ‖x − y‖ (incluso cuando x = y). Aśı, PC es lips-
chitziana y en particular continua.

Un hiperplano en Rn es un conjunto de la forma H = {x ∈ Rn | 〈v, x〉 = b},
donde v ∈ Rn es no nulo y b ∈ R.

Decimos que dos subconjuntos A y B de Rn están separados por el hiperplano
H = {x ∈ Rn | 〈v, x〉 = b} si

〈v, x〉 ≤ b ≤ 〈v, y〉 para cualesquiera x ∈ A y y ∈ B.

Decimos que A y B están separados fuertemente por el hiperplano H si existe
δ > 0 tal que

〈v, x〉 ≤ b− δ < b+ δ ≤ 〈v, y〉 para cualesquiera x ∈ A y y ∈ B. (2.2)

Por la continuidad del producto interno tenemos que si dos conjuntos A y B están
separados (fuertemente) por un hiperplano H entonces sus clausuras A y B también
lo están.

No siempre es posible separar dos conjuntos con un hiperplano (por ejemplo, si
x ∈ int(M) entonces M y {x} no pueden separarse). No obstante, cuando los con-
juntos A y B son convexos, bajo ciertas condiciones se puede asegurar la existencia
de un hiperplano que los separa. Es por ello que la noción de separabilidad está muy
presente en el análisis convexo; además, los hiperplanos tienen la propiedad especial
de que su complemento es la unión de dos conjuntos convexos disjuntos. El siguiente
teorema es un resultado clásico de análisis convexo.

Teorema 2.12 (Teorema de Separación). Sean A y B dos subconjuntos convexos
y no vaćıos de Rn. Entonces bajo cualquiera de las siguientes hipótesis existe un
hiperplano que separa A y B.

(1) El conjunto B es unitario, digamos B = {x̄}, y además x̄ 6∈ int(A).

(2) Los conjuntos A y B no tienen puntos en común.

(3) El interior de A es no vaćıo y B ∩ int(A) = ∅.
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Prueba. (1) Como x̄ 6∈ int(A), es claro que x̄ 6∈ int(A) (Proposición 2.9). Luego
existe una sucesión (xk) ⊂ Rn\A que converge a x̄. Sea (zk) ⊂ A la sucesión definida
por zk = PA(xk). Entonces

〈xk − zk, x− zk〉 ≤ 0, ∀ x ∈ A, ∀ k ≥ 1

y como 〈xk − zk, x− xk〉 ≤ 〈xk − zk, x− xk〉+ 〈xk − zk, xk − zk〉 = 〈xk − zk, x− zk〉,
se sigue que

〈xk − zk, x− xk〉 ≤ 0, ∀ x ∈ A, ∀ k ≥ 1.

Por otro lado, como ‖xk − zk‖ > 0 para todo k (pues xk 6∈ A y zk ∈ A), podemos
dividir ambos lados de la ecuación anterior entre ‖xk − zk‖ para obtener

〈vk, x− xk〉 ≤ 0, ∀ x ∈ A, ∀ k ≥ 1, (2.3)

donde vk := xk−zk
‖xk−zk‖

define una sucesión acotada que, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que converge a algún vector v de norma 1. Tomando ĺımite cuando
k →∞ obtenemos 〈v, x− x̄〉 ≤ 0 para todo x ∈ A, lo cual prueba (1).

(2) El conjunto convexo C = A − B = {a − b | a ∈ A, b ∈ B} no contiene a 0
pues A y B son disjuntos. Luego, por la parte (1) existe un vector v ∈ Rn no nulo
tal que 0 ≤ 〈v, c〉 para todo c ∈ C. Esto prueba (2).

(3) Por la parte (2), existe un hiperplano H que separa int(A) y B. Luego H
también separa int(A) y B. Finalmente, A = int(A) por el Corolario 2.8.

Teorema 2.13 (Separación Fuerte). Sean A y B dos subconjuntos convexos y no
vaćıos de Rn. Entonces bajo cualquiera de las siguientes hipótesis existe un hiper-
plano que separa fuertemente A y B.

(1) La distancia d(A,B) entre A y B es positiva.

(2) A es cerrado, B es compacto y A ∩B = ∅.

Prueba. (1) Sea d := d(A,B) > 0. Como el conjunto convexo C := A−B no tiene
puntos en común con la bola B(0, d), la clausura C de C tampoco los tiene. Luego,
si v es la proyección de 0 en C entonces ‖v‖ ≥ d y, por la Proposición 2.11,

〈c− v, 0− v〉 ≤ 0 para todo c ∈ C,

lo cual implica que ‖v‖2 + 〈v, y〉 ≤ 〈v, x〉 para todo x ∈ A e y ∈ B. Definiendo

b := supy∈B〈y, v〉+ ‖v‖2
2

y δ := ‖v‖2
2

vemos que (2.2) se cumple.
(2) La función distancia dA es continua y por tanto alcanza un mı́nimo, digamos

y ∈ B, sobre el conjunto compacto B. Luego d(A,B) = dA(y) es positiva pues
A ∩B = ∅, y el resultado se sigue de la parte (1).

Un conjunto C ⊂ Rn es un cono si λx ∈ C para todo x ∈ C y todo λ ≥ 0. Un
cono no es necesariamente convexo. Tanto la intersección arbitraria como la unión
arbitraria de conos es un cono.

Ejemplo 2.14. El espacio Rn es un cono, aśı como cualquier semirecta del tipo
{λz | λ ≥ 0} para cada z ∈ Rn fijo. Los conjuntos E y F de la Figura 2.3 son conos
convexos, E es cerrado y F es abierto.
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x̄

H

A

A

B

H

Figura 2.2: Ilustración gráfica de los teoremas de separación. A la izquierda, el
hiperplano H separa al punto x̄ del conjunto convexo A. A la derecha, el hiperplano
H separa fuertemente a los conjuntos convexos y disjuntos A y B.

Sea X ⊂ Rn. El conjunto

con(X) := {
∑r

i=1 tixi | r ∈ N, (ti)
r
i=1 ⊂ [0,∞), (xi)

r
i=1 ⊂ X}

es un cono convexo que satisface la siguiente propiedad: está contenido en cada cono
convexo C ⊂ Rn tal que X ⊂ C. En otras palabras, con(X) es el menor cono convexo
que contiene a X, o, equivalentemente,

con(X) =
⋂
{C | C es un cono convexo tal que X ⊂ C}.

Como la intersección conos es un cono, y como la intersección de conjuntos convexos
(cerrados) es un conjunto convexo (cerrado), el conjunto

con(X) :=
⋂
{C | C es un cono convexo y cerrado tal que X ⊂ C}

es el menor conjunto convexo y cerrado que contiene a X.

Lema 2.15. Dado X ⊂ Rn, tenemos

con(X) = con(X).

E
F

Figura 2.3: Ejemplos de conos convexos, uno cerrado y otro no cerrado

Dado un conjunto no vaćıo C en Rn, el conjunto

C∗ := {z ∈ Rn | 〈z, x〉 ≤ 0, ∀ x ∈ C}

es llamado el cono polar de C. Evidentemente, C∗ es un cono convexo y cerrado
que contiene a 0. Además, si C1 ⊂ C2 entonces C∗2 ⊂ C∗1 .
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Ejemplo 2.16. El cono polar de Rn es {0}; más generalmente, si 0 ∈ int(C) entonces
C∗ = {0}. El cono polar del primer cuadrante en R2 es el tercer cuadrante.

Una propiedad básica e importante de los conos polares es la siguiente proposi-
ción.

Proposición 2.17. Para todo subconjunto no vaćıo C de Rn, se cumple que

C∗ = co(C)∗ =
(
C
)∗

= con(C)∗ = con(C)∗.

Prueba. Ya sabemos que con(C)∗ ⊂ co(C)∗ ⊂ C∗ y que (C)∗ ⊂ C∗. Sea z ∈ C∗.
Como 〈z, x〉 ≤ 0 para todo x ∈ C, tenemos 〈z, x〉 ≤ 0 para todo x ∈ C (por la
continuidad del producto interno); también, si x ∈ con(C) entonces x =

∑r
i=1 tixi,

donde ti ≥ 0 y xi ∈ C, y por tanto 〈z, x〉 =
∑

i ti〈z, xi〉 ≤ 0. Aśı, z ∈ (C)∗∩con(C)∗,
y concluimos que

C∗ = co(C)∗ =
(
C
)∗

= con(C)∗.

Por último, con(C) = con(C) implica con(C)∗ = con(C)∗ = C∗.

Proposición 2.18. Si C ⊂ Rn es un cono no vaćıo, convexo y cerrado, entonces
C∗∗ = C.

Prueba. La inclusión C ⊂ C∗∗ es clara. Sea z ∈ C∗∗ y consideremos su proyección
x = PC(z) en C. Queremos mostrar que z = x. Utilizando la Proposición 2.11 vemos
que 〈z− x, 0− x〉 y 〈z− x, 2x− x〉 son menores o iguales que 0 ya que 0, 2x ∈ C, es
decir, 〈z− x, x〉 = 0. Luego, 〈z− x, y〉 = 〈z− x, y− x〉 ≤ 0 para todo y ∈ C, lo cual
significa z− x ∈ C∗. Como z ∈ C∗∗, tenemos 〈z− x, z〉 ≤ 0, de donde x = z, ya que

‖z − x‖2 = 〈z − x, z − x〉 ≤ 0.

Proposición 2.19. Si C es un subconjunto no vaćıo de Rn, entonces C∗∗ = con(C).

Prueba. Consecuencia directa de la Proposiciones 2.17 y 2.18.

Proposición 2.20. Supongamos que v1, . . . , vr son vectores no nulos en Rn. Enton-
ces el cono convexo

con({v1, . . . , vr}) = {
∑r

i=1 tivi | ti ≥ 0, ∀ i = 1, . . . , r}

es cerrado. En particular,

{x ∈ Rn | 〈x, vi〉 ≤ 0, ∀ i = 1, . . . , r}∗ = con({v1, . . . , vr}). (2.4)

Prueba. Probaremos que co({v1, . . . , vr}) es cerrado haciendo inducción sobre r.
Si r = 1, es claro que con({v1}) = {tv1 | t ≥ 0} es cerrado. Supongamos que la
afirmación es cierta para r − 1, donde r > 1. Sean v1, . . . , vr vectores no nulos en
Rn y escribamos C := con({v1, . . . , vr}). Podemos asumir que ‖vi‖ = 1 para cada i.
Debido a que −v1, . . . ,−vr ∈ C implica que C es el subespacio vectorial (cerrado)
de Rn generado por v1, . . . , vr, podemos suponer además, reindexando los vectores
si fuera necesario, que −vr 6∈ C. El cono convexo

C ′ := con({v1, . . . , vr−1})
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es cerrado por hipótesis, y en particular {x ∈ C ′ | ‖x‖ = 1} es compacto. Luego,
existe x̂ ∈ C ′ de norma 1 tal que

γ := mı́n
x∈C′,‖x‖=1

〈x, vr〉 = 〈x̂, vr〉

y tal que x̂ 6= −vr, pues −vr 6∈ C. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

γ = 〈x̂, vr〉 > −‖x̂‖‖vr‖ = −1,

donde la desigualdad estricta se debe a que x̂ 6= −vr. Además, γ‖x‖ ≤ 〈x, vr〉 para
todo x ∈ C ′.

Mostraremos ahora que si una sucesión (zk) en C converge a z ∈ Rn, entonces
z ∈ C. Para cada k existen z′k ∈ C ′ y tk ≥ 0 tales que zk = z′k + tkvr. La sucesión
(zk) es acotada, de modo que γ + 1 > 0 y

‖zk‖2 = ‖z′k + tkvr‖2

= ‖z′k‖2 + t2k + 2tk〈z′k, vr〉
≥ ‖z′k‖2 + t2k + 2tkγ‖z′k‖
= (‖z′k‖ − tk)2 + 2(γ + 1)tk‖z′k‖

implican que (z′k) y (tk) son acotadas. Podemos por tanto suponer que z′k converge
a algún z′ ∈ C ′ y que tk converge a algún t ≥ 0. En consecuencia, z = ĺım zk =
ĺım(z′k + tkvr) = z′ + tvr ∈ C, y concluimos que C es cerrado. Esto completa el
proceso inductivo.

Finalmente, una aplicación directa de la Proposición 2.18 nos da (2.4).

De modo análogo al cono polar, dados un subconjunto no vaćıo C de Rn y un
vector x ∈ Rn, el conjunto

N(x,C) := {z ∈ Rn | 〈z − x, y〉 ≤ 0, ∀ y ∈ C}

es llamado cono normal de C en el punto x3. Notemos que N(x,C) = (C − x)∗.
Luego obtenemos para conos normales un resultado similar a la Proposición 2.17.

Proposición 2.21. Para todo subconjunto no vaćıo C de Rn y todo x ∈ Rn se
cumple

N(x,C) = N(x, co(C)) = N(x,C).

Otro resultado concerniente a conos normales es la siguiente proposición.

Proposición 2.22. Sea C un subconjunto de Rn con interior no vaćıo y sea x ∈ Rn.
Escribamos K := N(x,C). Entonces K ∩ (−K) = {0}.

3Aqúı adoptamos estas definiciones, no sin dejar de señalar que, dependiendo de la referencia
que se use, el término cono normal puede significar cosas distintas. Por ejemplo, en [5], dados
C ⊂ Rn y x ∈ C se llama cono normal a un conjunto obtenido a partir del cono tangente TC(x)
(conjunto previamente definido en [5]).
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Prueba. Supongamos que existe z ∈ K ∩ (−K) no nulo. Entonces z y −z están en
K de modo que para cualquier y ∈ C tenemos 〈z, y − x〉 ≤ 0 y 〈−z, y − x〉 ≤ 0, es
decir, 〈z, y−x〉 = 0. Luego C está contenido en el conjunto {y ∈ Rn | 〈z, y−x〉 = 0},
que tiene interior vaćıo pues es la traslación de un subespacio de dimensión n−1. Esto
implica que int(C) = ∅, una contradicción. Concluimos que K ∩ (−K) = {0}.

Definamos el cono tangente de C en x ∈ C. Un vector v ∈ Rn es un elemento del
cono tangente de C en x ∈ C, denotado por T (x,C), si existen sucesiones (xk) en
C y (tk) en (0,∞) tales que

xk → x, tk → 0,
xk − x
tk

→ v. (2.5)

Es claro que 0 ∈ T (x,C) siempre ocurre. Afirmamos que un vector no nulo
v ∈ Rn pertenece a T (x,C) si y solo si existe una sucesión (xk) en C tal que

xk 6= x para todo k, xk → x,
xk − x
‖xk − x‖

→ v

‖v‖
. (2.6)

En efecto, si (xk) ⊂ C es tal que (2.6) se cumple, escogiendo tk := ‖xk−x‖
‖v‖ > 0 vemos

que (xk) y (tk) verifican (2.5).
Rećıprocamente, si suponemos que (xk) ⊂ C y (tk) ⊂ (0,∞) verifican (2.5),

entonces xk−x
tk
→ v 6= 0 implicará que xk 6= x para k suficientemente grande, de

modo que podemos suponer que xk 6= x para todo k; luego ‖xk−x‖
tk
→ ‖v‖, y tomando

ĺımite en xk−x
‖xk−x‖

= (xk−x)/tk
‖xk−x‖/tk

obtenemos xk−x
‖xk−x‖

→ v
‖v‖ .

Aśı, los elementos de T (x,C) son aquellos vectores v ∈ Rn que son tangentes
a C en x, es decir, existe una sucesión (xk) en C que converge a x y tal que la
dirección de xk − x converge a la dirección de v. La condición (2.6) ilustra mejor
esta propiedad.

2.2. Funciones convexas

Dados una función f : Rn → R y un número λ ∈ R definimos los conjuntos

epi f := {(x, t) ∈ Rn × R | f(x) ≤ t},
Sλ(f) := {x ∈ Rn | f(x) ≤ λ},
S<λ (f) := {x ∈ Rn | f(x) < λ},

que son denominados el eṕıgrafo de f , el subnivel λ de f y el subnivel estricto
λ de f , respectivamente. Si no hubiera confusión respecto a la función f con la que
estamos trabajando escribiremos Sλ y S<λ en lugar de Sλ(f) y S<λ (f) respectivamente.
Definimos también

arg min f := {x ∈ Rn | f(x) ≤ f(y), ∀ y ∈ Rn},

que es el conjunto donde f alcanza su mı́nimo sobre Rn (este conjunto puede ser
vaćıo).
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Figura 2.4: Ejemplo de funciones convexas y cuasiconvexas: la función f es convexa;
y la función g es cuasiconvexa, pero no convexa.

Una función f : Rn → R es convexa si para todo x, y ∈ Rn y t ∈ [0, 1] se tiene

f
(
tx+ (1− t)y

)
≤ tf(x) + (1− t)f(y).

Si esta desigualdad fuera estricta para x 6= y y 0 < t < 1 entonces decimos que
f es estrictamente convexa. Similarmente, decimos que f es (estrictamente)
cóncava si −f es (estrictamente) convexa.

Gráficamente, una función f es convexa cuando la ĺınea que une dos puntos
cualesquiera del tipo (x, f(x)) e (y, f(y)) está por encima del gráfico de la función
f . Esto equivale a que la convexidad del eṕıgrafo de f . Aśı,

f es convexa si y solo si epi f ⊂ Rn × R es un conjunto convexo.

Ejemplo 2.23 (La función distancia es convexa). Si C es un subconjunto convexo y
no vaćıo de Rn entonces la función distancia dC : Rn → R, que asocia a cada x ∈ Rn

su distancia dC(x) a C, es convexa. En efecto, dados x, y ∈ Rn y t ∈ [0, 1] tenemos
que para cualesquiera z, w ∈ C el vector tz + (1− t)w está en C, de modo que

dC
(
tx+(1−t)y

)
≤ ‖tx+(1−t)y−(tz+(1−t)w)‖ ≤ t‖x−z‖+(1−t)‖y−w‖

para todo z, w ∈ C, es decir, dC
(
tx+ (1− t)y

)
≤ tdC(x) + (1− t)dC(y).

En general no es cierto que la convexidad de una función f : C → R implique
su continuidad. (Tómese por ejemplo la función convexa f : [0, 1]→ R definida por
f(x) = 0 si x ∈ (0, 1] y f(0) = 1.) No obstante, sucede un hecho interesante; y es
que toda función convexa definida en Rn (o en un abierto de Rn) es continua.

Proposición 2.24. Toda función convexa f : Rn → R es continua.

Prueba. Basta con mostrar que f es continua en 0. Para ello usaremos la norma del
máximo, introducida en el Ejemplo 1.5. Sea el cubo unitario X = {x∈Rn | ‖x‖∞≤1}
y sean e1, . . . , e2n sus 2n esquinas. Cada ei es un vector cuyas entradas son solo 1 y
−1. Además, geométricamente se observa que cada x ∈ X es combinación convexa
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de los vectores ei, es decir, existen λ1, . . . , λ2n no negativos tales que x =
∑2n

i=1 λiei
y
∑2n

i=1 λi = 1, de manera que

f(x) = f
( 2n∑
i=1

λiei

)
≤

2n∑
i=1

λif(ei) ≤
2n∑
i=1

λiA = A,

donde A := máx{f(e1), . . . , f(e2n)}. Para ver que f es continua en 0 tomemos una
sucesión (xk) ⊂ Rn que converge a 0. Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que (xk) ⊂ X y que xk 6= 0 para todo k. Si definimos las sucesiones

yk :=
xk
‖xk‖∞

y zk := − xk
‖xk‖∞

,

que están contenidas en X, observamos de inmediato que

xk = (1− ‖xk‖∞) · 0 + ‖xk‖∞ · yk,

0 =
( ‖xk‖∞
‖xk‖∞ + 1

)
zk +

( 1

‖xk‖∞ + 1

)
xk,

lo cual, gracias a la convexidad de f , implica que

f(xk) ≤ (1− ‖xk‖∞)f(0) + ‖xk‖∞ · f(yk) ≤ (1− ‖xk‖∞)f(0) + A‖xk‖∞,

f(0) ≤
( ‖xk‖∞
‖xk‖∞+1

)
f(zk)+

( 1

‖xk‖∞+1

)
f(xk) ≤

A‖xk‖∞
‖xk‖∞+1

+
( 1

‖xk‖∞+1

)
f(xk).

Como ‖xk‖∞ converge a 0, tomando ĺımite cuando k →∞ vemos que

ĺım sup f(xk) ≤ f(0) y f(0) ≤ ĺım inf f(xk),

lo cual muestra que f(xk)→ f(0). Concluimos por tanto que f es continua en 0.

Analicemos ahora las derivadas direccionales de las funciones convexas. Para ello
probemos primero un lema.

Lema 2.25. Sea f : R → R una función convexa. Si a, b, c ∈ R son tales que
a < b < c, entonces

f(b)− f(a)

b− a
≤ f(c)− f(a)

c− a
≤ f(c)− f(b)

c− b
.

Prueba. Debido a que a < b < c, tenemos que b = (1 − t)a + tc, donde t = b−a
c−a .

Luego, de la convexidad de f se sigue que f(b) ≤ (1 − t)f(a) + tf(c); equivalente-
mente, f(b) ≤ λf(a) + (1 − λ)f(c), donde λ = c−b

c−a . Operando y reemplazando los
valores de t y λ obtenemos el resultado deseado.

Corolario 2.26. Supongamos que f : Rn → R es una función convexa, x̄ ∈ Rn y
v ∈ Rn.

(1) La aplicación h : (0,+∞)→ R definida mediante

t 7→ h(t) :=
f(x̄+ tv)− f(x̄)

t

es no decreciente.
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(2) La derivada direccional unilateral f ′(x̄; v) = ĺımt↓0 h(t) existe, es finita y

f ′(x̄; v) ≤ f(x̄+ tv)− f(x̄)

t
para todo t > 0. (2.7)

Prueba. Para ver el primer ı́tem, basta con aplicar el Lema 2.25 a la función
convexa g : R→ R dada por g(t) = f(x̄+ tv), tomando a := 0. Vemos en particular
que cuando t ↓ 0, h(t) tiende a un número real o a −∞. Aplicando nuevamente el
Lema 2.25 a la función g con a = −1 y b = 0 obtenemos

∆ := f(x̄)− f(x̄− v) ≤ f(x̄+ tv)− f(x̄)

t
para todo t > 0,

de donde −∞ < ∆ ≤ f ′(x̄; v), lo que significa que f ′(x̄; v) es finito. La desigualdad
(2.7) es consecuencia directa del primer ı́tem.

Si una función f : Rn → R es, además de convexa, diferenciable entonces el
gradiente ∇f(x̄) de f en x̄ nos da una aplicación af́ın4 L : Rn → R con la propiedad
de que f ≥ L y f(x̄) = L(x̄). Gráficamente, esto significa que en Rn×R el hiperplano
definido por L separa el punto (x̄, f(x̄)) y el eṕıgrafo epi(f) de f .

Proposición 2.27. Sea f : Rn → R una función convexa y diferenciable. Entonces,
para cada x̄ ∈ Rn se cumple

f(x) ≥ f(x̄) + 〈∇f(x̄), x− x̄〉, ∀ x ∈ Rn.

Además, esta propiedad caracteriza a ∇f(x̄), esto es, si v ∈ Rn es tal que

f(x) ≥ f(x̄) + 〈v, x− x̄〉, ∀ x ∈ Rn, (2.8)

entonces v = ∇f(x̄).

Prueba. Como f es convexa, para cada u ∈ Rn la aplicación t 7→ f(x̄+tu)−f(x̄)
t

es
creciente en t > 0. De esta manera, si t > 0 y u ∈ Rn tenemos

〈∇f(x̄), u〉 = ĺım
t′→0+

f(x̄+ t′u)− f(x̄)

t′
≤ f(x̄+ tu)− f(x̄)

t
,

de donde f(x̄ + tu) ≥ f(x̄) + 〈∇f(x̄), tu〉. Esto prueba la primera parte de la pro-
posición. Para ver la segunda parte, basta con notar que si v ∈ Rn satisface (2.8)
entonces

〈∇f(x̄), u〉 = ĺım
t→0

f(x̄+ tu)− f(x̄)

t
≥ 〈v, u〉

para todo u ∈ Rn, lo cual implica v = ∇f(x̄).

Corolario 2.28. Sea f : Rn → R una función convexa y diferenciable. Dados dos
vectores x, x̄ ∈ Rn tenemos que

4Una función L : Rn → R es af́ın si L y −L son convexas; equivalentemente, L es af́ın si es la
traslación de una aplicación lineal T : Rn → R, esto es, L = T + c para algún c ∈ R. Los gráficos
de aplicaciones afines de Rn en R son hiperplanos en Rn+1.
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(a) 〈∇f(x̄), x− x̄〉 ≥ 0 implica f(x) ≥ f(x̄);

(b) f(x) ≤ f(x̄) implica 〈∇f(x̄), x− x̄〉 ≤ 0.

Corolario 2.29. Sea f : Rm × Rn → R una función continua tal que la aplicación
f y : Rm → R, f y(x) = f(x, y) es convexa y diferenciable para cada y ∈ Rn. Entonces
la función F : Rm × Rn ⇒ Rm dada por F (x, y) = ∇f y(x) es continua.

Prueba. Supongamos que F no es continua en (x̄, ȳ). Entonces existen un abierto
V ⊂ Rm que contiene a F (x̄, ȳ) = ∇f ȳ(x̄), y una sucesión (xk, yk) en Rm × Rn tal
que (xk, yk) → (x̄, ȳ) y vk := ∇f yk(xk) 6∈ V para todo k. Por la Proposición 2.27,
para cada k tenemos

f(x, yk)− f(xk, yk) = f yk(x)− f yk(xk) ≥ 〈vk, x− xk〉, ∀ x ∈ Rm. (2.9)

Si (vk) no es acotada podemos suponer, tomando subsucesiones y aplicando el
teorema de Bolzano-Weierstrass, que ‖vk‖ → ∞ y que vk

‖vk‖
converge a algún vector

v ∈ Rm de norma 1. Dividiendo ambos miembros de (2.9) entre ‖vk‖ para cada x fijo,
y haciendo k →∞ obtenemos que el lado izquierdo tiende a 0 (pues f es continua),
mientras que el lado derecho tiende a 〈v, x − x̄〉. Esto significa que 0 ≥ 〈v, x − x̄〉
para todo x ∈ Rm, y por tanto 0 ≥ 〈v, v〉 = 1, una contradicción.

Si (vk) es acotada podemos suponer que converge a algún vector v ∈ Rm, que no
estará en V porque (vk) está contenida en el conjunto cerrado Rm\V . No obstante,
v = ∇f ȳ(x̄) ∈ V en virtud de la Proposición 2.27, ya que tomando ĺımite cuando
k →∞ en (2.9) obtenemos

f ȳ(x)− f ȳ(x̄) = f(x, ȳ)− f(x̄, ȳ) ≥ 〈v, x− x̄〉, ∀ x ∈ Rm.

Esta contradicción completa la prueba del corolario.

Una noción que parametriza la convexidad estricta es la idea de convexidad
fuerte. Una función f : Rn → R es fuertemente convexa con parámetro m > 0 si
para todo x, y ∈ Rn y t ∈ [0, 1] se cumple

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)− m

2
t(1− t)‖x− y‖2.

Toda función fuertemente convexa es estrictamente convexa. Una caracteŕıstica
importante de estas funciones es que si poseen mı́nimo, lo alcanzan solo en un
punto. Para funciones estrictamente convexas no se puede garantizar que el mı́nimo
se alcance en algún punto (puede que el mı́nimo ni siquiera exista como es el caso
de f(x) = x). No obstante, esto no acontece con las funciones fuertemente convexas:
probaremos en el Corolario 2.31 que toda función fuertemente convexa f : Rn → R
alcanza un único mı́nimo sobre cada subconjunto convexo y cerrado de Rn .

Proposición 2.30. Sean las funciones f, g : Rn → R tales que f(x) = g(x) +
m
2
‖x − a‖2 para todo x ∈ Rn, donde m > 0 y a ∈ Rn es un vector fijo. Entonces f

es fuertemente convexa con parámetro m si y solo si g es convexa.
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Prueba. Observemos primero que dados x, y ∈ Rn, se cumple

‖x− a‖2 − ‖x− y‖2 − ‖y − a‖2 =‖x‖2 + ‖a‖2 − 2〈x, a〉 −
(
‖x‖2 + ‖y‖2 + ‖y‖2

+ ‖a‖2 − 2〈x, y〉 − 2〈y, a〉
)

=− 2〈x, a〉+ 2〈x, y〉+ 2〈y, a〉 − 2‖y‖2

=2〈y − a, x− y〉,

de modo que

‖tx+ (1− t)y − a‖2 = ‖y − a+ t(x− y)‖2

= ‖y − a‖2 + t2‖x− y‖2 + 2t〈y − a, x− y〉
= t2‖x− y‖2 + ‖y − a‖2 + t(‖x− a‖2 − ‖x− y‖2 − ‖y − a‖2)

= (1− t)‖y − a‖2 − t(1− t)‖x− y‖2 + t‖x− a‖2,

para todo t ∈ (0, 1). Luego, f es fuertemente convexa con parámetro m si y solo si
para todo x, y ∈ Rn y todo t ∈ (0, 1) se tiene

f(tx+ (1− t)y)) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)− m

2
t(1− t)‖x− y‖2,

lo que equivale a afirmar que

g(tx+ (1− t)y) +
m

2
‖tx+ (1− t)y − a‖2 ≤ tg(x) + (1− t)g(y) +

m

2
t‖x− a‖2

+
m

2
(1− t)‖y − a‖2 − m

2
t(1− t)‖x− y‖2,

para todo x, y ∈ Rn y todo t ∈ (0, 1). Pero por la expresión deducida ĺıneas arriba,
lo anterior es equivalente a que

g(tx+ (1− t)y) ≤ tg(x) + (1− t)g(y), ∀ x, y ∈ Rn, ∀ t ∈ [0, 1].

Aśı, f es fuertemente convexa con parámetro m si y solo si g es convexa.

Antes de mostrar el siguiente corolario recordemos que toda función convexa
f : Rn → R es continua.

Corolario 2.31. Sea f : Rn → R fuertemente convexa. Entonces f alcanza mı́nimo
sobre cualquier subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de Rn. Además, el punto
donde se alcanza tal mı́nimo es único.

Prueba. Sea m > 0 el parámetro de convexidad fuerte de f . Primero vamos a
probar que f está acotada inferiormente. Sin pérdida de generalidad supongamos
que f(0) = 0. La función g : Rn → R dada por g(x) = f(x) − m

2
‖x‖2 satisface

g(0) = 0 y, por la Proposición 2.30, es convexa y continua. Luego, g alcanza un
mı́nimo M ∈ R en el conjunto compacto K := {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}. Dado z ∈ Rn

con ‖z‖ ≥ 1 tenemos z
‖z‖ ∈ K, y por la convexidad de g,

M ≤ g( z
‖z‖) = g

(
1
‖z‖z + ‖z‖−1

‖z‖ · 0
)
≤ 1
‖z‖g(z) + ‖z‖−1

‖z‖ g(0) = 1
‖z‖g(z),
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esto es, g(z) ≥M‖z‖. Luego,

f(z) = g(z) +
m

2
‖z‖2 ≥M‖z‖+

m

2
‖z‖2 ≥ −M

2

2m
, si ‖z‖ ≥ 1,

ya que la aplicación cuadrática t 7→Mt+ m
2
t2 está acotada inferiormente por −M

2

2m
.

Como f está acotada en el conjunto compacto K (por continuidad), lo anterior
muestra que f está acotada inferiormente en Rn.

Mostraremos ahora que los subniveles de f son compactos, para lo cual bastará
con probar que son acotados (f es continua). Sea α := ı́nfx∈Rn f(x) ∈ R. Dado λ ∈ R
consideramos dos casos: si Sλ es vaćıo no hay nada que probar; y si Sλ es no vaćıo
podemos escoger x̄ ∈ Sλ de modo que para todo x ∈ Sλ tenemos por la convexidad
fuerte de f que

α ≤ f(x+x̄
2

) ≤ 1
2
f(x) + 1

2
f(x̄)− m

2
· 1

4
‖x− x̄‖2 ≤ λ− m

8
‖x− x̄‖2,

es decir, ‖x − x̄‖2 ≤ 8
m

(λ − α). Esto muestra que los subniveles de f son acotados
(y por tanto compactos).

Sea ahora C un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de Rn. El ı́nfimo θ :=
ı́nfx∈C f(x) es un número real pues f está acotada inferiormente. Queremos ver que
existe un único x̄ ∈ C tal que f(x̄) = θ. Sea la sucesión λk := θ + 1

k
. Entonces

cada conjunto Ck := C ∩ Sλk es no vaćıo y compacto. Además, C1 ⊃ C2 ⊃ · · ·
de manera que aplicando el teorema de Cantor deducimos que el conjunto

⋂
k≥1Ck

es compacto y no vaćıo. Ahora bien, dado x ∈ C se cumple que x ∈
⋂
k≥1Ck si y

solo si θ ≤ f(x) ≤ θ + 1
k

para todo k, esto es, si y solo si f(x) = θ. En particular,
existe x̄ ∈ C donde f alcanza el ı́nfimo θ; este x̄ es único porque f es estrictamente
convexa.

2.3. Subdiferenciales

En la Sección 3 veremos que si X ⊂ Rn es convexo y la función f : Rn → R es
convexa y diferenciable entonces los mı́nimos globales de f sobre X son precisamente
los vectores x̄ ∈ X tales que 〈∇f(x̄), x − x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X. Esto ilustra la
relevancia que tiene el gradiente para minimizar funciones convexas y diferenciables.
En esta sección estudiamos el análogo del gradiente para funciones convexas no
diferenciables: el subdiferencial.

Dada una función convexa f : Rn → R, decimos que el vector v ∈ Rn es un
subgradiente de f en el punto x̄ ∈ Rn si

f(x) ≥ f(x̄) + 〈v, x− x̄〉 para todo x ∈ Rn. (2.10)

El subdiferencial de f en x̄, denotado por ∂f(x̄), es el conjunto de todos los
subgradientes de f en x̄, esto es,

∂f(x̄) = {v ∈ Rn | f(x) ≥ f(x̄) + 〈v, x− x̄〉 para todo x ∈ Rn}.

Intuitivamente, el subdiferencial es el conjunto de los vectores v ∈ Rn que generan
hiperplanos Hv = {(x, f(x̄) + 〈v, x − x̄〉) | x ∈ Rn} en Rn × R que se encuentran
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x

y

x̄

f
(x̄, f(x̄))

Figura 2.5: Ilustración gráfica del subdiferencial. Para la función f , ∂f(x̄) es el
conjunto de pendientes de las rectas dibujadas que pasan por (x̄, f(x̄)) y que se
encuentran por debajo del gráfico de f .

debajo del gráfico de f . Cuando n = 1, ∂f(x̄) es el conjunto de todos los números
m ∈ R tal que existe una recta tangente de pendiente m que pasa por (x̄, f(x̄)) y
que está por debajo del gráfico de f .

Ejemplo 2.32. El subdiferencial de la función norma f : Rn → R, f(x) = ‖x‖ está
dado por

∂f(x) =

{
{y ∈ Rn | ‖y‖ ≤ 1}, si x = 0,{

x
‖x‖

}
, si x 6= 0.

En efecto, cuando x̄ = 0 tenemos que y ∈ ∂f(x̄) si y solo si ‖x‖ ≥ 〈y, x〉 para todo
x ∈ Rn, esto es, si y solo si ‖y‖ ≤ 1. Cuando x̄ 6= 0, es claro que x̄

‖x̄‖ ∈ ∂f(x̄) pues〈
x̄
‖x̄‖ , x− x̄

〉
=
〈

x̄
‖x̄‖ , x

〉
−
〈

x̄
‖x̄‖ , x̄

〉
≤ ‖x‖ − ‖x̄‖ para todo x ∈ Rn.

Y si y ∈ Rn es tal que 〈y, x− x̄〉 ≤ ‖x‖ − ‖x̄‖ para todo x ∈ Rn, entonces y = x
‖x‖ .

De hecho, tomando x = 0 y x = 2x̄ obtenemos ‖x̄‖ = 〈y, x̄〉, de donde 〈y, x〉 ≤ ‖x‖
para todo x ∈ Rn, es decir ‖y‖ ≤ 1, y∥∥y − x̄

‖x̄‖

∥∥2
= ‖y‖2 + 1− 2〈y, x̄

‖x̄‖〉 ≤ 2− 2 · 〈y, x̄〉
‖x̄‖

= 0.

Ejemplo 2.33 (El subdiferencial es la generalización del gradiente). Sea f : R→ R
una función convexa y diferenciable. Dado x̄ ∈ Rn, la Proposición 2.27 nos dice que
∇f(x̄) es el único subgradiente de f en x̄, esto es, ∂f(x̄) = {∇f(x̄)}.

Proposición 2.34. Sea f : Rn → R una función convexa, y sea x̄ ∈ Rn. Entonces
el subdiferencial ∂f(x̄) es convexo, compacto y no vaćıo.

Prueba. El subdiferencial ∂f(x̄) es siempre convexo: si v1, v2 ∈ ∂f(x̄) y t ∈ [0, 1]
entonces yt := tv1 + (1− t)v2 está en ∂f(x̄) pues para cada x ∈ Rn se cumple que

f(x)− f(x̄) = t(f(x)− f(x̄)) + (1− t)(f(x)− f(x̄))

≥ t〈v1, x− x̄〉+ (1− t)〈v2, x− x̄〉 = 〈yt, x− x̄〉.
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Figura 2.6: Ilustración gráfica del Ejemplo 2.32 cuando n = 1.

Veamos que ∂f(x̄) es compacto, para lo cual mostraremos que ∂f(x̄) es cerrado y
acotado. Es claro que ∂f(x̄) es cerrado, pues ∂f(x̄) =

⋂
x∈Rn Cx y cada conjunto

Cx := {v ∈ Rn | f(x) − f(x̄) ≥ 〈v, x − x̄〉} es cerrado. Supongamos que ∂f(x̄) no
es acotado, esto es, existe una sucesión (vk) en ∂f(x̄) tal que ‖vk‖ → ∞. Podemos
suponer que vk

‖vk‖
converge a algún vector v ∈ Rn de norma 1. Luego

f(x)− f(x̄)

‖vk‖
≥
〈 vk
‖vk‖

, x− x̄
〉

para todo x ∈ Rn y todo k,

y haciendo k → ∞ obtenemos 0 ≥ 〈v, x − x̄〉 para todo x ∈ Rn, lo cual implica la
contradicción 0 ≥ 〈v, v〉 = 1. Aśı, ∂f(x̄) es compacto.

Veamos por último que ∂f(x̄) es no vaćıo. Como f es convexa y continua (Propo-
sición 2.24), epi(f) es un conjunto convexo y cerrado en cuya frontera se encuentra
z0 := (x̄, f(x̄)), siendo esto aśı porque λ > f(x̄) implica (x̄, λ) ∈ epi(f) y porque
λ < f(x̄) implica (x̄, λ) 6∈ epi(f). Por el teorema de separación (Teorema 2.12),
existe v′ := (v, t) ∈ Rn ×R no nulo tal que 〈v′, z〉 ≥ 〈v′, z0〉 para todo z ∈ epi(f), lo
cual significa que

〈v, x〉+ tλ ≥ 〈v, x̄〉+ tf(x̄) = 〈v′, z0〉 para todo x ∈ Rn y todo λ ≥ f(x). (2.11)

En esta ecuación no es posible que t ≤ 0, pues si t = 0 entonces 〈v, x− x̄〉 ≥ 0 para
todo x ∈ Rn, lo que implica v = 0, absurdo ya que v′ es no nulo; y si t < 0, haciendo
λ → ∞ en (2.11) obtenemos −∞ ≥ 〈v′, z0〉, absurdo también. Tenemos por tanto
que t > 0, y de la ecuación (2.11) deducimos

f(x)− f(x̄) ≥
〈
− v

t
, x− x̄

〉
para todo x ∈ Rn,

de donde −v
t
∈ ∂f(x̄). Esto prueba que ∂f(x̄) es no vaćıo.

Sea f : Rn → R una función convexa, y sea x̄ ∈ Rn. Dado v ∈ Rn tenemos que
v ∈ ∂f(x̄) si y solo si f(x̄+ tu)− f(x̄) ≥ 〈v, tu〉 para todo t > 0 y todo u ∈ Rn, esto
es, si y solo si,

f(x̄+ tu)− f(x̄)

t
≥ 〈v, u〉, ∀ t > 0, ∀ u ∈ Rn.
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Pero f ′(x̄;u) = ĺımt↓0
(f(x̄+tu)−f(x̄)

t

)
, y como la aplicación t 7→ f(x̄+tu)−f(x̄)

t
es no

decreciente en (0,+∞) para cada u fijo, lo anterior significa

v ∈ ∂f(x̄) ⇔ f ′(x̄;u) ≥ 〈v, u〉, ∀ u ∈ Rn.

Aśı, para cada u ∈ Rn obtenemos

f ′(x̄;u) ≥ máx
v∈∂f(x̄)

〈v, u〉,

donde el śımbolo máx está bien empleado porque ∂f(x̄) es compacto. Ahora bien,
resulta que esta desigualdad es en realidad una igualdad.

Proposición 2.35. Sea f : Rn → R una función convexa, y sea x̄ ∈ Rn. Entonces,
para cada u ∈ Rn se verifica

f ′(x̄;u) = máx
v∈∂f(x̄)

〈v, u〉.

Prueba. Basta con encontrar un elemento v de ∂f(x̄) tal que 〈v, u〉 ≥ f ′(x̄;u).
Consideremos los subconjuntos de Rn+1

W = {(x, λ) | f(x) < λ},
Z = {(x̄, f(x̄)) + α

(
u, f ′(x̄;u)

)
| α ≥ 0}.

Como W y Z son disjuntos (Corolario 2.26), convexos y no vaćıos, por el teorema
de separación (Teorema 2.12) existe un vector v′ := (v, t) ∈ Rn × R no nulo tal que
〈v′, w〉 ≤ 〈v′, z〉 para cualesquiera w ∈ W y z ∈ Z, esto es,

〈v, x〉+ tλ ≤ 〈v, x̄+αu〉+ t
(
f(x̄) +αf ′(x̄;u)

)
, ∀α ≥ 0, x ∈ Rn, λ > f(x). (2.12)

En esta ecuación no es posible que t ≥ 0 pues si t = 0 entonces 〈v, x− x̄− αu〉 ≤ 0
para todo x ∈ Rn y α ≥ 0, lo que implica v = 0, absurdo ya que v′ es no nulo; y
si t > 0 podemos hacer λ → ∞ de modo que +∞ ≤ 〈v′, z〉, igualmente absurdo.
Luego t < 0, y, dividiendo entre −t en (2.12) si fuera necesario, podemos suponer
que t = −1:

λ ≥ f(x̄) + 〈v, x− x̄〉+ αf ′(x̄;u)− α〈v, u〉, ∀ α ≥ 0, x ∈ Rn, λ > f(x). (2.13)

Tomando α = 0 en (2.13) y haciendo tender λ a f(x) para cada x fijo obtenemos

f(x) ≥ f(x̄) + 〈v, x− x̄〉, ∀ x ∈ Rn,

es decir, v ∈ ∂f(x̄). Finalmente, tomando x = x̄, α = 1 y haciendo tender λ a f(x̄)
en (2.13) conseguimos 〈v, u〉 ≥ f ′(x̄;u).

Si f : Rn → R es una función convexa entonces cada ∂f(x̄) es un subconjunto
de Rn. Esto significa que el subdiferencial de f define de modo natural una multi-
función5

∂f : Rn ⇒ Rn

que aplica cada x ∈ Rn en ∂f(x) ⊂ Rn.
La Proposición 2.34 puede reescribirse del siguiente modo.

5Una multifunción u operador multivaluado Ω : X ⇒ Y asocia a cada elemento x de X un
subconjunto Ω(x) de Y . En otras palabras, se trata de una función Ω : X → 2Y , donde 2Y es el
conjunto potencia de Y . Para mayor información véase la Sección 4.
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Proposición 2.36. Si f : Rn → R es una función convexa entonces la multifunción
∂f : Rn ⇒ Rn tiene imágenes convexas, compactas y no vaćıas.

El operador ∂f tiene buenas propiedades. Por ejemplo, ∂f es scs6 (Corolario
2.38). Más generalmente, tenemos el siguiente resultado, que es una generalización
del Corolario 2.29.

Proposición 2.37. Sea f : Rm×Rn → R una función continua tal que la aplicación
f y : Rm → R, f y(x) = f(x, y) es convexa para cada y ∈ Rn. Entonces, el operador
multivaluado Ω : Rm × Rn ⇒ Rm dado por Ω(x, y) = ∂f y(x) es scs.

Prueba. Supongamos que Ω no es scs en (x, y). Entonces, por el Lema 4.10 existen
V ⊂ Rm abierto, (xk, yk) en Rm×Rn y (vk) en Rm tales que Ω(x, y) = ∂f y(x) ⊂ V ,
(xk, yk)→ (x, y) y

vk ∈ ∂f yk(xk), vk 6∈ V, ∀ k ≥ 1.

Por la definición de subdiferencial, para cada k tenemos

f(x′, yk)− f(xk, yk) = f yk(x′)− f yk(xk) ≥ 〈vk, x′ − xk〉, ∀ x′ ∈ Rm. (2.14)

Si (vk) no es acotada podemos suponer, tomando subsucesiones y aplicando el
teorema de Bolzano-Weierstrass, que ‖vk‖ → ∞ y que vk

‖vk‖
converge a algún vector

v ∈ Rm de norma 1. Dividiendo ambos miembros de (2.14) entre ‖vk‖ para cada
x′ fijo, y haciendo k → ∞ obtenemos que el lado izquierdo tiende a 0 (pues f
es continua), mientras que el lado derecho tiende a 〈v, x′ − x〉. Esto significa que
0 ≥ 〈v, x′ − x〉 para todo x′ ∈ Rm, y por tanto v = 0, una contradicción.

Si (vk) es acotada podemos suponer que converge a algún v ∈ Rm, que no estará
en V porque (vk) está contenida en el conjunto cerrado Rm\V . No obstante, v está
en ∂f y(x) ⊂ V ya que tomando ĺımite cuando k →∞ en (2.14) obtenemos

f y(x′)− f y(x) = f(x′, y)− f(x, y) ≥ 〈v, x′ − x〉, ∀ x′ ∈ Rm.

Esta contradicción completa la prueba de la proposición.

Corolario 2.38. Si f : Rn → R es una función convexa entonces la multifunción
∂f : Rn ⇒ Rn es scs.

Prueba. Como la función g : Rn × R→ R dada por g(x, t) = f(x) es continua (f
es continua por ser convexa) y tiene la propiedad de que cada gt = f es convexa, la
Proposición 2.37 nos dice que la multifunción (x, t) 7→ ∂f(x) es scs. Luego, dados
x̄ ∈ Rn y V ⊂ Rn abierto con ∂f(x̄) ⊂ V , puesto que dicha multifunción es scs en
(x̄, 0), existe δ > 0 tal que ‖x− x̄‖ = ‖(x, 0)− (x̄, 0)‖ < δ implica ∂f(x) ⊂ V . Esto
prueba que ∂f es scs.

6Un operador Ω : X ⇒ Y es semicontinuo superiormente (scs) en x̄ ∈ X si para cada
abierto V de Y tal que Ω(x̄) ⊂ V existe una vecindad abierta U de x̄ tal que Ω(x) ⊂ V para todo
x ∈ U ; Ω es scs si es scs en cada x ∈ X. Véanse también la Definición 4.2 y el Lema 4.10.
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2.4. Funciones pseudoconvexas

En el Corolario 2.28 mostramos que si f : Rn → R es una función convexa y
diferenciable y x̄, x ∈ Rn, entonces 〈∇f(x̄), x−x̄〉 ≥ 0 implica que f(x) ≥ f(x̄). Esta
propiedad de las funciones convexas y diferenciables motiva la siguiente definición.

Una función diferenciable f : Rn → R es pseudoconvexa si para todo par de
puntos x, x̄ ∈ Rn tenemos que

〈∇f(x̄), x− x̄〉 ≥ 0 implica f(x) ≥ f(x̄).

Toda función diferenciable que es convexa también es pseudoconvexa. La función
R→ R dada por x 7→ x3 + x es pseudoconvexa pero no convexa; más generalmente,
si f : R → R es una función creciente, diferenciable y tal que f(x) 6= 0 para todo
x ∈ R, entonces f es pseudoconvexa.

3. Problemas de optimización

La Optimización Matemática estudia las propiedades de máximos y mı́nimos de fun-
ciones. Preguntas t́ıpicas que la Optimización intenta responder son las siguientes:
dada una función f : X ⊂ Rn → R, ¿cuál es el ı́nfimo ı́nfx∈X f(x) de f?; si dicho
ı́nfimo es un número real, ¿existe algún punto de X donde es efectivamente alcanza-
do?, ¿qué condiciones necesarias y/o suficientes deben satisfacer f y X para poder
estar seguros de que existe?; y si existe tal punto, ¿es único?, ¿hay algún algoritmo
para encontrarlo? Serán justamente estas cuestiones las que trataremos de resolver
en el próximo caṕıtulo, cuando estudiemos los equilibrios de Nash. Por ello hacemos
aqúı una revisión breve de las notaciones y terminoloǵıa básicas en Optimización,
basándonos principalmente en las referencias [8] y [6].

Sean la función f : Rn → R y el subconjunto X de Rn.
Un vector x̄ ∈ Rn es un mı́nimo global de f sobre X si x̄ ∈ X y si para

todo x ∈ X tenemos f(x) ≥ f(x̄); equivalentemente, f(x̄) = ı́nfx∈X f(x) y x̄ ∈ X.
Decimos entonces que x̄ es una solución óptima (o simplemente solución) del
problema de optimización (minimización)

min f(x), x ∈ X. (3.1)

También decimos que f alcanza su mı́nimo sobre X en x̄, o que x̄ minimiza f
sobre X. Si X = Rn entonces el problema (3.1) es llamado problema de optimiza-
ción (minimización) sin restricciones o problema de optimización (minimización)
global, y escribimos

x̄ ∈ arg min f

para indicar que x̄ es una solución óptima. En caso contrario, (3.1) es un problema de
optimización con restricciones. Un vector x ∈ Rn es llamado factible si satisface
la restricción del problema, es decir, si x ∈ X; la región factible del problema es
el conjunto de todos los puntos factibles. La función f que se quiere minimizar es
llamada función objetivo, función de beneficio o función de coste.
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Un punto x̄ ∈ Rn es un mı́nimo local de f sobre X si x̄ minimiza f sobre una
vecindad U de x̄ en X. En otras palabras, x̄ ∈ Rn es un mı́nimo local de f si es
solución del problema

min f(x), x ∈ BX(x̄, δ)

para algún δ > 0. Todo mı́nimo global es un mı́nimo local.
Los máximos globales y locales son definidos de manera similar. Aśı, un

vector dado x̄ ∈ Rn es un máximo global de f sobre X si es solución del problema
de optimización (o maximización)

max f(x), x ∈ X;

y x̄ es un máximo local de f sobre X si x̄ maximiza f sobre una vecindad de x̄ en
X.

Aśı, un problema de optimización consiste en minimizar (maximizar) una función
dada sobre una cierta región de su dominio. Por ejemplo, el problema

min e−‖x‖, x ∈ Rn

no posee solución, mientras que el problema

min ‖x‖, x ∈ B(0, 1)

tiene una única solución en x = 0.
La existencia de solución de un problema de optimización a veces depende de las

propiedades topológicas de f y X. Por ejemplo, si f es continua y X es compacto
el problema (3.1) siempre posee solución por el teorema de Weierstrass (Teorema
1.14).

Una condición de optimalidad para el problema (3.1) es una condición ne-
cesaria y/o suficiente para que un vector factible x ∈ X sea un mı́nimo global o
local.

La mayoŕıa de algoritmos y condiciones de optimalidad con que se trabaja no
distingue entre los mı́nimos locales y globales. No obstante, si f es convexa y X es
convexo, entonces todo mı́nimo local (sobre X) es un mı́nimo global (sobre X)7, y
en consecuencia los mı́nimos locales y globales de f (sobre X) coinciden.

Una condición de optimalidad básica que se enseña en los cursos de cálculo
nos dice que todo mı́nimo local x̄ de una función diferenciable f sobre Rn tiene la
propiedad de que ∇f(x̄) = 0. La siguiente proposición es una generalización de este
resultado.

Proposición 3.1 (Condición de optimalidad necesaria de primer orden). Si f es
una función diferenciable y x̄ es un mı́nimo local de f sobre el conjunto convexo
X ⊂ Rn, entonces 〈∇f(x̄), x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X.

Prueba. Dado x ∈ X, tenemos que x̄+t(x− x̄) ∈ X si t ∈ [0, 1] pues X es convexo.
Luego f(x̄+ t(x− x̄)) ≥ f(x̄) para t > 0 suficientemente pequeño y por tanto

〈∇f(x̄), x− x̄〉 = f ′(x̄;x− x̄) = ĺım
t↓0

f(x̄+ t(x− x̄))− f(x̄)

t
≥ 0.

7Más generalmente, si f es cuasiconvexa semiestricta entonces todo mı́nimo local es un mı́nimo
global.
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Corolario 3.2. Supongamos que x̄ es un mı́nimo local de la función (no necesaria-
mente diferenciable) f sobre el conjunto convexo X ⊂ Rn. Si x ∈ X es tal que la
derivada direccional unilateral f ′(x̄;x− x̄) existe, entonces f ′(x̄;x− x̄) ≥ 0.

Supongamos que f : Rn → R es diferenciable y que X ⊂ Rn es convexo. Los
vectores factibles x̄ ∈ X tales que 〈∇f(x̄), x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X son llamados
puntos estacionarios del problema de optimización

min f(x), x ∈ X. (3.2)

Evidentemente, si X = Rn, los puntos estacionarios son los puntos x̄ tales que
∇f(x̄) = 0. En términos de desigualdades variacionales (véase la Sección 7), los
puntos estacionarios son las soluciones del problema V I(∇f,X).

Aśı, la Proposición 3.1 nos asegura que toda solución del problema de optimi-
zación (3.2) es un punto estacionario. Como la mayoŕıa de algoritmos usados en
Optimización sirven para hallar puntos estacionarios, es interesante saber bajo qué
condiciones un punto estacionario es solución del problema de optimización.

Proposición 3.3 (Condición de optimalidad suficiente de primer orden). Suponga-
mos que f es convexa y diferenciable (o, más generalmente, que f es pseudoconvexa)
y que X ⊂ Rn es convexo. Si x̄ ∈ X es tal que 〈∇f(x̄), x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X,
entonces x̄ minimiza f sobre X.

Prueba. Como f es convexa, aplicando el Corolario 2.28 vemos que para cada
x ∈ X se cumple que f(x) ≥ f(x̄). Si f es pseudoconvexa, en vez del Corolario 2.28
usamos la definición de función pseudoconvexa.

Corolario 3.4. Si f es convexa y diferenciable (o pseudoconvexa), entonces x̄ ∈ Rn

es un mı́nimo global de f sobre Rn si y solo si ∇f(x̄) = 0.

Los dos resultados anteriores ya ilustran las fuertes implicancias que tiene la
convexidad. En particular, el Corolario 3.4 traduce el problema (3.1), donde X = Rn,
en el problema de encontrar los ceros de la función ∇f : Rn → R.

Condiciones KKT

En lo que resta de esta sección intentamos establecer qué condiciones necesa-
rias y/o suficientes (de primer orden) deben satisfacer los minimizadores locales del
problema

min f(x), x ∈ X (3.1)

cuando la región factible X tiene la forma

X = {x ∈ Rn | gi(x) ≤ 0, ∀ i = 1, . . . , r}, (3.3)

donde g1, . . . , gr : Rn → R son funciones diferenciables. Veremos que estas condi-
ciones están relacionadas con los conocidos “multiplicadores de Lagrange” que se
estudian en los cursos de cálculo.
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Sea g := (g1, . . . , gr) : Rn → Rr y supongamos que la función f es diferenciable.
Entonces g es diferenciable y el problema (3.1) puede escribirse de la siguiente forma

min f(x)

s.a. g(x) ≤ 0,

donde “s.a.” significa “sujeto a”.
Dado un punto factible x̄ ∈ X definimos el conjunto activo de x̄ mediante

I(x̄) = {i | gi(x̄) = 0}.

Un vector λ = (λ1, . . . , λr) es llamado vector de multiplicadores de Lagrange
en x̄ si las siguientes condiciones se satisfacen

(1) ∇f(x̄) +
∑
i

λi∇gi(x̄) = 0;

(2) λi ≥ 0 para todo i;

(3) λi = 0 para todo i 6∈ I(x̄).

Abreviadamente, las condiciones (2) y (3) pueden escribirse aśı

0 ≤ λ ⊥ g(x̄) ≤ 0.

Una condición de calificación (CQ) para el problema de optimización (3.1)
es una condición suficiente para que en un mı́nimo local dado exista un vector de
multiplicadores de Lagrange.

Lema 3.5. Supongamos que h1, . . . , hp : Rn → R son funciones diferenciables y
definamos h(x) := máx{h1(x), . . . , hp(x)}. Entonces las derivadas direccionales uni-
laterales de h existen y están dadas por

h′(x; v) = máx{〈∇hi(x), v〉 | i ∈ A(x)},

donde A(x) := {i | h(x) = hi(x)}.

Prueba. Sea x̄ ∈ Rn y consideremos el vector v ∈ Rn. Por continuidad, podemos
suponer que A(x̄) = {1, . . . , p}. Luego para cada i tenemos

ĺım inf
t↓0

h(x̄+ tv)− h(x̄)

t
≥ ĺım inf

t↓0

hi(x̄+ tv)− hi(x̄)

t
= 〈∇hi(x̄), v〉,

de donde

ĺım inf
t↓0

h(x̄+ tv)− h(x̄)

t
≥ máx{〈∇hi(x̄), v〉 | i ∈ A(x̄)}.

Por otro lado, existe una sucesión (tk) en (0,∞) tal que tk → 0 y

ĺım
k→∞

h(x̄+ tkv)− h(x̄)

tk
= ĺım sup

t↓0

h(x̄+ tv)− h(x̄)

t
.
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Como A(x̄) es finito, existe algún j ∈ A(x̄) con la propiedad de que hj(x + tkv) =
h(x+ tkv) para infinitos k, de modo que podemos tomar ĺımite en

h(x̄+ tkv)− h(x̄)

tk
≤ hj(x̄+ tkv)− hj(x̄)

tk

para obtener

ĺım sup
t↓0

h(x̄+ tv)− h(x̄)

t
≤ h′j(x̄; v) = 〈∇hj(x̄), v〉 ≤ máx{〈∇hi(x̄), v〉 | i ∈ A(x̄)}.

Esto completa la prueba del lema.

Teorema 3.6 (Condiciones necesarias de Fritz John). Supongamos que x̄ ∈ X es
un mı́nimo local de f sobre X. Entonces existen escalares no negativos µ0, µi (con
i ∈ I(x̄)) no todos nulos tales que

µ0∇f(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

µi∇gi(x̄) = 0. (3.4)

Prueba. Como x̄ es un mı́nimo local de f en X, y como gi(x) ≤ 0 para todo x ∈ X
y todo i, tenemos que x̄ es un mı́nimo local sobre Rn de la función h definida por

h(x) = máx{f(x)− f(x̄), g1(x), . . . , gr(x)}.

Del Lema 3.5 y del Corolario 3.2 deducimos que

0 ≤ h′(x̄; v) = máx{〈∇f(x̄), v〉, 〈∇gi(x̄), v〉 | i ∈ I(x̄)}

para todo vector v ∈ Rn. Como K := co({∇f(x̄),∇gi(x̄)}i∈I(x̄)) es compacto por el
Corolario 2.5, lo anterior nos indica que no es posible separar fuertemente K y {0}.
Luego, el Teorema 2.13 nos asegura que 0 pertenece a K.

Si µ0 6= 0 en (3.4) podemos dividir los µi entre µ0 para obtener λ = (λ1, . . . , λr)
que satisface las condiciones de la definición de multiplicadores de Lagrange. Usamos
esta observación en la prueba del siguiente teorema.

Teorema 3.7 (Condiciones de calificación). Supongamos que x̄ ∈ X es un mı́nimo
local de f sobre X. Entonces bajo cualquiera de las siguientes hipótesis existe un
vector de multiplicadores de Lagrange en x̄.

(1) Existe un vector v ∈ Rn tal que 〈∇gi(x̄), v〉 < 0 para todo i ∈ I(x̄).

(2) Los vectores {∇gi(x̄)}i∈I(x̄) son linealmente independientes.

(3) (a) las funciones gi son convexas;

(b) existe un vector factible x0 ∈ X tal que gi(x0) < 0 para todo i ∈ I(x̄).

Prueba. Del Teorema 3.6 sabemos que existen µ0, µi (con i ∈ I(x̄)) tales que (3.4)
se cumple. Luego, por la observación que hicimos antes de enunciar el teorema,
bastará con probar que µ0 6= 0 en cada caso.

(1) Tenemos µ0〈∇f(x̄), v〉 = −
∑

i∈I(x̄) µi〈∇gi(x̄), v〉 > 0, y por tanto µ0 6= 0.
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(2) Si µ0 = 0, entonces
∑

i∈I(x̄) µi∇gi(x̄) = 0 donde no todos los µi son nulos, lo
que contradice nuestra hipótesis. Luego, µ0 6= 0.

(3) Notemos que ∇gi(x̄) 6= 0 para cada i ∈ I(x̄), ya que gi(x̄) = 0 > g(x0)
implica 〈∇gi(x̄), x0− x̄〉 < 0 por el Corolario 2.28. Por continuidad, la condición (b)
nos dice que existe x0 ∈ int(X). Al ser X convexo (las funciones gi son convexas),
el cono normal K := N(x,X) tiene la propiedad de que K ∩ (−K) = {0} en virtud
de la Proposición 2.22. Por el Corolario 2.28, para cada i ∈ I(x̄) tenemos

〈∇gi(x̄), x− x̄〉 ≤ 0, ∀ x ∈ X,

esto es, ∇gi(x̄) ∈ K. Luego, si µ0 = 0 en (3.4), entonces µj > 0 para algún j ∈
I(x̄) y tendŕıamos µj∇gj(x̄) = −

∑
i∈I(x̄),i 6=j µi∇gi(x̄) ∈ −K, lo cual implicaŕıa que

∇gj(x̄) ∈ K ∩ (−K) = {0}, una contradicción. Aśı, µ0 6= 0.

La hipótesis (1) es conocida como la condición de calificación de Mangasarian-
Fromovitz. Intuitivamente, nos indica que el interior del cono convexo y cerrado
con({∇gi(x̄)}i∈I(x̄))

∗ es no vaćıo.
La hipótesis (2) es llamada condición de calificación de independencia

lineal. Cuando ella se cumple, el vector λ de multiplicadores de Lagrange está
únicamente determinado.

La hipótesis (3), o más espećıficamente, la condición (3) (b), es frecuentemente
llamada condición de calificación de Slater. Ella nos dice que int(X) 6= ∅.

Veamos un ejemplo en el que no existe ningún vector de multiplicadores de
Lagrange. Desde luego, en este ejemplo ninguna de las condiciones de calificación
que acabamos de introducir vale.

Ejemplo 3.8. En R2 consideremos f(x1, x2) = x1, g1(x1, x2) = x2 y

g2(x1, x2) =

{
x2

1 − x2, si x1 ≤ 0,

−x2, si x1 ≥ 0.

Como X = {x ∈ R2 | gi(x) ≤ 0, ∀ i = 1, 2} = [0,∞)×{0} ⊂ R2, el punto x̄ := (0, 0)
es un mı́nimo local (en realidad global) de f sobre X. El conjunto activo I(x̄) es
{1, 2}, y los gradientes son

∇f(x̄) = (1, 0), ∇g1(x̄) = (0, 1) y ∇g2(x̄) = (0,−1).

Ahora bien, observando la Figura 3.1 deducimos que ninguna CQ se satisface en x̄,
y que tampoco existen multiplicadores de Lagrange en x̄.

Si la condición (3) (a) es satisfecha (y por tanto X es convexo), entonces la
existencia de los multiplicadores de Lagrange garantiza la optimalidad cuando f es
convexa y diferenciable (o pseudoconvexa).

Teorema 3.9 (Condición suficiente de optimalidad). Supongamos que las funciones
gi son convexas. Supongamos también que f es convexa8 (o, más generalmente que
f es pseudoconvexa). Si en un punto factible dado x̄ ∈ X existen los multiplicadores
de Lagrange, entonces x̄ minimiza f sobre X.

8Recordemos que f ya es diferenciable.
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x̄ X

g2 ≤ 0

g1 ≤ 0

∇g1(x̄)

∇g2(x̄)

∇f(x̄)

Figura 3.1: Gráfico del Ejemplo 3.8.

Prueba. Sea λ = (λ1, . . . , λr) un vector de multiplicadores de Lagrange en x̄.
Sabemos que ∇f(x̄) = −

∑
i∈I(x̄) λi∇gi(x̄). Consideremos un vector arbitrario x de

X. Para cada i ∈ I(x̄) la función gi es convexa, de modo que gi(x) ≤ 0 = gi(x̄)
implica 〈∇gi(x̄), x− x̄〉 ≤ 0 por el Corolario 2.28. Luego

〈∇f(x̄), x− x̄〉 =
∑
i∈I(x̄)

λi · 〈−∇gi(x̄), x− x̄〉 ≥ 0,

y el Corolario 2.28 nos permite concluir que f(x) ≥ f(x̄). Si f es pseudoconvexa, en
vez del Corolario 2.28, usamos la definición de función pesudoconvexa.

Observación 3.10. Hemos mostrado que cuando las funciones gi son convexas y
existe λ = (λ1, . . . , λr) tal que 0 ≤ λ ⊥ g(x̄) ≤ 0, entonces todo vector de la forma
v = −

∑
i λi∇gi(x̄) satisface la propiedad

〈v, x− x̄〉 ≥ 0, ∀ x ∈ X.

4. Análisis multivaluado

La noción de operador multivaluado (o multifunción) generaliza la noción clásica
de función. Una función X → Y asigna a cada elemento de su dominio un único
elemento de su codominio; o sea que no pueden existir y 6= y′ en Y asociados con
x ∈ X. Con las multifunciones esto śı puede ocurrir. De hecho, una multifunción
X ⇒ Y asocia a cada elemento de su dominio un subconjunto de su codominio.

El análisis multivaluado estudia los operadores multivaluados, con el mismo
esṕıritu con que en análisis se estudian las funciones. Una gran parte del análisis
multivaluado surgió del análisis convexo y la optimización (por ejemplo, los subdife-
renciales). Siendo el análisis multivaluado una generalización del análisis matemáti-
co, existen generalizaciones de las nociones de continuidad, diferenciabilidad, puntos
fijos, etc.

En esta sección hacemos un resumen de todos los resultados sobre multifunciones
que necesitaremos en los caṕıtulos subsiguientes. La referencia por excelencia sobre
este material es el libro clásico [1]. También usaremos la referencia [8].
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Sean X e Y subconjuntos de Rn y Rm respectivamente. Una multifunción u
operador multivaluado Ω : X ⇒ Y es una aplicación que asocia a cada x ∈ X
con un subconjunto de Y denotado por Ω(x). Los conjuntos Ω(x) son las imágenes
de Ω y los conjuntos

dom(Ω) := {x ∈ X | Ω(x) 6= ∅},
G(Ω) := {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ Ω(x)},

im(Ω) := {y ∈ Y | ∃ x ∈ X : y ∈ Ω(x)},

son el dominio, el gráfico y la imagen de Ω respectivamente. Dado M ⊂ X el
conjunto Ω(M) :=

⋃
x∈M Ω(x) es la imagen de M .

Decimos que Ω tiene imágenes abiertas (cerradas, compactas, etc.) si cada imagen
Ω(x) es abierta (cerrada, compacta, etc.) con respecto a la toploǵıa relativa heredada
de Y .

Asociados a Ω, definimos el operador multivaluado inverso Ω−1 : Y ⇒ X y
el operador multivaluado dual Ω∗ : Y ⇒ X del siguiente modo

Ω−1(y) = {x ∈ X | y ∈ Ω(x)},
Ω∗(y) = X\Ω−1(y).

Las imágenes de Ω−1 son las fibras de Ω y las imágenes de Ω∗ son las cofibras de
Ω. Evidentemente, X es la unión disjunta de Ω−1(y) y Ω∗(y) para cada y ∈ Y .

Ejemplo 4.1. Toda función f : X → Y define de modo natural una multifunción.
En efecto, basta con considerar F : X ⇒ Y como F (x) = {f(x)}. La Figura 4.1
muestra el gráfico del operador Ω : R ⇒ R definido por Ω(x) = (x,∞) si x > 0,
Ω(x) = ∅ si x < 0 y Ω(0) = [0,∞). El dominio y la imagen de Ω son iguales a [0,∞).

x

y

G(Ω)

dom(Ω)

im(Ω)

Figura 4.1: Gráfico de la multifunción del Ejemplo 4.1

Si Z es un subconjunto de X, de manera natural definimos la restricción de Ω
a Z como Ω|Z : Z ⇒ Y , Ω|Z(z) = Ω(z).

Notemos que Ω y Ω−1 están totalmente determinadas por el gráfico de Ω pues

y ∈ Ω(x) ⇔ x ∈ Ω−1(y) ⇔ (x, y) ∈ G(Ω).
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x

y

ȳ

Ω−1(ȳ)

x̄

Ω(x̄)

dom(Ω)

im(Ω) G(Ω)

Figura 4.2: Gráfico de un operador multivaluado Ω. Dados x̄, ȳ ∈ R, hallamos Ω(x̄)
y Ω−1(ȳ) a partir de G(Ω).

Aśı, dados x̄ ∈ X e ȳ ∈ Y , Ω(x̄) es la proyección sobre Y del conjunto {(x, y) ∈
G(Ω) | x = x̄}, y análogamente, Ω−1(ȳ) es la proyección sobre X del conjunto
{(x, ȳ) ∈ G(Ω) | x = x̄} (véase la Figura 4.2). De hecho existe una biyección natural
entre las multifunciones Ω : X ⇒ Y y los subconjuntos de X × Y .

El producto de los operadores multivaluados Ω : X ⇒ Y y Ω′ : X ⇒ Y ′,
donde Y ′ ⊂ Rp, es el operador multivaluado Ω × Ω′ : X ⇒ Y × Y ′ dado por
Ω× Ω′(x) = Ω(x)× Ω′(x).

Definición 4.2. Sea Ω : X ⇒ Y una multifunción. Dado x̄ ∈ X, decimos que

(1) Ω es semicontinua inferiormente (sci) en x̄ si para todo V abierto en Y con
V ∩Ω(x̄) 6= ∅, existe un abierto U en X que contiene a x̄ tal que V ∩Ω(x) 6= ∅
para todo x ∈ U .

(2) Ω es semicontinua superiormente (scs) en x̄ ∈ X si para todo V abierto
en Y que contiene a Ω(x̄) existe U abierto en X tal que Ω(x) ⊂ V para todo
x ∈ U .

(3) Ω es cerrado en x̄ si para toda sucesión (xk, yk) en G(Ω) que converge a
(x̄, ȳ) ∈ X × Y se cumple que ȳ ∈ Ω(x̄).

(4) Ω es acotado (no vaćıo) cerca de x̄ si existe un abierto U en X que contiene
a x̄ y tal que Ω(U) es acotado (Ω(x) 6= ∅ para cada x ∈ U).

(5) x̄ ∈ X es un punto fijo de Ω si x̄ ∈ Ω(x̄). (En este caso, m = n.)

Cuando Ω es sci (scs, cerrado) en cada uno de los puntos de X, decimos simplemente
que Ω es sci (scs, cerrado).

Ejemplo 4.3. El operador F : X ⇒ Y, F (x) = {f(x)} asociado a una función
continua f : X → Y es sci, scs y cerrado. El operador Ω del Ejemplo 4.1 es sci en
todo R excepto en 0, es scs (cerrado) solo en 0, y tiene como único punto fijo a 0.



Caṕıtulo 1. Preliminares y resultados previos 49

Ejemplo 4.4 (La composición con funciones continuas preserva la semicontinuidad).
Si Ω : X ⇒ Y es un operador multivaluado sci (scs) y f : W → X y g : Y → Z son
funciones continuas, entonces las multifunciones Ω ◦ f : W ⇒ Y y g ◦ Ω : X ⇒ Z,
dadas por w 7→ Ω(f(w)) y x 7→ g(Ω(x)) respectivamente, también son sci (scs).

Ejemplo 4.5 (El producto de operadores sci es sci). Si Ω : X ⇒ Y y Ω′ : X ⇒ Y ′

son operadores sci, entonces el producto Ω × Ω′ : X ⇒ Y × Y ′ también es sci. En
efecto, si x̄ ∈ X y el abierto V ⊂ Y × Y ′ se interseca con Ω(x̄) × Ω′(x̄), entonces
existen abiertos W ⊂ Y y W ′ ⊂ Y ′ tales que W ×W ′ ⊂ V también se interseca
con Ω(x̄)× Ω′(x̄), es decir, W ∩ Ω(x̄) 6= ∅ y W ′ ∩ Ω′(x̄) 6= ∅, por lo cual existe una
vecindad abierta U de x̄ tal que W ∩ Ω(x) 6= ∅ y W ′ ∩ Ω′(x) 6= ∅ para todo x ∈ U .

Ejemplo 4.6 (El producto de operadores scs con imágenes compactas es scs). Si
Ω : X ⇒ Y y Ω′ : X ⇒ Y ′ son operadores scs cuyas imágenes son compactas,
entonces el producto Ω×Ω′ : X ⇒ Y ×Y ′ también es scs (con imágenes compactas).
En efecto, consideremos x̄ ∈ X y un abierto V ⊂ Y ×Y ′ que contiene a Ω(x̄)×Ω′(x̄),
y veamos que existe una vecindad abierta U de x̄ tal que Ω(x)×Ω′(x) ⊂ V para todo
x ∈ U . Como el conjunto compacto Ω(x̄)×Ω′(x̄) y el conjunto cerrado (Y × Y ′)\V
son disjuntos, la distancia entre ellos es positiva (véase la prueba del ı́tem (2) del
Teorema 2.13). Luego, si ε es suficientemente pequeño el producto W × W ′ de
las vecindades abiertas W := BY (Ω(x̄), ε) y W ′ := BY ′(Ω

′(x̄), ε) de Ω(x̄) y Ω′(x̄)
está contenida en V . Usando la semicontinuidad superior de Ω y Ω′ con W y W ′,
conseguimos la vecindad U requerida.

De los tres ejemplos anteriores deducimos que Ω : X ⇒ Y y Ω′ : X ⇒ Y ′ son
sci (scs con imágenes compactas) si y solo si su producto es sci (scs con imágenes
compactas).

Observación 4.7. Si V ⊂ Y contiene la imagen im(Ω) de Ω entonces el operador
Ω̂ : X ⇒ V , Ω̂(x) = Ω(x) tiene las mismas propiedades que Ω, esto es, Ω̂ es sci (scs,
cerrado, acotado cerca de, no vaćıo cerca de) x̄ ∈ X si y solo si Ω lo es en x̄. Esto
quiere decir que Ω y Ω̂ son esencialmente iguales y que el conjunto de llegada Y no
importa. Aśı, por ejemplo, da lo mismo trabajar con operadores X ⇒ Y que con
operadores X ⇒ Rm cuyas imágenes están contenidas en Y .

Notemos que Ω es cerrado si y solo si para cada x̄ ∈ X los vectores (x̄, ȳ) ∈ X×Y
que son puntos de acumulación de G(Ω) están en G(Ω), esto es,

Ω es cerrado si y solo si G(Ω) es cerrado en X × Y ;

en particular, Ω es cerrado si y solo si Ω−1 es cerrado. Luego, si Ω es cerrado en
x̄ entonces Ω(x̄) es cerrado en Y ; por consiguiente, todo operador cerrado Ω tiene
imágenes cerradas en Y . Asimismo, si Ω tiene imágenes vaćıas en un abierto U de
X entonces Ω es cerrado en los puntos de U .

Un vector x̄ ∈ X es punto fijo de Ω si y solo si lo es también de Ω−1, y todo esto
se cumple si y solo si (x̄, x̄) ∈ G(Ω).

Si Ω es sci (scs) y Z ⊂ X entonces la restricción Ω|Z también es sci (scs).
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Si Ω(x̄) = ∅ entonces Ω es automáticamente sci en x̄. Cuando Ω(x̄) 6= ∅, el hecho
de que Ω sea sci en x̄ equivale a la siguiente implicancia

(xk)⊂X, xk→ x̄
ȳ∈Ω(x̄)

}
⇒ ∃ (yk)⊂Y, ∃N ∈N : yk→ ȳ, yk∈Ω(xk) para k≥N, (4.1)

que también es válida si Ω(x̄) = ∅. Aśı, hemos probado el siguiente lema.

Lema 4.8. Una multifunción Ω : X ⇒ Y es sci en x̄ ∈ X si y solo si la implicancia
(4.1) se satisface en x̄. En particular, cuando Ω es sci en x̄, si xk → x̄ y x̄ ∈ dom(Ω)
entonces xk ∈ dom(Ω) para k suficientemente grande, es decir, x̄ está en el interior
de dom(Ω).

De la definición (o del Lema 4.8) se sigue que si Ω : X ⇒ Y es sci entonces su
dominio es abierto en X.

Dado B ⊂ Y , definimos el conjunto

Ω−B = {x ∈ X | Ω(x) ∩B 6= ∅}.

Luego, Ω es sci en x̄ ∈ X si y solo si para todo abierto V en Y con x̄ ∈ Ω−V , existe
un abierto U en X tal que x̄ ∈ U ⊂ Ω−V , esto es, si y solo si Ω−V es una vecindad
de x̄ para todo abierto V ⊂ Y tal que x̄ ∈ Ω−V . De esto se sigue que Ω es sci si y
solo si para todo abierto V ⊂ Y se cumple que Ω−V es una vecindad de cada uno
de sus puntos, es decir, si es abierto. Resumimos esto en la siguiente proposición.

Proposición 4.9. El operador Ω : X ⇒ Y es sci en x̄ ∈ X si y solo si Ω−V es una
vecindad de x̄ para cada abierto V ⊂ Y tal que Ω(x̄) ∩ V 6= ∅. Además, Ω es sci si
y solo si Ω−V es abierto en X para cada abierto V ⊂ Y .

El hecho de que Ω sea scs en x̄ ∈ X equivale a la siguiente implicancia

V ⊃ Ω(x̄) abierto, (xk) ⊂ X, xk → x̄ ⇒ ∃N ∈ N : Ω(xk) ⊂ V, ∀ k ≥ N,

y por tanto obtenemos el siguiente lema.

Lema 4.10. El operador Ω : X ⇒ Y no es scs en x̄ ∈ X si y solo si existen una
sucesión (xk) convergente a x, un abierto V en Y que contiene a Ω(x) y una sucesión
(yk) en Y tales que

yk ∈ Ω(xk) e yk 6∈ V para todo k.

Dado un subconjunto M de Y , definimos

Ω+1(M) = {x ∈ X | Ω(x) ⊂M}.

Luego, Ω es scs en x̄ ∈ X si y solo si para todo V abierto en Y con Ω(x̄) ⊂ V ,
existe un abierto U en X con x̄ ∈ U ⊂ Ω+1(V ), esto es, si y solo si Ω+1(V ) es una
vecindad de x̄ para cada abierto V ⊂ Y tal que x̄ ∈ Ω+1(V ). De esto se sigue que Ω
es scs si y solo si para todo abierto V ⊂ Y se cumple que Ω+1(V ) es una vecindad
de cada uno de sus puntos, es decir, si es abierto. Resumimos estas observaciones en
la siguiente proposición.
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Figura 4.3: Ilustración del gráfico de los operadores T y S del Ejemplo 4.13.

Proposición 4.11. El operador Ω : X ⇒ Y es scs en x̄ ∈ X si y solo si Ω+1(V ) es
una vecindad de x̄ para cada abierto V ⊂ Y tal que Ω(x̄) ⊂ V . Además, Ω es scs si
y solo si Ω+1(V ) es abierto en X para cada abierto V ⊂ Y .

Observación 4.12. Las Proposiciones 4.9 y 4.11 nos dan condiciones necesarias y
suficientes para que la semicontinuidad inferior y superior de operadores multiva-
luados ocurra. También, nos recuerda un poco la continuidad de funciones, a saber,
que una función es continua si la preimagen de todo abierto es abierto. En realidad,
toda función es esencialmente una multifunción con imágenes unitarias, y el hecho
de que ella sea sci (scs) como multifunción equivale a que sea continua como función.

Ejemplo 4.13. Un ejemplo de operador que no es scs es la multifunción T : R ⇒ R
definida por T (x) = [1, 3] si x < 1 y T (x) = {2} si x ≥ 1, que no es scs en 1. Mas el
operador cuyo gráfico es G(T ) śı es scs. Esto podŕıa sugerir que si el gráfico de un
operador Ω es cerrado entonces es scs, pero esto es falso: la multifunción S : R ⇒ R
definida mediante S(x) = {−1} si x ≤ 0 y S(x) = {1/x} si x > 0 tiene gráfico
cerrado pero no es scs en 0. No obstante, cuando la imagen de Ω es acotada, se
verifica que si el gráfico de Ω es cerrado entonces Ω es scs.

Proposición 4.14. Supongamos que Y ⊂ Rm es cerrado y que la imagen Ω(X) del
operador Ω : X ⇒ Y es acotada. Si Ω es cerrado, entonces también es scs.

Prueba. Supongamos que Ω no es scs en x ∈ X. Por el Lema 4.10 existen una
sucesión (xk) convergente a x, un abierto V en Y que contiene a Ω(x) y una sucesión
(yk) en Y tales que

yk ∈ Ω(xk), yk 6∈ V, ∀ k ≥ 1.

Dado que la sucesión (yk) es acotada (Ω tiene imagen acotada) y el conjunto Y
es cerrado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que (yk) converge a algún
y ∈ Y , que no está en V porque V es abierto. Pero como (xk, yk) es una sucesión
en G(Ω) que converge a (x, y), también tenemos que (x, y) ∈ G(Ω) pues G(Ω) es
cerrado, es decir, y ∈ Ω(x) ⊂ V . Esta contradicción muestra que Ω es scs.

Rećıprocamente, la semicontinuidad superior de Ω implica que Ω es cerrado en
algunos casos.
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Proposición 4.15. Si el operador multivaluado Ω : X ⇒ Y es scs y tiene imágenes
cerradas, entonces es cerrado.

Prueba. Tomemos una sucesión (xk, yk) en G(Ω) que converge a (x̄, ȳ). Debemos
mostrar que (x̄, ȳ) ∈ G(Ω), esto es, que ȳ ∈ Ω(x̄). Supongamos que ȳ 6∈ Ω(x̄). Como
Ω(x̄) es cerrado, existe una vecindad abierta V ⊂ Rm de ȳ tal que V ⊂ Rm\Ω(x̄).
Entonces Rm\V es una vecindad de Ω(x̄) y por la semicontinuidad superior de Ω
tenemos yk ∈ Ω(xk) ⊂ Rm\V para k suficientemente grande (pues xk → x̄), lo
cual, considerando que V es abierto y que yk → ȳ, implica ȳ 6∈ V , una evidente
contradicción. Aśı, ȳ ∈ Ω(x̄) y concluimos que Ω es cerrado.

Ahora veamos otros resultados relacionados con la semicontinuidad superior de
operadores multivaluados.

Proposición 4.16. Sea el conjunto compacto K ⊂ Rn. Si el operador multivaluado
Ω : K ⇒ Rm es scs y tiene imágenes compactas entonces Ω(K) ⊂ Rm es compacto.

Prueba. Sea {Uλ}λ∈Λ un cubrimiento abierto de Ω(K). Entonces {Uλ}λ∈Λ es un
cubrimiento abierto de cada imagen Ω(x) de Ω, la cual, por ser compacta, admite
un subcubrimiento finito {Uλ}λ∈Λx . Cada conjunto

Vx := Ω+1
( ⋃
λ∈Λx

Uλ

)
=
{
z ∈ K | Ω(z) ⊂

⋃
λ∈Λx

Uλ

}
es abierto por la Proposición 4.11, y claramente contiene a x. Puesto que la familia
{Vx}x∈K es un cubrimiento abierto del conjunto compacto K, existen x1, . . . , xr ∈ K
tales que K ⊂

⋃r
i=1 Vxi , y en consecuencia

Ω(K) ⊂
r⋃
i=1

Ω(Vxi) ⊂
r⋃
i=1

⋃
λ∈Λxi

Uλ =
⋃
λ∈Λ′

Uλ,

donde Λ′ = Λx1 ∪ · · · ∪ Λxr es finito. Aśı, hemos obtenido un subcubrimiento finito
de Ω(K), de donde concluimos que Ω(K) es compacto.

Una selección continua de una multifunción Ω : X ⇒ Y es una función conti-
nua f : X → Y con la propiedad de que f(x) ∈ Ω(x) para todo x ∈ X. Equivalen-
temente, una función continua f : X → Y es una selección de Ω si su gráfico está
contenido en el gráfico de Ω.

Es claro que no toda multifunción Ω tiene una selección continua. Pero si impo-
nemos ciertas condiciones en Ω entonces tal selección existe. Por ejemplo, el teorema
de selección de Michael [8, Teorema 8.2.8] nos asegura que si K ⊂ Rn es cerrado y
Ω : K ⇒ Rm es sci y tiene imágenes convexas, cerradas y no vaćıas entonces, para
todo punto (x̄, ȳ) del gráfico de Ω existe una selección continua f : K → Rm cuyo
gráfico pasa por (x̄, ȳ), esto es, tal que f(x̄) = ȳ.

Si cambiamos la hipótesis de semicontinuidad inferior en el teorema de Michael
por la de semicontinuidad superior entonces la conclusión es falsa, incluso si K es
compacto: el operador Ω : [−1, 1] ⇒ [−1, 1] dado por Ω(x) = {sgn(x)} si x 6= 0
y Ω(0) = [−1, 1] no admite una selección continua a pesar de que es scs y tiene
imágenes convexas, compactas y no vaćıas. No obstante, aunque en este caso no
existe una selección continua, existe una selección “aproximada”.
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Teorema 4.17 (Cellina). Dado el conjunto compacto K ⊂ Rn, supongamos que el
operador Ω : K ⇒ Rm es scs y tiene imágenes convexas y no vaćıas. Entonces, para
todo ε > 0 existe una función continua f : K → Rm tal que

dG(Ω)(x, f(x)) < ε, ∀ x ∈ K.

Además, la imagen de f está contenida en la cápsula convexa de la imagen de Ω,
esto es, f(K) ⊂ co(Ω(K)).

Prueba. Sea ε > 0. Como las normas en Rn×Rm son equivalentes, no hay pérdida
de generalidad si trabajamos con la norma

‖(x, y)‖∗ = ‖x‖1 + ‖y‖2, (x, y) ∈ Rn × Rm,

donde ‖x‖1 es la norma de x en Rn y ‖y‖2 es la norma de y en Rm. Para cada x ∈ K
el conjunto B(Ω(x), ε/2) es abierto, y como Ω scs existe δx < ε positivo tal que

Ω(z) ⊂ B(Ω(x), ε/2) para todo z ∈ K tal que ‖z − x‖1 < δx. (4.2)

Como la familia {B(x, δx/2)}x∈K constituye un cubrimiento abierto del conjunto
compacto K, existen x1, . . . , xr ∈ K tales que K ⊂

⋃r
i=1B(xi, δi/2), donde δi := δxi .

Aplicando el Teorema 1.24 al cubrimiento finito {B(xi, δi/2)}i de K, obtenemos
funciones continuas κ1, . . . , κr : K → [0, 1] tales que

∑r
i=1 κi(x) = 1 si x ∈ K y

κi(x) = 0 si x ∈ K\B(xi, δi/2). Escogiendo para cada i un elemento yi ∈ Ω(xi),
definimos

f(x) :=
r∑
i=1

κi(x)yi, x ∈ K.

Veamos que la función continua f : K → Rm satisface la propiedad deseada.
En primer lugar, de la definición de f es claro que f(K) ⊂ co(Ω(K)) pues cada
yi está en Ω(xi) ⊂ Ω(K). Por otro lado, dado x ∈ K arbitrario, para probar que
dG(Ω)(x, f(x)) < ε basta con mostrar que

f(x) ∈ B(Ω(xj), ε/2)

para algún ı́ndice j en I := {i | x ∈ B(xi, δi/2)}. De hecho, en este caso existe
yj ∈ Ω(xj) tal que ‖yj − f(x)‖2 < ε/2, o sea que (xj, yj) ∈ G(Ω) verifica

‖(x, f(x))− (xj, yj)‖∗ = ‖x− xj‖1 + ‖f(x)− yj‖2 < δj/2 + ε/2 < ε.

Ahora bien, f(x) es una combinación convexa de los puntos {yi}i∈I , ya que κi(x) = 0
cuando i 6∈ I. Escogiendo j ∈ I tal que δj = máx{δi | i ∈ I}, para cada i ∈ I tenemos

‖xi − xj‖1 ≤ ‖xi − x‖1 + ‖x− xj‖1 < δi/2 + δj/2 ≤ δj,

lo cual implica Ω(xi) ⊂ B(Ω(xj), ε/2) por (4.2). Aśı, los vectores {yi}i∈I están en el
conjunto convexo B(Ω(xj), ε/2), de donde concluimos que f(x) ∈ B(Ω(xj), ε/2).

Antes de continuar enunciamos el teorema de punto fijo de Brouwer.
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Teorema 4.18 (Brouwer). Si C ⊂ Rn es un conjunto convexo, compacto y no vaćıo,
entonces toda función continua f : C → C posee algún punto fijo (es decir, existe
x̄ ∈ C tal que f(x̄) = x̄).

Este teorema tuvo un papel fundamental en el siglo XX. Por ejemplo, se le puede
utilizar en ecuaciones diferenciales (para probar el teorema de Hartman-Grobman) o
en teoŕıa de juegos (John Nash la usó para probar la existencia de solución del NEP).
Se trata de uno de los primeros teoremas de punto fijo, que motivó el subsecuente
desarrollo de una nueva área, llamada Teoŕıa del Punto Fijo [14].

Como ya señalamos al inicio de este caṕıtulo, no vamos a probar el teorema de
punto fijo de Brouwer, pues requiere de herramientas avanzadas, que están fuera del
alcance de esta tesis9. No obstante, con el teorema de Cellina podemos generalizarlo
al caso de multifunciones.

Teorema 4.19 (Kakutani-Fan). Si el conjunto C ⊂ Rn es convexo, compacto y
no vaćıo, entonces todo operador scs Ω : C ⇒ C que tiene imágenes convexas,
compactas y no vaćıas posee un punto fijo.

Prueba. El operador Ω es cerrado en virtud de la Proposición 4.15. Para cada
k ∈ N existe por el Teorema 4.17 una función continua fk : C → Rn tal que

dG(Ω)(x, fk(x)) <
1

k
, ∀ x ∈ C

y con la propiedad de que fk(C) ⊂ co(Ω(C)) ⊂ co(C) = C. Del teorema del punto
fijo de Brouwer se sigue que cada fk : C → C tiene un punto fijo xk que satisface

dG(Ω)(xk, xk) = dG(Ω)(xk, fk(xk)) <
1

k
. (4.3)

Como C es compacto, la sucesión (xk) tiene una subsucesión (xj) que converge a
algún x̄ ∈ C. Luego (xj, xj)→ (x̄, x̄) ∈ C×C, y tomando ĺımite en (4.3) obtenemos
dG(Ω)(x̄, x̄) = 0, esto es, (x̄, x̄) ∈ G(Ω) pues Ω es cerrado. Aśı, x̄ es punto fijo de
Ω.

Teorema 4.20 (Kakutani). Si el conjunto C ⊂ Rn es convexo, compacto y no vaćıo,
entonces todo operador cerrado Ω : C ⇒ C que tiene imágenes convexas y no vaćıas
posee un punto fijo.

Prueba. Mostraremos que la multifunción Ω satisface las hipótesis del Teorema
4.19. Al ser cada Ω(x) la proyección sobre C del conjunto ({x}×C)∩G(Ω) ⊂ C×C,
que es cerrado en C ×C, y por tanto compacto, concluimos que Ω(x) es compacto,
esto es, Ω tiene imágenes compactas.

Ahora solo nos falta notar que como la imagen Ω(C) ⊂ C de Ω es acotada y
C ⊂ Rn es cerrado, la Proposición 4.14 nos asegura que Ω es scs.

Observación 4.21. De forma similar, usando la Proposición 4.15 podemos verifi-
car que toda multifunción que satisface las hipótesis del Teorema de Kakutani-Fan
también satisface las hipótesis del Teorema de Kakutani. Aśı, los Teoremas 4.19 y
4.20 son dos versiones levemente diferentes del mismo resultado.

9Para la demostración de este teorema referimos al lector a [8, Theorem 8.1.3], [24, Teorema
11, pág. 447] o a [14, Theorem (7.2), pág. 95].
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Notemos que el teorema del punto fijo de Brouwer es equivalente al teorema de
Kakutani (-Fan). De hecho, si C es un subconjunto convexo, compacto y no vaćıo
de Rn entonces toda función continua f : C → C es esencialmente una multifunción
scs (f es continua) de C en C con imágenes convexas, compactas y no vaćıas, y que
por tanto tiene un punto fijo, es decir, f tiene un punto fijo.

El teorema de von Neumann

En lo que resta de esta sección nos ocupamos de probar el siguiente teorema de
von Neumann.

Teorema 4.22 (Teorema Minimax de von Neumann). Sean X e Y subconjuntos
convexos y compactos de Rm y Rn respectivamente, y sea f : X×Y → R una función
continua tal que x 7→ f(x, y) es cóncava para cada y ∈ Y y tal que y 7→ f(x, y) es
convexa para cada x ∈ X. Entonces existe (x̄, ȳ) ∈ X × Y tal que

mı́n
y∈Y

f(x̄, y) = f(x̄, ȳ) = máx
x∈X

f(x, ȳ).

En particular,
máx
x∈X

mı́n
y∈Y

f(x, y) = mı́n
y∈Y

máx
x∈X

f(x, y).

Este teorema, muy importante en la Teoŕıa de Juegos (véase el Ejemplo 9.3),
será esencial en el desarrollo del presente trabajo pues nos ayudará a establecer la
condición de optimalidad del Teorema 8.4, que relaciona los subdiferenciales con el
problema de desigualdad variacional.

Existen varias pruebas del teorema de von Neumann. La que aqúı presentamos
está basada en [14] y hace uso de los llamados mapeos KKM.

Sea X un subconjunto de Rn. Un operador multivaluado Ω : X ⇒ Rn es llamado
mapeo Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz o simplemente mapeo KKM si

co(A) = co{x1, . . . , xp} ⊂ Ω(A) =

p⋃
i=1

Ω(xi),

para todo subconjunto finito A = {x1, . . . , xp} de X. Notemos que si Ω es un mapeo
KKM entonces tiene imágenes no vaćıas pues x ∈ Ω(x) para cada x.

En general no es fácil decidir si una multifunción es un mapeo KKM. Existe, sin
embargo, un criterio muy útil.

Lema 4.23. Sea X un subconjunto convexo y no vaćıo de Rn. Si el operador mul-
tivaluado Ω : X ⇒ Rn tiene cofibras Ω∗(y) = X\Ω−1(y) convexas y es tal que
x ∈ Ω(x) para todo x ∈ X, entonces es un mapeo KKM.

Prueba. Dados A = {x1, . . . , xp} ⊂ X y y0 ∈ co(A) debemos mostrar que y0 está
en
⋃p
i=1 Ω(xi). El conjunto co(A) no está contenido en Ω∗(y0) ya que y0 ∈ Ω(y0),

esto es, y0 6∈ Ω∗(y0). Luego, como Ω∗(y0) es convexo, existe xi que no pertenece a
Ω∗(y0) y que por tanto está en Ω−1(y0), es decir, y0 ∈ Ω(xi).
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Ejemplo 4.24. Sean X e Y subconjuntos convexos de Rm y Rn respectivamente,
y sea f : X × Y → R una función tal que x 7→ f(x, y) es cóncava para cada y ∈ Y
y y 7→ f(x, y) es convexa para cada x ∈ X. Entonces el operador multivaluado
Ω : X × Y ⇒ X × Y definido por

Ω(x, y) = {(x′, y′) ∈ Rm × Rn | f(x, y′)− f(x′, y) ≤ 0}

es un mapeo KKM. En efecto, veamos que Ω satisface las hipótesis del Lema 4.23.
Es claro que X×Y es convexo y que (x, y) ∈ Ω(x, y) para cualquier (x, y) ∈ X×Y .
Además, las cofibras

Ω∗(x′, y′) = {(x, y) ∈ X × Y | f(x′, y)− f(x, y′) < 0}

de Ω son convexas pues cada aplicación (x, y) 7→ f(x′, y) − f(x, y′) es convexa (las
aplicaciones (x, y) 7→ f(x′, y) y (x, y) 7→ −f(x, y′) son convexas).

El siguiente teorema ilustra una propiedad geométrica importante de los mapeos
KKM. Antes de enunciarla, recordemos que una familia {Cλ}λ∈Λ de subconjuntos de
Rn tiene la propiedad de la intersección finita si

⋂
λ∈Λ′ Cλ 6= ∅ para cada subconjunto

finito Λ′ de Λ.

Teorema 4.25. Sean X un subconjunto de Rn y Ω : X ⇒ Rn un mapeo KKM con
imágenes convexas y cerradas. Entonces la familia {Ω(x)}x∈X tiene la propiedad de
la intersección finita.

Prueba. Dado A = {x1, . . . , xp} ⊂ X mostraremos que

co(A) ∩
p⋂
i=1

Ω(xi) 6= ∅, (4.4)

lo que es claramente suficiente para obtener el resultado deseado. La prueba se hará
por inducción sobre la cantidad de elementos de A. Antes de comenzar notemos que
al ser Ω un mapeo KKM tenemos

co(A) ⊂
p⋃
i=1

Ω(xi).

Si A = {x} entonces (4.4) se cumple pues x ∈ Ω(x) (Ω es un mapeo KKM). Supon-
gamos que la afirmación es cierta para todo subconjunto de X con p−1 elementos,
donde p ≥ 2. Podemos entonces escoger para cada i = 1, . . . , p un vector

yi ∈ co(A\{xi}) ∩
⋂
j 6=i

Ω(xj), (4.5)

y considerar el conjunto

Y := co({y1, . . . , yp}) ⊂ co(A) ⊂
p⋃
i=1

Ω(xi),
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que es compacto por el Corolario 2.5. Luego, para probar (4.4) basta con mostrar
que

Y ∩
p⋂
i=1

Ω(xi) 6= ∅.

Como p ≥ 2, de (4.5) se sigue que los conjuntos Ω(xj) ∩ Y son no vaćıos. Como
para cada j la función ϕj : Y → R dada por ϕj(y) = d(y,Ω(xj) ∩ Y ) es convexa y
continua (cada Ω(xj) ∩ Y es convexo y cerrado), la función ϕ : Y → R definida por
ϕ(y) = máx{ϕ1(y), . . . , ϕp(y)} también es convexa y continua. La compacidad de Y
implica en particular que ϕ alcanza su mı́nimo en algún punto ŷ ∈ Y ⊂

⋃p
i=1 Ω(xi);

sin pérdida de generalidad suponemos ŷ ∈ Ω(xp).
Queremos ver que ϕ(ŷ) = 0, lo cual nos da ŷ ∈ Y ∩

⋂p
i=1 Ω(xi). En efecto, si

ϕ(ŷ) > 0 podemos evaluar las funciones convexas ϕi en los puntos zt := tŷ+(1−t)yp
del conjunto [ŷ, yp] ⊂ Y para obtener

ϕi(zt) ≤ tϕi(ŷ) + (1− t)ϕi(yp);

como ϕp(ŷ) = 0 (pues ŷ ∈ Ω(xp)) y ϕi(yp) = 0 cuando i 6= p (pues yp ∈ Ω(xi)), lo
anterior significa que para cada t < 1 tenemos

ϕp(zt) ≤ (1− t)ϕp(yp) y ϕi(zt) ≤ tϕi(ŷ) < ϕ(ŷ) si i 6= p,

de donde se sigue que ϕ(zt) = ϕp(zt) pues ϕ(ŷ) ≤ ϕ(zt) = máx{ϕ1(zt), . . . , ϕp(zt)},
es decir, ϕ(ŷ) ≤ ϕ(zt) ≤ (1− t)ϕp(yp) para todo t < 1, lo cual contradice ϕ(ŷ) > 0.
Aśı, ϕ(ŷ) = 0, lo que completa la prueba del teorema.

Corolario 4.26 (Principio Geométrico KKM). Sean X un subconjunto de Rn y
Ω : X ⇒ Rn un mapeo KKM con imágenes convexas y cerradas. Si Ω(x̄) es compacto
para algún x̄ ∈ X entonces la intersección

⋂
{Ω(x) | x ∈ X} es no vaćıa.

Prueba. Como la familia {Ω(x)∩Ω(x̄)}x∈X de subconjuntos cerrados del conjunto
compacto Ω(x̄) posee la propiedad de la intersección finita, la Proposición 1.13 nos
asegura que su intersección

⋂
x∈X Ω(x) es no vaćıa.

Ahora ya podemos demostrar el teorema de von Neumann.

Prueba del teorema de von Neumann. Afirmamos que existe (x̄, ȳ) ∈ X×Y
tal que

f(x, ȳ) ≤ f(x̄, y) para todo (x, y) ∈ X × Y. (4.6)

En efecto, observemos primero que X × Y es un conjunto convexo y compacto. Por
lo visto en el Ejemplo 4.24, la multifunción Ω : X × Y ⇒ Rm × Rn definida por

Ω(x, y) = {(x′, y′) ∈ X × Y | f(x, y′)− f(x′, y) ≤ 0}

es un mapeo KKM, cuyas imágenes Ω(x, y) son convexas y compactas. Para ver esto
último, basta con notar que las aplicaciones (x′, y′) 7→f(x, y′)−f(x′, y) son convexas
y que, siendo f continua, Ω(x, y) es cerrado en X × Y . Utilizando el Corolario 4.26
deducimos que existe (x̄, ȳ) ∈ X×Y tal que (x̄, ȳ) ∈ Ω(x, y) para todo (x, y) ∈ X×Y ,
esto es, tal que (4.6) se verifica. Esto prueba la afirmación.
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Ahora vemos fácilmente que

mı́n
y∈Y

f(x̄, y) = f(x̄, ȳ) = máx
x∈X

f(x, ȳ),

lo cual implica
máx
x∈X

mı́n
y∈Y

f(x, y) = f(x̄, ȳ) = mı́n
y∈Y

máx
x∈X

f(x, y),

ya que para cada x′ ∈ X e y′ ∈ Y tenemos mı́ny∈Y f(x′, y) ≤ máxx∈X f(x, y′).

5. Análisis cuasiconvexo

Recordemos que los subniveles (estrictos) de toda función convexa son conjuntos
convexos. La noción de cuasiconvexidad, que tiene su origen en esta observación, ge-
neraliza la noción de convexidad. El interés por estudiar las funciones cuasiconvexas
tal vez provenga de la importancia que tienen en economı́a10.

En esta sección realizamos un breve estudio de las funciones cuasiconvexas, ha-
ciendo hincapié en la recientemente introducida noción de subniveles ajustados y
sus operadores normales [4]. Históricamente, no ha sido fácil estudiar los mı́nimos
de las funciones cuasiconvexas pues muchas de las herramientas que se usan para
analizar las funciones convexas ya no se pueden aplicar a las funciones cuasicon-
vexas (por ejemlo, los subdiferenciales). Es alĺı donde intervendrán los operadores
normales (véase la Subsección 8.3).

5.1. Funciones cuasiconvexas

Una función f : Rn → R es cuasiconvexa si para todo x, y ∈ Rn y t ∈ [0, 1] se
cumple

f(tx+ (1− t)y) ≤ máx{f(x), f(y)}.

Decimos que f es cuasicóncava si −f es cuasiconvexa.
Aśı como la convexidad del eṕıgrafo caracteriza la convexidad de funciones, la

convexidad de los subniveles (estrictos) caracteriza la cuasiconvexidad de funciones.

Proposición 5.1. Dada f : Rn → R las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) f es cuasiconvexa;

(2) S<λ es convexo para todo λ ∈ R;

(3) Sλ es convexo para todo λ ∈ R.

Prueba. Supongamos que f es cuasiconvexa y sea λ ∈ R. Dados x, y ∈ S<λ y
t ∈ [0, 1] tenemos f(x), f(y)<λ, de modo que f(tx+(1−t)y)≤máx{f(x), f(y)}<λ,
es decir, tx+ (1− t)y ∈ S<λ . Luego S<λ es convexo. Esto muestra que (1) implica (2).

Es fácil ver que (2) implica (3), ya que Sλ =
⋂
λ<µ S

<
µ , donde cada conjunto S<µ

es convexo por hipótesis.

10En Microeconomı́a, por ejemplo, si las funciones de utilidad son cuasicóncavas entonces las
preferencias de los consumidores son convexas.
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Supongamos finalmente que se cumple (3). Sean x, y ∈ Rn y t ∈ [0, 1]. Para
λ := máx{f(x), f(y)} ∈ R tenemos que x e y están en Sλ, que es convexo por
hipótesis, de modo que tx+(1−t)y ∈ Sλ, es decir, f(tx+(1−t)y) ≤ máx{f(x), f(y)}.
Aśı, f es cuasiconvexa y por tanto (3) implica (1).

Observación 5.2. De la prueba de la proposición anterior deducimos que para que
f sea cuasiconvexa es suficiente que Sf(x) sea convexo para todo x ∈ Rn.

Ejemplo 5.3. Toda función convexa es cuasiconvexa. Por ejemplo, las funciones
f, g : R → R, f(x) = x, g(x) = x2 son cuasiconvexas. La función γ : R → R,
γ(x) =

√
|x| es cuasiconvexa pero no convexa.

Una función f : Rn → R es denominada cuasiconvexa semiestricta si es
cuasiconvexa y si para todo x, y ∈ Rn con f(x) 6= f(y), y todo t ∈ (0, 1) se cumple

f(tx+ (1− t)y) < máx{f(x), f(y)}. (5.1)

Notemos que la condición dada por la ecuación anterior no implica la cuasicon-
vexidad de la función f pues, por ejemplo, la función f : Rn → R definida mediante
f(x) = 0 si x 6= 0 y f(0) = 1 satisface (5.1) pero no es cuasiconvexa.

Intuitivamente, una función cuasiconvexa semiestricta es aquella cuyo gráfico no
posee partes planas, excepto posiblemente en arg min f . En otras palabras, una fun-
ción cuasiconvexa f es cuasiconvexa semiestricta cuando para todo λ ∈ R\{mı́n f},
el conjunto f−1(λ) no posee segmentos [x, y] no degenerados11. Esta propiedad tie-
ne consecuencias interesantes. Por ejemplo, los subniveles usuales y los subniveles
estrictos de toda función cuasiconvexa semiestricta tienen la misma clausura (véase
la Proposición 5.8).

Ejemplo 5.4 (Convexidad implica cuasiconvexidad semiestricta). Toda función
convexa f : Rn → R es cuasiconvexa semiestricta. En efecto, dados t ∈ (0, 1) y
x, y ∈ Rn con f(x) 6= f(y) tenemos

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) < máx{f(x), f(y)}.

La función γ del Ejemplo 5.3 es cuasiconvexa semiestricta pero no es convexa.

En resumen,

convexidad ⇒ cuasiconvexidad semiestricta ⇒ cuasiconvexidad,

donde el rećıproco de cada implicancia no vale.

5.2. Subniveles ajustados y operadores normales

Los subniveles ajustados de una función y sus correspondientes operadores normales
fueron introducidos por D. Aussel y N. Hadjisavvas en [3]. Al igual que los subni-
veles (estrictos) usuales, la convexidad de los subniveles ajustados caracteriza la
cuasiconvexidad de la función f en cuestión. A diferencia de los operadores norma-
les usuales (esto es, los operadores normales con respecto a los subniveles usuales),

11Un segmento [x, y] es no degenerado si x 6= y.
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los operadores normales obtenidos a partir de los subniveles ajustados tienen buenas
propiedades (cuasimonotońıa, semicontinuidad superior, etc.) incluso cuando la fun-
ción cuasiconvexa f considerada tiene “partes planas”12. Esta es una caracteŕıstica
muy importante pues en art́ıculos previos (véase por ejemplo [7]) se hab́ıan estudiado
los operadores normales usuales y cómo estos se relacionaban con la cuasiconvexi-
dad de f , obteniéndose que ellos teńıan buenas propiedades solo cuando f no tiene
partes planas. Aśı, a diferencia de los subniveles usuales, los subniveles ajustados
permiten estudiar todos los tipos de funciones cuasiconvexas.

En esta subsección definimos y damos las principales propiedades de los subnive-
les ajustados y sus operadores normales. Trabajaremos en Rn, si bien estas nociones
fueron dadas en el contexto más general de espacios de Banach. Solo probaremos
aquello que necesitaremos, y remitimos al lector interesado en mayor información al
art́ıculo [3].

Sean la función f : Rn → R y el vector x ∈ Rn. El subnivel ajustado de f en
x es el conjunto dado por

Saf (x) =

{
Sf(x) ∩B(S<f(x), ρx), si x 6∈ arg min f,

Sf(x), si x ∈ arg min f,

donde ρx = d(x, S<f(x)) y

B(S<f(x), ρx) = S<f(x) + ρxB(0, 1).

x

S<f(x)

Sf(x)

B(S<f(x), ρx)
ρx

Figura 5.1: Ilustración gráfica de los subniveles ajustados. El punto x no está en
arg min f . El conjunto del centro del gráfico es S<f(x), el conjunto de fuera es Sf(x), y

el conjunto punteado es B(S<f(x), ρx). La región sombreada representa a Saf (x).

12Una función f : Rn → R tiene “partes planas” si existe λ > ı́nfx∈Rn f(x) tal que Sλ\S<λ 6= ∅.
Por ejemplo, las funciones cuasiconvexas semiestrictas no tienen partes planas (Proposición 5.8).
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Observación 5.5. Si x 6∈ arg min f entonces

B(S<f(x), ρx) = {y ∈ Rn | d(y, S<f(x)) ≤ ρx}, (5.2)

y por tanto
x ∈ Saf (x), ∀ x ∈ Rn.

En efecto, (5.2) claramente se cumple si ρx = 0. Cuando ρx > 0 tenemos

B(S<f(x), ρx) = {y ∈ Rn | d(y, S<f(x)) < ρx},

y la continuidad de d(·, S<f(x)) implica que {y ∈ Rn | d(y, S<f(x)) ≤ ρx} contiene a

B(S<f(x), ρx). Rećıprocamente, si y ∈ Rn es tal que d(y, S<f(x)) ≤ ρx, tomando una

sucesión (ak) de números positivos con ak → 0 vemos que existe una sucesión (xk) en
S<f(x) tal que ‖y−xk‖ ≤ ρx +ak para todo k. Suponiendo sin pérdida de generalidad

que ρx > ak para cada k, podemos escoger yk ∈ [y, xk] tal que

‖yk − xk‖ = ρx − ak < ρx y ‖yk − y‖ ≤ ak,

de donde y ∈ B(S<f(x), ρx) pues (yk) es una sucesión en B(S<f(x), ρx) que converge a

y. Esto prueba (5.2).

Claramente, el subnivel estricto siempre está contenido en el subnivel ajustado,
y este a su vez está contenido en el subnivel usual, esto es,

S<f(x) ⊂ Saf (x) ⊂ Sf(x)

para todo x ∈ Rn. Veremos que los subniveles ajustados, al igual que los subniveles
que ya conocemos, caracterizan la cuasiconvexidad de una función.

Proposición 5.6. Una función f : Rn → R es cuasiconvexa si y solo si todos sus
subniveles ajustados son convexos.

Prueba. Si f es cuasiconvexa, los conjuntos Sλ y S<λ son convexos para todo λ ∈ R.
En particular, dado x ∈ Rn, Sf(x) y S<f(x) son convexos; luego B(S<f(x), ρx) también

es convexo, y concluimos que Saf (x) es convexo.
Rećıprocamente, supongamos que todos los subniveles ajustados de f son con-

vexos, y probemos que Sf(x) es convexo para cada x ∈ Rn, lo que implicará que f es
cuasiconvexa (Observación 5.2). Si x ∈ arg min f entonces Sf(x) = Saf (x) es convexo
por hipótesis. Supongamos ahora que x 6∈ arg min f . Sean y, z ∈ Sf(x), y veamos que

[y, z] ⊂ Sf(x). Sabemos que Sf(x) ∩ B(S<f(x), ρx) = Saf (x) y que f(y), f(z) ≤ f(x).

Consideraremos tres casos. Si y, z ∈ B(S<f(x), ρx), entonces y, z ∈ Saf (x) y por la

convexidad de este conjunto, [y, z] ⊂ Saf (x) ⊂ Sf(x).

Si y 6∈ B(S<f(x), ρx) y z ∈ B(S<f(x), ρx) entonces y 6∈ S<f(x) y por tanto f(x) = f(y);

luego S<f(x) = S<f(y), ρy > ρx y z ∈ B(S<f(y), ρx) ⊂ B(S<f(y), ρy), de donde obtenemos

que z ∈ Saf (y). Como el conjunto convexo Saf (y) contiene a z e y se sigue que
[y, z] ⊂ Saf (y) ⊂ Sf(y) = Sf(x).

Si y, z 6∈ B(S<f(x), ρx), como en el caso anterior deducimos f(x) = f(y) = f(z);

luego, S<f(x) = S<f(y) = S<f(z) y ρy, ρz > ρx. Suponiendo sin pérdida de generalidad

que ρy ≥ ρz tenemos que z ∈ Saf (z) ⊂ Saf (y), y como y ∈ Saf (y), la convexidad de
Saf (y) implica [y, z] ⊂ Saf (y) ⊂ Sf(y) = Sf(x).
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Por la Observación 5.5 sabemos que x ∈ Saf (x) para todo x. Más aun, puede
mostrarse que x ∈ ∂Saf (x) cuando x 6∈ arg min f .

Proposición 5.7. Supongamos que f : Rn → R es una función cuasiconvexa y
consideremos x ∈ Rn\ arg min f . Entonces x ∈ ∂ Saf (x).

Este resultado nos será útil luego para ver que el operador normal asociado a
los subniveles ajustados tiene imágenes no nulas en cada x 6∈ arg min f (Proposición
5.10).

Prueba. Mostramos primero un resultado preliminar: si A y B son subconjuntos
de Rn y z ∈ A ∩B es tal que z ∈ ∂B, entonces z ∈ ∂ (A ∩B). En efecto, basta con
notar que como z ∈ ∂B, toda bola B(z, ε)con centro en z contiene algún punto que
no está en B, y que por consiguiente tampoco está en A ∩B.

Definamos A := Sf(x) y B := B(S<f(x), ρx). Aplicaremos nuestro resultado prelimi-

nar para ver que x ∈ ∂ (A∩B) = ∂Saf (x). Como x ∈ B debido a la Observación 5.5,
o sea x ∈ A ∩B, tan solo nos falta mostrar que x ∈ ∂B.

Tenemos que x 6∈ B(S<f(x), ρx), ya que si x ∈ B(S<f(x), ρx) entonces d(x, S<f(x)) < ρx
(cuando ρx > 0) o x ∈ S<f(x) (cuando ρx = 0), una contradicción (en ambos casos).

Por otro lado, siendo B(S<f(x), ρx) convexo tenemos por la Proposición 2.9 que

int(B) = int(B(S<f(x), ρx)) = int(B(S<f(x), ρx)) ⊂ B(S<f(x), ρx),

y en consecuencia x 6∈ int(B), es decir, x ∈ ∂B.

Antes de pasar a estudiar los operadores normales asociados a los subniveles
ajustados, mostraremos algunas propiedades interesantes de las funciones cuasicon-
vexas semiestrictas. Por ejemplo, sus subniveles ajustados no son otra cosa que sus
subniveles usuales.

Proposición 5.8. Sea f : Rn → R una función cuasiconvexa semiestricta. Enton-
ces:

(1) Para todo x ∈ Rn\ arg min f se cumple que S<f(x) = Sf(x).

(2) Para todo x ∈ Rn se cumple que Saf (x) = Sf(x).

(3) Si f es continua, para todo x ∈ Rn, el conjunto Saf (x) es cerrado; si además

x 6∈ arg min f también se cumple que Saf (x) = S<f(x) y que int(Saf (x)) = S<f(x).

Prueba. (1) Como la inclusión S<f(x) ⊂ Sf(x) es clara bastará con mostrar que

dados z ∈ Sf(x) y ε > 0, el conjunto B(z, ε) ∩ S<f(x) es no vaćıo. Sabemos que existe

y ∈ S<f(x), ya que x 6∈ arg min f . Obviamente podemos suponer que z 6= y. Como

f(y) < f(x) y f(z) ≤ f(x), si w ∈ (z, y) entonces la cuasiconvexidad de f implica
que

f(w) ≤ máx{f(z), f(y)} = f(y) < f(x) cuando f(z) = f(y),

y la cuasiconvexidad semiestricta de f implica que

f(w) < máx{f(z), f(y)} ≤ f(x) cuando f(z) 6= f(y).
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Luego (z, y] ⊂ S<f(x), lo cual prueba que B(z, ε) ∩ S<f(x) es no vaćıo.

(2) Podemos suponer que x 6∈ arg min f . De la parte (1) vemos que x está en S<f(x),

lo cual significa ρx = d(x, S<f(x)) = 0. Tenemos aśı que B(S<f(x), ρx) = S<f(x) = Sf(x),

y por consiguiente Saf (x) = Sf(x) ∩ Sf(x) = Sf(x).
(3) Utilizamos los ı́tems (1) y (2). Fijemos x ∈ Rn. Al ser f continua, el conjunto

Saf (x) = Sf(x) es cerrado. Si x 6∈ arg min f , entonces Saf (x) = Sf(x) = Sf(x) = S<f(x);

como además S<f(x) es abierto, convexo y no vaćıo (f es cuasiconvexa y continua),
del Corolario 2.8 concluimos

int(Saf (x)) = int(S<f(x)) = int(S<f(x)) = S<f(x).

Volvamos a los operadores normales. Dada una función f : Rn → R, el operador
normal asociado a f es el operador multivaluado Na

f : Rn ⇒ Rn que asocia a cada
x ∈ Rn con el cono normal de Saf (x) en x, es decir,

Na
f (x) = N(x, Saf (x)) = {v ∈ Rn | 〈v, y − x〉 ≤ 0, ∀ y ∈ Saf (x)}.

Observación 5.9. De igual modo podemos definir operadores normales teniendo
en consideración los conjuntos S<f(x) y Sf(x). Concretamente,

N<
f (x) = N(x, S<f(x)) = {v ∈ Rn | 〈v, y − x〉 ≤ 0, ∀ y ∈ S<f(x)},
Nf (x) = N(x, Sf(x)) = {v ∈ Rn | 〈v, y − x〉 ≤ 0, ∀ y ∈ Sf(x)}.

Debido a que S<f(x) ⊂ Saf (x) ⊂ Sf(x), siempre se cumple que

Nf (x) ⊂ Na
f (x) ⊂ N<

f (x).

Cuando f es cuasiconvexa semiestricta, la Proposición 5.8 nos garantiza que Sf(x) y

Saf (x) siempre son iguales, y que S<f(x) = Saf (x) cuando x 6∈ arg min f ; luego,

Nf (x) = Na
f (x), si x ∈ Rn

Nf (x) = Na
f (x) = N<

f (x), si x ∈ Rn\ arg min f.

Proposición 5.10. Supongamos que f : Rn → R es cuasiconvexa y consideremos
x ∈ Rn\ arg min f . Entonces el conjunto Na

f (x)\{0} es no vaćıo.

Prueba. Como x pertenece a la frontera del conjunto convexo Saf (x), por el teorema
de separación (Teorema 2.12) existe un vector no nulo v ∈ Rn tal que 〈v, x〉 ≥ 〈v, y〉
para todo y ∈ Saf (x), es decir, v ∈ Na

f (x)\{0}.

La Proposición 5.10 obviamente se satisface también para el operador normal
N<
f . No obstante, ella no se cumple para el operador Nf pues existen ejemplos

simples donde x ∈ int(Sf(x)), en cuyo caso Nf (x) = {0}.
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6. Funciones definidas a partir de supremos

El propósito de esta sección es probar dos resultados técnicos que necesitaremos
en la Sección 15, a saber, un teorema de sensitividad estándar (Teorema 6.6) y el
teorema de Danskin (Teorema 6.7). La demostración del Teorema 6.6 está basada
en el art́ıculo [20], mientras que la prueba del teorema de Danskin ha sido obtenida
de [13, Theorem 10.2.1]. Utilizaremos la terminoloǵıa introducida en la Sección 4.

Sea R := R ∪ {±∞} = [−∞,+∞].
Decimos que una función f : X → R definida sobre un subconjunto X de Rn

es semicontinua inferior (sci) en x̄ ∈ Rn si para toda sucesión (xk) en X que
converge a x̄ se cumple que f(x̄) ≤ ĺım infk f(xk). Cuando f es sci en todos los puntos
de X decimos simplemente que f es sci. De modo análogo, f es semicontinua
superior (scs) en x̄ ∈ X si −f es sci en x̄; y f es scs si −f es sci.

Ejemplo 6.1. Toda función f : Rn → R continua (en el sentido usual) es sci y scs.
La función g : R → R dada por g(x) = 0 si x 6= ±1 y g(x) = x si x = ±1 no es sci
en x = 1 ni tampoco es scs en x = −1, pero śı es sci y scs en R\{±1}.

Sean el operador Ω : X ⇒ Y y la función f : X × Y → R, donde X ⊂ Rn e
Y ⊂ Rm. Para cada x ∈ X definimos

v(x) := sup
y∈Ω(x)

f(x, y),

y el conjunto
M(x) := {y ∈ Ω(x) | v(x) = f(x, y)}.

Obtenemos aśı una función
v : X → R

y una multifunción
M : X ⇒ Y.

Queremos ver cómo se relacionan las propiedades de Ω y f con las de v y M .

Proposición 6.2. Si Ω es sci en x̄ ∈ X y f es sci en x̄ × Ω(x̄), entonces v es sci
en x̄.

Prueba. Si Ω(x̄) = ∅ no hay nada que probar pues v(x̄) = −∞. Si Ω(x̄) 6= ∅,
consideramos dos casos.

Si v(x̄) < ∞, tomemos una sucesión xk → x̄ y fijemos ε > 0. Sea ȳ ∈ Ω(x̄) tal
que v(x̄) ≤ f(x̄, ȳ) + ε. Como Ω es sci en x̄, existe (yk) ⊂ Y tal que yk ∈ Ω(xk) para
k suficientemente grande y tal que yk → ȳ. Luego, puesto que f es sci en x̄× Ω(x̄),

v(x̄)− ε ≤ f(x̄, ȳ) ≤ ĺım inf f(xk, yk) ≤ ĺım inf v(xk),

esto es, v(x̄) ≤ ĺım inf v(xk), pues ε fue arbitrario.
Si v(x̄) = +∞, existe una sucesión (ȳj)j ⊂ Ω(x̄) tal que f(x̄, ȳj) → v(x̄). To-

memos xk → x̄. Como Ω es sci en x̄, para cada j existe una sucesión (yjk)k con
yjk ∈ Ω(xk) y ĺımk y

j
k = ȳj. Aśı, de la semicontinuidad inferior de f en x̄ × Ω(x̄) se

sigue que f(x̄, ȳj) ≤ ĺım infk f(xk, y
j
k) ≤ ĺım infk v(xk) para cada j y por tanto

v(x̄) = +∞ = ĺım f(x̄, ȳj) ≤ ĺım inf v(xk).

Como las sucesiones (xk) fueron arbitrarias, lo anterior prueba que v es sci en x̄.
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Proposición 6.3. Si Ω es sci y cerrado en x̄ ∈ X, y si f es continua en x̄×Ω(x̄),
entonces M es cerrado en x̄.

Prueba. Supongamos que xk → x̄, yk ∈ M(xk) y yk → ȳ. Entonces f(xk, yk) =
v(xk) para cada k y ȳ ∈ Ω(x̄) (pues Ω es cerrado en x̄), de modo que f(x̄, ȳ) ≤ v(x̄).
Luego, por la Proposición 6.2, v es sci en x̄ y aśı,

f(x̄, ȳ) = ĺım f(xk, yk) = ĺım v(xk) ≥ v(x̄),

de donde se sigue que ȳ ∈M(x̄).

Corolario 6.4. Supongamos que Ω es sci y cerrado en x̄ ∈ X, y que f es continua
en x̄ × Ω(x̄). Supongamos además que M es no vaćıo y acotado cerca de x̄, y que
M(x̄) es unitario. Entonces M es cerrado y sci en x̄.

Prueba. Sabemos que M es cerrado en x̄ (Proposición 6.3) y para ver que es
sci usamos el Lema 4.8. Sean xk → x̄ y M(x̄) = ȳ. Tomemos (yk) ⊂ Y tal que
yk ∈M(xk) para k suficientemente grande (puede hacerse ya que M es no vaćıo cerca
de x̄) y supongamos que yk 6→ ȳ, esto es, que existe un abierto B que contiene a ȳ tal
que yk 6∈ B para infinitos k. Esta subsucesión estaŕıa acotada (M es acotada cerca
de x̄) y tendŕıa una subsucesión convergente a algún ŷ 6∈ B. Luego ŷ ∈M(x̄) = {ȳ}
pues M es cerrado en x̄, una contradicción dado que ȳ ∈ B. Se sigue que yk → ȳ y
concluimos que M es sci en x̄.

Teorema 6.5. Supongamos que f es continua y que f(x, ·) es cuasicóncava para
cada x ∈ X fijo. Supongamos también que Ω es cerrado en una vecindad de x̄ ∈ X
y sci en x̄, y que Ω(x) es convexo para todo x en algún entorno de x̄. Entonces, si
M(x̄) es acotado y no vaćıo, se cumple que M es acotado y no vaćıo cerca de x̄.

Prueba. Si la conclusión del teorema fuera falsa, habŕıa una sucesión xk → x̄ tal
que o bien M(xk) es vaćıo, o bien

⋃
j>kM(xj) es no acotado, o ambas condiciones

se cumplen, para una cantidad infinita de k. Sea ȳ ∈ M(x̄). Como Ω es sci en x̄,
existe una sucesión y1

k ∈ Ω(xk) tal que y1
k → ȳ.

Supongamos que M(xk) = ∅. Si v(xk) < ∞, como f es continua y Ω(xk) es
cerrado, existe (zj) ⊂ Ω(xk) con ‖zj‖ → ∞ tal que v(xk) ≤ f(xk, zj)+1/j para cada
j. Si v(xk) =∞, nuevamente por la continuidad de f y por el hecho de que Ω(xk) es
cerrado, podemos tomar (zj) ⊂ Ω(xk) con ‖zj‖ → ∞ y tal que f(xk, y

1
k) ≤ f(xk, zj)

para todo j. En cualquier caso, escogemos yk := zj con ‖zj‖ > k.
Si
⋃
j>kM(xj) fuera no acotado para infinitos k, habŕıa subsucesiones (xj) e (yj)

tales que yj ∈M(xj) y ‖yj‖ → ∞.
De esta forma, si la conclusión del teorema fuera falsa, habŕıa una sucesión

yk ∈ Ω(xk) con ‖yk‖ → ∞ y tal que

f(xk, y
1
k)− 1/k ≤ f(xk, yk).

Definamos la sucesión y2
k = λky

1
k + (1 − λk)yk (donde λk ∈ [0, 1] son números por

determinar). Entonces y2
k ∈ Ω(xk) para todo k pues estos conjuntos son convexos.

De la cuasiconcavidad de f(xk, ·) obtenemos

f(xk, y
2
k) ≥ mı́n{f(xk, y

1
k), f(xk, yk)} ≥ f(xk, y

1
k)− 1/k.
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Luego, todo punto de acumulación ŷ de (y2
k)k pertenecerá a Ω(x̄) (pues Ω es cerrado

en x̄) y satisfará f(x̄, ŷ) ≥ f(x̄, ȳ) = v(x̄) (pues f es continua), es decir, ŷ ∈ M(x̄).
Afirmamos que (y2

k)k tiene puntos de acumulación arbitrariamente grandes (para λk
adecuados), lo que nos daŕıa la contradicción deseada ya que M(x̄) es acotado.

Dado un número N > ‖ȳ‖ supongamos que ningún punto del conjunto compacto
K := {x ∈ Rn | N ≤ ‖x‖ ≤ N+1} puede expresarse como punto de acumulación de
una sucesión del tipo (y2

k). Entonces podŕıamos cubrir K con una familia de abiertos
tal que cada uno de ellos interseca a una cantidad finita de las rectas [y1

k, yk], de donde
obtendŕıamos un subcubrimiento finito, lo que implicaŕıa que solo una cantidad finita
de rectas [y1

k, yk] intersecan K, absurdo pues ‖yk‖ → ∞ y y1
k → ȳ. Aśı, las sucesiones

del tipo (y2
k) tienen puntos de acumulación arbitrariamente grandes.

Como resultado del Teorema 6.5 y del Corolario 6.4, obtenemos el siguiente
teorema de sensitividad estándar.

Teorema 6.6. Supongamos que f es continua y que f(x, ·) es cóncava para cada
x ∈ X fijo. Supongamos también que Ω es cerrado en una vecindad de x̄ ∈ dom(Ω)
y sci en x̄, y que Ω(x) es convexo para todo x en algún entorno de x̄. Entonces, si
M es univaluado en dom(Ω) (esto es, si M es una función en dom(Ω)), se cumple
que M es continua (como función) en x̄.

Prueba. Como f , Ω y M satisfacen las hipótesis del Teorema 6.5, M es acotado
y no vaćıo cerca de x̄. Luego, f , Ω y M satisfacen las hipótesis del Corolario 6.4, y
por eso M es cerrado y sci en x̄. Todo esto significa que existe U ⊂ X abierto que
contiene a x̄ y tal que la restricción de M a U es una multifunción cerrada y sci en
x̄, y con valores unitarios. Luego, el hecho de que M sea sci en x̄ como multifunción
implica que es continua en x̄ como función (Observación 4.12).

Para terminar esta sección mostraremos otro resultado que relaciona la diferen-
ciabilidad de f con la de v bajo la hipótesis de que Ω tiene una única imagen convexa,
cerrada y no vaćıa K, o sea Ω(x) = K para todo x.

Teorema 6.7 (Danskin). Sea K ⊂ Rm un conjunto convexo, cerrado y no vaćıo, y
sea U ⊂ Rn un conjunto abierto y no vaćıo. Asumamos que la función f : U×K → R
es continua en U×K y que ∇xf(x, y) existe y es continua en U×K. Para la función
v : U → R dada por

v(x) = sup
y∈K

f(x, y)

se define
M(x) = {y ∈ K | v(x) = f(x, y)}.

Supongamos que M es acotado y no vaćıo cerca de x̄ ∈ U , esto es, existe una
vecindad V ⊂ U de x̄ tal que M(x) es no vaćıo para todo x ∈ V y el conjunto⋃

x∈U

M(x) (6.1)

es acotado. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
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(1) Existen las derivadas direccionales de v en x̄ y están dadas por

∂v

∂d
(x̄) = sup

y∈M(x̄)

〈∇xf(x̄, y), d〉.

(2) Si M(x̄) es unitario, digamos M(x̄) = {y(x̄)}, entonces v es diferenciable en
x̄ con

∇v(x̄) = ∇xf
(
x̄, y(x̄)

)
.

Prueba. Sea d ∈ Rn y escojamos t̄ > 0 tal que x̄ + td ∈ V para todo t ∈ (0, t̄].
Para cada y ∈M(x̄) tenemos por la definición de v que

v(x̄+ td)− v(x̄) ≥ f(x̄+ td, y)− f(x̄, y),

de donde

ĺım inf
t↓0

v(x̄+ td)− v(x̄)

t
≥ ĺım inf

t↓0

f(x̄+ td, y)− f(x̄, y)

t
= 〈∇xf(x̄, y), d〉

y por tanto

ĺım inf
t↓0

v(x̄+ td)− v(x̄)

t
≥ sup

y∈M(x̄)

〈∇xf(x̄, y), d〉. (6.2)

Análogamente, dado yt ∈M(x̄+ td) tenemos

v(x̄+ td)− v(x̄) ≤ f(x̄+ td, yt)− f(x̄, yt) = t · 〈∇xf(x̄t, yt), d〉

para algún x̄t ∈ (x̄, x̄+ td) por el teorema del valor medio, de forma que

v(x̄+ td)− v(x̄)

t
≤ 〈∇xf(x̄t, yt), d〉, ∀ yt ∈M(x̄+ td). (6.3)

Ahora bien, si (tk) es una sucesión de números positivos que converge a 0 y yk ∈
M(x̄ + tkd) para cada k, es decir, f(x̄ + tkd, y

k) ≥ f(x̄ + tkd, y) para todo y ∈ K,
entonces (yk) es una sucesión acotada por la condición de acotación (6.1), y de la
continuidad de f se sigue que

f(x̄, ȳ) ≥ f(x̄, y), ∀ y ∈ K

para cualquier punto de acumulación ȳ de (yk), esto es, ȳ ∈ M(x̄). Aśı pues, si

tk → 0 es tal que v(x̄+tkd)−v(x̄)
tk

converge a ĺım supt↓0
v(x̄+td)−v(x̄)

t
podemos suponer que

la sucesión (ytk) converge a algún punto ȳ ∈ M(x̄) y la continuidad de ∇xf(x, y)
implica ∇xf(x̄tk , ytk)→ ∇xf(x̄, ȳ), de donde aplicando (6.3) conseguimos

ĺım sup
t↓0

v(x̄+ td)− v(x̄)

t
≤ sup

y∈M(x)

〈∇xf(x̄, y), d〉.

Combinando esto con (6.2) obtenemos la parte (1) del teorema. Para ver la parte
(2) basta con notar que si M(x̄) = {y(x̄)} entonces ∂v

∂d
(x̄) = 〈∇xf(x̄, y(x̄)), d〉 para

cada d ∈ Rn, lo cual significa ∇v(x̄) = ∇xf(x̄, y(x̄)).
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7. Desigualdades variacionales

Uno de los objetivos de esta tesis es presentar reformulaciones del Problema de
Equilibrio de Nash Generalizado como problemas de desigualdad variacional. ¿Por
qué seŕıan útiles tales reformulaciones? Pues porque la teoŕıa de las desigualdades
variacionales está muy desarrollada13, tanto teórica como algoŕıtmicamente, de modo
que existe la posibilidad de que el problema reformulado sea más manejable que el
problema original.

En esta sección estudiamos brevemente las desigualdades variacionales, estable-
ciendo las notaciones y la terminoloǵıa a usar luego. Además del libro de Facchinei
y Pang [13], hemos usado la referencia [8], de la cual, por ejemplo, hemos obtenido
la prueba del Teorema 7.6. La parte sobre condiciones KKT está basada en [13].

7.1. El problema de desigualdad variacional

Una consecuencia inmediata de las Proposiciones 3.1 y 3.3 es que las soluciones del
problema de minimización

min f(x), x ∈ X, (7.1)

donde X ⊂ Rn es convexo y f : Rn → R es convexa y diferenciable, son precisamente
los puntos factibles x̄ ∈ X tales que

〈∇f(x̄), x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X. (7.2)

Los problemas que consisten en encontrar puntos x̄ ∈ X que satisfagan (7.2) son en
general llamados problemas de desigualdad variacional.

Dada una función F : X → Rn, donde X es un subconjunto de Rn, el problema
de desigualdad variacional asociado a F , denotado por V I(F,X), consiste en
hallar puntos x̄ ∈ X tales que

〈F (x̄), x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X.

Decimos entonces que x̄ (si existe) es una solución del problema V I(F,X). Evi-
dentemente, todo punto x̄ tal que F (x̄) = 0 es solución de V I(F,X).

Ejemplo 7.1. La observación hecha al inicio de esta subsección nos dice que las
soluciones del problema de optimización (7.1) coinciden con las soluciones del pro-
blema de desigualdad variacional V I(F,X), donde F (x) = ∇f(x). Esta fue una
de las primeras conexiones que se establecieron entre la teoŕıa de las desigualdades
variacionales y la Optimización matemática.

13En dos volúmenes [13], que conforman más de mil páginas, Facchinei y Pang hacen un estudio
pormenorizado del problema de desigualdad variacional y del problema de complementariedad.
Entre muchas cosas, este libro muestra que existen una teoŕıa matemática muy amplia al respecto
(existencia y unicidad de soluciones), una infinidad de algoritmos y numerosas conexiones con otras
disciplinas. He ah́ı la importancia de las desigualdades variacionales.
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X

x̄

F (x̄)
x

Figura 7.1: Geométricamente, el problema de desigualdad variacional V I(F,X) con-
siste en encontrar un punto x̄ ∈ X tal que el vector F (x̄) forme un ángulo agudo
con todos los vectores de la forma x− x̄ para cada x ∈ X.

La siguiente definición extiende el problema V I(F,X) al caso en que la función
F no es una función sino una multifunción.

Dado el operador multivaluado Ω : X ⇒ Rn, donde X es un subconjunto de Rn,
el problema de desigualdad variacional asociado a Ω, denotado por V I(Ω, X),
consiste en hallar puntos x̄ ∈ X tales que exista v ∈ Ω(x̄) con la propiedad de que

〈v, x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X

Decimos entonces que x̄ (si existe) es una solución del problema V I(Ω, X).
De nuevo, es claro que si 0 ∈ Ω(x̄) entonces x̄ es solución de V I(Ω, X).

X

x̄

v
x

Figura 7.2: Geométricamente, el problema de desigualdad variacional consiste en
encontrar un punto x̄ ∈ X y un vector v ∈ Ω(x̄) que forme un ángulo agudo con
todos los vectores de la forma x− x̄ para cada x ∈ X.

Condiciones KKT

Como hicimos en la Sección 3, ahora averiguamos qué condiciones (necesarias y/o
suficientes) deben satisfacer las soluciones del problema de desigualdad variacional
V I(F,X) cuando el conjunto X tiene la forma

X = {x ∈ Rn | gi(x) ≤ 0, ∀ i = 1, . . . , r},

donde g1, . . . , gr : Rn → R son funciones diferenciables. De nuevo, veremos que
esta cuestión va a estar relacionada con los multiplicadores de Lagrange. Escribamos
g := (g1, . . . , gr) : Rn → Rr.
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Dado un punto factible x̄ ∈ X, el conjunto activo de x̄ está dado por

I(x̄) = {i | gi(x̄) = 0}.

Un vector λ = (λ1, . . . , λr) es llamado vector de multiplicadores de Lagrange
en x̄ si las siguientes condiciones se satisfacen

(1) F (x̄) +
∑
i

λi∇gi(x̄) = 0;

(2) λi ≥ 0 para todo i;

(3) λi = 0 para todo i 6∈ I(x̄).

Abreviadamente, las condiciones (2) y (3) pueden escribirse aśı

0 ≤ λ ⊥ g(x̄) ≤ 0.

Notemos que esta noción de multiplicadores de Lagrange coincide con la que vimos
en la Sección 3 cuando F (x) = ∇f(x).

Una condición de calificación (CQ) para el problema V I(F,X) es una con-
dición suficiente para que en una solución x̄ ∈ X del problema exista un vector de
multiplicadores de Lagrange.

Para cada x ∈ X sea K(x) := con
(
{∇gi(x) | i ∈ I(x)}

)
el cono convexo generado

por los vectores {∇gi(x)}i∈I(x), que a veces es llamado la linealización de X en x.
Sabemos por la Proposición 2.20 que cada K(x) es un cono convexo y cerrado tal
que K(x)∗∗ = K(x). Afirmamos que

T (x,X) ⊂ K(x)∗, (7.3)

donde T (x,X) es el cono tangente de X en x, definido en la página 29. En efecto,
sea v un vector no nulo en el cono tangente T (x,X), esto es, existe una sucesión
(xk) en X tal que ĺım xk−x

‖xk−x‖
= v
‖v‖ . Fijemos i ∈ I(x). De la diferenciabilidad de gi

tenemos que
gi(xk) = gi(x) + 〈∇gi(x), xk − x〉+ r(xk − x)

para todo k, donde ĺımh→0
r(h)
‖h‖ = 0. Como gi(xk) ≤ 0 = gi(x), tomando ĺımite en

〈
∇gi(x),

xk − x
‖xk − x‖

〉
+
r(xk − x)

‖xk − x‖
≤ 0

obtenemos 〈∇gi(x), v
‖v‖〉 ≤ 0, es decir, 〈∇gi(x), v〉 ≤ 0. Esto prueba (7.3).

Decimos que la condición de calificación de Abadie (CQ de Abadie) se
satisface en x̄ ∈ X cuando la inclusión (7.3) es una igualdad, es decir, cuando

T (x̄, X) = {v ∈ Rn | 〈∇gi(x̄), v〉 ≤ 0, ∀ i ∈ I(x̄)}.

Notemos que en todo punto x̄ ∈ X en el que la CQ de Abadie se satisface tenemos
que

T (x̄, X)∗ = con
(
{∇gi(x̄)}i∈I(x̄)

)
,
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es decir,

−v ∈ T (x̄, X)∗ ⇔ ∃ λ = (λ1, . . . , λr) :
v +

∑
i

λi∇g(x̄) = 0

0 ≤ λ ⊥ g(x̄) ≤ 0
,

lo cual implica en particular que −F (x̄) ∈ T (x̄, X)∗ si y solo si existe un vector de
multiplicadores de Lagrange en x̄.

Teorema 7.2 (KKT). Supongamos que x̄ ∈ X es una solución del problema VI(F,X)
y que la CQ de Abadie se satisface en x̄. Entonces existe un vector de multiplicadores
de Lagrange en x̄.

Prueba. Sabemos que 〈F (x̄), x− x̄〉 ≤ 0 para todo x ∈ X. Dado un vector no nulo
v ∈ T (x,X), existen sucesiones (xk) ⊂ X y (tk) ⊂ (0,∞) con xk → x̄, tk → 0 y
xk−x̄
tk
→ v, de modo que

〈F (x̄), v〉 = ĺım
k→∞

1

tk
〈F (x̄), xk − x̄〉 ≥ 0.

Luego −F (x̄) ∈ T (x̄, X)∗, lo cual, por el comentario que hicimos antes de enunciar
el teorema, significa que existe un vector de multiplicadores de Lagrange en x̄.

Teorema 7.3. Supongamos que las funciones gi son convexas. Si en un punto fac-
tible dado x̄ ∈ X existen los multiplicadores de Lagrange, entonces x̄ es solución del
problema V I(F,X).

Prueba. Este teorema es consecuencia de la Observación 3.10. En efecto, como las
funciones gi son convexas y como existe λ = (λ1, . . . , λr) tal que 0 ≤ λ ⊥ g(x̄) ≤ 0 y

F (x̄) = −
∑
i

λi∇gi(x̄),

obtenemos 〈F (x̄), x−x̄〉 ≤ 0 para todo x ∈ X, esto es, x̄ es solución de V I(F,X).

En vista de la equivalencia entre el problema de minimización (7.1) y el problema
de desigualdad variacional V I(F,X) cuando F (x) = ∇f(x), el Teorema 7.3 puede
considerarse como una extensión del Teorema 3.9.

Existencia de solución

Habiendo analizado las condiciones KKT para el problema V I(F,X), ahora nos
ocupamos de una cuestión fundamental: ¿en qué casos el problema de desigualdad
variacional posee soluciones? El teorema de punto fijo de Brouwer (Teorema 4.18)
nos ayuda a dar una primera respuesta.

Teorema 7.4. Sea X un subconjunto convexo, compacto y no vaćıo de Rn. Si la
función F : X → Rn es continua, entonces el problema V I(F,X) posee solución.

Antes de comenzar la demostración, escribamos I para denotar la función iden-
tidad de Rn, y recordemos que todo subconjunto convexo y cerrado X de Rn tiene
asociada una función proyección PX : Rn → X (véase la Subsección 2.1).
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Prueba. Debido a que el conjunto X − F (X) es compacto (X es compacto y F
es continua), gracias al Corolario 2.5 el conjunto C := co(X − F (X)) es convexo y
compacto. Como la función continua (I − F ) ◦ PX : Rn → C aplica C en C, posee
un punto fijo por el teorema de punto fijo de Brouwer, es decir, existe y ∈ C tal que
y = (I − F ) ◦ PX(y) = x̄− F (x̄), donde x̄ := PX(y) ∈ X. Luego, de la Proposición
2.11 obtenemos

−〈F (x̄), x− x̄〉 = 〈y − x̄, x− x̄〉 ≤ 0 para todo x ∈ X,

esto es, x̄ es solución del problema V I(F,X).

Vamos a extender el teorema anterior al caso de V I(Ω, X), o sea cuando la
función F es reemplazada por una multifunción Ω : X ⇒ Rn. Veremos que este
proceso será una generalización de la demostración de dicho teorema. Aśı, en vez
del teorema de Brouwer, emplearemos el teorema de Kakutani-Fan (Teorema 4.19).

Lema 7.5. Supongamos que el conjunto X es convexo y cerrado. Entonces resolver
el problema V I(Ω, X) es equivalente a encontrar un punto fijo del operador multi-
valuado (I − Ω) ◦ PX : Rn ⇒ Rn.

Naturalmente, (I − Ω) ◦ PX(z) = PX(z)− Ω(PX(z)).

Prueba. Supongamos que x̄ ∈ X es solución del problema V I(Ω, X), esto es, existe
v ∈ Ω(x̄) tal que 〈v, x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X. Escribiendo y := x̄− v tenemos

〈y − x̄, x− x̄〉 ≤ 0 para todo x ∈ X,

lo cual en virtud de la Proposición 2.11 significa que x̄ = PX(y), y por consiguiente

y = PX(y)− v ∈ PX(y)− Ω(PX(y)) = (I − Ω) ◦ PX(y),

es decir, y es un punto fijo de (I − Ω) ◦ PX .
Rećıprocamente, si y ∈ Rn es un punto fijo de (I−Ω)◦PX , escribiendo x̄ := PX(y)

vemos que el vector v := x̄− y está en Ω(x̄) pues

y ∈ (I − Ω) ◦ PX(y) = PX(y)− Ω(PX(y)) = x̄− Ω(x̄);

como x̄ = PX(y), también tenemos que 〈y − x̄, x − x̄〉 ≤ 0 para todo x ∈ X, de
donde se sigue que

〈v, x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X,

esto es, x̄ ∈ X es solución del problema V I(Ω, X).

Notemos que X − Ω(X) contiene a la imagen del operador (I − Ω) ◦ PX que
aparece en el lema anterior: si z ∈ Rn entonces PX(z) ∈ X y

(I − Ω) ◦ PX(z) = PX(z)− Ω(z) ∈ X − Ω(X).

Teorema 7.6. Sea X un subconjunto convexo, compacto y no vaćıo de Rn. Si el
operador multivaluado Ω : X ⇒ Rn es scs y tiene imágenes compactas, convexas y
no vaćıas, entonces el problema V I(Ω, X) tiene solución.
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Prueba. Mostraremos que (I−Ω)◦PX tiene algún punto fijo utilizando el teorema
de Kakutani-Fan (Teorema 4.19). Como ya fue observado, el conjunto X − Ω(X)
contiene a la imagen de (I − Ω) ◦ PX . Por la Proposición 4.16, las condiciones del
operador Ω nos garantizan que la imagen Ω(X) de Ω es compacta; luego, X−Ω(X)
es compacto y, por el Corolario 2.5, el conjunto K := co(X − Ω(X)) también es
compacto.

Por otro lado, al ser Ω scs con imágenes convexas, compactas y no vaćıas, el
operador (I−Ω) ◦PX también es scs con imágenes convexas, compactas y no vaćıas
(véase el Ejemplo 4.4).

Aśı, la multifunción (I −Ω) ◦PX : K ⇒ K satisface las hipótesis del teorema de
Kakutani-Fan y por tanto posee un punto fijo.

7.2. El problema de desigualdad cuasivariacional

El problema de desigualdad cuasivariacional es la extensión natural del problema
de desigualdad variacional, cuando el conjunto del problema no permanece fijo sino
que cambia con la variable.

Sea la multifunción Λ : Rn ⇒ Rn, la cual va a reemplazar al conjunto X de la
definición del problema de desigualdad variacional.

Dada la función F : Rn → Rn, el problema de desigualdad cuasivariacional
asociado a F , denotado por QV I(F,Λ), consiste en hallar puntos x̄ ∈ Λ(x̄) tales que

〈F (x̄), x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ Λ(x̄).

Decimos entonces que x̄ (si existe) es una solución del problema QV I(F,Λ). Ob-
viamente, si x̄ ∈ Λ(x̄) y F (x̄) = 0 entonces x̄ es solución del problema QV I(F,Λ).

Similarmente, dado el operador multivaluado Ω : Rn ⇒ Rn, el problema de
desigualdad cuasivariacional asociado a Ω, denotado por QV I(Ω,Λ), consiste
en hallar puntos x̄ ∈ Λ(x̄) tales que exista algún v ∈ Ω(x̄) con la propiedad de que

〈v, x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ Λ(x̄).

Entonces decimos que x̄ (si existe) es una solución del problema QV I(Ω,Λ). Es
claro que si x̄ ∈ Λ(x̄) y 0 ∈ Ω(x̄) entonces x̄ es solución de QV I(Ω,Λ).

Ejemplo 7.7. El problema de encontrar los puntos fijos de un operador multivalua-
do Λ : Rn ⇒ Rn es un problema de desigualdad cuasivariacional. En efecto, dicho
problema equivale al problema de desigualdad cuasivariacional QV I(0,Λ), donde
0 : Rn → Rn es la función idénticamente nula 0(x) = 0.

A diferencia del problema de desigualdad variacional, existen muy pocas herra-
mientas para abordar el problema de desigualdad cuasivariacional. Esto se debe a
que esta teoŕıa todav́ıa no está muy desarrollada14. Es por ello que, por lo general,
si para un problema dado existe una reformulación como problema de desigualdad
cuasivariacional, en la mayoŕıa de casos ella es útil casi únicamente desde un punto
de vista teórico.

14El hecho de que el conjunto Λ(x) dependa de x hace que el problema de desigualdad cuasiva-
riacional tenga un alto grado de complejidad.
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8. Condiciones de optimalidad

Dados una función f : Rn → R y un subconjunto convexo X de Rn, consideremos
el problema de minimización

min f(x), x ∈ X. (8.1)

Recordemos de la Sección 3 que una condición de optimalidad para este problema
es una condición necesaria y/o suficiente para que un vector factible x ∈ X sea una
solución óptima.

Habiendo estudiado las desigualdades variacionales en la sección anterior, en
esta sección estamos interesados en reformular el problema (8.1) como problemas de
desigualdad variacional, esto es, queremos encontrar condiciones de optimalidad en
términos de problemas de desigualdad variacional. En general, una reformulación de
un problema de optimización como un problema de desigualdad variacional es útil
porque nos permite abordar el problema de optimización utilizando herramientas de
la teoŕıa de desigualdades variacionales, que, como ya sabemos, es amplia.

Vamos a considerar varios casos, y, conforme avancemos, iremos debilitando nues-
tras hipótesis. Las condiciones de optimalidad de las Subsecciones 8.1 y 8.2 son
resultados clásicos. La Subsección 8.3 está basada en [3].

8.1. Caso convexo y diferenciable

El siguiente resultado es consecuencia de las Proposiciones 3.1 y 3.3.

Proposición 8.1. Supongamos que f : Rn → R es una función convexa y diferen-
ciable. Sea x̄ un elemento del conjunto convexo X ⊂ Rn. Entonces x̄ minimiza f
sobre X si y solo si

〈∇f(x̄), x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X.

En otras palabras, x̄ ∈ X es solución del problema (8.1) si y solo si es solución
del problema de desigualdad variacional V I(∇f,X), donde ∇f denota la función
x 7→ ∇f(x). Es decir, la proposición nos proporciona una reformulación del problema
(8.1) como un problema de desigualdad variacional para el caso en que f es convexa
y diferenciable.

Observación 8.2 (Caso pseudoconvexo). Puesto que las Proposiciones 3.1 y 3.3
valen cuando la función f es pseudoconvexa (en vez de convexa y diferenciable),
existe una obvia generalización de la Proposición 8.1 al contexto más general en que
f es solo pseudoconvexa. Esto significa que la equivalencia entre los problemas (8.1)
y V I(∇f,X) se mantiene bajo la hipótesis de pseudoconvexidad.

Aśı, la equivalencia clásica entre el problema de minimización (8.1) y el problema
de desigualdad variacional V I(∇f,X), que se da cuando f es convexa y diferenciable,
puede generalizarse cuando debilitamos la hipótesis de convexidad. En la siguiente
sección debilitamos la hipótesis de diferenciabilidad.
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8.2. Caso convexo

Supongamos que f es convexa, mas no necesariamente diferenciable. Entonces no
podemos usar el gradiente de f pero śı sus subdiferenciales.

De hecho, la multifunción ∂f : x 7→ ∂f(x) nos da una condición de optimalidad
natural para el problema de minimización global

min f(x), x ∈ Rn.

Proposición 8.3. Supongamos que f : Rn → R es una función convexa y sea
x̄ ∈ Rn. Entonces x̄ ∈ arg min f si y solo si 0 ∈ ∂f(x̄).

Prueba. En efecto, 0 ∈ ∂f(x̄) si y solo si f(x) ≥ f(x̄)+〈0, x−x̄〉 para todo x ∈ Rn,
esto es, si y solo si f(x̄) ≤ f(x) para todo x ∈ Rn.

Como ∂f(x) = {∇f(x)} cuando f es convexa y diferenciable (véase el Ejemplo
2.33), la Proposición 8.1 nos dice que los problemas (8.1) y V I(∂f,X) son equiva-
lentes cuando f es convexa y diferenciable. En realidad, esto se sigue cumpliendo
cuando f es solo convexa.

Teorema 8.4. Sean f : Rn → R una función convexa y X ⊂ Rn convexo. Entonces
x̄ ∈ X minimiza f sobre X si y solo si x̄ es solución del problema de desigualdad
variacional V I(∂f,X).

Prueba. Si x̄ es solución del problema de desigualdad variacional V I(∂f,X) en-
tonces existe v ∈ ∂f(x̄) tal que 〈v, x− x̄〉 ≥ 0 para todo x ∈ X, lo cual implica

f(x) ≥ f(x̄) + 〈v, x− x̄〉 ≥ f(x̄)

para todo x ∈ X, esto es, x̄ minimiza f sobre X.
Rećıprocamente, supongamos que x̄ minimiza f sobre X. Como f es continua,

x̄ minimiza f sobre el conjunto convexo y cerrado X. Como x̄ minimiza la función
convexa f sobre el conjunto convexo K := B(x̄, 1) ∩ X, del Corolario 3.2 y de la
Proposición 2.35 obtenemos

0 ≤ f ′(x̄;x− x̄) = máx
v∈∂f(x̄)

〈v, x− x̄〉 para todo x ∈ K,

de donde se sigue que
mı́n
x∈K

máx
v∈∂f(x̄)

〈v, x− x̄〉 = 0,

ya que x̄ ∈ K y máxv∈∂f(x̄)〈v, x̄− x̄〉 = 0.
Ahora bien, el conjunto ∂f(x̄) es convexo y compacto por la Proposición 2.36, al

igual que el conjunto K. Como la función ϕ : ∂f(x̄)×K → R, ϕ(v, x) = 〈v, x− x̄〉
verifica las hipótesis del teorema de von Neumann (Teorema 4.22), se tiene que

máx
v∈∂f(x̄)

mı́n
x∈K
〈v, x− x̄〉 = mı́n

x∈K
máx
v∈∂f(x̄)

〈v, x− x̄〉 = 0,

y por consiguiente existe v ∈ ∂f(x̄) tal que 0 = mı́nx∈K〈v, x− x̄〉, esto es,

0 ≤ 〈v, x− x̄〉 para todo x ∈ K.
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Finalmente, dado x ∈ X, tomando t ∈ (0, 1) suficientemente pequeño tal que el
vector xt := x̄+ t(x− x̄) esté en B(x̄, 1) ∩X = K obtenemos

0 ≤ 〈v, xt − x̄〉 = t〈v, x− x̄〉,

es decir, 0 ≤ 〈v, x− x̄〉. Esto muestra que x̄ es solución del problema V I(∂f,X).

Concluimos que el problema (8.1) es equivalente al problema de desigualdad
variacional V I(∂f,X) en el caso en que f es convexa.

Debilitando la hipótesis de convexidad, en la siguiente sección vamos a obtener
una nueva reformulación del problema (8.1).

8.3. Caso cuasiconvexo

Analicemos ahora el caso en que f ya no es convexa sino tan solo cuasiconvexa.
Al igual que en el caso convexo queremos reformular el problema (8.1) como un
problema de desigualdad variacional. Aqúı no tenemos la multifunción ∂f pues f no
es convexa, pero podemos utilizar los subniveles ajustados y sus operadores normales
(véase la Subsección 5.2).

Dada una función cuasiconvexa f : Rn → R definimos el operador multivaluado
Ff : Rn ⇒ Rn mediante

Ff (x) =

{
B(0, 1), si x ∈ arg min f,

co(Na
f (x) ∩ S(0, 1)), si x 6∈ arg min f,

(8.2)

donde B(0, 1) y S(0, 1) son la bola unitaria cerrada y la esfera de Rn respectivamente.
Veremos que el operador F : f 7→ Ff tiene propiedades similares a las del

operador subdiferencial ∂ : f 7→ ∂f . De hecho, la Proposición 2.36 también se
cumple en este contexto.

Proposición 8.5. Si f es cuasiconvexa entonces el operador Ff tiene imágenes
convexas, compactas y no vaćıas.

Prueba. Dado x ∈ Rn, es claro que si x ∈ arg min f el conjunto Ff (x) = B(0, 1) es
convexo, compacto y no vaćıo. Si x 6∈ arg min f entonces, como f es cuasiconvexa,
la Proposición 5.10 nos asegura que Na

f (x) es un cono convexo y cerrado que posee
elementos no nulos. Luego, Na

f (x)∩S(0, 1) es no vaćıo y compacto, y, por el Corolario
2.5, el conjunto Ff (x) = co(Na

f (x) ∩ S(0, 1)) es no vaćıo, convexo y compacto. Aśı,
Ff tiene imágenes convexas, compactas y no vaćıas.

La condición de optimalidad de la Proposición 8.3 también se satisface para Ff .

Proposición 8.6. Supongamos que f es cuasiconvexa y continua y sea x̄ ∈ Rn.
Entonces x̄ ∈ arg min f si y solo si 0 ∈ Ff (x̄).

Prueba. Supongamos que x̄ ∈ arg min f . Entonces 0 ∈ B(0, 1) = Ff (x̄). Rećıpro-
camente, supongamos que 0 ∈ Ff (x̄) y que x̄ 6∈ arg min f . Como f es continua,
S<f(x̄) es un conjunto abierto y no vaćıo que está contenido en Saf (x̄), de modo que

int(Saf (x̄)) 6= ∅. Luego, la Proposición 2.22 nos da Na
f (x̄) ∩ (−Na

f (x̄)) = {0}.
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Por el teorema de Carathéodory, de 0 ∈ Ff (x̄) = co(Na
f (x̄)∩S(0, 1)) se sigue que

existen vectores v1, . . . , vn+1 ∈ Na
f (x̄) ∩ S(0, 1) y escalares λ1, . . . , λn+1 ∈ [0, 1] tales

que
n+1∑
i=1

λi = 1 y
n+1∑
i=1

λivi = 0.

Ahora bien, cada vi es no nulo. Además, existe algún λk > 0, de forma que

−vk =
∑

i=1, i 6=k

λi
λk
vi,

lo cual, considerando que Na
f (x̄) es un cono convexo, implica que −vk ∈ Na

f (x̄), es
decir, vk ∈ −Na

f (x̄). Aśı, 0 6= vk ∈ Na
f (x̄)∩(−Na

f (x̄)) = {0}, una contradicción. Esto
concluye la prueba de la proposición.

El Teorema 8.4 también se generaliza a este caso para Ff mas debemos imponer
algunas restricciones adicionales sobre f . Cuando f es cuasiconvexa tenemos una
condición suficiente de optimalidad para el problema (8.1).

Teorema 8.7 (Condición suficiente de optimalidad). Sea X un subconjunto no
vaćıo de Rn y supongamos que f es cuasiconvexa y continua. Si x̄∈X es solución
del problema de desigualdad variacional V I(Ff , X) entonces x̄ minimiza f sobre X.

Prueba. Como x̄ es solución del problema V I(Ff , X), existe v ∈ Ff (x̄) tal que

〈v, x− x̄〉 ≥ 0, ∀ x ∈ X.

Si x̄ ∈ arg min f no hay nada que probar. Si x̄ 6∈ arg min f tenemos 0 6∈ Ff (x̄) por
la Proposición 8.6; también tenemos v ∈ Ff (x̄) = co(Na

f (x̄) ∩ S(0, 1)) ⊂ Na
f (x̄), de

donde v ∈ Na
f (x̄)\{0}. Entonces v es un vector no nulo tal que

〈v, y − x̄〉 ≤ 0, ∀ y ∈ Saf (x̄),

y combinando esto con la ecuación anterior vemos que

〈v, y〉 ≤ 〈v, x̄〉 ≤ 〈v, x〉, ∀ y ∈ Saf (x̄), ∀ x ∈ X.

De esto tenemos que Saf (x̄) está contenido en el conjunto {y ∈ Rn | 〈v, y〉 ≤ 〈v, x̄〉},
cuyo interior es {y ∈ Rn | 〈v, y〉 < 〈v, x̄〉}. (Aqúı hemos usado que v 6= 0.) Además,
S<f(x̄) es abierto (pues f es continua) y está contenido en Saf (x̄). Obtenemos aśı que

S<f (x̄) ⊂ int(Saf (x̄)) ⊂ {y ∈ Rn | 〈v, y〉 < 〈v, x̄〉},

y como también X ⊂ {z ∈ Rn | 〈v, z〉 ≥ 〈v, x̄〉}, concluimos que X ∩S<f(x̄) = ∅. Esto
muestra que x̄ minimiza f en X.

El siguiente ejemplo muestra que el rećıproco del teorema anterior no se verifica.
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Ejemplo 8.8. La función f : R2 → R definida por f(x) = mı́n{1, ‖x‖} es cuasicon-
vexa y tiene la propiedad de que el punto x̄ := (2, 0) minimiza f sobre el conjunto
convexo X := B(x̄, 1). Pero x̄ no es solución del problema V I(Ff , X). En efecto,
por un lado Sf(x̄) = R2 implica

Saf (x̄) = Sf(x̄) ∩B(S<f(x̄), 1) = {x ∈ R2 | ‖x‖ ≤ 2},

de donde se sigue que Na
f (x̄) = {(t, 0) | t ≥ 0}, y por tanto

Ff (x̄) = co
(
Na
f (x̄) ∩ S(0, 1)

)
= {v},

donde v := (1, 0). Por otro lado, x := (1, 0) está en X y 〈v, x− x̄〉 = −1 < 0.

No obstante, cuando f es cuasiconvexa semiestricta el rećıproco del Teorema 8.7
se cumple. Conseguimos aśı una reformulación completa del problema (8.1) como
un problema de desigualdad variacional.

Teorema 8.9 (Condición necesaria y suficiente de optimalidad). Sea X un subcon-
junto convexo y no vaćıo de Rn y supongamos que f es cuasiconvexa semiestricta
y continua. Entonces x̄ ∈ X es solución del problema V I(Ff , X) si y solo si x̄
minimiza f sobre X.

Prueba. Supongamos que x̄ minimiza f sobre X. Afirmamos que x̄ es solución de
V I(Ff , X). En efecto, esto es claramente cierto si x̄ ∈ arg min f pues en este caso
se cumple 0 ∈ B(0, 1) = F (x̄).

Si x̄ 6∈ arg min f , tenemos F (x̄) = co(Na
f (x̄) ∩ S(0, 1)). Entonces, por la Propo-

sición 5.8, el conjunto Saf (x̄) es convexo y cerrado y satisface

int(Saf (x̄)) = S<f(x̄),

donde el conjunto de la derecha de la igualdad anterior es no vaćıo y no interseca a
X (pues x̄ minimiza f en X). Luego, por el teorema de separación existe v ∈ Rn no
nulo tal que

〈v, y〉 ≤ 〈v, x̄〉 ≤ 〈v, x〉, ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Saf (x̄).

Tomando v
‖v‖ en vez de v podemos suponer sin pérdida de generalidad que ‖v‖ = 1,

esto es, que v ∈ S(0, 1). Además,

〈v, y − x̄〉 ≤ 0, ∀ y ∈ Saf (x̄),

〈v, x− x̄〉 ≥ 0, ∀ x ∈ X,

y de esto se sigue que v ∈ Na
f (x̄)∩S(0, 1) ⊂ Ff (x̄) y que x̄ es solución del problema

V I(Ff , X). Esto muestra una de las implicancias. La otra es consecuentia directa
del Teorema 8.7.

Para terminar esta sección probaremos el análogo de la Proposición 2.37 para el
operador F .
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Teorema 8.10. Sea f : Rm × Rn → R una función continua tal que la aplicación
f y : Rm → R, f y(x) = f(x, y) es cuasiconvexa semiestricta para cada y ∈ Rn. Sea
también la multifunción Ω : Rm × Rn ⇒ Rm dada por Ω(x, y) = Ffy(x); expĺıcita-
mente,

Ω(x, y) =

{
Bm(0, 1), si x ∈ arg min f y,

co(Na
fy(x) ∩ Sm(0, 1)), si x 6∈ arg min f y,

donde Bm(0, 1) y Sm(0, 1) son la bola unitaria cerrada y la esfera unitaria cerrada
de Rm. Entonces Ω es scs.

Prueba. Si Ω fuera un operador cerrado, esto es, G(Ω) es cerrado en Rm × Rn,
entonces la semicontinuidad superior de Ω seŕıa consecuencia directa de la Proposi-
ción 4.14 ya que Ω(Rm × Rn) ⊂ Bm(0, 1) es acotado. Esto significa que basta con
mostrar que G(Ω) es cerrado.

Sea (xk, yk, vk) una sucesión en G(Ω) que converge a (x, y, v). Tenemos que vk ∈
Ω(xk, yk) para cada k y debemos probar que v ∈ Ω(x, y).

Si x ∈ arg min f y entonces Ω(x, y) = Bm(0, 1), y puesto que cada vk está en
Ω(xk, yk)⊂Bm(0, 1), el ĺımite v también está en Ω(x, y).

Si x 6∈ arg min f y entonces Ω(x, y) = co(Na
fy(x) ∩ Sm(0, 1)) y además existe

x′ ∈ Rm tal que f(x′, y) < f(x, y). Como f es continua, de f(x′, yk) → f(x′, y) y
f(xk, yk)→ f(x, y) se sigue que f(x′, yk) < f(xk, yk) para k suficientemente grande,
es decir, xk 6∈ arg min f yk para k grande. Luego, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que xk 6∈ arg min f yk para todo k y tenemos

vk ∈ Ω(xk, yk) = co(Na
fyk (xk) ∩ Sm(0, 1)), ∀ k ∈ N.

Por el teorema de Carathéodory (Teorema 2.4), para cada k existen u1
k, . . . , u

m+1
k en

Na
fyk (xk) ∩ Sm(0, 1) y λ1

k, . . . , λ
m+1
k en [0, 1] tales que

vk =
m+1∑
i=1

λiku
i
k y

m+1∑
i=1

λik = 1.

Como las sucesiones (uik)k y (λik)k para i = 1, . . . ,m + 1 están acotadas podemos
suponer que convergen, digamos a ui ∈ Sm(0, 1) y λi ∈ [0, 1] respectivamente. To-
mando ĺımite en la ecuación anterior deducimos que

v =
m+1∑
i=1

λiui y
m+1∑
i=1

λi = 1. (8.3)

Veamos ahora que los vectores ui están en Na
fy(x). Dado (x′, y′) ∈ Rm × Rn con

x′ 6∈ arg min f y
′
, como f y

′
es continua y cuasiconvexa semiestricta, de la Observación

5.9 se sigue que Na
fy′

(x′) = N<
fy′

(x′), es decir,

Na
fy′

(x′) =
{
u ∈ Rm | 〈u, z − x′〉 ≤ 0, ∀ z ∈ S<

fy′ (x′)

}
. (8.4)

En particular, esto se cumple cuando (x′, y′) = (x, y) y cuando (x′, y′) = (xk, yk).
Sea ahora z ∈ S<fy(x). Entonces f(z, y) < f(x, y) y de la continuidad de f se sigue
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que f(z, yk) < f(xk, yk) para k suficientemente grande. Aśı, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que

f(z, yk) < f(xk, yk), ∀ k ∈ N,

es decir, que z está en cada conjunto S<fyk (xk). Además, cada uik está en Na
fyk (xk), de

modo que
〈uik, z − xk〉 ≤ 0.

Haciendo k →∞ obtenemos 〈ui, z − x〉 ≤ 0. Esto muestra que 〈ui, z − x〉 ≤ 0 para
cualquier z ∈ S<fy(x), lo que en virtud de (8.4) equivale a

ui ∈ Na
fy(x).

Aśı, todos los vectores ui están en Na
fy(x) ∩ Sm(0, 1) y de la ecuación (8.3) se sigue

que v está en co(Na
fy(x) ∩ Sm(0, 1)) = Ω(x, y).

Observación 8.11. Si en la definición (8.2) del operador Ff cambiamos B(0, 1) por
{0}, es decir, si definimos Ff (x) = {0} cuando x ∈ arg min f , entonces no es dif́ıcil
ver que las Proposiciones 8.5 y 8.6 y los Teoremas 8.7 y 8.9 siguen siendo válidos.
Sin embargo, esta restricción es necesaria pues al trabajar con los equilibrios de
Nash en el Caṕıtulo 3 necesitaremos mostrar que un operador similar al operador
Ω del Teorema 8.10, definido a partir de multifunciones del tipo Ff , es scs (véase
el Teorema 13.6). Entonces será preciso usar el Teorema 8.10, que no vale cuando
imponemos

Ω(x, y) = Ffy(x) = {0} si x ∈ arg min f y

pues la condición
Ω(x, y) = Bm(0, 1) si x ∈ arg min f y

fue usada en su prueba (en el tercer párrafo). En realidad, lo esencial de la definición
de Ff cuando x ∈ arg min f es que Ff (x), además de ser un conjunto convexo, com-
pacto y no vaćıo, contiene tanto al vector 0 como a la imagen de Ff . Aśı, habŕıamos
obtenido los mismos resultados si en vez de trabajar con B(0, 1) hubiésemos tra-
bajado con cualquier conjunto convexo, compacto y no vaćıo K que contenga a
B(0, 1).



Caṕıtulo 2

Equilibrios de Nash

El Problema de Equilibrio de Nash (Generalizado) es un modelo matemático
que sirve para modelar situaciones de la vida real como la que hemos descrito en
el segundo párrafo de la Introducción. La idea es la siguiente: N agentes o juga-
dores interactúan en un “juego”, intentando reducir sus pérdidas (o aumentar sus
beneficios)1 a través del uso de una “estrategia”. Como cada jugador tiene control
sobre su estrategia propia (pero no sobre las de sus rivales), y como sus pérdidas
(o beneficios) dependen de las estrategias de todos los agentes, a cada momento él
trata de escoger una estrategia que, con respecto a las estrategias empleadas por
sus rivales, le reporte las menores pérdidas (o los mayores beneficios). Es decir, cada
jugador conoce las estrategias de sus rivales y, sobre la base de ese conocimiento,
escoge la suya propia. Naturalmente, si un jugador modifica su estrategia, otros
también podŕıan hacerlo, y luego otros, de modo que no es fácil que el juego llegue
a un equilibrio (o sea, a un punto en que las estrategias empleadas se mantengan
estables porque cada jugador está empleando su mejor estrategia respecto de las de
sus rivales); incluso, tal equilibrio podŕıa no existir.

El objetivo de este caṕıtulo es presentar el Problema de Equilibrio de Nash Ge-
neralizado. Primero exploramos el Problema de Equilibrio de Nash, dando algunos
ejemplos y probando el teorema de Nash, que garantiza la existencia de solución
para el problema bajo ciertas circunstancias. Luego introducimos el problema gene-
ralizado, y establecemos la terminoloǵıa y notación que utilizaremos en los siguientes
caṕıtulos para reformular dicho problema.

9. El NEP

Sean n, n1, . . . , nN números naturales tales que n = n1 + · · · + nN , de forma que
podamos escribir

Rn = Rn1 ⊕ · · · ⊕ RnN . (9.1)

Por simplicidad, escribimos también

Rn−nν := Rn1 ⊕ · · · ⊕ Rnν−1 ⊕ Rnν+1 ⊕ · · · ⊕ RnN , (ν = 1, . . . , N).

1Véase la Observación 9.5

81
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Para cada ν ∈ {1, . . . , N} fijemos un conjunto no vaćıo

Xν ⊂ Rnν , (9.2)

y una función
θν : Rn → R.

Dado un vector x ∈ Rn, denotamos a su ν-ésima componente en la suma directa
(9.1) mediante el śımbolo xν , y a sus componentes restantes mediante el śımbolo
x−ν . Es decir,

x = (x1, . . . , xN) y x−ν = (x1, . . . , xν−1, xν+1, . . . , xN).

A fin de destacar xν en x, a veces escribiremos (xν , x−ν) en lugar de x, no significando
esto que las componentes de x hayan sido reordenadas2. Por extensión, los elementos
de Rnν serán genéricamente denotados por xν (sin que necesariamente exista un
x ∈ Rn cuya ν-ésima componente sea xν), de la misma manera en que usamos x para
denotar los elementos de Rn. Igualmente, los elementos de Rn−nν serán denotados
genéricamente por x−ν .

El Problema de Equilibrio de Nash (NEP por sus siglas en inglés) consiste
en encontrar puntos x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) en X1 × · · · ×XN que satisfagan la siguiente
propiedad

θν(x̄
ν , x̄−ν) ≤ θν(x

ν , x̄−ν) para cualesquiera ν ∈ {1, . . . , N} y xν ∈ Xν .

Estos puntos (si existen) son llamados equilibrios (de Nash) o soluciones del
NEP. Naturalmente, si existen tales puntos decimos que el NEP posee solución;
de lo contrario, decimos que no posee solución.

Debido al origen económico del NEP, cada uno de sus elementos posee una deno-
minación sugestiva. Aśı, N agentes o jugadores interactúan en un juego, intentando
reducir sus pérdidas a través del uso de una estrategia. El ν-ésimo jugador controla
las nν variables

xν ∈ Rnν

de Rn, que son conocidas como sus variables de decisión o como su estrategia
en el juego; la función

θν : Rn → R,

cuyos valores dependen de todas las variables de decisión, mide sus pérdidas (o
beneficios), y por ello es denominada su función objetivo, su función de coste
o su función de pérdidas3; el conjunto

Xν ⊂ Rnν ,

2La igualdad x = (xν , x−ν) es un abuso de notación muy difundido en la literatura cient́ıfi-
ca, cuya razón de ser responde a la necesidad de una notación concisa. En efecto, dados dos
vectores y = (y1, . . . , yN ) y z = (z1, . . . , zN ) en Rn, es más fácil escribir (zν , y−ν) en vez de
(y1, . . . , yν−1, zν , yν+1, . . . , yN ).

3Véase la Observación 9.5.
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conocido como su conjunto de estrategias (factibles) o como su región factible,
representa las estrategias que él puede utilizar durante el juego. Cada vector

x = (x1, . . . , xN) ∈ Rn

nos da un conjunto de estrategias del juego, una por cada jugador, donde x−ν re-
presenta las estrategias de los rivales del ν-ésimo jugador. Cuando cada estrategia
xν sea factible, esto es xν ∈ Xν , diremos que

x = (x1, . . . , xN) ∈ X1 × · · · ×XN

es un vector factible. Aśı, para un conjunto dado de estrategias x−ν de sus rivales,
el ν-ésimo jugador intenta encontrar una estrategia factible xν ∈ Xν que minimice
sus pérdidas, es decir, trata de resolver el problema de minimización4

min
xν

θν(x
ν , x−ν), xν ∈ Xν . (9.3)

Los equilibrios (como los definimos en el párrafo anterior) son justamente aquellos
puntos factibles en que cada jugador ha logrado su objetivo (o sea, resolver su res-
pectivo problema de optimización). Si Sν(x−ν) ⊂ Xν representa al conjunto solución
del problema (9.3) y

S(x) = S(x1, . . . , xN) := S1(x−1)× · · · × SN(x−N),

entonces S : X1×· · ·×XN ⇒ X1×· · ·×XN define un operador multivaluado cuyos
puntos fijos son precisamente los equilibrios del NEP.

Veamos un par de ejemplos simples que ilustren estos conceptos.

Ejemplo 9.1. Consideremos N = 2 jugadores interactuando en R4 con n1 = n2 = 2,
cuyos problemas de minimización asociados son los siguientes

min
x1

x1 + x2 + x1x3 min
x2

(x3 − 1)2 + x1(x4 − 1)2

|x1| ≤1 |x3| ≤1

|x2| ≤1 |x4| ≤1

Aqúı las variables de decisión son

x1 = (x1, x2) y x2 = (x3, x4),

de modo que cada vector x de R4 se escribe x = (x1, x2); en particular, x−1 = x2 y
x−2 = x1. Las funciones de pérdidas son

θ1(x1, x−1) = x1 + x2 + x1x3 y θ2(x2, x−2) = (x3 − 1)2 + x1(x4 − 1)2,

y los conjuntos de estrategias factibles son

X1 = X2 = [−1, 1]× [−1, 1].

4Véase la Observación 9.5.
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Dada una estrategia factible x−1 = x2 = (x3, x4) ∈ X2 del segundo jugador, como
0 ≤ x3 + 1 el problema de optimización asociado al primer jugador

min
x1

θ1(x1, x−1), x1 ∈ X1

tiene una única solución en el punto x1 = (x1, x2) = (−1,−1). Similarmente, dada
una estrategia factible x−2 = x1 = (x1, x2) ∈ X1 del primer jugador, el problema de
optimización del segundo jugador

min
x2

θ2(x2, x−2), x2 ∈ X2

posee el siguiente conjunto solución:

S2(x−2) =


{(1, 1)}, si x1 > 0,

{(1, 0)}, si x1 < 0,

{1} × [−1, 1], si x1 = 0.

Esto implica que
x̄ = (x̄1, x̄2) := (−1,−1, 1, 0)

es el único equilibrio de este NEP.

Ejemplo 9.2. Modificamos levemente el ejemplo anterior. El NEP

min
x1

x1+x2 + x1x3 min
x2

(x3−1)2 + x1(x4 − 1)2

x1 ≤ 0 |x3| ≤ 1

x2 ≤ 0 |x4| ≤ 1

con funciones objetivo

θ1(x1, x−1) = x1 + x2 + x1x3 y θ2(x2, x−2) = (x3 − 1)2 + x1(x4 − 1)2,

y con conjuntos de estrategias factibles

X1 = (−∞, 0]× (−∞, 0] y X2 = [−1, 1]× [−1, 1]

no posee solución, ya que el problema del primer jugador

min
x1

x1 + x2 + x1x3, x1 ∈ X1

no posee solución para ninguna estrategia x2 del segundo jugador.

Veamos otro ejemplo no tan simple, pero interesante.

Ejemplo 9.3 (Zero-sum game of two players). Consideremos un juego de suma
cero (zero-sum game) con N = 2 participantes. Esto quiere decir que las funciones
θ1 y θ2 del NEP suman cero, o sea

θ1(x1, x2) = −θ2(x1, x2) para todo (x1, x2).
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Supongamos que las regiones factibles Xν ⊂ Rnν son compactas. Supongamos
además que las funciones θν son continuas y que para cada ν y x−ν fijos la apli-
cación

xν 7→ θν(x
ν , x−ν)

es convexa. Entonces la función θ1 : Rn1 × Rn2 → R tiene la propiedad de que
x1 7→ θ1(x1, x2) es convexa para cada x2 ∈ Rn2 fijo y de que x2 7→ θ1(x1, x2) es
cóncava para cada x1 ∈ Rn1 fijo. En virtud del teorema minimax de von Neumann
(Teorema 4.22), existe x̄ := (x̄1, x̄2) ∈ X1 ×X2 tal que

mı́n
x1∈X1

θ1(x1, x̄2) = θ1(x̄1, x̄2) = máx
x2∈X2

θ1(x̄1, x2),

es decir,

mı́n
x1∈X1

θ1(x1, x̄2) = θ1(x̄1, x̄2) y mı́n
x2∈X2

θ2(x̄1, x2) = θ2(x̄1, x̄2),

lo cual significa que x̄ es un equilibrio de Nash. Aśı, este NEP admite soluciones5.

John Nash introdujo el NEP en su art́ıculo [26], donde también probó que el
NEP admite soluciones bajo ciertas hipótesis. La prueba original de este resultado,
mostrado en su tesis de doctorado, haćıa uso del teorema de punto fijo de Brouwer.
No obstante, en [26] John Nash simplificó dicha prueba original al utilizar el teorema
del punto fijo de Kakutani (en lugar del teorema de Brouwer). Este resultado es
importante porque nos dice que el NEP admite soluciones bajo hipótesis naturales,
y que por tanto vale la pena estudiarlo.

Teorema 9.4 (Nash, [26]). Supongamos que las funciones θν son continuas en Rn

y que cada aplicación
xν 7→ θν(x

ν , x−ν)

es convexa para cualquier x−ν fijo. Supongamos también que los conjuntos Xν ⊂ Rnν

son convexos, compactos y no vaćıos. Entonces el NEP posee solución.

Prueba. Usando el teorema de Kakutani (Teorema 4.20) probaremos que la multi-
función S posee algún punto fijo. Sea x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) un elemento de X1×· · ·×XN .
Dado ν ∈ {1, . . . , N}, la aplicación

xν 7→ θν(x
ν , x̄−ν)

es continua y por tanto alcanza su mı́nimo, digamos λ ∈ R, sobre el conjunto
compacto Xν , o sea Sν(x̄−ν) es no vaćıo; como además Sν(x̄−ν) = Xν ∩ Sλ, donde

5 La interpretación práctica de un juego de suma cero es la siguiente. Supongamos que existe
una economı́a en la que solo participan dos agentes, que interactúan como en el NEP para obtener
la mayor ganancia posible. Como solo hay dos participantes en la economı́a, el dinero que uno
gane lo habrá perdido el otro, y viceversa, lo cual quiere decir que la suma de las funciones de
beneficio de ambos agentes (las cuales dependen de sus estrategias) es igual a cero. Lo interesante
del teorema minimax de von Neumann (Teorema 4.22) es que nos dice que todo juego de suma
cero posee un punto de equilibrio.



Caṕıtulo 2. Equilibrios de Nash 86

Sλ es el subnivel (convexo) de dicha aplicación convexa, concluimos que Sν(x̄−ν) es
también convexo. Puesto que

S(x̄) = S1(x̄−1)× · · · × SN(x̄−N),

esto muestra que S tiene imágenes convexas y no vaćıas.
Por otra parte, la continuidad de las funciones θν nos garantiza que el gráfico

G(S) de S es cerrado: si (xk, yk) es una sucesión en G(S) que converge a (x̄, ȳ),
entonces yνk ∈ Sν(x−νk ) para cualesquiera k y ν, es decir,

θν(y
ν
k , x

−ν
k ) ≤ θν(x

ν , x−νk ) para cualesquiera k, ν y xν ∈ Xν ,

de donde, haciendo k →∞ para ν y xν fijos, obtenemos

θν(ȳ
ν , x̄−ν) ≤ θν(x

ν , x̄−ν) para cualesquiera ν y xν ∈ Xν ,

o sea ȳν ∈ Sν(x̄−ν) para todo ν, lo cual significa (x̄, ȳ) ∈ G(S). Vemos por tanto que
S verifica las hipótesis del Teorema 4.20, completando aśı la prueba del teorema.

Teniendo en cuenta el teorema anterior6 podemos ver que una de las razones
por las que en nuestro primer ejemplo existe solución, y en el segundo no, es que el
conjunto X := X1 ×X2 es compacto en el primer ejemplo, pero no en el segundo.

Observación 9.5. Como mencionamos en el inicio de este caṕıtulo, la idea bási-
ca del NEP es que los jugadores desean minimizar sus pérdidas, o maximizar sus
beneficios. Nosotros hemos convenido en trabajar con pérdidas, lo cual, matemáti-
camente, significa que el problema de optimización (9.3) que enfrenta cada jugador
es un problema de minimización. Podŕıamos haber trabajado con beneficios. En ese
caso, las funciones objetivo θν seŕıan llamadas funciones de beneficio o funciones
de utilidad, el problema (9.3) seŕıa un problema de maximización, y los puntos de
equilibrio seŕıan aquellos vectores

x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) ∈ X1 × · · · ×XN

tales que

θν(x̄
ν , x̄−ν) ≥ θν(x

ν , x̄−ν) para cualesquiera ν ∈ {1, . . . , N} y xν ∈ Xν .

10. El GNEP

Volvamos al ejemplo de la Introducción. Si el equipo A ataca, obviamente el equipo B
no puede ponerse a atacar, pues ni siquiera tiene el balón; más bien va a defender o,
si fuera posible, preparar un contraataque. Esto ilustra un hecho importante: en los
“juegos”de la vida real el conjunto de las estrategias que un jugador puede usar en
un momento dado va a depender de las estrategias de sus rivales. Matemáticamente,
esto significa que el conjunto Xν ⊂ Rnν del NEP no permanece fijo, sino que depende
de x−ν . La versión generalizada del NEP incorpora esta condición.

6Véanse también los resultados de existencia de solución del siguiente caṕıtulo.
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Aśı, en vez de los conjuntos Xν ⊂ Rnν consideramos las multifunciones

Xν : Rn−nν ⇒ Rnν . (10.1)

Entonces, el problema de minimización que enfrenta el ν-ésimo jugador pasa a ser

min
xν

θν(x
ν , x−ν), xν ∈ Xν(x

−ν), (10.2)

donde x−ν es un conjunto dado de estrategias de sus rivales. Hablando más su-
gestivamente, a cada momento el ν-ésimo jugador trata de minimizar sus pérdidas
escogiendo una estrategia adecuada xν de entre un conjunto posible de estrategias
Xν(x

−ν), el cual depende de las estrategias x−ν empleadas por sus rivales.
El Problema de Equilibrio de Nash Generalizado (GNEP por sus siglas

en inglés) consiste en encontrar los equilibrios del problema en cuestión, o sea los
puntos en que cada jugador ha resuelto su respectivo problema de optimización.
Expĺıcitamente, el GNEP consiste en hallar vectores x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) tales que
x̄ν ∈ Xν(x̄

−ν) y

θν(x̄
ν , x̄−ν) ≤ θν(x

ν , x̄−ν) para cualesquiera ν ∈ {1, . . . , N} y xν ∈ Xν(x̄
−ν).

Estos puntos (si existen) son llamados equilibrios de Nash Generalizado o so-
luciones del GNEP. Naturalmente, si existen tales puntos decimos que el GNEP
posee solución; de lo contrario, decimos que no posee solución.

Si Sν(x−ν) ⊂ Xν(x
−ν) representa el conjunto solución del problema (10.2) y

S(x) = S(x1, . . . , xN) := S1(x−1)× · · · × SN(x−N),

entonces S : Rn ⇒ Rn define una multifunción cuyos puntos fijos x̄ ∈ S(x̄) son
exactamente las soluciones del GNEP.

Observación 10.1 (El GNEP generaliza el NEP). Cuando las multifunciones Xν

introducidas en (10.1) son constantes, esto es, cuando existen conjuntos Xν ⊂ Rnν

tales que Xν(x
−ν) = Xν para todo x−ν ∈ Rn−nν , el GNEP puede verse como un

NEP. (El doble uso del śımbolo Xν no debeŕıa causar confusión.) Aśı, los NEPs
constituyen una subclase de los GNEPs7.

Un conjunto de estrategias x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) ∈ Rn es llamado factible si puede
ocurrir en el juego, es decir, si cada estrategia x̄ν es factible respecto de las estrate-
gias rivales x̄−ν , o sea x̄ν ∈ Xν(x̄

−ν). Los puntos factibles del GNEP son exactamente
los puntos fijos x̄ ∈ Ω(x̄) de la multifunción Ω : Rn ⇒ Rn dada por

Ω(x) = Ω(x1, . . . , xN) = X1(x−1)× · · · ×XN(x−N).

Claramente,
x̄ ∈ S(x̄) implica x̄ ∈ Ω(x̄),

lo cual expresa el hecho de que toda solución del GNEP es necesariamente un vector
factible.

Nótese que si el GNEP es un NEP entonces esta noción de factibilidad coincide
con la previamente introducida en el contexto de los NEPs.

7No todos los GNEPs que pueden verse como NEPs tiene multifunciones asociadas Xν cons-
tantes (véase la Observación 10.4).
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X1(x̄2)

X2(x̄1)

(x̄1, x̄2)
S1(x̄2)× {x̄2}

{x̄1} × S2(x̄1) 1

1
1
2

1
2

soluciones del GNEP

x1

x2

Figura 10.1: Gráfico del Ejemplo 10.2. La región sombreada {(x1, x1) | x1 + x2 ≤ 1}
representa al conjunto de vectores factibles. Para cada punto factible x̄ = (x̄1, x̄2)
tenemos S(x̄) = {(mı́n{1, 1 − x̄2},mı́n{1

2
, 1 − x̄1)}; además, x̄ ∈ S(x̄) si y solo si x̄

está en el segmento que une (1
2
, 1

2
) con (1, 0).

Ejemplo 10.2 ([12, Example 1.1]). Consideremos en R2 un juego con N = 2 par-
ticipantes, cada uno controlando una variable (o sea n1 = n2 = 1). Por simplicidad,
usamos el śımbolo x1 para denotar a la variable x1, que es la única variable de R2

controlada por el primer jugador; hacemos lo mismo con el segundo jugador. De esta
manera, los vectores de R2 se escriben x = (x1, x2), y además

x−1 = x2 y x−2 = x1.

Definimos los problemas de optimización de nuestro GNEP mediante

min
x1

(x1 − 1)2 min
x2

(x2 − 1
2
)2

x1 + x2 ≤ 1 x1 + x2 ≤ 1

Las funciones de pérdidas de este GNEP son

θ1(x1, x2) = (x1 − 1)2 y θ2(x1, x2) = (x2 − 1
2
)2.

Dada una estrategia x−1 = x2 del segundo jugador, el conjunto de estrategias facti-
bles del primer jugador es

X1(x−1) = X1(x2) = (−∞, 1− x2],

de modo que su problema de optimización asociado

min
x1

θ1(x1, x−1), x1 ∈ X1(x−1)
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posee una única solución en x1 = mı́n{1, 1−x2}. Similarmente, dada una estrategia
x−2 = x1 del primer jugador, el conjunto de estrategias factibles del segundo jugador
es

X2(x−2) = X2(x1) = (−∞, 1− x1],

de forma que su problema de optimización asociado

min
x2

θ2(x2, x−2), x2 ∈ X2(x−2)

tiene una única solución en x2 = mı́n{1
2
, 1 − x1}. En consecuencia, x̄ = (x̄1, x̄2)

es un punto de equilibrio de Nash generalizado si y solo si x̄1 = mı́n{1, 1 − x̄2} y
x̄2 = mı́n{1

2
, 1 − x̄1}, es decir, si y solo si x̄2 = 1 − x̄1 y 1

2
≤ x̄1 ≤ 1. Por tanto, el

conjunto de soluciones
{(t, 1− t) ∈ R2 | 1

2
≤ t ≤ 1}

de este GNEP es infinito.

Antes de continuar introducimos un poco de terminoloǵıa. Dados ν ∈ {1, . . . , N}
y x−ν ∈ Rn−nν , el śımbolo θν(·, x−ν) representará la aplicación

xν ∈ Rnν 7→ θν(x
ν , x−ν) ∈ R.

Una afirmación del tipo “θν es continua (respectivamente convexa, diferenciable,
etc.) respecto a la ν-ésima variable” significará que θν(·, x−ν) es continua (respecti-
vamente convexa, diferenciable, etc.) para todo x−ν ∈ Rn−nν .

La principal pregunta que surge al analizar un GNEP dado consiste en decidir si
este admite soluciones. La respuesta a esta cuestión está sujeta a las caracteŕısticas
del GNEP considerado. Como regla general, mientras más débiles sean las hipóte-
sis bajo las que trabajemos, menos podremos afirmar sobre nuestro problema. Por
ello es usual considerar GNEPs que satisfagan hipótesis “razonables”. Una primera
hipótesis razonable es la siguiente hipótesis

H1. (Hipótesis de continuidad) Cada θν es continua en Rn.

Otras hipótesis que comúnmente se toman en cuenta son las siguientes.

H2. (Hipótesis de diferenciabilidad) Cada θν es de clase C1 en Rn.

H3. (Hipótesis de convexidad) Cada θν es convexa repecto a la ν-ésima variable.

H4. (Hipótesis de cuasiconvexidad) Cada θν es cuasiconvexa respecto a la ν-
ésima variable.

Los GNEPs que verifican la hipótesis de diferenciabilidad H2., que es más fuerte
que la hipótesis de continuidad H1., pueden ser más fáciles de analizar debido a que
en este caso las funciones objetivo de los problemas de minimización (10.2) asociados
al GNEP son diferenciables. En las Secciones 11, 15 y 16 estudiaremos más a fondo
este tipo de GNEPs.

Por otra parte, las hipótesis H3. y H4. son motivadas por el hecho de que el
GNEP posee un origen económico. Más precisamente, como en economı́a surgen
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naturalmente funciones convexas, o, más generalmente, funciones cuasiconvexas, los
GNEPs que satisfacen estas hipótesis han sido históricamente importantes. Por ejem-
plo, cuando John Nash definió el NEP en [26] y probó su teorema de existencia de
solución (Teorema 9.4), trabajaba bajo las hipótesis de convexidad H3. y continui-
dad H1.. La hipótesis de cuasiconvexidad H4. es la generalización natural de la
hipótesis de convexidad H3..

Cuando se trabaja bajo la hipótesis de convexidad (o cuasiconvexidad) es común
requerir que los conjuntos factibles de los problemas (10.2) sean convexos, o sea que

cada Xν(x
−ν) sea convexo.

Los NEPs constituyen la subclase más importante de los GNEPs. En [29], J.B.
Rosen introdujo una subclase de GNEPs que, por un lado, contiene a los NEPs, y
que, por el otro, es lo suficientemente restrictiva como para que tenga propiedades
interesantes (véase el Teorema 10.6). La hipótesis que Rosen introdujo es la siguiente.

HR. (Hipótesis de Rosen) Existe un conjunto no vaćıo y convexo (posiblemente
cerrado o compacto) X ⊂ Rn tal que cada Xν(x

−ν) está dado por

Xν(x
−ν) = {xν ∈ Rn | (xν , x−ν) ∈ X}. (10.3)

Claramente, cuando esta hipótesis se satisface se tiene que

cada Xν(x
−ν) es convexo;

además, si el conjunto X es cerrado (compacto) entonces

cada Xν(x
−ν) también es cerrado (compacto).

Otra ventaja es que en estos casos los vectores factibles del GNEP, o sea los puntos
x̄ ∈ Rn tales que x̄ν ∈ Xν(x̄

−ν) para todo ν, o equivalentemente x̄ ∈ Ω(x̄), son
precisamente los elementos del conjunto X (véase el Lema 10.3). Una consecuencia
inmediata de este hecho es que la definición de equilibrio de Nash generalizado se
simplifica levemente: un vector x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) es solución del GNEP si y solo si
x̄ ∈ X y

θν(x̄
ν , x̄−ν) ≤ θν(x

ν , x̄−ν) para cualesquiera ν ∈ {1, . . . , N} y xν ∈ Xν(x̄
−ν).

Lema 10.3. Supongamos que existe un conjunto X ⊂ Rn tal que la hipótesis de
Rosen es satisfecha. Entonces para todo x ∈ Rn se cumple que x ∈ Ω(x) si y solo si
x ∈ X.

Prueba. Si x ∈ Ω(x), entonces xν ∈ Xν(x
−ν) para todo ν ∈ {1, . . . , N}, esto es,

x = (xν , x−ν) ∈ X. Rećıprocamente, si x ∈ X, entonces es claro que cada xν está en
Xν(x

−ν) pues (xν , x−ν) = x ∈ X, y en consecuencia x ∈ Ω(x).

Observación 10.4. Un GNEP que cumple la hipótesis de Rosen es un NEP si y
solo si su conjunto asociado X se escribe de la forma

X = X1 × · · · ×XN , (10.4)
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donde cada conjunto Xν ⊂ Rnν es convexo y no vaćıo. Cuando esto sucede las
multifunciones Xν están dadas por

Xν(x
−ν) =

{
Xν , si existe xν ∈ Rnν tal que (xν , x−ν) ∈ X,
∅, si (xν , x−ν) 6∈ X para todo xν ∈ Rnν .

Si vemos el GNEP desde el punto de vista de los beneficios o utilidades (véase
la Observación 9.5), el conjunto X de la hipótesis de Rosen tiene una interpretación
interesante. Solo para ilustrar este punto supongamos que X tiene la forma

X = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x2
1 + · · ·+ x2

n ≤M y 0 ≤ xi para todo i},

donde M > 0. Entonces podemos pensar en X como la totalidad de recursos conjun-
tos de que disponen todos los jugadores: mientras más recursos utilice uno de ellos
para incrementar sus utilidades, habrá menos recursos disponibles que los demás
jugadores puedan emplear.

El GNEP del Ejemplo 10.2 satisface todas las hipótesis que hemos introducido
en esta sección. En este caso el conjunto X está dado por

X = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 + x2 ≤ 1}.

Ejemplo 10.5. En R2 consideremos el siguiente juego de N = 2 participantes

min
x1

x1 + x2 − 1, min
x2

x1x2,

x1 ≥ 0 x1 ≥ 0

x2 ≥ (x1)2 x2 ≥ (x1)2

en el que el jugador 1 controla la variable x1 y el jugador 2 controla la variable x2.
Este GNEP satisface la hipótesis de Rosen. Su conjunto asociado X es

X = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 ≥ 0, x2 ≥ (x1)2}.

Dada una estrategia x2 ≥ 0 del segundo jugador, la región factible del primer jugador
es

X1(x−1) = X1(x2) = {x1 ∈ R | (x1, x2) ∈ X} =
[
0,
√
x2
]
,

por lo que el conjunto solución de su problema de optimización asociado es

S1(x2) = {0}.

De manera semejante, dada una estrategia x1 ≥ 0 del primer jugador, la región
factible del segundo jugador es

X2(x−2) = X2(x1) = {x1 ∈ R | (x1, x2) ∈ X} =
[
(x1)2,∞

)
,

de forma que

S2(x1) =

{
[0,∞), si x1 = 0,

{(x1)2}, si x1 > 0.

Luego, un vector factible x̄ = (x̄1, x̄2) ∈ X es una solución del GNEP si y solo si
x̄1 = 0 y x̄2 ≥ 0, o sea que {0}× [0,∞[ representa al conjunto de equilibrios de Nash
generalizado.
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X1(x̄2)

X2(x̄1)

soluciones del GNEP

(x̄1, x̄2)

{x̄1} × S2(x̄1)S1(x̄2)× {x̄2}

x1

x2

Figura 10.2: Gráfico del Ejemplo 10.5. La región sombreada representa a X. Para
cada punto factible x̄ = (x̄1, x̄2) ∈ X tenemos S(x̄) = {0} × [0,∞) si x1 = 0 y
S(x̄) = {0} × {(x1)2} si x1 > 0; además, x̄ ∈ S(x̄) si y solo si x̄1 = 0.

Los GNEPs que verifican la hipótesis de Rosen fueron estudiados en detalle en
[29], donde, entre otras cosas, Rosen generalizó el teorema de existencia de solu-
ción de Nash. Debido a la importancia que estos GNEPs han tenido en las últimas
décadas, a veces se les ha confundido con la versión general del GNEP.

Teorema 10.6 (Rosen, [29, Theorem 1]). Supongamos que se satisface la hipótesis
de Rosen y que además se verifican las hipótesis de continuidad y convexidad H1.
y H3.. Supongamos también que el conjunto X asociado es compacto. Entonces el
GNEP admite solución.

Prueba. Sea la función ρ : Rn × Rn → R definida por

ρ(x, y) =
N∑
ν=1

θν(y
ν , x−ν).

Esta función es continua, y tiene la propiedad de que para cada x ∈ Rn fijo la
aplicación

ρ(x, ·) : y 7→ ρ(x, y)

es convexa y continua, por lo que el conjunto

Γ(x) := {y ∈ X | ρ(x, y) = mı́n
z∈X

ρ(x, z)} ⊂ X

es convexo y no vaćıo (pues X es compacto) . Esto nos da un operador Γ : X ⇒ X
cuyas imágenes son convexas y no vaćıas.

Afirmamos que el gráfico G(Γ) de Γ es cerrado, lo que será una fácil consecuencia
de la continuidad de ρ. De hecho, si (xk, yk) es una sucesión en G(Γ) que converge
a (x̄, ȳ), entonces x̄, ȳ ∈ X y

ρ(xk, yk) ≤ ρ(xk, z) para todo z ∈ X,
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de donde, tomando ĺımite cuando k →∞ para z ∈ X fijo, deducimos que

ρ(x̄, ȳ) ≤ ρ(x̄, z) para todo z ∈ X,

es decir, (x̄, ȳ) ∈ G(Γ). Aśı, Γ satisface las hipótesis del teorema de Kakutani (Teo-
rema 4.20), y en consecuencia posee un punto fijo x̄ ∈ Γ(x̄).

Veamos finalmente que x̄ ∈ X es una solución del GNEP. Dados ν ∈ {1, . . . , N}
y xν ∈ Xν(x̄

−ν), tenemos que verificar que θν(x̄
ν , x̄−ν)− θν(xν , x̄−ν) ≤ 0. El vector

y := (xν , x̄−ν) = (x̄1, . . . , x̄ν−1, xν , x̄ν+1, . . . , x̄N)

pertenece a X y tiene la propiedad de que yµ = x̄µ si µ 6= ν y yν = x̄ν , de manera
que

θν(x̄
ν , x̄−ν)− θν(xν , x̄−ν) =

N∑
µ=1

(
θµ(x̄µ, x̄−µ)− θµ(yµ, x̄−µ)

)
= ρ(x̄, x̄)− ρ(x̄, y) ≤ 0,

donde la última desigualdad se debe a que x̄ ∈ Γ(x̄). Esto completa la prueba del
teorema.

Los puntos fijos x̄ ∈ Γ(x̄) del operador Γ definido en la prueba del teorema
anterior son llamados equilibrios de Nash normalizados (véase la Sección 15).
Acabamos de ver que todo equilibrio de Nash normalizado es un equilibrio de Nash
generalizado.

Observación 10.7. El teorema de Nash sigue siendo válido si reemplazamos la
hipótesis de convexidad H3. por la hipótesis de cuasiconvexidad H4., como puede
verse fácilmente de su demostración. No acontece lo mismo con el teorema de Ro-
sen pues la hipótesis H4. no implica necesariamente que las funciones ρ(x, ·) sean
cuasiconvexas.

El teorema de Rosen fue uno de los primeros resultados que garantizaban que
ciertos GNEPs poséıan solución (el primero fue dado por Debreu [10]). Existen
muchos otros resultados de este tipo, el más importante de los cuales tal vez sea el
siguiente teorema, aplicable a GNEPs que no necesariamente verifican la hipótesis
de Rosen.

Teorema 10.8 ([21]). Supongamos que se cumplen las hipótesis de continuidad y
cuasiconvexidad H1. y H4. (pero no necesariamente la hipótesis de Rosen). Supon-
gamos también que existen N conjuntos convexos, compactos y no vaćıos Kν ⊂ Rnν

tales que para cada x ∈ K1 × · · · ×KN el conjunto

Ω(x) = X1(x−1)× · · · ×XN(x−N)

está contenido en K1 × · · · ×KN y es convexo, compacto y no vaćıo. Si cada multi-
función

Xν : K1 × · · · ×Kν−1 ×Kν+1 × · · · ×KN ⇒ Rnν

es sci y scs entonces el GNEP posee solución.
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Antes de comenzar la prueba observemos que la hipótesis del teorema sobre Ω
significa que si x ∈ K1 × · · · ×KN , entonces cada Xν(x

−ν) está contenido en Kν y
es convexo, compacto y no vaćıo. En particular, cada multifunción Xν : K−ν ⇒ Kν ,
donde

K−ν := K1 × · · · ×Kν−1 ×Kν+1 × · · · ×KN ,

tiene imágenes convexas, compactas y no vaćıas.
Siendo cada Xν : K−ν ⇒ Kν sci y scs, las multifunciones K ⇒ Kν dadas por

x 7→ Xν(x
−ν), donde K := K1 × · · · ×KN , son también sci y scs (véase el Ejemplo

4.4), lo cual significa que
Ω : K ⇒ K

es sci y scs (véase el comentario que sigue al Ejemplo 4.6). Rećıprocamente, si las
multifunciones K ⇒ Kν , x 7→ Xν(x

−ν) son sci y scs, entonces cada Xν : K−ν ⇒ Kν

también es sci y scs (véase el Ejemplo 4.4).
Aśı, las hipótesis sobre Ω y los Xν en el Teorema 10.8 nos dicen en esencia que

Ω : K ⇒ K es sci y scs con imágenes convexas, compactas y no vaćıas. En particular,
el gráfico G(Ω) de Ω : K ⇒ K es cerrado por la Proposición 4.15.

Prueba del Teorema 10.8. Procedemos como en la prueba del teorema de Nash
(Teorema 9.4): mostraremos que el operador S : K ⇒ K satisface las hipótesis
del teorema de Kakutani (Teorema 4.20), lo cual implicará que S posee un punto
fijo. La prueba de que S tiene imágenes convexas y no vaćıas es la misma que en
la demostración del teorema de Nash, reemplazando Xν por Xν(x̄

−ν) y usando la
cuasiconvexidad de las aplicaciones xν 7→ θν(x

ν , x̄−ν).
Solo nos falta mostrar que las semicontinuidades superior e inferior de cada Xν

implican que G(S) es cerrado. Sea (xk, yk) una sucesión en G(S) que converge a
(x̄, ȳ). Entonces (x̄, ȳ) ∈ G(Ω), pues G(Ω) es cerrado y G(S) ⊂ G(Ω). Además
yνk ∈ Sν(x−νk ) para cualesquiera k y ν, es decir,

θν(y
ν
k , x

−ν
k ) ≤ θν(z

ν , x−νk ) para cualesquiera k, ν y zν ∈ Xν(x̄
−ν).

Queremos ver que (x̄, ȳ) ∈ G(S), o sea que

θν(ȳ
ν , x̄−ν) ≤ θν(x

ν , x̄−ν) para cualesquiera ν y xν ∈ Xν(x̄
−ν).

Dados ν y xν ∈ Xν(x̄
−ν), como Xν : K−ν ⇒ Kν es sci y x−νk → x̄−ν , existe por el

Lema 4.8 una sucesión (zνk) en Kν que converge a xν y tal que zνk ∈ Xν(x
−ν
k ) para

todo k. De manera que tomando ĺımite en

θν(y
ν
k , x

−ν
k ) ≤ θν(z

ν
k , x

−ν
k )

conseguimos
θν(ȳ

ν , x̄−ν) ≤ θν(x
ν , x̄−ν),

que era lo que deseábamos probar.

Observación 10.9. Pareciera que en la prueba anterior no fue usada la hipótesis de
semicontinuidad superior de los Xν : K−ν ⇒ Kν . Sin embargo, ella fue necesaria para
deducir que G(Ω) era cerrado, lo que implicó (x̄, ȳ) ∈ G(Ω), esto es, ȳν ∈ Xν(x̄

−ν)
para cada ν.



Caṕıtulo 3

Reformulaciones como problemas
de desigualdad variacional

En este caṕıtulo presentamos varias reformulaciones del GNEP como problemas
de desigualdad variacional. Lo que haremos esencialmente será aplicar las condicio-
nes de optimalidad de la Sección 8, que traducen un problema de minimización del
tipo

min f(x), x ∈ Rn

en un problema de desigualdad variacional, a los problemas de minimización

min
xν

θν(x
ν , x−ν), xν ∈ Xν(x

−ν) (10.2)

que enfrenta cada jugador1. Como vimos en dicha sección, el tipo de reformula-
ción que obtuvimos dependió de las propiedades de f . Igualmente, las hipótesis que
adoptemos determinarán el tipo de reformulación del GNEP que obtendremos aqúı.

Antes de comenzar, recordamos y fijamos algunas notaciones y terminoloǵıa del
Caṕıtulo 2. Primero que nada, trabajaremos siempre bajo la hipótesis de Rosen, esto
es, existirá siempre un conjunto convexo y no vaćıo X ⊂ Rn tal que cada Xν(x

−ν)
está dado por

Xν(x
−ν) = {xν ∈ Rnν | (xν , x−ν) ∈ X}; (10.3)

en particular, los conjuntos Xν(x
−ν) también serán convexos. Luego, el GNEP será

un NEP si y solo si el conjunto X tiene la forma

X = X1 × · · · ×XN , (10.4)

donde cada Xν ⊂ Rnν es convexo y no vaćıo, en cuyo caso

Xν(x
−ν) =

{
Xν , si existe xν ∈ Rnν tal que (xν , x−ν) ∈ X,
∅, si (xν , x−ν) 6∈ X para todo xν ∈ Rnν .

A menos que se indique lo contrario, vamos a suponer tácitamente que las funciones
objetivo de nuestros GNEPs satisfacen la hipótesis de continuidad

1En términos generales, la mayor parte de este caṕıtulo puede verse como una serie de corolarios
de los resultados de la Sección 8.
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H1. cada θν es continua en Rn.

Adicionalmente, los GNEPs considerados satisfarán las siguientes hipótesis (no ne-
cesariamente todas) de diferenciabilidad, convexidad y cuasiconvexidad

H2. cada θν es de clase C1 en Rn;

H3. cada θν es convexa repecto a la ν-ésima variable;

H4. cada θν es cuasiconvexa respecto a la ν-ésima variable,

respectivamente. Si x = (x1, . . . , xN) ∈ Rn, entonces

Ω(x) = X1(x−1)× · · · ×XN(x−N) ⊂ Rn,

definiendo esto una multifunción Ω : Rn ⇒ Rn cuyos puntos fijos x ∈ Ω(x) son los
puntos factibles del GNEP. Sabemos del Lema 10.3 que

x ∈ Ω(x) si y solo si x ∈ X,

es decir, los puntos factibles del GNEP son precisamente los elementos de X.
Toda solución x̄ ∈ Rn del GNEP es un vector factible, o sea x̄ ∈ X. Rećıprocamente,
un vector factible x̄ ∈ X es una solución del GNEP si y solo si

θν(x̄
ν , x̄−ν) ≤ θν(x

ν , x̄−ν) para cualesquiera ν ∈ {1, . . . , N} y xν ∈ Xν(x
−ν).

Vamos a reformular el GNEP primero bajo las hipótesis de diferenciabilidad H2.
y convexidad H3. (Sección 11). Luego debilitaremos la hipótesis de diferenciabili-
dad, trabajando solo con las hipótesis de continuidad H1. y convexidad H3. (Sección
12). Después reemplazaremos la hipótesis de convexidad por la de cuasiconvexidad,
trabajando solamente con las hipótesis H1. y H4. (Sección 13). Aunque las reformu-
laciones serán totales (nos darán condiciones necesarias y suficientes) para el NEP,
y parciales (nos darán solo condiciones suficientes) para el GNEP general, en cada
caso ellas nos permitirán obtener resultados análogos al teorema de Rosen (Teorema
10.6).

11. Caso convexo y diferenciable

Trabajamos primero con GNEPs que satisfacen las hipótesis de diferenciabilidad y
convexidad H2. y H3.. Entonces para cada ν ∈ {1, . . . , N} y x−ν ∈ Rn−nν fijos la
aplicación

θν(·, x−ν) : xν 7→ θν(x
ν , x−ν),

que el ν-ésimo jugador desea minimizar sobre Xν(x
−ν), es convexa y diferenciable.

De ah́ı que la idea para reformular el GNEP sea utilizar la condición de optimalidad
de la Subsección 8.1, aplicable a problemas de minimización cuya función objetivo
es convexa y diferenciable.

Más precisamente, para cada punto x = (x1 . . . , xN) en Rn definamos el vector

F (x) :=
(
∇xνθν(x

ν , x−ν)
)N
ν=1

=
(
∇x1θ1(x1, x−1), · · · ,∇xN θN(xN , x−N)

)
∈ Rn,

donde ∇xνθν(x
ν , x−ν) es el gradiente de θν(·, x−ν) en el punto xν . Entonces existe un

resultado clásico que relaciona el GNEP con el problema de desigualdad variacional
V I(F,X) asociado a la función F : Rn → Rn.
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Teorema 11.1. Consideremos un GNEP que satisface las hipótesis de diferenciabi-
lidad y convexidad H2. y H3.. Entonces toda solución del problema de desigualdad
variacional V I(F,X) es solución del GNEP.

Prueba. Sea x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) ∈ X una solución del problema V I(F,X). Entonces

N∑
µ=1

〈∇xµθµ(x̄µ, x̄−µ), zµ − x̄µ〉 = 〈F (x̄), z − x̄〉 ≥ 0 para todo z = (z1, . . . , zN) ∈ X,

donde 〈, 〉 representa el producto interno correspondiente en cada caso. Debido a la
hipótesis de Rosen, cada componente x̄ν de x̄ está en Xν(x̄

−ν). Además, para cada
ν ∈ {1, . . . , N} y xν ∈ Xν(x̄

−ν) tenemos que el vector

z := (xν , x̄−ν) = (x̄1, . . . , x̄ν−1, xν , x̄ν+1, . . . , x̄N)

está en X y tiene la propiedad de que zµ = x̄µ si µ 6= ν y zν = xν , de modo que

〈∇xνθν(x̄
ν , x̄−ν), xν − x̄ν〉 =

N∑
µ=1

〈∇xµθµ(x̄µ, x̄−µ), zµ − x̄µ〉 ≥ 0.

La Proposición 8.1 implica por tanto que para cada ν fijo el vector x̄ν minimiza
la función convexa y diferenciable θν(·, x̄−ν) sobre el conjunto convexo Xν(x̄

−ν), es
decir, x̄ es solución del GNEP.

Consecuentemente, si encontramos alguna solución del problema V I(F,X) en-
tonces habremos encontrado un equilibrio de Nash generalizado. La importancia del
Teorema 11.1 radica justamente en este hecho, ya que existen muchas más herramien-
tas, teóricas y algoŕıtmicas, para abordar los problemas de desigualdad variacional
que para abordar el GNEP. Sin embargo, esta es solo una reformulación parcial del
GNEP porque en general hay muchas más soluciones del GNEP que soluciones del
problema V I(F,X), de manera que, por ejemplo, si determinamos que el problema
V I(F,X) no posee soluciones entonces no podemos afirmar nada sobre el GNEP.

El siguiente ejemplo muestra lo que ya fue aludido en el párrafo anterior: que no
toda solución del GNEP es solución del problema V I(F,X).

Ejemplo 11.2. Consideremos el GNEP del Ejemplo 10.2, que satisface las hipótesis
H2. y H3.. Tenemos X = {(x1, x2) | x1 + x2 ≤ 1}. Como θ1(x1, x2) = (x1 − 1)2 y
θ2(x1, x2) = (x2 − 1

2
)2, la función F tiene la forma

F (x1, x2) =
(
2(x1 − 1), 2(x2 − 1

2
)
)
.

Gráficamente, podemos ver que el problema V I(F,X) posee una única solución en
el punto x̄ := (3

4
, 1

4
). Todos los demás puntos del segmento que une α := (1

2
, 1

2
) y

β := (1, 0) no son soluciones de V I(F,X), pero śı son soluciones del GNEP, como
ya fue probado en el Ejemplo 10.2.

No obstante que el GNEP y el problema V I(F,X) no son equivalentes en general,
śı lo son si en vez del GNEP consideramos el NEP, es decir, si suponemos que el
conjunto X del GNEP está dado como en (10.4), o sea X = X1 × · · · ×XN donde
cada Xν es convexo y no vaćıo.
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Figura 11.1: Gráfico del Ejemplo 11.2.

Teorema 11.3. Consideremos un GNEP que satisface las hipótesis de diferencia-
bilidad y convexidad H2. y H3.. Si el conjunto X está definido como en (10.4),
entonces las soluciones del problema de desigualdad variacional V I(F,X) coinci-
den con las soluciones del GNEP. En particular, el NEP es equivalente al problema
V I(F,X).

Prueba. Vamos a mostrar que toda solución del GNEP es solución del problema
V I(F,X). Sea x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) una solución del GNEP. Entonces x̄ ∈ X y cada
x̄ν minimiza la función convexa y diferenciable θν(·, x̄−ν) sobre el conjunto convexo
Xν(x̄

−ν). Sabemos por la Proposición 8.1 que 〈∇xνθν(x̄
ν , x̄−ν), xν − x̄ν〉 ≥ 0 para

todo xν ∈ Xν(x̄
−ν). En particular, dado cualquier vector x = (x1, . . . , xN) en X =

X1 × · · · ×XN tenemos que cada xν está en Xν = Xν(x̄
−ν), de donde

〈F (x̄), x− x̄〉 =
N∑
ν=1

〈∇xνθν(x̄
ν , x̄−ν), xν − x̄ν〉 ≥ 0.

Esto prueba que x̄ es solución del problema V I(F,X).

Aśı, resolver el NEP equivale a resolver el problema V I(F,X). Desde un punto
de vista histórico, este fue uno de los primeros resultados que conectaron los equili-
brios de Nash con el problema de desigualdad variacional; desde un punto de vista
práctico, esta reformulación contribuyó mucho al estudio de los NEPs (véase por
ejemplo [13]).

Ahora aplicamos nuestra reformulación (Teorema 11.1) para probar un caso par-
ticular del teorema de Rosen (Teorema 10.6).

Teorema 11.4 (Existencia de solución). Consideremos un GNEP que satisface las
hipótesis de diferenciabilidad y convexidad H2. y H3.. Si el conjunto X es no vaćıo,
convexo y compacto, entonces el GNEP posee solución.

Prueba. De acuerdo con el Teorema 11.1, bastará con mostrar que el problema
de desigualdad variacional V I(F,X) admite alguna solución. Como cada aplicación
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x 7→ ∇xνθν(x
ν , x−ν) es continua (pues θν es de clase C1), la función F , que está dada

por
F (x) =

(
∇x1θ1(x1, x−1), · · · ,∇xN θN(xN , x−N)

)
,

es continua. El Teorema 7.4 nos garantiza por tanto que el problema V I(F,X) posee
solución. Esto concluye la prueba del teorema.

Hemos visto que la diferenciabilidad de las funciones θν , o sea la hipótesis H2.,
jugó un papel crucial en los teoremas que acabamos de probar. Esto debido a que
la función F está definida en términos de los gradientes de los θν ’s. Desde luego, si
omitimos la hipótesis H2. ya no podemos utilizar tales gradientes, por lo que dichos
teoremas ya no son válidos. Sin embargo, en la siguiente sección veremos que gracias
a la hipótesis de convexidad H3., cada teorema de esta sección puede generalizarse
de forma natural al caso en que los θν ’s no son diferenciables.

Observación 11.5 (Generalizaciones de los teoremas). En esta observación enume-
ramos varias extensiones de los teoremas probados hasta ahora, que se desprenden
de sus demostraciones.

(1) Los Teoremas 11.1 y 11.3 se cumplen bajo hipótesis un poco más generales. A
saber, como la Proposición 8.1 es válida cuando la función objetivo respectiva
es convexa y diferenciable (o pseudoconvexa), las hipótesis H2. y H3. pueden
ser reemplazadas por la condición

cada función θν(·, x−ν) : xν 7→θν(x
ν , x−ν) es convexa y diferenciable, (11.1)

o, más generalmente, por la hipótesis de pseudoconvexidad

cada θν es pseudoconvexa respecto a la ν-ésima variable. (11.2)

Es claro que también podemos prescindir de la hipótesis tácita de continuidad
H1.. Más aun, todo funciona si el conjunto X de la hipótesis de Rosen, en vez
de ser convexo, tan solo satisface la hipótesis de que

Xν(x
−ν)={xν | (xν , x−ν)∈X} es convexo para cualesquiera ν y x−ν . (11.3)

Si bien esto último mejora ligeramente el Teorema 11.1, no conseguimos nada
nuevo respecto del Teorema 11.3, pues al considerar NEPs (esto es, X =
X1 × · · · × XN) tenemos Xν(x

−ν) = ∅ o Xν(x
−ν) = Xν , de modo que la

afirmación (11.3) equivale a la convexidad de X.

(2) Puede verse que el Teorema 11.4 también se cumple cuando reemplazamos
las hipótesis H2. y H3. por la condición (11.1). En este caso, la continuidad
de las aplicaciones x 7→ ∇xνθν(x

ν , x̄−ν) en la prueba de dicho teorema se si-
gue del Corolario 2.29. Como este corolario es consecuencia de la Proposición
2.27, que no vale cuando la función f en cuestión es pseudoconvexa, no po-
demos reemplazar la condición (11.1) por la hipótesis de pseudoconvexidad
(11.2). Tampoco podemos debilitar la hipótesis de continuidad H1. (véanse
las hipótesis del Corolario 2.29), ni la convexidad del conjunto X de la hipóte-
sis de Rosen, ya que dicha convexidad es necesaria para aplicar el Teorema de
Kakutani-Fan (Teorema 4.19) en la prueba del Teorema 7.6.
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Comentario aparte 11.6 (Desigualdad cuasivariacional). Supongamos que el GNEP
considerado no verifica la hipótesis de Rosen y que, en vez de tener un conjunto con-
vexo X tal que (10.3) se satisface, tan solo tenemos la hipótesis de que

Xν(x
−ν) es convexo para cualesquiera ν y x−ν .

Supongamos además que las hipótesis de diferenciabilidad y convexidad H2. y H3.
se cumplen, o, más generalmente, que la hipótesis de pseudoconvexidad (11.2) es
satisfecha. Entonces las demostraciones de los Teoremas 11.1 y 11.3 nos permiten
ver que un punto factible x̄ ∈ Ω(x̄) es solución del GNEP si y solo si x̄ es solución
del problema de desigualdad cuasivariacional QV I(F,Ω), donde la multifunción Ω
está dada por

Ω(x) = X1(x−1)× · · · ×XN(x−N).

Obtenemos aśı que el GNEP es equivalente al problema de desigualdad cuasivaria-
cional QV I(F,Ω). Más aun, esta equivalencia permanece válida si prescindimos de
la hipótesis de continuidad H1.. Obsérvese finalmente que la equivalencia clásica
entre el NEP y el problema V I(F,X), obtenida en el Teorema 11.3, es un caso par-
ticular de esta nueva equivalencia, ya que al considerar el NEP en lugar del GNEP,
la hipótesis de Rosen es automáticamente verificada y los problemas V I(F,X) y
V I(F,Ω) son los mismos.

Condiciones KKT

Teniendo en cuenta que toda solución del problema V I(F,X) es solución del
GNEP, pero no rećıprocamente, surge una pregunta natural: ¿cuáles son las solucio-
nes del GNEP que se preservan al pasar del GNEP al problema V I(F,X)? Aunque
no existe una respuesta completa a esta pregunta, podemos utilizar las condiciones
KKT (véanse las Secciones 3 y 7) para dar una caracterización de tales soluciones
del GNEP en ciertos casos. Con este fin, vamos a suponer que el conjunto convexo
X de la definición del GNEP está dado por

X = {x ∈ Rn | g1(x) ≤ 0, . . . , gr(x) ≤ 0}, (11.4)

donde g1, . . . , gr : Rn → R son funciones convexas y diferenciables.
La idea es la siguiente. Supongamos que x̄ ∈ X es una solución del GNEP.

Entonces cada x̄ν minimiza θν(·, x̄−ν) sobre el conjunto convexo Xν(x̄
−ν). Luego, si

alguna condición de calificación2 (CQ) se satisface en x̄ν , entonces existe un vector
λν = (λν1, . . . , λ

ν
r) de multiplicadores en x̄ν tales que las condiciones KKT

∇xνθν(x̄
ν , x̄−ν) +

∑
i

λνi · ∇xνgi(x̄
ν , x̄−ν) = 0,

0 ≤ λν ⊥ g(x̄) ≤ 0,

(11.5)

2Recordemos que una condición de calificación (CQ) para el problema

min f(x), x ∈ X,

donde X = {x | g1(x), . . . , gr(x) ≤ 0}, es una condición suficiente para que en un mı́nimo local
dado x̄ ∈ X del problema exista un vector de multiplicadores de Lagrange. Véase la página 43.



Caṕıtulo 3. Reformulaciones como problemas de desigualdad variacional 101

se cumplen.
Similarmente, si x̄ ∈ X es solución del problema V I(F,X) y alguna CQ3 se

satisface en x̄, entonces existe un vector de multiplicadores λ = (λ1, . . . , λr) tales
que las condiciones KKT

F (x̄) +
∑
i

λi · ∇gi(x̄) = 0,

0 ≤ λ ⊥ g(x̄) ≤ 0,

se satisfacen. Por la definición de F , este sistema equivale a

∇xνθν(x̄
ν , x̄−ν) +

∑
i

λi · ∇xνgi(x̄
ν , x̄−ν) = 0,

0 ≤ λ ⊥ g(x̄) ≤ 0.

(11.6)

Con estas observaciones podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 11.7 (Condiciones KKT). Consideremos un GNEP que satisface las
hipótesis de diferenciabilidad y convexidad H2. y H3.. Supongamos que el conjunto
X asociado está dado como en (11.4).

(1) Si x̄ es una solución del problema V I(F,X) para la que existen multiplicadores
λ ∈ Rr que verifican (11.6), entonces x̄ es una solución del GNEP que satisface
(11.5) con λ1 = · · · = λN = λ.

(2) Si x̄ es una solución del GNEP en la que existen multiplicadores λ1, . . . , λN

que verifican (11.5), y tales que λ1 = · · · = λN , entonces x̄ es una solución del
problema V I(F,X) en la que λ = λ1 = · · · = λN .

Prueba. Básicamente, aplicaremos los Teoremas 3.9 y 7.3.
(1) Como los multiplicadores λ satisfacen (11.6), entonces claramente satisfacen

(11.5) con λ1 = · · · = λN = λ. Luego, aplicando el Teorema 3.9 vemos que cada x̄ν

minimiza θν(·, x̄−ν) sobre Xν(x̄
−ν), es decir, x̄ es solución del GNEP.

(2) Definiendo λ := λ1 = · · · = λN , vemos que λ verifica (11.6). Luego, gracias
al Teorema 7.3 concluimos que x̄ es solución de V I(F,X).

Observación 11.8 (Caso pseudoconvexo). Dado que el Teorema 3.9 es válido cuan-
do la función objetivo es pseudoconvexa (y no solamente convexa y diferenciable),
el Teorema 11.7 permanece válido si sustituimos las hipótesis de diferenciabilidad y
convexidad H2. y H3. por la condición (11.1), o, más generalmente, por la hipótesis
de pseudoconvexidad (11.2).

Ejemplo 11.9. Revisemos el GNEP del Ejemplo 10.5, que verifica las hipótesis H2.
y H3.. Como θ1(x1, x2) = x1 + x2 − 1 y θ2(x1, x2) = x1x2, la función F está dada
por

F (x1, x2) = (1, x1).

3Una condición de calificación (CQ) para el problema V I(F,X), donde X tiene la forma
{x | g1(x), . . . , gr(x) ≤ 0}, es una condición suficiente para que en una solución x̄ ∈ X de V I(F,X)
exista un vector de multiplicadores de Lagrange. Véase la página 70.
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(x̄1, x̄2)
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Figura 11.2: Gráfico del Ejemplo 11.9.

Como también X = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 ≥ 0, x2 ≥ (x1)2}, las funciones gi son

g1(x1, x2) = −x1 y g2(x1, x2) = (x1)2 − x2.

Ya sabemos que el conjunto de soluciones de este GNEP es {0} × [0,∞). Analice-
mos los multiplicadores de Lagrange en cada punto x̄ = (x̄1, x̄2) de este conjunto.
Observamos en seguida que

F (x̄1, x̄2) = (1, 0), ∇g1(x1, x2) = (−1, 0) y ∇g2(x1, x2) = (0,−1).

Supongamos primero que x̄2 > 0. Entonces el conjunto activo es I(x̄) = {1}, por
lo que cada vector de multiplicadores λν (si existe) tendrá solo una coordenada.
Identificamos cada λν con dicha coordenada4. Ahora es fácil ver que λ1 = 1, λ2 = ∗
pues

1 + 1 · (−1) = 0 y 0 + ∗ · 0 = 0,

donde ∗ representa a cualquier número no negativo. Tomando λ2 = 1 tenemos
λ1 = λ2, lo que por la parte (2) del Teorema 11.7 significa que x̄ es solución de
V I(F,X) con vector de multiplicadores λ = λ1 = λ2 = 1; efectivamente,

(1, 0) + 1 · (−1, 0) = (0, 0).

Supongamos ahora que x̄2 = 0. El conjunto activo es I(x̄) = {1, 2} y cada vector λν

(si existe) debe tener dos coordenadas. Podemos entonces deducir que λ1 = (1, ∗) y
λ2 = (∗, 0), pues

1 + 1 · (−1) + ∗ · 0 = 0 y 0 + ∗ · 0 + 0 · (−1) = 0.

Escogiendo λ1 = (1, 0) y λ2 = (1, 0) tenemos λ1 = λ2, lo cual, nuevamente, significa
que x̄ es solución del problema V I(F,X) con vector de multiplicadores de Lagrange
λ = λ1 = λ2 = (1, 0); en efecto,

(1, 0) + 1 · (−1, 0) + 0 · (0,−1) = (0, 0).

Esto quiere decir en particular que las soluciones de este GNEP coinciden con las
soluciones de V I(F,X).

4Nótese que ya hicimos esto para los vectores de estrategias x = (x1, x2) cuando n1 = n2 = 1. En
efecto, al representar cada xν a una sola coordenada, xν pasaba a representar a dicha coordenada.
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Figura 11.3: Gráfico del Ejemplo 11.10.

Ejemplo 11.10. Veamos nuevamente el Ejemplo 10.2. Teńıamos alĺı que θ1(x1, x2) =
(x1 − 1)2, θ2(x1, x2) = (x2 − 1

2
)2, X = {(x1, x2) | x1 + x2 ≤ 1} y

F (x1, x2) =
(
2(x1 − 1), 2(x2 − 1

2
)
)
.

Existe una única función gi que define X, a saber,

g1(x1, x2) = x1 + x2 − 1.

A continuación analizamos los multiplicadores de Lagrange en las soluciones del
GNEP, o sea en los puntos x̄ = (x̄1, x̄2) tales que 1

2
≤ x̄1 ≤ 1 y x̄1 + x̄2 = 1.

Evidentemente,

F (x̄1, x̄2) =
(
2(x̄1 − 1), 2(x̄2 − 1

2
)
)

y ∇g1(x̄1, x̄2) = (1, 1).

Como el conjunto activo I(x̄) = {1} tiene siempre solo un elemento, realizamos la
misma identificación del ejemplo anterior. Ahora es fácil ver que λ1 = −2(x̄1 − 1) y
que λ2 = −2(x̄2 − 1

2
) pues

2(x̄1 − 1) +
(
− 2(x̄1 − 1)

)
· 1 = 0 y 2(x̄2 − 1

2
) +

(
− 2(x̄2 − 1

2
)
)
· 1 = 0.

Por otra parte, las CQs de Abadie (véase la página 70) se satisfacen en x̄, de forma
que siempre existen multiplicadores en x̄, que están únicamente determinados por ser
∇g1(x̄1, x̄2) no nulo. Luego, se sigue del Teorema 11.7 que x̄ es solución de V I(F,X)
si y solo si λ1 = λ2, es decir, si y solo si x̄ = (3

4
, 1

4
). Notemos que ya vimos esto en

el Ejemplo 11.2.

12. Caso convexo

En esta sección adaptamos las ideas de la sección anterior para reformular el GNEP
en la situación más general en que cada función de coste θν no es diferenciable, pero
śı convexa respecto a la ν-ésima variable. Utilizando los subdiferenciales, que son
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el análogo de los gradientes para las funciones convexas que no son diferenciables,
construiremos una multifunción Φ y usaremos las condiciones de optimalidad de la
Subsección 8.2 para relacionar el GNEP con el problema de desigualdad variacional
V I(Φ, X). Veremos que este proceso es una generalización natural de lo realizado
en la sección anterior.

Consideramos en esta sección GNEPs que satisfacen la hipótesis de convexidad
H3., es decir, para cada ν ∈ {1, . . . , N} y x−ν ∈ Rn−nν fijos la aplicación

θν(·, x−ν) : xν 7→ θν(x
ν , x−ν)

es convexa (y continua). Cabe recordar que impĺıcitamente asumimos que la hipótesis
de continuidad H1. también es satisfecha.

Escribamos ∂xνθν(x̄
ν , x−ν) para denotar al subdiferencial de θν(·, x−ν) en el punto

x̄ν ∈ Rnν ; expĺıcitamente,

∂xνθν(x̄
ν , x−ν)=∂ θν(·, x−ν)(x̄ν)

={vν∈Rnν | θν(xν , x−ν)≥θν(x̄ν , x−ν)+〈vν , xν−x̄ν〉, ∀xν∈Rnν}.

Para cada x = (x1, . . . , xN) ∈ Rn definimos

Φ(x) = Φ(x1, . . . , xN) = ∂x1θ1(x1, x−1)× · · · × ∂xN θN(xN , x−N) ⊂ Rn.

Tenemos aśı una multifunción Φ : Rn ⇒ Rn y, consecuentemente, un problema de
desigualdad variacional V I(Φ, X).

Puesto que el subdiferencial es la generalización del gradiente, la multifunción
Φ es una suerte de generalización de la función F de la sección anterior. De hecho,
el problema de desigualdad variacional V I(Φ, X) se relaciona con el GNEP de la
misma manera que el problema V I(F,X) en el caso diferenciable.

Teorema 12.1. Consideremos un GNEP que satisface la hipótesis de convexidad
H3.. Entonces toda solución del problema de desigualdad variacional V I(Φ, X) es
solución del GNEP.

Prueba. Sea x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) ∈ X una solución del problema V I(Φ, X). Entonces
existe v = (v1, . . . , vN) ∈ Φ(x̄) tal que

N∑
µ=1

〈vµ, zµ − x̄µ〉 = 〈v, z − x̄〉 ≥ 0 para todo z = (z1, . . . , zN) ∈ X,

donde 〈, 〉 representa el producto interno correspondiente en cada caso. Para cada
ν ∈ {1, . . . , N} y xν ∈ Xν(x̄

−ν) tenemos que el vector

z := (xν , x̄−ν) = (x̄1, . . . , x̄ν−1, xν , x̄ν+1, . . . , x̄N)

está en X y tiene la propiedad de que zµ = x̄µ si µ 6= ν y zν = xν , de modo que

〈vν , xν − x̄ν〉 =
N∑
µ=1

〈vµ, zµ − x̄µ〉 ≥ 0.
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Como vν ∈ ∂xνθν(x̄ν , x̄−ν), lo anterior significa que para cada ν fijo el punto x̄ν es
solución del problema

V I
(
∂ θν(·, x̄−ν), Xν(x̄

−ν)
)
,

lo cual, por el Teorema 8.4, quiere decir que x̄ν minimiza la función convexa θν(·, x̄−ν)
sobre el conjunto convexo Xν(x̄

−ν). Es decir, x̄ es solución del GNEP.

De nuevo, si conseguimos conocer alguna solución del problema V I(Φ, X) en-
tonces habremos determinado un equilibrio de Nash generalizado. Sin embargo, esta
reformulación del GNEP es parcial porque hay en general muchas más soluciones
del GNEP que soluciones del problema V I(Φ, X), como se observa en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 12.2. Modificamos ligeramente el Ejemplo 10.2. Consideremos el GNEP

min
x1

(x1 − 1)2 min
x2
|x2 − 1

2
|

x1 + x2 ≤ 1 x1 + x2 ≤ 1

con conjunto X = {(x1, x2) | x1 + x2 ≤ 1}, y cuyo conjunto solución es

{(x̄1, x̄2) | 1
2
≤ x̄1 ≤ 1, x̄1 + x̄2 = 1}.

Como θ1(x1, x2) = (x1 − 1)2 y θ2(x1, x2) = |x1 − 1
2
|, el operador Φ está dado por

Φ(x1, x2) =


{2(x1 − 1)} × {−1}, si x2 < 1

2
,

{2(x1 − 1)} × [−1, 1], si x2 = 1
2
,

{2(x1 − 1)} × {1}, si x2 > 1
2
.

Geométricamente, vemos que el problema V I(Φ, X) posee una única solución en
x̄ := (1

2
, 1

2
), de manera que las demás soluciones del GNEP no son soluciones de

V I(Φ, X). Obsérvese que, a diferencia de lo que obtuvimos en el Ejemplo 11.2,
donde la solución de V I(F,X) se daba en (3

4
, 1

4
), la solución de V I(Φ, X) ocurre en

(1
2
, 1

2
).

Al igual que en la sección anterior, no obstante que el GNEP y el problema
V I(Φ, X) no son equivalentes en general, śı lo son si en vez del GNEP consideramos
el NEP.

Teorema 12.3. Consideremos un GNEP que satisface la hipótesis de convexidad
H3.. Si el conjunto X está definido como en (10.4), entonces las soluciones del pro-
blema de desigualdad variacional V I(Φ, X) coinciden con las soluciones del GNEP.
En particular, el NEP es equivalente al problema V I(Φ, X).

Prueba. Vamos a mostrar que toda solución del GNEP es una solución del pro-
blema V I(Φ, X). Sea x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) una solución del GNEP. Entonces x̄ ∈ X y
cada x̄ν minimiza la función convexa θν(·, x̄−ν) sobre el conjunto convexo Xν(x̄

−ν).
Sabemos por el Teorema 8.4 que cada x̄ν es solución del problema

V I
(
∂ θν(·, x̄−ν), Xν(x̄

−ν)
)
,
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Figura 12.1: Gráfico del Ejemplo 12.2.

lo cual significa que existe vν ∈ ∂xνθν(x̄ν , x̄−ν) tal que 〈vν , xν − x̄ν〉 ≥ 0 para todo
xν ∈ Xν(x̄

−ν). En particular, dado cualquier x = (x1, . . . , xN) en X = X1×· · ·×XN

tenemos que cada xν está en Xν = Xν(x̄
−ν) y por consiguiente

〈v, x− x̄〉 =
N∑
ν=1

〈vν , xν − x̄ν〉 ≥ 0,

donde v := (v1, . . . , vN) ∈ ∂x1θ1(x̄1, x̄−1) × · · · × ∂xN θN(x̄N , x̄−N) = Φ(x̄). Esto
muestra que x̄ es solución del problema V I(Φ, X).

En definitiva, resolver el NEP equivale a resolver el problema V I(Φ, X).
A continuación aplicamos nuestra reformulación (Teorema 12.1) para extender el

Teorema 11.4 y obtener otro caso particular del teorema de Rosen (Teorema 10.6).

Teorema 12.4 (Existencia de solución). Consideremos un GNEP que satisface la
hipótesis de convexidad H3.. Si el conjunto X es no vaćıo, convexo y compacto,
entonces el GNEP posee solución.

Prueba. Por el Teorema 12.1, basta con mostrar que el problema de desigualdad
variacional V I(Φ, X) admite alguna solución. Por definición, el operador Φ está dado
por

Φ(x) = ∂x1θ1(x1, x−1)× · · · × ∂xN θN(xN , x−N).

Afirmamos que Φ es scs y tiene imágenes convexas, compactas y no vaćıas. Para ver
esto, tan solo debemos probar que cada operador Φν : Rn ⇒ Rnν definido por

Φν(x) = ∂xνθν(x
ν , x−ν)

es scs y tiene imágenes convexas, compactas y no vaćıas (Ejemplo 4.6). La Propo-
sición 2.36 nos asegura que Φν tiene imágenes convexas, compactas y no vaćıas. Y,
por otro lado, cada θν(·, x−ν) depende solo de x−ν , por lo que la semicontinuidad
superior de Φν se sigue de la Proposición 2.37.

Aśı, el operador Φ verifica las hipótesis del Teorema 7.6, el cual nos garantiza
que el problema V I(Φ, X) posee solución.
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Observación 12.5 (Generalizaciones de los teoremas).

(1) En los Teoremas 12.1 y 12.3 no necesitamos que las funciones θν sean continuas
en Rn, si bien cada aplicación θν(·, x−ν) es continua por ser convexa. De hecho,
solo la hipótesis H3. fue usada en sus demostraciones. Esto quiere decir que
podemos omitir la hipótesis de continuidad H1.. Más aun, todo funciona si el
conjunto X de la hipótesis de Rosen, en vez de ser convexo, tan solo satisface
la hipótesis de que

Xν(x
−ν)={xν | (xν , x−ν)∈X} es convexo para cualesquiera ν y x−ν . (12.1)

A pesar de que esto último mejora levemente el Teorema 12.1, no sucede lo
mismo con el Teorema 12.3, pues al considerar NEPs (o sea X = X1×· · ·×XN)
tenemos Xν(x

−ν) = ∅ o Xν(x
−ν) = Xν , de manera que (12.1) equivale a la

convexidad de X.

(2) En cuanto al Teorema 12.4, no podemos omitir la hipótesis H1. debido a que
ella es necesaria para aplicar la Proposición 2.37. Tampoco podemos debilitar
la convexidad del conjunto X asociado, ya que dicha convexidad es requerida
para poder aplicar el teorema de Kakutani-Fan (Teorema 4.19) en la demos-
tración del Teorema 7.6.

Comentario aparte 12.6 (Desigualdad cuasivariacional). Supongamos que el GNEP
considerado no verifica la hipótesis de Rosen y que, en vez de tener un conjunto con-
vexo X tal que (10.3) se satisface, solo tenemos la hipótesis de que

Xν(x
−ν) es convexo para cualesquiera ν y x−ν .

Supongamos además que la hipótesis de convexidad H3. es verificada. Entonces
las pruebas de los Teoremas 12.1 y 12.3 nos permiten ver que un punto factible
x̄ ∈ Ω(x̄) es solución del GNEP si y solo si x̄ es solución del problema de desigualdad
cuasivariacional QV I(Φ,Ω), donde, recordemos, la multifunción Ω está dada por

Ω(x) = X1(x−1)× · · · ×XN(x−N).

Aśı, el GNEP es equivalente al problema de desigualdad cuasivariacional QV I(Φ,Ω),
siendo esta equivalencia válida incluso cuando omitimos la hipótesis tácita H1..
Nótese finalmente que al considerar el NEP (en lugar del GNEP) la hipótesis de
Rosen es automáticamente verificada, y que en este caso los problemas V I(Φ, X) y
V I(Φ,Ω) son los mismos.

13. Caso cuasiconvexo

En esta sección vamos a generalizar los resultados de la sección anterior al caso
cuasiconvexo del GNEP. Espećıficamente, supondremos que cada θν es cuasiconvexa
respecto a la ν-ésima variable, y emplearemos las herramientas del Análisis cuasi-
convexo, a saber, las recientemente introducidas nociones de subniveles ajustados y
sus operadores normales (véase la Subsección 5.2).
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Partimos de la siguiente observación: en la sección anterior utilizamos los sub-
diferenciales de las funciones objetivo de cada jugador (que eran convexas) para
transformar el GNEP, v́ıa las condiciones de optimalidad de la Subsección 8.3, en
un problema de desigualdad variacional. En esta sección haremos lo mismo: usare-
mos los subniveles ajustados de tales funciones (que ahora son solo cuasiconvexas)
y sus operadores normales para convertir el GNEP, por medio de las condiciones de
optimalidad de la Subsección 8.3, en un problema de desigualdad variacional. En
particular, esto nos permitirá apreciar cuán útiles son dichos operadores normales.

Consideraremos en esta sección GNEPs que satisfacen la hipótesis de cuasiconve-
xidad H4.. Como la hipótesis de continuidad H1. se cumple impĺıcitamente, tenemos
en particular que para cada ν ∈ {1, . . . , N} y θν(·, x−ν) la aplicación

θν(·, x−ν) : xν 7→ θν(x
ν , x−ν)

es cuasiconvexa y continua.
Antes de definir el operador multivaluado de la reformulación, introducimos un

poco de terminoloǵıa para simplificar la notación. Dados ν ∈ {1, . . . , N} y x =
(x1, . . . , xN) ∈ Rn escribimos

Aν(x
−ν) := arg min

Rnν
θν(·, x−ν),

y

Sν(x) := Saθν(·,x−ν)(x
ν),

Na
θν (x

ν) := Na
θν(·,x−ν)(x

ν),

donde Saθν(·,x−ν)(x
ν) es el subnivel ajustado de la función cuasiconvexa θν(·, x−ν) en

xν y Na
θν(·,x−ν)(x

ν) el operador normal correspondiente (véase la Subsección 5.2);
expĺıcitamente,

Na
θν (x

ν) = {vν ∈ Rnν | 〈vν , yν − xν〉 ≤ 0, ∀ yν ∈ Sν(x)}.

En seguida definimos la multifunción deseada Na
θ : Rn ⇒ Rn. Dado x =

(x1, . . . , xN) ∈ Rn sea

Na
θ (x) = Na

θ (x1, . . . , xN) := F1(x)× · · · × FN(x),

donde cada Fν : Rn ⇒ Rnν está dado por

Fν(x) =

{
Bν(0, 1), si xν ∈ Aν(x−ν),
co(Na

θν
(xν) ∩ Sν(0, 1)), si xν 6∈ Aν(x−ν).

Aqúı, Bν(0, 1) es la bola unitaria cerrada de Rnν y Sν(0, 1) es la esfera unitaria en
Rnν .

De inmediato observamos la similitud entre el operador Fν y la multifunción Ff
definida en (8.2) a partir de una función cuasiconvexa f . En efecto, utilizando la
notación Ff de la Subsección 8.3 tenemos que

Fν(x) = Fν(x
ν , x−ν) = Fθν(·,x−ν)(x

ν) para todo x = (x1, . . . , xN) ∈ Rn.
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o, equivalentemente,

Fν(·, x−ν) = Fθν(·,x−ν) para todo x−ν ∈ Rn−nν ,

donde Fν(·, x−ν) : Rnν ⇒ Rnν es el operador que aplica x̄ν en Fν(x̄
ν , x−ν). Lo cual

quiere decir que Fν(·, x−ν) es el operador Ff asociado a la función f=θν(·, x−ν). Esta
observación nos permitirá aplicar los resultados de la Subsección 8.3 al operador Na

θ .

Observación 13.1. Cuando pasamos de la Sección 11 a la Sección 12 dijimos que,
no pudiendo usar gradientes, ı́bamos a emplear subdiferenciales, por lo que la mul-
tifunción Φ era una suerte de generalización de la función F . Análogamente, aqúı
no podemos usar subdiferenciales (no tenemos convexidad) pero śı los operadores
normales (tenemos cuasiconvexidad), de forma que Na

θ es el sustituto de Φ en este
nuevo contexto: el problema V I(Na

θ , X) tendrá casi todas las propiedades que el
problema V I(Φ, X) teńıa en la sección anterior.

La siguiente proposición es una clara consecuencia de las Proposiciones 8.5 y 8.6.

Proposición 13.2. Consideremos un GNEP que satisface la hipótesis de cuasicon-
vexidad H4.. Entonces los operadores Fν tienen imágenes convexas, compactas y no
vaćıas. Además, dado x̄ ∈ Rn se cumple que 0 ∈ Fν(x̄) si y solo si x̄ν ∈ Aν(x̄−ν).

Examinamos ahora la relación entre el problema de desigualdad variacional
V I(Na

θ , X) y el GNEP. Comenzamos demostrando el análogo del Teorema 12.1.

Teorema 13.3. Consideremos un GNEP que satisface la hipótesis de cuasiconvexi-
dad H4.. Entonces toda solución del problema de desigualdad variacional V I(Na

θ , X)
es solución del GNEP.

Prueba. Supongamos que x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) ∈ X es una solución del problema
V I(Na

θ , X). Entonces existe v = (v1, . . . , vN) ∈ Na
θ (x̄) tal que

N∑
µ=1

〈vµ, zµ − x̄µ〉 = 〈v, z − x̄〉 ≥ 0, ∀ z = (z1, . . . , zN) ∈ X.

donde 〈, 〉 representa el producto interno correspondiente en cada caso. Observemos
que cada componente x̄ν de x̄ está en Xν(x̄

−ν), ya que x̄ ∈ X. Ahora bien, para
cada ν ∈ {1, . . . , N} y xν ∈ Xν(x̄

−ν) tenemos que el vector

z := (xν , x̄−ν) = (x̄1, . . . , x̄ν−1, xν , x̄ν+1, . . . , x̄N)

está en X y tiene la propiedad de que zµ = x̄µ si µ 6= ν y zν = xν , de forma que

〈vν , xν − x̄ν〉 =
∑
µ

〈vµ, zµ − x̄µ〉 ≥ 0.

Como vν ∈ Fν(x̄) = Fθν(·,x̄−ν)(x̄
ν), lo anterior significa que para cada ν fijo el punto

x̄ν es solución del problema

V I
(
Fθν(·,x̄−ν), Xν(x̄

−ν)
)
,

lo cual, por el Teorema 8.7, implica que x̄ν minimiza la función cuasiconvexa y con-
tinua θν(·, x̄−ν) sobre el conjunto convexo Xν(x̄

−ν). Esto muestra que x̄ es solución
del GNEP.
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Esto nos da una condición suficiente para poder afirmar que un punto x̄ es
solución del GNEP. Sin embargo, no es cierto que tal condición sea necesaria, es decir,
puede haber soluciones del GNEP que no sean soluciones del problema V I(Na

θ , X).
Utilizamos el Ejemplo 8.8 para construir un GNEP que ilustre este punto.

Ejemplo 13.4. En R2 consideremos el GNEP de N = 2 jugadores

min
x1

f(x1) min
x2

x2

|x1 − 2| ≤ 1, |x1 − 2| ≤ 1,

|x2| ≤ 1, |x2| ≤ 1,

donde f(t) = mı́n{1, |t|}. El conjunto asociado a este GNEP es X = [1, 3]× [−1, 1],
por lo que se trata en realidad de un NEP. No es dif́ıcil verificar que el conjunto de
soluciones de este GNEP es justamente

[1, 3]× {−1}.

Dado x̄ = (x̄1, x̄2) ∈ X, tenemos

A1(x̄2) = {0} y A2(x̄1) = ∅,

de manera que

S1(x̄) = Saθ1(·,x̄2)(x̄
1) = [−x̄1, x̄1] y S2(x̄) = Saθ2(x̄1,·)(x̄

2) = (−∞, x̄2];

luego Na
θ1

(x̄1) = Na
θ2

(x̄2) = [0,∞), y en consecuencia

F1(x̄) = F2(x̄) = {1},

es decir,
Na
θ (x̄) = {(1, 1)}.

Ahora es fácil ver gráficamente que x̄ es solución del problema V I(Na
θ , X) si y solo

si x̄ = (1,−1). O sea que todos los demás puntos de [1, 3]×{−1} son soluciones del
GNEP pero no soluciones de V I(Na

θ , X).

No siendo el GNEP y el problema V I(Na
θ , X) equivalentes en general, nos pre-

guntamos qué condiciones tendŕıamos que imponer sobre el GNEP para que tal
equivalencia se dé (o sea, para que el rećıproco del Teorema 13.3 se verifique). Al
contrario que en las dos secciones anteriores, cuando consideramos el NEP en lu-
gar del GNEP la equivalencia todav́ıa no ocurre (el GNEP del Ejemplo 13.4 es un
NEP). Con el fin de superar esta dificultad, introducimos la siguiente hipótesis de
cuasiconvexidad semiestricta5

H5. cada θν es cuasiconvexa semiestricta con respecto a la ν-ésima variable,

5Recordemos que una función cuasiconvexa f : Rn → R es cuasiconvexa semiestricta cuando
f(tx+ (1− t)y) < máx{f(x), f(y)} para cualesquiera t ∈ (0, 1) y x, y ∈ Rn con f(x) 6= f(y).
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Figura 13.1: Gráfico del Ejemplo 13.4.

la cual, como tácitamente asumimos la hipótesis H1., implica que cada aplicación

θν(·, x−ν) : xν 7→ θν(x
ν , x−ν)

es cuasiconvexa semiestricta y continua.
Obviamente, esta hipótesis es más fuerte que la hipótesis de cuasiconvexidad H4..

Pero es más débil que la hipótesis de convexidad H3. pues toda función convexa es
cuasiconvexa semiestricta. Esquemáticamente,

H3. ⇒ H5. ⇒ H4..

Con la hipótesis H5. ya podemos probar el análogo del Teorema 12.3.

Teorema 13.5. Consideremos un GNEP que satisface la hipótesis de cuasiconve-
xidad semiestricta H5.. Si el conjunto X está definido como en (10.4), entonces
las soluciones del problema de desigualdad variacional V I(Na

θ , X) coinciden con las
soluciones del GNEP. En particular, el NEP es equivalente al problema V I(Na

θ , X).

Prueba. Sea x̄ = (x̄1, . . . , x̄N) una solución del GNEP. Entonces x̄ ∈ X y cada x̄ν

minimiza la función cuasiconvexa semiestricta y continua θν(·, x̄−ν) sobre el conjunto
convexo Xν(x̄

−ν). Sabemos por el Teorema 8.9 que cada x̄ν es solución del problema

V I
(
Fθν(·,x̄−ν), Xν(x̄

−ν)
)
,

lo que significa que existe vν ∈ Fθν(·,x̄−ν)(x̄
ν) = Fν(x̄) tal que 〈vν , xν − x̄ν〉 ≥ 0

para todo xν ∈ Xν(x̄
−ν). En particular, dado cualquier x = (x1, . . . , xN) en X =

X1 × · · · ×XN tenemos que cada xν está en Xν = Xν(x̄
−ν) y en consecuencia

〈v, x− x̄〉 =
N∑
ν=1

〈vν , xν − x̄ν〉 ≥ 0,

donde v := (v1, . . . , vN) ∈ F1(x̄) × · · · × FN(x̄) = Na
θ (x̄). Esto prueba que x̄ es

solución del problema V I(Na
θ , X).
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Hemos encontrado aśı una reformulación total del NEP para el caso cuasiconvexo
semiestricto, en el sentido de que resolver el NEP equivale a resolver el problema
V I(Na

θ , X).
Ahora aplicamos nuestra reformulación (Teorema 13.3) para mostrar una gene-

ralización del teorema de Rosen (Teorema 10.6).

Teorema 13.6 (Existencia de solución). Consideremos un GNEP que satisface la
hipótesis de cuasiconvexidad semiestricta H5.. Si el conjunto X es no vaćıo, convexo
y compacto, entonces el GNEP posee solución.

Prueba. Utilizaremos el Teorema 7.6 para probar que el problema V I(Na
θ , X) po-

see solución. Entonces tenemos que probar que el operador Na
θ , dado por

Na
θ (x) = F1(x)× · · · × FN(x),

es scs y tiene imágenes convexas, compactas y no vaćıas. Para ver esto basta con
mostrar que cada Fν es scs y tiene imágenes convexas, compactas y no vaćıas (véase
el Ejemplo 4.6). Gracias a la Proposición 13.2 las imágenes de Fν ya son convexas,
compactas y no vaćıas, por lo que solo nos falta verificar que Fν es scs.

Como siempre se cumple que Fν(x
ν , x−ν) = Fθν(·,x−ν)(x

ν), donde la aplicación
θν(·, x−ν) : Rnν → R es continua y cuasiconvexa semiestricta, concluimos del Teore-
ma 8.10 que Fν es scs. Esto completa la prueba del teorema.

Observación 13.7 (Generalizaciones de los teoremas).

(1) El Teorema 13.3 se cumple bajo hipótesis más generales. Efectivamente, basta
con recordar que el Teorema 8.7, que fue utilizado en su prueba, es válido
cuando la función objetivo del problema de minimización respectivo es cuasi-
convexa y continua, sin ninguna restricción sobre la región factible respectiva.
Luego, la hipótesis expĺıcita H4. y la hipótesis impĺıcita H1. pueden ser re-
emplazadas por la condición

cada θν es cuasiconvexa y continua respecto a la ν-ésima variable; (13.1)

también, el conjunto X puede ser arbitrario (no convexo, por ejemplo). Sin
embargo, una hipótesis natural, que en cierto modo es necesaria para que la
cuasiconvexidad de las funciones θν(·, x−ν) tenga sentido, es que el conjunto
X satisfaga la propiedad de que

Xν(x
−ν)={xν | (xν , x−ν)∈X} es convexo para cualesquiera ν y x−ν . (13.2)

(2) Hacemos lo mismo con el Teorema 13.5. Examinando el Teorema 8.9, vemos
que podemos reemplazar las hipótesis H4. y H1. del Teorema 13.5 por la
condición

cada θν es cuasiconvexa semiestricta y continua

respecto a la ν-ésima variable.
(13.3)

Vemos además que aunque todo funciona cuando el conjunto X, en vez de ser
convexo, satisface la propiedad (13.2), en realidad no conseguimos nada nuevo,
ya que X = X1 × · · · ×XN implica que (13.2) equivale a la convexidad de X.



Caṕıtulo 3. Reformulaciones como problemas de desigualdad variacional 113

(3) En lo que se refiere al Teorema 13.6, no es posible omitir la hipótesis H1.
debido a que ella es necesaria para aplicar el Teorema 8.10. Tampoco podemos
debilitar la convexidad del conjunto asociado X, puesto que dicha convexidad
es requerida para poder aplicar el teorema de Kakutani-Fan (Teorema 4.19)
en la demostración del Teorema 7.6.

Comentario aparte 13.8 (Desigualdad cuasivariacional). Nuevamente, suponga-
mos que el GNEP considerado no verifica la hipótesis de Rosen y que, en vez de
tener un conjunto convexo X tal que (10.3) se satisface, solo tenemos la hipótesis
de que

Xν(x
−ν) es convexo para cualesquiera ν y x−ν .

Supongamos además que la hipótesis de cuasiconvexidad H4. se cumple. Entonces
la demostración del Teorema 13.3 nos permite ver que toda solución del proble-
ma de desigualdad cuasivariacional QV I(Na

θ ,Ω) es solución del GNEP, donde la
multifunción Ω está dada por

Ω(x) = X1(x−1)× · · · ×XN(x−N).

Rećıprocamente, si la hipótesis de cuasiconvexidad semiestricta H5. es satisfecha,
entonces la demostración del Teorema 13.5 muestra que toda solución del GNEP es
solución del problema de desigualdad cuasivariacional QV I(Na

θ ,Ω). Concluimos aśı
que el GNEP es equivalente al problema de desigualdad cuasivariacional V I(Na

θ ,Ω)
bajo la hipótesis H5., mas no necesariamente bajo la hipótesis H4.. Notemos que
la equivalencia entre el NEP y el problema V I(Na

θ , X), establecida en el Teorema
13.5, es un caso particular de esta nueva equivalencia, ya que al considerar NEPs
(en lugar de GNEPs) la hipótesis de Rosen es automáticamente verificada y los
problemas V I(Na

θ , X) y QV I(Na
θ ,Ω) son los mismos.

La Observación 13.7 puede también adaptarse a esta reformulación del GNEP
como problema de desigualdad cuasivariacional.



Caṕıtulo 4

Reformulaciones como problemas
de optimización

En este caṕıtulo presentamos varias reformulaciones del GNEP como problemas de
optimización (o minimización) del tipo

min f(x), x ∈ X.

Es natural esperar que tales reformulaciones existan, ya que el GNEP consiste en
que todos los jugadores resuelvan sus respectivos problemas de minimización

min θν(x
ν , x−ν), xν ∈ Xν(x

−ν)

al mismo tiempo. Como es lógico, las propiedades de las funciones θν van a deter-
minar el tipo de reformulación obtenida; veremos en particular que si ellas son de
clase C1, entonces la función objetivo de la reformulación será de clase C1, lo cual
es importante pues la mayoŕıa de algoritmos existentes para resolver problemas de
minimización se pueden aplicar más eficientemente a problemas diferenciables.

Todas las reformulaciones de este caṕıtulo están basadas en el art́ıculo [16].
Antes de comenzar, recordamos y fijamos algunas notaciones y terminoloǵıa del

Caṕıtulo 2. Primero que nada, trabajaremos bajo la hipótesis de Rosen, esto es,
siempre existirá un conjunto no vaćıo X ⊂ Rn tal que cada Xν(x

−ν) está dado por

Xν(x
−ν) = {xν ∈ Rn | (xν , x−ν) ∈ X}.

También supondremos que el conjunto X es convexo y cerrado; en particular, los
conjuntos Xν(x

−ν) también serán convexos y cerrados. En esta situación, el GNEP
considerado será un NEP si y solo si

X = X1 × · · · ×XN ,

donde cada Xν ⊂ Rnν es convexo y cerrado, en cuyo caso

Xν(x
−ν) =

{
Xν , si existe xnu ∈ Rnν tal que (xν , x−ν) ∈ X,
∅, si (xν , x−ν) 6∈ X para todo (xν , x−ν) ∈ X.

Vamos a suponer siempre que las funciones θν verifican la hipótesis de continuidad
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H1. cada θν es continua en Rn,

y la hipótesis de convexidad

H3. cada θν es convexa respecto a la ν-ésima variable.

Más tarde también añadiremos la siguiente hipótesis de diferenciabilidad

H2. cada θν es de clase C1 en Rn.

Si x = (x1, . . . , xN) ∈ Rn, entonces

Ω(x) = X1(x−1)× · · · ×XN(x−N) ⊂ Rn;

en particular, Ω define una multifunción Rn ⇒ Rn, cuyos puntos fijos x ∈ Ω(x) son
los puntos factibles del GNEP. Del Lema 10.3 sabemos que

x ∈ Ω(x) si y solo si x ∈ X.

En otras palabras, los vectores factibles del GNEP son precisamente los elemen-
tos de X. Esta será una observación crucial en este caṕıtulo.

14. Primeras reformulaciones

Un vector factible x ∈ X es solución del GNEP si y solo si las diferencias

θν(x
ν , x−ν)− θν(yν , x−ν)

son menores o iguales que 0 para cualquier otro vector y = (y1, . . . , yN) ∈ Ω(x).
Luego, encontrar puntos de equilibrio del GNEP equivale a conseguir puntos x tales
que las diferencias sean lo más “pequeñas” posible. La función de Nikaidô-Isoda,
que jugará un papel central en las reformulaciones que vamos a dar, nos ayuda a
“medir” globalmente cuán pequeñas son estas diferencias.

Definición 14.1. La función Ψ : Rn × Rn → R dada por

Ψ(x, y) =
N∑
ν=1

[
θν(x

ν , x−ν)− θν(yν , x−ν)
]

es llamada la función de Nikaidô-Isoda o la función de Ky-Fan del GNEP.

Observamos que

Ψ(x, ·) es cóncava para todo x ∈ Rn

ya que las aplicaciones yν 7→ −θν(yν , x−ν) son cóncavas en Rnν para cada ν y x−ν

fijos. Similarmente,

Ψ(·, y) es convexa para todo y ∈ Rn.
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Para cada x ∈ X definimos

V (x) = sup
y∈Ω(x)

Ψ(x, y). (14.1)

Esto nos da una función
V : X → R ∪ {∞},

que es no negativa pues x ∈ X implica x ∈ Ω(x), y por tanto

V (x) ≥ Ψ(x, x) = 0.

Observación 14.2. Notemos que la función V ha sido definida en X y no en Rn.
Esto se debe a que Ω(x) puede ser vaćıo cuando x 6∈ X, en cuyo caso V (x) = −∞.

Proposición 14.3. Para que un vector x̄ ∈ Rn sea solución del GNEP es necesario
y suficiente que x̄ ∈ X y que V (x̄) = 0.

Prueba. Toda solución del GNEP es un vector factible. Aśı, basta con probar que
si x̄ ∈ X, entonces x̄ es solución del GNEP si y solo si V (x̄) = 0.

Supongamos que V (x̄) = 0. Dados ν ∈ {1, . . . , N} y xν ∈ Xν(x̄
−ν), debemos

mostrar que θν(x̄
ν , x̄ν)− θν(xν , x̄ν) ≤ 0. El vector

y := (xν , x̄−ν) = (x̄1, . . . , x̄ν−1, xν , x̄ν+1, . . . , x̄N)

está en X1(x̄−1) × · · · × XN(x̄−N) = Ω(x̄) pues x̄ ∈ Ω(x̄), y tiene la propiedad de
que yµ = x̄µ si µ 6= ν y yν = xν . Luego,

θν(x̄
ν , x̄−ν)− θν(xν , x̄−ν) =

N∑
µ=1

[
θµ(x̄µ, x̄−µ)− θµ(yµ, x̄−µ)

]
= Ψ(x̄, y) ≤ V (x̄) = 0.

Rećıprocamente, si x̄ es solución del GNEP, entonces para todo y := (y1, . . . , yN) en
Ω(x̄) tenemos que Ψ(x̄, y) ≤ 0 pues

θν(x̄
ν , x̄−ν)− θν(yν , x̄−ν) ≤ 0

para cada ν, y por tanto V (x̄) ≤ 0, esto es, V (x̄) = 0.

Aśı, las soluciones del GNEP son exactamente los mı́nimos globales x de la
función V tales que V (x) = 0. Esto significa que encontrar las soluciones del GNEP
equivale a resolver el problema de minimización

minV (x), x ∈ X. (14.2)

Hemos obtenido, por tanto, una reformulación del GNEP como un problema de
optimización con restricciones (véase la observación a seguir).

Observación 14.4. Nótese que, si bien toda solución del GNEP es solución el
Problema (14.2), puede haber soluciones Problema (14.2) que no son soluciones del
GNEP, a saber, los mı́nimos globales x̄ ∈ X de V tales que V (x̄) > 0. No obstante,
es claro que si conocemos las soluciones del Problema (14.2) entonces ya sabemos si
el GNEP admite soluciones, y, si este fuera el caso, sabemos cuáles son. De ah́ı que
el GNEP sea en realidad equivalente al Problema (14.2).
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Figura 14.1: Gráfico del Ejemplo 14.5. La región sombreada del centro representa a
las soluciones del GNEP.

Ejemplo 14.5. Consideremos en R2 el GNEP con N = 2 jugadores

min
x1

f(x1) min
x2

f(x2)

|x1| ≤ 2, |x1| ≤ 2,

|x2| ≤ 2, |x2| ≤ 2,

donde f(t) = máx{|t| − 1, 0}. El conjunto asociado a este GNEP es X = [−2, 2] ×
[−2, 2], por lo que se trata en realidad de un NEP. Calculamos la función de Nikaidô-
Isoda

Ψ(x, y) = (f(x1)− f(y1)) + (f(x2)− f(y2)).

Dado x̄ = (x̄1, x̄2) ∈ X, tenemos Ω(x̄) = [−2, 2] × [−2, 2] = X, de donde se sigue
que

V (x̄) = sup
(y1,y2)∈Ω(x̄)

(
f(x̄1)− f(y1) + f(x̄2)− f(y2)

)
= f(x̄1) + f(x̄2)− ı́nf

|y1|≤2
f(y1)− ı́nf

|y2|≤2
f(y2)

= f(x̄1) + f(x̄2).

En particular, V (x̄) = 0 si y solo si f(x̄1) = (x̄2) = 0, es decir, si y solo si x̄ pertenece
al conjunto [−1, 1]×[−1, 1]. Luego, [−1, 1]×[−1, 1] representa a las soluciones de este
NEP. Observamos finalmente que el supremo en la definición de V no es alcanzado
en un único punto, sino mas bien en toda la región [−1, 1]× [−1, 1].

Ejemplo 14.6. Veamos un GNEP sin soluciones. Consideremos el GNEP de N = 2
participantes

min
x1

x1x2 min
x2

x1 − x2

|x1| ≤ x2, |x1| ≤ x2,

con conjunto asociado X = {(x1, x2) | |x1| ≤ x2}. No es dif́ıcil verificar directamen-
te que este GNEP no posee soluciones. Hagamos la verificación v́ıa la función de
Nikaidô-Isoda. Tenemos

Ψ(x, y) = (x1x2 − y1x2) +
(
(x1 − x2)− (x1 − y2)

)
= x2(x1 − y1) + y2 − x2.
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Figura 14.2: Gráfico del Ejemplo 14.6.

Luego, para cada x̄ = (x̄1, x̄2) ∈ X es claro que Ω(x̄) = [−x̄2, x̄2] × [x̄1,∞), y por
tanto

V (x̄) = sup
(y1,y2)∈Ω(x̄)

(
x̄2(x̄1 − y1) + y2 − x̄2

)
=∞.

Aśı, la función V es idénticamente infinito. En particular, el GNEP no posee solu-
ciones.

La reformulación que acabamos de conseguir es una consecuencia lógica de la
discusión que precedió a la Definición 14.1. De hecho, debido a su simplicidad es
natural esperar que ella tenga algunos defectos:

D1. No podemos garantizar que la función V tome solo valores finitos. Es decir,
podŕıa ocurrir que supy∈Ω(x) Ψ(x, y) = ∞ para un x ∈ X dado (véase el
Ejemplo 14.6). Se trata de una gran desventaja si se quiere resolver el Problema
(14.2) usando métodos iterativos.

D2. Incluso cuando dicho supremo sea finito, este podŕıa no ser alcanzado, o ser
alcanzado en más de un punto (véase el Ejemplo 14.5).

D3. La función objetivo V no es necesariamente diferenciable (cuando las funciones
θν lo son), debido al ı́tem anterior (véase también el Ejemplo 14.11). Este es
un problema desagradable pues la mayoŕıa de algoritmos que existen para
resolver problemas de minimización de este tipo funcionan mejor cuando la
función objetivo es diferenciable.

Deseamos encontrar reformulaciones que superen estos defectos. Con este fin,
modificamos la función de Nikaidô-Isoda.

Definición 14.7. Sea α > 0 un parámetro fijo. La aplicación Ψα : Rn × Rn → R
dada por

Ψα(x, y) =
N∑
ν=1

[
θν(x

ν , x−ν)− θν(yν , x−ν)−
α

2
‖xν − yν‖2

]
es llamada la función regularizada de Nikaidô-Isoda.
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En seguida vemos que

Ψα(x, y) = Ψ(x, y)− α

2
‖x− y‖2,

y que en particular
Ψα(x, y) ≤ Ψ(x, y).

Luego, se sigue de la Proposición 2.30 que

Ψα(x, ·) es fuertemente cóncava para todo x ∈ Rn.

De manera análoga a como hicimos en (14.1), para cada vector factible x ∈ X
definimos

Vα(x) = máx
y∈Ω(x)

Ψα(x, y), (14.3)

lo cual nos da una aplicación
Vα : X → R.

Esta función está bien definida. En efecto, dado x ∈ X, la aplicación Ψα(·, y)
es fuertemente cóncava, y como el conjunto Ω(x) es convexo, cerrado y no vaćıo
(pues x ∈ X), por el Corolario 2.31 existe un (único) punto y′ ∈ Ω(x) tal que
máxy∈Ω(x) Ψα(x, y) = Ψα(x, y′).

Como Ψα(x, x) = 0 y x ∈ X implica x ∈ Ω(x), es claro que Vα es una función no
negativa. Luego,

0 ≤ Vα(x) ≤ V (x), ∀ x ∈ X. (14.4)

Observación 14.8. De nuevo, Vα ha sido definida solo sobre X y no en Rn, ya que
Ω(x) podŕıa ser vaćıo cuando x 6∈ X, en cuyo caso supy∈Ω(x) Ψα(x, y) = −∞.

Teorema 14.9. La función Vα posee las siguientes propiedades:

(1) Vα(x) ≥ 0 para todo x ∈ X;

(2) un vector x̄ ∈ Rn es un equilibrio de Nash generalizado si y solo si x̄ ∈ X y
Vα(x̄) = 0;

(3) para cada x ∈ X existe un único vector yα(x) =
(
y1
α(x), . . . , yNα (x)

)
∈ Ω(x) tal

que Vα(x) = Ψα(x, yα(x)).

Prueba. Los ı́tems (1) y (3) ya han sido probados, y solo nos falta mostrar el ı́tem
(2). Puesto que toda solución del GNEP es un vector factible podemos suponer que
x̄ ∈ X. Debemos entonces mostrar que x̄ es punto de equilibrio si y solo si Vα(x̄) = 0.

Si x̄ es solución del GNEP, tenemos V (x̄) = 0 por la Proposición 14.3, y la
desigualdad (14.4) muestra que Vα(x̄) = 0.

Rećıprocamente, supongamos que Vα(x̄) = 0. Dados cualesquiera ν ∈ {1, . . . , N}
y xν ∈ Xν(x̄

−ν), queremos ver que θν(x̄
ν , x̄−ν) − θν(x

ν , x̄−ν) ≤ 0. Como xν y x̄ν

están en el conjunto convexo Xν(x̄
−ν), los puntos yνt := tx̄ν + (1− t)xν del segmento

[x̄ν , xν ] también están en Xν(x̄
−ν). Procediendo como en la prueba de la Proposición

14.4 obtenemos

θν(x̄
ν , x̄−ν)− θν(yνt , x̄−ν)−

α

2
‖x̄ν − yνt ‖2 ≤ 0,
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y de la concavidad de −θν(·, x̄−ν) se sigue que

(1− t)θν(x̄ν , x̄−ν)− (1− t)θν(xν , x̄−ν)−
α

2
(1− t)2‖x̄ν − xν‖2 ≤ 0.

Esto muestra que θν(x̄
ν , x̄−ν) − θν(x

ν , x̄−ν) − α
2
(1 − t)‖x̄ν − xν‖2 ≤ 0 para todo

t ∈ (0, 1), es decir, θν(x̄
ν , x̄−ν)− θν(xν , x̄−ν) ≤ 0.

Luego, las soluciones del GNEP son los mı́nimos globales x̄ ∈ X de Vα tales que
Vα(x̄) = 0. En consecuencia, el problema de optimización con restricciones

minVα(x), x ∈ X. (14.5)

es equivalente al GNEP. La Observación 14.4 se aplica aqúı con las modificaciones
obvias.

Aunque el ı́tem (3) del Teorema 14.9 indica que esta nueva reformulación supera
los defectos D1. y D2. de la reformulación anterior, no sucede lo mismo con el
defecto D3.. Es decir, cuando las funciones θν son diferenciables, la función objetivo
Vα puede no serlo (véase el Ejemplo 14.11), de modo que muchos de los métodos
conocidos para resolver problemas del tipo (14.5) no se pueden usar. En la siguiente
sección modificaremos la definición de Vα para tratar de resolver esta cuestión.

Examinemos más de cerca la función

yα : X → Rn

definida en el ı́tem (3) del Teorema 14.9 que aplica cada x ∈ X en el punto yα(x)
que maximiza la función regularizada Ψα(x, ·) sobre Ω(x). Dados x̄ ∈ X y z ∈ Ω(x̄),
la unicidad de yα(x̄) establecida en dicho ı́tem nos dice que z = yα(x̄) si y solo si
Vα(x̄) = Ψα(x̄, z). Además, x̄ ∈ Ω(x̄) y Ψα(x̄, x̄) = 0. Como por otra parte x̄ es
solución del GNEP si y solo si Vα(x̄) = 0, concluimos que

x̄ es solución del GNEP si y solo si yα(x̄) = x̄.

Aśı, hemos probado que el GNEP equivale al problema de encontrar los puntos
fijos de la función yα. Recalcamos este hecho enunciándolo en la siguiente proposi-
ción.

Proposición 14.10. Un vector factible x̄ ∈ X es solución del GNEP si y solo si x̄
es un punto fijo de la aplicación yα, es decir, si y solo si x̄ = yα(x̄).

Ejemplo 14.11. Sea el GNEP

min
x1

x1 min
x2

0

|x2| − 1 ≤ x1, |x2| − 1 ≤ x1,

x1 ≤ 0, x1 ≤ 0,

con conjunto asociado X = {(x1, x2) | |x2| − 1 ≤ x1 ≤ 0}, y con funciones de
Nikaidô-Isoda

Ψ(x, y) = x1 − y1,

Ψα(x, y) = x1 − y1 − α
2
(x1 − y1)2 − α

2
(x2 − y2)2.
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(x̄1, x̄2)

X1(x̄2)

X2(x̄1)soluciones del GNEP

x1

x2

Figura 14.3: Gráfico del Ejemplo 14.11.

Para cada x̄ = (x̄1, x̄2) ∈ X, el conjunto Ω(x̄) está dado por

Ω(x̄) = X1(x̄2)×X2(x̄1) =
[
|x̄2| − 1, 0

]
× [−x̄1 − 1, x̄1 + 1],

de manera que

V (x̄) = sup
(y1,y2)∈Ω(x̄)

(x̄1 − y1) = x̄1 − |x̄2|+ 1,

y

Vα(x̄) = sup
(y1,y2)∈Ω(x̄)

(
x̄1 − y1 − α

2
(x̄1 − y1)2 − α

2
(x̄2 − y2)2

)
= máx
|x̄2|−1≤y1≤0

(
x̄1 − y1 − α

2
(x̄1 − y1)2

)
− mı́n

y2∈X2(x̄1)

α
2
(x̄2 − y2)2, (14.6)

donde el mı́nimo de la derecha es 0 porque x̄2 ∈ X2(x̄−2). Es claro que V no es
diferenciable. Deseamos ver que Vα tampoco lo es. Para ello, por simplicidad supon-
gamos que α = 1. Notemos que |x̄2| − 1 ≤ y1 ≤ 0 si y solo si

x̄1 ≤ x̄1 − y1 ≤ x̄1 − |x̄2|+ 1,

donde x̄1 ≤ 1 y x̄1 − |x̄2| + 1 ≤ 1. Puesto que la aplicación parabólica t 7→ t − 1
2
t2

definida en R posee un máximo global en t = 1, el máximo de la ecuación (14.6)
necesariamente se da cuando x̄1 − y1 = x̄1 − |x̄2| + 1, o sea cuando y1 = |x̄2| − 1.
Esto significa que

yα(x̄) = (|x̄2| − 1, x̄2),

y obtenemos en particular que yα no es diferenciable. Luego,

Vα(x̄) = x̄1 −
(
|x̄2| − 1

)
− 1

2

(
x̄1 −

(
|x̄2| − 1

))2

= 1
2
− 1

2
(x̄1)2 − 1

2
(x̄2)2 + x̄1|x̄2|,

y concluimos que Vα tampoco es diferenciable.
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15. Reformulación diferenciable y con restriccio-

nes

En esta sección modificamos el enfoque de la sección anterior para obtener una refor-
mulación del GNEP como un problema de optimización cuya función objetivo será
diferenciable (cuando las funciones θν lo son). Partimos de la siguiente observación:
como la función Vα definida en (14.3) satisface la igualdad

Vα(x) = Ψα(x, yα(x)),

si pudiéramos garantizar que yα es diferenciable (cuando los θν lo son) entonces Vα
ya seŕıa diferenciable1. Cambiando el conjunto Ω(x) por X en la definición de Vα,
conseguiremos una nueva función “yα” que no será diferenciable, pero que śı será
continua, lo cual va a garantizar la diferenciabilidad de la nueva función objetivo.
Esto, sin embargo, no viene gratis. El costo que se tiene que pagar es que la refor-
mulación que obtendremos no va a caracterizar a todas las soluciones del GNEP,
sino a una subclase importante de ellas: los equilibrios de Nash normalizados.

Un vector factible x̄ ∈ X es un equilibrio de Nash normalizado del GNEP
si

Ψ(x̄, y) ≤ 0 para todo y ∈ X,
donde Ψ es la función de Nikaidô-Isoda introducida en la sección anterior. Equiva-
lentemente, x̄ ∈ X es un equilibrio de Nash normalizado cuando

máx
y∈X

Ψ(x̄, y) = 0.

Proposición 15.1. Todo equilibrio de Nash normalizado es solución del GNEP.

Prueba. Supongamos que x̄ es un equilibrio de Nash normalizado, es decir, x̄ ∈ X
y Ψ(x̄, y) ≤ 0 para todo y ∈ X. Dados ν ∈ {1, . . . , N} y xν ∈ Xν(x̄

−ν) el vector
y := (xν , x̄−ν) está en X y tiene la propiedad de que yµ = x̄µ si µ 6= ν y yν = xν , de
modo que

θν(x̄
ν , x̄−ν)− θν(xν , x̄−ν) =

N∑
µ=1

(
θµ(x̄µ, x̄−µ)− θµ(yµ, x̄−µ)

)
= Ψ(x̄, y) ≤ 0,

y por tanto θν(x̄
ν , x̄−ν) ≤ θν(x

ν , x̄−ν). Esto muestra que x̄ es solución del GNEP.

El siguiente ejemplo muestra que no todas las soluciones del GNEP son equili-
brios de Nash normalizados.

Ejemplo 15.2. Revisemos el Ejemplo 14.11. Teńıamos alĺı que θ1(x1, x2) = x1,
θ2(x1, x2) = 0, X = {(x1, x2) | |x2| − 1 ≤ x1 ≤ 0} y

Ψ(x, y) = x1 − y1.

Las soluciones del GNEP eran los puntos (x1, x2) ∈ X tales que x1 = |x2|−1. Ahora
bien, un vector factible x = (x1, x2) ∈ X es un equilibrio de Nash normalizado si
y solo si x1 ≤ y1 para todo y = (y1, y2) ∈ X, esto es, si y solo si x1 ≤ −1. Luego,
existe un único equilibrio de Nash normalizado, a saber, el punto x̄ := (−1, 0).

1En el caso de Vα, la función yα no es diferenciable (véase el Ejemplo 14.11).
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soluciones del GNEP

x̄
x1

x2

Figura 15.1: Gráfico del Ejemplo 15.2.

Queremos encontrar un problema de minimización, similar a los de la sección
previa, que reformule el problema de encontrar los equilibrios de Nash normalizados.
Para ello cambiamos Ω(x) por X en (14.3). Para cada vector x ∈ Rn definimos

V̂α(x) = máx
y∈X

Ψα(x, y). (15.1)

Obtenemos aśı una aplicación
V̂α : Rn → R,

que está bien definida. De hecho, dado x ∈ Rn, como la función Ψα(x, ·) es fuerte-
mente cóncava y el conjunto X es convexo, cerrado y no vaćıo, el Corolario 2.31 nos
asegura que existe un (único) vector y′ ∈ X tal que máxy∈X Ψα(x, y) = Ψα(x, y′).

Observación 15.3. A diferencia de V y Vα, la función V̂α está definida en todo Rn.

La función V̂α tiene propiedades similares a las de Vα, como se ve en el siguiente
teorema, que es el resultado análogo al Teorema 14.9 para Vα.

Teorema 15.4. La función V̂α posee las siguientes propiedades:

(1) V̂α(x) ≥ 0 para todo x ∈ X;

(2) un vector x̄ ∈ Rn es un equilibrio de Nash normalizado si y solo si x̄ ∈ X y
V̂α(x̄) = 0.

(3) para cada x ∈ Rn existe un único vector ŷα(x) = (ŷ1
α(x), . . . , ŷNα (x)) ∈ X tal

que Ψα(x, ŷα(x)) = V̂α(x); además, la aplicación ŷα : x 7→ ŷα(x) es continua;
en particular, V̂α es continua.

Prueba. (1) Basta con notar que Ψα(x, x) = 0.
(2) Utilizando la parte (1) y recordando que Ψα(x̄, y) ≤ Ψ(x̄, y), deducimos que

si x̄ es un equilibrio de Nash normalizado, entonces x̄ ∈ X y

0 ≤ V̂α(x̄) = máx
y∈X

Ψα(x̄, y) ≤ máx
y∈X

Ψ(x̄, y) = 0,
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es decir, V̂α(x̄) = 0.
Rećıprocamente, supongamos que x̄ ∈ X es tal que V̂α(x̄) = 0, y tomemos

cualquier y ∈ X. Entonces los puntos tx̄ + (1− t)y del segmento [x̄, y] están en X,
y en consecuencia Ψα(x̄, tx̄+ (1− t)y) ≤ V̂α(x̄) = 0, esto es,

Ψ(x̄, tx̄+ (1− t)y) ≤ α

2
‖x̄− tx̄− (1− t)y‖2 =

α

2
(1− t)2‖x̄− y‖2.

Luego la concavidad de Ψ(x̄, ·) implica que

(1− t)Ψ(x̄, y) = tΨ(x̄, x̄) + (1− t)Ψ(x̄, y) ≤ α

2
(1− t)2‖x̄− y‖2,

y por tanto Ψ(x̄, y) ≤ α
2
(1 − t)‖x̄ − y‖2 para todo t ∈ (0, 1), es decir, Ψ(x̄, y) ≤ 0.

Esto prueba que x̄ es un equilibrio de Nash normalizado.
(3) La existencia y unicidad de ŷα(x) ya fueron establecidas justo después de

definir V̂α. Para establecer la continuidad de ŷα usaremos el Teorema 6.6. Hacemos
f := Ψα, Ω(x) := X para cada x ∈ Rn, y, según la nomenclatura de dicho teorema,
tendremos M = ŷα. Luego, es claro que f es continua, que f(x, ·) es cóncava para
cada x, que Ω es cerrado y sci, y que M es univaluado. Aśı, en virtud de este teorema
concluimos que ŷα es una función continua. Finalmente, la continuidad de V̂α es una
clara consecuencia de la continuidad de ŷα.

El teorema anterior nos dice que encontrar los equilibrios de Nash normalizados
equivale a resolver el siguiente problema de optimización con restricciones

min V̂α(x), x ∈ X. (15.2)

La Observación 14.4, con obvias modificaciones, también es válida aqúı.
Nuestro siguiente objetivo será mostrar que la función continua V̂α es diferen-

ciable cuando las funciones θν lo son, y que consecuentemente (15.2) representa
un problema de optimización con restricciones y con función objetivo diferencia-
ble. Por el momento solo sabemos que V̂α es continua, ya que ŷα es continua y
V̂α(x) = Ψα

(
x, ŷα(x)

)
.

Pero antes de esto, vale la pena enfatizar que la función

ŷα : Rn → X ⊂ Rn,

que asocia a cada x ∈ Rn con el punto ŷα(x) que maximiza la aplicación Ψα(x, ·)
en X, está definida en todo Rn, y no solamente en X. (La función yα estaba de-
finida en X.) Aśımismo, sus puntos fijos son exactamente los equilibrios de Nash
normalizados.

Proposición 15.5. Un vector x̄ ∈ Rn es un equilibrio de Nash normalizado si y
solo si x̄ es un punto fijo de la aplicación ŷα, es decir, si y solo si x̄ = ŷα(x̄).

Prueba. Esta proposición es el resultado análogo a la Proposición 14.10 para ŷα. La
unicidad de ŷα(x̄) nos asegura que x̄ = ŷα(x̄) si y solo si x̄ ∈ X y V̂α(x̄) = Ψα(x̄, x̄),
esto es, si y solo si x̄ ∈ X y V̂α(x̄) = 0, lo cual equivale al hecho de que x̄ sea un
equilibrio de Nash normalizado.
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Volvamos al Problema (15.2). A partir de ahora supondremos, en lo que resta
de esta sección, que las funciones θν son de clase C1. En particular, Ψα es de cla-
se C1. Queremos mostrar que, en esta situación, V̂α también es de clase C1. Más
precisamente, probaremos el siguiente teorema.

Teorema 15.6. La función V̂α es diferenciable en Rn, y su gradiente está dado por

∇V̂α(x) =
N∑
ν=1

[
∇θν(xν , x−ν)−∇θν(ŷνα(x), x−ν)

]

+

 ∇x1θ1(ŷ1
α(x), x−1)
...

∇xN θN(ŷNα (x), x−N)

− α(x− ŷα(x)
)
.

(15.3)

En particular, V̂α es de clase C1.

Usaremos el teorema de Danskin (Teorema 6.7) para demostrar el Teorema 15.6.
Con tal fin definimos

U := Rn, K := X y f := Ψα,

de modo que, según la nomenclatura del teorema de Danskin, tendremos v = V̂α y
M = ŷα. Entonces f es continua en U×K; ∇xf(x, y) existe y es continua en Ω×K;
y para cada x ∈ Rn, por la continuidad de M (parte (3) del Teorema 15.4), existe
una vecindad V de x tal que M (como multifunción) tiene imágenes no vaćıas en V
y M(V ) es acotado. Aśı, las condiciones de dicho teorema son satisfechas, por lo que
deducimos que V̂α es diferenciable en U = Rn y que su gradiente ∇V̂α(x) es igual a
∇xΨα(x, y)|y=ŷα(x), o sea,

∇V̂α(x) = ∇xΨα

(
x, ŷα(x)

)
.

Luego el Teorema 15.6 se sigue del siguiente lema.

Lema 15.7. El gradiente respecto a x de Ψα está dado por

∇xΨα(x, y) =
N∑
ν=1

[
∇θν(xν , x−ν)−∇θν(yν , x−ν)

]
+

 ∇x1θ1(y1, x−1)
...

∇xN θN(yN , x−N)

−α(x−y).
Prueba. Escribiendo

Ψα(x, y) = η(x, y)− ω(x, y)− α

2
‖x− y‖2,

donde η(x, y) =
∑N

ν=1 θν(x
ν , x−ν) y ω(x, y) =

∑N
ν=1 θν(y

ν , x−ν), vemos que el gra-
diente respecto a x del último sumando es −α(x− y), y que además

∇xη(x, y) =
N∑
ν=1

∇θν(xν , x−ν).
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Debemos entonces mostrar que

∇xω(x, y) =
N∑
ν=1

∇θν(yν , x−ν)−

 ∇x1θ1(y1, x−1)
...

∇xN θN(yN , x−N)

 .

Puesto que cada xµ representa las nµ variables del µ-ésimo jugador, basta con mos-
trar que si xi es una variable controlada por el µ-ésimo jugador entonces

∂ω

∂xi
(x, y) =

N∑
ν=1

∂θν
∂xi

(yν , x−ν)− ∂θµ
∂xi

(yµ, x−µ). (15.4)

Sea µ ∈ {1, . . . , N} y supongamos que xi es una variable controlada por el jugador
µ. Sean las funciones γν : Rn × Rn → Rn definidas por γν(x, y) = (yν , x−ν). Luego
ω =

∑N
ν=1 θν ◦γν , y puesto que la aplicación θµ◦γµ : (x, y) 7→ θµ(yµ, x−µ) no depende

de las variables xµ controladas por el µ-ésimo jugador, tenemos

∂ω

∂xi
(x, y) =

N∑
ν=1

∂(θν ◦ γν)
∂xi

(x, y) =
N∑

ν=1, ν 6=µ

∂(θν ◦ γν)
∂xi

(x, y).

Escribiendo γν =
(
(γν)1, . . . , (γν)n

)
: (x, y) 7→ (yν , x−ν), vemos que

∂(γν)j
∂xi

(x, y) = δij
si ν 6= µ (donde δij es el delta de Kronecker), de modo que aplicando la Regla de la
Cadena (Teorema 1.21) obtenemos

N∑
ν=1, ν 6=µ

∂(θν ◦ γν)
∂xi

(x, y) =
N∑

ν=1, ν 6=µ

n∑
j=1

∂θν
∂xj

(γν(x, y)) · δij =
N∑

ν=1, ν 6=µ

∂θν
∂xi

(yν , x−ν)

=
N∑
ν=1

∂θν
∂xi

(yν , x−ν)− ∂θµ
∂xi

(yµ, x−µ),

lo cual prueba (15.4).

Puntos estacionarios

Ahora que sabemos que el problema

min V̂α(x), x ∈ X (15.2)

supera los defectos D1., D2. y D3. que enumeramos en la sección anterior, recor-
demos que la mayoŕıa de algoritmos usados en optimización para resolver este tipo
de problemas sirven para hallar sus puntos estacionarios (véase la página 42). Aśı,
surge una pregunta natural: ¿cuándo un punto estacionario del Problema (15.2) es
una solución óptima?

Debido a que estamos interesados en los equilibrios de Nash normalizados, que
constituyen una subclase de las soluciones óptimas del Problema (15.2), aqúı intenta-
remos responder la siguiente pregunta: ¿cuándo un punto estacionario del Problema
(15.2) es un equilibrio de Nash normalizado?
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Lema 15.8. Dado cualquier z ∈ Rn tenemos

N∑
ν=1

[
∇xνθν(ŷ

ν
α(z), z−ν)− α(zν − ŷνα(z))

]T (
xν − ŷνα(z)

)
≥ 0, ∀ x ∈ X.

En particular, si z ∈ X la siguiente desigualdad se verifica

N∑
ν=1

[
∇xνθν(ŷ

ν
α(z), z−ν)− α(zν − ŷνα(z))

]T (
zν − ŷνα(z)

)
≥ 0.

Prueba. Recordemos que ŷα(z) es la única solución del problema

minφ(y), y ∈ X,

donde φ : Rn → R es la función definida por φ(y) = −Ψα(z, y). Esto implica que
ŷα(z) debe satisfacer la condición de optimalidad dada en la Proposición 3.1:

〈∇φ(ŷα(z)), x− ŷα(z)〉 ≥ 0, ∀ x ∈ X. (15.5)

De la definición de φ vemos que

φ(x) = −
N∑
ν=1

θν(z
ν , z−ν) +

N∑
ν=1

θν(x
ν , z−ν) +

α

2
‖x− z‖2.

El primer sumando −
∑N

ν=1 θν(z
ν , z−ν) de esta igualdad es constante, y, además, el

gradiente del tercer sumando es igual a α(x− z). Afirmamos que

∇ϕ(x) =

 ∇x1θ1(x1, z−1)
...

∇xN θN(xN , z−N)

 ,

donde ϕ : Rn → R está dada por ϕ(x) =
∑N

ν=1 θν(x
ν , z−ν). Supongamos por el

momento que la afirmación es cierta. Tenemos entonces que

∇φ(x) =

 ∇x1θ1(x1, z−1)
...

∇xN θN(xN , z−N)

+α(x−z) =

 ∇x1θ1(x1, z−1)− α(z1 − x1)
...

∇xN θN(xN , z−N)− α(zN − xN)

 .

Usando esta expresión, la ecuación (15.5) se convierte en ∇x1θ1(ŷ1
α(z), z−1)− α(z1 − ŷ1

α(z))
...

∇xN θN(ŷNα (z), z−N)− α(zN − ŷNα (z))


T (
x− ŷα(z)

)
≥ 0, ∀ x ∈ X,

de donde, desarrollando el producto de matrices obtenemos la primera parte del
lema. La segunda parte es obvia.
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Solo nos falta probar la afirmación. Debemos mostrar que si xi es una variable
controlada por el µ-ésimo jugador entonces

∂ϕ

∂xi
(x) =

∂θµ
∂xi

(xµ, z−µ), ∀ x ∈ Rn. (15.6)

Para cada ν ∈ {1, . . . , N} sea la función γν : Rn → Rn dada por γν(x) = (xν , z−ν).
Entonces ϕ =

∑N
ν=1 θν ◦γν , y como la aplicación θν ◦γν : x 7→ θν(x

ν , z−ν) no depende
de xi cuando ν 6= µ, se sigue que

∂ϕ

∂xi
(x) =

N∑
ν=1

∂(θν ◦ γν)
∂xi

(x) =
∂(θµ ◦ γµ)

∂xi
(x).

Escribiendo γµ =
(
(γµ)1, . . . , (γµ)n

)
: x 7→ (xµ, z−µ), tenemos que

∂(γµ)j
∂xi

(x) = δij,
donde δij es el delta de Kronecker. La Regla de la Cadena implica por tanto que

∂(θµ ◦ γµ)

∂xi
(x) =

n∑
j=1

∂θµ
∂xj

(γµ(x)) · δij =
∂θµ
∂xi

(
xµ, z−µ

)
,

y combinando esto con la ecuación anterior obtenemos (15.6).

Sea ahora x̄ ∈ X un punto estacionario del Problema (15.2), esto es,

∇V̂α(x̄)T (x− x̄) ≥ 0, ∀ x ∈ X.

De la representación del gradiente ∇V̂α(x̄) en el Teorema 15.6, obtenemos que para
x = ŷα(x̄) ∈ X se cumple que

0 ≤
N∑
ν=1

[
∇θν(x̄ν , x̄−ν)−∇θν(ŷνα(x̄), x̄−ν)]T

(
ŷα(x̄)− x̄

)
+

N∑
ν=1

∇xνθν(ŷ
ν
α(x̄), x̄−ν)T (ŷα(x̄)ν − x̄ν)− α

(
x̄− ŷα(x̄)

)T (
ŷα(x̄)− x̄

)
=

N∑
ν=1

[
∇θν(x̄ν , x̄−ν)−∇θν(ŷνα(x̄), x̄−ν)

]T (
ŷα(x̄)− x̄

)
+

N∑
ν=1

[
∇xνθν(ŷ

ν
α(x̄), x̄−ν)− α

(
x̄ν − ŷνα(x̄)

)]T (
ŷα(x̄)ν − x̄ν

)
.

Ahora bien, el Lema 15.8 nos asegura que el segundo término de esta suma es menor
o igual que 0, y que por tanto el primer sumando es mayor o igual que 0.

En conclusión, para todo punto estacionario x̄ ∈ X del Problema (15.2) tenemos

N∑
ν=1

[
∇θν(x̄ν , x̄−ν)−∇θν(ŷνα(x̄), x̄−ν)

]T (
ŷα(x̄)− x̄

)
≥ 0.

Esto motiva la siguiente suposición, que representa una respuesta parcial a la pre-
gunta planteada al inicio de esta subsección.
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Suposición 15.9. Dado x ∈ Rn fijo con x 6= ŷα(x), se cumple que

N∑
ν=1

[
∇θν(xν , x−ν)−∇θν(ŷνα(x), x−ν)

]T (
x− ŷα(x)

)
> 0.

En otras palabras, la Suposición 15.9 se satisface en x ∈ Rn cuando

x 6= ŷα(x) implica
N∑
ν=1

[
∇θν(xν , x−ν)−∇θν(ŷνα(x), x−ν)

]T (
x− ŷα(x)

)
> 0.

Teorema 15.10. Sea x̄ ∈ X un punto estacionario del Problema (15.2). Si la
Suposición 15.9 se cumple en x = x̄, entonces x̄ es un equilibrio de Nash normalizado
para el GNEP.

Prueba. La discusión previa muestra que si x̄ es un punto estacionario en el que
la Suposición 15.9 se satisface, entonces x̄ = ŷα(x̄), o equivalentemente, x̄ es un
equilibrio de Nash normalizado.

La Suposición 15.9 puede interpretarse como un cierto tipo de monotońıa estricta
o positividad definida. Para apreciar este hecho supongamos que las funciones θν son
cuadráticas y están definidas de la siguiente manera

θν(x) = (xν)TAννx
ν +

N∑
µ=1, µ 6=ν

(xν)TAνµx
µ,

donde cada matriz Aνµ ∈ Rnν×nµ es el (ν, µ) subbloque de la matriz

A := (Aνµ)Nν,µ=1 ∈ Rn×n.

Suponemos también que las matrices Aνµ son simétricas.

Proposición 15.11. Si la matriz A es positiva definida, entonces la Suposición 15.9
se satisface en todos los puntos x ∈ Rn.

Prueba. Usando la identidad (xν)TAνµx
µ = (xµ)TATνµx

ν = (xµ)TAνµx
ν , derivamos

directamente las funciones θν para obtener

∇xµθν(x
ν , x−ν) = Aνµx

ν si µ 6= ν

y

∇xνθν(x
ν , x−ν) = 2Aννx

ν +
N∑

µ=1, µ 6=ν

Aνµx
µ = Aννx

ν +
N∑
µ=1

Aνµx
µ.

Luego

N∑
ν=1

[
∇θν(xν , x−ν)−∇θν(ŷνα(x), x−ν)

]T (
x− ŷα(x)

)



Caṕıtulo 4. Reformulaciones como problemas de optimización 130

=
N∑
ν=1

N∑
µ=1

[
∇xµθν(x

ν , x−ν)−∇xµθν(ŷ
ν
α(x), x−ν)

]T (
xµ − ŷµα(x)

)
=
∑
µ6=ν

[
...
]

+
∑
µ=ν

[
...
]

= 2
N∑

ν,µ=1

(
xν − ŷνα(x)

)T
Aνµ

(
xν − ŷµα(x)

)
= 2
(
x− ŷα(x)

)T
A
(
x− ŷα(x)

)
,

y consecuentemente x 6= ŷα(x) implica que este número es positivo.

Observación 15.12. Notemos que a fin de obtener la reformulación del GNEP con
V̂α, lo que utilizamos esencialmente fue el hecho de que la aplicación y 7→ Ψα(x, y)
era fuertemente cóncava para cada x ∈ Rn fijo (véanse los Teoremas 15.4 y 15.6 y
la Proposición 15.5). Por ello, si y 7→ Ψ(x, y) fuera fuertemente cóncava para cada
x, obtendŕıamos una reformulación similar sin utilizar la función de Nikaidô-Isoda
regularizada, a saber, mediante la función

V̄ (x) := máx
y∈X

Ψ(x, y),

que tendŕıa las mismas propiedades que V̂α. Ahora bien, una condición suficiente
para que esto ocurra (para que Ψ(x, ·) sea fuertemente cóncava para cada x) es
que las funciones de beneficio θν sean fuertemente convexas en xν , como se verifica
fácilmente. Luego, para el GNEP en el “caso fuertemente convexo” no necesitamos
regularizar la función de Nikaidô-Isoda para obtener los resultados deseados.

Observación 15.13. De las definiciones dadas en las ecuaciones (14.3) y (15.1),
vemos que la única diferencia entre Vα y V̂α es que, al definirlas, se emplean los
conjuntos Ω(x) y X respectivamente. Por ello, si nos restringimos al NEP, esto es,
si X = X1× · · · ×XN donde cada Xν ⊂ Rnν es convexo, cerrado y no vaćıo, es fácil
ver que Ω(x) = X para cada x ∈ X. Luego, Vα = V̂α y en particular Vα es de clase
C1. Aśı, para el NEP las reformulaciones (14.5) y (15.2) coinciden.

16. Reformulación diferenciable y sin restriccio-

nes

En esta sección adaptamos las ideas de la sección anterior para obtener una refor-
mulación del GNEP como un problema de optimización sin restricciones. La idea
principal será usar dos parámetros α y β distintos y trabajar con la diferencia entre
sus funciones V̂ correspondientes, para luego aplicar los resultados de la sección an-
terior. La reformulación y sus propiedades irán surgiendo de manera natural de lo
que ya sabemos de la sección previa. Desde luego, la reformulación de esta sección
no va a caracterizar a todas las soluciones del GNEP, sino solamente a los equilibrios
de Nash normalizados.
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Comenzamos estableciendo el contexto bajo el que trabajaremos. Sean los paráme-
tros α, β ∈ R tales que 0 < α < β, y consideremos las funciones regularizadas de
Nikaidô-Isoda correspondientes

Ψα(x, y) =
N∑
ν=1

[
θν(x

ν , x−ν)− θν(yν , x−ν)−
α

2
‖xν − yν‖2

]
= Ψ(x, y)− α

2
‖x− y‖2,

Ψβ(x, y) =
N∑
ν=1

[
θν(x

ν , x−ν)− θν(yν , x−ν)−
β

2
‖xν − yν‖2

]
= Ψ(x, y)− β

2
‖x− y‖2;

sean también
V̂α(x) = máx

y∈X
Ψα(x, y) = Ψα

(
x, ŷα(x)

)
,

V̂β(x) = máx
y∈X

Ψβ(x, y) = Ψβ

(
x, ŷβ(x)

)
,

(16.1)

como en la ecuación (15.1) y según el Teorema 15.4. Como ya vimos, estas dos
funciones están bien definidas en todo Rn. Luego, podemos definir a partir de ellas
una nueva función

V̂αβ(x) := V̂α(x)− V̂β(x), x ∈ Rn, (16.2)

que es continua por el Teorema 15.4. Como veremos más adelante, esta será la
función objetivo de nuestro problema de optimización sin restricciones.

A continuación establecemos un resultado preliminar.

Lema 16.1. Para cada x ∈ Rn se verifica

β − α
2
‖x− ŷβ(x)‖2 ≤ V̂αβ(x) ≤ β − α

2
‖x− ŷα(x)‖2.

Prueba. De la ecuación (16.1), tenemos

Ψβ

(
x, ŷα(x)

)
≤ V̂β(x) = Ψβ

(
x, ŷβ(x)

)
y Ψα

(
x, ŷβ(x)

)
≤ V̂α(x) = Ψα

(
x, ŷα(x)

)
,

de donde se sigue

β − α
2
‖x− ŷβ(x)‖2 = Ψα

(
x, ŷβ(x)

)
−Ψβ

(
x, ŷβ(x)

)
≤ V̂α(x)− V̂β(x)

≤ Ψα

(
x, ŷα(x)

)
−Ψβ

(
x, ŷα(x)

)
=
β − α

2
‖x− ŷα(x)‖2.

Este lema nos permite obtener un resultado análogo al Teorema 15.4 para la
función V̂αβ, que caracteriza los equilibrios de Nash normalizados.

Teorema 16.2. La función V̂αβ satisface las siguientes propiedades:

(1) V̂αβ(x) ≥ 0 para todo x ∈ Rn;

(2) un vector x̄ ∈ Rn es un equilibrio de Nash normalizado si y solo si x̄ es un
mı́nimo global de V̂αβ tal que V̂αβ(x̄) = 0.
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Prueba. Es evidente que la parte (1) se sigue del Lema 16.1. Para la parte (2),
utilizando la Proposición 15.5 para α y β, tenemos que x̄ ∈ Rn es un equilibrio
de Nash normalizado si y solo si x̄ = ŷβ(x̄) o x̄ = ŷα(x̄). Luego, basta con notar

que, por el Lema 16.1, x̄ = ŷα(x̄) implica V̂αβ(x̄) = 0, y que V̂αβ(x̄) = 0 implica
x̄ = ŷβ(x̄).

Aśı, encontrar los equilibrios de Nash normalizados equivale a resolver el proble-
ma de minimización sin restricciones

min V̂αβ(x), x ∈ Rn. (16.3)

Nuevamente, la Observación 14.4 es válida aqúı con las respectivas modificaciones.

Como nuestro objetivo es dar una reformulación con función objetivo diferen-
ciable, de aqúı en adelante vamos a suponer que las funciones θν son de clase C1.
Como V̂αβ = V̂α − V̂β, de acuerdo con el Teorema 15.6, la función V̂αβ también será

de clase C1, y su gradiente será la diferencia de los gradientes de V̂α y V̂β.

Teorema 16.3. La función V̂αβ es de clase C1 y su gradiente está dado por

∇V̂αβ(x) =
N∑
ν=1

[
∇θν(ŷνβ(x), x−ν)−∇θν(ŷνα(x), x−ν)

]

+

 ∇x1θ1(ŷ1
α(x), x−1)−∇x1θ1(ŷ1

β(x), x−1)
...

∇xN θN(ŷNα (x), x−N)−∇xN θN(ŷNβ (x), x−N)


− α

(
x− ŷα(x)

)
+ β

(
x− ŷβ(x)

)
.

El Teorema 16.3 implica en particular que el Problema (16.3) es un problema de
optimización sin restricciones y con función objetivo diferenciable.

Puntos estacionarios

Como se hizo notar en la sección anterior, es importante saber cuándo un pun-
to estacionario de un problema de optimización es una solución óptima (véase la
página 42). En nuestro caso, es importante saber cuándo un punto estacionario del
Problema (16.3) es un equilibrio de Nash normalizado. Dado que (16.3) es un pro-
blema sin restricciones, sus puntos estacionarios son aquellos vectores x̄ ∈ Rn tales
que ∇V̂αβ(x̄) = 0.

Lema 16.4. Para cada z ∈ Rn se cumple que

N∑
ν=1

[
∇xνθν(ŷ

ν
α(z), z−ν)−∇xνθν(ŷ

ν
β(z), z−ν)

− α
(
zν − ŷνα(z)

)
+ β

(
zν − ŷνβ(z)

)]T (
ŷνβ(z)− ŷνα(z)

)
≥ 0.
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Prueba. Sabemos del Lema 15.8 que

N∑
ν=1

[
∇xνθν(ŷ

ν
α(z), z−ν)− α(zν − ŷνα(z))

]T (
xν − ŷνα(z)

)
≥ 0, ∀ x ∈ X,

y que en particular para x = ŷνβ(z)

N∑
ν=1

[
∇xνθν(ŷ

ν
α(z), z−ν)− α

(
zν − ŷνα(z)

)]T (
ŷνβ(z)− ŷνα(z)

)
≥ 0.

Análogamente,

N∑
ν=1

[
∇xνθν(ŷ

ν
β(z), z−ν)− β

(
zν − ŷνβ(z)

)]T (
ŷνα(z)− ŷνβ(z)

)
≥ 0.

Sumando estas dos desigualdades obtenemos lo que buscábamos.

Ahora daremos una condición similar a la Suposición 15.9, que representará una
respuesta parcial a la cuestión de bajo qué condiciones un punto estacionario es un
equilibrio de Nash normalizado.

Suposición 16.5. Dado x ∈ Rn fijo con ŷα(x) 6= ŷβ(x), la siguiente desigualdad se
satisface

N∑
ν=1

[
∇θν(ŷνβ(x), x−ν)−∇θν(ŷνα(x), x−ν)

]T (
ŷβ(x)− ŷα(x)

)
> 0.

Equivalentemente, la Suposición 16.5 se satisface en x ∈ Rn cuando

ŷα(x) 6= ŷβ(x) implica
N∑
ν=1

[
∇θν(ŷνβ(x), x−ν)−∇θν(ŷνα(x), x−ν)

]T (
ŷβ(x)− ŷα(x)

)
>0.

Con esta suposición podemos establecer el resultado análogo al Teorema 15.10
para el problema (16.3).

Teorema 16.6. Sea x̄ ∈ Rn un punto estacionario del Problema (16.3), esto es,

∇V̂αβ(x̄) = 0.

Si la Suposición 16.5 se satisface en x = x̄, entonces x̄ es un equilibrio de Nash
normalizado.

Prueba. Sabemos que ∇V̂αβ(x̄) = 0. Del Teorema 16.3 se sigue que

0 =
N∑
ν=1

[
∇θν(ŷνβ(x̄), x̄−ν)−∇θν(ŷνα(x̄), x̄−ν)

]

+

 ∇x1θ1(ŷ1
α(x̄), x̄−1)−∇x1θ1(ŷ1

β(x̄), x̄−1)
...

∇xN θN(ŷNα (x̄), x̄−N)−∇xN θN(ŷNβ (x̄), x̄−N)


− α

(
x̄− ŷα(x̄)

)
+ β

(
x̄− ŷβ(x̄)

)
.

(16.4)
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Multiplicando por
(
ŷβ(x̄)− ŷα(x̄)

)
obtenemos

0 =
N∑
ν=1

[
∇θν(ŷνβ(x̄), x̄−ν)−∇θν(ŷνα(x̄), x̄−ν)

]T (
ŷβ(x̄)− ŷα(x̄)

)
+

N∑
ν=1

[
∇xνθν(ŷ

ν
α(x̄), x̄−ν)−∇xνθν(ŷ

ν
β(x̄), x̄−ν)

− α
(
x̄ν − ŷνα(x̄)

)
+ β

(
x̄ν − ŷνβ(x̄)

]T (
ŷνβ(x̄)− ŷνα(x̄)

)
,

donde el segundo sumando es mayor o igual que 0 por el Lema 16.4, es decir,

N∑
ν=1

[
∇θν(ŷνβ(x̄), x̄−ν)−∇θν(ŷνα(x̄), x̄−ν)

]T (
ŷβ(x̄)− ŷα(x̄)

)
≤ 0,

Como la Suposición 16.5 se satisface en x = x̄, lo anterior significa que ŷβ(x̄) = ŷα(x̄).
Aśı, x̄ es un equilibrio de Nash normalizado por la Proposición 15.5, ya que de (16.4)
se sigue que (β − α)(x̄− ŷα(x̄)) = 0 y por consiguiente x̄ = ŷα(x̄).

Terminamos analizando la Suposición 16.5 como ya hicimos antes con la Supo-
sición 15.9. Aśı que supongamos nuevamente que las funciones θν son cuadráticas y
están definidas del siguiente modo

θν(x) = (xν)TAννx
ν +

N∑
µ=1, µ 6=ν

(xν)TAνµx
µ,

donde cada matriz Aνµ ∈ Rnν×nµ es el (ν, µ) subbloque de la matriz

A := (Aνµ)Nν,µ=1 ∈ Rn×n.

Suponemos también que las matrices Aνµ son simétricas.

Proposición 16.7. Si la matriz A es definida positiva, entonces la Suposición 16.5
se satisface en todos los puntos x ∈ Rn.

Prueba. La prueba es prácticamente igual a la demostración de la Proposición
15.11, con ŷβ(x) en vez de x. Recordemos que

∇xµθν(x
ν , x−ν) =

{
Aνµx

ν , si µ 6= ν,

Aννx
ν +

∑N
µ=1 Aνµx

µ, si µ = ν.

Entonces
N∑
ν=1

[
∇θν(ŷνβ(x), x−ν)−∇θν(ŷνα(x), x−ν)

]T (
ŷβ(x)− ŷα(x)

)
=

N∑
ν=1

N∑
µ=1

[
∇xµθν(ŷ

ν
β(x), x−ν)−∇xµθν(ŷ

ν
α(x), x−ν)

]T (
ŷµβ(x)− ŷµα(x)

)
= 2

N∑
ν,µ=1

(
ŷνβ(x)− ŷνα(x)

)T
Aνµ

(
ŷνβ(x)− ŷµα(x)

)
= 2
(
ŷνβ(x)− ŷα(x)

)T
A
(
ŷνβ(x)− ŷα(x)

)
,

y por consiguiente ŷβ(x) 6= ŷα(x) implica que este número es positivo.
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Conclusiones y recomendaciones

El Problema de Equilibrio de Nash Generalizado (GNEP) es la generalización
natural del Problema de Equilibrio de Nash (NEP). El GNEP se adecúa mejor que el
NEP a las situaciones de la vida real, pero es mucho más dif́ıcil de estudiar. Resolver
el GNEP es complicado, ya que consiste en resolver al mismo tiempo varios proble-
mas de minimización, cuyos conjuntos factibles pueden variar conforme intentamos
resolverlos. Es por ello que las reformulaciones del GNEP son importantes.

Existen varios resultados que garantizan que un GNEP dado posee solución.
Obtuvimos varios usando las reformulaciones del Caṕıtulo 3. Pero el resultado más
importante existente en la literatura posiblemente sea el Teorema 10.8.

En el caso convexo y diferenciable del GNEP (o sea X es convexo y cada θν es de
clase C1 en Rn y convexa respecto a la ν-ésima variable), toda solución del problema
de desigualdad variacional V I(F,X), donde la función F : Rn → Rn es aquella cuya
definición se dio en la Sección 11, es solución del GNEP mas no toda solución del
GNEP es solución del problema V I(F,X). La equivalencia entre los dos problemas
se da en el contexto de los NEPs.

Si el conjunto X tiene la forma {x ∈ Rn | gi(x) ≤ 0, ∀ i = 1, . . . , r} donde
cada gi es convexa y diferenciable, existe una caracterización de las soluciones del
GNEP que son soluciones de V I(F,X), obtenida utilizando las condiciones KKT1:
si x̄ es una solución de V I(F,X) con multiplicadores λ, entonces x̄ es solución del
GNEP con multiplicadores λ1 = · · · = λN = λ; y si x̄ ∈ X es una solución del
GNEP con multiplicadores λ1 = · · · = λN , entonces x̄ es solución de V I(F,X) con
multiplicadores λ = λ1 = · · · = λN .

En el caso convexo del GNEP (o sea X es convexo y cada θν es continua en Rn y
convexa respecto a la ν-ésima variable), toda solución del problema de desigualdad
variacional V I(Φ, X), donde el operador Φ : Rn ⇒ Rn es aquel cuya definición se dio
en la Sección 12, es solución del GNEP mas no toda solución del GNEP es solución

1Recordemos que si x̄ ∈ X es solución de V I(F,X) y alguna condición de calificación se satis-
face en x̄ entonces existe un vector de multiplicadores de Lagrange λ en x̄ (véase la Sección 7);
similarmente, si x̄ = (x̄1, . . . , x̄N ) es una solución del GNEP, o sea si cada x̄ν minimiza θν(·, x̄−ν)
sobre Xν(x̄−ν), y se cumplen condiciones de calificación para cada problema de minimización,
entonces existen vectores de multiplicadores de Lagrange λ1, . . . , λN en x̄, uno por cada problema
(véase la Sección 3.)
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del problema V I(Φ, X). La equivalencia entre los dos problemas se da en el contexto
de los NEPs.

En el caso cuasiconvexo del GNEP (o sea X es convexo y cada θν es continua
en Rn y cuasiconvexa respecto a la ν-ésima variable), toda solución del problema de
desigualdad variacional V I(Na

θ , X), donde el operador multivaluado Na
θ : Rn ⇒ Rn

es aquel cuya definición se dio en la Sección 13, es solución del GNEP. A diferencia
de lo obtenido en el caso convexo, aqúı X no tiene necesariamente que ser convexo.
No obstante, el rećıproco solo se da en el contexto de los NEPs, cuando cada función
de coste θν es cuasiconvexa semiestricta y cuando X es convexo.

Para concluir que el GNEP tiene solución es suficiente garantizar que los proble-
mas de desigualdad variacional asociados tienen solución. Aśı, si el conjunto X de
la definición del GNEP es convexo, compacto y no vaćıo entonces el problema tiene
solución cuando cada función θν es cuasiconvexa semiestricta respecto a la ν-ésima
variable.

Los respectivos problemas de desigualdad cuasivariacionalQV I(F,Ω),QV I(Φ,Ω)
y QV I(Na

θ ,Ω), que extienden las reformulaciones anteriores, son equivalentes al
GNEP en cada caso.

Para las conclusiones restantes suponemos que X es convexo y cerrado, y que cada
función θν es continua en Rn y convexa respecto de la ν-ésima variable.

Un vector x̄ ∈ Rn es solución del GNEP si y solo si cualquiera de las siguientes
condiciones se satisface

(a) x̄ es punto fijo del operador S;

(b) x̄ minimiza V sobre X y V (x̄) = 0, donde V es la función definida en (14.1);

(c) x̄ minimiza Vα sobre X y Vα(x̄) = 0, donde Vα es la función definida en (14.3);

(d) x̄ es un punto fijo de la aplicación yα, donde yα es la función definida en el
Teorema 14.9.

Las funciones V y Vα no son necesariamente diferenciables cuando las funciones
θν lo son. Aśı, los problemas (14.2) y (14.5) son reformulaciones del GNEP como
problemas de minimización con restricciones y con función objetivo no diferenciable.

Todo equilibrio de Nash normalizado es solución del GNEP, mas no toda solución
del GNEP es un equilibrio de Nash normalizado. Un vector x̄ ∈ Rn es un equilibrio
de Nash normalizado si y solo si cualquiera de las siguientes condiciones se satisface

(a) x̄ minimiza V̂α sobre X y V̂α(x̄) = 0, donde V̂α es la función definida en (15.1);

(b) x̄ es un punto fijo de la aplicación ŷα, donde ŷα es la función definida en el
Teorema 15.4;

(c) x̄ minimiza V̂αβ sobre Rn, donde V̂αβ es la función definida en (16.2).

Las funciones V̂α y V̂αβ son de clase C1 cuando las funciones θν lo son. Luego, el
problema (15.2) es una reformulación del problema de hallar los equilibrios de Nash
normalizados como un problema de minimización con restricciones y con función
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objetivo diferenciable, mientras que el problema (16.3) es otra reformulación de
dicho problema como un problema de minimización sin restricciones y con función
objetivo diferenciable.

Bajo la hipótesis de la Suposición 15.9 todo punto estacionario del problema
(15.2) es un equilibrio de Nash normalizado. Análogamente, bajo la hipótesis de la
Suposición 16.5 todo punto estacionario del problema (16.3) es un equilibrio de Nash
normalizado.

Si cada función de beneficio θν fuera fuertemente convexa respecto a xν no seŕıa
necesario regularizar la función de Nikaidô-Isoda. De hecho, trabajando con V y Ψ
en vez de con V̂α y Ψα obtenemos una reformulación idéntica a (15.2) como problema
de minimización con función objetivo diferenciable.

Las reformulaciones (14.5) y (15.2) coinciden en el contexto de los NEPs.

Puesto que en esta tesis hemos estudiado el GNEP y hemos presentado varias
reformulaciones del problema, recomendamos que este estudio sea continuado desde
un punto de vista práctico (nuestro estudio ha sido solamente teórico). Es decir, se
puedŕıan considerar problemas de la vida real espećıficos, modelarlos con el GNEP,
reformularlos como problemas de optimización o de desigualdad variacional, y luego
intentar estudiarlos a partir de dichas reformulaciones.

Otro camino a seguir consistiŕıa en analizar las reformulaciones desde un punto de
vista algoŕıtmico, esto es, intentar ver cuán eficientemente funcionan con el GNEP los
algoritmos clásicos empleados para resolver problemas de optimización y problemas
de desigualdad variacional. En este caso posiblemente sea necesario trabajar bajo
ciertas hipótesis, como por ejemplo la diferenciabilidad de las funciones θν .
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