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ESTABLE”

Para optar el grado académico de Maestro en Ciencias
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RESUMEN

En el presente trabajo desarrollamos el concepto de conjunto simplicial

como herramienta fundamental en el desarrollo moderno de la topoloǵıa algebrai-

ca, bajo un punto de vista categórico, que nos introduce a ĺıneas como el álgebra

homotópica, teoŕıa categórica de homotoṕıa, K-teoŕıa de Quillen y A1-homotoṕıa

(donde esta última ĺınea ligada también a la geometŕıa algebraica). La categoŕıa de

conjuntos simpliciales representa una construcción algebraica que rescata las pro-

piedades más importantes de los CW-complejos, sin hacer uso de topoloǵıa, pero

aludiendo siempre a ella. Esta categoŕıa forma un clásico ejemplo de categoŕıa de

modelo cerrada, la cual estudiaremos para ofrecer un panorama general de los al-

cances del álgebra homotópica. Los resultados más importantes son el Teorema B

de Quillen (base primordial de la K-teoŕıa de Quillen), Teorema del Grupo de Com-

pleción y la equivalencia del funtor producto simétrico infinito de Schlichtkrull con

al funtor Γ de Barratt-Eccles, los cuales representan la homotoṕıa estable.
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INTRODUCCIÓN

La presente tesis tiene como uno de sus propósitos introducir la teoŕıa de homotoṕıa en

otro contexto aparte del de espacios topológicos, esta idea fue originalmente propuesta

por Whitehead en el International Congress of Mathematics (ICM) de 1950. Posterior-

mente en los finales de los 60, Quillen desarrolla una teoŕıa axiomática en la cual dentro

de cierta clase de categoŕıas (llamadas categoŕıas de modelos) puede desarrollarse la

noción de homotoṕıa, rescatando muchas de las propiedades estudiadas para espacios

topológicos. Otra meta planteada en esta tesis es conocer las bases de la K-teoŕıa de

Quillen y la homotoṕıa estable, ĺıneas que han venido desarrollándose considerablemen-

te los últimos años.

La inspiración de esta tesis son principalmente los art́ıculos [1] y [2], usando como me-

dio para comprender las nociones empleadas, los libros [3] y [4] principalmente. En [2],

Schlichtkrull rescata el famoso funtor ’Producto simétrico infinito’, el cual responde a la

pregunta: Dado un espacio X, ¿es posible encontrar otro espacio Y tal que los grupos de

homoloǵıa del primero sean los grupos de homotoṕıa del segundo?. La primera respues-

ta afirmativa fue el famoso Teorema de Dold-Thom [5], cuando X es un CW-complejo

conexo (punteado) y la homoloǵıa es reducida, tenemos Y = SP (X), es decir:

πn(SP (X)) ∼= H̃n(X)

Posteriores generalizaciones de este teorema se encuentran en [6] y en el reciente art́ıculo

[7] mediante herramientas categóricas.

SP (X) es un coĺımite, pero una versión en coĺımite homotópico, llamado ’Producto

simétrico infinito homotópico’ por Schlichtkrull y denotado SPh(X), resulta ahora, re-

presentar la homotoṕıa estable de un espacio X. Sin embargo, en [1] Barratt y Eccles

también hab́ıan desarrollado un funtor que representaba la homotoṕıa estable, denotado

Γ. Nuestro propósito es encontrar la equivalencia

SP∧h (X) w ΓX w Ω∞Σ∞X (1)

El primer caṕıtulo desarrolla los preliminares categóricos y algebraicos necesarios para

continuar con el estudio de los conceptos a tratar. Por su condición de preliminares, se

ofrecen pocas pruebas, pero las mejores referencias para los temas son [8] para teoŕıa de

categoŕıas y [9], para sucesiones espectrales.

El segundo caṕıtulo trabaja la categoŕıa de conjuntos simpliciales, resaltando su cercana

relación a la categoŕıa de espacios topológicos. La sección de suspensión de Kan no

es necesaria para continuar con la lectura, sin embargo está inspirado en quien desee

estudiar un poco de Kan Spectra.



El tercer caṕıtulo estudia las categoŕıas de modelos, dentro de la cual sSet juega un

rol importante, el principal resultado aqúı es el Teorema del Grupo de Compleción,

apoyándos en las pruebas de Jardine en [10] y de McDuff-Segal en [11].

El cuarto caṕıtulo se enfoca en el funtor Γ de Barrat-Eccles, comparando la formulación

original y la planteada por Schlichtkrull.

El quinto caṕıtulo alcanza nuestro resultado principal, para a continuación presentar

como aplicación el Teorema de Barratt-Priddy-Quillen-Segal.



Caṕıtulo 1

PRELIMINARES

Nuestros preliminares comprenden una revisión rápida de teoŕıa de categoŕıas y suce-

siones espectrales. Si bien la teoŕıa de categoŕıas es a la actualidad todo un campo que

puede estudiarse sin buscar ninguna conexión con topoloǵıa algebraica, sus origenes se

remontan a esta última, pues fue introducida formalmente por Eilengerg y MacLane con

el fin de describir la principal motivación de la topoloǵıa algebraica (para el momento),

esto es el estudio de funtores (del tipo algebraico) que con la propiedad de ser invarian-

tes salvo equivalencia homotópica. Introducimos rápidamente los conceptos de ĺımite y

coĺımite de funtores, y mencionaremos algunos resultados y definiciones vitales para el

avance de el presente trabajo.

1.1. COLÍMITE DE UN FUNTOR

Sea Λ una categoŕıa, si Obj(Λ) es un conjunto (recordemos que no toda clase es un

conjunto), a la categoŕıa la llamamos pequeña.

Dado un funtor F : Λ → C donde Λ es pequeña, en este caso usaremos el nombre

de sistema (o diagrama) para F y categoŕıa de indices del sistema para Λ. Un cocono

(Y, {fα}) del sistema F : α 7→ Fα es un objeto Y con flechas (llamadas componentes del

cocono) fα : Fα → Y (α ∈ Λ) tal que si tenemos la flecha α
φ−→ β, entonces fβ ◦Fφ = fα,

es decir que el siguiente diagrama conmuta:

Fα Y

Fβ

fα

Fφ
fβ

1
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Sean (Y, {fα}) y (Z, {gα}) dos coconos del sistema F , un morfismo de coconos es una

flecha ψ : Y → Z tal que el siguiente diagrama conmuta para todo α ∈ Obj(Λ):

Fα

Y Z

fα
gα

ψ

Un cocono coĺımite (X, {hα}) de F del sistema F es un objeto inicial de la categoŕıa

de coconos del sistema, es decir que existe una (única) flecha ϕ : X → Y que hace que

el siguiente diagrama conmute:

Fα

X Y

Fβ

Fφ

hα

fα

ϕ

hβ

fβ

Denotaremos a X como colim
Λ

Fα (llamándolo coĺımite de los Fα) a lo largo de este

caṕıtulo, y más adelante (en concordancia con los art́ıculos que inspiran este trabajo)

llamaremos también a X ĺımite directo de Λ y lo denotaremos lim−→
Λ

Fα.

Hablamos en realidad de ‘el’ coĺımite porque se demuestra facilmente que todos los

coĺımites de un sistema son isomorfos (cuando estos existan).

Un ĺımite de un sistema G : Ω → D es (se puede definir aśı) el coĺımite de su diagrama

opuesto Gop : Ωop → Dop.

Ejemplo:

(Coĺımites filtrantes) Sea I un conjunto parcialmente ordenado, decimos que I es dirigido

si ∀α, β ∈ I, ∃δ ∈ I/α ≤ δ, β ≤ δ.
Vamos a tomar esta idea para un tipo especial de categoŕıas, que tambien denotaremos

como I.

Decimos que la categoŕıa (pequeña) I es filtrante si:

a)Obj(I) ∈ Set es dirigido y sus flechas coinciden con la relación de orden.

b) Dados α
ϕ
//

ψ
// β , existe β

τ // δ tal que τ ◦ ϕ = τ ◦ ψ LLamaremos a un coĺımite

filtrante cuando su categoŕıa de indices lo es.

PROPOSICIÓN 1.1.1. Sea Λ → Cat sistema filtrante, entonces existe colim
Λ

Xα

Prueba: [12].
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1.1.1. FUNTORES ADJUNTOS

Sean C,D categoŕıas y los funtores C
F
))
D

G

ii
y τ un isomorfismo natural tal que:

Cop ×D
homC(−,G−)

**

homD(F−,−)

44�� τ Set

Es decir, se tiene una biyección natural [F (X), Y ]D
τYX−−→ [X,G(Y )]C . Decimos que

(F,G, τ) es una adjunción. Diremos que (F,G) es un par adjunto, F es adjunto a iz-

quierda de G, o que G es ajunto a derecha de F cuando existe un isomorfismo natural

τ tal que (F,G, τ) sea una adjunción. La importancia de los funtores adjuntos es enor-

me, y acerca del tema uno puede extenderse bastante. En [12] podemos encontrar una

tesis basada completamente en funtores adjuntos, donde se prueba el siguiente teorema

fundamental:

TEOREMA 1.1.2. Si (F,G) es un par adjunto, entonces F preserva coĺımites y G

preserva ĺımites.

Prueba: [12].

Ejemplo 1.1. Un caso conocido de funtores adjuntos proviniente del Álgebra conmu-

tativa es el de los funtores L : −⊗N y R = hom(N,−), esto nos permitirá probar que

el producto tensorial conmuta con coĺımites filtrantes:

hom(lim−→(Mi ⊗N), P ) ∼= lim←− hom(Mi ⊗N,P ) (1.1)

∼= lim←− hom(N, hom(Mi, P )) (1.2)

∼= hom(N, lim←− hom(Mi, P )) (1.3)

∼= hom(N, hom(lim−→Mi, P )) (1.4)

∼= hom((lim−→Mi)⊗N,P ) ∀P ∈ ModA (1.5)

=⇒ lim−→(Mi ⊗N) ∼= (lim−→Mi)⊗N

Mencionemos brevemente algunos ejemplos muy importantes de coĺımites que poseen

diversas propiedades, las cuales pueden ser estudiades en [8, 12].

1.1.2. LEMA DE YONEDA

LEMA 1.1.3. (YONEDA) Sea F : Cop → Set un funtor (conocido como funtor contra-

variante, o F ∈ SetC
op

), y A ∈ Obj(C), entonces existe una biyección natural
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Nombre Diagrama

Coproducto (binario) ∗ ∗
Objeto inicial 0

Push Out

∗ ∗

∗
Coecualizador ∗ //

// ∗

Cuadro 1.1: Coĺımites comunes.

Nat(homC(−, A), F ) ∼= F (A)

Definida mediante τ 7−→ τ(idA), con inversa a 7−→ θa, donde θa : homC(−, A)→ F que

lleva h ∈ homC(X,A) a (Fh)(a) ∈ F (X) para cualquier X ∈ Obj(C).

A los funtores del tipo homC(−, A), que denotaremos simplemente como [−, A] los lla-

maremos funtores representables y el teorema siguiente dice que cualquier objeto de la

categoŕıa SetC
op

se puede obtener como coĺımite de representables. Primero daremos una

pequeña definición.

DEFINICIÓN 1.1.4. Con el mismo F del lema anterior, se define ΛF llamado dia-

grama de F a la categoŕıa de pares (X,x) con X ∈ Obj(C) y x ∈ F (X) con morfismos

homΛF ((X,x), (Y, y)) = {f ∈ homC(X,Y )/F (f)(y) = x}

TEOREMA 1.1.5. F = colim
ΛF

[−, X]

Prueba: [8].

1.2. TRANSFORMACIONES DINATURALES

Dadas las categoŕıas C,B y funtores S, T : Cop ×C → B, una transformación dinatural

α : S
•

=⇒ T es una aplicación que asigna todo objeto c ∈ Obj(C), un morfismo αc :

S(c, c)→ T (c, c) en B, llamado componente de α en c tal que para cada flecha f : c→ c′

en C, el diagrama hexagonal

S(c, c) T (c, c)

S(c′, c) T (c, c′)

S(c′, c′) T (c′, c′)

αc

T (id,f)S(f,id)

S(id,f)
αc′

T (f,id)
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1.2.1. END Y COEND

DEFINICIÓN 1.2.1. Dada una categoŕıa C, un end de S : Cop × C → X es un par

< e, ω >, donde e es un objeto de C y ω : e
•

=⇒ S es una transformación dinatural

(donde consideramos e : Cop × C → X funtor constante a e) con la propiedad de que

para cualquier β : x
•

=⇒ S existe una única flecha h : x→ e en X tal que βa = ωah para

todo a ∈ Obj(C).

A las transformaciones dinaturales de la forma β : x
•

=⇒ S las nombramos por cuña o

wedge. Para cada flecha f : b→ c, tenemos un diagrama

x S(b, b)

S(b, c)

e S(c, c)

βb

h
βc

S(id,f)
ωb

ωc
S(f,id)

Haciendo un pequeño abuso de lenguaje, el objeto e es llamado también end, y lo de-

notaremos e =
∫
c
S(c, c). Dados dos funtores U, V : C → X, estos definen un fun-

tor homX(U−, V−) : Cop × C → Set, entonces tomando un conjunto Y , un wedge

τ : Y
•

=⇒ homX(U−, V−), con componentes τc : Y
•

=⇒ homX(Uc, V c) (c en C), el cual

asigna a cada y ∈ Y y cada c en C, una flecha τc,y : Uc → V c en X, y ya que manera

que el rombo siguiente conmuta

homX(Uc, V c)

Y homX(Ub, V c)

homX(Ub, V b)

−◦Ufτc

τb V f◦−

evaluado en y, tenemos el diagrama

Ub V b

Uc V c

τb,y

Uf V f

τc,y

lo cual declara que τ−,y : U ⇒ V (es una transformación natural), por lo que hemos

encontrado una función Y → Nat(U, V ) (y 7→ τ−,y) y es la única que el diagrama
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Y homX(Uc, V c)

Nat(U, V ) homX(Uc, V c)

τc

=

ωc

conmute, donde ωc lleva cada U
λ
=⇒ V a su componente Uc

λc−→ V c, con lo cual concluimos

que

Nat(U, V ) =
∫
c

hom(Uc, V c)

PROPOSICIÓN 1.2.2. (End de una transformación natural). Dada una transforma-

ción natural γ : S ⇒ S′ entre funtores S, S′ : Cop × C → X donde ambos poseen ends

< e, ω > y < e′, ω′ >, existe una única flecha g =
∫
c
γc,c′ : e → e′ en X tal que el

diagrama

∫
c
S(c, c) S(c, c)

∫
c
S′(c, c) S′(c, c)

ωc

∫
c
γc,c

γc,c′

ω′c

Prueba: La composición γc,c′ ◦ωc define un wedge, y ya que ω′ es el wedge universal para

S′, se induce el morfismo que denotamos
∫
c
γc,c′ y llamaremos end de la transformación

natural γ. Ahora, si tenemos otra transformación γ′ : S′
•

=⇒ S′′

∫
c
S(c, c) S(c, c)

∫
c
S′(c, c) S′(c, c)

∫
c
S′′(c, c) S′′(c, c)

ωc

∫
c
γc,c

γc,c′

ω′c

∫
c
γ′c,c γ′c,c

ω′′c

aśı se deduce la regla
∫
c

(γ′ ◦ γ)c,c =
∫
c
γ′c,c ◦

∫
c
γc,c... (∗)

TEOREMA 1.2.3. (Teorema del parámetro para ends). Sea T : P ×Cop×C → X un

funtor tal que, para cada p ∈ P , T (p,−,−) posea un end

ωp :
∫
c
T (p, c, c)

•
=⇒ T (p,−,−)
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en X, entonces existe un único funtor U : P → X con Up =
∫
c
T (p, c, c) tal que las

componentes (wp)c del wedge, definen una transformación natural en p.

Prueba: Cada morfismo f : s : p → q en P , define una transformación natural γ =

T (s,−,−) : T (p,−,−)⇒ T (q,−,−), entonces gracias a la proposición anterior existe un

funtor U : P → X con Up =
∫
c
T (p, c, c) (para objetos p de P ) y Us =

∫
c
T (s, c, c) con s

morfismo como antes, U resulta ser funtorial por la regla de composición (∗) y podemos

resumir lo anterior denotando U =
∫
c
T (−, c, c).

PROPOSICIÓN 1.2.4. Sea S : P op × P × Cop × C → X un funtor tal que el end∫
c
S(p, q, c, c) existe para todo par (p, q) de objetos de P , lo cual nos permite, por el

teorema del parámetro, inducir un funtor (bifuntor) P op × P → X, y considerando a S

como un bifuntor (P × C)op × (P × C)→ X, entonces existe un isomorfismo

θ :
∫

(p,c)

S(p, c, p, c) ∼=
∫
p

[
∫
c
S(p, p, c, c)]

Donde el ’end doble’ en la izquierda existe si y solo si existe el end derecho, y θ es el

único morfismo tal que el diagrama

∫
(p,c)

S(p, c, p, c) S(p, p, c, c)

∫
p

[
∫
c
S(p, p, c, c)]

∫
c
S(p, p, c, c) S(p, p, c, c)

ξ(p,c)

θ
=

ρp ωp,p,c

conmuta, donde los morfismos ξ, ρ y ω son los wedges universales pertenecientes a sus

respectivos ends

Prueba: Para cada par (p, q) en P × P , existe un end

ωp,q :
∫
c
S(p, q, c, c)

•
=⇒ S(p, q,−,−)

para cada x, cada familia P -indexada ρp : x→
∫
c
S(p, p, c, c) de flechas en X determina

una familia (P × C)-indexada ξp,c como las composiciones

ξp,c : x
ρp−→
∫
c
S(p, q, c, c)

ωp,p,c−−−→ S(p, p, c, c)

donde ωp,p,c = (ωp,p)c, fijando p, ξp,− es wedge en c (es constante). Rećıprocamente, ya

que ωp,p es universal, cada familia (P ×C)-indexada que es natural en c, tiene justo esa

forma de composición, para un único ρ.

Además, ρ es wedge si y solo si el diagrama conmuta
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x
∫
c
S(p, p, c, c)

∫
c
S(q, q, c, c)

∫
c
S(p, q, c, c)

ρp

ρq ∫
c
S(p,s,c,c)

∫
c
−

para cualquier flecha s : p → q. Correspondientemente, ξ es wedge (para algún c) si y

solo si

x S(p, p, c, c)

S(q, q, c, c) S(p, q, c, c)

ξp,c

ξq,c S(p,s,c,c)

S(s,q,c,c)

conmuta.

Ahora con estos dos cuadrados, formamos un cubo conmutativo con las aristas

idx, ωp,p,c, ωp,q,c, y ωq,q,c

como a continuación:

x
∫
c
S(p, p, c, c)

x S(p, p, c, c)

∫
c
S(q, q, c, c)

∫
c
S(p, q, c, c)

S(q, q, c, c) S(p, q, c, c)

idx

ρp

ρq

∫
c
S(p,s,c,c)

ωp,
p,
c

ξp,c

ξq,c

ωq,q,c ωp,q,c

Ya que las caras izquierda, derecha, superior e inferior conmutan, entonces la cara pos-

terior conmuta si y solo si conmuta la cara anterior conmuta para todo c. Por lo tanto

ρ es un wedge (en p) si y solo si ξ es un wedge (en (p, c)), esto dice que existe una

correspondencia biyectiva entre los wedges de x a

∫
c
S(−,−, c, c) y los wedges de x a S.

Esto implica el isomorfismo por la propiedad universal del end.

COROLARIO 1.2.5. (FUBINI) Sea S : P op × P × Cop × C → X un funtor tal que

los ends
∫
c
S(p, q, c, c) y

∫
c
S(p, q, c, c) existen para todos p, q objetos en P , y b, c objetos

en C. Por el teorema del parámetro, podemos considerar estos ends como bifuntores (de

p, q o b, c, respectivamente), entonces existe un isomorfismo
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θ :
∫
p

[
∫
c
S(p, p, c, c)] ∼=

∫
c

[
∫
p
S(p, p, c, c)]

donde el end exterior de la derecha existe si y solo si existe también el end exterior de

la ixquierda, y θ es el único morfismo tal que el diagrama

∫
p

∫
c
S(p, p, c, c)

∫
c
S(p, p, c, c) S(p, p, c, c)

∫
c

∫
p
S(p, p, c, c)

∫
p
S(p, p, c, c) S(p, p, c, c)

ξ(p,c)

θ
=

ρp ωp,p,c

1.3. EXTENSIONES DE KAN

Dados los funtores F : C → E y K : C → D, una Extensión de Kan izquierda de F

a lo largo de K es un funtor LanKF : D → E junto con una transformación natural

η : F ⇒ LanKF ◦ K tal que cualquier otro par (G : D → E, γ : F ⇒ GK), existe

una única transformación natural α : LanKF ⇒ G, como se aprecia en la siguiente

ilustración.

C
K //

F   

D

LanKF
��

:B
η

C
K //

F   

D

G
��

:B
γ

E E

D

LanKF
((

G

66�� α E

Dualmente, se define una extensión de Kan derecha de F a lo largo de K RanKF .

Para el siguiente resultado, vamos a suponer K fijo.

TEOREMA 1.3.1. Si las extensiones de Kan (derechas o izquierdas) existen para todo

F , entonces los funtores LanK− y RanK− son, respectivamente, los adjuntos izquierdo

y derecho del funtor − ◦K.

Prueba: Cualquier par (G, γ) como en la definición de extensión izquierda de Kan,

induce una transformación natural

γ∗ : Nat(G,−)⇒ Nat(F,− ◦K)

En efecto, si tenemos G′ : D → E y β : G⇒ G′, entonces, γ∗(′)(β) = βK ◦ γ.

La propiedad universal de la extensión izquierda de Kan nos dice que la transformación
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natural dada por el par (LanKF, η), osea η∗, es isomorfismo natural. Aśı tenemos para

cada G, un isomorfismo

Nat(LanKF,G) ∼= Nat(F,G ◦K)

natural en G, lo cual es lo que se buscaba. Análogamente se concluye lo buscado para

RanKF .

1.3.1. CATEGORÍA COMA

DEFINICIÓN 1.3.2. Dadas las categoŕıas y funtores

E C DT

S

la categoŕıa coma (T ↓ S) tiene como objetos todas las ternas < e, d, f >, con d ∈
ObjD, e ∈ ObjE y f : Te → Sd; y como flechas < e, d, f >→< e′, d′, f ′ > todos los

pares < h, k > de flechas k : e→ e′, h : d→ d′ tales que el siguiente diagrama conmute

Te Te′

Sd Sd′

Tk

f f ′

Sh

Si consideramos la categoŕıa 1 como la cual posee un único objeto y como único morfismo,

la identidad. Un objeto b de C puede ser visto como un funtor B :1→ C, entonces

haciendo T = b obtenemos la categoŕıa coma (b ↓ S) y, haciendo S = id, la categoŕıa

(b ↓ C)

TEOREMA 1.3.3. Dado K : C → D, sea F : C → E un funtor tal que la composición

(K ↓ d)
p−→ C

F−→ E tiene, para cada d ∈ D, un coĺımite en E, y hacemos

Ld = lim−→((K ↓ d)
pd−→ C

F−→ E)

Cada g : d → d′ induce un morfismo Lg : lim−→(Fpd) → lim−→(Fpd
′
), con esto se define un

funtor L : D → E y para cada c ∈ C, las componentes λidKc = εc del cocono coĺımite

definen una transformación natural ε y (L, ε) es la extensión izquierda de F a lo largo

de K, y tenemos

Prueba: [13].
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TEOREMA 1.3.4. Dados los funtores K : M → C y T : M → A tal que para cualquier

par m,m′ en M y cualquier c en C, las copotencias C(Km′, c).Tm =
⊔

C(Km,c)

Tm existen

en A, entonces T posee una extensión izquierda de Kan L = LanKT a lo largo de K si

para cada c en C el coend
m∫
C(Km, c).Tm existe

Lc = (LanKT )c =

m∫
C(Km, c).Tm

Prueba: Por el teorema del parámetro (para coends), podemos considerar este coend

como funtor de c, si consideramos un funtor S : C → A, vemos

A(Tm,SKm) ∼= Nat(C(Km,−), A(Tm,S−)) ∼=
∫
c

Ens(C(km, c), A(Tm,Sc)) (1.6)

Donde la categoŕıa Ens es aquella definida por MacLane en [8], muy cercana a Set pero

con diferencias técnicas importantes. La siguiente sucesión de isomorfismos

Nat(L, S) ∼=
∫
c

A(Lc, Sc) (Fórmula de Nat como end)

∼=
∫
c

A(

m∫
C(Km, c).Tm, Sc) (Definición de L)

∼=
∫
c

∫
m

A(C(Km, c).Tm, Sc) (Continuidad de A(−, Sc))

∼=
∫
c

∫
m

Ens(C(km, c), A(Tm,Sc)) (Definición de copotencia)

∼=
∫
m

∫
c

Ens(C(km, c), A(Tm,Sc)) (Fubini)

∼=
∫
m

A(Tm,SKm) (Por (1.6))

∼= Nat(T, SK) (Fórmula de Nat como end)

nos permiten concluir.

TEOREMA 1.3.5. (EXTENSÓN DE YONEDA) Sea F : D → E funtor, donde E es

cocompleta, entonces:

1. Existe un funtor F̂ : SetD
op → E, el cual preserva coĺımites, tal que el diagrama

SetD
op

D E

F̂Y

F
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conmuta salvo isomorfismo natural, donde Y denota el encaje de Yoneda.

2. La extensión F̂ es única salvo isomorfismo natural y está dado por la extensión

izquierda de Kan LanY F de F a lo largo de Y.

3. El funtor U : E → SetD
op

que env́ıa un objeto ξ de E a E(F−, ξ) es adjunto derecho

de la extensión de Yoneda F̂ .

1.4. CATEGORÍA DE OBJETOS PUNTEADOS

DEFINICIÓN 1.4.1. Sea C una categoŕıa con objeto final 1, Un objeto punteado

(X, ∗) es un objeto X de C junto a un morfismo ∗ : 1→ X, llamado punto base de X. La

categoŕıa de objetos punteados de C, denotado C∗, es definida como la categoŕıa coma

1 ↓ C.

PROPOSICIÓN 1.4.2. Sea F : C D : U una adjunción entre categor̀ıas co-

completas con objetos finales. Existe una adjunción inducida F∗ : C∗ D∗ : U∗
Prueba: Definiremos primero U∗, si 1 es el objeto final de D, entonces U(1) es objeto

final de C, pues adjunciones derechas preservan ĺımites. Definimos U∗ : D∗ → C∗ el

funtor (Y, ∗) 7→ (UY,U∗) . Sea F∗ el funtor que env́ıa un objeto (X, ∗) de C∗ al pushout

F (U(1)) FX

1 F∗(X, ∗)

F∗

en D con su punto base el morfismo inferior del diagrama. Comprobar la adjunción es

un ejercicio de rutina.

El propósito de la tesis no es profundizar en el tema de Categoŕıas y Funtores sino

mencionar los conceptos necesarios para continuar con la lectura, sin embargo resalto la

importancia y belleza de la Teoŕıa de Categoŕıas, que todo interesado en tópicos avanza-

dos (y no tan avanzados) de Topoloǵıa Algebraica, Geometŕıa Algebraica, K-Teoŕıa, etc.

debe leer. Una obra clásica y muy completa es Categories for working mathematician

de MacLane [8].

1.5. SUCESIONES ESPECTRALES

Un módulo Z-bigraduado es una familia E = {Ep,q} de módulos, uno por cada par de

ı́ndices p, q = 0,±1,±2, ....

Un diferencial d : E → E de b́ıgrado (−r, r − 1) es una familia de homomorfismos
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{d : Ep,q → Ep−r,q+r−1}, uno por cada p, q tal que d2 = 0.

El módulo de homoloǵıa H(E) = H(E, d) de E bajo este diferencial, es el módulo

Z-bigraduado {Hp,q(E)} definido de forma natural como

Hp,q(E) = Ker[d : Ep,q → Ep−r,q+r−1]/dEp+r,q−r+1

Una k-sucesión espectral E = Er, dr es una sucesión Ek, Ek+1, ... de módulos Z-bigraduados

, cada uno con una diferencial

dr : Erp,q → Erp−r,q+r−1, r = k, k + 1, ...

de b́ıgrado (−r, r − 1), con isomorfismos

H(Er, dr) ∼= Er+1, r = k, k + 1, ...

Esto quiere decir que cada Er+1 es el módulo de homoloǵıa bigraduado del precedente

(Er, dr).

El módulo b́ıgraduado Ek es el término inicial de la sucesión espectral. Si E′ es otra

sucesión espectral, un homomorfismo de sucesiones espectrales es una familia de homo-

morfismos

f r : Erp,q → E′rp,q, r = k, k + 1, ...

con drf r = f rdr y tal que cada f r∗ = H(Er) → H(E′r) corresponde a f r+1 = Er+1 →
E′r+1 (mediante el isomorfismo por definición).

Consideramos Er+1 identificado conH(Er), sea Zk el módulo b́ıgraduado Zkp,q = Ker[dk :

Ekp,q → Ekp−k,q+k−1] y sea Bk el módulo bigraduado Bk
p,q = dk(Ekp+k,p−k+1), entonces

Bk ⊂ Zk y Ek+1 = Zk/Bk.

Sea Z(Ek+1) el módulo b́ıgraduado Z(Ek+1)p,q = Ker[dk+1 : Ek+1
p,q → Ek+1

s−k−1,q+k] y sea

B(Ek+1) el módulo b́ıgraduado B(Ek+1)p,q = dk+1(Ek+1
p+k+1,t−k).

Por el teorema de isomorfismo de Noether, existen módulos bigraduados Zk+1 y Bk+1

de Zk conteniendo Bk tales que Z(Ek+1)p,q = Zk+1
p,q /B

k
p,q y B(Ek+1)p,q = Bk+1

p,q /B
k
p,q

para todo par p, q. Se sigue que Bk+1 ⊂ Zk+1 y tenemos

BK ⊂ Bk+1 ⊂ ZK+1 ⊂ Zk

Procediendo por inducción, obtenemos la cadena de submódulos

Bk ⊂ Bk+1 ⊂ ... ⊂ Br ⊂ ... ⊂ Zr ⊂ ...Zk+1 ⊂ Zk
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tal que Er+1 = Zr/Br. Definimos los módulos b́ıgraduados Z∞ =
⋂
r Z

r, B∞ =
⋃
r B

r

y E∞ = Z∞/B∞.

1.5.1. MÓDULOS FILTRADOS

Una filtración de un módulo A es una familia de submódulos FpA, uno por cada p ∈ Z,

con

· · · ⊂ Fp−1A ⊂ FpA ⊂ Fp+1A ⊂ · · · (1.7)

Toda filtración F de A determina un módulo asociado graduado GFA = {(GFA)p =

FpA/Fp−1A}. Si F y F ′ son fltraciones de A y A′ respectivamente, un homomorfismo de

módulos filtrados α : A→ A′ es un homomorfismo de módulos tal que α(FpA) ⊂ F ′pA′.
Una filtración de un complejo de cadenas (A, ∂), es una familia de subcomplejos de ca-

denas FpA satisfaciendo (1.7) en cada dimensión n. Esta filtración induce una filtración

en el módulo graduado de homoloǵıa H(A), con Fp(H(A)) definido como la imagen de

H(FpA) bajo la inyección FpA→ A.

La filtración del complejo de cadenas (A, ∂) determina una filtración {FpAn} para cada

An, y el diferencial ∂ de A induce homomorfismos ∂ : FpAn → FpAn−1 para cada par

p, n.

La familia {FpAn} es un módulo Z-b́ıgraduado, pero resultará conveniente indexarla

mediante (p, q) donde p es como antes y q = n− p, luego este módulo bigraduado tiene

la forma {FpAp+q}.

Una filtración de (más generalmente) un módulo Z-graduado es llamada acotada si

para cada grado n existen s = s(n) < t = t(n) tal que FsAn = 0 y FtAn = An, es decir

0 = FsAn ⊂ Fs+1An ⊂ ... ⊂ FtAn = An

Particularmente, llamamos a F canónicamente acotada si F−1An = 0 y FnAn = An para

todo n ∈ Z.

Decimos que una sucesión espectral {Er, dr} converge a un módulo graduado H (Erp ⇒
H) si existe una filtración F de H y para cada p, isomorfismos E∞p

∼= FpH/Fp−1H de

módulos graduados. Aqúı, Erp denota el módulo graduado {Erp,q, q = 0,±1, ...}, entonces

TEOREMA 1.5.1. Toda filtración F de un complejo de cadenas (A, ∂) determina una

sucesión espectral (Er, dr), r = 1, 2, ... tal que

E1
p
∼= H(FpA/Fp−1A)
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es decir E1
p,q
∼= Hp+q(FpA/Fp−1A). Si F es acotada, entonces Erp ⇒ H(A), lo cual se

entiende de la definición como

E∞p,q
∼= Fp(Hp+qA)/Fp−1(Hp+qA)

o simplemente E∞p
∼= Fp(HA)/Fp−1(HA).

Prueba: [9, 14, 15].

1.5.2. BICOMPLEJOS DE CADENAS

DEFINICIÓN 1.5.2. Un bicomplejo de cadenas K es una familia {Kp,q} de módulos

con dos familias de diferenciales

∂h : Kp,q → Kp−1,q y ∂v : Kp,q → Kp,q−1

los cuales son homomorfismos definidos para todos los pares de enteros p, q, cumpliendo

que

∂v∂v = 0, ∂h∂h = 0, ∂v∂h + ∂h∂v = 0

Un bicomplejo de cadenas es positivo si reposa en el primer cuadrante (Kp,q = 0 cuando

p < 0 o q < 0). Un homomorfismo f : K → L de bicomplejos de cadenas es una familia

de homomorfismos {f : Kp,q → Lp,q} tal que f∂h = ∂hf y f∂v = ∂vf .

La homoloǵıa vertical Hv de K es formada respecto de ∂v como

Hv
p,q(K) = Ker(∂v : Kp,q → Kp,q−1)/∂vKp,q+1

la cual es un módulo bigraduado con diferencial ∂h : Hv
p,q → Hv

p−1,q inducido por el

∂h original de K, e inducimos una nueva homoloǵıa, llamada homoloǵıa horizontal Hh,

donde

Hh
pH

v
q (K) = Ker(∂h : Hv

p,q → Hv
p−1,q)/∂hH

v
p+1,q

Cada bicomplejo de cadenas K determina un complejo de cadenas Tot(K), donde

Tot(K)n =
⊕
p+q=n

Kp,q, ∂ = ∂h + ∂v : Xn → Xn−1
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La filtración horizontal F h de Tot(K)n es definida por los subcomplejos F hp Tot(K)n =⊕
m≤q

Kh,n−m.

La sucesión espectrial asociada a F h es llamada sucesión espectral horizontal Eh.

TEOREMA 1.5.3. Para la sucesión espectral horizontal Eh de un bicomplejo de ca-

denas K, existen isomorfismos naturales

Eh
2
p,q
∼= Hh

pH
v
q (K)

Si Kp,q = 0 cuando p < 0, Eh
2 ⇒ H(Tot(K)). Si K es positivo, Eh reposa en el primer

cuadrante.

Prueba: [9].



Caṕıtulo 2

HOMOTOPÍA SIMPLICIAL

La categoŕıa sSet será un primer ejemplo de que se puede encontrar la homotoṕıa fuera

de Top, pero estando cercanamente relacionada a una subcategoŕıa de esta (los CW-

complejos). Aunque originalmente su concepción y la manera de probar los resultados

eran más un asunto de combinatoria, el desarrollo acelerado de la teoŕıa de categoŕıas per-

mitió aplicar sus herramientas en sSet para definir y demostrar en términos categóricos.

En este caṕıtulo combinamos ambas perspectivas, pues para trabajar completamente en

términos categóricos, tendŕıamos que definir extensiones anodinas (ver [3, 16]), lo cual

no es indispensable para los demas caṕıtulos.

Comenzamos considerando la categoŕıa ∆ cuyos objetos son los conjuntos finitos n =

{0, · · · , n} con morfismos las aplicaciones monótonas no decrecientes µ : m → n, es

decir µ(i) ≤ µ(j) si i ≤ j. Existen dos tipos de morfismos de este tipo que generan todos

los demás:

di : n− 1→ n y sj : n + 1→ n definidas por

di(k) =

{
k , k < i

k + 1 , k ≥ i

sj(k) =

{
k , k ≤ j
k − 1 , k > j

17
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satisfaciendo las siguientes relaciones

djdi = didj−1 , i < j

sjdi = disj−1 , i < j

sjdj = 1 = sjdj+1

sjdi = di−1sj , i > j + 1

sjsi = sisj+1 , i ≤ j

(2.1)

Hemos dicho que todos los otros morfismos de ∆ se generan a partir de los mencionados

anteriormente, pues bien, aclaremos un poco mejor esto.

PROPOSICIÓN 2.0.1. Todo morfismo µ de ∆ se puede expresar como composiciones

de di y sj .

Prueba: [4].

Un detalle evidente es que los di son inyectivos y los sj epiyectivos, luego mediante las

relaciones dadas en (∗), estas permiten que µ pueda descomponerse µ = Σ ◦ δ donde Σ

es inyectivo y δ es epiyectivo.

DEFINICIÓN 2.0.2. Sea C una categoŕıa. Un objeto simplicial de C es un funtor

K : ∆op → C, llamamos n-śımplicies de K a los elementos de Kn. Cuando C = Set,

llamamos a K conjunto simplicial

Denotaremos simplemente di = K(di) y sj = K(sj). Debido a la caracteŕıstica de K de

ser contravariente, deducimos a partir de (∗) las relaciones



didj = dj−1di , i < j

disj = sj−1di , i < j

djsj = id = dj+1sj

disj = sjdi−1 , i > j + 1

sisj = sj+1si , i ≤ j

(2.2)

En adelante trabajaremos en general con la categoŕıa Set a menos que se especifique

alguna otra categoŕıa. Decimos que un n-śımplice es degenerado si es imagen de algún

sj , de lo contrario será no degenerado.

Sean K y L dos conjuntos simpliciales, un mapa simplicial entre K y L es una transfor-

mación natural f : K → L. Encontramos natural entonces que los conjuntos simpliciales

formen una categoŕıa la cual denotaremos sSet.

Ejemplo 2.1. : El n-estándar simplex ∆[n] es definido por

∆[n] = hom∆(−,n)
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es decir

∆[n]k = {(i0, i1 · · · , ik)/0 ≤ i0 ≤ · · · ≤ ik ≤ n}

Este conjunto simplicial es precisamente lo que conoćıamos como funtor representable,

luego por lema de Yoneda

homsSet(∆[n], Y ) ∼= Yn

Particularmente

homsSet(∆[n],∆[m]) ∼= ∆[m]n = hom∆(n,m) (2.3)

DEFINICIÓN 2.0.3. Un conjunto simplicial K es llamado complejo de Kan si satisfa-

ce la condición de extensión: Si por cada colección de (n+1) n-śımplices x0, x1, · · · , xk−1,

xk+1, · · · , xn+1 que cumple ∂ixj = ∂j−1xi, i < j, i 6= k, j 6= k (a esto le llamamos condi-

ción de compatibilidad), existe un (n+ 1)-śımplice x tal que ∂ix = xi, para i 6= k.

Ejemplo 2.2. : Sea ∆n = {(t0, t1, · · · , tn)/0 ≤ ti ≤ 1,
∑
ti = 1} ⊂ Rn+1 el complejo

simplicial estándar (como lo conocemos en Homoloǵıa simplicial). Si X es un espacio

topológico, un n-śımplice singular de X es una función continua f : ∆n → X y deno-

taremos Sn(X) el conjunto formado por estos, entonces definimos el conjunto simplicial

S(X) mediante los morfismos

(dif)(t0, t1, · · · , tn−1) = f(t0, · · · , ti−1, 0, ti, · · · , tn)

(sjf)(t0, t1, · · · , tn+1) = f(t0, · · · , ti−1, ti + ti+1, ti+2, · · · , tn)

LEMA 2.0.4. S(X) es un complejo de Kan

Prueba: Como la unión de cualquier colección de (n+ 1) caras de ∆n+1 es un retracto

de este (la identidad se extiende a todo ∆n+1), cualquier función continua definida en tal

unión puede extenderse a todo ∆n+1. En adelante llamaremos indiscriminadamente como

çomplejo.a los conjuntos simpliciales (usando uno y otro término en ciertos puntos).

Observación 2.1. A las colecciones del tipo x0, x1, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn+1, las de-

notaremos convenientemente x0, x1, · · · , xk−1,−, xk+1, · · · , xn+1 para indicar que ‘salta-

mos’ el término de posición k-ésima.

2.1. HOMOTOPÍA DE COMPLEJOS DE KAN

En esta sección definiremos la noción del funtor de Homotoṕıa πn(K) en primer lugar

para complejos de Kan, y explicamos la analoǵıa de esta homotoṕıa con la de los espacios

topológicos. Posteriormente nos extenderemos a todos los conjuntos simpliciales.
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DEFINICIÓN 2.1.1. Sea K un complejo. Dos n-śımplices x, x′ de K son homotópicos,

denotado x ∼ x′ si dix = dix
′, 0 ≤ i ≤ n, y existe un śımplice y ∈ Kn+1 tal que

dny = x, dn+1y = x′ y diy = sn−1di = sn−1dix
′, 0 ≤ i < n. El śımplice y es llamado

homotoṕıa de X a x′.

PROPOSICIÓN 2.1.2. Si K es un complejo de Kan, la relación ∼ es de equivalencia

entre los n-śımplices de K, ∀n ≥ 0.

Prueba: Recordemos las relaciones en (2.2), particularmente dnsnx = x = dn+1snx,

también disnx = sn−1dix, 0 ≤ i < n, luego tomamos y = snx y vemos que x ∼ x (∼ es

reflexiva).

Por la definición de ∼, claramente esta es simétrica.

Supongamos x ∼ x′ y x ∼ x′′. Sean y′ e y′′ las homotoṕıas de x a x′ y de x a x′′,

respectivamente. Los n+ 2 (n+ 1)-śımplices

d0snsnx
′, · · · , dn−1snsnx

′, y′, y′′,−

Satisfacen la condición de compatibilidad, entonces existe un (n + 2)-śımplice z tal

que diz = disnsnx
′, 0 ≤ i < n, dnz = y′ y dn+1z = y′′. Por lo cual (a continuación

comprobaremos paso a paso una igualdad, las posteriores en esta prueba y las próximas

no lo serán, aśı)

dn+1diz = dn+1disnsnx
′ = dn+1sn−1disnx

′ = dn+1sn−1sn−1dix
′ = sn+1dnsn−1dix

′ =

sn−1dix
′.

dndn+2z = x′ y dn+1dn+2z = x′′, entonces x′ ∼ x′′.

DEFINICIÓN 2.1.3. Sea L un subcomplejo de Kan del complejo de Kan K. Dos

n-śımplices x y x′ (n > 0) son homotópicos relativo a L (denotado x ∼ x′ rel L) si dix =

dix
′, 1 ≤ i ≤ n, d0x ∼ d0x

′ en L y existe w ∈ Kn+1 tal que d0w = y, dnw = x, dn+1w = x′

y diw = sn−1dix = sn−1dix
′, 1 ≤ i < n donde y es una homotoṕıa de x a x′. El śımplice

w es llamado homotoṕıa relativa de x a x′.

PROPOSICIÓN 2.1.4. ConK y L como antes, ∼ rel L es una relación de equivalencia.

Prueba: Lo interesante a probar es la transitividad. Supongamos x ∼ x′ y x ∼ x′′. Sean

y′ e y′′ homotoṕıas en L de d0x a d0x
′ y de d0x a d0x

′′, respectivamente. Sean w′ y w′′

homotoṕıas relativas relativas x a x′ y de x a x′′, respectivamente, los cuales satisfacen

d0w
′ = y′ y d0w

′′ = y′′.

Similar a la prueba anterior, encontramos z ∈ Ln+1 tal que

diz = disn−1sn−1d0x
′, 0 ≤ i < n− 1, dn−1z = y′ y dnz = y′′.
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Entonces y = dn+1z es una homotoṕıa en L de d0x
′ a d0x

′′. Es fácil comprobar que los

n+ 2 (n+ 1)-śımplices

z, d1snsnx
′, · · · , dn−1snsnx

′, w′, w′′,−

satisfacen la condición de compatibilidad, entonces existe v ∈ Kn+2 que cumple la

condición de Kan. Sea w = dn+2v, entonces diw = sn−1dix
′, 1 ≤ i < n, d0w = y, dnw =

x′ y dn+1w = x′′ (lo que concluye la transitividad).

Sea K un complejo y φ ∈ K0. φ genera un subcomplejo de K con solo un n-śımplice

sn−1 · · · s0φ para cada n ≥ 0. Por abuso de notación, denotaremos también como φ al

subcomplejo generado por φ y a cualquiera de sus śımplices.

Llamaremos (K,φ) un par de Kan y a (K,L, φ) una terna de Kan donde L es un

subcomplejo de Kan de K. Sin embargo, cuando en general K o L no sean necesaria-

mente complejos de Kan, llamamos a estos espacio simplicial punteado y par simplicial

punteado (en analoǵıa a los espacios topológicos punteados)

La manera de definir mapas simpliciales de pares y ternas es análoga a la de espacios

topológicos.

DEFINICIÓN 2.1.5. (COMPONENTES POR CAMINOS)

Un camino en un conjunto simplicial X es un morfismo simplicial p : ∆[1] → X, equi-

valentemente (por Yoneda), un camino en X es un 1-śımplice p ∈ X1. Si p es un camino

en X, d1 = p(0) es llamado punto inicial del camino y d0p = p(1) llamado punto final.

Dos 0-śımplices a y b de X están en la misma componente por caminos de X si existe

un camino p con objeto inicial a y objeto final b

PROPOSICIÓN 2.1.6. Si X es complejo de Kan, entonces ‘estar en la misma com-

ponente por caminos’ es una relación de equivalencia.

Prueba: En realidad esta relación equivalencia coincide con la relación definida en

2.1.2. Sin embargo, en este caso particular, la definición tiene una mejor interpretación

geométrica.

Denotamos el conjunto de clases de equivalencia como π0X y decimos que X es conexo

si π0X es trivial.

DEFINICIÓN 2.1.7. Sea (K,φ) un par de Kan, sea K̃n ⊂ Kn, n ≥ 1 el conjunto de

puntos que satisfacen dix = φ, 0 ≤ i ≤ n.

Definimos

πn(K,φ) = K̃n/ ∼ .
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K es n-conexo si πi(K,φ) = φ, 0 ≤ i ≤ n. Sea (K,L, φ) una terna de Kan, sea también

K̃(L)n ⊂ Kn, n ≥ 1 el conjunto de cuyos elementos cumplen d0x ∈ Ln−1 y dix = φ, 0 ≤
i ≤ n.

Definimos πn(K,L, φ) = K̃(L)n/ ∼ rel L. Notemos que πn(K,φ, φ) = πn(K,φ), n ≤ 1

Definimos una aplicación ∂ : πn(K,L, φ)→ πn−1(L, φ), n ≤ 1 por ∂[x] = [d0x].

Queremos ahora probar que πn(K,φ) y πn(K,L, φ) poseen, a partir de cierto n, una

estructura de grupo y que ∂ es un homomorfismo de grupos.

DEFINICIÓN 2.1.8. Sea (K,φ) un par de Kan. Dados [x], [y] ∈ πn(K,φ). Los n+ 1

śımplices φ, · · · , φ, x,−, y son compatibles, luego existe z ∈ Kn+1 tal que diz = φ, 0 ≤
i < n− 1, dn−1z = x, dn+1z = y. Definimos [x][y] = [dnz].

No probaremos aqúı la buena definición de esta operación ni que esta provee a πn(K,φ)

estructura de grupo como su producto. Sin embargo, es interesante probar que este

producto, a partir de n=2, es en realidad una suma.

LEMA 2.1.9. πn(K,φ) es abeliano si n ≥ 2.

Prueba: Sean x, y, z, w ∈ K̃n, buscamos probar que [x][w] = [w][x], aśı que [y], [z] serán

clases variables convenientemente. La prueba está dividida en 4 partes y en cada una

de ellas, las notaciones solo tienen vigencia dentro de ellas mismas (ya que usaremos

muchas coincidentes en partes diferentes).

(I) Supongamos exista vn+1 ∈ Kn+1 que satisface divn+1 = φ0 ≤ i < n− 2, dn−2vn+1 =

w, dn−1vn+1 = x, dnvn+1 = y, dn+1vn+1 = φ.

Entonces [y][w] = [x] : Eligiendo vn−1 ∈ Kn+1 tal que divn−1 = φ0 ≤ i ≤ n − 2,

dnvn−1 = x y dn+1vn−1 = w, denotamos t = dn−1vn−1.

Sean vi = φ, 0 ≤ i < n−2, vn−2 = snw y vn+2 = sn−2w, aśı los vi satisfacen la condición

de compatibilidad, luego existe que r ∈ Kn+2 con divi, i 6= n. Sea vn = dnr.

divn = φ, 0 ≤ i ≤ n− 2, dn−1vn = t, dnvn = y y dn+1vn = φ. Por lo tanto [t][φ][t] = [y],

además [t][w] = [x] por cómo definimos vn−1. Luego [y][w] = [x].

(II) Supongamos exista vn ∈ Kn+1 satisfaciendo divn = φ, 0 ≤ i < n − 2, dn−1vn = φ,

dn−2vn = w, dnvn = y y dn+1vn. Entonces [w][y] = [z]: Elegimos v4n− 1 ∈ Vn+1 que

completa a la colección compatible φ, · · · , φ, vn−1, vn−1,−, vn−1.

Sean vi = φ, 0 ≤ i < n− 2 y vn−2 = sn−2w y vn+2 = snw. Los vi son compatibles, y lo

completamos con r tal que dir = vi, i 6= n+ 1.

Seavn+1 = dn+1r, divn+1 = φ, 0 ≤ i ≤ n − 2, dn−1vn+1 = t, dnvn+1 = y, dn+1vn+1 = z.

Por tanto [t][z] = [y], pero por la elección de vn−1 y (I), [t][w] = [φ], luego [w][y] = [z].

(III) Supongamos exista vn+2 ∈ Kn+1 satisface divn+2, 0 ≤ i < n − 2, dn−2vn+2 = w,
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dn−1vn+2 = x, dnvn+2 = y y dn+1vn+2 = z, entonces [w]−1[x][z] = [y]: La colección

de n+1 n-śımplices φ, · · · , φ,−, φ, φ, w es compatible, y tomamos vn−2 que lo complete.

Denotamos t = dn−2vn−2. Elegimos vn−1 ∈ Kn+1 que complete la colección compatible

φ, · · · , φ, t, φ,−, x.

Sean vi = φ, 0 ≤ i < n − 2, vn = sny, los vi son compatibles y existe r tal que

dir = vi, i 6= n + 1. Sea vn+1 = dn+1r. Por (II), [t] = [w] y [t][u] = [x], además

[u][z] = [y], esto nos permite afirmar [w]−1[x][z] = [y].

(IV) Hacemos z = φ, reemplazando en (III) tenemos [w]−1[x] = [y], pero aplican-

do (I) al vn+2 de (III) (manteniendo z = φ), tenemos [y] = [x][w]−1. Por lo tanto

[w]−1[x] = [x][w]−1.

DEFINICIÓN 2.1.10. Sea (K,L, φ) una terna de Kan. Sean [x], [y] ∈ πn(K,L, φ), n ≥
2, existe un n-śımplice z tal que diz = φ, 0 ≤ i < n − 2, dn−2z = d0x, dnz = d0y,

aśı que [d0x][d0y] = [dn−1z (tomando las clases en πn−1(L, φ)). Los n+1 n-śımplices

z, φ, · · · , φ, x,−, y son compatibles. Definimos [x][y] = [dnw], donde w es un (n + 1)-

śımplice que completa tal colección compatible. A continuación unas consecuencias es-

perables de esta definición que no demostraremos por la analoǵıa con los grupos de

homotoṕıa de pares de Kan.

LEMA 2.1.11. La operación [x][y] está bien definida.

PROPOSICIÓN 2.1.12. πn(K,L, φ) es un grupo con tal operación como producto.

PROPOSICIÓN 2.1.13. πn(K,L, φ) es abeliano ∀n ≥ 3.

Una vez confirmada la estructura de grupo de πn(K,φ) y πn(K,L, φ), es sencillo ver

que ∂ es un homomorfismo, más aún podemos ver la importancia que tiene al conectar

ambos tipos de grupo de homotoṕıa mediante el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1.14. Sea (K,L, φ) una terna de Kan, entonces la suceción

· · · −→ πn+1(K,L, φ)
∂−→ πn(L, φ)

i−→ πn(K,φ)
j−→ πn(K,L, φ) −→ · · ·

es exacta, donde i y j son inducidos por inclusión.

Prueba:

(I) Consideramos i[d0x] = i∂[x], x ∈ K(L)n+1, los n+2 (n + 1)-śımplices −, φ, · · · , φ, x
son compatibles, luego elegimos z ∈ Kn+2 que complete esta colección. Entonces did0z =

d0di+1z = φ, 0 ≤ i < n y dn+1d0z = d0dn+2z = d0x por lo cual d0x ∼ φ en K. Por lo

tanto Im ∂ ⊂Ker i
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(II) Sea i[y] = φ, y ∈ L̃n, entonces y ∼ φ en Kn, aśı que tomamos z con diz = φ, 0 ≤ i ≤
n, dn+1z = y. Los n+2 (n + 1)-śımplices z, φ, · · · , φ,− son compatibles, luego tenemos

w que complete la colección.

didn+2w = φ, 1 ≤ i ≤ n+ 1 y d0dn+2w = y, entonces claramente d[dn+2w] = [y].

(III) ∂j = φ: ∂j[x] = [d0x] = [φ] = φ, pues x ∈ K̃n.

(IV) Sea ∂[x] = [d0x] = φ, x ∈ K̃(L)n. Existe z ∈ Ln tal que diz = φ, 0 ≤ i < n,

dnz = d0x. Los (n + 1) n-śımplices z, φ, · · · , φ,−, x son compatibles y tomamos y que

complete la colección, es fácil comprobar que x ∼ ∂ny rel L. Ya que didny = φ, 0 ≤ i ≤ n,

se tiene [x] = j[∂ny].

Falta probar que Im i= Ker j, pero el razonamiento es el mismo que hemos venido

usando, aśı que con esto hemos conclúıdo.

2.2. HOMOTOPÍA ENTRE MAPAS SIMPLICIALES

Sean f, g : K → L mapas simpliciales (K,L complejos no necesariamente de Kan),

entonces f es homotópico a g, denotado f ' g si existen aplicaciones hi : Kq → Lq+1, 0 ≤
i ≤ q, que satisfacen:

1. d0h0 = f, dq+1hq = g

2. dihj = hj−1fi, si i < j.

dj+1hj+1 = dj+1hj

dihj = hjdi−1, si i > j + 1

3. sihj = hj+1si, si i ≤ j
dihj = hjsi−1

h es llamado homotoṕıa de f a g, denotado h : f ' g.

Si K ′ y L′ son subcomplejos de K y L respectivamente, y f, g llevan K ′ en L′, entonces

h es una homotoṕıa relativa de f a g si h es homotoṕıa de f a g, h(K ′) ⊂ L′ y h|K ′ es

homotoṕıa de f |K ′ a g|K ′. Denotamos esto f ' g rel K ′.

K ′ es llamado retracto de deformación de K si idK es homotópico relativo a un mapa

r : K → K ′ sobreyectivo que extiende la inclusión i : K ′ → K.

Dos complejos K y L son dichos del mismo tipo de homotoṕıa si existe un mapa f :

K → L y g : L→ K que satisfacen fg ' id y gf ' id.
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LEMA 2.2.1. Sean f, f ′ : K → L y g, g′ : L→M ,entonces:

(I) f ' f
(II) Si h : f ' f ′, entonces g ◦ h : g ◦ f ' g ◦ f ′.
(III) Si h : g ' g′, entonces h ◦ f : g ◦ f ' g′ ◦ f .

Sea σn = idn = (0, 1, · · · , n) ∈ ∆[n]n.

PROPOSICIÓN 2.2.2. Sean K un conjunto simplicial y x ∈ Kn, entonces existe un

único mapa simplicial

x : ∆[n]→ K

tal que x(σn) = x.

Prueba: A partir de la condición impuesta a x, podemos hallar la manera de definirla:

x(i0, i1, · · · , ik) = x(dj1dj2 · · · djn−kσn) = dj1dj2 · · · djn−kx(σn) = dj1dj2 · · · djn−kx.

DEFINICIÓN 2.2.3. Sea X un conjunto simplicial y A = {An} con An ⊂ Xn. El

subcomplejo de X generado por A es definido por

〈A〉 =
⋂
{A ⊂ Y ⊂ X/ Y es subcomplejo de X}

〈A〉 consiste de elementos de X que pueden ser escritos como composiciónes iteradas de

caras y degeneraciones de elementos de A.

DEFINICIÓN 2.2.4. Denotamos ∂∆[n], ∆0[n], ∆1[n] los subcomplejos de ∆[n] gene-

rados por {diσn/ 0 ≤ i}, d0σn y {diσn/ 1 ≤ i}. Si x ∈ K̃n, entonces

x : (∆[n], ∂∆[n])→ (K,φ)

y si L y x ∈ K̃(L)n, entonces

x : (∆[n],∆0[n],∆1[n])→ (K,L, φ).

LEMA 2.2.5. Sea (K,φ) un par de Kan. Dados x, y ∈ K̃n, entonces

x ∼ y si y solo si x ' y rel ∂∆[n].

Prueba:

(⇒) Si x ∼ y, sea z ∈ Kn+1 satisfaciendo diz = φ, 0 ≤ i < n, dnz = x, dn+1z = y, para

definir h : x ' y rel ∂∆[n] es suficiente con definir hi en σn.

Hacemos hi(σn) = six, 0 ≤ i < n y hn(σn) = z.
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(⇐) Supongamos h : x ' y rel ∂∆[n], sea zi = hi(σn), 0 ≤ i ≤ n, entonces dizj = φ

excepto cuando i = j o i = j + 1, y d0 = x, dizi = dizi−1, 1 ≤ i ≤ n, dn+1zn = y.

Por probar: Si z ∈ Kn+1, diz = φ para i 6= r, r + 1 y drz, dr+1z ∈ K̃n, entonces

drz ∼ dr+1z

Como r < n, denotando a = drz, b = dr+1z. Los n+2 (n+1)-śımplices φ, · · · , φ,−, sr+1b, z, srb

son compatibles y tomamos w ∈ Kn+2 que complete la colección. Aśı tenemos didrw =

φ, i 6= r + 1, r + 2, dr+1drw = a, dr+2drw = b, luego a ∼ b.

Usando lo anterior:

x ∼ d1z0 = d1z1 ∼ d2z1 = · · · ∼ dnzn−1dnzn ∼ y.

Tenemos un resultado análogo para ternas de Kan, con prueba similar la cual omitiremos.

LEMA 2.2.6. Sea (K,L, φ) una terna de Kan. Dados x, y ∈ K̃(L)n

x ∼ y rel L si y solo si x ' y rel (∆0[n],∆1[n]).

La siguiente proposición es consecuencia de los lemas 2.2.5 y 2.2.6.

PROPOSICIÓN 2.2.7. Sea (K,L, φ) una terna de Kan.

(i) Homotoṕıa (relativa de pares) es una relación de equivalencia entre mapas simpliciales

de pares

(∆[n], ∂∆[n])→ (K,φ)

πn(K,φ) puede ser identificado con el conjunto de clases de equivalencia de tales mapas.

(ii) Homotoṕıa (relativa de ternas) es una relación de equivalencia entre mapas simpli-

ciales de ternas

(∆[n],∆0[n],∆1[n])→ (K,L, φ)

πn(K,L, φ) puede ser identificado con el conjunto de clases de equivalencia de tales

mapas.

PROPOSICIÓN 2.2.8. Si f, g : (K,φ)→ (K ′, φ′) y f ' g rel φ, entonces

f∗ = g∗ = πn(K,φ)→ πn(K ′, φ′)
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Similarmente para grupos de homotoṕıa de ternas.

PROPOSICIÓN 2.2.9. Si f, g : (K,L, φ)→ (K ′, L′, φ′) y f ' g rel (L, φ), entonces

f∗ = g∗ = πn(K,L, φ)→ πn(K ′, L′, φ′)

‘Los grupos de homotoṕıa son invariantes del tipo de homotoṕıa en la categoŕıas de pares

y ternas de Kan’

2.3. COMPLEJO DE FUNCIONES

DEFINICIÓN 2.3.1. El producto cartesiano

K × L

de dos complejos K y L posee estructura natural de complejo, donde

(K × L)n = (Kn × Ln), di(x, y) = (dix, diy) y si(x, y) = (six, siy).

DEFINICIÓN 2.3.2. SeanX,Y conjuntos simpliciales. El complejo función Hom(X,Y )

es el conjunto simplicial definido por

Hom(X,Y )n = homsSet(X ×∆[n], Y ) (2.4)

Donde cada morfismo θ : m→ n en ∆ induce

θ∗ : Hom(X,Y )n → Hom(X,Y )m

enviando f : X ×∆[n]→ Y a la composición

X ×∆[m]
id×θ−−−→ X ×∆[n]

f−→ Y

Definiendo el mapa evaluación ev : X ×Hom(X,Y )→ Y , con regla (x, f) 7→ f(x, idn)

PROPOSICIÓN 2.3.3. La aplicación

ev∗ : homsSet(K,Hom(X,Y ))→ homsSet(X ×K,Y )
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enviado cada mapa simplicial g : K → Hom(X,Y ) a la composición

X ×K id×g−−−→ X ×Hom(X,Y )
ev−→ Y (2.5)

es una biyección, natural en K,X y Y .

haciendo K × ∆[n] en vez de solo K, para cada n ≥ 0, obtendremos un isomorfismo

simplicial

Hom(K,Hom(X,Y )) ∼= Hom(X ×K,Y ) (2.6)

Denotamos I = ∆[1], (0) denotará cualquier śımplice de ∆0[1] y (1) cualquier śımplice

de ∆1[1].

Ahora ya estamos listos para encontrar qué analoǵıa posee este concepto de homotoṕıa

con el aprendido para el caso de espacios topológicos.

PROPOSICIÓN 2.3.4. Sean f, g : K → L mapas simpliciales, entonces f ' g si y

solo si existe un mapa F : K × I → L tal que F (x, (0)) = f(x) y F (x, (1)) = g(x)

Prueba:

(→) Si h : f ' g. Para x ∈ Kn definimos F (x, (0)) = f(x), F (x, (1)) = g(x) y

F (x, sn−1 · · · si+1si−1 · · · s0σ1) = di+1hi(x), 0 ≤ i ≤ n− 1. No es dif́ıcil comprobar que F

es un mapa simplicial.

(⇐) Dado F : K × I → L simplicial, definimos

hi = F (six, sn · · · si+1si−1 · · · s0σ1)

x ∈ Kn, 0 ≤ i ≤ n, entonces h : f ' g.

Con una prueba similar, tenemos la siguiente

PROPOSICIÓN 2.3.5. Sea f, g : (K,K ′) → (L,L′) rel L si y solo si existe F :

K × I × L tal que F : g ' f , F (K ′ × L) ⊂ L′, y F |K ′ × I : g|K ′ → f |K ′.

Equivalentemente, aunque a modo de comentario en este caṕıtulo, podemos definir una

homotoṕıa H : H × ∆[1] → Y entre los mapas simpliciales f, g : X → Y es un mapa

simplicial tal que el diagrama

X ∼= X ×∆[0] X ×∆[1] X ×∆[0] ∼= X

Y

id×d1

f
H

g

id×d0
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conmute.

Con todo esto, la homotoṕıa F : f ' g es solo un 1-śımplice de Hom(K,L) con d1F = f

y d0F = g, se sigue entonces que nuestra homotoṕıa es una relación de equivalencia

siempre y cuando Hom(K,L) es un complejo de Kan y esto ocurrirá, al menos, cuando

L es de Kan:

TEOREMA 2.3.6. Si K y L son complejos, con L de Kan, entonces también lo es el

complejo de funciones Hom(K,L).

Prueba:[4].

2.3.1. FIBRACIONES DE KAN

Sea p : E → B un mapa simplicial, decimos que p es una fibración de Kan si para

toda colección de n+1 n-śımplices x0, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn+1 de E que satisfacen la

condición de compatibilidad de la definición 2.0.2 y para todo (n + 1)-śımplice y de B

tal que diy = p(xi), i 6= k, existe un (n + 1)-śımplice x de E tal que dix = xi, i 6= k

y p(x) = y. E es llamado complejo total, B complejo base y la terna (E, p,B) espacio

fibra.

Si φ denota el complejo generado por un vértice (0-śımplice) de B, entonces F = p−1(φ)

es llamado fibra sobre φ y si ψ es el complejo generado por un vértice de F , la sucesión

(F,ψ)
i−→ (E,F )

p−→ (B,φ)

es llamada sucesión fibra.

Anteriormente hablamos de complejos de Kan, ahora de fibrados. Existen diversas rela-

ciones entre ambos conceptos

PROPOSICIÓN 2.3.7. Sea p : E → B una fibración de Kan, entonces F es un

complejo de Kan.

Prueba: Notemos primero que, en efecto, F es un conjunto simplicial, ya que el siguiente

diagrama

En Bn

En−1 Bn−1

p

di di

p

es conmutativo, luego p(dix) = φ, análogamente p(six) = φ.

Sea una colecciòn x0, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn+1 compatible de n-śımplices de F . Como

p(xi) = φ = diφ y p es fibraciòn de Kan, existe x ∈ En+1 tal que dix = xi, i 6= k y

p(x) = φ, osea x ∈ Fn+1.
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PROPOSICIÓN 2.3.8. Sea p : E → B una fibración de Kan.

(i) Si E es un complejo de Kan y p es epiyectiva, entonces B es un complejo de Kan.

(ii) Si B es un complejo de Kan, también lo es E.

Prueba: [4].

Sea y ∈ B̃n, n ≥ 1, existe x ∈ En tal que dix = y por ser p fibración.

TEOREMA 2.3.9. Sea (F,ψ)
i−→ (E,F )

p−→ (B,φ) una sucesión fibra de pares de Kan,

entonces

Considerando p : (E,F, ψ)→ (B,φ, φ) como mapa de ternas, el homomorfismo inducido

p# : πn(E,F, ψ) ∼= πn(B,φ)

es isomorfismo

Prueba: Definimos g : πn(B,φ) → πn(E,F, ψ) por g[y] = x. Es fácil comprobar que g

es inversa de f .

TEOREMA 2.3.10. La siguiente suceción

· · · −→ πn+1(B,φ)
∂̃−→ πn(F,ψ)

i−→ πn(E,ψ)
p∗−→ πn(B,φ) −→ · · ·

es exacta, donde ∂̃[y] = [d0x].

Prueba: Se comprueba fácilmente que el diagrama

· · · πn+1(E,F, ψ) πn(F,ψ) πn(E,ψ) πn(E,F, ψ) · · ·

· · · πn+1(B,φ) πn(F,ψ) πn(E,ψ) πn(B,φ) · · ·

∂̃

p#

i

id

j

id p#

∂̃ i p∗

es conmutativo, y ya que la sucesión superior ya es exacta, concluimos la exactitud de

la sucesión inferior.

DEFINICIÓN 2.3.11. Sea X un complejo, el n-esqueleto de X, denotado skn(X), es

el subcomplejo de X generado por todos los śımplices de dimensión ≤ n.

DEFINICIÓN 2.3.12. Dado un complejo K. Definimos la relación xny en los m-

śımplices si x|skn(∆[m]) = y|skn(∆[m]).

Vemos que xny implica dix
ndiy y six

nsiy, esto nos permite definir el complejo K(n),

donde K
(n)
m = Km/

n . Notemos que K
(n)
m = Km si n ≥ m, denotamos K(∞) = K.

Existe un mapa simplicial natural K(n) sobre K(r) que cambia solo la clase a un mismo

śımplice, cuando m ≤ n ≤ ∞ y lo denotamos pnr , o simplemente p cuando podamos

prescindir de n y r.
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PROPOSICIÓN 2.3.13. Sea K un complejo de Kan, entonces

(i) K(n) es complejo de Kan.

(ii) pnm : K(n) → K(m) es una fibración de Kan.

Prueba: (i) Se desprende de la proposición 2.3.9 y (ii) cuando n =∞.

(ii) Sea [x0]n, · · · , [xk−1]n, [xk+1]n, · · · , [xq+1]n colección compatible de q-śımplices de

K(n) donde existe [y] ∈ K(m)
q+1, satisfaciendo di[y]m = p([xi]

n), i 6= k.

Si q ≤ m, K
(m)
q = Kq, tenemos xi = [xi]

m = p([xi]
n) = di[y]m = [diy]m = diy,

entonces di[y]n = [xi]
n, entonces [y]n es el śımplice que buscamos, pues p([y]n) = [y]m

por definición.

Ahora, si q m, supongamos que n =∞, existe un q+ 1-śımplice x tal que di = xi, i 6= k.

Puesto que cualquier cara de x (composiciòn de morfismos caras aplicados sobre x) de

dimensión ≤ m es tambièn cara de algún xi, luego xmy (Proposición 2.2.2), entonces

p(x) = [y]m.

El caso general tiene el mismo procedimiento que el anterior, pues ya sabemos que Kn

es complejo de Kan cuando n <∞.

DEFINICIÓN 2.3.14. Sea (K,φ) un par de Kan. Denotamos En(K,φ) la fibra sobre

φ de p : K → Kn−1, resultando ser el subcomplejo de K consistente de aquellos śımplices

de K cuyas caras de dimensión ≤ n son φ. A En(K,φ) lo llamamos n-ésimo Eilenberg

subcomplejo de K basado en φ.

TEOREMA 2.3.15. Sea (K,φ) un par de Kan, entonces

(i) p∗ : πq(K
n, φ) ∼= πq(K

m, φ), para q ≤ m.

(ii) πq(K
m, φ) = 0 para q > m.

(iii) i : πq(Em+1(Kn, φ), φ) ∼= πq(K
n, φ) para q > m.

(iv) πq(Em+1(Kn, φ), φ) = 0 para q ≤ m y q > n.

Prueba: [4].

Debido a que no fue utilizado para las demostraciones, no mencionamos que existe otra

definición equivalente (y más popularmente utilizada) de fibraciones de Kan la cual

presentaremos en la siguiente

PROPOSICIÓN 2.3.16. Un mapa simplicial p : E → B es fibración de Kan si y solo

si para todo diagrama conmutativo (sólido) de mapas simpliciales

Λk[n] E

∆[n] B

ι p

donde llamaremos k-ésimo cuerno Λk[n] ⊂ ∆[n] al generado por todas las caras de σi

excepto la k-ésima, 0 ≤ i, k ≤ n.
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Existe un mapa simplicial θ : ∆[n]→ E de manera que el diagrama conmute.

Prueba: [17].

COROLARIO 2.3.17. Un complejo X es de Kan si y solo si el mapa simplicial cons-

tante X → ∗ es fibración de Kan.

2.3.2. COMPLEJOS MINIMALES

DEFINICIÓN 2.3.18. Un complejo de de Kan K es llamado minimal si la condición

dix = diy, para todo i 6= k implica que también dkx = dky.

LEMA 2.3.19. Un complejo de Kan K es minimal si y solo si x ∼ y implica x = y.

Prueba: [3, 4].

LEMA 2.3.20. Sea K un complejo de Kan. Dados x, y ∈ Kq degenerados satisfaciendo

dix = diy para todo i, entonces x = y.

Prueba: [4].

Esto nos permitirá, a partir de un complejo de Kan K, construir un subcomplejo minimal

M de K, de la siguiente manera: los vértices de K se escogen tomando un solo elemento

de cada clase de π0(K). Supongamos ya definidos los Mq′ para cada 0 ≤ q′ < q, entonces

tomamos en Kq las clases cuyos elementos x son tales que dix ∈ Mq−1 para todo i,

entonces de cada una de estas clases tomamos un solo representante (que sea degenerado

siempre que es posible).

Por el lema anterior, M es subcomplejo de K.

TEOREMA 2.3.21. M es un retracto de deformación fuerte de K.

Prueba: [4].

en particular M es un retracto de K, entonces M también es de Kan. Por la definición

constructiva de K y el Lema 2.3.19, M es minimal.

TEOREMA 2.3.22. (WHITEHEAD) Sean X,Y complejos punteados de Kan, si existe

un mapa simplicial punteado f : X → Y tal que f∗ : πn(X)→ πn(Y ) es un isomorfismo

para cada n ≥ 0, entonces X ' Y .

Prueba: Podemos encontrar la prueba directa en [17] cuando X e Y son conexos, pero

en el próximo caṕıtulo demostraremos la versión general de este teorema.

2.3.3. GRUPOS SIMPLICIALES

TEOREMA 2.3.23. Todo grupo simplicial G es complejo de Kan

Prueba: Dados x0, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xq+1 que satisfacen la condición de compatibi-

lidad, debemos encontrar x ∈ Gq+1 tal que dix = xi, i 6= k, pero primero encontraremos
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u ∈ Gq+1 tal que diu = xi si i < k (lo cual es trivialmente cierto si k = 0), entonces

supongamos k > 0, encontraremos inductivamente ur tal que diu
r = xi, cuando i ≤ r,

empezamos con u0 = s0x0, y procediendo por inducción:

Supongamos ur−1 ya definido (0 < r ≤ k − 1). Hacemos yr−1 = sr((dru
r−1)−1xr) y aśı

ur = ur−1yr−1 cumplirá lo exigido, entonces u = uk−1. Nuestra siguiente meta es cons-

tuir vr ∈ Gq+1 tal que div
r = xi para i < k e i > q− r+ 1 (0 < r ≤ q− k+ 1). Hacemos

v0 = eq+1 si k = 0 y v0 = u en los demas casos. Suponiendo definido ur−1, hacemos

zr−1 = sq−r+1((dq−r+2v
r−1)−1xq−r+2), entonces vr = vr−1zr−1 cumple la hipótesis., aśı

que tomamos x = vq−k+1 como buscábamos.

PROPOSICIÓN 2.3.24. Sea G un grupo simplicial, dados x, y ∈ G̃q, entonces [x][y] =

[xy]

Prueba: Sea z = sq−1xsqy, entonces diz = eq−1, i < q− 1, dq−1z = x, dqz = xy, dq+1z =

y.

PROPOSICIÓN 2.3.25. Sea G un grupo simplicial y definimos

Ḡq = Kerd0 · · · ∩Kerdq−1 ⊂ Gq

entonces

(i) dq+1(Ḡq+1) ⊂ Ḡq, q ≥ 0.

(ii) Imdq+1 : Gq+1 → Ḡq ⊂ Kerdq : Ḡq → Ḡq−1, q > 0.

(iii) dq+1(Ḡq+1) es subgrupo normal de Ḡq y de Gq.

(iv) πq(G) = Hq(Ḡ) (viendo a Ḡ como complejo de cadenas).

Prueba: Sea x ∈ Ḡq+1, entonces didq+1x = dqdix = eq, 0 ≤ i ≤ q, probando aśı (i)

y (ii). Sea z ∈ Gq y definimos w = (sqz)x(sqz
−1), entonces diw = eq para i ≤ q, esto

quiere decir w ∈ Ḡq+1, además dq+1w = z(dqx)z−1, y como z es arbitrario, concluimos

(iii).

Por la definición de G̃q, se tiene que G̃q = Kerd0 ∩ · · · ∩ Kerdq = ZqḠ (q-ciclos de

Ḡ), luego cada elemento de ZqḠ tiene un representante en G̃q. Dados x, y ∈ G̃q, si

z : x ∼ y, entonces (sqx
−1)z ∈ Ḡq+1 y dq+1((sqx

−1)z) = x−1y, aśı que x y y representan

el mismo elemento en Hq(Ḡ), por lo cual se induce un epimorfismo f : πq(G)→ Hq(Ḡ)

(y acabamos de probar su buena definición).

Si f [x] = 0, existe z ∈ Ḡq+1 tal que dq+1z = x, por lo tanto z : eq ∼ x (pues dqz = eq),

y concluimos lo buscado.

COROLARIO 2.3.26. Dada una sucesión exacta corta de grupos simpliciales

1→ G′ → G→ G′′ → 1

induce una sucesión exacta larga natural de grupos de homotoṕıa
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· · · πi+1(G′′) πi(G
′) πi(G) πi(G

′′)

πi−1(G′) · · · π0(G′) π0(G) π0(G′′) 1

LEMA 2.3.27. Sea X ∈ sSet∗ con una estructura simplicial adicional dada por los

mapas τ : Xn → Xn+1 para todo n ≥ 0 tal que

ττ = s0τ : Xn → Xn+2, n ≥ 0

τsi = si+1τ : Xn → Xn+2, n ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n
d0τ = id : Xn → Xn, n ≥ 0

diτ = τdi−1 : Xn → Xn, n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n+ 1

entonces el conjunto simplicial discreto X̂ con X̂n = d1τ(X0), con todos los morfismos

caras y degeneraciones iguales a la identidad y con el mismo punto base de X, es un

retracto de deformación de X.

Prueba: Si denotamos los únicos dos vértices de ∆[1] como 0 y 1 (su valor constante),

el único 1-śımplice no degenerado σ1 = id1 cumple d0σ1 = 1 y d1σ1 = 0. Definimos el

mapa simplicial H : X ×∆[1]

H(x, 0) = sn0d1d
n
0 (x)

H(x, 1) = x

H(x, st0s
n−t−1
1 σ1) = τ t+1dt+1(x), 0 ≥ t ≥ n− 1

para x ∈ Xn. La inclusión i : X̂ → X dada por i(x̂) = sn0 (x̂), x̂ ∈ X̂n = d1τ(X0) ⊂ X0,

luego si el mapa simplicial r : X → X̂ está dado por r(x) = d1τd
n
0 (x), entonces ri = idX̂

y H representa una homotoṕıa entre idX e ir, aśı concluimos.

2.3.4. LA SUCESIÓN FIBRA PATH-LOOP

Denotamos sSet∗ la categoŕıa de conjuntos simpliciales punteados. Dados X,Y ∈ sSet∗,

definimos la suma wedge X ∧ Y como

X ∨ Y = X t Y/ ∼

donde hemos identificado los puntos base de X y Y , (esto resulta ser el coproducto de

X y Y en sSet∗).

A partir de esto, definimos el producto smash

X ∧ Y = X × Y /X ∨ Y

Para sSet∗ definimos el complejo punteado de funciones Hom∗(X,Y ) es el conjunto

simplicial punteado definido por

Hom∗(X,Y )n = hom∗(X ∧∆[n]+, Y ) (2.7)
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donde ∆[n]+ = ∆[n]t{∗} con punto base disjunto de ∆[n]. Notemos que Hom∗(X,Y )0
∼=

hom∗(X,Y )

En analoǵıa con 2.5, tenemos

PROPOSICIÓN 2.3.28. Existe un isomorfismo natural

Hom∗(X ∧K,Y ) ∼= Hom∗(K,Hom∗(X,Y ))

entre complejos punteados.

El espacio loop ΩX de un complejo de Kan X punteado es el complejo punteado de

funciones

ΩX = Hom∗(S
1, X)

Concebimos en esta sección al complejo ∆[n] como punteado por el vértice 1 y sea

S0 = ∂∆[1] = {0, 1} punteado por 1, entonces la sucesión cofibra S0 ↪→ ∆[1]
π−→ S1 de

complejos punteados, indude una sucesión fibra (justificaremos este paso en el caṕıtulo

3).

ΩX = Hom∗(S
1, X)→ Hom∗(∆[1], X)

p−→ Hom∗(S
0, X) ∼= X (2.8)

la inclusión punteada {1} ⊂ ∆[1] es una equivalencia homotópica, entonces el espacio

PX = Hom∗(∆[1], X) es contráctil.

El complejo punteado PX es llamado espacio path punteado de X, y la sucesión fibra

anterior implica, por el Corolario 2.3.26

πn(X, ∗) ∼= πn−1(ΩX, ∗)

para n ≥ 2 y una biyección π1(X, ∗) ∼= π0(X).

A continuación, existen dos funtores , cercanamente relacionadosa los anteriores: Dado

un complejo X, el cono punteado de X es el complejo punteado CX = X ∧ ∆[1] y la

suspension de X ΣX = X ∧ S1 (o, equivalentemente, definir ΣX = CX/X).

A partir de la Proposición 2.3.28, se desprende nuestro

COROLARIO 2.3.29. Dados dos complejos punteados de Kan X,Y

Hom∗(CX, Y ) ∼= Hom∗(X,PY )

Hom∗(ΣX,Y ) ∼= Hom∗(X,ΩY )

es decir, los pares (C,P ) y (Σ,Ω) son adjunciones.

Observación 2.2. En el caṕıtulo 3 extenderemos los funtores path, loop, cono y sus-

pensión para complejos punteados arbitrarios.
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2.3.5. REALIZACIÓN GEOMÉTRICA

Sea K un complejo, le asociaremos un espacio topológico el cual llamaremos realización

geométrica de K definido

|K| =
∞⊔
n=0

Kn ×∆n/ ∼

tomando en Kn la topoloǵıa discreta y en ∆n su topoloǵıa inducida como subespacio de

Rn, cocientando sobre ∼ que es la relación de equivalencia generada por

(dikn, un−1) ∼ (kn, δiun−1), kn ∈ Kn, un−1 ∈ ∆n−1

(sjkn, un+1) ∼ (kn, σiun+1), kn ∈ Kn, un+1 ∈ ∆n+1

donde las aplicaciones δi : ∆n → ∆n+1 y σj : ∆n → ∆n−1 están definidas por

δi(x0, · · · , xn) = (x0, · · · , xi−1, 0, xi, · · · , xn)

σi(x0, · · · , xn) = (x0, · · · , xi + 0, xi+1, · · · , xn)

Denotamos la clase de (kn, un) como |kn, un|. La definición de la realización geométrica

implica la forma tradicional de construir un ĺımite directo en Top, en efecto

|K| = lim−→
ΛK

∆n

Donde ΛK es como lo definimos en 1.1.5.

En este caso particular, podemos ver a K como ĺımite directo de funtores representables

mediante otra categoŕıa de ı́ndices:

DEFINICIÓN 2.3.30. La categoŕıa simplicial de K, denotado ∆ ↓ K. Sus objetos

son los mapas ∆[n] → K (o el conjunto de n-śımplices de K, por Yoneda), una flecha

en ∆ ↓ K es un diagrama conmutativo de mapas simpliciales

∆[n]

K

∆[m]

θ

œ

τ

entonces K = lim−→
∆↓K

∆[n], ahora necesitamos ver que | | conmuta con ĺımites directos.

Denotamos sSet la categoŕıa de conjuntos simpliciales. Existe una relación importante

entre los funtores | | : sSet→ Top y S : Top→ sSet
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PROPOSICIÓN 2.3.31. Dados X ∈ sSet y Y ∈ Top

homTop(|X|, Y ) ∼= homsSet(X,S(Y ))

Es decir | | es adjunto a izquierda de S.

Prueba: El funtor hom (ver [8]) convierte ĺımites directos en inversos, luego como |X| =
lim−→
ΛX

∆n se sigue que homTop(|X|, Y ) = lim←−
ΛX

homTop(∆n, Y ).

homTop(∆n, Y ) = SYn ∼= homsSet(∆[n], S(Y ))

⇒ lim←−
ΛX

homsSet(∆[n], S(Y )) ∼= homsSet(lim−→
ΛX

∆[n], S(Y )) = homsSet(X,S(Y ))

el isomorfismo homTop(|X|, Y )
φ−→ homsSet(X,S(Y )) viene dado por φ(g)(kn)(un) =

g|kn, un|.

En adelante, llamamos a ∂∆[n] borde de ∆[n]

Ahora veremos unos casos importantes de realizaciones geométricas.

(i) |∆[n]| = ∆n ∼= Dn.

En un sistema Λ
X−→ C, si Λ tiene objeto final α, entonces lim−→

Λ

Xi = Xα, ahora, |∆[n]| =

lim−→
Λ∆[n]

∆n tiene objeto final (n, idn) y llegamos a lo afirmado.

(ii) |∂∆[n]| = ∂∆n ∼= Sn−1 Por proposición 2.3.8 y Teorema 1.1.1, el funtor | | preserva

ĺımites directos (coĺımites), en particular coecualizadores.

El diagrama

⊔
0≤i<j≤n ∆[n− 2]ij

ϕ
//

ψ
//
⊔

0≤k≤n ∆[n− 1]k
φ

// ∂∆[n]

es un coecualizador, donde

ϕ =
⊔
di, con di : ∆[n− 2]ij → ∆[n− 1]j

ψ =
⊔
dj−1, con dj−1 : ∆[n− 2]ij → ∆[n− 1]i

φ =
⊔
dk, con dk : ∆[n− 1]k → ∂∆[n]

y φ ◦ ϕ = φ ◦ ψ ya que djdi = dj−1di cuando i < j.

Aplicando | | y por Teorema 1.1.1, el sigueinte diagrama

⊔
0≤i<j≤n |∆[n− 2]ij | //

//
⊔

0≤k≤n |∆[n− 1]k| // |∂∆[n]|

es un coequalizador, luego se obtiene |∂∆[n]| = ∂∆n pegando las caras del n-śımplex

por sus bordes.

COROLARIO 2.3.32. |K| = lim−→
∆↓K

∆n



38

Los casos particulares (i) y (ii) nos ayudaran a ver que cualquier realización geométrica

se puede construir a partir de las mencionadas previamente

Para la definición de CW-complejo, ver [18, 19].

TEOREMA 2.3.33. |X| es un CW-complejo para todo conjunto simplicial X.

Prueba: La filtración

sk0(X) ⊂ sk1(X) ⊂ · · · ⊂ skn(X) ⊂ · · ·

con X =
⋃
n skn(X) = X que es llamada filtación esqueleto de X, nos lleva a una

colección de diagramas pushout

⊔
x∈Xn no degenerado

∂∆[n] skn−1(X)

⊔
x∈Xn no degenerado

∆[n] skn(X)

⊔
fx|∂∆[n]

⊔
fx

Aplicando | | a los diagramas

⊔
x∈Xn no degenerado

Sn−1 |skn−1(X)|

⊔
x∈Xn no degenerado

Dn |skn(X)|

que también son pushout, además

|sk0(X)| ⊂ |sk1(X)| ⊂ · · · ⊂ |skn(X)| ⊂ · · ·

O mejor dicho, como X = lim−→
n∈N

skn(X), entonces |X| = lim−→
n∈N
|skn(X)| y la topoloǵıa de

|X| es la topoloǵıa final de los skn(X).

Por lo tanto |X| es un CW-complejo.

2.3.6. ESPACIO CLASIFICANTE

DEFINICIÓN 2.3.34 (Nervio de una Categoŕıa). Sea una categoŕıa C, definimos el

nervio de C, denotado NC como el complejo con n-śımplices

NCn = {X0
f1−→ · · · fn−→ Xn} = (f1, · · · , fn)
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con

di(f1, · · · , fn) =


(f2, · · · , fn) , i = 0

(f1, · · · , fi+1 ◦ fi, · · · , fn) , 0 < i < n

(f1, · · · , fn) , i = n

Ejemplo 2.3. Sea G un grupo, la categoŕıa traslación EG associado a G tiene por

objetos a los elementos de G y morfismos h : g → k son también elementos de G,

cumpliento k = hg, el nervio de esta categoŕıa es usualmente también denotado EG,

cuyos n-śımplices resultan ser las cadenas

g0
g1−→ g1g0

g2−→ · · · gn−→ gn · · · g1g0

notamos aśı que EG posee una G-acción derecha.

DEFINICIÓN 2.3.35. Sea una categoŕıa C, definimos el espacio clasificante de C

como la realización geométrica del nervio de C:

BC = |NC|

Por el teorema anterior, BC es un CW-complejo, sus 0-celdas se corresponden a los

objetos de C y sus n-celdas (n ≥ 1) se corresponden con sus n-flechas componibles, con

ninguna flecha igual a la identidad.

Hemos definido hasta ahora los grupos de homotoṕıa para complejos de Kan, y dijimos

que podemos extender esta definición a cualquier complejo, fin que es permitido gracias

al siguiente teorema, cuya prueba no presentamos aqúı (ver [3]).

TEOREMA 2.3.36. Sea (K,φ) un par de Kan y (X,x0) un espacio topológico pun-

teado, por la adjunción de S y |−|, existen los mapas canónicos naturales

ηK : K → S(|K|) y νX : X → |S(X)|

tales que estos inducen biyecciones en los π0 y

(I) πn(K,φ) ∼= πn(S(|K|), S(|φ|)) para todo n ≥ 1

(II) πn(X,x0) ∼= πn(|S(X)|, |S(x0)|) para todo n ≥ 1

En los lados izquierdos de (I) y (II) estamos hablando evidentemente de los grupos de

homotoṕıa para espacios punteados.

DEFINICIÓN 2.3.37. Sea (K,φ) un conjunto simplicial punteado, definimos

πn(K,φ) = πn(S(|K|), S(|φ|)) (2.9)
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La definición tiene sentido, ya que (S(|K|), S(|φ|)) es un par de Kan y por el teorema

anterior parte (I), esta definición extiende la conocida para complejos de Kan. Esto nos

lleva a encontrar la conexión entre grupos de homotoṕıa simpliciales y topológicos. Por

la adjunción de S y |−| y la Proposición 2.2.7, obtenemos para un complejo de Kan X,

el isomorfismo

πn(X,φ) ∼= πn(|X|, |φ|) (2.10)

Aśı que otra definición de grupo de homotoṕıa para un conjunto simplicial punteado

(K,φ) viene dada por (2.10), en resumen:

‘Los grupos de homotoṕıa de un conjunto simplicial coinciden con los respectivos

grupos de homotoṕıa de su realización geométrica’

Dados X,Y ∈ sSet∗ y un mapa simplicial f : X → Y , decimos que X y Y son débilmente

equivalentes, y que f es una equivalencia débil si |f | induce una equivalencia débil entre

|X| y |Y |.

A continuación, la siguiente sección es de lectura opcional pues en ella se estudian otros

famosos funtores loop, path, cono y suspensión, que sin embargo no serán vistos poste-

riormente, pues trabajaremos con los ya definidos en 2.3.4, pero resultarán útiles para

quien se interese en leer algo de Kan spectra.

2.4. SUSPENSIÓN DE KAN

Sea el funtor ’shift’ sh : ∆→ ∆ que env́ıa n 7→ n + 1, di 7→ di y si 7→ si.

DEFINICIÓN 2.4.1. El funtor cono C : sSet → sSet∗ es la extensión de Yoneda del

funtor ∆ → sSet∗ dado por n 7→ ∆[ ] ◦ sh(n) = ∆[n + 1] con punto base el 0-śımplice

n+ 1 ∈ ∆[n+ 1]0.

PROPOSICIÓN 2.4.2. El cono CX de X es aquel conjunto simplicial punteado cuyos

n-śımplices vienen a ser la unión disjunta

(CX)n = Xn tXn−1 t · · · tX0 t {∗}

con punto base ∗. Las degeneraciones si : (CX)n → (CX)n+1 están dadas en los

sumandos Xk por si : Xk → Xk+1 si k ≥ 1 y por idXk cuando k < i. Las caras

di : (CX)n → (CX)n−1 están dadas en los sumandos Xk por di : Xk → Xk−1 si

k ≥ máx{i, 1}, por idXk si k < i, y por X0 → {∗} cuando k = i = 0
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Prueba: La fórmula describe un funtor que preserva coĺımites. Aśı solo falta que vea-

mos que la fórmula expĺıcita satisface la condición de conmutatividad salvo isomorfismo

natural, osea existe un isomorfismo f : C∆[n] → ∆[n + 1] natural en n de ∆. Va-

mos a describir tal isomorfismo a nivel de m-śımplices: Consideramos los sumandos de

(C∆[n])m. Para cada 0 ≤ k ≤ m, un elemento a del sumando ∆[n]k es una sucesión

creciente (a0 ≤ · · · ≤ ak) con ai ∈ n. Definimos fm(a) como el m− śımplice de ∆[n+ 1]

(a0 ≤ · · · ≤ ak ≤ n+ 1 ≤ · · · ≤ n+ 1)

agregándole ′m−k′ términos a la sucesión, todos iguales a n+1. Enviamos el punto base

∗ de (C∆[n])m a (n + 1 ≤ · · · ≤ n + 1), lo cual nos resulta un isomorfismo fm en Set∗,

el cual respeta morfismos caras y degeneraciones, por cual f resulta un isomorfismo en

sSet∗

DEFINICIÓN 2.4.3. El funtor path P : sSet∗ → sSet es aquel que toma un conjunto

simplicial punteado Y en un el conjunto simplicial PY , con n-śımplices

(PY )n : {y ∈ Yn+1/(d0)n+1y = ∗}

con morfismos cara dPYi : (PY )n → (PY )n−1 simplemente las restricciones dYi : Yn+1 →
Yn, análogamente para los morfismos degeneración sPYi .

PROPOSICIÓN 2.4.4. El par (P,C) conforma una adjunción

Prueba: Por Teorema 1.4.2, el cono C : sSet → sSet∗ tiene un funtor adjunto derecho

Y 7→ sSet∗(∆[ ]◦sh(−), Y ), entonces solo hace falta encontrar un isomorfismo entre este

funtor y P , pero por el isomorfismo de Yoneda se tiene sSet(∆[n + 1], Y ) ∼= Yn+1,y la

regla de este isomorfismo, puede ser registrida para obtener

sSet∗(∆[ ]sh(n), Y ) ∼= (PY )n

natural en n y Y .

DEFINICIÓN 2.4.5. La adjunción C : sSet sSet∗ : P induce una adjunción

C∗ : sSet∗ (sSet∗)∗ ∼= sSet∗ : P∗ por la Proposición 1.4.2. El funtor adjunto iz-

quierdo C∗ es llamado cono reducido, pero por la fórmula brindada en la Proposición

1.4.2, el cono reducido C∗X de un conjunto simplicial punteado X se describe mediante

el pushout

C∆[0] CX

∆[0] C∗X

C(∗)
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pues ∆[0] es final en sSet, pero este pushout particular resulta ser, a nivel de los n-

śımplices, descrito por

(C∗X)n = Xn ∨Xn−1 ∨ · · · ∨X0

Por otro lado, el funtor P∗ toma un conjunto simplicial punteado Y y lo env́ıa al espacio

path PY , esta vez punteado con punto base ∗ ∈ (PY )0 dado por el punto base de Y1.

DEFINICIÓN 2.4.6. La suspensión de Kan Σ : sSet∗ → sSet∗ es el funtor que env́ıa

X ∈ sSet∗ al pushout

X C∗X

∆[0] = ∗ ΣX

iX

(2.11)

en sSet∗, donde iX : X → C∗X es la inclusión natural, dada en los n-śımplices como la

inclusión Xn ↪→ (C∗X)n.

Notemos que por la definición como pushout, tenemos que (ΣX)n = Xn−1 ∨ · · · ∨X0, es

decir (ΣX)n ∼= (C∗X)n/Xn, y revisando el buen comportamiento de los morfismos cara

y degeneración, ΣX ∼= (C∗X)/X.

DEFINICIÓN 2.4.7. El funtor loop Ω : sSet∗ → sSet∗ es aquel que env́ıa un conjunto

simplicial cualquiera Y al subcomplejo de P∗Y dado en nivel n por

(ΩY )n = {y ∈ Yn+1/(d0)n+1y = ∗, dn+1 = ∗}

es decir ΩY es la fibra del morfismo pY : P∗Y → Y , el cual env́ıa y ∈ (P∗Y )n a dYn+1y.

PROPOSICIÓN 2.4.8. El funtor loop Ω es adjunto derecho de la suspensión Σ de

Kan.

Prueba: Sean X,Y ∈ sSet∗. La definicion de ΩY se plantea categóricamente como el

pullback

ΩY P∗Y

∆[0] = ∗ Y

pY

entonces, recordando el diagrama (2.11), aplicamos los funtores hom∗(−, Y ) y hom∗(X,−),

tenemos los diagramas conmutativos

hom∗(X,Y ) hom∗(C∗X,Y )

∗ = hom∗(∗, Y ) hom∗(ΣX,Y )

hom∗(X,ΩY ) hom∗(X,P∗Y )

∗ = hom(X, ∗) hom(X,Y )
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el funtor hom∗(−, Y ) convierte pushouts en pullbacks, mientras hom∗(X,−) preserva

pullbacks, y como hom∗(C∗X,Y ) ∼= hom∗(X,P∗Y ), estos diagramas coinciden salvo iso-

morfismo, es decir

hom∗(ΣX,Y ) ∼= hom∗(X,ΩY )

Si bien ya hab́ıamos definido funtores path, loop, cono y suspensión anteriormente, para

cada par de homónimos, ambos resultan ser sumamente importantes en la literatura

matemática. Los funtores suspensión Σ = − ∧ S1 y Σ de Kan no son isomorfos, pero

para nuestro trabajo tenemos suficiente sabiendo que son débilmente equivalentes (ver

[20])



Caṕıtulo 3

TEOREMA DEL GRUPO DE

COMPLECIÓN

En este tercer caṕıtulo estudiaremos las categoŕıas de modelos cerradas (algunas veces

solo llamadas categoŕıas de modelos), la idea detras de este concepto ha sido permitir

que la noción de homotoṕıa se extienda a categoŕıas cumpliendo ciertas condiciones,

clasificando los morfismos de estas. Esto ha permitido que las técnicas de teoŕıa de ho-

motoṕıa encuentren aplicaciones en, por ejemplo, Geometŕıa Algebraica. El beneficio de

introducirnos en el álgebra homotópica (la teoŕıa que estudia las categoŕıas de modelos)

mediante este caṕıtulo es doble: no solo permite la continuación de la lectura de esta

tesis, sino también encontramos los fundamentos que muchas especialidades en topologia

algebraica requieren. Los resultados más importantes serán el Teorema B de Quillen y

el Teorema del Grupo de Compleción.

DEFINICIÓN 3.0.1. Un funtor n→ C está determinada por una cadena de flechas

a0
α1−→ a1

α2−→ · · · αn−−→ an

en C, y rećıprocamente, tales cadenas determinan tales funtores esto nos permite ver el

nervio de C como el conjunto simplicial tal que NCn = hom(n, C), donde di(σ) = σ ◦ di

y si(σ) = σ ◦ si.
Sea I una categoŕıa pequeña y X : I → Set un funtor. La categoŕıa traslación EI(X) tie-

ne objetos dados por todos los pares (i, x) con x ∈ X(i). Un morfismo α : (i, x)→ (j, y)

es un morfismo α : i→ j tal que X(α)(x) = y.

Definimos el coĺımite homotópico de X como el conjunto simplicial N(EIX), y denota-

mos

hocolimXi = N(EIX)

44
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Observamos que NI es el coĺımite homotópico del funtor constante I → Set que asocia,

a todo objeto de I, un conjunto unitario ∗, es decir NI = hocolim ∗ Ya que existe un

funtor EIX → I ((i, x) 7→ i), el cual induce un mapeo simplicial

π : hocolimXi = N(EIX)→ NI

Los funtores n→ EIX pueden ser identificados con cadenas

(i0, x0)
α1−→ (i1, x1)

α2−→ · · · αn−−→ (in, xn)

a la vez, tal cadena queda determinada mediante la cadena i0 → · · · → in (con los

morfismos sobreentendidos) y x0 ∈ X(i0). Se desprende que existe una identificación

(hocolimXi)n = N(EIX)n =
⊔

i0→···→in

X(i0)

Sea ahora un funtor (sistema, diagrama) X : I → sSet determina una categoŕıa simplicial

(un objeto simplicial en Cat, es decir un funtor ∆op → Cat, no confundir con la Definición

2.3.5) m 7→ EIXm y un correspondiente conjunto bisimplicial (primero intuyamos el

concepto, luego lo formalizamos) con (n,m)-śımplices

N(EIXm)n =
⊔

i0→···→in

X(i0)m

El conjunto simplicial dN(EIX), con regla n7→ N(EIXn)n (diagonal de N(EIX)) es lla-

mado coĺımite homotópico del funtor X, denotado como antes hocolimXi (u hocolimIX).

Aśı como antes, existe un mapa simplicial (natural)

π : hocolimXi → NI

Observación 3.1. Cuando trabajamos en la categoŕıa Set∗ (resp. sSet∗), la definición

de coĺımite homotópico de un diagrama X : I ⇒ Set (resp. sSet∗) se hace cambiando la

unión disjunta
⊔

por la suma wedge
∨

, esto ya que ambas representan coproductos en

sus respectivas categoŕıas; también podemos describirlo mediante el nervio visto ante-

riormente, pero cocientado sobre las cadenas (i0, ∗)→ (i1, ∗)→ · · · (el cual denotaremos

Ñ(EIX)). Para distinguirlo, llamaremos a este último coĺımite homotópico punteado de

X.

Ejemplo 3.1. (CONSTRUCCIÓN DE BOREL) Sea G un grupo y X ∈ sSet con una

G-acción izquierda, la construcción de Borel EG×G X (donde EG denota el nervio de

la categoŕıa traslación de G) es definido a nivel de sus n-śımplices como el cociente del

producto EGn ×Xn bajo la G-acción izquierda, llamada acción diagonal, por
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g.(w, x) = (wg−1, gx)

La G-acción de sobre X permite ver a X mismo como un diagrama X : G→ sSet. Existe

una identificación

(EG×G X)n ∼= hocolimGXn

la cual hace corresponder al n-śımplice, dado por la clase

[(e
g1−→ g1

g2−→ g2g1 −→ · · · , x)]

con el n-śımplice

x
g1−→ g1x

g2−→ g2g1x −→ · · ·

esto determina un isomorfismo

EG×G X ∼= hocolimGX

3.1. CATEGORÍAS DE MODELOS

Una categoŕıa de modelos cerrada es una categoŕıaM equipada con tres clases de morfis-

mos (fibraciones,cofibraciones y equivalencias débiles) las cuales satisfacen las siguientes

condiciones:

M1. La categoŕıa M siempre tiene sus ĺımites y coĺımites finitos.

M2. Dado un triángulo conmutativo

X Y

Z

g

h

f

de morfismos en M. Si cualesquiera dos de ellos son equivalencias, el tercero tamb́ıen.

M3. Las clases de fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles son cerradas bajo

retracción. (Decimos que f es un retracto de g su existen flechas i, j, r y s tal que el

siguiente diagrama conmuta)

A B A

A′ B′ A′

i

id

f

r

g f

j

id

s
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El axioma M3 dice que si g pertenece a una de las tres clases de morfismos distinguidas

y f es un retracto de g, entonces f pertenece a esa misma clase.

M4. Dado el diagrama (sólido) de flechas

A X

B Y

i p

tal que i es cofibración y p es fibración, entonces el levantamiento (la flecha punteada)

existe cuando i, o bien p es equivalencia débil.

M5. Cada flecha f : X → Y posee factorizaciones

Z

X Y

W

pi

f

j q

donde p es fibración e i es cofibración trivial, a la vez, q es fibración trivial y j es

cofibración. Para el siguiente lema, sugerimos recordar la terminoloǵıa RIGHT LIFTING

PROPERTY (RLP ) y LEFT LIFTING PROPERTY (LLP ) de la topoloǵıa clásica.

LEMA 3.1.1. 1) i : A → B es una cofibración si y solo si posee la LLP respecto a

todas las fibraciones triviales.

2) i : A → B es una cofibración trivial si y solo si posee la LLP respecto a todas las

fibraciones.

3) p : X → Y es una fibración si y solo si posee la RLP respecto a todas las cofibraciones

triviales.

4) p es una fibración trivial si y solo si posee la RLP respecto a todas las cofibraciones.

Prueba: Por la similitud de las pruebas, solo demostraremos 1). Supongamos i una

cofibración, y tenemos una fibración p tal que existe un diagrama conmutativo

A X

B Y

α

i p

β

entonces por M4, ya que p es equivalencia débil, existe θ : B → X tal que pθ = β y

θi = α. Rećıprocamente, si i : A → B posee la LLP respecto a todas las fibraciones

triviales. Por M5, i tiene una factorización
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A W

B

j

i q

con j cofibración y q fibración trivial. Aśı, existe un diagrama conmutativo

A W

B B

j

i q

id

luego i es retracto de j, e i es cofibración por axiona M3.

COROLARIO 3.1.2. 1) Las clases de cofibraciones y cofibracione triviales son cerra-

das bajo composición y pushout. Todo isomorfismo es una cofibración trivial.

2) Las clases de fibraciones y fibraciones triviales son cerradas bajo composición y pull-

back. Todo isomorfismo es una fibración trivial.

Ejemplo 3.2. La categoŕıa sSet, con fibraciones de Kan, monomorfismos y equivalencias

débiles según la Definición 2.3.37 como fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles

respectivamente, viene a ser una categoŕıa de modelos cerrada. Los detalles pueden

encontrarse en [3].

3.1.1. HOMOTOPÍAS

DEFINICIÓN 3.1.3. 1. Un objeto path para Y objeto de M es un diagrama conmu-

tativo

Y I

Y Y × Y

p=(p0,p1)s

∆

(3.1)

tal que ∆ es el morfismo diagonal, s es una equivalencia débil y p es una fibración.

2. Una homotoṕıa derecha entre morfismos f, g : X → Y es un diagrama conmutativo

Y I

X Y × Y Y

ph

(f,g)

s

∆

(3.2)

donde el diagrama derecho corresponde a un objeto path. Decimos que f es homotópico-

derecho a g si tal homotoṕıa existe, y escribimos f vr g.

estas definiciones tienen sus contrapartes duales:
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DEFINICIÓN 3.1.4. 1. Un objeto cilindro para un objeto X de M es un diagrama

conmutativo
X tX X

X ⊗ I

O

i
σ (3.3)

donde i es una cofibración y σ es una equivalencia débil. 2. Una homotoṕıa izquierda

entre morfismos f, g : X → Y es un diagrama conmutativo

Y X tX X

X ⊗ I

O

i

ftg

σ

h
(3.4)

donde el diagrama derecho corresponde a un objeto cilindro.

Decimos que f es homotópico-izquierdo a g si tal homotoṕıa existe, y escribimos f vl g.

LEMA 3.1.5. Si Y es fibrante, entonces toda proyección X ×Y → X es una fibración.

Prueba: El diagrama

X × Y X

Y 1

es un pullback, entonces concluimos por Corolario 3.1.2, ya que Y → 1 es fibración.

LEMA 3.1.6. Una homotoṕıa derecha de morfismos X → Y es una relación de equi-

valencia si Y es fibrante.

Prueba: Si el diagrama

Y I

Y Y × Y

(p0,p1)s

∆

es un objeto path para un Y fibrante, entonces π0 y π1 son fibraciones triviales pues el

diagrama

Y × Y Y

Y 1

π0

π1

es un pullback, y por hipótesis las flechas Y → 1 son fibraciones, entonces también p0

y p1 (la clase de fibraciones es cerrada por pullback), aśı que pi = πi ◦ (p0, p1), i = 0, 1

también son fibraciones, y como pi ◦ s = id, pi es fibración trivial por M2.

Supongamos dadas las homotoṕıas derechas.
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Y I

X Y × Y

(p0,p1)

(f1,f2)

h1 y
Y J

X Y × Y

(q0,q1)

(f2,f3)

h1

Formamos el pullback

Y I ×Y Y J Y J

Y I Y

p∗

q∗ q0

p1

Aśı, el diagrama

Y I ×Y Y J Y J

Y I × Y Y × Y

p∗

(q∗,q1p∗) (q0,q1)

p1×id

es también un pullback, y p0 × id : Y I × Y → Y × Y es una fibración, pues se tiene un

diagrama pullback

Y I × Y Y × Y

Y I Y

p0×id

π0 π1

p0

(recordando el Corolario 3.1.2), entonces la composición Y I ×Y Y J (p0q∗,q1p∗)−−−−−−−→ Y × Y es

una fibración. Las equivalencias débiles s, s′ determinan un diagrama conmutativo

Y I ×Y Y J

Y Y × Y

p=(p0q∗,q1p∗)
(s,s′)

∆

y el morfismo (s, s′) es una equivalencia débil ya que p0q∗ es fibración trivial (al ser com-

posición de fibraciones triviales). Por lo tanto, las homotoṕıas derechas h, h′ determinan

una homotoṕıa derecha.

Y I ×Y Y J

X Y × Y

p=(p0q∗,q1p∗)
(h,h′)

(f1,f3)
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de lo cual se desprende que la relación de homotoṕıa derecha es transitiva.

La simetŕıa se concluye por que el isomorfismo Y × Y → Y × Y ((a, b) 7→ (b, a)) es

fibración.

La reflexividad se deduce ya que el morfismo s del objeto path es una homotoṕıa derecha

de la identidad consigo mismo.

LEMA 3.1.7. 1. Sea Y fibrante y X ⊗ I es un objeto cilindro para X. Supongamos

que f, g : X → Y son homotópicos-derechos. Existe una homotoṕıa izquierda

X tX Y

X ⊗ I

ftg

i
h

2. Sea X cofibrante y Y I es un objeto path para Y . Supongamos que f, g : X → Y son

homotópicos-izquierdos. Existe una homotoṕıa derecha

Y I

X Y × Y

p=(p0,p1)h

(f,g)

Prueba: Probaremos (1), la declaración (2) es dual a esta. Por las hipótesis de (1),

tenemos diagramas (3.1) y (3.3), luego

X tX Y I Y

X ⊗ I Y

sfth

i

p1

p0

fσ

θ

el levantamiento θ existe pues p0 es fibración trivial (siendo Y fibrante), entonces la

composición p1θ es la homotoṕıa izquierda que necesitamos, ya que p1θi = p1(sf t h) =

f t g.

COROLARIO 3.1.8. Sean f, g : X → Y flechas enM con X cofibrante y Y fibrante,

entonces f es homotópico-izquierdo a g si y solo si f es homotópico-derecho a g.

esto nos permite hablar de una relación f v g que coincide con las otras dos mencionadas,

y decimos simplemente que f es homotópico a g

TEOREMA 3.1.9. (WHITEHEAD) Sea f : X → Y es una equivalencia débil, donde

X,Y son ambos fibrantes y cofibrantes, entonces f es una equivalencia homotópica.



52

Prueba: Ya que toda equivalencia débil se puede expresar como composición de una

fibración trivial con una cofibración trivial, bastará probarlo para fibraciones triviales

(ya que el caso de cofibraciones es dual al primero). Como Y es cofibrante, el diagrama

sólido

0 X

Y Y

f

id

j

permite un levantamiento j, y escogiendo un objeto cilindro X ⊗ I (con todos los mor-

fismos que implican, como en (3.3)), formamos el diagrama conmutativo

X tX X

X ⊗ I Y

(jf,id)

i f

fσ

h

el levantamiento h existe pues f es fibración trivial, entonces jf v id, y la otra homotoṕıa

(fj v id) se obtiene trivialmente pues fj = id, por lo tanto f es una equivalencia

homotópica.

3.1.2. CATEGORÍA HOMOTÓPICA

Cuando X y Y son objetos de una categoŕıa de modelos cerrada M que son fibrantes y

cofibrantes, denotamos el conjunto de clases de morfismos X → Y (bajo la relación de

homotoṕıa) por π(X,Y ).

Usando M5, podemos descomponer 0→ X en

0
iX−→ QX → X

donde iX es cofibración y pX una fibración trivial,a la vez tenemos una sucesión

QX
jX−→ RQX

qX−−→ 1

donde jX es cofibración trivial y qX una fibración. aśı 0
jX iX−−−→ RQX es fibración, pero

RQX ya era cofibrante, por lo que es fibrante y cofibrante.

El diagrama sólido conmutativo:

0 QY

QX Y

pY

fpX

Qf
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permite inducir un morfismo f1 : QX → QY por axioma M4, pues pY es equivalencia

débil. Análogamente se obtiene RQf : RQX → RQY tal que tenemos un diagrama

conmutativo

X QX RQX

Y QY RQY

f

pX

jX

Qf RQf

pY jY

LEMA 3.1.10. El morfismo RQf es único salvo equivalencia homotópica.

Prueba: Supongamos existan otros α : QX → QY y β : RQX → RQY que hagan

conmutativo el diagrama anterior, en reemplazo de Qf y RQf , respectivamente.

Existe un diagrama

QX tQX QY

QX ⊗ I QX Y

(Qf,α)

i pY

σ fpX

para un cilindro (fijado) QX ⊗ I de QX, aśı Qf y α son homotópicos-izquierdos (el

levantamiento existe por M4, ya que i es cofibración y pY es fibración trivial).

Las composiciones jYQf y jY α son entonces homotópico-izquierdas, por lo cual tam-

bién homotópico-derechas, ya que QX es cofibrante y RQY fibrante. Aśı, existe una

homotoṕıa derecha

RQY I

QX RQY ×RQY

ph

(jY Qf,jY α)

formando de esta manera el diagrama, para un objeto path de RQY I fijado

QX RQY I

RQX RQY ×RQY

h

jX pH

(RQf,β)

por lo que RQf y β son homotópicos.

El resultado previo nos permite inducir la categoŕıa π(M) cuyos objetos son los objetos

(a la vez) cofibrantes y fibrantes, y cuyos morfismos son las clases [f ] bajo la relación de

homotoṕıa, donde f es un morfismo enM. Nuestro lema anterior implica que existe un

funtor bien definido M→ π(M) con X 7→ RQX Y f 7→ [RQf ].

La categoŕıa homotópica Ho(M) es aquella con los mismos objetos de M pero
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homHo(M)(X,Y ) = homπ(M)(RQX,RQY )

Podemos identificar un funtor

γ :M→ Ho(M)

con X 7→ X y f 7→ [RQf ], el cual lleva equivalencias débiles en isomorfismos en Ho(M)

por teorema de Whitehead.

El funtor γ es universal con respecto a los funtores F : C → D que ’invierten’ equivalen-

cias débiles, es decir:

TEOREMA 3.1.11. Sean C,D categoŕıas de modelos cerradas y supongamos que

F : C → D es un funtor tal que F (f) es un isomorfismo en D para cualquier equivalencia

débil f : X → Y en C, existe entonces un único funtor F∗ : Ho(C) → D tal que

F∗ ◦ γ = F .

3.2. CATEGORÍAS SIMPLICIALES

DEFINICIÓN 3.2.1. Una categoŕıa C es simplicial si existe un funtor

HomC(−,−) : Cop × C → sSet

el cual para todo par de objetos X,Y en C satisface las propiedades:

1. HomC(X,Y )0 = homC(X,Y )

2. El funtor HomC(X,−) : C → sSet tiene una adjunta izquierda

X ⊗− : sSet→ C

el cual es asociativa, en el sentido que hay un isomorfismo

X ⊗ (K × L) ∼= (X ⊗K)⊗ L

natural en X y K,L objetos en sSet (el término ’asociatividad’ será completamente

justificado en breve)

3. El funtor HomC(−, Y ) : Cop → sSet tiene una adjunta izquierda

homC(−, Y ) : sSet→ Cop

es decir
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homsSet(K,HomC(X,Y ) ∼= homCop(homC(K,Y ), X) = homC(X,homC(K,Y ))

LEMA 3.2.2. nada

A. Para un objeto fijo K en sSet, existen funtores adjuntos − ⊗ K : C → C y

homC(K,−) : C → C.

B. Para todo par de objetos K y L en sSet y Y en C existe un isomorfismo natural

homC(K × L, Y ) ∼=homC(K,homC(L, Y ))

C. Para todo n ≥ 0, Hom(X,Y )n ∼= homC(X ⊗∆[n], Y ).

Prueba: Dado X en C, el objeto X ×K representa el funtor

homsSet(K,HomC(X,−)) : C → Set

el cual existe, por axioma 2. Además, un morfismo X
f−→ X ′ induce (por la naturalidad de

la adjunción en axioma 2) un morfismo f⊗id : X⊗K → X ′⊗K. El funtor homC(K,−)

se define de forma análoga y el isomorfismo del axioma 3 expresa la adjunción entre ellos,

probando A.

Los isomorfismos homC(X ×∆[n], Y ) ∼= homsSet(∆,HomC(X,Y )) ∼=HomC(X,Y )n (el

último por Yoneda) confirman C.

Observación 3.2. El lema precedente permite justificar (más) la notación HomC(−,−),

pues vamos a obtener una ’composición’

HomC(X,Y )×HomC(Y,Z)→HomC(A,Z)

de la siguiente manera: Por el punto C del lema enterior, todo n-śımplice de HomC(X,Y )

puede considerarse una flecha f : X⊗∆[n]→ Y , luego bajo este punto de vista, si además

tenemos g : Y ⊗∆[n] → Z un n-śımplice de HomC(Y, Z) determinamos un n-śımplice

de HomC(X,Z) mediante la composición

X ⊗∆[n]
id⊗d−−−→ X ⊗ (∆[n]⊗∆[n]) ∼= X ⊗∆[n]⊗∆[n]

f⊗id−−−→ Y ⊗∆[n]
g−→ Z

COROLARIO 3.2.3. Dada una categoŕıa simplicial C, se tienen los siguientes isomor-

fismos de adjunción: nada

HomC(X,homC(K,Y )) ∼=HomsSet(K,HomC(X,Y )) ∼=HomC(X ⊗K,Y )

en términos categóricos más sofisticados, una categoŕıa simplicial es una categoŕıa ten-

sorizada sobre sSet, una vez consideramos la estructura de categoŕıa monoidal simétrica

cerrada en sSet (sin embargo, en la notación categórica el producto tensorial va en el

sentido contrario, es decir se prefiere denotar K ⊗X en lugar de X ⊗K). Ver [8] para

detalles.
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3.2.1. COLÍMITE HOMOTÓPICO EN CATEGORÍAS SIMPLICIA-

LES

DEFINICIÓN 3.2.4. Sean C una categoŕıa simplicial y F : I → C un funtor. El funtor

N(• ↓ I) : Iop → sSet con F inducen un funtor Iop × I → C (con regla (a, b) 7→ N(a ↓
I)⊗ F (b), utilizando la notación categórica), entonces definimos el coĺımite homotópico

de F como el coend

hocolimIF = N(• ↓ I)⊗I F =

c∫
N(c ↓ I)⊗ Fc

Ejemplo 3.3. Sea D una categoŕıa cocompleta, denotamos sD la categoŕıa de objetos

simpliciales en D. Si K es un conjunto simplicial, entonces para A ∈ sD, definimos el

objeto A⊗K ∈ sD como

(A⊗K)n =
⊔
k∈Kn

An.

Dado un morfismo φ : n→m, entonces el morfismo inducido φ∗ : (A⊗K)m → (A⊗K)n

está dado por

⊔
k∈Km

Am

⊔
φ∗

−−−−→
⊔

k∈Km

An →
⊔
k∈Kn

An

el primer mapa simplicial es inducido por φ∗ : Am → An y el segundo por φ∗ : Am → An.

Si definimos

HomsD = homsD(A⊗∆[n], B)

entonces (ver [3] para la adjunta derecha hom(−, B)) sD es una categoŕıa simplicial

con esta estructura. En el caso D = sSet. Lo anterior coincide con (2.4), notando que

A⊗K = A×K, y añadiendo

homsSet(K,B) = Hom(K,B)

Esto nos permite aclarar que la Definición 3.2.4 es una generalización de la presentada

en 3.0.1, ver [21] y [22] para detalles y otras definiciones de coĺımite homotópico.

Ejemplo 3.4. La categoŕıa sSet∗ es también simplicial con

A⊗K = A ∧K+ = A×K/ ∗ ×K

esto nos permite definir HomsSet∗(A,B) como en (2.7), y definiendo
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homsSet∗(K,B) = Hom(K,B)

Observación 3.3. (RELACIÓN ENTRE COLÍMITE HOMOTÓPICO PUNTEADO

Y NO PUNTEADO) A partir de un diagrama X : I → sSet∗ de conjuntos simpliciales

punteados, podemos ’olvidar los puntos bases’ para obtener un diagrama UX : I → sSet

de conjuntos simpliciales no punteados, de acuerdo a la Observación 3.1, se tiene la

siguiente relación

UhocolimIX ∼= hocolimIUX/NI (3.5)

donde el cociente no es precisamente NI pero śı identificable con él.

Cuando NI es contráctil, entonces

UhocolimIX ' hocolimIUX (3.6)

esto se cumple, particularmente, cuando I posee objeto inicial.

3.2.2. CATEGORÍAS DE MODELOS SIMPLICIALES

Sea C una categoŕıa, a la vez de modelos cerrada y simplicial, tal que cumpla

M6. Sea j : A→ B una cofibración y q : X → Y una fibración, entonces

HomC(B,X)

HomC(A,X)×HomC(A,Y ) HomC(B, Y ) HomC(B, Y )

HomC(A,X) HomC(A, Y )

(j∗,q∗)

q∗

j∗

la flecha (punteada) HomC(B,X)
(j∗,q∗)−−−−→ HomC(A,X) ×HomC(A,Y ) HomC(B, Y ) es

fibración de conjuntos simpliciales (fibración de Kan), la cual es trivial si j o q es trivial.

La categoŕıa C satisfaciendo M6 es llamada categoŕıa de modelos simplicial

PROPOSICIÓN 3.2.5. Sea C una categoŕıa de modelos simplicial.

1) Si q : X → Y una fibración y B es cofibrante, entonces q∗ : HomC(B,X) →
HomC(B, Y ) es una fibración.
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2) Análogamente, si j : A → B es una cofibración y X es fibrante, entonces j∗ :

HomC(B,X)→ HomC(A,X) es una fibración.

Prueba: Para la primera afirmación, nos basamos en el diagrama anterior, haciendo

A = 0 y tendremos HomC(0, X)×HomC(0,Y ) HomC(B, Y ) = HomC(B, Y ).

En la segunda afirmación, hacemos Y = 1 y HomC(A,X) ×HomC(A,1) HomC(B, 1) =

HomC(A,X).

Precisamente la Proposición 3.2.5 parte 2 justifica el paso (2.8) en el caṕıtulo 2. Simi-

larmente, tenemos

PROPOSICIÓN 3.2.6. Sea C una categoŕıa de modelos simplicial.

1) Si A es cofibrante y g : X → Y es una fibración trivial, entonces g induce una fibración

trivial g∗ : HomC(A,X)→ HomC(A, Y ).

2) Si B es fibrante y h : X → Y es una cofibración trivial, entonces h induce una

fibración trivial h∗ : HomC(Y,B)→ HomC(X,B).

PROPOSICIÓN 3.2.7. Sea C una categoŕıa de modelos simplicial y j : K → L es una

cofibración de conjuntos simpliciales (en esta categoŕıa, eso significa un monomorfismo).

1) Si A en C es cofibrante, entonces

id⊗ j : A⊗K → A⊗ L

es una cofibración.

2) Si X en C es fibrante

j∗ : homC(L,X)→ homC(K,X)

es una fibración. Si j es trivial, entonces también id⊗ j y j∗

Prueba: Sea q : X → Y una fibración trivial cualquiera. Exigir que el diagrama con-

mutativo

A⊗K X

A⊗ L Y

id⊗j q

tenga un levantamiento, es lo mismo que exigir (por el axioma 2 de adjunción izquierda)

un levantamiento para el diagrama

K HomC(A,X)

L HomC(A, Y )

j q∗
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pero q∗ ya es fibración trivial por axioma M6, entonces existe el levantamiento pues j

ya es cofibración, por lo cual posee la LLP respecto de fibraciones triviales.

La segunda prueba es análoga.

LEMA 3.2.8. Sea C una categoŕıa de modelos simplicial y A un objeto cofibrante de

esta. Si q : ∆[1]→ ∗ = ∆[0] el morfismo único, entonces

id⊗ q : A⊗∆[1]→ A⊗ ∗ ∼= A

es una equivalencia débil, además

d1 t d0 : A tA→ A⊗∆[1]

es una cofibración y la composición

A tA d0td1−−−−→ A⊗∆[1]
id⊗q−−−→ A

coincide con la codiagonal O : A tA→ A

Prueba: La primera afirmación se deduce del hecho que, usando la inversa

id⊗ d1 : A ∼= A⊗∆[0]→ A⊗∆[1]

es una cofibración trivial, puesto que d1 lo es (∆[1] es contráctil). La segunda afirmación

se obtiene pues d1 t d0 es débilmente equivalente a

id⊗ j : A⊗ ∂∆[1] ∼= A⊗ (∆[0] t∆[0]) ∼= A⊗∆[0] tA⊗∆[0] ∼= A tA→ A⊗∆[1]

y j : ∂∆[1]→ ∆[1] es la inclusión , por lo tanto una cofibración. Para la tercera solo se

comprueba que (id⊗ q)d1 = (id⊗ q)d0 = id

COROLARIO 3.2.9. Sea C una categoŕıa de modelos simplicial, dado X de C, el

objeto X ⊗∆[1] es un objeto cilindro de X.

Similarmente, se puede obtener que homC(∆[1], X) es un objeto path de X (notar que

homC(∂∆[1], X) ∼= X ×X)

Ejemplo 3.5. En [23] se pueba que sSet∗ es una categoŕıa de modelos simplicial con

la estructura del Ejemplo 3.4. El Lema 2.0.4 y el Teorema 2.3.36 nos dicen que S|X| es

un reemplazo fibrante de X ∈ sSet∗, es decir ηX : X → S|X| es una cofibración trivial

(notemos que es un monomorfismo) y S|X| es fibrante. Ahora, otra opción de reemplazo

fibrante viene dado por el funtor Ex∞ de Kan (ver [24, 25]) el cuál es preferido por sobre

S|−| pues este último requiere trabajar con la topoloǵıa de |X|, mientras el primero
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tiene una construcción plenamente algebraica.

Como dijimos en el caṕıtulo 2, podemos extender los funtores path, loop, cono y sus-

pensión para todo conjunto simplicial punteado, en realidad tenemos dos v́ıas para eso.

Usaremos simbólicamente el funtor Ex∞ en las siguientes ĺıneas (en el sentido que po-

demos, en cambio, escoger S|−|).
Si nos enfocamos en el funtor Ω, la primera forma de definir ΩX para X ∈ sSet∗ es hacer

ΩX = Ω(Ex∞X) = Hom∗(S
1,Ex∞X) (3.7)

pues Ex∞X es fibrante. Y la segunda, en cambio, es definir

ΩX = Hom∗(Ex∞S1, X) (3.8)

lo cual se justifica pues, cuandoX es fibrante, se induce una fibración trivial Hom∗(Ex∞S1, X)

→ Hom∗(S
1, X) por la Proposición 3.2.6, ya que S1 → Ex∞S1 es una cofibración tri-

vial.

La ventaja de esta última v́ıa es que, reemplazando también ∆[1] por Ex∞∆[1] y toman-

do la misma idea de (3.8) pero para los funtores path, cono y suspensión, conservamos

las adjunciones (P,C) y (Σ,Ω).

En general un reemplazo fibrante para X ∈ sSet∗ se denota Xfib.

3.2.3. FUNTOR TOTAL DERIVADO DE QUILLEN

DEFINICIÓN 3.2.10. Sea C una categoŕıa de modelos simplicial y D otra categoŕıa

(no necesariamente de modelos ni simplicial).

Si un funtor FC → D es tal que env́ıa equivalencias débiles entre objetos cofibrantes a

isomorfismos, definimos un funtor

LF : Ho(C)→ D

tal que LF (X) = F (Y ), donde Y → X es una fibración trivial con Y cofibrante. Para

un morfismo X
f−→ X ′, tenemos

LF (X) LF (X ′)

X X ′

i j

f

de lo cual, construimos el diagrama sólido
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0 LF (X ′)

LF (X) X ′

j

f◦i

g

e inducimos el levantamiento g, definimos LF (f) = F (g). LLamamos a LF funtor total

derivado de F, sin embargo, ni el término ‘funtor’ ni la buena definición de LF han sido

justificados, por eso tenemos el siguiente

LEMA 3.2.11. Los objetos LF (X) y los morfismos LF (f) son independientes de las

elecciones hechas y LF : Ho(C)→ D es un funtor.

Prueba: [3].

3.2.4. CATEGORÍAS DE MODELOS PROPIAS

Sea M una categoŕıa de modelos cerrada fija.

LEMA 3.2.12. Si A es un objeto de M, entonces la categoŕıa coma M ↓ A tiene

estructura de modelo cerrada para la cual un morfismo

A

B C
f

es una equivalencia débil (resp. cofibración, fibración) si y solo si la flecha f : B → C es

una equivalencia débil (resp. cofibración, fibración) de M.

LEMA 3.2.13. Sea f : X → Y un morfismo de M, con X y Y cofibrantes. Se tiene

una factorización f = u ◦ i donde i es una cofibración y u es una equivalencia débil la

cual es inversa izquierda de una cofibración trivial j : X → Y .

LEMA 3.2.14. Dado un diagrama pushout

A B

C D

u

i

u∗

en M con todos los objetos cofibrantes, i es una cofibración y u una equivalencia débil,

entonces u∗ es equivalencia débil.

Prueba: Primero supongamos que u es tiene una inversa derecha j que es cofibración

trivial.

Formamos el diagrama
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B A B

A

C D̂ B∗

C D

j

j

u

j∗

i
i

ĵ

id

û

f

f∗
u∗

Donde los dos cuadrados verticales adyecentes son pushout, el morfismo ĵ es cofibración

trivial ya que j lo es (cerradura por pushout), además el cuadrado vertical que contiene

a los dos adyecentes es, por propiedades de pushout, otro diagrama pushout.

Tenemos el diagrama

B B

C B

C

id

ij
ij

ũj̃

id

el cual nos permite deducir que ũj̃ es isomorfismo, por lo cual equivalencia débil, aśı ũ

es equivalencia débil. Vemos también que f es equivalencia débil, luego será suficiente

mostrar que f∗ es equivalencia débil. Notemos nuevamente que el cuadrado horizontal

es un pushout, pero del diagrama

A

D̃ C

j∗

i

f

vemos que f es una equivalencia débil en A ↓ M existe una versión dual del lema anterior

LEMA 3.2.15. Dado un diagrama pullback

W X

Z Y

u∗

u

enM con todos los objetos fibrantes, p una fibración y u una equivalencia débil, entonces

u∗ es una equivalencia débil.



63

DEFINICIÓN 3.2.16. Una categoŕıa de modelos cerrada M es

1. Propia-derecha si la clase de equivalencias débiles es cerrada bajo pullbacks a lo largo

de fibraciones.

2. Propia-izquierda si la clase de equivalencias débiles es cerrada bajo pushouts a lo largo

de cofibraciones.

3. Propia si es propia-derecha y propia-izquierda.

LEMA 3.2.17. (LEMA ADHESIVO) Dado el diagrama (cubo) conmutativo

A1 B1

C1 D1

A2 B2

C2 D2

j1

fA

i1
fB

fD
j2

i2

fC

en el cual todos los objetos son cofibrantes, i1 e i2 son cofibraciones, las caras superior

e inferior del cubo son pushout y los morfismos fA, fB y fC son equivalencias débiles,

entonces fC es equivalencia débil.

Prueba: Por el Lema 3.2.13, j1 y j2 son expresables como cofibraciones ’salvo’ una

equivalencia débil, y por el buen comportamiento de esta última, es suficiente suponer

que j1 y j2 son cofibraciones.

A partir del cubo conmutativo, generamos el diagrama

A1 B1

C1 D1

B′

D′

A2 B2

C2 D2

j1

i1

fA

fA∗

j1∗

fC
fC∗

i2∗

ηB

ηD
j2

i2
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donde fA∗ es el pushout de fA a lo largo de j1 y fC∗ el pushout de fC a lo largo de j1∗,

esto hace que el cuadrado

A2 B′

C2 D′

i2 i2∗

es un pushout, por lo cual también lo es el cuadrado

B′ D′

B2 D2

i2∗

ηB ηD

e i2∗ es cofibración por serlo i2. Por Lema 3.2.14, fA∗ y fC∗ son equivalencias débiles, y

como fB = ηBfA∗ es una equivalencia débil por hipótesis, también lo es ηB. Aplicando

nuevamente 3.2.14 vemos que ηD es equivalencia débil, y concluimos por lo tanto lo

mismo para fD = ηDfC∗.

LEMA 3.2.18. Sea C una categoŕıa de modelos propia-derecha. Dado el diagrama

X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

' '

p1

'

p2

donde las flechas verticales son equivalencias débiles y los morfismos p1, p2 son fibracio-

nes. El morfismo

X ×Y1 Z1 → X2 ×Y2 Z2

es una equivalencia débil.

Prueba: [3].

3.2.5. DIAGRAMAS CARTESIANOS HOMOTÓPICOS

DEFINICIÓN 3.2.19. Un diagrama conmutativo

W X

Z Y

f

g
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en C es cartesiano homotópico si se tiene una factorización f = p ◦ θ (X
θ−→ U,U

p−→ Y )

tal que p es fibración y θ es equivalencia débil, y el morfismo inducido

W
θ∗−→ Z ×Y U

es una equivalencia débil.

Para caracterizar un poco mejor a θ, podemos siempre tomarlo como una cofibración

trivial, esto es debido a que si factorizamos θ como

X V

U

i

θ
π

donde π es fibración trivial e i cofibración trivial. Se induce el diagrama

W Z ×Y V

Z ×Y U

i∗

θ∗
π∗

y π∗ es una fibración trivial, entonces θ∗ es equivalencia débil si y solo si lo es i∗.

Parece que dependemos de la factorización, pero el siguiente lema nos dice que no real-

mente.

LEMA 3.2.20. Supongamos se tenga una segunda factorización de f (X
θ′−→ U ′, U ′

p′−→
Y ) con las mismas propiedades, entonces el morfismo W

θ′∗−→ Z ×Y U ′ es equivalencia

homotópica si y solo si también lo es W
θ∗−→ Z ×Y U .

Prueba: [3].

LEMA 3.2.21. Sea el diagrama cartesiano homotópico

W X

Z Y

f

g

y las factorizaciones

Z V

Y

γ

g
q

X U

Y

θ

f

γ
p
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donde la primera factorización (la de g), es tal que q es fibración y γ una equivalencia

débil, mientras la segunda es la establecida por definición. El morfimso θ∗ : W → Z×Y U
es una equivalencia débil si y solo si lo es W → V ×Y X.

Prueba: Existe un diagrama conmutativo

W Z ×Y U

V ×Y X V ×Y U

θ∗

γ∗ γ∗∼=
∼=
θ∗

donde los morfismos indicados son equivalencias débiles porque son pullbacks de equi-

valencias débiles a lo largo de fibraciones.

LEMA 3.2.22. Sea M categoŕıa de modelos propia-derecha.

1. Si tenemos un diagrama conmutativo

X1 X2

Y1 Y2

α

β

donde α y β son equivalencias débiles, entonces el diagrama es cartesiano homotópico.

2. Dado el diagrama conmutativo en M

X1 X2 X3

I II

Y1 Y2 Y3

a) Si los cuadrados I y II son cartesianos homotópicos, entonces el cuadrado compuesto

I + II es también cartesiano homotópico.

b) Si I + II y II son cartesianos homotópicos, entonces también lo es I.

3.3. CONJUNTOS BISIMPLICIALES

Un conjunto bisimplicial X es un funtor X∆op → sSet, o equivalentemente, podemos ver-

lo como un funtor X : ∆op ×∆op → Set. Los conjuntos X(n,m) son llamados conjuntos

de (n,m)− biśımplices de X. Vamos a definir a partir de X unos conjuntos simpliciales,

comenzamos con el conjunto simplicial diagonal de X d(X), cuyos n-śımplices dados por

d(X)n = X(n, n).
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Los conjuntos simpliciales horizontal y vertical de X son, respectivamente, X(∗,m) y

X(n, ∗), donde denotaremos este último como Xn.

PROPOSICIÓN 3.3.1. Sea f : X → Y morfismo de conjuntos bisimpliciales en

el cual los morfismos verticales fn : Xn → Yn son equivalencias débiles de conjuntos

simpliciales, entonces el morfismo inducido f∗ : d(X) → d(Y ) de conjuntos simpliciales

diagonales asociados, es una equivalencia débil.

Prueba: [10].

3.4. GRUPOS ABELIANOS SIMPLICIALES

Sea A un grupo abeliano simplicial, podemos asociarle dos complejos de cadenas positi-

vos. El primero de ellos, lo llamamos el complejo de Moore de A, formado por los mismos

An y diferenciales

∂ =
n∑
i=0

(−1)idi : An → An−1

El segundo complejo de cadenas asociado a A, es objeto de estudio en nuestra siguiente

subsección

3.4.1. LA CORRESPONDENCIA DE DOLD-KAN

Sea A un grupo abeliano simplicial, induciremos como en la sección de grupos simplicia-

les, un complejo de cadenas, el cual será denotado NA y tiene la única sut́ıl diferencia

con el complejo Ā de que su diferencial está definido ∂ = (−1)ndn (notar que esto no

afecta en nada, salvo isomorfismo, a los grupos de homoloǵıa). LLamamos a NA com-

plejo de cadenas normalizado asociado a A. Aśı tenemos un funtor N : sAb → Ch+.

Ahora, dado el complejo C en Ch+, vamos a definir un grupo abeliano simplicial Γ(C),

donde

Γ(C)n =
⊕
n�k

Ck

la suma directa está indexada sobre todos los epimorfismos n � k. Sea ν : m → n

morfismo y τ : n→ k un epimorfismo indexante de Γ(C)n. Podemos factorizar τν como

una composición m � j ↪→ k, de un epimorfismo σ con un monomorfismo ι, definimos

un morfismo
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Ck → Cj =


idCn , j = k

(−1)ndn , j = k − 1y

0 , otro caso

entonces, componiendo con la inclusión Cj ↪→ Γ(C)m, tenemos un morfismo Ck ↪→
Γ(C)m para cada sumando indexado por τ , finalmente induciendo ν∗ : Γ(C)n → Γ(C)m

Si tenemos otro morfismo µ : l→m. Factorizamos σµ como ρθ : l� i ↪→ j y aśı tenemos

un diagrama conmutativo

l m n

i j k

µ

ρ

ν

σ τ

θ ι

y esto nos permite ver que (νµ)∗ = µ∗ν∗, de lo cual se concluye que Γ(C) es un grupo

abeliano simplicial, y queda claro que todo morfismo de complejo de cadenas C → D da

lugar a un morfismo simplicial Γ(C)→ Γ(D), hemos definido aśı un funtor

Γ : Ch → sAb

TEOREMA 3.4.1. (CORRESPONDENCIA DE DOLD-KAN) Los funtores

N : sAb→ Ch+ y Γ : Ch+ → sAb

forman una equivalencia de categoŕıas.

Prueba: [26].

PROPOSICIÓN 3.4.2. Sea A un grupo abeliano simplicial, entonces existen isomor-

fismos

πn(A, 0) ∼= Hn(NA) ∼= Hn(A)

donde el miembro de la derecha represente el n-ésimo grupo de homoloǵıa del complejo

de Moore de A.

Prueba: [26].

Dado un grupo abeliano B, denotamos B[n] al complejo de cadenas con (B[n])n = B y

(B[n])m = 0 cuando m 6= n, entonces por Teorema 3.4.1 y la Proposición 3.4.2 el grupo

abeliano simplicial ΓB[n] es un espacio de Eilenberg-Mac Lane, precisamente

ΓB[n] = K(B,n) (3.9)
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3.4.2. HOMOMORFISMO DE HUREWICZ

Definimos el funtor h : sSet∗ → sAb∗ con correspondencia X 7→ ZX, el cual preserva

equivalencias débiles y para cada X ∈ sSet, podemos ver a X
h−→ ZX como mapa

simplicial, llamado mapa de Hurewicz. Sea (X, ∗) un complejo de Kan punteado, el

mapa de Hurewicz induce la sucesión de homomorfismos de grupos

πnX → πn(ZX)→ πn(ZX/Z∗, 0) ∼= H̃n(X,Z)

donde H̃∗(X,Z) es la homoloǵıa reducida de X. La composición anterior es denotada

h∗ : πnX → H̃n(X,Z)

y llamamos a h∗ homomorfismo de Hurewicz

TEOREMA 3.4.3. (HUREWICZ) Sea X un complejo de Kan (n− 1)-conexo, n ≥ 2.

El homomorfismo de Hurewicz h∗ : πiX → H̃i(X) es un isomorfismo para i ≤ n y un

epimorfismo si i = n+ 1.

Prueba: [3, 4, 17].

COROLARIO 3.4.4. Si X es un complejo de Kan simplemente conexo, y H̃i(X) = 0

para todo i < n, entonces X es (n− 1)-conexo.

Prueba: Por Hurewicz, π2X ∼= H̃2(X) = 0, entonces X es 2-conexo, luego procedemos

inductivamente hasta i = n− 1.

3.4.3. GRUPOS ABELIANOS BISIMPLICIALES

Sea A un grupo abeliano bisimplicial, el bicomplejo de Moore de A es un bicomplejo

formados por los mismos Ap,q, con diferenciales

∂h =

p∑
i=0

(−1)idi : A(p, q)→ A(p− 1, q)

∂v =

p∑
j=0

(−1)p+jdj : A(p, q)→ A(p, q − 1)

denotaremos a este bicomplejo también A.

TEOREMA 3.4.5. (DOLD-PUPPE) Sea A un grupo abeliano bisimplicial, los com-

plejos de cadenas d(A) y Tot(A) son homotópicamente equivalentes, y esta equivalencia

es natural.

Prueba: [3].
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COROLARIO 3.4.6. Sea A un grupo abeliano bisimplicial, tenemos una sucesión

espectral convergente

E2
p,q = πp(πqA)⇒ πp+qd(A)

3.4.4. EL OBJETO TRASLACIÓN

Sea A : I → Ab un funtor con I categoŕıa pequeña. Existe un grupo simplicial abeliano

EIA, con

EIAn =
⊕
γ:n→I

Aγ(0) =
⊕

γ:i0→···→in

A(i0)

Dada una flecha θ : m→ n, existe un homomorfismo θ∗ : EIAn → EIAm que hace que

el siguiente diagrama

Aγ(0) Aγθ(0)

⊕
γ:n→I

Aγ(0)

⊕
ζ:m→I

Aζ(0)
θ∗

conmute. El grupo abeliano simplicial EA es llamado objeto traslación asociado al funtor

A.

Supongamos dados los funtores J
F−→ I

A−→ Ab con J e I categoŕıas pequeñas. F induce un

homomorfismo simplicial F∗ : E(AF )→ EA, el cual se define a nivel de sus n-śımplices

de tal forma que el diagrama siguiente conmute.

AFθ(0) AFθ(0)

⊕
θ:n→J

AFθ(0)

⊕
ζ:n→I

Aζ(0)

id

F∗

Cualquier transformación natural ω : A→ B de funtores I → Ab determina un morfismo

w∗ : EA→ EB, el cual a nivel de n-śımplices hace que el siguiente diagrama conmute

Aγ(0) Bγ(0)

⊕
γ:n→I

Aγ(0)

⊕
γ:n→I

Bγ(0)

ω

ω∗



71

Si consideramos un funtor B : I×1→ Ab y sean d1 : I → I×1, d0 : I → I×1 definidas

i 7→ (i, 0) e i 7→ (i, 1) respectivamente. Las flechas (i, 0) → (i, 1) en I × 1 inducen

una transformación natural η : Bd1 → Bd0 de funtores I → Ab, que nos permite

inducir η∗ : EBd1 → Ebd0. Ahora, recordando la definición de ’⊗’ en sAb, tenemos los

isomorfismos

EA⊗∆[1] ∼=
⊕

σ∈hom(n,1)

EAn =
⊕

σ∈hom(n,1)

⊕
γ:n→I

Aγ(0)
∼=

⊕
(γ,θ):n→I×1

Aγ(0)

Aśı identificamos los extremos opuestos de esta cadena, lo cual nos facilitará ver que

existe un morfismo canónico h : EBd1 ⊗∆[1]⊗ EB, definido a nivel de sus respectivos

n-śımplices tal que el diagrama

B(θ(0),0) B(θ(0),γ(0))

⊕
(γ,θ):n→I×1

B(θ(0),0)

⊕
(γ,θ):n→I×1

B(θ(0),γ(0))
h

donde el morfismo horizontal superior es inducido por los morfismos (θ(0), 0)→ (θ(0), γ(0))

en I × 1

EBd1

EBd1 ⊗∆[1] EB

EBd1 EBd0

d1
∗d1

h

d0

η∗

d0
∗

donde los homomorfismos EBd1 d1
//

d0
// EBd1 ⊗∆[1] se definen mediante composición de

los ı́ndices de los ı́ndices de los sumandos de EBd1 con d1 y d0 respectivamente, motivo

por el cual los denotamos de igual forma.

LEMA 3.4.7. Sea un funtor A : I → Ab, e I teniendo un objeto final t, entonces existe

una equivalencia débil EA → K(At, 0), el cual a nivel de n-śımplices está especificado

por los homomorfismos

⊕
θ:n→I

Aθ(0) → At
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dado en el sumando correspondiente a θ; n → I por el morfismo Aθ(0) → At, inducido

por la única flecha θ(0)→ t en I.

Prueba: Tomando la categoŕıa discreta {t}. Si denotamos la composición I → t ↪→ I

también como t, entonces existe un diagrama conmutativo de funtores

I

I × 1 I

I

d1 id

H

d0

t

EA

EA⊗∆[1] EAH EA

EA EAt

d1
d1
∗

id

h H∗

d0

η∗

t∗

La composición η∗t∗ coincide con idEAt , entonces el complejo de Moore de EA es ho-

motópicamente equivalente (como complejo de cadenas, ver [9]) al respectivo complejo

de Moore de EAt. El homomorfismo simplicial EA → K(At, 0) se factoriza como la

equivalencia débil η∗ : EA→ EAt, seguida por EAt → K(At, 0), la cual está definida a

nivel de los n-śımplices, por la codiagonal

⊕
θ:n

O−→I

At

este último homomorfismo es una equivalencia débil pues NI es contráctil.

3.5. DIAGRAMAS DE ESPACIOS

Sea I una categoŕıa pequeña. LLamamos a sSetI categoŕıa diagrama.

Vamos a darle a sSetI estructura de categoŕıa de modelos, de dos formas: Un morfismo

(transformación natural) f : X → Y en sSetI es una equivalencia débil si todas las

flechas f : X(i) → Y (i) son equivalencias débiles de conjuntos simpliciales (i objeto de

I), las llamamos equivalencias débiles seccionadas.

Estructura proyectiva

Las fibraciones (proyectivas) son aquellos morfismos p : X → Y donde las ’secciones’

p : X(i) → Y (i) son fibraciones de Kan. Las cofibraciones (proyectivas) son morfismos
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que poseen la LLP respecto a todas las fibraciones proyectivas triviales.

Estructura inyectiva

Las cofibraciones (inyectivas) son los monomorfismos en sSetI . Las fibraciones (inyec-

tivas) son aquellos morfismos que poseen la RLP respecto a todas las cofibraciones

proyectivas triviales.

LEMA 3.5.1. Las fibraciones proyectivas, cofibraciones proyectivas y equivalencias

débiles seccionadas dotan a sSetI de estructura de categoŕıa de modelos simplicial pro-

pia.

Prueba: [23].

3.5.1. TEOREMA B DE QUILLEN

Sea p : X → Y morfismo en sSet y elegimos pullbacks

p−1(σ) X

∆[n] Y

p

σ

para todos los śımplices σ : ∆[n] → Y de la categoŕıa simplicial. Cualquier morfismo

α : σ → τ en ∆/Y nos permite, por el diagrama conmutativo siguiente

p−1(τ)

p−1(σ) X

∆[n] Y

∆[m]

p

σ

α τ

inducir un mapa simplicial p−1(σ) → p−1(τ), esto nos permite obtener un funtor p−1 :

∆/Y → sSet. Los morfismos p1(σ)→ X nos permiten inducir (por propiedad universal

del coproducto) un morfismo

ω :
⊔

σ0→···→σn
p−1(σ0)→ X

donde X es identificado con con un conjunto bisimplicial horizontalmente constante. es

decir ω : hocolimσ:∆[n]→Y p
−1(σ)→ X.

Observamos que cuando n = 0, ∆[n] = ∆[0] = ∗, entonces p−1(σ) es la definición

categórica de fibra del vértice σ bajo p.
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LEMA 3.5.2. El mapa bisimplicial ω induce una equivalencia débil

d(hocolimσ:∆[n]→Y p
−1(σ))→ X

de conjuntos simpliciales.

Prueba: Como ya hab́ıamos enunciado, tenemos un isomorfismo Y ∼= lim−→
∆↓Y

∆[n], y

aplicando el funtor pullback (el cual conserva coĺımites), obtenemos

X ∼= lim−→
∆[n]

σ−→Y

p−1(σ)

pues lim−→
∆↓Y

p−1(σ)= lim−→
∆↓Y

X ×Y ∆[n] ∼= X ×Y lim−→
∆↓Y

∆[n] ∼= X ×Y Y ∼= X.

Sea x ∈ Xm, la fibra (viendolo como 0-śımplice de su conjunto simplicial horizontal)

ω−1(x) tiene, horizontalmente en grado n, la forma

⊔
σ0→···→σn

{z ∈ p−1(σ0)m/z 7→ x}

lo cual, por la identificación hecha en la definición 3.0.1, puede ser visto como N(Xm,x)

donde la categoŕıa Xm,x tiene por objetos los pares (σ : ∆[n]→ Y, z) donde Z ∈ p−1(σ)m

y z 7→ x en Em

p−1(y) X

zx x

idn p(x)

∆[n] Y
p(x)

Sea f : C → D funtor de categoŕıas pequeñas. Dado d, d′ objetos de D, cualquier

morfismo d→ d′ induce un funtor f ↓ d→ f ↓ d′ y aśı tenemos un diagrama D → sSet

(d 7→ N(f ↓ d)).

El funtor olvidadizo f/d→ C ((c, α) 7→ c) define un mapa bisimplicial

ω :
⊔

d0→···→dn

B(f ↓ d0)→ BC
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LEMA 3.5.3. El morfismo ω anterior induce una equivalencia de conjuntos simpliciales

diagonales.

Prueba: Los (m,n)-biśımplices de
⊔

d0→···→dn

B(f ↓ d0) pueden identificarse con los pares

(c0 → · · · → cm, f(cm)→ d0 → · · · → dn)

de cadenas de flechas en C y D, de izquierda a derecha.

La fibra de w sobre el m-śımplice c0 → · · · → cm es N(f(cm) ↓ D), el cual es contráctil.

Ya que esto se cumple para los elementos de BCm, entonces (por la sucesión fibra) ω

es una equivalencia débil en cada grado vertical m, por cual es una equivalencia débil

diagonal.

TEOREMA 3.5.4. (QUILLEN) Sea X : I → sSet es un diagrama tal que cada flecha

i → j en I induce equivalencias débiles X(i) → X(j), entonces por cada i de I, el

diagrama pullback

X(i)
⊔

j0→···→jn

X(j0) = hocolimIX

∗
⊔

j0→···→jn

∗ = NIn
i

donde ∗ = ∆[0], es homotópico cartesiano.

Prueba: Habremos concluido nuestro teorema si factorizamos i : ∗ → NI como

∗ NI

U

i

j p

tal que p es fibración, j cofibración trivial y X(i) → U ×NI hocolimIX es equivalencia

débil (recordemos que podemos elegir entre factorizar i o π). Haremos U = lim−→
n∈N

Un,

donde

∗ = U0 U1 U2 · · ·

NI

' ' '

es una construcción basada en el argumento del objeto pequeño de Quillen (small object

argument, ver [23]).

Será suficiente probar que para cualquier diagrama
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Λk[n] NI

∆[n]

j

σj

se induce una equivalencia débil

j∗ : Λk[n]×NI d(hocolimIX)→ ∆[n]×NI d(hocolimIX)

pues esto permitirá construir la sucesión

X(i) = ∗ ×NI d(hocolimIX)
'−→ U1 ×NI d(hocolimIX)

'−→ U2 ×NI d(hocolimIX)
'−→ · · ·

y aśı

X(i) ' lim−→
n∈N

(Un ×NI d(hocolimIX)) ∼= (lim−→
n∈N

Un)×NI d(hocolimIX)

σ es identificable con un funtor n→ I (viendo a n como categoŕıa filtrante), existiendo

aśı un isomorfismo

hocolimnXσ ∼= ∆[n]×BI hocolimIX

El objeto inicial 0 de n determina una transformación natural

Xσ(0)→ Xσ

partiendo del funtor constante en n tomando valor Xσ(0). Esta transformación es una

equivalencia de diagramas, luego llevandolo al coĺımite homotópico, se inducen equiva-

lencias débiles

∆[n]×X(σ(0)) ∼= Nn ×X(σ(0)) ∼= hocolimnX(σ(0))→ hocolimnXσ

y aplicando pullback, inducimos nuevamente equivalencias débiles

Λk[n]×X(σ(0)) ∼= Λk[n]×∆[n] hocolimnX(σ(0))→ Λk[n]×∆[n] hocolimnXσ

Para finalizar, solo necesitamos recordar (propiedad de pullbacks) que Λk[n]×∆[n]hocolimnXσ ∼=
Λk[n] ×∆[n] ∆[n] ×BI hocolimIX ∼= ∆[n] ×NI hocolimIX y notar que podemos obtener

igualmente equivalencias débiles análogas cambiando Λk[n] por ∆[n]. Se desprende nues-

tro diagrama conmutativo y conclusión:
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Λk[n]×X(σ(0)) ∆[n]×X(σ(0))

Λk[n]×NI hocolimIX ∆[n]×NI hocolimIX

'

'

'

3.5.2. DIAGRAMAS CARTESIANOS HOMOLÓGICOS

DEFINICIÓN 3.5.5. Un diagrama conmutativo

W X

Z Y

f

g

en C es cartesiano homológico si se tiene una factorización f = p ◦ θ (X
θ−→ U,U

p−→ Y )

tal que p es fibración y θ es equivalencia débil, y el morfismo inducido

W
θ∗−→ Z ×Y U

induce isomorfismos en homoloǵıa integral (lo cual se conoce como equivalencia ho-

mológica)

Como es de esperarse, aqúı tambien podemos suponer que θ es cofibración trivial, los le-

mas 3.2.20, 3.2.21 y 3.2.22, tienen sus traducciones en términos de diagramas cartesianos

homológicos. El Teorema 3.5.4 demostrado tiene una versión homológica cuya prueba

sigue la estructura de la prueba previamente presentada, aunque la enunciaremos en un

contexto más general.

TEOREMA 3.5.6. Sea H∗ un funtor de homoloǵıa que satisface el axioma de la suma

wedge. Si X : I → sSet es un I-diagrama tal que, para cada morfismo α : i → j de

I, el mapa simplicial X(α) : X(i) → X(j) induce isomorfismos H∗(X(i)) ∼= H∗(X(j)),

entonces para cada i de I el diagrama pullback de conjuntos simpliciales

X(j) hocolimIX

∗ BI

π

i

(3.10)

es cartesiano homológico.
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Sin embargo, para nosotros solo será necesario conocerla cuando H∗ es la homoloǵıa

integral.

TEOREMA 3.5.7. (TEOREMA B DE QUILLEN) Sea f : C → D funtor tal que

todos los morfismos d → d′ inducen equivalencias débiles N(f ↓ d) → N(f ↓ d′),
entonces todos los diagramas

N(f ↓ d) NC

N(D ↓ D) ND

f∗

son cartesianos homotópicos.

Prueba: Formamos el diagrama conmutativo

N(f ↓ d) hocolimDN(f ↓ d) NC

I II

N(D ↓ d) hocolimDN(D ↓ d) ND

III

∗ ND

'

'

'

'

d

Los morfismos horizontales indicados como equivalencias débiles lo son debido al Lema

3.5.3, y los verticales pues N(D ↓ d) es contráctil, para cada d de D. Por Teorema 3.5.4,

tanto el diagrama III y I + III son cartesianos homotópicos, entonces I es cartesiano ho-

motópico por Lema 3.2.22, y nuevamente por este lema, I + II es homotópico cartesiano

al serlo II.

Sea f : X → Y un mapa bisimplicial, y consideremos todos los biśımplicies σ : ∆[r, s]→
Y , formamos el pullback

f−1(σ) X

∆[r, s] Yσ

en la categoŕıa de conjuntos bisimpliciales. La categoŕıa bisimplicial de Y, denotada

∆ ×∆ ↓ Y se define de forma completamente análoga a ∆ ↓ Y , aśı la correspondencia

σ 7→ f−1(σ) define un funtor
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f−1 : ∆×∆ ↓ Y → s2Set

lo que nos permite definir un morfismo de conjuntos trisimpliciales

ρ :
⊔

σ0→···→σr
f−1(σ0)→ X

donde la cadena σ0 → · · · → σr es tomada en N(∆×∆ ↓ Y ). Presentamos un resultado

análogo al Lema 3.5.2.

LEMA 3.5.8. ρ induce una equivalencia débil en los conjuntos simpliciales diagonales

asociados.

El lema anterior implicia que el mapa simplicial

ρ :
⊔

σ0→···→σr
f−1(σ0)(r, r)→ X(r, r)

es una equivalencia débil.

Consideremos el diagrama de mapas trisimpliciales

f−1(v)
⊔

σ0→···→σr
f−1(σ0) X

I II

∆[0, 0]
⊔

σ0→···→σr
∆[m0, n0] Y

III

∗
⊔

σ0→···→σr
∗

'

'

'

'

donde ∗ = ∆[0, 0] y v : ∆[0, 0]→ Y es un vértice de Y. Los śımbolos ' del diagrama se

refieren a equivalencias débiles en los correspondientes conjuntos simpliciales diagonales

(en los morfismos verticales por Proposición (3.3.1) y los horizontales por Lema (3.5.8)).

Notamos que el diagrama d(I + III) es del tipo (3.10). Se desprende del Teorema 3.5.6

y el Lema 3.2.22 que el diagrama pullback
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f−1(v) X

∗ Y

f

v

induce un diagrama H∗-cartesiano de conjuntos simpliciales diagonales asociados si cada

morfismo de biśımplices

∆[r0, s0]

Y

∆[r1, s1]

σ0

σ1

(3.11)

induce un isomorfismo H∗(f
−1(σ0))

∼=−→ H∗(f
−1(σ1)) (aunque estrictamente hablando,

los isomorfismos son en las diagonales de f−1(σ0) y f−1(σ1), se hace un abuso de nota-

ción). A los mapas bisimpliciales que satisfacen la última condición mencionada se les

conoce como fibraciones homológicas.

3.6. TEOREMA DEL GRUPO DE COMPLECIÓN

Sea M un monoide simplicial y sea X un conjunto simplicial con una M -acción M ×
X → X. Consideremos los conjuntos bisimpliciales EMX, cuyos conjuntos simpliciales

verticales asociados EMXn son Mn×X y BM (llamado espacio clasificante bisimplicial)

tal que BMn = Mn. Existe un mapa simplicial canónico π : EMX → BM tal que

πn : Mn ×X →Mn es la proyección. Se tiene un diagrama pullback

X EMX

∗ BM

π (3.12)

TEOREMA 3.6.1. (TEOREMA DEL GRUPO DE COMPLECIÓN) Sea M ×X una

acción simplicial de un monoides simplicial M a un conjunto simplicial X tal que la

multiplicación por cada vértice de M induce un isomorfismo v∗ : H∗(X)→ H∗(X) en la

homoloǵıa singular. El diagrama (3.12) es cartesiano homológico.
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Prueba: En analoǵıa con el diagrama (3.11), debemos probar que cada morfismo

∆[r, s]

Y

∆[r1, s1]

σ0

(ζ1,ζ2)

σ1

(3.13)

induce un isomorfismo (ζ1, ζ2)∗ : H∗(π
−1(σ0))

∼=−→ H∗(π
−1(σ1)). Es decir, probaremos

que π es una fibración homológica, traducido al contexto simplicial.

Los conjuntos simpliciales horizontales ∆[k, l]m pueden identificarse con
⊔

m→k

∆[l]. Te-

nemos un diagrama pullback en sSet

⊔
m→k

(∆[l]×X) EMXm = Mm ×X

⊔
m→k

∆[l] BMm = Mm

πm

τ

donde el mapa simplicial horizontal izquerdo es una unión disjunta de proyecciones, es

decir π−(τ)m =
⊔

m→k

(∆[l]×X). Cada morfismo θ : n→m induce un mapa simplicial

⊔
m→k

(∆[l]×X)
θ∗−→

⊔
n→k

(∆[l]×X)

acorde con la estructura horizontal de π−(τ).

Si tenemos un diagrama conmutativo

n

k

m

γθ

θ

γ

(3.14)

Existe un diagrama conmutativo

∆[l]×X ∆[l]×X

⊔
m→k

(∆[l]×X)
⊔
n→k

(∆[l]×X)

θ∗γ

ιγ ιγθ

θ∗
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tal que θ∗γ es la restricción de θ∗ al sumando γ : m→ k, a nivel de sus śımplices, viene

dado por

(ε, x) 7→ (ε, ϕ∗(ε, x))

donde ϕ∗ es la composición ∆[l] × X v×id−−−→ Mm × X → X, donde el mapa simplicial

Mm × X → X viene a ser una aplicación iterada de la acción de M en X. La hipóte-

sis planteada en el teorema nos dice que θ∗γ induce isomorfismos en homoloǵıa. Como

Z(
⊔

m→k

(∆[l]×X)) ∼=
⊕
m→k

Z(∆[l]×X), basándonos en el Teorema 1.5.3 y el Teorema

de Dold-Puppe 3.4.5, existe una sucesión espectral E tal que

E2
p,q
∼= Hp(Hq(

⊕
m→k

Z(∆[l]×X))) ∼= Hp(
⊕
m→k

Hq(∆[l]×X)) = Hp(
⊕

ω:m→k

A(ω))

si denotamos A(ω) a la copia de Hq(∆[l] × X) correspondiente al mapa simplicial ω :

m→ k.

por lo comentado en la definición de θ∗ y θ∗γ , vemos en el diagrama (3.14) que se induce

un isomorfismo θ∗ : A(γ)→ A(γθ). La flecha 1k es objeto final en la categoŕıa simplicial

de ∆[k], entonces existe un isomorfismo natural

A(1k) A(ω)

A(1k) A(γω)

∼=

id θ∗

∼=

Por el Lema 3.4.7, tenemos los isomorfisomos

Hi(
⊕

ω:m→k

A(ω)) ∼=

{
A(1k) , i = 0

0 , i > 0

Particularmente, cuando n = 0 y k = 0, el morfismo ν : 0
θ−→ k (vértice de ∆[k]) induce

la inclusión

∆[l]×X ιν
↪−→

⊔
0→k

(∆[l]×X)

induce un isomorfismo

Hq(X ×∆[l]) ∼= Hq(π
−1(σ))

Por último, observemos que el diagrama (3.13) induce el cuadro conmutativo de mapas

simpliciales
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∆[s]×X ∆[s1]×X

⊔
0→r

(∆[s]×X)
⊔
0→r

(∆[s1]×X)

id×ξ2

w inξ1w

(ξ1,ξ2)∗

donde ω es un vértice de ∆[r], de lo cual tenemos que (ξ1, ξ2)∗ induce isomorfismos en

homoloǵıa.

Observemos que el concluir que el diagrama (3.12) sea cartesiano homológico, nos con-

duce a una equivalencia homológica X → F entre la fibra X y la fibra homotópica F .

El resultado anterior puede ser llamado Teorema del Grupo de Compleción Genera-

lizado, pues fue originalmente usado por McDuff y Segal [11] en 1976 para probar (en el

contexto de monoides topológicos) la última proposición de este caṕıtulo, a cual también

se le atribuye el nombre Grupo de Compleción, definiendo el concepto de fibración ho-

mológica (topológica). Posteriormente Jardine [10] lo presentó en su versión simplicial y

Tillmann [27] generalizó un poco más, pero en 2004 Pitsch y Scherer [28] decidieron hacer

la versión simplicial del art́ıculo de McDuff y Segal, definiendo las fibraciones homológi-

cas simpliciales y encontrando las cercanas conexiones entre fibraciones homológicas

topológicas y simpliciales. Kristian Moi simplifica algunas pruebas en [29].

DEFINICIÓN 3.6.2. Sea N un monoide conmutativo. Un elemento s ∈ N es llamado

generador cofinal si para cada x ∈ N , existe un n ≤ 0 y un elemento y ∈ N tal que

xy = sn. Un vértice t de un monoide simplicial M con π0(M) conmutativo es llamado

un generador cofinal homotópico si su clase [t] ∈ π0(M) es un generador cofinal En

particular, si pi0(M)1 es finitamente generado, sean los vértices t1, · · · , tn cuyas clases

[t1], · · · , [tn] generan π0(M), entonces el vértice t = t1 · · · tn es un generado cofinal

homotópico de M .

Sea M un monoide simplicial con π0(M) en el centro de H∗(M) (como anillo de Pontrya-

gin) y sea t un generador cofinal homotópico de M . Dado un conjunto simplicial X con

una M-acción izquierda, el telescopio

X∞ = hocolim(X
t−→ X

t−→ X
t−→ · · · )

en particular M∞ = hocolim(M
t−→M

t−→M
t−→ · · · ) Como la homoloǵıa de M (al ser M

un H-espacio) es un anillo graduado y [t] está en el centro, la multiplicación por [t] en

H∗(M) es H∗(M) lineal, entonces existe un isomorfismo

H(M∞) ∼= colim(H∗(M)
[t]−→ H∗(M)

[t]−→ H∗(M)
[t]−→ · · · )
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LEMA 3.6.3. El mapa simplicial M → M∞ induce un homomorfismo de H∗(M)-

álgebras

H∗(M)[π0(M)−1]→ H∗(M∞)

Prueba: Como π0(M) se encuentra en el centro de H∗(M), se tiene un isomorfismo

colim(H∗(M)
[t]−→ H∗(M)

[t]−→ H∗(M)
[t]−→ · · · ) ∼= H∗(M)[t−1]

Y ya que t es generador cofinal de M , H[t−1] ∼= H∗(M)[π0(M)−1], y concluimos por

3.6

de esto último se desprende que los vértices de M actúan en M∞ por equivalencias

homológicas.

LEMA 3.6.4. Sea sSet−M la categoŕıa de conjuntos simpliciales con M -acción derecha

y mapas simpliciales equivariantes. Dado un funtorG : I → sSet−M . SiX es un conjunto

simplicial con M -acción derecha, existe un isomorfismo natural de conjuntos simpliciales

dB(hocolimG,M,X) ∼= hocolimdB(G,M,X)

COROLARIO 3.6.5. Dado un conjunto simplicial X con M -acción izquierda, se tiene

un isomorfismo

dB(M∞,M,X) ∼= (dB(M,M,X))∞

Para nuestro siguiente resultado vamos a requerir de cierta sutileza y convención, con

el fin de formularlo tal como lo hicieron Segal y McDuff en [11]: Consideramos a M

punteado con punto base su unidad, la diagonal asociada a BM la donotamos simple-

mente BM también. Ahora bien, podemos inducir una sucesión de mapas simpliciales

M ∧ S1 → BM → BMfib (donde BMfib es un reemplazo fibrante, es decir podemos

tomar BMfib = S|BM | o BMfib = Ex∞BM), ahora por la Proposición 2.3.28, encon-

tramos un mapa simplicial

λM : M → Ω(BMfib)
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sin embargo, basándonos en el criterio (3.7), nuestro mapa simplicial queda λM : M →
ΩBM .

PROPOSICIÓN 3.6.6. (GRUPO DE COMPLECIÓN) Si π0(M) está en el centro del

anillo de Pontryagin H∗(M), entonces

H∗(M)[π0(M)−1] ∼= H∗(ΩBM)

Prueba: Supongamos primero que M está finitamente generado, entonces sabemos que

tiene un generador cofinal t. Por el Teorema 3.6.1, el mapa EMM∞ → BM es una

fibración homológica (con fibra M∞). Si en el Corolario 3.6.5 hacemos X = ∗, el conjunto

simplicial dEMM∞ = dB(M∞,M, ∗) es el coĺımite homotópico de complejos contráctil,

por lo tanto también es contráctil. Aśı, tenemos una equivalencia homológica M∞ →
ΩBM , ya que ΩBM es la fibra homotópica de ∗ → BM .

En el caso general, denotemos F (M) a la familia parcialmente ordenada de submonoides

de M finitamente generados, existe un isomorfismo de monoides simpliciales

colimMi∈F (M)Mi
∼= M

donde el coĺımite es filtrante. Los funtores B,Ω, H∗(−) y H∗(−)[π0(−)−1] conmutan con

coĺımites filtrantes, entonces el resultado se desprende del caso anterior.

COROLARIO 3.6.7. Si π0(M) es un grupo, entonces el mapa simplicial natural

λM : M → ΩBM

es una equivalencia homotópica.



Caṕıtulo 4

FUNTOR GAMMA DE

BARRATT-ECCLES

Nuestro propósito en este caṕıtulo es estudiar un modelo para Ω∞Σ∞X de un complejo

punteado X, su importancia radica en la identificación

πi(Ω
∞Σ∞X) = πsi (X) (4.1)

donde el miembro izquierdo de la igualdad es el i-ésimo grupo de homototoṕıa estable de

X (ver [30]). Nuestro modelo resultará ser un grupo simplicial proveniente de un monoide

simplicial homotópico-abeliano, motivo por el cual encontraremos en las condiciones del

Teorema del Grupo de Compleción. En 1956, John Milnor encontró un modelo para

ΩΣX y en 1974 Barratt hizo lo propio con Ω∞Σ∞X (el otro extremo), posteriormente

a finales de los 80, J.H.Smith usó las ideas de Barratt para dar modelos respectivos de

ΩnΣnX para cada n ≥ 0 (ver [31]).

DEFINICIÓN 4.0.1. Sea n natural, denotamos Σn al grupo de permutación de [n] =

{1, ..., n}.
Denotamos I< a la categoŕıa cuyos objetos son los [n] y morfismos, dado otro natural

m, homI<([m], [n]) el conjunto de aplicaciones estrictamente crecientes [m]→ [n]

DEFINICIÓN 4.0.2. Dado α ∈ homI<([m], [n]), se induce un monomorfismo de gru-

pos α∗ : Σm → Σn definido por

α∗(σ)(α(i)) = α(σ(i)),

α∗(σ)(j) = j, si j ∈ [n] \ α([m])

DEFINICIÓN 4.0.3. Sean σ ∈ Σn y α ∈ homI<([m], [n]), existen α∗(σ) ∈ Σm y σ∗(α)

tal que el siguiente diagrama conmute

86
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[m] [n]

[m] [n]

α

α∗(σ) σ

σ∗(α)

donde σ∗(α) resulta de tomar la imagen de σ ◦ α (la cual posee m elementos, ya que

σ ◦α es inyectiva, mas no necesariamente creciente) y ordenar sus elementos de mayor a

menor, y α∗ hace el intercambio entre k (1 ≤ k ≤ m) y la posición (en orden ascendente)

que ocupa σ ◦ α(k)

A continuación, presentamos cuatro resultados (tres proposiciones y un corolario) rela-

cionados a estas primeras definiciones del presente caṕıtulo, los cuales no probaremos por

no representar más que un trabajo de manejo combinatorio y por el hecho de que origi-

nalmente fue utilizado en [1] únicamente para demostrar la Proposición 4.1.6, resultado

del cual también obviaremos prueba pues teńıa como propósito definir una operación

que nosotros podremos definir directamente.

PROPOSICIÓN 4.0.4. Sean α ∈ homI<([m], [n]), β ∈ homI<([n], [p]), entonces

(β ◦ α)∗ = α∗ ◦ β∗

PROPOSICIÓN 4.0.5. Sean α ∈ homI<([m], [n]), σ ∈ Σn y τ ∈ Σn, entonces

α∗(γ ◦ τ) = (τ∗(α))∗(σ) ◦ α∗(τ)

COROLARIO 4.0.6. Sean α ∈ homI<([m], [n]), σ ∈ Σn y ρ ∈ Σm, entonces

α∗(σ ◦ α∗(ρ)) = α∗(σ) ◦ ρ

DEFINICIÓN 4.0.7. Dado un conjunto X, definimos una acción derecha de Σn en el

producto cartesiano Xn mediante

(x1, x2, · · · , xn)σ = (xσ(1), xσ(2), · · · , xσ(n))

donde xi ∈ X y σ ∈ Σn.

Similarmente a la definición 4.0.2, dado α ∈ homI<([m], [n]), se induce una aplicación

α∗ : Xn → Xm, donde α∗(x1, · · · , xn) = (xα(1), xα(2), · · · , xα(m)).

Además, en el caso de que X sea punteado con base ∗, decimos que α es entero para
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(x1, x2, · · · , xn) cuando xi = ∗ si i ∈ [n] \ α([m]) (las coordenadas que α omite son ∗).
Con esta definición, podemos enunciar (con atención al doble uso de una misma notación)

la siguiente

PROPOSICIÓN 4.0.8. Sean α ∈ homI<([m], [n]), σ ∈ Σn y x ∈ Xn, entonces

α∗(x.σ) = (σ∗(α))∗(x).α∗(σ)

DEFINICIÓN 4.0.9. Dado un grupo algebraico G, la definición de espacio clasificante

según Mac Lane de G es el grupo simplicial dado por

(WG)n = Gn (producto cartesiano)

di(g0, · · · , gn) = (g0, · · · , ĝi, · · · , gn)

si(g0, · · · , gn) = (g0, · · · , gi, gi, · · · , gn)

podemos ver a G como una categoŕıa pequeña CG con un único objeto ∗ y morfismos

los elementos de G (hom(∗, ∗) = G, con eG = id∗).

G actúa libremente sobre WG mediante

(g0, · · · , gn).g = (g0g, · · · , gng)

además, WG lo consideramos punteado con punto base su identidad. Notemos que WG

es identificable con el nervio EG definido en (2.3), y el cociente WG = WG/G identi-

ficable con N(CG), coincidiendo también con BG como en (3.6) (viendo a G como un

grupo simplicial constante).

PROPOSICIÓN 4.0.10. WG es contráctil.

Prueba: Definimos para WG los mapas σ : (WG)n → (WG)n+1, donde

σ((g0, · · · , gn)) = (e, g0, · · · , gn)

otorgándole a WG la estructura adicional punteada del Lema 2.3.27, y llegamos a nuestro

resultado puesto que d1σ(WG)0 = (e)

Observación 4.1. Dado α ∈ homI<([m], [n]), a partir de las definiciones 4.0.2 y 4.0.3

se inducen los mapas (notar la insistencia en una misma notación) α∗ : WΣm → WΣn

y α∗ : WΣn →WΣm.
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4.1. EL FUNTOR MONOIDE LIBRE Γ+

DEFINICIÓN 4.1.1. Sea X un conjunto simplicial punteado, la unión disjunta

Λ(X) =
⊔
n≥0

WΣn ×Xn

cocientado por la relación de equivalencia generada por

(a) (w,x)∼(w.σ,x.σ)

(b) (w,x)∼(α∗(w),α∗(x))

donde w ∈ WΣn, x∈ Xn, σ ∈ homI<([m], [n]) el cual es entero para x, n ≥ 0,m ≥ 0.

Resulta entonces un conjunto simplicial que denotaremos Γ+X. La clase de (w,x)∈
WSn ×Xn como [w, x] ∈ Γ+X. Tomaremos la clase [1, ∗] de (1, ∗) ∈ WS0 ×X0 como

punto base de Γ+X, y lo denotaremos simplemente 1.

Dado un mapa simplicial punteado f : X → Y , se induce un mapa Γ+f : Γ+X → Γ+Y

definido por

Γ+f([w, x1, · · · , xn]) = [w, f(x1), · · · , f(xn)]

el cual está bien definido como mapa simplicial punteado, y aśı podemos ver a Γ+ como

un funtor.

En el art́ıculo The homotopy infinite symmetric product represents stable homotopy,

Schlichtkrull ofrece una definición del funtor Γ+ resaltando sus cualidades categóricas,

necesitamos primero de algunas definiciones

DEFINICIÓN 4.1.2. Sea I la categoŕıa cuyos objetos son los conjuntos [n] y cuyos

morfismos son las aplicaciones inyectivas entre ellos (notar que I< es subcategoŕıa de I).
La concatenación [n] ⊗ [m] = [n + m], haciendo corresponder [n] (resp. [m]) con los n

primeros (resp. m últimos) elementos de [m + n] otorga a I la estructura de categoŕıa

monoidal simétrica. Dado un complejo punteado X, podemos asociarle un I-diagrama

X• el cual en objetos tiene la correspondencia [n] 7→ Xn y para morfismos [m]
α−→ [n],

asocia los mapas simpliciales α∗ : Xm → Xn, donde dado un k-śımplice x = (xi) de

Xm, α∗ lo corresponde con un k-śımplice y = (yj) de Xn, donde

yj =

{
xi , si α(i) = j

∗ , si j ∈ α([m])

Un detalle que debe recalcarse aqúı, es que la factorización
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σ ◦ α = σ∗(α) ◦ α∗(σ)

existe, sin requerir que que el morfismo α : [m] → [n] sea estrictamente creciente, sino

solo inyectivo (pero aún teniendo σ∗(α) ∈ homI<([m], [n])).

Con esto en cuenta, podemos definir el Iop-diagrama Σ•. El cual tiene la correspon-

dencia [n] 7→ Σn en objetos, mientras que para morfismos α : [m] → [n], se induce

α∗ : Σn → Σm definido mediante σ 7→ α∗(σ). Para cada n, asociamos a Σn una categoŕıa

Σ̃n, cuyos objetos son los elementos de dicho grupo simétrico, con morfismos ρ : σ → τ

que son permutaciones tal que ρ ◦ σ = τ . De esta manera podemos extender Σ• a un

nuevo Iop-diagrama Σ̃•, y extender este último en N Σ̃•.

Dado X ∈ sSet∗, Schlichtkrull define Γ+(X) como el cociente

(
⊔
n≥0

N Σ̃n ×Xn)/(α∗(σ),x) ∼ (σ, α∗(x)) (4.2)

con la ventaja de que esta manera de definirlo permite ver esta construcción como el

coend

Γ+(X) = N Σ̃• ⊗I X
•

Sin embargo, no es inmediata la equivalencia en las definiciones de Barratt-Eccles y

Schlichtkrull. Nos encargamos de ese asunto en las siguientes ĺıneas:

PROPOSICIÓN 4.1.3. Las definiciones 4.1.1 y 4.1.2 para el funtor Γ+ coinciden.

Prueba: Primero, por lo comentado en la definiciòn del espacio clasificante de Mac

Lane, podemos identificar WΣn con N Σ̃n, entonces el complejo a cocientar es el mismo

en ambos casos, aśı que solo nos preocupamos por ver que una relación de equivalencia

implica la otra.

Primer veamos la relación entre α∗ : Xn → Xm y α∗ : Xm → Xn. Ocurre que α∗ ◦α∗ =

id, pero solo podemos decir que α∗ ◦ α∗(x) = x cuando α es entero en x.

Supongamos la identificación (α∗(σ),x) ∼ (σ, α∗(x)), entonces

(στ,xτ) = (τ∗σ, τ∗x) ∼ (σ, τ∗τ
∗(x)) = (σ,x)

pues las permutaciones son enteras en cualquier punto, también

(α∗(σ),α∗(x)) = (w,α∗(α
∗(x)) = (w,x)



91

cuando α es entero en x.

Rećıprocamente, suponiendo las identificaciones (w,x)∼(w.σ,x.σ) y (w,x)∼(α∗(w),α∗(x))

(α ∈ homI<([m], [n]) entero en x).

Dado (w,x) ∈ NΣn ×Xn,sea α : [m]→ [n] morfismo en I, entonces podemos factorizar

α en la forma α = ρ ◦ β, donde β ∈ homI<([m], [n]) es entero en x y ρ ∈ Σm, luego

(α∗(w),x) = (β∗ρ∗(w), β∗β∗(x)) ∼ (ρ∗(w), β∗(x)) = (wρ, ρ∗ρ∗β∗x) = (wρ, ρ∗β∗(x)ρ) ∼
(w, ρ∗β∗(x)) = (w,α∗(x)).

Aśı queda comprobada la equivalencia entre el (objeto) Γ+X de Schlichtkrull con el

correspondiente de Barratt.

DEFINICIÓN 4.1.4. Sea X un espacio simplicial punteado, existe un encaje natural

ιX : X → Γ+X dado por ιX(x) = [1, x], con 1 ∈ S1 ⊂ WS1, viendo aśı a X como

subespacio de Γ+X.

DEFINICIÓN 4.1.5. Sean k, n ≥ 0 enteros. Para enteros i con 1 ≤ i ≤ k, definimos

λi :n→kn mediante

λi(j) = (i− 1)n+ j

Por la observación 1, obtenemos el homomorfismo

(λi)∗ : WΣn →WΣkn

Definiremos un homomorfismo µ : Σk → Σkn, dado por µ(σ)((i−1)n+j) = (σ(i)−1)n+j

con µ ∈ Σk, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Es homomorfismo, ya que µ(ρσ)((i−1)n+j) = (ρσ(i)−1)n+j = µ(ρ)((σ(i)−1)n+j) =

µ(ρ)µ(σ)((i− 1)n+ j).

entonces inducimos el homomorfismo simplicial (denotado igual)

µ : WΣk →WΣkn

Vamos a definir un mapa simplicial

hX : Λ(Λ(X)) =
⊔
k≥0

⊔
n≥0

WΣk × (WΣn ×Xn)k → Λ(X)

hacemos (w,α) = (w,α1, · · · , αk) ∈WΣk × (WΣn ×Xn)k, donde αi = (wi,x
i) ∈WΣn.

Definimos hX(w,α) ∈WΣkn ×Xkn por
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hX(w,α) = (µ(w)(λi)∗(w1) · · · (λk)∗(wk),x1, · · · ,xk)

donde hemos identificado Xkn con (Xn)k.

PROPOSICIÓN 4.1.6. hX induce una aplicación natural hX : Γ+Γ+X → Γ+X.

Prueba: [1].

PROPOSICIÓN 4.1.7. Dado un espacio punteado simplicial, los siguientes diagramas

conmutan

Γ+X Γ+Γ+X Γ+X

Γ+X

Γ+ιX

id
hX

ιΓ+X

id

Γ+Γ+Γ+X Γ+Γ+X

Γ+Γ+X Γ+X

hΓ+X

Γ+hX hX

hX

DEFINICIÓN 4.1.8. Dado un espacio simplicial punteado Y , una Γ+ − estructura
en Y es un mapa simplicial punteado f : Γ+Y → Y tal que los diagramas

Y Γ+Y

Y

ιX

id
f

Γ+Γ+Y Γ+Y

Γ+Y Y

hY

Γ+f f

f

Particularmente, por la proposición 3.1.2, Γ+X posee Γ+-estructura.

PROPOSICIÓN 4.1.9. Si un espacio simplicial punteado X posee Γ+-estructura,

entonces es un monoide homotópico-abeliano con punto base como su unidad.

Prueba: El producto de X viene dado por xy = f([1, x, y]), donde f : Γ+X → X es

la Γ+-estructura en X y x, y ∈ X, 1 ∈ S2 ⊂ WS2. Los diagramas de la Definición 4.1.8

permiten verificar que tal producto es asociativo y tiene al punto base como unidad. La

homotoṕıa entre ‘xy’ e ‘yx’ viene dada por

I×X2 α×id−−−→WS2 ×X2 ⊂ Λ(X)→ Γ+X → X

donde α : I→WS2 está dado por α(σ1) = (id, (1 2)) ∈ (WS2)1.
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COROLARIO 4.1.10. Γ+X es monoide homotópico-abeliano con unidad [1, ∗].

La exposición tuvo como objetivo dotar a Γ+X de la estructura de monoide (homotópico-

abeliano), hecho que pudo obtenerse de manera mucho más reducida con la definición

directa que ofreció Schlichtkrull en [2], sin embargo, aśı como comparamos las definiciones

4.1.1 y 4.1.2 para encontrar su equivalencia, resulta una buena práctica contrastar la

fuente original con otras más recientes.

Dados [v,x], con (v,x) ∈ WΣm × Xm y [w,y], con (w,y) ∈ WΣn × Xn, tenemos el

producto

[v,x].[w,y] = [λ1(v)λ2(w),x,y] = [v t w,x,y] (4.3)

(esta última demuestra que no requeŕıamos de las definiciones 4.1.5 y 4.1.8 para definir

un producto en Γ+X, lo hicimos directamente). Si x tiene entre sus componentes al

punto base ∗, entonces x = α∗(x
′) donde x′ ∈ Xr para algún x′ ∈ Xr con r < m

donde sus componentes son todas distintas de ∗ y algún α : [r] → [n] en I, entonces

[v,x] = [α∗,x′].

LEMA 4.1.11. Dados η, ξ, δ, ω ∈ Γ+X con η, ξ irreducibles, si ηδ = ξω, entonces

η = ξ y δ = ω.

Prueba: Supongamos η = [v,x], (v,x) ∈ WΣm × Xm,ξ = [v′,x′], (v′,x′) ∈ WΣn ×
Xn,δ = [w,y], (w,y) ∈ WΣp × Xp,ω = [w′,y′], (w′,y′) ∈ WΣq × Xq, asumiendo que

x,x′,y,y′ no tienen entre sus componentes a ∗ (lo cual siempre puede hacerse por lo

comentado previamente). La irreducibilidad de η y ξ significa que v y w no pueden

descomponerse como concatenaciones. Ya que ηδ = ξω, entonces, por la identificación

bajo el cociente de Barratt

(x,y) = (x′,y′)σ · · · .(∗)
v t w = (v′ t w′)σ · · · (∗∗)

pues el otro cociente no es posible por la condición impuesta a x,x′,y,y′. Suponiendo,

en un primer caso, que m = n, entonces también p = q y σ debe tener la forma de

concatenación σ = τ t ρ con σ ∈WΣm, τ ∈WΣp para que se cumpla (∗∗), entonces

v = v′τ , x = x′ρ

w = w′, y = y′ρ

aśı (en este caso) η = δ y ξ = ω.

Por otro lado, si m 6= n, supongamos sin pérdida de generalidad que m < n. Si para

algún i ∈ [m] ⊂ [m + n], se tiene σ(i) > n, entonces (v′ t w′)σ > n > m, lo cual

contraduce que esta composición coincida con vtw. Por lo tanto σ([m]) ⊂ [n] ⊂ [n+ q],

luego podemos definir γ̂ ∈ Σn ⊂ Σn+q mediante
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σ̂(i) = σ(i) cuando 1 ≤ i ≤ n
γ̂(i) = k, para algún k /∈ γ̂([i− 1]), cuando m < i ≤ n

entonces (v′ t w′)σ̂ = υ t ψ, donde υ ∈ WΣm, ψ ∈ WΣp, luego v′ ◦ σ̂ = φ t ϕ con

φ ∈WΣm, ϕ ∈ Σn−m lo cual contradice la irreductibilidad de β.

COROLARIO 4.1.12. Γ+X es monoide libre.

PROPOSICIÓN 4.1.13. Dado un espacio punteado X, π0(Γ+X) = Z+π0(X).

Prueba: Puesto que (WΣn)0 = Σn, (Γ+X)0 es el monoide libre generado por X0. Todo

1-śımplice ξ ∈ (Γ+X)1 puede ser escrito ξ = [(1, σ), x1, · · · , xn], σ ∈ Σn, xi ∈ X1, enton-

ces d0ξ = [σ, d0x1, · · · , d0xn] = [1, d0xσ−1(1), · · · , d0xσ−1(n)] y d1ξ = [1, d1x1, · · · , d1xn],

ya que d0ξ ∼ d0ξ tal como en la Definición 2.1.5, acabamos de ver el orden de las

coordenadas no afecta las clases de π0(Γ+X), y conclúımos.

4.2. EL FUNTOR GRUPO LIBRE Γ

DEFINICIÓN 4.2.1. Dado un monoide M , entendemos por grupo universal de M,

denotado UM a aquel grupo que es universal con respecto a los homomorfismos de M

hacia grupos, es decir, existe un homomorfismo (como monoides) u : M → UM tal que,

dado otro homomorfismo de monoides f : M → G, donde G es grupo

M G

UM

f

u
F

existe un único homomorfismo de grupos F : UM → G tal que el diagrama anterior

conmuta. Por la universalidad de UM sabemos que este es único salvo isomorfismo.

Con la siguiente proposición garantizamos la existencia del grupo universal.

PROPOSICIÓN 4.2.2. Dado un monoide M , existe siempre un grupo universal UM

para M .

Prueba: Sea FM el grupo libre generado por M como conjunto punteado (con punto

base su unidad), es decir, identificando el punto base con la unidad de FM , y sea N

el subgrupo normal de FM generado por los elementos de la forma m1m2m
−1
3 , donde

m1 ∈M y m1m2 = m3 en M , entonces UM = FM/N y u es la composición

M → FM → FM/N
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de la aplicación cociente con la inclusión.

Observamos que cuando M es un monoide simplicial, podemos generar el grupo universal

simplicial UM , con (UM)n = U(Mn).

DEFINICIÓN 4.2.3. Dado un complejo punteado X, definimos ΓX como el grupo

universal simplicial de Γ+X

Existe un encaje natural ιX : X → ΓX (viniendo a reemplazar el de la definición 3.1.2)

el cual se obtiene de componer ιX : X → Γ+X con u : Γ+X → ΓX. ΓX es grupo

simplicial libre.

Viendo aX como subcomplejo de ΓX, mediante ιX , tiene sentido hablar del par (ΓX,X).

DEFINICIÓN 4.2.4. Dados dos complejos punteados X y Y , existe una aplicación

natural

Ψ : (ΓX)× Y → Γ(X × Y )

definida mediante

Ψ([w, x1, · · · , xn], y) = [w, (x1, y), · · · , (xn, y)]

Ψ(ξη, y) = Ψ(ξ, y)Ψ(η, y)

Ψ(ξ−1, y) = Ψ(ξ, y)−1

Similarmente se define una aplicación natural

Φ : (ΓX) ∧ Y → Γ(X ∧ Y )

En particular (esta vez basándonos en el criterio (3.8)), tenemos

CΓX = (ΓX) ∧ Ifib → Γ(CX)

ΣΓX = (ΓX) ∧ S1fib → Γ(ΣX)

y tomamos adjuntos

βX : ΓX → PΓCX

γX : ΓX → ΩΓΣX

también definimos un mapa simplicial cX : CCX → CX natural, a partir de un mapa

c : Ifib∧Ifib → Ifib, el cual se induce a partir de I∧I → I con regla [s0σ1, s1σ1)] 7→ s0σ1,

[s0σ1, s1σ1] 7→ s1σ1.
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PROPOSICIÓN 4.2.5. El funtor Γ preserva homotoṕıas

Prueba: Dados dos mapas simpliciales punteados f, g : X → Y para los cuales existe

una homotoṕıa H : X × I → Y que los relaciona. Aplicando Γ:

ΓH : Γ(X × I)→ ΓY

además, de la definición 3.2.3 tenemos una aplicación Ψ : (ΓX) × I → Γ(X × I) la

composición ΓH ◦ Ψ viene a ser una homotoṕıa entre Γf y Γg.

Cuando demostramos el Teorema 3.6.1, y posteriormente la Proposición 3.6.6 el término

’grupo de compleción’ parećıa no tener justificación. Ocurre que lo que originalmente

se conoćıa como grupo de compleción de un monoide simplicial M era lo que nosotros

llamamos grupo universal UM . La propiedad que cumple UM es que cuando M , bajo

la hipótesis de la Proposición 3.6.6, sumando la hipótesis que M sea monoide libre,

se obtiene el mismo resultado de dicha proposición, intercambiando ΩBM por UM

(ver [32]), es por esto que distinguimos dos grupos de compleción, el algebraico UM

y el homotópico ΩBM . Cuando M es libre y homotópico-abeliano, UM y ΩBM son

equivalentes homotópicos (Lo cual ocurre en el caso de Γ+X).

En resumen:

PROPOSICIÓN 4.2.6. Si π0(M) está en el centro del anillo de Pontryagin H∗(M) y

M es libre, entonces

H∗(M)[π0(M)−1] ∼= H∗(UM)

DEFINICIÓN 4.2.7. Dadas dos categoŕıas pequeñas C y D, un funtor T de la cate-

goŕıa C-simplicial hacia la categoŕıa D-simplicial está dado en cada dimensión si existe,

para cada n ≤ 0 entero, funtores Tn : C → D tal que,

(TX)n = Tn(Xn)

(Tf)n = Tn(fn)

para todo C-objeto simplicial X y todo C-morfismo simplicial f .

Cualidad la cual el funtor Γ cumple.

LEMA 4.2.8. Sea T un funtor de la categoŕıa de conjuntos simpliciales punteados hacia

la categoŕıa de grupos simpliciales que está dado en cada dimensión con la propiedad de

que, para cada par de complejos punteados A1 y A2, el homomorfismo
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Ti1 × Ti2 : TA1 × TA2 → T (A1 ∧A2)

es una equivalencia homotópica, donde i1 e i2 son morfismos inclusión.

Entonces, si (A,B) es un par simplicial punteado, la aplicación natural

TB →Ker(Tπ)

es una equivalencia homotópica, donde π : A→ A/B es la aplicación cociente.

Prueba: Comenzemos considerando a T como funtor de la categoŕıa de conjuntos

punteados hacia la categoŕıa de grupos. Sea (A,B) un par de conjuntos punteados y

i : B → A la inclusión, definiremos un complejo punteado L = L(A,B) como sigue:

Para n ≥ 0, Ln = A ∨B1 ∨ · · · ∨Bn, donde Bi = B

d0 : Ln → Ln−1 (n ≥ 1) es dado por

d0|A = idA : A→ A ⊂ Ln−1,

d0|B1 = i : B1 → A ⊂ Ln−1,

d0|Bj = idB : Bj → Bj−1 ⊂ Ln−1, 1 < j ≤ n

di : Ln → Ln−1(n ≥ 1, 0 < i < n) es dado por

di|A = idA : A→ A ⊂ Ln−1,

di|Bj = idB : Bj → Bj ⊂ Ln−1, 1 ≤ j ≤ i

di|Bi = idB : Bj → Bj−1 ⊂ Ln−1, i < j ≤ n

dn : Ln → Ln−1(n ≥ 1) es dado por

dn|A = idA : A→ A ⊂ Ln−1,

dn|Bj = idB : Bj → Bj ⊂ Ln−1, 1 ≤ j < i,

dn|Bn = ∗ : Bn → {∗} ⊂ Ln−1

si : Ln → Ln+1 es dado por

si|A = idA : A→ A ⊂ Ln+1,

si|Bj = idB : Bj → Bj ⊂ Ln+1, 1 ≤ j ≤ i,

si|Bj = idB : Bj → Bj+1 ⊂ Ln+1, i ≤ j ≤ n

A partir de este complejo, logramos el grupo simplicial K componiendo L con T , es decir

Kn = Ln y denotaremos de igual forma (di y si) a los morfismos cara y degeneración de

K.

Definimos ahora, para cada n ≥ 0, los grupos
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Mn = Mn(A,B) =
n⋂
i=1

Ker[di : Kn → Kn−1]

Particularmente, M0 = K0 = T (A), y debido a que d0(Mn) ⊂ Mn−1, resulta que la

sucesión

d0−→Mn(A,B)
d0−→Mn−1(A,B)

d0−→ · · · d0−→M0(A,B) = T (A)→ 1

es semiexacta. Sin embargo, podemos hacer una afirmación más fuerte (y completa).

LEMA 4.2.9. Existe una sucesión larga natural exacta de grupos

d0−→Mn(A,B)
d0−→Mn−1(A,B)

d0−→ · · · d0−→M0(A,B) = T (A)
Tπ−−→ T (A/B)→ 1

Prueba: Dotaremos a L de la estructura adicional mediante mapas α : Ln → Ln+1 para

todo n ≥ 0, donde

α|A−B = idA−B → A−B ⊂ A ⊂ Ln+1

α|B(⊂ A) = idB : B → B1 ⊂ Ln−1

α|Bj = idB : Bj → Bj+1 → Ln+1

es aśı que aplicando T , tenemos los mapas T (α) : Kn → Kn+1, para todo n ≥ 0 y

estos dotarán a K de la estructura adicional, luego el morfismo r : K → K̂, donde

K̂n = d1T (α)K0 y r(k) = d1T (α)dn0 (k), para k ∈ Kn es la deformación de retracto

del Lema 2.3.27. Ahora, d1T (α)K0 = d1T (α)T (L0) = T (d1αL0) = T (πA) = T (A/B) y

r(k) = T (π)d0
n(k).

Siguiendo la Proposición 2.3.26, si hacemos G = K, resulta Ḡn = Mn con cualquier n,

mientras que si H = K̂, tenemos H̄n = 1 cuando n > 0, y H̄0 = K̂0 = T (A/B). La

naturalidad de la Proposición 2.3.26 hace que, gracias a r, tenemos un morfimsmo de

complejos de cadenas

Mn Mn−1 · · · M0 = T (A) 1

1 1 · · · T (A/B) 1

d0 d0 d0 d0

Tπ

puesto que r es una deformación de retracto, este induce isomorfismos en los grupos de

homoloǵıa. Es decir, como la sucesión → 1 → 1 → · · · → 1 → T (A/B) → 1 es exacta,

salvo por sus dos últimos términos, lo mismo ocurre con
d0−→ Mn

d0−→ Mn−1
d0−→ · · · d0−→

M0
d0−→ T (A)→ 1, pero dado que las homoloǵıas son isomorfas, entonces

T (A)/Imd0
∼= T (A/B)/1 ∼= T (A/B)
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ahora, como es verificable, tenemos Imd0 ⊂ KerTπ, y recordemos que T (A/B) ∼=
T (A)/KerTπ. Disponemos de un diagrama conmutativo

T (A)/Imd0 T (A)/KerTπ

T (A/B)

∼= ∼= (4.4)

donde T (A)/Imd0 −→ T (A)/KerTπ tiene la regla xImd0 7→ xKerT (q) y por el diagrama

(4.4), resulta que Imd0 = KerTπ, lo cual nos permite concluir la afirmación del lema.

COROLARIO 4.2.10. Existe una sucesión larga natural exacta de grupos simpliciales

d0−→Mn(A,B)
d0−→Mn−1(A,B)

d0−→ · · · d0−→M0(A,B) = T (A)
Tπ−−→ T (A/B)→ 1

1 T (B) T (A)× T (B) T (A) 1

1 M1(A,B) T (A ∨B) T (A) 1

i

T (i2)
µ(A,B)

p

T (i1)×T (i2) id

T (p1)

La sucesión corta inferior es exacta ya que es de la forma 0 → Kerf ↪→ M
f−→ N

(p1 = d1 : L1 → L0), y T (p1)T (i2) = T (p1i2) = T (∗) = ∗ : T (B) → T (A), aśı que

obtenemos un morfismo µ(A,B) : T (B)→M1(A,B) que hace que el diagrama conmute.

PROPOSICIÓN 4.2.11. El morfismo natural µ(A,B) : T (B) → M1(A,B) es una

equivalencia homotópica cuando T tiene la propiedad del Lema 4.2.8

Prueba: Gracias al Corolario 2.3.26, se induce un diagrama entre sucesiones exactas

largas

πn+1(T (A)× T (B)) πn+1(T (A)) πn(T (B)) πn(T (A)× T (B))

πn+1(T (A ∨B)) πn+1(T (A)) πn(M1(A,B)) πn(T (A ∨B)))

πn(T (A)) · · ·

πn(T (A)) · · ·

∼= ∼= ∼=

∼=

entonces por lema de los 5, πn(T (B))
∼=−→ πn(M1(A,B)) y conclúımos por Whitehead.

PROPOSICIÓN 4.2.12. El morfismo natural M1 → KerTπ es una equivalencia ho-

motópica.
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Prueba: Primero debemos probar que Mn(A,B) es contráctil para n ≥ 2, procederemos

por inducción:

Si consideramos el par (A ∨ B0), donde B0
∼= B y la inclusión dada por i : B → A ⊂

A ∨B0, aśı para n ≥ 1 existe un isomorfismo natural

Ln(A ∨B0, B) = A ∨B0 ∨B1 ∨ · · · ∨Bn ∼= A ∨B1 ∨ · · · ∨Bn ∨Bn+1 = Ln+1(A,B)

Aplicando T ,Kn(A∨B) ∼= Kn+1(A,B). AśıMn(A∨B0, B) ∼=
n+1⋂
i=2

Ker[di : Kn(A,B)→ Kn(A,B)].

d1 :

n+1⋂
i=2

Ker[di : Kn(A,B)→ Kn(A,B)]→Mn(A,B) es un epimorfismo donde s0|Mn(A,B)

es una inversa derecha de este, cuyo Kernel es precisamente Mn+1(A,B), es aśı que te-

nemos una sucesión exacta corta natural

1→Mn+1(A,B)→Mn(A ∨B0, B)→Mn(A,B)→ 1

Particularmente, cuando n = 1

1 M2(A,B)→M1(A ∨B0, B) M1(A,B) 1

T (B)

µ(A∨B0,B)
µ(A,B)

donde el triángulo es conmutativo por la definición de µ, ya que el diagrama (sólido)

T (B)

M1(A ∨B0, B) T (A ∨B0 ∨B)

M1(A,B) T (A ∨B)

T (i′2)

µ(A,B)

µ(A∨B,B)

d′1

es conmutativo y d′1T (i′2) = T (i2).

Como ambos µ(A ∨ B0, B) y µ(A,B) son equivalencias débiles, entonces tenemos una

equivalencia débil M1(A ∨B0, B)
'−→M1(A,B), lo cual induce una sucesión larga

∼=−→ πn+1(M1(A,B))→ πn(M2(A,B))→ πn(M1(A ∨B0, B))
∼=−→ πn(M1(A,B))

esto implica que πn(M2(A,B)) = 1, para todo n ∈ N, entonces M2(A,B) es contráctil

pero A y B son arbitrarios, as̀ı que el par (A∨B0, B) puede ser consideradoes, concluyen-

do que también M2(A,B) lo es, y aśı procede la inducción. Para i > 0, sea Ci el núcleo de

d0 : Mi(A,B) → Mi−1(A,B), entonces de la sucesión exacta larga del Corolario 4.2.10

derivamos la sucesión exacta corta
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1→ Ci →Mi(A,B)→ Ci−1 → 1

Como Mi es contráctil para i ≥ 2, entonces Ci−1 es conexo, luego (si i > 2) Ci−2 es

1-conexo, y aśı sucesivamente, obtenemos que C1 es i− 2-conexo, para todo i ≥ 2. Por

lo tanto el morfismo natural M1(A,B) → KerTπ es una equivalencia homotópica por

Corolario 2.3.26 y Whitehead.

Del diagrama sólido,

TB

1 KerTπ T (A) 1

M2 M1(A,B)

µ(A,B)

ξ

T i

Tπ

d0

λ

d0

los morfismos d0 y Ti pueden factorizarse mediante unos morfismos ξ y λ como aparece en

el diagrama. Como ξ = λµ(A,B) es composición de equivalencias homotópicas, también

lo es ξ, como se buscaba.

LEMA 4.2.13. Si X es u complejo punteado (n − 1) conexo, con n > 1 , entonces

Hi(Γ
+X,X) = 0 para i < 2n.

Prueba: Para cada m ≤ 0, definimos Γ+
mX = m

n=0WΣn ×Xn/ ∼ donde ∼ representa la

mismas relaciones (a) y (b) de Barratt-Eccles. Tenemos la filtración

1 = Γ+
0 X ⊂ ιX(X) = Γ+

1 X ⊂ · · ·Γ+
mX ⊂ · · ·Γ+X

es decir Γ+X = lim−→
m

Γ+
mX.

Esta fitración induce una sucesión espectral Er, r ≥ 1 tal que

E1 = Hp+q(Γ
+
p X,Γ

+
p−1X) = H̃p+q(Γ

+
p X/Γ

+
p−1X) para p > 0

Para cada p ≥ 1, el espacio cociente DpX = Γ+
p X/Γ

+
p−1X resulta identificarse con

WΣp ×X(p)/WΣp × {∗} cocientado por la acción libre de Σp, es decir WΣp nΣp X
(p).

Los grupos de homoloǵıa (reducida) de WΣp × X(p)/WΣp × {∗} se obtienen de los

respectivos grupos de homoloǵıa reducida de WΣp × X(p) y WΣp × {∗} debido a la

sucesión exacta larga que los relaciona, pero H̃m(WΣp×{∗}) = 0 para todo m ≤ 0 pues

WΣp es contráctil. Si X es (n− 1)-conexo, entonces X(p) = X ∨X · · · ∨X (p veces) es

(np−1)-conexo, entonces tambiénWΣp×X(p), obtenemos aśı queWΣp×X(p)/WΣp×{∗}
es (np− 1)-conexo.

Como la acción de Σp es libre y Σp es finito, la aplicación cociente
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WΣp ×X(p)/WΣp × {∗} → DpX

es un espacio de recubrimiento, por lo cual el morfismo inducido es inyectivo en los

grupos fundamentales, y es isomorfismo en los grupos de homotoṕıa superior, entonces

Dp es np − 1 conexo. El lema se desprende entonces de la convergencia de la sucesión

espectral {Er}.

Con este último resultado presente, por la Proposición 4.2.6 tenemos la

PROPOSICIÓN 4.2.14. Si X es u complejo punteado (n − 1) conexo, con n > 1 ,

entonces Hi(ΓX,X) = 0 para i < 2n.

LEMA 4.2.15. Si X es un complejo de Kan punteado (entoncesn− 1)-conexo, el par

(ΓX,X) es (2n− 1)-conexo.

Prueba: Si conocemos que ΓX es 1-conexo, entonces conclúımos por corolario de Hure-

wicz 3.4.4 en su versión de pares de complejos. En general, podemos tomar el subcomplejo

minimal M de X, y ya que π0X y π1X son triviales, entonces M0 = {∗} y M1 = {∗},
luego (ΓM)0 = {∗} y (ΓM)1 = {∗}, entonces ΓM es 1-conexo, pero ΓM ' ΓX, aśı que

ΓX es 1-conexo.

Vamos a formar un nuevo sistema directo, la adjunta de la identidad ΣX → ΣX da

lugar a una inclusión natural iX : X → ΩΣX tal que γXιX = ΩιΓXiX : X → ΩΓΣX,

entonces para cada n ≥ 0:

(ΩnγΣnX ,Ω
niΣnX) : (ΩnΓΣnX,ΩnΣnX)→ (Ωn+1ΓΣn+1X,Ωn+1Σn+1X)

es un mapa de pares, con (Ω∞ΓΣ∞X,Ω∞Σ∞X) como su ĺımite directo.

En particular, si n > 1, el par (ΓΣnX,ΣnX) es (2n− 1)-conexo (Teorema de suspensión

de Freudenthal), aśı que el par (ΩnΓΣnX,ΩnΣnX) es (n − 1) conexo y aśı el ĺımite

(Ω∞ΓΣ∞X,Ω∞Σ∞X) es ∞-conexo, luego por Whitehead concluimos el siguiente:

COROLARIO 4.2.16. Si X es complejo de Kan, la inlusión natural Ω∞Σ∞X →
Ω∞ΓΣ∞X es una equivalencia homotópica.

LEMA 4.2.17. Dados los complejos punteados A1 y A2 , el homomorfismo de grupos

simpliciales

Γi1 × Γi2 : ΓA1 × ΓA2 → Γ(A1 ∧A2)

es una equivalencia homotópica.

Prueba: Será suficiente probar que
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Γ+i1 × Γ+i2 : Γ+A1 × Γ+A2 → Γ+(A1 ∧A2)

es una equivalencia homotópica.

Haciendo uso de la filtración definida en el Lema 4.2.13, tenemos la siguiente filtración

para Γ+A1 × Γ+A2:

(Γ+A1 × Γ+A2)n =
⋃

i+j=n

Γ+
i A1 × Γ+

j A2

de lo cual, se inducen cocientes

(Γ+A1 × Γ+A2)n/(Γ
+A1 × Γ+A2)n−1

∼=
n∨
p=0

(DpA1) ∧ (Dn−pA2)

donde escribimos D0Ai = S0. Para cada n ≥ 0, vamos a probar que el mapa simplicial

n∨
p=0

(DpA1) ∧ (Dn−pA2)→ Dn(A1 ∧A2) (4.5)

es una equivalencia homotópica, pues aśı sus respectivas sucesiones espectrales tendrán

ĺımites isomorfos, permitiéndonos concluir.

Las operaciones wedge y smash se relacionan similarmente como hacen la suma y pro-

ducto, de tal forma que también existe un ‘Binomio de Newton’:

(A1 ∨A2)(n) =
n∨
p=0

Xp

donde Xp =
∨
(np)

(A(p) ∧A(n−p)) es el bouquet de
(
n
p

)
copias de (A(p) ∧A(n−p))

Por la definición dada a X como bouquet de productos smash, este es invariante bajo

la acción de Sn, luego

Dn(A1 ∨A2) = WΣn nΣn (

n∨
p=0

Xp) ∼=
n∨
p=0

WΣn nΣn Xp

El mapa (4.5) es un bouquet de encajes de (DpA1)∧(Dn−pA2) en WΣnnΣnXp, entonces

será suficiente dar una retracción

r : WΣn nΣn Xp →W (Σp × Σn−p) nΣp×Σn−p (A(p) ∧A(n−p)) ∼= DpA1 ∧Dn−pA2

La inclusión Σp×Σn−p → Σn induce (ver [33] para encontrar las nociones de homotoṕıa

equivariante necesarias) un mapa simplicial (Σp×Σn−p)-equivariante W (Σp×Σn−p)→
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WΣn, de lo cual, factorizando la acción de Σp × Σn−p, se obtiene una equivalencia

homotópica (entre espacios de Eilenberg-MacLane K(Σp × Σn−p, 1)), entonces tenemos

un retracto por deformación equivariante d : WΣn →W (Σp × Σn−p) .

Dado ξ = [w, a1, · · · , ap, bp+1, · · · bn] de WΣnnΣnXp, donde w ∈WΣn, ai ∈ A1, bj ∈ A2,

definimos r(ξ) = [d(w), a1, · · · , ap, bp+1, · · · bn], como pretend́ıamos.

COROLARIO 4.2.18. Si (A,B) es un par simplicial punteado, la aplicación natural

ΓB →Ker(Γπ)

es una equivalencia homotópica.

LEMA 4.2.19. Dado un complejo punteado X, el homomorfismo natural simplicial

γX : ΓX → ΩΓΣX es una equivalenia homotópica

Prueba:

1 Ker(Γπ) ΓCX ΓΣX 1

ΓX

1 ΩΓΣX PΓΣX ΓΣX 1

αX

Γπ

β̄X id

γX

la sucesión corta inferior es exacta por la definición de sucesión fibra, y β̄X se obtiene

como sigue

(PΓπ)(PΓcX)βCX : ΓCX → PΓCCX → PΓCX → PΓΣX

Como tanto la sucesión inferior como la superior son exactas, se induce un morfismo αX

tal que el diagrama conmute

Nuevamente por el Corolario 2.3.26 y recordando que PΓΣX es contráctil, y también

ΓCX ya que el funtor Γ es homotópico, tenemos

· · · 1 πn+1(ΓΣX) πn(Ker(Γπ)) 1 · · ·

· · · 1 πn+1(ΓΣX) πn(ΩΓΣX) 1 · · ·

∼=

∼=
∼=

Aśı que Ker(Γπ) ' ΩΓΣX por Whitehead, pero según el Corolario 4.2.18, ΓX '
Ker(Γπ), entonces γX : ΓX → ΩΓΣX es equivalencia homotópica, como se deseaba.

Para cada n ≥ 0 entero existe un homomorfismo natural
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ΩnγΣnX : ΩnΓΣnX → Ωn+1ΓΣn+1X

el cual es equivalencia homotópica, para cada n.

Denotamos Ω∞ΓΣ∞X al coĺımite formado por este sistema directo (Ω∞ΓΣ∞X = lim−→
n

ΩnΓΣnX)

COROLARIO 4.2.20. Dado un complejo punteado, el homomorfismo natural de gru-

pos simpliciales ΓX → Ω∞ΓΣ∞X es una equivalencia homotópica.

Combinando los corolarios 4.2.16 y 4.2.20 obtenemos nuestro teorema principal

TEOREMA 4.2.21. Si X es un complejo de Kan punteado, entonces ΓX y Ω∞Σ∞X

son naturalmente equivalentes homotópicos.



Caṕıtulo 5

PRODUCTO SIMÉTRICO

INFINITO HOMOTÓPICO

En el caṕıtulo anterior encontramos un modelo para Ω∞Σ∞X, ahora presentamos otro

modelo, el grupo de compleción de la versión en coĺımite homotópico del funtor producto

simétrico infinito, famoso por el Teorema de Dold-Thom ([5]). La conexión entre ambos

modelos (una equivalencia homotópica) representa el resultado final de esta tesis.

DEFINICIÓN 5.0.1. Sea X ∈ sSet∗ conexo, el producto simétrico infinito de X es

el coĺımite SP (X) = colimIX
•, el cual tiene la propiedad, gracias al teorema de Dold-

Thom, de que sus grupos de homotoṕıa pueden ser identificados con los grupos de

homoloǵıa de X. Aqúı estudiaremos la versión homotópica: el coĺımite homotópico (no

punteado) SPh(X) = hocolimIX
• es llamado producto simétrico infinito homotópico de

X, el cual tiene estructura de monoide gracias a la categoŕıa monoidal I. Denotamos

particularmente su grupo de compleción

SP∧h (X) = ΩB(SPh(X))

ya que X es conexo, igualmente SPh(X), luego el morfismo canónico

SPh(X)→ SP∧h (X)

es una equivalencia homotópica por Proposición 3.6.6. El coĺımite homotópico SPh(X),

como recordamos desde el comienzo del caṕıtulo 3, es por definición SPh(X) = dN(EIX
•),

no tomamos el coĺımite homotópico punteado (denotado SP ∗h (X)) pues este cociente no

preserva una estructura de monoide simplicial, sin embargo por la Observación 3.3, am-

bos son equivalentes, ya que I posee objeto inicial. En este caṕıtulo simplificaremos un

poco la notación, escribiendo EIX
• = I(X).

106
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Sea Y ∈ sSet : ∆op → Cat, la categoŕıa simplicial Σ(Y ) es la subcategoŕıa simplicial

de I(Y ) donde, a nivel de los k-śımplices, los morfismos ([m],x)→ ([n],y) se inducen a

partir de únicamente isomorfismos αk : [m] → [n] (osea m = n). La concatenación de

permutaciones induce en Σ(Y ) una estructura de categoŕıa monoidal simétrica. Haremos

una comparación entre esta categoŕıa con I(Y+).

Sea k objeto de ∆. Dado un objeto ([n],x) de I((Yk)+), existe un diagrama conmutativo

[n] [n]

Yk (Yk)+

ρx

x x (5.1)

donde x : [n] → Y+ es la aplicación de conjuntos i 7→ (x)i (1 ≤ i ≤ n), [n]
ρx−→ [n] es la

única aplicación creciente tal que su imagen coincide con x−1(Yk). Dado un morfismo

simplicial α de I(Y+) representado a nivel de los k-śımplices por αk : ([m],x)→ ([n],y),

denotamos como π(αk) al morfismo determinado por el diagrama conmutativo

([m],x) ([n],y)

([m],x) ([n],y)

π(αk)

ρx ρy

αk

(5.2)

siendo m = n, aśı obtenemos un funtor simplicial (monoidal simétrico)

π : I(Y+)→ Σ(Y )

con ([n],x) 7→ ([n],x).

PROPOSICIÓN 5.0.2. El funtor simplicial π da lugar a una equivalencia

SP∧h (X+)
'−→ ΩB(NΣ(X)).

para todo X ∈ sSet

Prueba: Notemos que en el lado izquierdo de la equivalencia se han oviado por simplici-

dad escribir las diagonales. Podemos ver a I(X) como subcategoŕıa simplicial de I(X+)

por la inclusión X ↪→ X+, permitiendo aśı considerar a Σ(X) subcategoŕıa simplicial
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de I(X+), entonces π es una retracción. A nivel de k-śımplices, podemos ver a ρ como

una transformación natural entre los funtores i ◦ π (i : Σ(Xk) ↪→ I(X+)) e idI((Xk)+),

reescribiendo el diagrama (5.2):

([m],x) ([n],y)

([m],x) ([n],y)

i◦π(αk)

ρx ρy

id(αk)

pero la existencia de esta transformación natural equivale a la existencia de un funtor

ρk : I((Xk)+)× 1→ I((Xk)+), aśı se induce un mapa simplicial

NI((Xk)+)×∆[1] ∼= NI((Xk)+)×N1 ∼= N(I(Xk)+)× 1)→ NI((Xk)+)

es decir, una homotoṕıa, que inicia en Nπ y termina en id(Xk)+
, luego

Nπ : NI((Xk)+)
'−→ NΣ(Xk)

resulta la equivalencia (haciendo abuso de notación)

SPh(X+)
'−→ NΣ(X) (5.3)

evitando escribir la diagonal en el lado derecho. Aplicando el funtor ΩB obtenemos el

resultado deseado.

También existe una relación con el funtor Γ+, queremos decir

Γ+(X+) =
∞⊔
n=0

N Σ̃n ×Σn X
n ∼=

∞⊔
n=0

WΣn ×Σn X
n ∼= NΣ(X) (5.4)

donde X ∈ sSet, la última identificación se obtiene por argumentos similares a los del

Ejemplo 3.1 (recordemos que WΣn
∼= EΣn).

PROPOSICIÓN 5.0.3. Existe una equivalencia homotópica

π : SPh(X)
'−→ Γ+X

Prueba: Para esta prueba, la definición general de coĺımite homotópico para categoŕıas

de modelos simpliciales como coend, es decir SPh(X) = hocolimIX
• = N(• ↓ I)⊗I X

•,

nos otorgará una v́ıa rápida para asociarlo a Γ+(X) (que también es otro coend)

Para cada [m] de I, definimos el funtor m ↓ I → Σ̃m enviando un objeto ([m], α),

correspondiente a α : [m] → [n] a la permutación α∗(idn) en Σm, y aplicando el funtor

nervio, definimos una transformación natural entre Iop diagramas
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π̂ : N(• ↓ I)→ N Σ̃•

lo que nos permite inducir el mapa simplicial

SPh(X) = N(• ↓ I)⊗I X
• → N Σ̃• ⊗I X

• = Γ+(X) (5.5)

Consideremos como primer caso, que X es discreto, entonces podemos expresar X de la

forma X ′+, entonces el morfismo (5.5) coincide con el que estudiamos en (5.3), mediante

la identificación (5.4), de lo cual obtenemos la equivalencia en este caso. Particularmente,

para n ≥ 0, denotamos cXn el conjunto simplicial constante, donde (cXn)m = Xn, para

todo m ≥ 0, el cual es discreto, y satisface que

Γ+(cXn)n = Γ+Xn y SPh(cXn)n = SPh(X)n

Ya que son discretos, tenemos

πn : SPh(cXn)
'−→ Γ+(cXn)

donde πnn = πn, entonces existe ρn : Γ+(cXn)
'−→ SPh(cXn) tal que πn ◦ ρn ∼ id y

ρn ◦ πn ∼ id, osea tenemos una homotoṕıa Fn : SPh(cXn) × ∆[1] → SPh(cXn) (resp.

Gn : Γ+(cXn)×∆[1]→ Γ+(cXn)) que empieza con ρnπn (resp. πnρn) y termina con la

identidad respectiva. Hemos realizado una realimentación de la definición de equivalencia

homotópica pues hemos de necesitarlos para encontrar la equivalencia entre Γ+X y

SPhX. En efecto, la inversa homotópica de π, viene a ser ρ, donde ρn = ρnn, y las

homotoṕıas que transportan las composiciones de π y ρ con identidades, es decir F y G,

serán definidas mediante Fn = Fnn y Gn = Gnn.

A consecuencia de esta última proposición, tenemos SP∧h (X) ' ΩBΓ+X ' ΓX.



Apéndice A

APLICACIONES

En este pequeño apartado trataremos de comentar la importancia de los conceptos es-

tudiados. Lo mas importante se puede resumir en un teorema en el que aportaron en su

momento los más renombrados matemáticos trabajando en teoŕıa de homotoṕıa y que

hoy en d́ıa se sigue estudiando, bien para demostrarlo mediante nuevas técnicas y en un

contexto más sofisticado (ver [34, 35]), o bien para aplicarlo en otros subcampos de la

topoloǵıa algebraica. Nos referimos al teorema de Barratt-Priddy-Quillen-Segal, el

cual declara que son equivalentes:

(a) el espacio loop infinito Ω∞S∞

(b) Z×BΣ+
∞, donde Σ∞ es el coĺımite (unión disjunta) de los grupos de simétricos Σn

(c) el grupo de compleción de de B(
⊔
n

Σn)

Detallando un poco, notemos que Ω∞S∞ = limnΩnSn = Ω∞Σ∞S0, pero sabemos que

este último es equivalente a ΓS0, pero Γ+S0 =
⊔
n≥0

BΣn, cuyo grupo de compleción

(ΓS0) resulta ser equivalente a Z × BΣ+
∞, donde el śımbolo ’+’ representa la contrucc-

ción plus de Quillen (ver [36]), la cual simplifica los grupos fundamentales, conservando

los grupos de homoloǵıa.

Dejando modestias aparte, ya hicimos el trabajo pesado de la equivalencia entre (a) y

(b); la equivalencia entre (b) y (c) en realidad trabaja mejor en el contexto más topológi-

co (tomando el espacio clasificante como la realización del nervio), puede encontrarse

en [37] como un caso particular del teorema de Quillen que bajo ciertas hipótesis, una

categoŕıa monoidal simétrica S, el espacio clasificante de una categoŕıa, denotada S−1S,

viene a ser un grupo de compleción de BS.

La razón de ser de la homotoṕıa estable parte de la identificación

πi(Ω
∞S∞) ∼= limnπn+i(S

n) = πsi
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donde πsi es el i-ésimo grupo de homotoṕıa estable de las esferas, objeto de estudio

fundamental en toda la topoloǵıa (incluyendo topoloǵıa diferencial, ver [18]), a tal punto

que es considerado uno de sus problemas centrales, de modo que quien encuentre la

manera de calcularlo para todo i, seŕıa un firme candidato de llevarse la Medalla Fields,

y si la meta es demasiado ambiciosa para la actualidad, incluso un avance importante en

el cálculo de los πsi seŕıa suficiente. Jean Pierre Serre, uno de los más grandes matemáticos

de nuestra era, fue laureado con esta máxima distinción al haber logrado un importante

avance, haciendo uso de las sucesiones espectrales.
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