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INTRODUCCION

El Principio Variacional de Ekeland, desde que aparecid
en 1972, ha tenido muchas aplicaciones en diferentes campos
del An&lisis.

Por ejemplo, este Principio es aplicado en Ecuaciones
Diferenciales Parciales; en la demostracidn de Teoremas de
Min—Max en el Analisis Lonvexo. En este trabajo,
esencialmente presentaremos el Principio Variacional de
Ekeland y su aplicacidn en la demostracidn de un Teorema de
Min-Max de Ambrosetti y Rabinowit:z.

Luego, en menor roporcidén, wveremos una aplicacidn de
este Principio en el Analisis Convexo para estudiar los
puntos de soporte de una funcional y las funcionales de
ztoporte de conjuntos convexos.

El primer capitulo es dedicado a establecer algunas
definiciones ¥y argumentos tedricos que seran utilizados
costeriormente. Ahi, consideraremos funciones £ X — R
donde X es, en general, un espacio topoldgico de Hausdorff. Al
este tipo de funciones la llamaremos funcionales. Definiremosg
los conceptos de funcionales inferiormente continuas; el
zubdiferencial de una funcional ¥y el indice de puntos fi jos.
También ser& establecidos algunos resultados importantes
sobre estos conceptos.

El segundo capitulo es la parte central de este trabajo. 7

Ahi, estableceremos el Principio VYariacional de Ekeland en

us versiocnes débil y fuerte. Inmediatamente después veremos

2lgunas aplicaciones directas de este principio a la Teoria
de Puntos Fijos y a funcionales definidas =n espacios de
Banach. Como consecuencia de lo anterior obtendremos algunos
resultados de funciones que satisfacen la famosa condicidn de
Palais—-=Zmale Ccondicidn P-SD.

Lz parte central del capitulo B es la aplicacidn del

Principio Variacional de Ekeland en la demostracidén del

Principio VYariacional de Lipo Min-Max de
Ambrosetti -Rabinowitz. Prewviamente caracterizaremos el
subdiferencial de la funcional & - E —— R definida por



-

{2 max xCt>, donde K es un espacio métrico compacto v
teK

{

E es el espacio vectorial real de todas las funcionales
—ontinuas definidas en K.

El capitulo 4 es dedicado a aplicaciones del Principio
Yariacional de tipo Min—-Max wvisto en el capitulo 3. Ahi
veremos el Teorema del Paso de la Montafia en sus formas
simple y generalizada, y condiciones suficientes para 1la
existencia de puntos criticos. En la prueba de estos teoremas
s justamente donde utilizaremos la Teoria del Indice de los
Puntos Fi jos.

Finalmente, el capitulo 5 es dedicado a estudiar algunos
conceptos nuevos como puntos de soporte y funcionales de

R una

soporte. Dados un espacio de Banach X, f X

funcional, C un subconjunto no vacio y convexo de X ¥y x, < c.

el objetivo del capitulo S es “cuantificar" el conjunto de
puntos de soporte de f ¥ =1 conjunto de funcionales de

soporte de X



CAPITULDO 1

FUNDAMENTOS TEORICOS

En este zcapitulo seran establecidos algunos conceptos vy
resultados que nos serviran en los capitulos posteriores.
Yeremos algunos resultados de minimizacidén de funciones
inferiormente continuas, de an&lisis convexo ¥y alguna teoria
del Iindice de puntos fijos. Al gunos resul tados seran
establecidos sin prueba, pero indicaremos la bibliografia

dénde hallarla.

1.1, - MINIMIZACION DE FUNCIONEE INFERI ORMENTE CONTINUAS. —

Pefinicidn. - Zean X un espacio topoldgico y

i WSH X T u {4+

una ffunci on.
1) Se dice que f es inferiormente continua en un punto X, € X
si, y s®lo si, para cada a € R con a < foo), existe una

vecindad abierta VCXOD de =, tal que:
2 < ft:0, VvV x = VCxOB.

22 Se dice que f es inferiormente continua si, y sdlo si,

para cada x = X, £ es inferiormente continua en X.

TECREMA 1.1.- Sean:

X un espacio topoldgico, ¥y

£ : X s R O {+a> una funcidn.

Luyego, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

22 £ es inferiormente continua.
b)Y Para cada a € R, el conjunto
-1 ! , .
F a,@) ={ x e X » a < fCx> }

es abierto.
Prueba. - 22 ==k DbD: Supongamos que f es inferiormente

continua. Sea a € R dado ¥ consideremos el conjunto
Ay 8 :
fF " Ka,o) = { e X ~ 2 < £fLxD }.

Yeamos  que fq(<a,mb) es abierto: Sea >, s fﬂ(<a,m>)

W



cualquiera. Asi, a < fooD Y como f es inferiormente continua
en X _, existe una vecindad abierta VCxOD de X tal que:

a < fCzd, V z VCxOD

Asi, V(x> < £ ™¢a,e») y por lo tanto, f ‘(Ka,w) es

abierto.

b)) e ad: Supongamos que b) se cumple. Sea x, € X

cualquiera. Veamos que f es inferiormente continua en X Sea

a € R con a <« foo). Luego, X esta en el conjunto

A={{ xeX - a< f(x> >

y como éste es abierto, existe una vecindad abierta VCXOD de
x con V(x 2> < A. Es decir,
o o
V z VCxoD: a < fCzd.
Asi, f es inferiormente continua en Xo’ Yy como x0 fue tomado

arbitrariamente, se sigue aD.

TEOREMA 1.2. - Sean:

X un espacio topoldgico compacto,
f : X ——= R UL +o > una funcidn inferiormente|
continua.

Luego: ad f es acotada inferiormente y

b> El infimo de f es alcanzado en un punto x e X.

Prueba. — Para cada n € [N, sea An ={ xeX /- —n << f(x> > >.

Los conjuntos A forman un cubrimiento abierto para X, y como
n

N
éste es compacto, existe N € N tal que X = U A . De aqui

n=4 i
obtenemos que V x € X: =N < f(xD y entonces f es acotada
inferiormente. Se sigue que o = inf (x> e [R.

X

b> Tomemos a l oa. Los conjuntos Fn =< x e X / fltx> = o ¥
son cerrados y F‘m_1 < Fr, n € N. De aqui, los Fh tienen la
propiedad de la interseccidén finita. Como X es compacto,



m ’~ ~.
F = N F = 6. Si x € F, entonces f(x> = ao. Asi, el infimo
de f es alcanzado en Xx. P

Definicidn. - Sean: X un espacio topoldgico, y

f : X ——= R U [{+o> una funcidn.
a) Se dice que f es secuencialmente inferiormente continua

en X € X si, y sélo si, para cada sucesidén (x ) con
o n

n .
X —— x se tiene qgue:
n o

foOD < lim inf fonD.
b> Se dice que f es secuencialmente inferiormente continua
si, y sélo si, para cada x € F, f es secuencialmente

inferiormente continua en x.

TEOREMA 1.3.— Sea f : X —— R U {+a> una funcidn.

ad Si fa es inferiormente continua, entonces £ es
secuencialmente inferiormente continua.

b> Si X satisface el Primer Axioma de Contabilidad, se cumple
el reciproco de ad.

Prueba. - a) Supongamos que x —# X, en X. Si fCXOD < +o,
n

dado £ > O, consideremos el conjunto abierto

A={xe X . flxd > foo) = I B
Como x, € A, existe N e N tal que: ¥V n = N, fonD > foo) - &£
Entonces, lim inf foé) = foo) - & y como & fue tomado
arbitrariamente, se sigue que fooD < 1lim inf foh).
Sl foOD = +mw, dado m > O, consideramos el conjunto abierto

{ x e X 7/ £fC(xO > m>

al cual pertenece X De aqui resulta que lim inf fonD = my
como m es arbitrario, 1lim inf fonD = +co. Asi, f es

secuencialmente inferiormente continua.

b> Sea a € R cualquiera. Probaremos que el conjunto
F=A~xeX fCtxd £ a >

es cerrado. Para ello, como X satisface el Primer Axioma de

Contabilidad, es suficiente mostrar que el limite de toda



sucesidédn convergente en F, est4d en F. Sea (xn) < F con

X & — XO. Como estamos suponiendo que f es secuencialmente
n

inferiormente continua se tiene que foOD < lim inf fohD < a

y por lo tanto x, € F. -

COROLARIO 1.4. - Sean: (X,d) un espacio métrico,

f : X —— R U [+o>
una funcidn. Luego: f es inferiormente continua si, y sdélo
si, f es secuencialmente inferiormente continua.
Prueba. - Esto es una consecuencia directa del Teorema 1.2 ya
que todo espacio métrico satisface el Primer Axioma de

Contabil idad. =

ALGUNOS EJEMPLOS CUANDO X = R. -

Supongamos que f : X ——— R U {+w> es una funcidn. LueTo: w
1.-f e sinferiormentecontinuaencada puntode continuidad:

2r — =i x, es un punto de discontinuidad con salto de f y ést o ~

es inferiormente continua en Xo’ entonces
fCx > < min € fCx > , fCx > >.
o ) o
En efecto, si foO_D < fo0+D mostraremos que:
G B S a3 D),
o o
Hagamos la prueba por contradiccidn: Si foof) < fooD,

Ltomamos L & R con fooFD LI DR foOD. Como L < fooD y £
es inferiormente continua en x existe r > O tal que:

vV x e ( Xo T X, + A DY : 1Ly & SEEn
De aqui se sigue que L =< foo ), lo cual no puede ser.

Luego, f(x > =< f(x_D.
o o

FUNCIONALES DEFINIDAS EN ESPACIOS DE BANACH. -

Sea X un espacio de Banach. En X hay dos topologias a

saber. La topologia fuerte, denotada por T” que es la

-



topologia dada por la norma l-ll y la topologia débil que

definiremos a continuacidn.

Consideremos el espacio dual X* de X,

e

X =<f : X + R ~ f es lineal y continua >.

La topologia débil de X es denotada por oCX,)F) y se define
como la topologia menos fina que hace continuas a todas las

¥
f e X .

ALGUNAS PROPIEDADES DE oCX,X . -

1.=- Es claro de la definicidn de oCX,X*D que oCX,X*D c TH'W

Una consecuencia inmediata de esto es que todo conjunto
abierto Ccerrado) débilmente es también abierto Ccerradod

fuertemente.
2.— La inclusidn en 1.- es estricta. Es decir,
X, XD g T
: = Chew
En efecto: Supongamos que X es un espacio de Banach de
dimensidén infinita. El conjunto S = { x € X / lxll = 1 >
es fuertemente cerrado y por lo tanto XS e lH-H'
Mostraremos que X \S & o(X,X*D. Es suficiente mostrar que
{xeX/lle(l}cCldCS)

pues esto implica que S no es cerrado débilmente vy

entonces X\S & OCX,)?D.

Ahora probemos que:

{ xe X /7 lixll <1 > c CldCSD 1>

Sea x, < X con HXOH < 1 y sea V € OCX,X*Dcon x, € V.

Podemos suponer que V es de la forma:
V =4 x e X }fLCxD = fiCxDDI < g, Viel>
donde £ » O, I es un conjunto finito de indices y
. . *
< ft 71 el > < X.

Yeamos que:



W

3y eXX0> /Viel: fCy > =0 4=>)
o] L " O

Por contradiccidén: Supongamos que

VyeX\{0>, 3i el : f.LCyD#O 3
Definamos F : X —— R" por :
FCx> = (f‘1C>O,...,f‘erD), V x e X.

De (3> se tendria que F serfa inyectiva y de aqui
dim X = n, lo cual es una contradiccidédn pues dim X = +om.
Asi, (2> gqueda probado.

Definamos g : [0, —— R por:

gltd = I x_ + ty_ h, ¥Vt zo0

Entonces, g es continua,

gC0> = onll <1 y lim gCtd = +ow.
L—
Asi, debe existir t > O con | X, o t:yo I =1 y entonces

Asi, para cada V € oCX,X*D con x_ € Vv, En VvV =2 8. Luego,
x, € CldCSD y ésto prueba C12X.

Sea C < X un conjunto convexo. Luego, C es cerrado
fuertemente si, y sélo si, C es cerrado débilmente.

En efecto: Supongamos que C es cerrado en T"_”. Yeamos
que X~\C e X, X D: Sea x, € XN\C; como € es convexo Yy

cerrado, el teorema de Hahn—-Banach implica que existen

f3 eX‘yaethales que:
f‘CxO) < a < fCxd, V x e C.

Si tomamos V = { x € X ~ f(x> < a > se tiene que

vV e ovCX,X‘D, X, € vy v n C = 8. Luego, x, € Vv <« XNC vy
'

V € olX, X D, esto prueba que X\C e O’CX,X'D. De aqui se

sigue que C es cerrado débilmente.

£l reciproco ya fue visto en la propiedad 1.



#*
4. - Si x y x en T entonces x — Xo en olX,X D.
lnl 4

o -4’
En efecto: Sea V & aCX,X*D con Xo € V. Luego, Va&'1,. Yy

como X ——% Xo en T" existe N e N tal que: V n = N:
L .

n’

X € V. Asi, X —— X en oCX,X.D.
n kgl (o]

TEOREMA 1.5. - Supongamos que:

X es un espacio de Banach,

3 : X _— R @] { +> es una funcién
secuencial mente inferiormente continua en
X, X
Entonces: f es secuencialmente inferiormente continua en
TH-H'
Prueba. - Sea (Xﬁ) —* Xx_ en Im_"; entonces x ——* X_ en

. * . . . .
cCUX, X D. Como f es secuencialmente inferiormente continua en

oCX,X*D se tiene que fooD < 1lim inf fonD. =

TEOREMA 1.86. - Supongamos que:

X es un espacio de Banach,

f g X —_— R U {+> es una funcién

¥
inferiormente continua en oC(X,X ).

Entonces, f es inferiormente continua en T .
-

Prueba. - Sea a = [R cualquiera. El conjunto

£ ica,0m) € oCX, XD < T, .y

—1 .
y de aqui, f Ka, o) € T"'”. =

OBSERVACION. — En general, una funcidén inferiormente continua

L
en T"_” no es inferiormente continua en o(X,X D>. Sin embargo,

estos conceptos coinciden si la funcidn es convexa como

veremos en el siguiente teorema.



TEOREMA 1.7. - Supongamos que:

X es un espacio de Banach,
f : X ——s R U {4+ es una funcidn convexa.

si, y sélo si, lo

Luega: £ es inferiormente continua en T"_"

es en oCX,X*D.

Prueba.- (==> Si ff es inferiormente continua en T"_”,
entonces para cada a € R el conjunto A = { x e X ~/ f(x> > a >
esta en T . Luego, XNA es cerrado fuertemente y convexo, y

-

con la ayuda de la propiedad 2 se sigue gque xN\A es cerrado

débilmente y entonces A o(X,X*D.

Ce==> Es el teorema 1.86. B

1.2. = ALGUNOS CONCEPTOS Y RESULTADOS DE ANALISIS CONVEXO. —

En esta seccidn definiremos el concepto de

subdiferencial de una funcional definida en un espacio de

Banach X. Este subdiferencial es un subconjunto del dual Xq

de X y wuno de los resultados gue estableceremos da

condiciones suficientes para gue este conjunto sea no vacio y

w Ed
compacto en la topologia w de X .

Definicidén. -~ Supongamos que:
X es un espacio de Banach,
f ¢+ X ——s R U {+> una funcional convexa,
inferiormente continua y f = +om.
DomCfd =< x = X 7/ fC(xD < o >.
Para cada x € X, el subdiferencial de f en Xx se denota por

ofCx> y se define como sigue:

BFC0 =4 poe X'/ fCydD = £ + <pay—>>, ¥y e X .
Véase que si x & Dom (fD, entonces df(x) = B. Ademas, &fCxD

k) o
es un conjunto convexo y w —-cerrado. Para x € Dom(f) es

posible que 8f(x) sea wvacio o que 20f(xD no sea acotado. Pero

la siguiente proposicidén da condiciones suficientes para que

0fCx0 sea no vacio, acotado y w‘—compacto.

10



PROPOSICION 1.8. - Supongamos gque:

X es un espacio de Banach,
f @ X = R U {+o» es una funcional convexa,
inferiormente continua y { Z +o,

x, € DomCf> y f es continua en X

.o
Entonces, afoo) = O 6fo0) es acotado y w —-compacto.

Definicidn. — Supongamos gue:

X es un espacio de Banach,

f ¢ X —— R U {+c0> es una funcional convexa
continua con Dom(f> = ©,

x € DomCf>, y e X

Definamos la funcién r : <0,+c> —— R U {+o0> mediante

fCx+tyd - £fCx>

rctd ¥t e <0,w.

t, ?
A partir de la convexidad de f se puede probar gque r es una
funcidn creciente. En consecuencia, el limite lim rcCtD
tlo
4

existe y es llamado la derivada direccional de f en X en la
direccidn y, y se denota por f’'Cx,y>. El resultado gque damos
a continuacidén (sin demostracidénd serid utilizado en el
capitulo III en la prueba del Principio Variacional de Tipo

Min—-Max.

PROPOSICION 1.9. - Supongamos gue:

X es un espacio de Banach,

f : X —— R es una funcidn convexa Yy
continua,

X,y € X son puntos fi jos.

Entonces:

N -
i fCX+tY*t £Cx0 max e, y?

t]o pedf Txd

La prueba de la proposiciédn 1.9 se puede ver en [13].

11



1.3. - TEORIA DEL INDICE DE PUNTOS FIJOS NECESARIA. -

En esta seccidn veremos lo estrictamente necesario de la
Teoria del Indice de Puntos Fijos. Los resultados que
establezcamos aqui seran usados solamente en la prueba de los
Teoremas de Punto de Silla y el Teorema del Paso de 1la
Montafia Generalizado en el capitulo 4.

Definicidén. - Supongamos que: X & Y son espacios de Banach,

G es un subconjunto no vacio de

X,

f : G ——= Y es una aplicacidn.
Se dice gde f es una aplicacidn compacta si, ¥y sdélo si, f es
continua y fCG> es relativamente compacto.

Definicidn. - Sean X un espacio de Banach y G < X un conjunto

no vacio, abierto y acotado.

1.—- Denotaremos por Yo, X5 al conjunto de todas 1las

aplicaciones f : X A gue satisfacen:

Cad f : G —+ X es compacta,

Cb> f no tiene puntos fi jos sobre la frontera G de G.
2.- Sean f.g € V(G,X>. Diremos que f y g son compactamente

homotépicas sobre &G si, y sélo si, existe una funcidn H

que satisface lo siguiente:

Ced H: G x [0,1) —— X es compacta.

(d> HCx,td = x, V (x,t> € 8C x [0,1].

Ced HCx,0) = £C(x) y H(x,1> = g(x> sobre G.
En este caso escribiremos 06 : f 2 g y H sera llamada una

homotopia compacta.

Obser vaciones. —

1.- Por brevedad, las homotopias compactas seran llamadas
simplemente homotopias.

2.—- La definicidén de 96 : f = g puede ser debilitada como
sigue:
f v g son compactamente homotdépicas sobre 86 si, y sdlo
si, existe una funcidén H : 66 x [0,1)] —— X que
satisface lo siguiente:

Cc’> H: 06 x [0,1) —— X es compacta.

12



Cd’> HCx,td = x, ¥V (x,td € 86 x [0,11].
Ce’d H(x,0> = f(xD> y H(x,1> = glxD sobre &06.

3. - La prueba de que (c’d, (d’D> y (e’d implican Ccd, Cdd y
Ced se encuentra en [15].

4. - La observacidén 2 quiere decir que para saber si f y g son
o no compactamente homotdpicas es suficiente conocer los
valores de f y g sobre 86. En particular, si f = g en 386G,
entonces

oG : f = g,
puesto que H(x,td> = f(x, V (x,td> € 86 x [0,1] es, en

este caso, una homotopia compacta.

En el siguiente teorema, enunciaremos (sin demostracidénd
algunas propiedades de los elementos de V(G,XD> y de funciones
compactamente homotdépicas. La demostracidn de este teorema se

puede ver en [195].

TECREMA 1.10. — Supongamos que X es un espacio de Banach y que

G es un subconjunto abierto no vacio y acotado de X.

1.—- Para cada f e V(G,XD: inf I fCx> - x || > O.

%06
2. - Para cada f € V(G,XD; el conjunto de sus puntos fijos es
compacto.
2.—- La relacidn 86 : f = g es una relacidén de equivalencia.
4. - Si f,g € VG, XD vy sup I £f{xD-glx> I < inf I £fCx - x |
xe0G x€0G
entonces 6 : f = g.

ELL SISTEMA DE AXIOMAS DEL INDICE DE PUNTCS FIJCS. -

En lo que sigue, a cada f € VC(G,XD> le asignaremos un
numero entero denotado por i(C(f,3>, que es llamado el indice
de puntos fijos de f sobre G, de tal manera que nos dé alguna
medida del numero de puntos fijos de f sobre G. Una cuestidn
natural seria saber sobre la existencia y unicidad ese numero
entero que le queremos asignar a cada f e V(G,XD. Aqgui,
asumiremos la existencia y unicidad de este numero natural
por medio de una serie de axiomas. Pero en la seccidén 12.7 de

[15] se prueba que, en efecto, existe ese indice de puntos

18



fijos que satisfacen los axiomas que daremos a continuacidn.

Pefinicidn. — Para cada f € V(G,XD, existe un Unico entero

denotade por (f,3G) y llamacdo e}l indice de puntos fijos de f
sobre G, que satisface los siguientes axiomas:

CA1D Normalizacidn: Si fC(xD = xo, V x € G, donde x, € G,

entonces Cf,G0 = 1.
CA2) Principio de Existencia de Kronecker: Si <(f,G> = 0,

entonces f tiene al menos un punto fijo en G.

.
(A3 Aditividad: Si G = U G, donde GJ, € X es abierto y
: J
i=1

f e VCGfXD para cada j € {1,...,n>;
G. NG =9, si j = k;
] 3

entonces
™
iCF,GD = z iCf,GD.
& d

CA4d> Invarianza por homotopias: Si 868G : f = g, entonces

iCf,® = iCg,®.

Obser vaciones. -

1.= En CA1D, x, €S el Unico punto fijo de f en G.

2.— El axioma CA2> es, en realidad, un criterio suficiente
para determinar la existencia de puntos fi jos.

3.— El axioma CA4> muestra la estabilidad del indice de punto
fijo bajo deformaciones continuas que no creen puntos

fi jos sobre a0G.

En el siguiente teorema mostraremos algunos resul tados

que son consecuencias inmediatas de los axiomas.

TEOREMA 1.11.- Sean f y g € V(G,XD cualesquiera. Luego:

1.- Dependencia de los valores en la frontera: Si f = g en
6G, entonces (f,6> = (g,Bd.
2.— Si f no tiene puntos fijos en G, entonces (f,&> = O.

3.—- Si Gz e G; G1 es abierto y f no tiene puntos fijos en
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G‘\Gi, entonces i(C(f,G) = in’G1>'

4. - Continuidad del indice de punto fijo: Si

sup I £Cx> = gl I < inf I f£Cx> - x |
pRT,C) x€0G

entonces 1C(f,gd = ¢C(f,BD.

Prueba. - VYeamos 4: Como
sup I £fC(x> - glx> I < inf I £fCx2 - x U,
x€0G x=0G N

el Teorema 1.10 implica que 86 : f = g. Del axioma (A4 se
sigue que 1(f,G> = 1Cg,Gd.

1 es un caso particular de 4, y &2 es una consecuenci
inmediata de CA2D.

VYeamos 3: Como G = (5\(51 U Gx’ CA3 implica gue

iCf,G = in‘,G‘\GiD + in‘,Gib.

Como f no tiene puntos fijos en E‘\Gi. entonces iC(f,3 =9

= -

L\f,CiD. =

Observacién. — Una estrategia para mostrar que una funcidn =
f e VG, XD

tiene un punto fijo en G es como sigue: Conectamos f, po f&7x
)

medio de una homotopia, con una funcidn g mas simple, cuyf:ﬁ,;;f.: ”

indice de punto fijo {(f,5) sea conocido y diferente de cero.

Aplicamos el axioma C(A4D> para obtener (f,G> = iiC(g,&>, vy
luego cA=2D implica que £ tiene un punto fijo en
G

bl S|



CAPITULO 2

EL PRINCIPIO VARIACIONAL DE

EKELAND

Yimos en el capitulo I gue wuna funcional acotada
inferiormente asume su iinfimo si tiene algun tipo de
continuidad en una topologia en la cual el dominio de dicha
funcional sea compacto. Sin embargo, en muchas situaciones de
interés ©éste no es el caso. Por ejemplo, funcionales
definidos en espacios de Hilbert (infinito dimensionales)> son
continuas en la topologia de la norma pero no en la topologia
débil.  Problemas de este tipo pueden ser mane jados
eficientemente por el Principio Variacional de Ekeland. Este
principio descubierto en 13872 ha hallado una multitud de
aplicaciones en diferentes campos del anélisis. También ha
servido para dar pruebas simples y elegantes de resultados

conocidos.

2. 1. - FEILL PRINCIPIO VARIACIONAL DE EKELAND. —

TEOREMA 2.1 CPRINCIPIO DE EKELAND - FORMA DEBILD. —

Supongamos que: (X,d) es un espacio métrico completo,
£ ; X — R u {+> una funcional
inferiormente continua Y acotada

inferiormente.

Entonces: dado £ > 0O, existe py = H, S X tal que:
fCp > = inf £ + &£ c2.1>
- X
+ o, . 2.
nysb < fCud > dCu,ua Y oo o H cz2.2>

TEOREMA 2.2 CPRINCIPIO DE EKELAND - FORMA FUERTED. —

Supongamos que: (X,d) es un espacio métrico completo,
f :@1 X —— R U {+0> es inferiormente continua

y acotada inferiormente,

e > O vy L e X son tales que fC < i

16



Entonces: dado & > O, existe p = He € X tal que:
SCuD & £CD 2.3
dC;..ré,,:D < & 2. 4D
£
fﬂpéb { fCud + z dCu.#él. ¥V p & Hg- G =D)
Prueba.- Para simplificar la notacidn, sea:
déCx,yD = %—d(x,y).
Definamos en X el siguiente orden parcial:
HE v o e— flud = flvd — & d5Cp.v} 2. 86>
VYeamos que =< es reflexiva: Como d6Cu,u) = 0, es claro que

2=, VvV ue X

Yeamos que < es antisimétrica: Si g4 £ v y v £ u, entonces:

fCud = fCvd — & d5Cp,v) y fCvd = fCuw - & déCv,u)

de lo cual obtenemos que d_Cu,vD = O y por lo tanto g = wv.

S
Yeamos que X es transitiva: Si g £ vy v £ w, entonces:

fCud £ fivd — 2 d Cu,vdD ¥y fCvd £ flw) — & d

5 Cwv, w2,

&
Luego, de las desigualdades:

fCw £ fCwd - & {défp.v} + d ., vd] = flwd = & dé(p,w}

&

se sigue que p < w.

Definamos las sucesiones () < X y (An) c 2% como sigue:
n

Sea Moo= L y sea A1 =< pe X - u= H, Y. Es claro que A1 = O

Cpues u € Af) y como f es inferiormente continua se tiene
1

que A1 es cerrado. Por induccidn, sea An =< pe X /  u=pu >
n

Y sea Mo, S X tal que:

o] = An ¥ fCunﬂ? < inf £ +

n+i
A 2
m

n+1

entonces definimos A =< peX /  u=u >.
n+1 n+1

Cada A es no vacfio y como f es inferiormente continua, cada
n

A es cerrado.
n

1%z



Veamos que A < A YVn e N : Si p e A entonces
N+l n N+

< como e A se tiene ue < . La
' as “n-o—:. Y ,Jf‘ﬁ'i n 9 un+1 “n

transitividad de £ implica que p = H > es decir, p e Ar. Asi,

A c A
n+4 n
Veamos que lim diamCA > = O: Sea I e An cualquiera,
n=——300 "
entonces:

g dClaa, @D s=fCh D =1EE gid,
6 n n

Por la eleccidn de p_ se sigue que fCun) < inf £ + E: y como
A =

n—1

£
o e A se concluye que fCunD < fCud + ==a Luego,

n-1 >
£
S e
= détp.pn- ==
=
7 1
y de aqui d_ Cpu,pnd> =2 — , V p e A .
CS n ™ n
=
De aqui obtenemos que V pu,v € A : d.(u,vd = £ v luego:
n o 2n—1
. 1
diamCA > = =
n an
Esto tltimo implica claramente que lim diam CA D> = O.
n

Como X es completo, existe un dnico p, e X tal que:

e n’
n=1
Yeamos gue se cumple C2.3D>: Como Moo= L Y Hg € A1 se tiene
< lis ' < Y = ¥
que pg = H; es decir, nyéb <), @D £ déCpé.pJ lo cual

implica (C2.3).

Veamos gue se cumple (2.5): Sea ¢4 € X con p # H s cualquiera.

Afirmamos que p # Hs- En efecto, si tuviéramos que p < Hg Y

como p. = An, V n e N se cumpliria que p =< B Y n e N, es
?

o
decir que pyt = N A, lo cual no pu=sde ser; y asi, u % Mg
n

n=1

i8



< ~ j g D — ’ )
Como u Hs; se sigue que f<ud > :E‘Cué £ d5Cu /.16) lo cual

implica (2.5

Veamos gue se cumple (2.4): Para cada j e N Hm = Af
1
entonces d _Cp ,p, D = — .
SRR B £ i
=

n-1 n-1
Ded(ﬂ,p}'-:dCu.uDS TdCu.uDS N 1—515e
ik i 0 & 717 n j._{.iéjju jéiaj

obtiene que V n e N: dCSC/:,un) £ 1, lo cual, junto con las

desigual dades:

., i 1
=< < +
déc“”uéj - décy”unb N déc uh, Mé) e n-1 '

=

después de tomar limite cuando n —— o, dan d6CL,ué) £ 1 vy

de aqui (2.42. g4

Observaciones. — Los resultados anteriores y otros teoremas de

este capitulo son debidos a Ekeland. Ver (8], [10], [111].

2.2. - CONEXTONES CON LA TEORIA DE PUNTOS FIJOS. — Ahora, a

partir del Principio Variacional de Ekeland, mostraremos un
teorema de punto fi jo, debido a Caristi. Mas aun, estos dos
resultados son equi valentes en el sentido que el Principio
VYariacional de Ekeland puede ser mostrado a partir del

Teorema de Caristi.

TEOREMA 2.3. — CTEOREMA DE PUNTO FIJO DE CARISTID [6]

Supongamos que: (X,d> es un espacio métrico completo,
£ : X ——s R U «{+> es wuna funcional
inferiormente continua b acotada
inferiormente,

T : X

—_— X es una correspondencia tal que:

£Cyd £ £CxO — dlx,yd;

-
VvyeTx; VxelX HE: i

Entonces: Existe X, € X tal que X, € Txo,
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Prueba. - Tomando £ = 1 en el Teorema 1, se obtiene Xo e X tal

que:

¥ x € X con x = xo: f‘Cxo) < fTxD + dCx,xoD ca.8
Afirmamos que x, € Txo. Si no fuera asi, se tendriz que todo
elemento de Txo es diferente de XY de (2.8) se sigue que:
VyeTx : fCx D < fCyd> + dCy,x D.
o o o
Pero esto es una contradiccidn con (2.7 al tomar x = X

AsS, .
si xoeTxo =

Prueba del Teorema 2.1 a partir del Teorema 2.3. -

Sea £ » 0O dado y consideremos la métrica ci1 = £ d que es

equivalente a d. Procedamos por contradiccidén: Supongamos que

no existe pu_ tal que (2.2> se cumpla. Asi, para cada x € X el
conjunto { y € X ~ f(x> =z flyd> + dle,yD, y # X ) seria no

vacio. Para cada x € X definamos Tx precisamente como:

Tx = <X y e X 7 fC(xD = f£fCyD +d1C><,yD;y#x}.

Es claro que x & Tx, ¥V x € X. Luego, T es una correspondencia

gue satisface (2.7>. Por el Teorema 2.3, existiria x, € X con

x, € Txo lo cual no puede ser. Por consiguiente, se satisface

2.25. &
Observacién. — Supongamos que (X,d) es un espacion métrico
completo ¥ que T : X —— X es una contraccién; es decir,

existe k € [0,1> tal que:
V %,y € X: dCTx,Tyd £ k dCx,yD.
Usando el Teorema 2.3, mostraremos que T tiene un punto fi jo.

En efecto, definamos f(x> = 117 dCx,TxD para cada x € X;

entonces f es inferiormente continua y acotada inferiormente.

Ademas se cumple:

1 2 k
- B o —— < =
£CT=0O =% dCTx, T ' xO = =% dCx, T>xD
= —l——i—l_;& dCx,TxD = fCxD - dlx,Tx, V x  X.
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Por consiguiente se cumple (2.7>. El Teorema 2.3 implica que

existe x € X tal que Tx_ = x_.
o O o

2.3.— APLICACION DEL TEOREMA 2.1 A FUNCIONALES DEFINIDAS EN
ESPACIOS DE BANACH. —

Definicidn. - Supongamos que:

X & Y son espacios de Banach,
U<c X es un conjunto abierto no vacio,

f : U ——s Y una funcidn y X, € U
Se dice que f es Gateaux diferenciable en X Co simplemente

G-diferenciabled) si existe una aplicacidédn lineal de LCX,Y¥YD,

que denotaremos por Dfoo), tal que para cada v € X:

fCx_  + tvd = fdx D
lim = © = ¢ DFCx D , v S.
o
t —30 L
TEOREMA 2. 4. - Supongamos que:
X es un espacio de Banach,
f ¢+ X —— R wuna funcional inferiormente
continua Y acotada inferiormente que es
G—diferenciable en cada x € X.
Entonces: Dado £ > O, 3 H_ = X tal que:
fCu D =inf £ + &£, ¥y 2.2
“ X
B DfCpe O i < & c2.10>
P> -
X
Prueba.- Sea &€ > O dado. La funcional f satisface las

hipdétesis del Teorema 2.1, en virtud del cual se puede decir
que existe H_ € X que satisface (2.82> y ademés:

fCp D <K< fCud + e b p=p W, Vpup= H, 2.11>
Para cada v e X, v # ¢, t # O escribimos py = H_ + tv. Luego,

2 p_ y por (2.110 se tiene que:

fCu D < fCu_ +tvd + & I tv I, t = O.
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De la G-diferenciabilidad de f en gy se tiene que:
€ DfCpe D>, v > = £ livl, V¥V x e X,

y esto implica (2.103. g

Observaciones. ~

1.—- El hecho que f sea G-diferenciable no implica que f Se%
=)

necesariamente continua.Por ejemplo,si f e sla funcidn~

dada por:
[ -1 si x = yz, y » O,
flx,yd> = |
L © en otro caso,
entonces f es G-diferenciable en O, 3y <DfCOd>,v> = 0,

2 . : A
Y v.e R7, pero f no es inferiormente continua en O.

2.— En términos de ecuaciones funcionales, el Teorema 2.4

#
significa lo siguiente: Supongamos que T : X —— X es

un operador lineal que es un gradiente. Es decir, existe
una funcional f : X —— [R tal que T = Df. La funcional f
es llamada el potencial de T. Supongamos ademas que f

satisface las hipdtesis del Teorema 2.4. Entonces, para

£ 3 E3 3
cada £ » 0O, existe x = BCC ,£> < X tal gue la ecuacidn

*
Tx = x tiene una solucidn.

Teorema 2.5. - Supongamos que:

Se cumplen las hipdtesis del Teorema 2.4.

Ademés, k » O, ¢ € R son constantes tales que:

fCx> 2k W x I = ¢; VxeX: I x I 2r,
g 3 2.14>
para algtn r >0
L3 ¥ » ¥
B ={{x X Il x I =1 >.
Entonces: Df(X) es denso en kB*.
Prueba. -~ Debemos probar que dados £ > O y x* = kB*, existe
H, € X tal que:
*
I DfCugD = x I <« = G2l n3D

. En efecto, sean £ > 0O ¥ x* S kB* dados. La funcional

W
g =f - <x,->

ee



es inferiormente continua y G-diferenciable en cada x € X con

Dglx> = DfCx> - x*.
Es claro que g es acotada inferiormente en BCO,rd> y (z2.12>
implica que g es acotada inferiormente en X\BCO,rJ> y asi, g
es inferiormente acotada. El Teorema (2.4) implica que existe

H_ € X tal que § DgCp > I < £. Es decir,
=X

I Dfp > =% I, <&
s X

y asi, DfCsx> es denso en kB'.

Teorema 2.5. - Supongamos que:

Se cumplen las hipdtesis del Teorema 2.4.
Ademas, - R {0, —— R es una funcidn

continua con

ety

lim t— = <+,
L=—=F+00

fix> = CixlI>, ¥ x e X.

Entonces: Df(XD es denso en X*.

cty

Prueba.- =Z=z2 k > 0 dado. Como 1lim e +om, existe
[Re——, o}

r. Luego, eClixID> = klxi,

v

r » O tal que {t> = kt, V t
V lixll =2 r, y de aqui cbtenemos:

fCx> =2 k Ixll, ¥V lIxll = r.
Por el Teorema 2.5, Df(X) es denso en kB‘ y como k > O fue

»*
tomado arbitrariamente, Df(XY> es denso en X . a

CONDICION DE PALAIS-SMALE CCONDICION P—-SD

Supongamos que X es un espacio de Banach y que f : X —— R

es una funcional de clase ¢’
Se dice que f satisface la condicidn de Palais-Smale
Cabreviadamente, condicidén P-=3 si, y sélo si, para toda

sucesidn ( x ) € X con |[fCx D] £ constante vy DfohD — O
n n

*
- en X , existe una subsucesi &n (C xi D que converge
i

fuertemente en X.
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Nota. - Observamos que la condicidn (P-S) es una especie de

condicidn de compacidad para la funcional f.

TEOREMA 2. 7. Supongamos gque:

X es un espacio de Banach,

f : X —— R es una funcional de clase ¢’ que
satisface la condicidn CP-0 W que es
inferiormente acotada.

Entonces: El infimo de f es alcanzado en un punto xo e X el
cual es un punto critico de f C DfoOD = 0 J.

Prueba. - La funcional f satisface las hipdtesis del Teorema
&.4, en virtud del cual se puede decir qgque para cada n N,

existe x = X tal que:

i
fCx > 2 inf £ + =, ¥y
i n
X
I DfCea™n I £ L .
n n

Las dos udltimas desigualdades muestran que ( fon) ) es

-
acotada y que Df(tx > —— & en X . Como f satisface 1la
n

condicidn (P-SD, existe una subsucesidn ( >, ) gue converge
n

. 1
fuertemente en X. Sea xD = 1lim Xk . Como f es de clase T,
n——+0o n

se concluye que inf f = fooD Y DfCXOD = 0. i

X
Observacién. - El Teorema 2.7 se cumple también si la
condicidn "If es continua' la reemplazamos por “f es
Fréchet—diferenciable en cada x = X'". Véase que no usamos la

continuidad de Df para probar que f alcanza su infimo.

Yeamos ahora que si foOD = inf £ y f es F-diferenciable en
X

cada x = X, entonces DfooD = 0O: En efecto, sea v X con

ffvll = 1 cualquiera. Para t » O tenemos que:

fCx D = flx + tvd = flx D> + £  Dfl{x D, x > + olCt)d,
o o o o

24



oCtD

donde lim = 0. De aqui se obtiene que:

\Z
{ =—=3+00
at t.d
| <DFCx d,v > | £ == VY it>0
Cuando t [ O, obtenemos | < Df‘CxOD,V > ] = 0, ¥V v € X con
vl = 1. Asi, DfCXn) = 0.



CAPITULO 3

PRINCIPIO VARIACIONAL

o IE i PRO MIN-MAX

En este capitulo, usaremos el Principio Variacional de
Ekeland para obtener un principio variacional general de tipo
min-max. VYer [12]. A partir de este resultado mostraremos
como derivar el Teorema del Paso de la MontaBa de Ambrosetti
Yy Rabinowitz [1], asi como también el Punto de Silla y el
Teorema del Paso de la Montafila Generalizado de Rabinowitz,
respectivamente. En la seccidn I usaremos la definicidn del
subdiferencial <y notaciones dadas en la seccidédn II del
Capitulo I. El objetivo de la seccidn I es precisamente
caracterizar el subdiferencial de una funcional que
utilizaremos en la prueba del Principio Variacional del tipo

min—max, mencionado anteriormente.

3.1.- ELL SUBDIFERENCTIAL DE UNA FUNCIONAL ESPECIAL. -

Supongamos gque K es un espacio métrico compacto. Denotemos

por E el espacio de todas las funcionales continuas en K; es

decir,
E = CK,RD) = { x: K — R / x es continua >.
En E consideramos la norma I x "m = sup | xCt> |, ¥V x e E ¥
Lt EK

denotaremos por & a la c¢-a4lgebra de Borel en K.
En esta seccidn, procuramos caracterizar el subdiferencial en
cada x € E de la siguiente funcional:

& : E — R

aC

v

<) = max xCtd, V x = E.
1 EK

Empezaremos estableciendo algunas definiciones y hechos que

nos serviran mas adelante.



Definiciones. —

1.- Sea ¢ ¢ & ——+ R una medida. Ze dice que g es una medida
regular si, ¥y sédlo si, para cada B € & y cada =£ > 0O,

existen V_ < B, V& abierto v F_ < B, F_ cerrado, tales

= =
que:

uCVED < uCBY + = ¥ nCBd — = < uCFgD.

Z.- Definimos el espacio MK,RD de la siguiente manera:
MK,RD =< p: &Ff —— R ~/ ¢ es una medida regular >.
MCK,RD es un espacio de Banach provisto de la norma:

o b o=

{ = i~ . i = . i
sup { § uemp |/ E K. ¥Yi=1l....nned])
S ' E nE,. = Ci=jd y

TEOREMA DE REPRESENTACICON DE RIESZ. -

Para cada funcional lineal acotada A : E —— R, existe una

Yinica medida regular p : & —— R tal que:
ACx> = [ x dp, ¥V x e E.
K

-~
Por el Teorema de Representacidédn de Riesz, es claro que E vy
MCK,[RD son espacios isomorfos, y asi, los elementos de ambos

espacios se pueden identificar biunivocamente. Asi, si1 up =
MCK,RY, entonces denotaremos por 3] su elemento

*
correspondiente en E v definimos:

K
Definiciones. - Sea u € MCK,[RD>.
1.— Se dice que u es positiva, lo cual se denota por u = O,
si, vy sélo si, se cumple:
Y~ Econxz=0: ( p i 3¢ > 0.
2.— Se dice gque p tiene masa 1, si, y sdlo si, { o , 0 > =1,

donde § €« E y esta definida por 0Ct> =1, V t e K.

EL)
I

Sea U ¢ K un conjunto abierto. Ze dice que p se anula en

U si, y sélo si, para cada x € E con sop(x> < U se cumple

3

que { ¢ , x > = O.



Propiedad importante. - Usando la particidn de la unidad se

puede probar que si p = MK.R) se anula en cada elemento de

una coleccidn de conjuntos abiertos { U_ ~ « € A >, entonces

¢t se anula en la uniovn U U
Be=A

K
-t

En efecto, sea pu € MK, R y < U ~ae A > una coleccidén de
conjuntos abiertos. Supongamos que p se anula en cada UN;

veamos que p se anula en la unién U Um'
oe=h

Sea x € E con soplx>d < U U . Como soplxd es compacto,
oA &

existe un numero finito de conjuntos abiertos U ,
et
‘1

tales que:

n
sopix> « U U

Por la particidn de la unidad, existen funciones:

hjsE, I = lew. s ol
tales queOShJ_SlysopCthcU s J = 1,...,n Yy
&
i
B+ g & e =00
1 a]
n n o~
Luego, x = zhjx y entonces { u , x > = z< ] g hjx >n

"

1 i=1

—.
1

Como sopCh x> < sopCh> < U y & se anula en UJ se
] ] S £
i ]

que { ¢ , hx > =0 para cada j = 1,...,n. De aqui, se sigue

que { i , x» = O. Asi, p se anula en U U_.
asA T

L= la propiedad anterior, se sigue que existe un

conjunto mayor U en el cual < se anula. Esto da lugar a la
siguiente definicidén:

Definicidn. - Sea p = MK,[RY. El soporte de p es denotado por

sopCud vy se define como soplud = K U, donde U es el mayor

conjunto en el cual p se anula.



PROPOSICION 3.1. - Supongamos que:
n e MK,RD,

x = E es tal que xCt2> = 0, V t € sop(d.

Entonces: { ¢ , x > = O,
Prueba: Para cada £ » 0, sea

Csop u)p =4t €« K 7 distCt,sop > < & }.

Luego, para cada n € N, se tiene que

K "~ Isop uiz = K ™~ Usop yDl : De aqui. se sigue,
Pls! Pdgl

gtilizando el Teorema de Urysohn, que existe ¢ <« E tal que:
n

p (L =0, V C B\ NS D)
e t € Csop M on Y €32
o < ~ — 8 1) ‘o
pnat, 1. ¥Vt e (sop M, (839
£3.2) y (3.3 implican que ¢ x —~ s+ x en E ¥ entonces
n
e x>= dlim {p, e x>
o R € 0)

De sopCpnxD c sop ¢ < K ™ Csop pDi/n < K N (Csop M se sigue

o~

que para cada n e N, (. v, o x > = 0 y de aqui ( Q @ 26 2 =0
n

que es lo que se queria probar.

Ahora si estamos en condiciones de dar una
caracterizacién del subdiferencial, =n cada x € E, de la
funcional definida en:

TEOREMA 3.2. - De la funcional &€ definida en (3.12, se puede

afirmar lo siguiente:

[

) & es continua y convexa.

)

> Para cada x € E: p € 86(xD si, vy sdélo si:

I\

JI~ e 3. 4>
g, B> =1 3.5
soplps < L t = K 7/ xCtd = 8Cx> > £3.6>
Prueba. - 1> Es f&cil probar la convexidad de 6.

En cuanto a la continuidad de 6: Sean %,y € E cualesquiera y

~

sea € e K tal que 8Cx) = xCt).

De 80> — BCyd> = xCtd) - 6Cyd < >xCtd = yCtd £ I x - y I se
sigue que | 8(x> - 6Cy> [ £ Ix - yl y de aqui la continuidad



de 8.

£) Sea x = E cualquiera.

~

C—=2 Supongamos que p < é0(x1>, entonces

Blyd =z 8Cx> + ( ; , Y — X >, ¥V v = E. 3. 72
Yeamos que se cumple (3.4): Sea = € £ con z Z O cualqguiera.
De x - z £ x & 8(x> se obtiene que
6Cx-zd> < elx> 3. 80
21 en C3.7) elegimos ¥y = X = =z, obtenemos:

-~ e, = > £ 8lx-z - 60

lo cual junto con (3.8) implica que ( Q , &Sl & 0. As4, se
cumple (3. 4).
Yeamos que se cumple (3.5): Sea ¢ € R cualquiera. Si en (3.7

escribimos y = x + cl, obtenemos

e, 0> % 8Cx + cld - acso €3, o

Pero el lado derecho de (3.29) es menor o igual que c; asi, se
sigue que c¢ { ¢ , 0 > £ c, para todo ¢ € R. Luego,

Cu,0 >=1
v se cumple (3.53.
Yeamos que se cumple (2.83: S = { t e K ~ 80(x> = x(Ctd> >,
entonces =5 es un conjunto cerrado. Para probar (3.6> es
suficiente mostrar gue py se anula en cada subconjunto abierto
U < KNS.
Zea U < KNS un conjunto abierto y sea z £ E cuyo soporte, gque

lo denotaremos por Ku’ esté& contenido en U. =i

L = 8(x> = max x,
K
o
entonces L » O (si L = O, obtendriamos que Kn NS =Y lo cual

no puede ser>. Tomemos £ > O tal que

=2 =zCD>) 2L, ¥v¢t K 3L 1W@D
-+

b

Zi en (3.72, elegimos y = x £z, obtenemos

el p, = > 80x ko ezd - 60O, €211

I+

=t S A — Ko, entonces x{t> * £ =zCtd = max x + L = 80(x> y si
Ko
t = K - Ko’ xXCEd £ £ zCtd = xCiLd £ BC(xD. Esto implica que
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80x £ gz2 = 68(xX> £ 0, lo cual junto con (3.11> muestra que

v y =2 > = 0. Asi, yu se anula en U y por lo tanto (3.8
queda probado.

L&) Zupongamos ahora que se cumplen (3.4>, (3.8 vy (3.8D>:

Sea z = x - 6030, entonces z € E. De (3.B) se tiene que para
cada t = sopCud, zCtd = O y usando la Proposicidén (3.1> se
sigue que ( p . 2 > = O.Usando (3.%> obtenemos:

o, x> =860,

~

Para cada ¥y € E, es obvio que 6C(y>) - y =2 O v como p =z O, se
tiene que < Q , 8Cy38 - v > Z O y por medio de 3.5 se
consigue 6Cy> =z < Q y ¥ >, lo cual junto con la igualdad

< p , X > = (x> dan

X

8lyd 2 60> + ., ¥y —x> YV yekE,

esto es, p € 98(D. g

2. 2. — ELL PRINCIPIO VARIACIONAL DE TIPO MIN MAX:

Fn esta seccidn usaremos el Principio Variacional de
Ekeland para obtener un principio variacional de tipo
min—max. Este resultado nos servirad en el préximo capitulo
para establecer el Teorema del Paso de la Montafia, el Teorema

del Punto de =Silla y el Teorema del Paso de la Montafia

GCeneralizado.

Zupongamos que: X es un espaci de Banach,

N . 1
X —— [R es una funcional de clase C7,

r

f
K e= un espacio métrico compacto Yy ko un

subconjunto cerrado de K,

£ £ e — = X es una aplicacidn continua
o o

dada 3
[ =< ges CK,XD .~ g = fo en Ko >

c = inf max fCgCtd).
gel” teK

SHhL



TEOREMA 3.3. - =i

max fCgltdd < max £fCgltdd, Vg =T @gseiz
tek t =k
o

entonces, dado £ > 0, existe e X tal que:

=S fCp.d £ ¢ H kb, ¥ 3. 153D
=

£ Cu >0 £ = (3.14>

= -

2l
Observacidn. - VYéase que en el Teorema 3.3 no se asume que f
satisfaga la condicidn (P-3). Pero el Teorema dice que bajo
las hipotesis anteriores, existe una sucesidn de

Palais-Smale; es decir, una sucesidén ( u ) <« X tal que
n
fCuyd ——c vy flpuy2> — 0.
n m

Asi, si adicionamos la hipdtesis que f satisfaga la condicidn

_iF-=Z), se tendria un punto critico b, oen el nivel <; es
decir,
fCu > = c y £’°Cu > = 0.
&l (&) o
Prueba. - En ' definamos la métrica:
dCg,h> = max I glt>d -hCt> |, ¥ g,h T
teK

con la cual ' se convierte en un espacio métrico completo.

Definamos la funcional & : ' —— [R como sigue:
&g = max fCgltd>, ¥V g e TI.
teK

Buscaremos que aplicar el Principio Variacional de Ekeland a

la funcional ©&. Veamos que se satisfacen las hipdtesis de

dicho resultado.

Zi b = max fooCtDD, de (32.12) se sigue que b < Glgd para
t=K

cada g = .

Esto significa que G es acotada inferiormente.

Yeamos ahora que & es continua: =i g,h € I', entonces gCK> u

h{KD> es compacto, pues J ¥ h son continuas y K es compacto.

Luego. f es uniformemente continua en gCKd U hCKD; esto es:

dado £ » 0, existe & » O tal que:

3,y = gCKd U hCKD; lix — yll € & = [flxD - fC(y2| £ & (3.1



Zi h,g €' con dCh,g) < &, elegimos t € K tal que:

FChCL2D = max ¢ fChCtd ~» ¢t € K > = &hd.

Entonces:
SCh> — &0gd = fChCt3> = max fCgCtdd =
tekK
FChCL2D — f£Cgltdd = €3.185
< [FThCEdD - £Cgltdd |
vy ademés:
I httd = glCtd I < & C34 7D

De C2.18), C32.18) y (3.17) se sigue gque GLh) = &gd < =.
Intercambiando los papeles de g y h obtenemos:
Slghii=l GEh) [« =21
Por consiguiente se cumple:
Y g.h € ' con dCh,gl) ¢ &dm [GCgd - GLhO| < =,
y por lo tanto G es continua en [.
Por el Principio VYariacional de Ekeland, dado &£ > O, existe

g. =7 tal que:

£

c S GgdLec+, ¥ £3.18)
= = :
; < &g + = > = £3.19)
Hg - = o = dLg,g£ a Yg r 1
Sea ' = { g e TCK,X> ~ gltd =0, Vt e Ko 7 Para cada r » O
v cada g =T se tiene que g_ + rg [ ¥y si la elegimos como
o =
g en (2.19) se consigue:
£ g,
g ) £ &g + rgd + =T g, VvV g e Fo {2202
Para cada t = K, r » & ¥ g FD se tiens que:

FOg Tt + r gltdd = £Cg 2> + r L£'Cg L2, gltd

+ oCt,r gCtdd

elt,r gCtd>
r I glid

lim = D, 6€), =L D

I —0

de lo cual se sigue que:
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Hg_ *+ rgd = max { ngpCt)) + r <f’(g£Ct)D,gCt)> o+

o
L ek ) . 3. 220
+ max oUlt,r gltdd
teK
De {3.2812, para = > O y r » O suficientemente pequefic se
sSigue que:
LD
pCt,r getd> ¢ ==L 90kl o snlal viuex; Yger,
y de aqui:
max pCt,r gCtdd & “i_izlgl_ . Ygerl,,
7= r » O suficientemente (3.23>
pequeno

De (3.200, C3.828) ¥ (32.23) se sigue que:

£°Cg €tDD,glid> v + £ r ligh (3.24D

GCgrD = max { fCg _Ct22> + _
E tek i =
Consideremos las funciones:
x: K —s [ v : K —— R
e =Pagiteddis ft =1KE yCtd = <f’Cg5CtDD,gCtD> t € K.

y sea 8 la funciomal definida en la seccién (ID. Entonces,
£3.24) se puede escribir como 8(xD £ 8(x + ryd + & r lgl y de
aqui:

3 - 80
- £ gl £ 9CX+ry; 8GO .: | YV g T, y r » ©

suficientemente pequefio.

3i hacemos que r tienda a cero y usamos la Proposicidén 1.9,

obtenemos:

- =l gl £ . max e,y >, ¥Yge Fo.
ped8T x>

Yéase que y depende de G y si en la dltima desigualdad

reemplazamos g por —-g Obtenemos:

. min 4 ; s e om |l gl e gE Fo
nedsl x>

y por lo tanto:

sup -min MLy >=e¢
geFo =080

hgl<1



Utilizando el Teorema de Simons ([14]> se tiene que:

Lmin sSup s Y D>ErE (3.25)
Hedel >0 gEEO
Tgil<1i

Para cada ¢ € 88(x> veamos que se cumple:

sup < 4 oo <£2Cg _€-3d,gC 2> > =

osl,, C3. 26D
Iglls1 ]
- sSup e, XE’Cg C+32,gC-5> >
gecCK, XD &
hgh<i

Si denotamos por a ¥y {3 los lados izquierdo y derecho de
(2.260 respectivamente, es claro que a = (3. Probaremos la

otra desigualdad.

i e Y .~
Sf K W g e N2 g g5 #= max fCg Ct>> | y como =
1 C £ % & 3
P6T{x), =l Teorema 3.2 muestra que sopCul < Kz' Ademés, de
£3.120) se sigue que K0 N K1 = v como estos conjuntos son
compactos, entonces existe una funcidn ¢ : K ——= [R continua
tal gue:

eCtd =1, ¥V t e hl.

|
&
<
laa
M
~

ol LD

@ = td) £1, YVt =K.

e
Yeamos, ahora si, que (3 = Sea g € CCK,XD con gl £ 1
g

a:
cualquiera. La funcidn = g € FD Y Hglﬂ <1 y si
=(td = ( f)Cngt)D S o O giCtD >, ¥V t e K,
se tiene que z(td = 0, ¥V t = Ki; es decir, sop(zd < K\K1 Y

-~ =

como soplpd) < Kx entonces < g , z » = C. Luego:

Cmoy <F7Cg 33,90 3% > =< p, <£'Cg €:33,g (3> >
S a, ¥YVge K, X, ligh £ 1.

Esto implica que 3 £ o y de aqui sigue (3.26).
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Ahora que (3.2B80 ya esta probado, de (3.25> se tiene que:

min sup  { po, <£'Cg €I3,gC > > 5 & O
pE08CO  gel, F
hgh <1
_min C M. UE'Cg €330 5> 2 &
L e=RAC 3O £

e

Zomo 89CxY es w —compacto (ver Proposicidn 1.8,

86Cx> en el cual el minimo de (3.27) es alcanzado:

=

e, IL°Cg CON 3 = e,

-~

Como it tiene masa 1 )y sopC(ud) < K (ver Teorema 3.
i

-~

que existe t e Ki tal que:

I £7°Cg Ctdy I < &

Si tomamos p_ = ggCtD se tiene:
fCu > = max fCg Ct2> = GCg D
£ . £ £
teK

Finalmente, de {Z.18>, (3.282 y (3.29) se tiene que:

s <fCpd=Sc+e y I £Cud Il <e

que es lo que se gqueria probar.
L= ]
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CAPITULO 4

E L TEOREMA DEL PASO DE L A

MONTANA Y ALGUNAS DE SUS

VARIANTES

En este capitulo aplicaremos el Principio Variacional de
Tipo Min-Max para establecer el Teorema del Paso de 1la
MontaNa y también probaremos una generalizacidn de este
teorema. Finalmente weremos algunas +versiones mas débiles
para éstablecer la existencia de puntos criticos.

TEOREMA 4.1.- {TEOREMA DEL PASO DE LA MONTANAD [13]

Zupongamos que: X es un espacio de Banach,

f : X ——s R es una funcional de clase C' gque
satisface la condicidn C(P-5SJ,

Z ¢ X es un conjunto no vacio y cerrado que
disconecta X,

X, » X, son puntos de X gue estan en distintas
1

componentes conexas de X\S,

f esta acotada inferiormente en =, digamos

por b:
b= dinf £C c4.12
xS
max < fou) : kai) > < b C4.2>

' =4{ g e CliG,1],X> ~ gl0d = X gCl> = X, 2P

Entonces:

inf max fCgCtdd =c > -w c4.32
gell tel 0,11

v ¢ es un wvalor critico; es decir, existe p = X tal qgue:

fCud = ¢ vy £°Cud =0 C4. 4D
Prueba. - £l Teorema del Paso de la Montaha es una
consecuencia del Teorema (3.3). Para esto tomames K = [0,1],

fad
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Ko = {0,122, fo : K — 3 R la funcidn continua definida por

f CO =x vy £ Tl = x ;

o o - . ,> ©n consecuencia, tomamos

=4 g e Cllo,131,X> .~ gldd = x, Y gCld> = %, D

A continuacidén probaremos que C(4.1> vy (4.2 implican (3.125.

Como = disconecta X vy X %, estan en diferentes componentes

conexas de X\Z se tiene que:

Il |

Ygel', 3 e <0.1> / glid e =. C4.5D
e D%

Yeamos que se cumpl Gl ahr= Sea g € ' cualquiera y sea

Lo <0.1> que satisface C(4.50. De C4.1> y (4.25 se obtiene:
max fTlgli3d = max < foo) . foib > < b £ inf fCx
teKD xeS

< £CgULId £ max £Tgltdd

o cual se sigue inmediatamente (2.12>. Por el Teorema

"
W

1
.23) se tiene gue para cada n = N, existe u_o€ X tal gue:

J|+

1
c £ flp > Kc += vy IfCudN S
n n n X

Zomo f satisface la condicidn (P-3D. existe una subsucesidn

' Hk Yo X v u e X tales que oo o= fuertemente en X.

n n

= TS e . TSy = ~
Zomo f = C(XJ), se tiene gque flud = c y f'Cud = 0. Esto

prueba el Teorema del Paso de la MontaRa.

|
Obser vacioén. — La conexidad referida anteriormente es
conexidad por arcos. Asi, X\S es una unidén de componentes
abiertas conexas por arcos. Asi, estando X, X, en

componentes distintas, se sigue gue cualquier arceo en X que

conecta X, con X, intercepta =.
1

TEOREMA 4.2. - CTEOREMA DE PUNTO DE SILLA>

Zupongamos que: X es un espacio de Banach.,

f : X —» R es una funcional de clase C' que
satisface la condicidn CF-3D,

YV ¢ X un subespacio finito-dimensional,

% un complemento topoldgico de V, es decir, W

2s un subespacio cerrado de X con X =V & W,

S8



r. a, b son numeros reales tales que:
a < b

b £ inf (x5 c4.8>
~eW

IA
I\l
01
tp.
N
v

max I
wedD

donde D =V n BC0D; BCOY = {xeX ~/ lIxh < r >
oy r

Fr =4 ge DX ~/glxd =x, Vxe D>

c = inf sup fCglx>>

gel” xeD
Entonces, c » - Y < es un valor critico.
Prueba. - El1 Teorema (4.2) es también una consecuencia del
Teorema 2.3. En efecto: Tomemos
K=D=VYnBrto; XK =D =VYnd{xeX ./ Ixh =r>

r o
y probemos ahora que se cumple (3.12D.

Sea g = I’ cualquiera. Es suficiente probar que:

Ix el Plgl:xC) =0 & gixd e W C4.8)
donde P es la proyeccidn sobre V a lo largo de W. Pues es ese

caso se cumple:

max flglx>> = max x> < a < b =
xedD xedD
£ inf flx> £ flglx3d = max rCgCx3>
~x=W ~xeD
lo cual implica (¢2.122>. Por el Teorema (3.3), existe una

sucesidn ( M ) € X tal que para cada n € N:

o) Ko

- 1 , 3
B P fCunJ < c + = y If Cun,ﬂ ¥, <
X
Zomo f satisface la condicidn (P-3) se concluye que existe
¢4 = X con fCud = c y f£'Cu> = 0.

Ahora probaremos (4. 8): Definamos h : D — V por

hCx) = x - PCgilxD), ¥ x « D

y denotemos por O la funcidn cero. Es claro que h = O en 8D
“si x = 08D, entonces glCx> = X y de aqui PC(glx2> = xJ,
entonces por el Teorema 1.11: tCh,D) = CO,D) y del axioma Al
se sigue gque i(h,Dd = 1. Es decir, h tiene un punto fijo
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x = D y por lo tanto PCglxt>=0. Esto prueba (4.8).
=

TEOREMA 4.3. - {TECREMA DEL PASO DE LA MONTANA GENERALTIZADOD

Zupongamos que: X es un espacio de Banach,

f : X —— R una funcional de clase C' que
zatisface la condicidn (P-3),
X =V & W donde V¥V es finito—-dimensional,

w, S W yv O < p < R donde p y R son numeros

dados,

Q=< v+ rw, s veV; Ivi £R; O£r £R 7>,

a y b son numeros reales tales gue:

max (x> < a < b = inf x> c4., @
xedQ erﬁaBp

donde 8B es la frontera de B COD,

F =<4 ge ClQ,X0 .7 glxd = %, V x = 80 >,
c = inf sup f£Cglx33.

gell xeQ
Entonces, ¢ > - y ¢ es un valor critico.
Prueba. - £l Tecrema 4.2 es una consecuencia del Teorema 3. 3.
En efecto: wva que Q se puede escribir como:

Q = BIO,RY + [O,Rlw,

y ¥V es finito-dimensional se tiene que Q es compacto

y entonces podemos tomar K = Q KD = 38Q.

Yeamos que se cumple (3.12): Sea g < I cualquiera. Es

suficiente demostrar que:

3xeQ . gl: e Wn 8B £4.103

pues en ese caso, de (4.8 se tiene:

IA

max fCglx>> = max fCglxd> = max f{x

B ~eo’ xe8Q
o)

1A

a < b = inf fCxD
xeWméB
/o)

IA

£CgCxdd £ max £Cglsdd
xeQ

vy de aqui obtenemos (3.12>. Por el Teorema 3.3, existe una

sucesidn ( M ) € X tal que para cada n € ;N:



1
3 ;Y <) e
y 5% CanH . = .

X

3
o Lo

Ademas, como f satisface la condicién (P-S) se concluye gque

exXiste 4 € X con fCuwd =c¢c y f£°Cu> = O.

Probemos ahora C4.10): Definamos h : Q s V & ch por:

hiv+rw 2 = -PCgCv+rw 32 = ICI-P2Cglv+rw DDllw  + v + rw_ + pw
o) o) o o o o)

Y v o+ rw.o € 2, donde P es la proyeccidn sobre V.

Ze prueba facilmente que th+rw03 = Pw ., vV v + rw, € oQ. Si

definimos h : Q vV oa {Rwo por hCxd = PW s vV x = Q, se

tiene que h h sobre 8% ¥y como oW e intC(®, entonces:

£Ch,intTQ) = iCh,intC@®> = 1.
El] axioma A2 del indice del punto fijo (ver Capitulo 1D

muestra que h tiene un punto fijo en intCQ>. Es decir. existe

~ - ~

~ ~. o~
v + rw e Qtal que h(v + rw > = v + rw_ vy luego:
o o ;

- -

PCglyv + ;w0>> =0 y NCI-PX(gCv + rw 331 = o

Esto Gltimo da:

ay -

glv + rw > = W M BBp

v asi queda probado C4.10).
O
TEOREMA 4.4. - C=OBRE LA NATURALEZA DE UN MINIMO LOCCALD

Supongamos que: X s un espacio de Ranach,

R es una funcional de clase C gue

£ 5 X
satisface la condicidn C(P-5D,

X -es un minimo local de f; es decir, existe
o

-~

= » O tal que ¥ x = BCxo,gJ : foOD < £0xD.

Entonces: Dado & = <0,2) se cumple exactamente una de las
siguientes alternativas:
CAD Existe r = <0,&> tal gue

Fra D ¢ inf € fCx> 7 I x - x_ I =r >
0



CBD Para cada r € <0,&, f tiene un minimo local X
en el conjunto ¢ x = X ~ I x - > I = r > tal
que:

£Cx 2

"
P

]
=
m
>‘:
()

v f£'Cx> = 0.
r

Prueba. ~ Supongamos que {A) no se cumple, entonces:

Y r = <0,65

f‘(xﬂ} = inf { fCx> -~ 1 =x - XD f=r >

Para r = <0.&>, sea N e N tal que: O < r "3-;—<r<r+}r;< &

y para cada m = N consideremos f restringido al anillo:

. 1
- f = - < B - 5 < 4+ =
F-.‘m f x = X / r m_llx .-coli_r m}
De (4.11) se sigue que para cada n € N, existe x € 6BCxo,r3
i
con:
"
FCx. 2> 2 Fflx D £ £Cx.2 + = 4.12>
o " o n

Por el Principio Variacional de Ekeland (Forma Fuertel, se

Liene que existe ( Y. ) < Rm tal que:

S0y 15 F G 2 C4.13>
n n
1 -
by = x I £ = 4,140
n n n
1 -
fCyd ¢ fi:0 + =l x=yv b, ¥xXxeR , xmvYy 74,180
T n | m n

Ce 74.12) v (4.13) se sigue que ( f‘C}fﬁl‘J ) es acotada y (4.14D>
implica que para n Suficientemente grande Y esta en el

interior de R .
m

Yeamos que f‘C}rnJ —— O en x“: Sean w e X con lwl = 1
sualquiera y t > ©O. Si en (4.13 elegimos x = gy = Ltw,
sbtenemos:

FCy 3 < FCy = twd ¥ :‘;'
Pero nyr’ - twd = f‘Cyn) = s < f’CynD,w > + oltwd, lo cual

junto con la desigualdad anterior implica que:

3 oCtwd 1
< f CynD,w>< == ——— =

4z



Tomando limite cuando t + O se obtiene:

CF'Cydw>>  YweX lwh =1,
&

vy de agqui: || £'Cy 2 | &

£
B ; es decir, f’Cy 5 —— O en X .
i il

<] 1

-
Por lo tante. ( nynD ) es acotada ¥y f’Cy 3 —— O en X v
n

como I satisface la condicién C(P-SD, existen una subsucesidn

m

C )’k) de ( Y. ) ¥y un x = Rm tales que Y, —_— Y
n

De T4.113 C4.12> v C4.130 se sigue que f'Cx > = 0 ¥ fomD =

m

fixo). Usando nuevamente el hecho que { satisface 1la

condicidn {P-D se obtiene una subsucesidn ( x, ) de C x_ >

m
S . 1
v un x € X tales que x —— x fuertemente. Como f e C', se
¥ 5 m r
tiene que ’{(x3> =0 y fCx2> = foOD- Finalmente, comec x €
r ° r m
R .
m
1 . 1
r ===l x =-x_ Il &r + =,

m m o m

v tomando limite cuando m —— +mw se tiene que I x - >, I =r

y de aqui x = x_ . Esto prueba CBD.
r O =}

TEOREMA 4.5. - Supongamos que:

X es un espacio de Banach,

3 1
i X R es una funcional de clase C', que

satisface la condicidn {P-3D,
f no es acotada inferiormente,

xo e X es un minimo local estricto de f.

’”

Entonces: f tiene un punto critico x # X_.

Prueba. -~ Como = es un minimo local estricto de . existe
D

£ » O tal que:

¥V > con O < I x - Xo N < & : fCXOD < £C0.
Ademas, se cumple la alternativa CA) del Teorema 4.4. Asi,

existe O < r < £ tal que si S = £ f(:0 7 I x - e I =r >,
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entonces:

foD} < inf £Cx0O.
wes

Zomo f no es acotada inferiormente, existe :& = X con

Hxl—xoﬂ > £ tal que f£fix> ‘ f(xoD N de aqui ,
. 5

max < foDJ,fo:D > & inf fEO.
1 -
xes

5 =€ g = CC[o,11,X> ~» glod = X gCid = x, >, el Teorema
del Paso de la MontaBa implica que:

= = inf max fCgltdd o> -w
gel” t=[0,1]

~

y existe x € X con fCx) = ¢ Y £7Cx = O.

Para cada g eI, sea t € <0.1> tal que gCtg) e S y sea
g

T=<4t gl >
g
De:
fCx> = inf max fCgCtdd Zuinf £Cgtt O
gel” telT,1) gel” S
>z inf fix> > fC”OJ
==
se tiene que x & Xy- Esto prueba el Teorema 4.5.
a
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CAPITULO o)

PUNTOS DE SOPORTE

il FUNCIONALES D E SOPORTE

En primer lugar, definamos los conceptos de puntos de
soporte y funcionales de soporte.

Supongamos que X es un espacio de Banach y que C es un
subconjunto convexo y cerrado de X C(siempre asumiremos gque

o = C g X>. Un punto x, € C es llamado un punto de soporte,

£-3
51, y s¢lo si, existe una funcional lineal acotada f X tal

que:
sup f = foOD
-
Una funcional f = X , se dice que es una funcional de
zoporte, si existe X, € C tal que: sup f = foOD (siempre

L.
asumiremos que f=0D.
LLa terminologia ‘“soporte' viene del hecho geométrico que

=l hiperplano 2 = { x = X ~/ fl(x> = f‘Cxo) > toca C en Xy Y

deja C en uno de los semiespacios determinados por . En este
capitulo, nos dedicaremos a estudiar los siguientes

problemas:

Problema 1: Dado un subconjunto conwvexo cerrado C de X, ,todo

% = PC == un punto de soporte? Si no fuera asi, jcomo

podrfamos cuantificar el conjunto de puntos de soporte?

Problema 2: Dado un subconjunto convexo cerrado C de X, stoda

E 3 Pl 0
f = X es una funcional de soporte? 5i no fuera asi. jcodmo se

podria cuantificar el conjunto de funcionales de soporte?

Parz resolver los problemas anteriores aplicaremos

esencialmente el Principio VYariacional de Ekeland y el
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Teorema de Hahn—-Banach. Veamos ahora algunas obserwvaciones vy

= jemplos:

i
>

}

D)

De hecho, las cuestiones anteriores tienen sentido si f es

o~

zcotada sobre C; =5 decir, si existe m € R tal que:

fCx5 £ m, ¥V x« = C.
En particular, ésto ocurre si ©T es acotada. Por 1lo
general , en lo que sigue, asumiremos que C es un
subconjunto convexo, cerrado y acotado de X.

Dados f ¥y C, no es cierto, en general, que f soporte C en

algun punto. Por ejemplo, si

=L 0,y e R x> 0, ¥v2» O, >y = 1 >
“r
J
2

Flx.yvd = -y, ¥V lx,¥v2 € R,
es claro que, sup flx,y2 = 0O ¥ =in embargo ningun

Cx,y>2eC
ix,¥y) = £ satisface f§fUx,y2 = O. Pero si T es un
subcon junto cerrado, convexo ¥ acotado de un espacio de

¥
znach reflexivo, entonces cualquier f = X soporta C en

t

a2lgdn punto.

fue

o~

n efecto: Tendriamos que ¢ es un conjunto débilmente

1

compacto ¥y si f = X se sigue que -f es inferiormente

continua. El Teorema 1.1 muestra que existe Xx e C tal
o

que:
—fC:xx 2 = inf C~-fCx>2;
9 el

es decir, flx ) = sup f ¥ por lo tanto f soporta C.
e} =

el
El resul tado anterior es falso =i quitamos la condicidn de
reflexividad de X.

En efecto: Si

xx e= continua,
X =4 x: [0,1] — [ ~ »

K02 = xC1> =0
prowvisto de la norma:
o = max | =<Ct> |,
¥ tel0,17
entonces CX,H-HQE es un espacio de Banach pero no es
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1

reflexive. Consideremos f e X dada por fCx) = [ xCtddt,

J

0
x=eX yseaC =4 x e X ~ Ixll_ £1 > Entonces se cumple
que
RG22 5 1, ¥V 2y ="C
Yeamos que sup f = 1: Para cada n € N, sea x = C cuya
C n
i,
gr&afica se muestra. Luego. f(x D> =1 - = Y n e N
N
- RN . 1
Zl g » O =s dado. elegimos n € N con =3 < & para obtener:
1
1 — g ¢ 1 ==+ £Cx 3
n n
Esto muestra que sup £ =1
&
=
2]

[

e ———— e, e )

i

(w)
d-t

Yeamos gue fix> < 1, ¥ x € T: Sea x = C

1
"

cualquiera. Como

0D mx{1d = 0, existe & » O tal que:
| xCt> | €L, ¥t el0,6) UIll-6,1].

De &sto se2 sigue que:

¢ 1 " o) 1-&
| [ owceddt o= [ O gdt + [ xCeddt
I o ' ) &
i
# [ jsCed|dt 5
LS
= .:-'._5" &+ 1 =d =L o= =3 Sl LA

v &sto implica que f(x> < 1, ¥V x e C. As{, f no soporta C



2n ningun punto.

Sea T un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un

espacio de Banach X y sea x <« 8C. No es cierto, en
(8]

-
general, gque exista una funcional f X que soporte C en
SR:
O

Por ejemplo: tomemos X = " h

©
3 = 1 2 2
ST {x=(x)el /x=20, Ix1?Pas Y-2Z<a1
; 3 WA
A=
Primero weamos que C = 8C: Sean X = ( x. ) e C yv & > O
J
=
dados. Elegimos N = IN tal que | >, i< 'c_‘; entonces el
punto:
< = £ ) ¢
x = G < s T o= . X 5 . = v
) 1’ 7 TN =] N+
o - x 0 =0 x += 0 < &.
N =
Ce aqui, x € 8C y por lo tanto C = @éC.

Ahora mostraremos que los puntos x € € con x> O,

~

¥ j e, v I xl <1 no son puntos de scporte.
Fijemos x = & con x » O ¥ I x I ¢ 1 y supongamos que
. ]
& =
exista una funcional & = X tal que sup f = f{(x>. Como

-~

O = C, se sigue que O = f‘(>é). Ademas, existe t > 1 tal que

L:{ = <, entonces f(Ctx) = f‘C:&. loe cual implica que
P = 0O, Por el Teorema de Representacidn de Riesz,
existe v = ( ¥, ) = &, y = 0 tal que £fG:& = < X,y >,
: }
X S
¥ = L v de aqui z y. = 0O, lo cual implica que existe
< J 3
n = N tal que y » 0. El punto:
o .
~< = 2 = ( & Y. pertenece a T v fl(x2 = y » lo cual
nU o ]“E[N nl.'.'l
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contradice el hecho que sup f = Q.

-~
—

52 Sin embargo, si el conjunto cerrado, acotado y convexo C

tiene interior no vacio, entonces todos los puntos de la
frontera aC son puntos de sopor te. Esto es una
consecuencia directa del Teorema de Hahn—-Banach.
Como vimos en el ejemplo 4, si int C = O, entonces hay
puntos en € (=8C3) gque no son puntos de soporte. Sin
embargo, el Teorema 5.3 dar& una respuesta satisfactoria
2zl problema 1.

B) El ejemplo 2 da una respuesta negativa a la primera parte
del problema = Una respuesta satisfactoria la

encontraremos en el Teorema S. 8.

TEOREMA S.1 CEL TEOREMA DE LA COTAD

Zupongamos que: X es un espacio de Banach,
=S un subconjunto cerrado de X,
y e X NS y R = distCy,S),
r Y p£ son numeros reales tales gue:
o< r < R< ge.

Entonces: existe . = =S tal que:

r— X < SYATEREG B S= Lo > CsS.1>
[ X I £ p v Xy RN n .
donde DCy,r;x > = Co ( BCyd u< x, > )
r
Obser vaci on: CCy,r;x > es llamado una gota debido a su
o

evocativa geométrica. Por definicidén,
distCy,S) =inf { | v - x 1 7/ x € S}

v cuando X es reflexivo, este infimo es alcanzado. pero en

general no es asi. La notacidn "Co" significa la cépsula
convexa vy BCyd = { xe X /Il x -y I < r 2.
) r
Prueba del Teorema S.1.- Por una traslacidn podemos suponer
que y = 0. Sea F = B COD N S, el cual es una subconjunto
’ o

cerrado de X y por lo tanto un espacio métrico completo con

l2 distancia inducida por la norma de X.

Definamos la funcional & : F R por
o+
30 = S ——— I x I, ¥V x<F
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Es f4cil wverificar que # =satisface las hipdtesis del

Principio Variacional de Ekeland, en virtud del <cual, para

s =1, existe X, = F tal que:
§CXD} L e + I x—-2x B, Vx=F: x= % CSs. 2>
Zomo X, = F =BI0 nsS, es claro que X satisface el primer

requerimiento de (5.1 y que Xy € DCy,r;XOD m S.
Yeamos ahora que DC}HI‘;XOD n S = < >y >. Procedamos por
contradiccidn, suponiendo que existe otro x € DCy,r;xoD S

con X & X .
4 (o]

Asl tenemos que:

r
(4]
(u}
vt

T -~ -~ “?
w &5 v x = 1-t > x + v v
1 i 1 ()

+ o~ - -~ . .
para algun v € BJ{0> ¥y para algun t  <0,1].
r
En realidad, el t que aparece en (5.2 esta en <0,1>, pues si
t = 0 ge tendria que x = =, lo cuzl no es cierto ¥y si t =1,
1
- , .
entonces x = w, es decir, x € BC0>, lo cual no puede ser,
b 1 r

puesto que B (O3> n =S = &.
5

PDe (5.2> se tiene que | x,H @ 2 e 2D X o+ £ 0 ¥ I de
lo cual se sigue que:
LCR-r> £t (0 x| A IR I CS. 4D
Ce £S.2) y (8.3) se consigue:
Ea L + ot - T Cs. 5
— ] Xy < SR I ,<1 ] >, ’
pero por (5. 4D, I x I < I x I - tCR-r> ¥
1 o
I« -V 0 €£p +r
0
lo cuzl junto con (S.8) implican que I X < X ., lo cual

obwviamente no puede ser.
Asi, queda probado el Teorema S.1.

m : .
Obser wvaci6n: El teorema anterior se debe a Danes, quién did

en [7) una prueba diferente de la mostrada agui, usando el

siguiente resultado de Krasnoselski y Sabreiko:
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“ Zi X es un espacio de Banach ¥y X,y € X son tales que:
O r < pe< b x =y,

2ntonces:

2C =yl + r> | =

diam [ DXx.r;y> v~ B (0 ] lx—yi - o ).

Fa) ~ o=yl - r

Lz prueba que hemos dado aqui se encuentra esencialmente en
Brondsted [{35). La relacidén entre el Teorema de la Gota vy el
Principio VYariacional de Ekeland ha sido resaltada por muchos
autores como Brezis y Brodwer en [4], Danes [7].

TEOREMA S.2. - (Brodwer (412

Zupongamos que: X es un espacio de Barach,
S es un subconjunto cerrado de X,
£ » O es dade y z = 8S.
Entonces: Existen & » O ¥ un cono convexo cerrado K con

interior no wvacio ¥ x, € S tales que:

I =zl € g8 v SNCx +K2nNBUOx D> =L x_ 2> (5.8
) 8] o (8] 8]

Observacidn: El Teorema anterior significa que un conjunto

cerrado =S satisface una condicidn de cono local (exterior

—

sobre un conjunto denso de J8S.

= >
Prueba del Teorema S.2.- Tomemos y¥ € S tal que | =z - v I = 3
£ . £
enteonces B = distly,3> = = Tomemos también p = = ¥
= =
r = <0,P>. El Teorema S.1 implica que existe x e § tal que:
= =
B =-v I 2= yv DXy,r;2¢>2nNnsS =< X, > C5. 7T
3. ) )
] =
Como I = ==z I £ = -y I + I vy == 1 = 5 + = ¢ £, es

(b o

claro que se cumple la primera afirmacidn de {S.8D.

Como r & R = distly,&> = | Xo - yv # se tiene gue
- < 0 xo - v I v podemos tomar 6 > O tal que:
¢t x -y I -r
O

Es suficiente probar que los puntos:

~ = % + tCv - x 23, t = O, xreﬁrcy}, I X o= < & ¢S.8)
0]

(o]

est4n en DCy,r;x D, pues en ese caso tomamos:
° (5]



K=< peX s p=tlv-x2> tz0 veBwy>
.

f asi,
.o+ K =4{ x +4tlv - x>t 20, veBlyv >
&) (8] o) nis
Esto implica que: (hﬁ} + K3 n BACXO) = DCy,r;xob, lo cuzal
junto con (5.7> muestra que S nlx + K nB.lx ) = x_ >.
o &5 "o o
Probemos ahora (5.8): Es suficiente probar que los t que

aparecen en (5.8) son menores o iguales que 1.
Si x es como (5.8), entonces x se puede escribir asi:

X = x + tCy = x D + £0v - 3
o : o -

lo cual implica que:

ECl y —x I -0 v-yl)<é (5.9

Firalmente, de t(f y - X I =)y =t v = x_ 0 =0 v =y I

y de (5.9 y de acuerdo a cbmo & fue escogido, se sigue que:

t(il}.r-—xﬂll—r)<lly—xoll-r;

es decir, L < 1. Asi, gqueda probado el Teorema S.Z2.

O
TEOREMA S. 2. — (Bishop—-Phelps [2]D

8]

‘upongamos que: X es un espacio de Banach,
C es un subconjunto convexo cerrado de X.
Entonces, el conjunto de puntos de soporte de C es denso en
oC.
Prueba. - Sean z = 8C yv & > 0O dados. Por el Teocrema 5.2,

existen x e C, K un cono convexo cerrado con interior no
o

vacio v & >0 tales que:

I %« =z 01 < e. v CnNix +KnNnBC(x>=4{x 2 €5.10>
: o) & "o
Ahora veamos que:

CmC +K =< x_2> QISR )
o) o)

Procedamos por contradiccién, suponiendo que:

Idxx e T NCx + K> con x = X .
1 o} 1 o

Entonces para t > O suficientemente pequeffio, el punto:

= o+ tCx - x D
o 1 o
2s diferente de x_ Yy esta en T M Cxo + K> n BéCxoD lo cual
o .

contradice (S.10). Por lo tanto se cumple (S.113. De aqui se
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zigue que si U = inth0 + KD, entonces C m U = B. Asi, por el

L 3
Teorema de Hahn-Banach, existe una funcional f = X tal que

sup £ £ inf f. Luego, sup f = foO) y como X & C se tiene

o 01 i
o 3 o

e Sup S0 e e sy D
-

Asi, tenemos que | X, T Z < & v x, S un punto de soporte

de €. Esto prueba el Teorema S. 3.
@

Observacidn: El Teorema 5.3 da una respuesta al Problemaz 1.

Ahora estableceremos dos lemas que seran utilizados para dar
una respuesta al Problema 2.

LEMA S.4. -

Supongamos gue: X es un sspacio de Banach,

S es un subconjunto cerrado de X,
-
fFeX, )y =1 v sup f < oo
X £
Entences: 21 conjunto K definido por:
K =4 xeX .~k =xll £ O > ESxiied,

=1

un cono convexo cerrado.

0}

AsAdemé&s: para cada z € S, exdste x, € S tal que:

o= =z + K v SN x + K =< x_ 2.
o) : e} o)
Prueba. - Es f&4cil ver que K es un conc convexo cerrado.
Para probar (8.13>, sea F = (z + KD n S 21 cual es un espacio

mé&itrico completo con la métrica inducida por la norma de X.

Definames & : F R como & = —f]F; es claro que &

zatisface las hipdtesis del Principio Variacional de Ekeland.

A1, tomando £ > O con £ < k se tiene que existe x, € F Cy de
aqui, se sigue gque X € Z + K3 tazl que:
— il 5 < —fCx> + £l x - x}, ¥VxesF, x= x<,, (S.145
0 o

E= claro que x, < 1M Cxo + KD,

Yeazmos que:

()
o)}
}-l
o)}
]

Ermmlx + K=< x_ >
O O

Procedamos por contradicciodn, suponiendo que:

< ~x + 7 = X .
vy =8Enc " K > Y -



De {5.140 se obtiene que:

PGy = fCI!(O:-‘ < £ x, + vy . £S.16>
Como vy = =, + K, entonces y - x, = K, lo cual implica que:
kKl v = x I & FCyd = £Cx D,
: o) - o

lo cuzl junto con (S5.18> implica gque k < &£, y ésto es una
contradicecidn. Asi, queda probado (5.15).

|
LEMA B.5. -

Supongamos que: X es un espacio de BRanach,

C es un subconjunto convexo ¥ cerrado de X,

L
f = X con Kk £ 1 o

X

= <0,1> v k es como en (5.12>,

xo = T es tal que:
Com T Pk = e D (ISl
[} o)
. L
Entonces: existe g € X , g = O tal que:
sSup g = nguD v hg -1 _ =k ¢S.12
C X
Prueba. - Consideremos la funcional & : X —— R definida por:
(x> =k I x I = fUxO, ¥V x e X.
£s claro que & es continua Yy convexa. Definamos los

-~

subcon juntos C1 vy & de X x R como sigue:

C1 = { Ix,r2> e X x R ~ dCx> < r >

C =L x,r> X xR .~ x=C - xo; r =90 >.
2

Tenemos que = es el interior del epigrafo epi &, el cual es
1

alkierto y convexo; CZ es convexo Y cerrado C1 ' C2 = . Por
E ]
el Teorema de Hahn-RBanach, existe F = (X x RY , F = O tal
que:
zup F £ inf F CS.122
C c
2 1
Obserwemos que a F le corresponden, de manera dunica, un

g = x” v t « R tales que Flx,r> = glx® + tr, V Cx,rd> = X x R.
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Como CO,0> = C N Ci, se sigue que sup F = 0 = inf F. Ademas,
T2 i |
para cada x = X, se tiene que Ix,3C(xD) = C de lo cual se
1

glxd + t (x> 2 0, V¥V x € X. S, 202
Zi oL =0, de £8.20) se tendria gque glx) > 0O, V x = X lo cual
implica gue g = (. Entonces F seria nula, lo cual no puede

ser. Por lo tanto, t = Q.

Como C0,1> = C1 se tiene que O £ FC0,1> = t y por lo tanto
Lt » 0. Se puede suponer, =3=in pérdida de generalidad que

=1, [De (5.20> y de la definicidn de € se sigue que:
gl + k I x| fCx> =2 0. V x = X,

lo cual implica que I g - f I _ = k.

X

Finalmente. para cada x € C se tiene que Cx—xo,OD s CZ, lo

cual muestra gque ng~xoD =0, ¥VxeCyde aqui se sigue que:

\_/

Sup g = g{xo

Esto prueba (5.17).
]
TECOREMA S.86. — CRishop—-Phelps [2]2

Supongamos que: X es un espacio de Banach,
i~ =3 un sSubconjunto convexo, acotado v
cerrado de X

Entonces: el conjunto de funcionales lineales continuas que

-
zsopeortan € es denso en X .

Prueba. - ===a % = X“, f = O v sea € » 0. Con el objetive de
£ .
aplicar los lemas anteriores tomemos:f = = : K es como el
ren
X
= - rl
zonjunto definide en (S5.12) donde k = = Lpara esto se
nen
X
debe tomar £ < IfiH O.
X
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Eli jamos z = C,
que:
K=
o

Ademas. el Lema
h g - £

Definiendo g
gll £ =

—~

tal

entonces por el Lema S.4, existe %, € C
= + K N CNndx + KO = x >,
; o) b
&
5.2 implica que existe g = X , g = O tal que:
o, < - v g soporta C (5. 212
X el
-
X
= 1 h.z g de (5.20> se sigue que
X
Y g soperta C. Esto muestra la densidad.
(=
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