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R.J�SUl\,Jl�N.

E11 la prese11te tésis, }1en1os tratado de clerivar las reglas ele Feyn1nan de la J�lec
trodii1á111ica Ct1á11tica, de 11na 1nnnera autoconsistente, de 1nodo q11e nos ¡>er1nitan 
co11strt1ir las an11)lit11des de Feyn1nan en l)ase a los vértices l)l'O})llestos ¡>or ]os 
:tviodelos Standard y 3-3-1. A partir de ellos, est11diaremos la disrJersión elástica 

, , 

net1trino electrónico (rJartictlla de Di rae no masiva )-electrón (¡Jarticula de Di rae 
111asi,,a), encontrando res1.1ltados analíticos para ]a sec:ción eficaz diferencial y to-
tal, tanto e11 el siste1na ce11tro de 1nasa co1no en el sisLerna laboratorio. Dichos 
resultados se a1)roxima11 con los rest1ltados ¡)redichos J)Or el l\llodelo Standard 
c11ando la masa del bosón vectorial ,1- 1 es muy grande com1>arada con la masa
del boson vectorial cargado T,f!+ (o con la del bosón ne11tro Zº ). 

Finalmente, JJresent.amos diversos gráficos r>ara diferentes valores de la energía 
del net1tril10 y del ángtllo de dis¡)ersión. 
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INTJlO J) U CCI O N. 

E11 esta tésis, esl;an1os es1)ecialn1cnte interesados en descriLir los procesos ele inter
acción e11tre los electrones, 1>ositro11cs y el ca1npo electromagnético, 11tilizando los 

, 

argu1nentos teóricos de la Elect.rodinán1ica C11ántica (EDC). Est.a teoria res1llf.ó 
de la a¡)licación de los 111étodos y leyes de la Mecánica C1uíntica No-Relativista a 
la Electrodi11án1ica Clásica, dcsarrollaela iniciahnc11te 1>or .J. C. Max,vcll en el año 
de 1865. 

La E.D.C t;t1,,o s11 con1ie11zo a })art.ir de 1927, en base a los tralJajos realizados 
, 

por P. A. IvI. Dirac, acerca de la Teoria del electrón y del positrón. En 1928, P. 
Jorda11 y E. \i\Tigi1er!l51 1nostraro11 la necesidad de la existencia ele las relaciones ele 
conmt1tación y anti-conm11tación y s11 a1>licación para efect11ar la c11antización de 
los campos Losónicos -�,r fermiónicos. Est.e t;raLajo sirvió de uase a E�nrir.o Fermi l l0 l 
en 1930, ¡Jara efect11ar la c11antizació11 del Campo Electromagnético (CE:WI). 

En 1940, \�1• Pa11li l 17l titilizanclo los trabajos teóricos realizados fJOr P. Jordan, E. 
, , 

\i\1igner, mostró la conexió11 q11e existía entre el espín ele 11n campo y su estadist.ica 
como lo mostra1nos en los A1)éndices lB y 1 C de n11estra t.ésis. 

En 1946, S. Tomonaga11 81 y J. Sch,vinger 1nostraron q11e el formalis1no de la EDC 1

era in,,ariante bajo transformaciones de Lorentz y de Gauge, ellos as1unieron q11e 
la base de tal for1n11lació11 estal)a en la distinción entre las pro1)iedades ele los 
campos libres y los efectos que se prodncian en ellos r>or efecto de la interacción. 

En 1949, R. Fe:ynman IHJI, ¡>resentó una serie de argumentos teóricos y lógicos 
para efect11ar 11na reinter1>retación de las soh1ciones de la ec11arión ele Dirar . 

, 

Además mostró 1.ma técnica gráfica, qne consistía de 1111 ronj1mto de reglas !)ara 
esc1ibir directamente los elementos 1natriciales del Operador de Dis1>ersión ",',": 

, 

de algt.mos J)rocesos fisica1ne11te })Osibles de11tro da la EDC. Fi11aln1e11te aqnel 
año, F. J. Dyson I201 estableció los fundamentos teóricos para afi.r1nar que la EDC 
era la base })ara el tratamiento de los })roblemas de dispersión entre electrones, 

, 

positrones y fotones. Los })rocesos de colisión, deberían incluir la creación y 
aniquilación de particttlas. Dicl1os J)rocesos son completainente descritos por la 
1viatriz " .. CJ", siendo posible ex¡)andir los ele1nentos de una matriz de disrJersión 
en una serie de potencias de la co11stante de acopla1niento electromagnético "et". 

En 1950, S. N. Gupta 121 1 y I(. Ble11ler l22 1 estal)lecieron un método teórico J)ara la 
cuantización del Campo Electromagnético, utilizando una teoria con una 111étrira 

, 

indefinida, dicho método, satisfacía los reqt1eri1nientos de covaria11za )' de invari-
anza de gauge impt1estas por la EDC. Finaln1ente ese 111isn10 a110, G. C. \\Ticlc l2�l 
<lió a conocer 1111 teorema r>ara ex¡)resar los producto cronológicos presentes en la 
expansión del ÜJ)erador de Disr)ersión "/," con10 s1una de productos nor1nales, 
los cuales darían lugar a t1na variedad ele })rocesos reales elentro de la EDC. 

, 

Uno de los triunfos de la EDC f11e la a1>roxin1ación que se encontró entre la teoría 
y los rest1ltados experimentales. S11 desarrollo estaba elo1ninado })Or ct1cstiones 
de formalismo y de la técnica q11e se empleaba e11 los eXJ)erime11tos, sin en1uargo 

, 

aún existían problemas conce1Jtuales en sus f11nelamentos. En la nat11ralcza exis-
ten además de la interacción electromagnética otras interacciones, las Cltales 110 

1 



, 

podia11 ser ex¡)licadas l)Or la ]�DC, tales co1no la interacción ¡)rotón-protón, la 
i11teracció11 e11tre 111eso11es cargados y los n,ícleos atómicos y otros, IJur lo tanto 
f11e 11ecesario establecer cun1bios co11ce¡)t11ales ¡)ara com¡)render la estr11ct11ra del 
st1b-n11u1do 111icrocópico, 1)roponie11dosc nt1cvos modelos téoricos ca¡)accs de s11-

, 

pernr las deficiencias de la EDC. Tales modelos, como la Teoria Electrodébil de 
Glnsl10,v, \i\/einlJerg ·�,r Sala1n en 1961, la cual tomó iinportancia a r>artir de 1967. 

Actt1aln1e11te, existe un :tviodelo Teórico 1nás ge11eral q1.1e SU})Cra las dificultades 
del Iviodel Standard, se trata del Nlodelo 3-3-1, el cual ha sido desarrollado por 
el Grt1po de Sao Pa,110 (Brasil) y que nos sirvió de lJase ¡)ara efect11ar el cálculo 
de las secciones eficaces ta11to en el Sistema I_,aboratorio corno en el Sistema Cen
tro de 1v1asa ¡)ara la dis1)ersión nc11trino-electró11. Dicho })roceso, fue olJservado 
experimentaln1ente })Or JJrimera vez JJor R .. C. Allen 12"1 (1985) ,l2!il (1988) . El f11c

qliién 11tilizando la fuente de ne11t-.rinus electrónir.os del IJAMPF 11bir.aclo en el 
Laboratorio Nacional de los Alamos (LANIJ) de Nc,v Nlcxir.o (USA), enr.untró el 

, 

espectro de energia y logró 1nedir la sección eficaz total en el Sistema IJaboratorio, 
el cual se a¡)roximaba con el valor ¡Jredi cho 1>or el IVIodelo Standard. 

El detector central de nel1trinos elér.trunicosl?.GJ (1990) tiene una masa sensiLle de 
15 toneladas métricas y de dimensiones 3(altura)x3(espesor)x3.5(de longitud) 
m,3 l1ecl10 princir>almente de centelladores fJlásticos y cámaras de destello, el sis
tema en conjt1nto J)arece un fino sand,vic:h orclenaclo, con 40 caJJas idénticas y 
esta localizado en una caver11a l)rotegido de los rayos cos1nicos ':,' de la radiación 
de fondo. 

El nel1trino interactl1a con el electrón en las cámaras de destello, h1ego el electrón 
dispersado era detectado, obteniendose un valor de sección eficaz igt1al a a ( T/<'. - e ·) = 
[9.9 ± l.S(st,a.l) ± l.O(sJ¡st,)] x 10-'12c1r1

? 
x !?1,.

Existen otros est11dios ex¡)erimentales del J)roceso e11 mención efectt1ados ¡)or I·I. 
II. Cl1en, W. P. Lee, I·I. J. 1VIahler

1 
A. 1\1.[. Rushton, I(. C. \;r.lang, P. J. Doe en la

Universidad de California. Alg,1nos otros investigadores co1no D. A. I(rakal1er y
R. L. Talaga en la Uni,rersidad de 1viaryland.

Los objeti,ros que nos l1emos ¡)ro¡)1.1esto alcanzar en esta tésis son:

- Efectuar la const.r,1cción del Operador de Dispersión, en la for1na de 1111a ex
pansión en serie de potencias de la constante de aco1)lamiento electro1nagi1ético

,

"a" asi, como establecer las justificaciones necesarias ¡>ara fJoder e11lmciar el
Teorema de Wick.

- La inducción de las Reglas de Feynman desde el ¡)tinto de vista ele la EDC,
¡)ermitiendonos escribir los elementos matriciales del Ü¡)crador de Dis¡)ersión n ,',"

y dibujar los gráficos de Feynman IJara un det:erminado orden de Sll ex¡)ansión,
,

de algtín proceso fisico de interés.

- Utilizando los fundamentos teóricos de la EDC, construir las expresiones
matemáticas de las secciones eficaces diferenciales ¡)ara c11alquier J)roceso de dis
persión entre le¡Jtones.

A continuación, comentaremos breve1nente sobre las princir>ales icleas tratadas 
, 

en cada uno de los capit11los desarrollados en n11estra tésis. 

2 



,,. 

E11 el Ca¡Jit1.1lo l. 
,,. , 

E11 este Ca1Jitt1lo, expo11clre1nos lns nociones básicas de la Teoria de Dirac para 
electrones y ¡Jositro11es, mostrando las ecl.1aciones de movimiento, las matrices 

, 

de Di rae, st1s solt1cio11es de JJarticula libre. Asimisrr10 efect11amos la seg11nda 
ct1a11tización clel Ca1n1Jo ele Dirac, en donde uLiliza1nos los operadores de creación 

, , 

·-:,r a11iquilación de })articulas y antiparticulas.

Ta1nbién ,,eren1os la descri¡)ción del Ca1npo Electro1nagnético en términos de 11n 
tensor antisimétrico de se6111ndo rango /i'1

111 (:1;) y finalmente imrJon<lremos r.iert.as 
relacio11es de con1nl1tación sobre los o¡)eradores de creación y aniq11i]ación ele 
fotones para la Cua11tizació11 del Ca1n1)0 Electrornagnético lil>re. 

,,. 

E11 el Capit1.1lo 2. 
, 

E11 este Ca¡Jitulo
1 

¡Jresentamos una imágen int-.er1nedia entre las i1nágenes de 
Schrodinger (IS) y I·Ieinsen1Jerg (II-I) q11e nos ¡>ermita ¡Jor conveniencia simp]i-

, 

ficar los cálct1los, cuando efectt1emos la sol11ción de ¡)roblemas específicos, lla-
mada imágen de Interacción (II), a¡Jartir del cual IJodremos estalJlecer e] 1nétodo 

, 

de Teoria de Pert11rbació11, la ct1al nos ser,rirá estal>lecer la defir1ición del Ü¡J-
erador de Dispersión o Ivlatriz "S". Asimis1no ta1nbién definire1nos los Prod11c
tos Cronológico y Norn1al para operadores bosónicos y fer1niónicos. Además, 
también establecere1nos la clefinición e interrJretación de la cuntracción ele éstos 
operadores. Esto nos va a J)ermitir enunciar la 11Liliclad del Teore1na de \i\Tick 
para prodl1ctos cronológicos. 

,,. 

En el Capitulo 3. 
, 

En éste Ca1)itulo, l1ablaremos a cerca clel tér1nino ele 1>ri1ner y seg11ndo orden 
de la ex¡)ansión de la Ivlatriz 11 ,5". Estt1diare1nos con mayor detalle el término 

, 

de segundo orden por qtte es que nos a ¡)ermitir analizar proc:esos fisica1nente 
reales. Escogiendo un ¡)roceso en IJarticular, co1no por ej01n¡Jlo la dis1Jersión de 
11:oller. Utilizando el Teorema de \�1ick:, definiendo los estados inicial li) y final 
IJ) respectivamente, para este IJroceso de Nloller vamos a encontrar las amplitncle 
de Feynman de este proceso en c11estión. Induciendo ele éste modo 11n conj11nto de 
reglas (llamadas Reglas de Fcynman ¡Jara la EDC) q11e nos permitiran escribir los 
elementos matriciales ,5i¡, directamente desde los diagramas de Fe)rnJTH1n. De tal 
modo, q11e a cada elemento Si¡ de la :tvlntriz 11 ,S"' y I)ara 11n determinado ordc11 de 
su expansión, ¡)adremos asociarle un conjt1nto de graficos lla1nados diagran1as ele 

orden "n,". Encontradose de esta 1nanera tina técnica para. derivar las a1nplitt1cles 
de transición de cualq1.1icr JJroceso J)osi ble que se esco.i a. 

,,. 

En el Capit1Jlo 4.

, 

En este Ca1)i tulo, efecuamos una descri¡Jción siste1nática de los funclame11tos 
, 

teóricos necesarios ¡)ara estudiar el fenómeno de dis¡Jersión de partículas. J\ ¡Jartir 
de los elementos matriciales ,5i¡, encontraremos las condiciones necesarias ¡>ara 
derivar 11na expresió11 matemática, aJ)artir clel c11al se p11edan calc1.1lar la sección 
eficaz diferencial y total, tanto en el Sistema Centro de I\,Insa (SC:tvl) co1no en 



el Sistema I..iaboraLorio (Sl�). Asimisn10, cstaLler.crcmos HJ>roximacioncs ele las 
, 

secciones eficaces ¡)ara el caso ele ¡>articulas liltra-relal.ivistas. J)cjando co1no 11n 
, 

eje1n¡)lo, ¡Jara el fi11al elel Capitulo el cálculo ele la secc:ión eficaz diferencia] en el 
SC1vI de la elis1)crsión ele iviollcr, c11 donelc he1nos 1nosl'.raelo el 11so de un 1néto<lo 
¡)ara e,,all1ar la traza del ¡>roelnc:to ele n1atriccs de J)irac. 

E11 el Ca¡Jitt1lo 5. 
, , 

En este Capi tt1lo, consideranelo al 11eutrino co1no una particl1la de Dirac sin 
, 

masa y al electró11 con10 11na partic11la de Dirac masiva, utilizando las reglas de 
Feyn1na11, los rest1ltados de Ca¡>it11lo 4, además i11troducicndo algunos para1nétros 

, 

que no los ,,an1os a j11stificar aqt1i y los vértices pro1>11estos por el l\!Iodelo :J-:3-l, 

,,amos a calcular las ex1>resiones mate1náticas de la ser:c:ión cfic:az di f erenr:ial y 
total, tanto e11 el Siste111a Centro de 1vlasa co1no en el Siste1na I..iaboratorio ¡>ara 
el caso ultra-relativista, de la dis¡)crsión elástica ncutrino electrónico-electrón. 

Esta reacción lJl1ede oc11rrir solamente 1>or 1m ca1nbio de los bosones ,,cctori
ales cargados ,1· 1 ( aportado IJor el 1Vloelelo 3-:�-l) y l1Tl I asi, como de la con
tribt1ción del bosón de Gibbs /! y del l)osón neutro .%0 (conocidos según el Tvlodelo 
Standard). 

Finalmente adjlu1tamos los a1>énclires de cada rapit1tlo, en donde se puelrán en-
contrar los detalles de los cálc,1los 1nás importantes tales como Sll})üsir.iones, 
demostraciones, definiciones y sugerencias. 

, 

Al final del desarrollo de todos los capi t11los, presentamos una lista de todas las 
referencias bibliográficas e1npleadas. 

4 



CAPITULO l.

l\1ECANICA CUANTICA J�.El�ATIVJS1�A DJ�I-' 1�T-'EC1�R.ON Y J)EJ� FOTON. 

1.1 INTR.ODUCCION. 

, 
En este ca1)i Ltllo, 1nostrare1nus que, a ¡)artir de la linealización del I-Ia1niltoniano 

, 

relativista de t111a !)articula libre, 1)ode1nos obte11er la ecu.ación de l)irac, s11bsti
-> 

ttlyendo el I-Ia1nilt.oniano I-1 y el 1no1nentt1m p
> por los 01)eradores í8o y -i V , 

parn tmn función ,u (x) q,1e re1)rese11ta el est.aclo dinámico del sistema cuántico. 
, 

Asimismo, encontraremos las soluciones de la }Jart.ic11la libre de dicha ecuación, 
efect11aren1os la Se1::,111ndn C11untización del CamJ)O de Dirac: utilizando operadores 

, 

de creació11 y aniqtiilación de !)articulas. 

También vere1nos la descri¡)ción del Ca1n¡)o Electro1nagnéLico en términos de 11n 
tensor antise1nétrico de seg11ndo rango Ji'1ª'(:c) y finalmente im¡)ondremos ciertas 

-t

relaciones de con1nutación sobre los operadores 111'·(:i:) = (Aº (x), A (x)) })ara la 
Cuantización del Cam1)0 Electro111agnético. 

1.2 LA ECUACION DE DIR.AC. 
, 

La expresión de la energia clásica de 
-> 

una particula })t1ntl1al 1il1re de masa m y 
momenttun p es:

H- 1 -t2 

- 2 p 'm. 
(1.1) 

, 

esta ect1ación es ,rálida sola1nente si la velociclad de la J)artict1la es 1)ecp1eña com-
parada con la velocidad de la lt1z. 

A partir de la ecuación (1.1) ¡)ode1nos encontrar la ecuación de Schrodinger no-
-" 

relativista reemplazando I-1 y p JJOr los operadores ÍcJo y -i V, })ara nna a11to-
función \Jl(x) de I-I 

-1 -t 

i8o'1!(x) = ( 'v )2'1!(.r,). (1.2) 
2m. 

La ecuación anterior no es }1omogénea en las derivadas es¡)aciales y temporal. 

Para una partf c1tla libre que se m11e,1e ra¡)idamente, la ec11ación (1.1) debe ser 
reemplazada ¡)or el Hamiltoniano relativista de 11na particula libre 
H2 = (p)2 + m2 , (1.3) 

si sul)stituilnos en la ecuación (1.3) I-I y r/ 1>or los OJ)eradores iDo y -i V y la 
aplicamos a una at1tof-unción \Jl(x) de lI, hallamos la ec,1ación de I(lein-Gordon 
(I<G) 

-8J'1!(x) = (-(V)2 
4- m,

2
) \Ji(x),

que también se escribe

[o + m.2) '1! (.r,) = o.

I..1a ec11ación (1.4) admite sol11ciones tir)o onda ¡>lana ele la forma

5 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 



donde 11 es 1111n constnntc c.01n1>lcja, entonces se olJscrva que 11;- 1¡ del>c sat.isf acer: 

10 k• = :1=. V ( k )2 -1- rn?. (l. 7) 
Si mrutiplicn1nos el la.do izq11ierdo de la ecuación (1.L.1) 1>or w ,t (x) y a la ec11ación
com¡Jlejn co11j1.1gnda de ( l(G) 1>or \1' (:r,) y a contin11ación s11strae1nos una de la 
otra, obte11en1os: 

-¡. --t 
8op (X) + \] . j (X) = Ü 

donde hemos definido 
p(:z;) - i (\J!*(x)80w(x) - \J!(x)o0 \Ti*(:r)), 
-¡ ( x) = -i ( '1! � ( .T,) v w ( x) - \J, ( x) v ,r, � ( x)) ,
st1bstit11yendo la e\.u.ación (1.6) en las ecuaciones (1.8) y (1.9) ol>Lcnernos 

2 p (X) = 2 1 A 1 . 1ll 1/ ' 
--t 2 ---+ j (.-i: )=21111 · k l 

de las ec11aciones (1.7) y (1.10) }Jodemos escribir 

p(x) = ±A2 V(Í:)2 + 1n?.

La ecuación (1.4) da l11gar a las sig,.üentes difir.11ltacles: 

(1.8) 
(l. 9) 

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

, , , a) ¿ Cuál seria la interpretación fisica de las soluciones de energia negativa dado
, 

por la ecuación (1.7) para 11na particula libre?
b) Según la ecuación (1.12) la exrJresión r>ara la densidacl p(.r,) IJ11ecle tomar valores
positivos y negativos. Entonces no ¡>uede ser interpretada como una densidad de
probabilidad de r>osición.
En 1928, P. A. 1vI. Dirac se interesó J)or resolver dichas dificultades, para lograrlo 
se propuso linealizar la ecuación (1.3) ensa;yando 
J(p)2 + m.2 =l-I= ci. p>- -t- /31n .. (1.13) 

Donde a.r }' f3 deben ser cantidades adirnensionales a ser l1alladas. 
Para que el lado derecho de la ec11ación (1.13) sea eq,ü,,alente a la raiz cl1adracla, 
es necesario que 
(el. p -t- f3m,) ( a.

>

. p -t- /31n.) = (p)2 -t- 1n.2,

[(el. p) (el. p) -t- a.
>

. p (3m, + {31n, o?. p -1- ,821n.2] = (p) 2 -t- 1n.2,

donde � o:hp1; - el. p,; entonces 
/;=1 

(a. 1p1 -1- o.2
p2 + o:3p3) (o: 1p 1 -t- o?¡J2 -1- n?p3) -1- (ct 1 J>1 -1- o:2p2 -1- o?JJ:�) f-J1n.

+m/3 (a. 1
p1 + a.?.p2 + a.:1P:i) -1- /321n.2 

= (p)2 -t- 1r1.
2 ,

efectuando los r>roductos entre r>aréntesis ol)tenemos, 

(1.14) 

o: 1p1o: 1p1 + a. 1p1 o:
2p?. -1- c� 1p1cv.:Sp:1 -t- cv?p2r.v. 1p1 -1- c11, 2JJ2 cr.2JJ2 -!- cv.2JJ2o?JJ:1 -1- n:3p;¡0: 1JJ1

+a3¡J3 a.2p2 -t- ü?'p3a.3p3 -1- rn, (a .1p1f3 -1- o:?p2fJ-l- o:3p3(3 -1- (30:. 1p1 -1- /30:2¡>2 -1- {.i<.1:3pa)
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-l-(321n?- = (JJI -1- JJ� -1- JJ�) -1- rn?,

exigiendo qt1e las cantidades o/ conm11tan con las Pi y agr11pando conveniente
n1e11te los términos de la ect1ación anterior olJtene1nos 

(o:1 )
2JJ¡-\- (a:2 )2p� -l- (o?)2p� -1- (o: 1 o? -1- o?a1 )p_ 1p2 -1- (a.20? -1- n?o?)p2P�s

+ ( c..t1 o? -l- o? o: 1 )JJ 1P:1 -1- rn. [ ( c.1'. 1 (3 -1- {-Jo: 1 ) p 1 -1- ( o? fJ -1- (-Jo:2 ) P?. -1- ( a.:� /3 -l- (-Jo? )p:i]

+f32m.2 = Pi -l- JJ� -1- p� -1- rn.2.

Compara11do a1nbos miemLros encontratnos que 
satisfacer las siguientes relaciones algebraicas 
(o:i)2 = 1, 

{o:i ,o:i }_¡. = o:io:i -J-o:i c..l:i=O, J>arai f- .i,

{ o:i , ,B} + = ai(3-l-(3cr.i=O,

(32=1, 

las cantidades o.
i 

y (-J deben 

(1.150.) 

(J..15l>) 

(1.15c) 

(1.15rl) 

estas c11atro ca11tidades anticonn1t.1tan por J)ares y st1s cuadrados son iguales a 
la unidad. Por lo tanto o:i )' (3 no ¡)11eden ser n11meros sino matrices. Además, 
notamos de la ect1ación (1.13) qt1e si I-I es un o¡>erador l1ermitiano 1 entonces cada 
una de las cuatro cantidades a

i y (3 deben ser l1er1nitianos. 

Como consect1encia de las relaciones de anticon1nt1tación dadas J)Or las ecuaciones 
(1.15c) "':,' (1.15d) la traza, es decir, la s11ma de los elementos de la diagonal 
principal de cada a

i y (3 es cero. De (1.15c) tene1nos 

o:.i,B+,Bai 
= 0 =} o:.i(3 = -(30:i 

=} ai(3(3 = -/30:i/3 = cti , (1.16) 

y t1tilizando la propiedad de la traza TrAB=TrBA y la ec11ación (1.16) J>o<lemos 
escribir lo siguiente 

1
.,

r(ai) = 7.,r((32
o:.

i ) = 1
1
r((3(30:i ) = 'l'r(f3c/(3) = 'l'r(-o:í) = O, (1.17) 

procediendo en forma similar tene1nos 

ai/3 + /30:.i 
= 0 =} o:.i(3 = -(-Jo:. i 

=} o:.io:i/3 = -cr.i,Ba. i = (-J, (1.18) 

nuevamente 11aciendo uso de la ¡)ro¡>iedad TrAB=1r·BA y de la ec11ación (1.18) 
escribimos lo sigl1iente 

Tr((3) = 1'r ((o:i )2(3) = 7'r(aic..-r.i(-J) = 1'r(o:i(3ai) = 'J'r(-(3) = O. (1.19) 
Además, debido a las ec11aciones (l.15a.) y (1.15d), podemos notar q11e los auto
valores de ai y /3 son ±1. 

Bajo una transformación de similit11d las 1natrices o:
i y (3 se diagonaliza11, de tal 

modo que las matrices transformadas tendran como elementos e11 st1s diago11ales 
principales a los autovalores de las matrices o:i }' (3. Pero como la traza de n:

i

y (3 es invariante bajo similit11d ":l re¡>resenta la su1na de los a1.1tovalores de las 
matrices transformadas, entonces ¡Jara que tengan traza cero cleLe c,un1)lirse que 
el número de autovalores f)ositivos (-1-1) y negativos (-1) deben ser ig11ales. 
Por lo tanto los o:i y (3 deben ser matrices de dilnensión ¡Jar 2, 4, 6, 8, .... 

Escogemos una l)ase de dimensión 2 considerando las 111atrices ele Pa,1li (,1na 
generalización de ésto se enc,1entra en la referencia No 12) 
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.1 = ( 0 1 ) 2 = ( Ü -i ) :1 _ ( 1 0 ) CT 1 O ,
cr

· O , cr -
'l, O -1 ' (1.20) 

enco11tramos qt1e o- 1 , a2, a:i satisfacen las ecuaciones (1.15a) y (1.15/J), IJero es iI111)osible enco11trar una cuarta 1natriz de di1nensión 2 cine satisfaga si1nu.ltanean1ente las ect1acio11es (1.15c) y (l.15<1). Es IJOr este motivo que descarta.rr1os esta base de düne11sión dos. 
Por lo tanto, !Jodemos escoger 1natrices de dimensión 1.1 eligiendo f3 como nna matriz diago11al. 

fJ= 

1 O O O O 1 O O O O -1 O O O O -1
( 1 O ) 

- O 1 
'1 X 1\ 

El eleme11to ¡1,11 de la ec11ar.iún (1.15c) es: 
(o/{3 + f}a.i ),11, = O, 
(ai/3)

1
,,, 1- ([30/)

111
, = 

O, 
(o:

i
)¡,>. f3>.v + f31ur (o:

i
)a,, = 

O. 
Swnando sobre s11bindices .,\ y a en la ecuación anterior, obtenemos 
(o:i)'"' (/3,,,, + /3,11,) = O.
De las ec11aciones (1.21) y (1.22) se r>resentan dos r.asos: 
a) Caso at1tovalores ig11ales (}

1111 = 
(-J,,,, tenemos

(o:i)oo = (o: i)11 = (o:i)22 = (o:i)33 = (o:i )o1 = (o/)Jo = (o:
i )?.:i = (a. i)32 = O.

b) Caso auto,1alores diferentes /3,nm f= f3nn encontramos
( a.i)o2 , ( a.i)o3 , ( o:i

) 12 , ( ai) 13 , ( a.i)
20 , ( cii)21 , ( o/):10 , ( o:i

):11 =f O.

(1.21) 

(1.22) 

Por lo tanto de los casos a) y b), la matriz q11e re1)resenta a o/ 1)11ede ser escrita de la siguiente forma 
. ( Q 

Q,

1 )
a

?. 
= bi O 4 x'1 

(1.22a) 

en donde los a
i y bi son matrices de orden 2 x 2 . Ade1nás por co11strt1cció11 exigimos que las matrices a

i y bi sean hermiticas, es decir, deberían ClllnJJlir ql1e 
ai = ( ai ) t y bi 

= (bi ) t. Pero como las matrices o/ so11 l1er1nitir.as entonces 
ci = ( �i � i ) = ( ci ) 1 = ( �a;) 1

de donde tenemos q11c 
O,i = (bi)t = bi . (1.22b) 
Reemplazando la ecuación trices que re1)resentan a (1.22b) en la ecuación (1.220.), cn<:ontramos las 1nn-
i - ( o a,i )

a -

a1 O 
4 x'1 

(1.23) 
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Como las ct i sntisfaccn la ect1ación (1.15n) dc1Je ct1n1r>lirse qt1e
( i)2 ( o a,

1
· ) ( o (

0
1.

i ) = ( 0(a.
i)?. o )a '1x,1 

= 
ai O 

AxA 
ni 

(o,i-)?. 
·• ·• l\xl\ l\xl\ igualando los cle1nentos 

(ai)2 - ·1 2x2 - 2x2· 

Las ai tan1bién dehen satisfacer (1.15b), es decir:

( � 

o) 1 )
'1 X '1 

(1.24)
. . . . 

( o 
0 1

• ) ( o
o: 1 ctJ + o:J o:1. = 

a' O a.i
I\ X ,1 

(01.i ) -1- ( o .
a.

1 

'1 XI\ 

a/ ) ( O n.i ) o (1.i o -
l\xl\ '1xl\ ( aiai -l- a,Í a.i O 

) O o,iai -t- o.ia.i. = O
•1 XI\ de do11dc obtenemos que 

afa/ + a.ia.i = O, ¡>ara i =/= .i. (1.25)
Las ecuaciones (1.24) y (1.25) son satisfechas sim1ilta11eamente l)Or las t-.res rnatrices de Pat1li. 
Ll1ego, una representación !)arl;icular })ara (3 y o/ son las 1r1atrices 
f3 = ( � � ¡ ) , ct

i = ( �i �; ) , 
•1 X •1 I\ X ti 

( 1.26)
donde cada elemento es una 1natriz con dos filas y dos colu1n11as. Esta representación de dimensión 4 es la menor posil)le c¡ne satisface los req11erimientos (ver referencia No 12).

-t Substituyendo I-I y p J)Or los operadores i80 y -i V en la ecuación (1.13) ,escribimos la ec11ación de Dirac r>ara 11na autofunción \]"1 (x): de I-I tenemos 
(i80 + icl.� - f31n.) \ll(x) = O. (1.27)
A conti11uación, damos algunas definiciones con el objeto ele escrihir la ectu:ición(1.27) en forma covariante
,º = (3, ,h = (Ja.1: , (1.28)
multiplicando 1>or (3 el lado izq11ierdo de la ecnac.ión (1.27) encontramos
(if38o + if3a:. v - f321n,) w(:1;) = o,

3 
-> considerando q,1e ¿ a. 1�ah = el. V y hacie11do uso de la ec11ación (1.28) tene1nos:

1.=1 

(i,ºDo + i,
1 81 + i,

2
82 + i,:ia?, - rn,) \JI (X) = o, 

lo cual también se escribe como: 
(1.29)

Esta es la ecuación de Dirac escrita en for1na covariante. 
De las ecuaciones (1.15) y (1.28), las matrices 111 satisfacen las sigtüentes relaciones algel)raicas 
(,º)2 = 1, (1.30a)
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,,'," -l-,",1L=O, ¡1, f 11.

Usando el tensor n1étrico g1''' co11 co1n1>onentcs 

gºº = 1, gii = -1, gl"' = O, ¡1. f 11,

(1.��0b) 

(1.30c) 

poden1os combinar las ect1aciones (1.�30a.), (1.30b) y (1.30c) en una relación 1ínica 
dada ¡)or: 
,,,,11 + ,,,,,, = 2g''''.

Según la ect1ación (1.28) las n1atrices 11' tienen la forma 

,·
º = ( � � 1 ) 1 

'Yi = ( �

(T

; �
i ) . 

�X� �X� 

(J.:32) 

Pt1esto qt1e fJ ;{ c.1:
i 

( ó ,0 y ,i ) son represen Lados ¡>or mntrices (le or(.len 4 X 4, la 
ect1ación (1.29) tiene sentido solamente si escribimos la f11.nción de estado \Ji(x)
como u11a 1natriz colt111111a co11 cuatro co1n1>onentcs 

\J!(x) =

Wo(x) 
'11 1 (x) 
'112(x) 
W3(x) 

1 (1.33) 

por con,reniencia escribiren1os las con11>onentes de \Ti(.r.) como \J, 11(;r;). 

Como las 1natrices ,,t satisfacen las siguie11tes co11dicio11cs de hermiticidad 

,,ot = ,º '

)7 utilizando las ecuaciones (1.31) y (1.:34) J)odc1nos escribir 

1it = 1,it = 1o101it = 1o1o(-,i) = 101i10
1

además si 
,ºt = 1,ºt = ,º,'º,º 1

entonces, éstos resultados ¡>11eden ser combinados para obtener 

,,tt = ,º,'',º . 

Una quinta mat1iz ,ri ant.iconm1.1tante puede ser definida como 

,f = hº, 1 12'11 = ( � � ) , 
la cual, cumple las sigt11e11Les pro1>iedades 

{ ,,, ',5} = o 1 ( 'Yf, ) 2 = 1, ( 'Yf, ) t = 1
5

.

(1.34) 

(1.35) 

(1.36) 

(1.37) 

A continuación, ¡Jodemos deri,,ar la ecuación acljunta de Dirac, si i11troduci1nos
la matriz fila 

\J! t (X) = ( W � (X) , \Y ; (X) , W 2 (:e) , \ll; (X) ) · (1.38) 

Tomando la adjunta hermitiann de la ec11ación (1.29) 

(i,,La,iw(x))t - m.\J",t(x) = O, 

obtenemos
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-i8twt (x) 11't
- rn,\](I (:e) = O,

)' tisando la ecuación (1.35) escrilJiinos lo ant·.erior r.omo: 
i8,, w ·1 ( :i;) 1º1''1º -1- rr,, \Jt 1 ( :i;) = o. (1.39) 

E11 la ec11ación anterior, l1en1os consiclerado el hecl10 C]llC at = a, esta j1111aldacl 
. /1. l b' 

es t1sual en las bibliografias 1>or eje1nr>lo vease la r>ág 29 de la referencia No 1 y

observa111os qt1e esta c11 contradicción co11 la definición de 01)erador hermi ti ano. 

Si 1nulti¡)lican1os el lado derecho de la ecuación (1.39) J)ür 'Yº , ol>tenemos 
i8,Lw1(x)l()IJL -1- 7J"/,\Jf 1 (:i;)I() 

= o, (1.40) 

por con,,e11ie11cia, definiinos la fnnció11 adj11nta ele Dirac co1no: 

W (X) = W t ( .1;) IO = ( W (l (X) , \JI� (X) , - \]f; (X) 1 - \JI; (X) ) . (1.41) 

Entonces la ec11ación (1.40) J>uede ser convenientemente reescrita como: 
i8

1
, \J! (X) 1/t -1- 7Tl, \]¡ ( :i;) = Ü. (1.42) 

Esta es la ec11ación adjunta ele Dirac escrita en for1na covariante. 
:tvlultiplicando el lado izq11ierdo de la ec11ació11 (1.29) por la función adjunta \Ji(x) 
}' mttlti1)licamos por el lado derecho de la ec11ación (1.42) por la ft1nción w(:c) y 
a contint1ación st1mamos 11na con la otra, obtenemos 
\J! ( x )1'' a,, w ( x) -4- a,, \1' ( 1; ),,,, \Jt ( :i;) = o,

esta ect1ación también se ¡)uede reescribir como 
8

1
, \J! (x) ( 11' )\J! (x )=O. (l.42a.) 

De donde definimos el ct1ad1i-,,ector densidacl de corriente eléctrica co1no: 

Utilizando la ecuación (1.43) podemos escril>ir la ecl1ación (l.42n.) en s11 forma 
co,rariante, obteniendose 

8/L'JJL(x) = o.

Esta ecuación expresa la conservació11 de la carga eléctrica . 

1.3 SOLUCIONES DE IJA ECUACION DE DIR.AC PAR.A UNA 

PAR,TICUIJA LIBR.E. 

IJa ecuación (1.29) admite solucio11es en la forn1a. de ondas planas, es decir: 

'1J O (X) 11Jo 

\J!(x) = 
\J!1(x) 7JJ1 c-ip:r. 
\]f 2 (X) 7JJ2 

' 

'1J 3 (X) 1 JJ:i

d d 1 , } . �n ¡· O,,. ->p --'-x· on e os 1n13 son numeros comp e.1os y p.r, = JI' x,,= > .,,o - · ·, ·

Reemplazando la ecuación (l.L14) en la ecuación (1.29) 0Ltenen1os: 

11 
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(i,''8,i - 1n,)o:13 'llJ13e-ir,x = O,

Í (,1')
0

13'llJf3C-ip:r: (-ip1i) - 8ec(-J1tl,'llJ[JC ·ip:r: = O,

[ ( ,,
L
) o/3 P,,. - 8ao1n,] 'llJp = o'

[ ')'�
¡3

JJ0 - ( ,�:)n/3 (JJ¡;) - 8n[J11'1,] HJfJ = O. (1.45)

Usa.11do la re1)resentación de las 1natrices ,'' en la ec11ación (1.45) obtenemos 

si a: = O, (3 = O , 1, 2, 3 

(Po - 1n.) 'llJo - p3'llJ2 - (p, - ip2) u1:� = O,

si a: = 1, (3 = O, 1, 2, 3 

(Po - 1n.) 'lD1 -l- P:{'lJJ;i - (P1 -1- ip2) 1n2 = O,

si a: = 2, (3 = O, 1, 2, 3 

(Po + m.) 'l1J2 - p3'l110 - (p, - ip2) 'lLJ1 = O,

si a: = 3, /3 = O, 1, 2, 3

(po + 1n.) 'lV3 + p3'llJ1 - (p 1 -1- ip2) 'lJJo = O, 

( 1.46a) 

(1.46/J) 

(l.46e) 

(l. l16r1)

entonces las ecuaciones (1.46) constitl1yen tin sistema de cuatro ec11aciones lin
eales )' ]1omogéneas en 'lv13. J:>ara encontrar solt1ciones no-triviales la condición de
existencia de solt1ciones in1r>lica q11e el deter1nil1anl.e de s11s coeficientes debe ser 
cero, es decir: 

Po-m, o 

o Po-m, 
-p3 -(pi - ip2) 

-(p1 + ip2) p3 

-P:i

-(P1 -1- ip2) 
Po -4- 1n.

o 

efectuando los cálculos hallamos: 

-(p1 - ip2) 
P:J 

o 

Po -4- 1n,

¡�2 = (po) 2 

= (p)2+m.2 
=?Po= ±j( p>)2 -1- ·m,2 , 

=Ü ' (1.47) 

(1.48) 

lo cual esta de act1erdo con la relación entre la energia y el n101nent.u1n para 
una particu.la relativista libre. Esperamos c11atro a11tovalores IJrOJJios, 1)orqt1e la 
ecuación (1.29) representa tina ect1ación 1natricial ele dimensión 4, pero sola1nente 
dos de ellos son diferentes. 

A continuación, ,,amos a resolver el sistema de eC-nnc:iones de la ecuación (1.46) 
utilizando 01Jeraciones ele1ne11tales. 

Sea la matriz de Dirac 

(po - rr,,) 

D= 
o 

-p3
-(p 1 -1- i P2)

o 

(Po - 1n,) 

-(p1 - ip2) 

-p3
- (p 1 -1- ip2)

(TJo -1- m.)
o 

-(JJ 1 - ip2) 
P:J 

o 

(Po -1- ·m,) 

) 
(1.49) 

entonces para determinar los u,13 es necesarjo escoger tu1 signo !)ara las e11ergias 
según la ecuación (1.48) . Por lo tanto tendremos dos casos: 

a). Caso p0 = IJ.J+ = j ( p> 

)2 -l- m.2.
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A co11ti11t1ació11, va111os a realizar 01)eruriones elementales en la matriz D. Prilnero 
mult,ipliquemos la fila cuatro por 

( 
1 , luego mull;ipliqnemos esta fila cuatro

[Jo -1- 1n.) 
res11ltante }>Or (-P:t) y h1ego esta fila resultante le sumarnos sirrniltaneamente a 
la fila clos, obtenie11dose 

(Po - 1n.) 
(p1 -1- ip2)p3

(po -1- m,) 
-p3

(P1 + ipz) 
(Po -1- m,)

o 

- (P:1) 'J. -1- (Po) 'J. - 1r1?
(110 -1- rr,,) 

-(p 1 - i P?.) 
P:J 

(Po -1- 1n.)

-(P:1) 
-(p 1 -1- iJJ?.)

(Po -1- 1n.)

o 

-(p, -- ip2) 
o 

o 
) (1.50) 

a.l1ora m11lt.iy>licamos a la fila c,1atro J>or (p 1 - ip2) y h1ego esta fila rcs11ltanLe ]e
s,una1nos sim11lta11ea1nente a la fila 11110 de la 1nat.riz anterior, encontrandose

( 
) CP1 -1- ip2)(JJ 1 - ip2) P:{(P1 - ip2)

Po - 1n. - -p:� O 
(Po -1- rn.) (Po -1· 1r1.)

(r1 -f- ip2)P:� (ro)2 - (p3)2 - m.2

(po -1- 1n,) (Po + 1n.)
-p;¡ -(p1 - ip2) 

(p t -1- ip2) P:1 
(po + rn,) (ro -l- 1n.)

-(pi + ip2) Ü 

(Po -1- 1n.)

o

o 

1

(1.51) 

l 
Seguidamente, multiplicamos la fila tres ¡)or 

( ) 
de la ec11ac:ión (1.51), 

p0 + 1r1. 
l11ego multi¡)licamos esta fila resultante por (¡;3) y s11marr1os sim11ltaneamente
este resultado a la fila uno, obtenie11dose la siguiente 1natriz 

o 

(P1 -f- ip2)p3 
(po + 1n.) 

-p3

(p0 -1- 1n.)
CP1 + ip2) 
(po + 1n,) 

o 

( 2 ( 2 2 
Po) - P:t) - ·m. 

(Po -1- m.) 
-(P1 - ip2) 

(Po -1- rr,,) 
p3 

(Po -1- 1n.)

o o 

- (TJ1 -1- ip2) O

1 O 

O 1 

(1.52) 

al1ora multiplicamos la fila tres 1>or (p 1 -f- ip2) en la ec:11ación (1.52) )' h1ego esta
fila res,tltante le stunamos a la fila dos de la matriz de la ect1ación a11terior,
encontrandose 

CP1 + ip2)P:t
(po + m.) 

o o 

CP1 -f- ip2)P:1 (po)2 - (p)2 -
7
n.2

(ro -1- rn,) (¡Jo - 111.) 
-p3 ·-(JJ1 - ip2)

(po -f- m,) (Po+ m.) 
(p 1 -l- ip2) P:1 

(po -l- m,) (po + rn,)

o o 

-(p 1 -1- ip2) -l- (Pt -1- iJJ2) O 

1 o 

o 1 

Utilizando la relación (p0) 2 = (p 1 )2 -f- (¡,2) 2 -1- (P:l) 2 -1- m,2 reescribilnos los elc1ne11t.os
de la matriz de la ec11ación anterior, de la sigtiientc 1nanera



o o o o 

o o o o 

-p3 -(Pi - iJJ?.) 1 o r'(Po -1- 1n.) (Po -1- rn,) 
= 1 

(1.s:3) , 

(P1 -1- ÍJJ2) JJ�l 
o 1

(po -l- m,) (Po -l- 1r1.)
e11 donde F re1)resenta la matriz qtte resulta de realizar las O}Jeraciones ele1nen
tales . E11to11ccs el sistc1na de ec11aciones corres1)ondie11Les a. la matriz ¡;, es:

o o o o 
1Uo o o o o 'U Jo

1 O F 11)1 -P:l -(p¡ - ip2) 
(Po -1- rn.) (Po -1- 1r1.) 1U2 

Vl¡ 
=Ü 

VJ2 
, 

(1.54) 
'llJ3 (p 1 -1- ip?.) P:1 

(Po -1- rn.) (TJo -1- rn,) O 1 
11J:1 

de donde enco11t.ra1nos las sigltientes relar.iones 
p3 (P1 - ip2) 

1U2= ( ) 1Uo-J- ( ) 101 1Po + m, Po -l- 1n, (1.55a.) 

(P1 -1- ip2) p3 
W3 (p ) 1Uo- ( ) 1U1. 

o -l- 1n. Po + m. (1.55b) 

Debido a qt1e el rango de la matriz ¡;i es 2 y el n{1mero de incognitas es 4, es 
decir, mayor que el rango de la 1natriz D, entonces existe11 infinitas soluciones. 
Por tanto el número de variables libres es 2. Si desigi1amos a las variables libres 
por w0 }' 'UJ1. Ento11ces la sol11ción general del siste1na de ecttaciones en la notación 
,,ect.orial esta representado }JOr el sigllÍente vector col11mna 

1Uo 
11JJ 

1 
o 

o 

1 

p3 
1 

(p1 - ip2) 
7Uo ,- 1lJJ 

(Po + m.) (Po -l- rn.) 
p3 

(Po -1- rn,) cJJo --1- (Pi - ip2) (1.56) 'lfJ 1 •

(po -l- 1n.) 
(P1 + ip2) P.1 ----100 - V}i

(po + m,) (Po + m,) 
(p¡ -1- ip2) P:J 
(JJo -l- rn.) (po -!- m,) 

De las ec11aciones (1.55) y (1.56) encontramos, q11e la ecuación ele Dirac tiene 
dos soluciones linealmente independientes fJara el caso Po = B., = J (p) 2 -1- rn.2
y son: 

1 
o 

:r E-1 ( ) 
1 

( ) _ i(r,;., , ... -f/. ·x') _,,1 (E -rJJ ) c·-i(T�., ,.-· p' .'x')'.i! J . x =
l, + 

P:J e - l • 1 .J.,. ' � ' 

.!J I rr,, 

r i (F1 + ip2)
.!J •1 -1- 1n, 
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\T¡ E+ ( ·)� 2 ;l, - (1.57b) 

donde 'l/,1 (./JJ+, p) y 71,2 (.l�-1 , p) son 1natrices coh1mna con <".uatro com1)onentes 
'j' con,rencio11ah11e11t.e re1)rcse11ta11 los dos estados de esr)in de t1n electrón con 
energia JlJ.1• y momentt1n1 p> .

b) . Caso Po = !� - = - J ( TJ �) 2 -1- rn?.

A co11tinunció11, vamos a realizar o¡)eraciones elen1entales en la 1nat.riz D. Ut.i
liza11do la ecuación (l.'19), n111ltiplicn.mos la fila uno por 1 , enseguida

(Po - rn.) 
multiplica1nos esta fila res1tlta11te por p� y la s11rna1nos simultanea1nente a la fila
tres, obteniendose la sigt1iente 1natriz 

1 o 

o (p51 - 1n,) 

o -(p1 - ip2)
-(p¡ -t- ip2) Pa 

p3 
(¡;0 -

1n.) 
-(p1 -1- íp2)

(p3)2 
- -t- (po -1- rn.)

(Po - rn.)
o 

(Pi - ip2) 
(JJo - rn.) 

JJ:J 
(1.58) JJ3 (P1 - íp2) 

(Po - rn.) 
(po + rn.) 

ahora, mltltir)licamos la fila 11110 ¡)or (p 1 -t- ip2) y h1ego esta fila res11ltant.e le 
sumamos siml1ltaneamente a la fila c11atro de la matriz de la ecnació11 anterior, 
encontrandose 

1 O 

O (p0 - rn.) 

Ü -(pl - ip2) 

(Po - m.) 
-(p¡ -1- ip2)

-(p3)2 
+ (po)2 

- m.2
(po - 1n.) 

-(pi -1- ip2)PJ 
(p0 - 1n.) 

(JJ1 - ip2) 
(po - rn.)

p3 
-p3(p1 - ip2)

(Po - m.) 
- ((p1)2 -l- (p2)2) + (Po)2 - m.2

CPo - m.) 

(1.59) 

Multipliquemos, J)rimero la fila dos por 1 , l11ego m1ilti¡)liql1emos esta fila
(po - m.) 

resultante por (p1 - ip2) y s11mando sim1.tltaneame11te esta fila res11ltante a la fila 
tres de la matriz de la ec11ación (1.59), ol>tenemos 

1 O 

O 1 

o o 

Ü p3 

(Po - 1n,)
(p 1 4- ip2)
(Po - m.) 

?. ?. ( )2 ( )2 2 
(po) , - (p3) · - P 1 - P2 - rr1. 

(Po - m.) 
-(p, + ip2)P:i 

(TJo - rn.) 

15 

(p1 - ip2) ---

(Po - 1n.)
p3 

(Po - rr1.) 
P:I (P.1 - ip2) - JJ:� (P1 - ip2) 

(Po - 1-r1,) 

(po)2 - rn,2 - (p1 )2 - (JJ2)2

(Po - 1,1.) 



Utilizando la relación CPo)2
= (JJ1 )2 -1-(¡,?.)'l. -1-(TJa)2-l-rn? reescril)i1nos los elementos 

de la 1natriz de la ec,1ación anterior, co1no 

1 o
p;J (¡,, - ip2) 

(IJo - 1n,) (Po - 1n,)
(P1 --1- ip2) p3 

o 1
(JJo - 1r1.) (p0 - 1r1,) (1.60) 

o o o o 

-(TJ1 + ip2)1>:J (JJ3) 2Üp3 ( ) (p Po - 1r1, 
0 - m,) 

A co11tinuación, ¡)rete11de1nos 1nostrar qt1e la fila cuatro se p11ede redt1cir a 11na fila
n1tla. Para esto multiplican1os ¡)rimero la fila dos de la ec11ación (1.60) ¡)or (-p:1),
lttego stunando si1nultanea1ne11te esta fila resl1ltante a la fila c11atro, ol)tenernos

1 O 
p3 (p1 - ip2) 

(Po - m,) (Po - m,)

O 1 
(p1 -t- ip2) P:i 
(Po - rn,) (po - 1n,)

_ ,,, 
-. J' (1.61) 

o o 

o o 

o o 

o o 

en donde E re¡)resenta la matriz qlle resalta de realizar las o¡)eraciones elemen
tales . Entonces el sistema de ecuaciones corres¡)ondie11tes a la matriz /� es: 

l., ;,¡ 

1 O 

O 1 

o o 

o o 

p3 (P1 - ip2) 
(Po - 1r1.) (po - 1n,) 
(P1 -f- ip2) P:l 

(po - 1n,) (po - rn,)
o o 

o o 

de donde encontramos las siguientes relaciones 
p3 (P1 - i7J2) 

'l.Do = 
(p 

) 1n2 + ( ) 1113 , 
o - m, Po - 1n. 

(P1 +iTJ2) P:3 
'UJ1 = (. ) 11)2 - ( ) 'lll:{ • 

Po - m, Po - 1n, 

=Ü ' 

(1.62a) 

(1.62b) 

Debido a qt1e el rango de la matriz Jj) es 2 y el n1í1nero ele incognitas es 4, es 
decir, mayor qt1e el rango de la n1atriz D, entonces existe11 infinitas solt1ciones. 
Por t.anto el número de variables libres es 2. Si designamos a las ,,ariables libres 
por w2 y w3• Entonces la sol11ción general del siste1na de ec11aciones e11 la not.ac:ió11 
vectorial esta representado ¡)or el sig1iienLe ,,ector columna 

p3 (p 1 - ip2) JJ:� (P1 - iJJ2) 
'l.LJ2 + 'l1J:l 

( ) (po - 7:1.) (po - m.) Po - -�· (po -:1n.) 
(p 1 -l- 'l,P2) Pa (p 1 -1- ?.JJ2) l'J 

(po - m,) 'ZJJ2 - (Po - m,) 1JJ:� (Po - 7n,) 
'l.V2-I- (po - rn,) 'lU3.

1 O 
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De las ectu:1ciones (1.62) y (l.63) encuntran1os qne la eruación de J)irac tiene dos 
solt1ciones lineah11c11te 111der)endientes 1>ara el caso Po = /�-- = - ( ¡/)2 -1- rn,1 y 
son: 

\T¡ E -( )� 3 X -

,T E- ( ) 
�,1 

X=

1 
¡;, . (¡J¡ - ip2) 
. .J_ - 111, 

1 

¡-, (-JJ:J) !.J_ - rn, 
o 

1 

Int.erpret.amos las n1atrices columna 11.3 (!�-, - p> ) y 11.,i (!�'-, -Ji) como los dos
est.ados de es1)in ql1e re1)rescntan a un electrón r.on energia l�-- y moment.111n -p.

Podemos adoptar 1ma convención de signos diferentes J)ara los pará1netros p de 
modo que se acomode mejor J)ara st1 inter1}retación fisica. Para tal fin, en las 
ecuacio11es (1.6¿1) denota1nos a los })arámetros Pi corno p�. iviatemáticamente las 
soluciones son iguales. 

A continuación hacemos Pi = -pi en cada nno de los términos 
anterior (1.64a) y (1.64b) res¡Jer.tiva1nente, obtenienclose 

-1

E_ - m, 
(p3

)

,TE-() -l ( ) '(!' ( -•)·-•) 
�3 ,r, = ¡-;i Pi -t- ip2 e- 1· .,_ , __ - ri · :r ,

.J_ - 1n, 

también 

1 

o 

-1

E_ - m. (p, - ip2)
-1 

wJ-(x)= , (-p3) ]!J_ - m, 
o 

1 

"(J' { -,) _,) e - i '., - t.- - P . :r. •

de la ec11ación 

(l.G�c) 

(1.64d) 

De las ecuaciones anteriores notamos, c111e factorizando el signo 1nenos de11tro del 
paréntesis de la exponencial, J)odemos reescrioir esta exponencial co1110: 
c-í(JiJ_t -(- p'). x')=ci(J�+'··· p'. i.'), (1.G5a.) 

similarmente, factorizando el signo rnenos dentro ele las n1atrices colu1nna 11.:\ (!�-, -p> ) 
y 11.,, (E_, - p) , ootenemos las siguientes eXJJresiones 
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'U.3 (Ji_, - p)= 

11.,, (J;J_, -p) = 

1 
¡, 

(P:�) �-, -1- 1n.

---(P1 -1- i112) /�., -1- 1n,

1 
o 

1 

E ..¡ (JJ1 - ip2) 
+ - 1n.

1 
--(-¡J3) 
l!J. 1 -1- 1n,

1 

(1.65lJ) 

(1.65c) 

Con1binando los res,1lta<los <le las ec11ar.iones (1.65a.) , (l .65lJ) y (1.65c) ¡>ociemos 
reinterpretar los 11.3 (liJ_, - p}

) y 11.,¡ (1�. , - ¡/), como los dos estaclos de espín
qt1e describen anti-electro11es (posi t.rones) de energia positiva 1� 1 y 1noment,1m

. . -\. 

pos1t1vo p'.

Por convención vamos a t1tilizar e11 lo s11cesi,,o la letra v !Jara representar estos 
estados de es1)i11 escribiendo: 

1 
--- (JJ:!) E. 1. + 1Y1.

1 
E+ -1- 1n,

(P1 + ip2) 

o 

también tenemos 
1 

--- (p1 - 1.p2) 
E++m. 

,T1
E

- ( ) _ l 
( p ) � '1 

X -
f,, 

- :{ 
..1.1 -f- 1n.

1 

en donde 11emos hecho 

u.3 (E-, -p) = V1 (E+, p
>

), 

v.,¡ (E_, -rl) = v2 (Is., , rl). 

(1.670.)

(1.67b)

En esta notación v1 (I!J. 1, 7/) y v2 (/.!J 1 , p) rer>resentan los clos estados ele es1>in
de un ¡)ositrón con energia /JJ.1 y mo1nentum p�. 

Usando: 

-+ -+ 1 2 :s _ ( JJ3 . JJ 1 - i P2 ) , 
CJ • P = (J P 1 -1- (J P2 -1- (

T P:s -
JJ1 -1- 1.p2 -p:s

y escogiendo 

Xi = ( � ) (l spin-up) ,

escribimos 

Xi = ( � ) (J spin-<lown)

18 
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-t -t / _ ( 17a ) -> -> / _ ( P1 - 1.:TJ2 ) cr · JJ X. 1 - I · , cr · P x. 2 -P.t - - 1,JJ2 -pa 
(1.69b) 

R.ee1n¡)laznndo la ec\1nción (1.69) en las ec11aciones (1.57) y (1.66) ol>tenemos:

\TJE+ ( ) _
�l X -

\T¡
E+ ( ) _

�2 X -

T /'};_ ( ) \.i!:l X = 

E_ ( ) W,1 X = 

X1 
1 (----t ->)

E+ + m, (J • JJ X 1

X?. 
1 (----t ----t 

l�-,- -1- 1n, cr . p ) X2

1 (----t ->) 
J"I 

a · P X1 
-� .1. -1- rn,

1 (----t ----t

E_,_ -1- m, a . p ) X2

X2 

e - i,TJ:r. = '>J ( z;, --tp ) e .. i:px 
.., .. ,2 ;.; · t , .., ,

. 
----t . c1.rx = ,,, ( ,,, p ) c1p:r. , l I D · I· ' , '

cipx = ,,,, (E p
>) cipx

, l 2 "-1- , · · · 

(1.70a) 

(1.70b) 

(l.70r:) 

(1.70d) 

Podemos re-escribir las ecuaciones (l.70a.) y (1.70b) en forma compacta si hace
mos wfi (x) = \lf�·I· (x) 

wf+ (x) =
Xr 

1 (-> ----t) 
E + cr · P Xr

I· 7n, 

. ----t .e- ir,
x = 11-r ( {i; 1 , p ) c-ipx, r = 1, 2, (1.71a) 

simjlarmente, podemos re-escribir las ecuaciones (1.70c) y (1.70d) en forma com¡)ac-

ta si l1acemos W��� (x) = '11��2 (x) = \JI��- (x) encontrandose
1 (----t -t ) 1� a · P Xr · > · w;-(x) = E., -1- m, c1PX = 7Jr (!�,, l') c'.PX, r = 1, 2.

Xr 
(1.71b) 

Ortonormalizarnos los estados de espin 7J.r ( /_í) 1 1 p) }' Vr ( J_í) 1 , p) exigiendo q11e 

t (E --t) (E ----t) liJ.,. k V,r ..!,+ 1 p 11,8 .!.J.¡., p = 
m. Ur.'1,

t ( ----t) ( , ----t) E_,_ evr E.,., P v8 !.!.J.¡., P = Or.'I, m, 

r,s=l,2, 

r,s=l,2. 

Utilizando las ec11aciones (1.72) encontramos 

\J!f+(x)=

wf-(x)= 

E+ -1- m, 
21�+ 

E+ -1- 1n.
21�+ 

Xr 
1 (-t ---")cr · p· Xr !�., -� 1n,

1 (-t --4) ]�.,- -1- m. a · P Xr

Xr 

en donde ]os estados de esr>in 71,r (p> ) y Vr (p
> ) estan normalizados. 

(1.72a) 

(1.72b) 

(l.73a.) 

(1.73b) 

UtiHzando la ec11ación (1.730.) va1nos a escribir los estados de es1)in del electrón 
normalizados, de la sigtüente manera 
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13. 1• -1- 1n,
213.1 

Xr 
J. 

(
-> -> 1r1, -1- l.�.¡ (J • TJ ) Xr

,, , 1 . 
.1.1. - - 1 n, 

J2rn.( l�., -1- m.)

1 ( (1�+ -!- rn,)xr ) -> -> 
21n,(I.E+ -\- rn.) CJ • P Xr 

l ( rn. -1- l�. 1.
J2m,( /�.1 -t- m,) el. p> 

reescribimos la ecnació11 anterior como 

Xr 
1 (-) ->) l, (J · JJ Xr rn, -1- .'.1. 1

->->)( ) 
- (J • TJ Xr 
1TI, - IE+ Ü ' 

(--t) . .!.J.¡. - (J . p
1 

[( l, -> -> 
11,r p = -> -> 

J21n,(13+ -!- rn,) ª
· P -1�.,

) + ( rr� r� ) ) 1,, (O) ,

en donde hen1os ]1echo 

11.,(0) = ( xó ) , 
y constitt1ye una 1natriz colu1nna de cuatro com¡>onentes. 

Entonces, t1sando la representación de las 1natrices ,''· escril>imos la ect1ación 

anterior co1no 

(---+) - 1 ( o --t --t 'U,r P - / 'Y E.1. - 'Y. JJ -t- rn,) 11T(O), y 2m,(f�+ + 1n,) 
t1t.ilizando la definición del })rod11cto escalar de dos c11adri-vectores tenemos 

u., (p') =
J 

1 
('y1'p

1
, + m) u,(O), 2m,(E+ + m,)

esto nos pern1ite escribir la ecuació11 anterior e11 tér1ninos de sus cornponen1:es 

es¡)inoriales de la sig11iente 1nanera 

(u, (Pll00 = 
J 

1 , (j¡ + m\,, (11.,(0)),0, (l.74a.)
21n,( m, -J- b. 1 ) 

en donde v.r(O) describe los estados de espin de un electrón en su referencial.

Similarmente, podemos escribir los estados de es¡>in del 1>ositrón normalizados, 
de la siguiente forma 

E+ +m,

2717, 

1 
--- (<7.p) Xr 1n, -1- /� 1 

Xr 
1 ( --t--t ) (J • P Xr 

- J2m(l3+ -1- 1n,) (E-1- -1- 1n,)xr 

J2m,( J.E. 1 + 1n,) 
-1 ( - 1n, -l- /1_¡

1+ 
--;:=========== -> --t 

J2m,(l�., -t- m,) ª · P 

reescribimos la ec11ación anterior como 

1 (-> ->) E Cl · P Xr 
_,, 1_ -l- 1n, 

Xr 
->- � 

- (T • ])

-rn, - IJJ. 1.

Vr (p) = -1 [( E�.-> --/�.:. ¡/ ) -1- ( -� -1� )1 vr(O),
J21n,(J!J.1. + rn,) ª · P - 1_¡_, 

en donde hemos hecho 

ur(O) = ( i, ) , 
y rerJresenta una matriz columna de cuatro co1nponent.es. 
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E11tonces, usando la re¡)resentación de las n1atrices ,'' escribirnos la ecuación 
a11terior corno 

1 
Vr (p) = (-,º /�.¡ -1- -;::r. rt -1- 1n,) Vr (O),

21n.(IE+ -1- 1n.) 

t1tilizando la defi11ición del ¡>roducto escalar de dos cuadri-vectores tenemos 
� 1 

Vr ( P) = / (-,1'p1, -1- 1n,) 11r(O), y 21n.( l�.1 -1- 1n,) 

esto 110s pern1ite escribir la ec11ación anterior en tér1ninos de st.1s cotnponenLes 
espii1oriales de la sigt1iente 1nanera 

(1.74b) 

donde vr(1n., O) describe los estados de espin ele 11n ¡>ositrón en sn referencial.
, -

En la ecuación (1.41) habia1nos definido el cam¡>o r:onjugado como '1!(x) 
wt (x),'º , entonces sus corres1>ondientes estados de espin conj11gados estan definidos 
como: 

- (�) - t(�) ,
O 

'll,r P = 'll.r P I , (1.74c) 

los cuales cum¡>le las sig1lientes J>ropiedades 

'U.r(p)v.3(p) = c5rs, Vr(p)fi,c¡(p) = -c5rH, 11-r(p)v.'l( p�) = O. 

Tomando la adjunta he1mitiana a ambos miembros de la ecnar:ión (1.740.) encon
tramos que 

( u.� Ot)) º" = 
J 

1 , ( 11.)(0) )°" ( ( j¡ + m),,0 ) 1 ,
2m( m, + J�.1 ) 

de donde obtenemos 

( 11) (Ji))º" = 
J l , ( 1L; (O) )o,, ( (,1•1 )a,,p1, -/- Óa,,m) .

21n,(m, -1- ,�. 1 ) 

Usando la ec11ación (1.300.) escribimos la ecnación anterior como: 

( 1t) (Ji))º" = 

J 

l 
, ( 11.;( O) )c1a (,º)a A(,") >a ( (1'''1 )anP,, + Óac, m.) , 

2rn.( 1r1. -1- l!J . 1.) 
ordenando con,,enienLemenLe estos términos tenemos 

( v.t (p)) =
l 

( 'lJ.t (O) )CkT (,º )a,\ ( (,º)>.a ( ,,,t )anP¡t .:i- ( 1°
) -\a c5a<t1n.) , 

r 
Oa- J21n( m, -1- E. 1 ) 

acontinuación, mliltir>licamos r>or (,º)n/3 ambos 1niembros de la ec11ac:ión anterior

para poder construir los estados conj11gados de espi11 clel electrón

( 11.t (p)) 00 ( 1
º)0¡3 = 

l
, ( 11,t (O) )oa (,º)u>. { ( ,0

) ,\a ( 111 t )an ( ,0
)ec¡3P¡t-l-

J21n,( m, -1- /�·I·)

( ,
0

) -\aÓua( 1
°

)a(3m,}, 

usando las ecuaciones (1.35) y (1.74c) en la ecuación nnterior hallan1os
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(v.r( P�))o� = -;==
=

1
== (u (O)) ( 1J I r,-,) ,, 2 . ( 1 f, ) ·r O>. 11 • - - , >.(-J ' 

717, 777, - - � I 
(1.74d) 

en donde 'U·r(1n., O) describe los estaclos conjngaclos de es1)in de un electrón en sn
referencial. 

Si1nilarn1c11te, to1na11do la adjunta her1ni Liana a a1nbos mieml)ros de la ecuación 
(l. 7 4ú) obtene1nos 

( v;(p') )0 = 

J 

1 
(11/(ü)) ( (rn.- jJ) ) t ,

0 27n,( 1TI, -1- 1� ¡ ) Oa na 

de do11de te11en1os 
_. 1 

( v; ( p ) ) Oc, = Jz ( /' ) 
(11/(ü) )On (,5.,,,n. - ( T¡tf )an]J¡,) .

1n. 1n, -1- �-, 

Usando la ec11ación (l.30a.) escribi1nos ln ec11ación anterior como: 

(v/ (p')) Oc, = Jzm.(?�. + E.,.) (v/(0) )On ('y
º)a.l ('yº),a ( Óa<> m. - ( ,,,·I )ar:rP¡t) ,

ordenando con,,enientemente estos tér1ninos obte11e1nos 
_. 1 

(v; ( p'))00 
= 

Jzm.(m.+ [�.,.) (v;{ü))
00 

('y
0
)a>. (hº),.8.,,m. - (,0),\a(,1d)anP1,.),

aco11tint1ación, si mulLiJ)licamos J)Or ( ,º
)011 ambos miembros de la ecuación ante

rior e11contra1nos los estados conj11gados de es1)in del J)ositrón 

( v;(p')) º" ('y
º),,¡¡ =

J
' 

( 
l ,' (11/ (O)) na ('y

º)n ,I{ ( 1º) >.n Óan ('y0),,f!m-
2m. 111. -1- l.1. 1 ) • 

(··y
º
) ,\q ( 1"111 )ao ( ,0

) of3P¡,}
usando las ecl.1aciones (1.35) y (1.74c) en la ec11ación anterior hallarnos 

1 
(vr(Ji))0¡¡ = J 

, (fir(0))0,. (m.- jJ),\fJ. (:1 .7Llc)
2rn.(m. -1- /� 1) 

en donde Vr(1n., O) describe los estados conjugados de esJ)in de 1111 J)Ositrón en s11
referencial. 

Los resultados de la ecuación (1.74), los va1nos a utilizar en el J\¡)éndice 11\. 

1.4 LA SEGUNDA CUANTIZA.CION J)ETJ CA1\1PO DE DIR.AC. 

L,os hechos ex¡)erimentales de1n11estrnn que el número de 1)arLic11lns en un pro-
, , 

ceso fisico a altas energias no es constante ya que ellas l)tteden ser r.readas y 

aniquiladas. La representación de la ec11ación de Dirac en 1)ri1nera ct1antización 
no es adecuada. Por eso es mas conveniente 11sar otra representación lla1nacla

Representación ele Fock o Número de Ocu¡)ar.ión (Segunda Cnant-.ización), ver

referencias No 3 4 6 7 y 8. En dicha reJ)resentación introd1.1cirnos éste r.an1¡)0 
' , , . 

dentro de un recinto c{11Jico de lado TJ y de vohunen V (un reticnlado). A con-

tinuación, imponemos condiciones de periodicidad en las ¡)aredes del cubo de tal
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1nodo que el 111on1ent,1m lineal p ahora to,na valores cliscrctos. Es clecir, asumin1os solt1cio11es periódicas en cada I>ltnto del espar.io-tie1111)0. Por lo tanto u.na expn11sión ge11eral en tér1ninos de ondas 1>lnnas de ,u1a soh1ción de la ecnación de Dirac IJara tina ¡)artic,1la libre es: 
m, . 

� . 
t· . 

\ / • - , ·-> -· 1.px � ,1.p:r: 2 ( ) � r (:z,) - � � V Ep• [cr,,, 11.r( p )e + d
r,-¡,•11r( p )e ] , 

t1st1almente '11(:i;) se escril>e como: \l!(x) = \])(+)(:i;) -1- \J,C-)(.T,), en do11de
2 ( 7n ) � 

w<+) (x) = � � ' 
(' --· ?(. (-'p· )r,- i¡r.r:· L.- L.- l/ r¡,_, 'r, p r , 1 

r= J ¡i' ' t.'.I T1 

representa la !)arte de frecuencia ¡>ositiva y 
2 ( 1·n )� 

( ) 
' 

t _, . 

'11 - (X) = L L 11 E·-• clr, 71, Vr ( p· )cip:r.,
r= 1 p' -' P 

representa la l)arte de frecnencia negativa del operaclor w(x). 

(1.75a) 

(1.75b) 

(1.75c) 

De la ect1ación (1.75a) notamos q11e la primera sumatoria en r representa la suma los estados posibles de espin, mientras q11e la segt1nda sumatoria simboliza la stuna sobre todas las direcciones f)OsilJles de p permitidos r>or las condiciones de contorno ¡)eriódicas siendo 11 el voh1men del reticl1lado. Ade1nás r>or convenienr.ia l1e1nos denotado I?+ = f;; p'.

Según la ect1ación (1.41) el campo conjt1gado esta definido como w(x) - w t (.r,),0

y además los espinares conj,1gados estan dados por la ecuación (1.74c): 

V,r(P) = v.!(P),0 , Vr(P) = 11;(p)1·º , 
entonces, llna ex1)ansión general del ca1npo conjugado de Dirac W (x) es: 

- - -( +) 
-( ... ) ( usualmente \Jl(x) se escribe como: \Jf (1;) = W (.r,) + \JI 1;): en donde

2 ( ) !
-(+)( � � m, _ (->) ,.. ir:i:'Y x) = L.- L.- I 

1
,_. dr,·1/Vr p C , 

r=l p' 1 ° P 

representa la parte de frect1encia positiva y 
-(-) 

L

2 

L 
( m, ) � t - (--t) ipx

'Y (x) = e -•'ll,r p e , 
1í E-• 

r, ]J 
r=l pt -' P

representa la ¡)arte de frect1encia negativa clel o¡)erador \Jl(x). 

(l.76a.) 

(1.76b) 

(1.76c) 

Las interpretaciones solJrc las ,,aria bles r, 11 y T� fi' de la ec11ar1ón ( 1.76) so11 similares a las hechas en la ecl1ación ( l .75). 
C11ando L crece indefinidamente ( L -� oo) tene1nos la sigtlicnte relación ,1s1u1l(Ver referencia No 10 ¡>ág 92:3): 



00 1 1 
! 1=�-> V�_, (21r)" �"" (. P. (1. 77)

E11 la Re¡)resentación de Segunda C,1anl'.izar.ión los coeficientes de las ex¡Jansio11es Cr,p',ct,r•,dr,p',d:,-¡i' 110 son nlÍn1eros ordinarios, sino son inter1)retadosco1no operadores. Los coeficientes Cr, ·p• y dr,p' se interr>retan como or>eradores dea11iqttilació11 de electrones y l)ositrones res1)ectiva1ne11te. En cn.1nlJio, el operadore� p' se interpreta como el or>erador creación de electrones e internretamos a dt ---• , · .t' · r, 71 co1no el operador creación de JJosi trones.
Debido a ql1e los OJ)eradores Cr,r', e:. 'fi', (lr,r', r1t, p' obedecen la Estadistica de
Fer1ni-Dirar. (ver rcferencins No 15 y 17), entonc:es ellas satisfacen las sig11ientes
reglas de ct1a11tización:
{Cr, ¡>', C t -¡} = {<lr, ·1,• , <lt -¡ } = 8r.'!Ó __ , - ¡,

s, r s, p P r 

{Cr, r' , e --¡} = {e! -
1
;>, e i ¡ } = {<lr, ¡1' , d · I} = O,

.'!, P ' ,.,, r 
,'l, r 

{d:·-
P
,,di -r} = {cr p',d -,} = {cr -

p•,<lt -,} = O,, s,p ' s,p ' s,p 

{et n', d �} = {c!-
1i

', dt -1} = O.
,,. s,p , s,p 

(1.78a) 

(1.78h) 

(1.78c) 

(1.78d) 

Definimos los operadores herrnitianos Nt'1mero ele Oc1 1rJació11 de electrones N;- y
Nt'1mero de Oct1pación de J)ositrones JV;' en el estado r (Ver A¡Jéndice lB) romo:

�

]\TP = <i' d _, r - 'r, ·:¡,• •r, TJ • 

En el Apéndice lB, interpretamos el estado vacio con10 el estado en el ct1al no
existen ni electrones ni positrones y se le define co1no:
Cr, r· IO) = dr,p_, IO) = O, 
En el Apéndice lB }1en1os n1ostrado que los or>eradores cr.p', c:.r-1, dr,·;j',
satisfacen las sigtlientes relaciones (además ver referencias No 2 y 10):

Cr, p I nr) = 77.r 1 1 - 77-r) 1 

e�, p 1 77,r) = ( 1 - 11,r) 1 1 - 71,r) ,

dr, p' j nr) = 77,r 1 1 - 77,r) ,

d!, p 1 71,r) = ( 1 - 71,r) l 1 - 71,r) · (1.79) 
Estas relaciones mt1estran q,1e el o¡Jerador Cr,·p' ( ó dr, p') disminnyen el n,ímcrode electrones ( ó positrones) 1>resentes en un estado r, en una tmidad y ¡Jor esoes llamado operador de aniq,iilación de un electrón ( ó positrón). Enr.ambio el
operador e! rl (ó d� -·) aumenta el n1ímcro de electrones (ó IJositrones) J)resentes

,T ,p 

d ., d 1 , en un es Lado r, en 11no; por eso es lla1nado 01>erador e crcac1on e 11n e ecLron
( ó positrón) . 
Usando las ect1aciones (1.75), (1.7G) y las relaciones de anticonmutación de la
ecuación (1.78) encontraremos las relaciones de anticonm,1tación q11e satisfacen
las componentes \J!0 (x) y -Y'f3 (:i;) de los o¡)eradores \J!(:1;) y \Jí(x) e11 difere11tes
puntos x y x', ol)teniendo las siguientes IJosil)ilidades
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a. - { \"[! �I ) ( :¡;) ' \lJ l;' ) ( :r,') } = { \"[! �� 1 ) (X) ' \TI j1. ) ( :r:') } = { \J! �r- ) ( :r;) , \J! � I· ) ( :r;') } =
{,T¡(-)(,.•) \TI(···)( ')} _ ()�: n .,, ' '.I: {-J X - , (1.80) 

b.-{ ,¡-,�,\a,), \Ji�' \a,')} = { '1"<;' \r. ), ,r,;;· > (x')} = {'11t > (x ), wi/ \r:')} =

{ w'.;\a,), '1"1� \a;')}= o, (1.81) 

c.-{ ,¡-,�1>(x), \Ji� 1 )(x')} = { q,¡,->(1:), q,b-)(x')} = O, (1.82) 

d.- {\lla:(x), \l(e(:r;')} = { \Ji�' >(x) -1- \J!�;->(:r:), \J!�l-)(:1;') -!- \J1�--)(:r:')} = { \J!�r' >(:r:), '11¡/ >(;,:') }-1-

{ \JI�,-) ( :,; ) ' \ll � - ) ( x') } -l- { \JI�- ) (X) 1 \ll � 1 ) ( :,;
1 ) } -1- { \J! � - ) ( :,; ) ' \JI }1- ) ( x') } ' 

haciendo nso de los res11ltaclos <le la er.uac:ión (1.80) obtenemos
{ \ll O ( :r:) , \ll 13 ( x' ) } = O.

Similarmente si calct1lamos el a11ticonm11tador
e.- { \Ji O (.r.), \Ji J3 (.,;')} = {'11 �1 \a;) + q, � \ 1;), q,¡¡ ' \i;') -1- \Ji b · \,;')} = 

(1.83) 

{ \Ji�+) (x ), \Ji�1 \x') }+ { \Ji�1 \x ), \Ji� \r:') }+ { ,¡,� \x), ,11�' \x')} + { \Ji� > (x), w;; l (1:1)} , 
utilizando los resultados de la ect1ación (1.81) hallamos

{ \ÍI c:t (X) , \JI {1 ( x') } = Ü. (1.84) 

Un anticon1nutador qt1e nos será de titilidad 1nas adelante es:
f.- { \]i o(X), \Ji ¡3(x')} = { '1"1�

1 >(x) -1- lJtr) (x), ll'�
1 

\1:
1

) -1- \Ji�-) (x')} = { \Ji\,' >(x), \Ji�
1 \r.')} -!-

{ \Ji�' > ( x), \Ji�-> ( x')} + { \Ji� > (:r.), \Ji�'\ a,')} -1- { \Ji� > ( x), wb-\r.')} , 

emJ)leando los resultaclos de la er.t1ación (1.82)
1 

encontramos q11e sola1nent.e dos
anticonmutadores del lado derecho son diferentes de cero, es decir:
{ \Ji O (X) , \Ji f3 ( X 1

) } = {\Ji�\ ) ( J;) , \JI�- \ X1 ) } -!- { \]ir) (X) , \Ji �I \ X1 ) } • ( l. 85)

A contint1ación, determinamos el valor del priiner a11t.iconm11tador del lado dere
cho de la ect1ación (1.85)

{ \]i�+) (X), \JI�-) ( J;1)} = \JI�; ) ( J:) \]i �- \ J:1) -1- \Ji�-\ 1;') \]i� I )(X) = 

� ( m, ) ! (->) -- ipx � 1n, 2 ('.Í --t"l.,ur�(
--}

p
l )cip'x' _I

_ 

L- VE-· Cr,-¡-J'1l.rrt p e . L- l//1'- 's,p ( .,,..., - .,

- .J p -··¡ ' J ¡r,p s,p r 

-, !I, p 

m, 
11E-, 

p 

! 
( ) � 

--} • 1 I 1n, --} - i et "J ( ,,.1 ) c1.p :r. ¿ e --, v. ( p ) e .p:r. -¡ 1 'H/3 1' ,/], 
r, ¡, rrz , 

9p 
,_, 

• ' ··-• J 71 r, p 
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J 

factoriza11do lns sun1ntorin.s, los t.érrninos ( "�;-.,,.) 
2 

y orclcnando convenientemente 
-> 

t 
(--t) - ( , ) Cr, p•, e ·-J, 'U.ra: p , 11 . ..,13 ]J e11co11Lrarr1os

!1,p 

rr,. 

,1 ]�-,
p 

2 ({ . t }) (->)- (i) -·í(px--p':1:1 ) 
Cr, ·y,• , C -¡ 11-ra p 'lJ,8[-J p C , 

.'J' 71 

1.1sando la ecunción (1.78a) y escribiendo se¡>araclament.e las sumatorias soLrc p 

( J) y sobre 1· ( s) , obtenemos

{ \Ji�1 >(x ), \Ji�-) (x')} 
= � L,p p 

2 -" 

L 11-rn ( P) 7/ .. 9/3 ( ]Ji ) 
r,.'1=1 

y usando el l1echo q11e 

1Tl, 1n. 

,1 l!J--·· ,1 ]� ·¡
p p 

'( 
1 ') 

e .. 1. p:r.. - p :r. '

l
2

2 2 --t 2 � 

¿ ¿ Órs'll-rec( p�)11 .. 'l{J( p') = L 71,ra(r?)'U-rfj( p'' ), 
r=ls=l r=l 

similarmente, considerando q1.1e 

1 

E-·E-1
p 

p 

reemplazando éstos res11ltados en la ecuación (1.86) olJtenemos 

{w�I-) (x), \JI�-) (x')} = L ( ,1; _,) t ( 11-ra (P )11-r13(p)) c-·ip(:r.-:r.'),
p' ...1 11 r:- 1 

(1.86) 

substit1.1:yendo las ecuaciones (1.77) y (111.5) ('\Ter Apéndice 11\) encont.ra1nos
(X) 

·� --t 

{w(+)(x) q,<-)(x')} = m,. ! d· p ( ,/J-t-1n.) c-ip(:r.--:r.') (1.87) 
o l {3 (21r rl �00 2rn.l!J-¡/ ¡fa rcf'J ' 

si escribimos ( jJ + 1n.) a/3 c-ip(:r.-:r.') como:

(f1+ m)a{3e-ip(:r.-x') = ("'f'')a{3P,,C-í71(x-:r.') -t- c5nf31n,C-ip(x-:r.') =

(í,'L)o/3 (-íp,,e-ip(x-x')) + <5n[J1n,e-ip(x-:r') = (i,·''')n/3 <J,,C-ip(x-x') -t" 8u131n,c-ip(x-:1,')

=(irv/La +m) C-ip(:r.-x') ' / Jt ' o:{3 , 

y s1.1bstituyendo la ecuación (1.88) en la ec11ac:ión (1.87) obtenemos

. 00 3-t 
{w(+)('c) q,<-)(':r')} =

1 ! d p (i,118 -t-1n.) c-ip(:r.-:r.') =
a . , {3 • , 

(21r)ª ..'..oo 2J!J-¡; JL n/3 

(i11'81i + m,)
n
/3

O() :1-t 
1 ! d 11 c-i1,(x-x')

'i , _,, 
. 

(21r )' _-_
00 

20 p'

26 

(1.88) 



La ecuació11 a11t;erior tan1bién se l)ttede escribir como 

{ llt�1l(x), \[,�-\a:')}= i (i'Y''i'i,,+m)"p 

do11de definiendo la sig11ie11te f1111ción, 

. 00 d'\--+ ( 1 ) ( ) -1, 
f 

,' J) • ( ¡ 

!::::. .. :i;-a;' = (21r )3 . 2/íJr· c-1.p x-x ) '
-()() 

• (X) 
., > 

-1. f rl'.,p . . , 
--. e- ip(.r:-:r. )
( 27í )'1 • 2 /�-;,· ., 

-· ()()

pode1nos escribir la ecnac.ió11 (1.89) de la siguiente 1nanera 

{,T1 (+)( ·) ,T1 (-)( ')}- "( º ¡,!1 -•) A(f)( ') -c,CI)( ') 
'1: 0 :,, , ':I: (3 X = 1. 1., <11, -,- rn, erfl u ;r,-:r; = 7-,�n/3 :r;-.1; .

(1.89) 

(1.89a) 

(1.90) 

Donde l1emos definido la f11nc.ión ,<;i1)(x - :i;')= (i,''8
1, -t- 1n,)n/-J f::::.(1 >(x - x').

Al1ora, ,,a1nos a deter1nii1ar el valor del seg1u1do anticon1n1.1tador del lado derecho de 

la ec11ación (1.85) apartir de:

{ w�-) (.1:)' llt�+ \1:1)} = w�-) (:r,) '1t �/ ) ( x') + \])�1 >ex')\])� ) (.1:) = 

l 

� ( m, ) °2 dt -,V (--tp )(/rx �0 1/E_, r, p rO: ., 0 
_, 

.:J p -¡ r, p .'!' p 

1T1, 

11 /!J·-¡ 
p 

.!. 
2 

I: 
m.

-:t 11 E-; 
.'l,p p 

! ( ) 1 
--t . , , '""' 1n. --t . 

d --¡11sf3( p' )c-zp x � (f.t ·--•Vrn:( p )c1.px'
s, P L..; 11 r;,1 -·• 

r, P 
_, /' 1' 

r, p 

factorizando las smnat.orias, los términos ( i:;;_,,) � y ordenando convenientemente dJ, p•,

--t 

d
81

-¡;t, Vro: (P), Vsf3(p') encontramos q11e

( ) -(+) 
?TI. 

( ) �

{'11 o:- (x), '11 /3 (x')}= L L 11 J?-
_, -¡ ...J¡,' r, p s, p 

m. 
11 JE-1 

p 

usando la ecuación ( l. 78a.) y escribiendo separad amen t:e las sumatorias sobre ¡i' ( rÍ) 
y sobre r ( s) obtenemos lo sig11iente 

rr,. { W �-) ( x)' '11 �,-) ( x') } = L __ , L
, 11 E fl 111�-t

p 1' p 

2 -), 

L Vro:(P)7J.'1{3( ¡/) Ci(px-p'x'),
r,t1=l 

11sando el }1echo q11e 

1 
;_¿ 

2 ?. -> ?. -> 

¿¿ór.'!Vro( p
>
)V,qf-J(p') = LVrO'.(p)vr13(p' ), 

r=ls=l r=l 

similarmente, considerando c1ue 
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¿ ¿ t ( p _\, ) ! Ó p; / Vrc, ( P)vrµ ( r/ )ei(vx-p' x') = : ¿ t Vrc, ( p )vr/3 ( p") eip(x-x').
_. -1 r-1 · ,;,¡ P .:Jp' l.!.J-, -P p -

P p' r=1 

y substitti)rendo éstos res11ltados en la ecuación (1.91), obtenemos
{ w�-) (x), \li�

1

>(x')} = � ( 11;_,) t (vro(P)Vr11(P)) eip(x
-x'),

p P r=l 
reemplazando las ecuaciones (1.77) y (lA.8) (Ver Apéndice lA) en la ec11ación anterior,
encontramos

} -1 00 d3-t {w<->(x) w+>(x') = ¡ p (m.- "
J) cip(x-:r.1)

o: ' /3 (21r)3 
. 2E p• A' o:fJ ,, ' (1.92) 
-oo

si escribimos ( m.- j,) 6 ci¡,(x-:r.,) como:
O:, 

(m- "') ci¡>(x-:r.1) _ {J 1ncip(x-x1 ) _ (,vil) p cip(x-x') _ � 1neip(x-x
1) _ (-irvfL) X ' A' o:{3 - o/3 · 1 cx{3 ¡1. - <Ja/3 ',, ' 1 a/3 

(iP¡teip(X-X
I
)) = Óo:131n,Cip(x-:X/) -t- (i,fl)Cl{j a/LCÍp(x-�1/) = (i,JL8/L -t- 1n,)0:/3 C

Í7>(X-X
I
) 1 

, y substituimos la ecuación (1.93) en la ecuación (1.92) obtenemos
00 13-+ {w<->(x) w(-l·)(x')} = -l. I ( p (i,'Lª + m.) eip(x-:x:1 ) =o: ' f3 (21r).1 _:_oo 2E p' 

/l a/3 

00 d3-+ (Í1'''8 + m.) -1 j P cip(x-x') Jt 
cr/3 (21r)3 -oo 2E p'

, 

{ w�-l(x), �+

\z:1)} = i (h''8,, + m.)0¡3
donde definiendo la siguiente función,

• 00 d3-+ 
.6 (-) (x - x') = i 'i f p cip(x-:r.,),

(21r)" _:
00 

2E¡t 

podemos escribir la ecuación (1.94) corno
{ w�-l(x), �1 )(x')} = i (i1''8,, + m.)

013 
L',<-l(x - x') = iS�13)(x - x').

Donde hemos definido
S�13

>(x - x')= (i,''8
1
, + m.)

0
/3 ,6<->(x - x').

A continuación definimos la función
S013(x - x') = si�>(x - x')+S�1} (x - x'),
la cual se expresa mediante la funció11,
.6(x - x') = 6(-l·)(x - x')+6<-)(x - .r,'),

de la siguiente manera
S013(x - x') = (í,'L8,1. + 1n.)o:f3 

.6(x - x'). 
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(1.94a) 

(1.95)
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Finalment;e, sustitt1yendo los resultados de las ec11aciones (l.90) y (1.95) en la
ecuación (1.85) encontra1nos: 

{�t1
0

(x),'1'13 (.1;')} =iSafJ (x-.1;'). (1.96) 

L . t . d 1 f . c.,(+> ( ') (-) ( a 1mpor;anc1a e as ·lu1c1ones,.J
n
/3 x-x ,S

nfJ 
x-x')yS\>=/3(.r,-x')lo veremos

ct1ando efectt1emos la int;erpretación fisica del 1>ropagador de Feynman para el 
fern1ión. 

A contb111ación 1 va1nos a efectl1ar el esLl1dio del Campo Electro1nagnético. 

1.5 CAI\1PO EJJJ�CTR.Ol\11AGNETICO Cl�A.SICO. 

Comenzaremos esta sección desarrollando nna form1llación covariante del Cam1)0 
-)-

Electron1agnét.ico (CEJ\1). Este campo es descrit.o por los camr>os eléctrico l� (.r,) 

y magnético .lJ (x), los cl1ales son derivados desde 11n c11adri-1Jotencial J1.1 '·(x) =

(11° ( x) , A ( x)) si defi11imos:
� � ----t -> � � 

B (x) = V x A (x), E (x) = -"\! Aº (x) - 80 A. (:e). (1.97) 

En tma formt1lación co,,arinnte las c11atro componentes de ;VL (x) son tratados en 
forma equi,ralent.e. 

----t ----t 

Uniendo las componentes de los caJn¡>os eléctrico y magnético L'iJ (x) y 13 (x) for-
mamos un tensor antisimétrico FI'" (x) c11yas comr>onentes son ig11ales a J?il.: (x) =
f.ik1J31 (x), F° 1• (:r;) = JJ;k (x), en donde cil,l es un tensor llnit.ario ansimétrico :,'
p1tv (.r,) es el llamado tensor del CEivI, el Cllal se define como: 

JI� o 1 2 3 /J, .l. 

o JJ;l E2 E3 o 

-E1 o ¡-3:\ -]]2 1 
(1.98) 

-E2 -13;.\ o n1 2· 
FJlll (x) = 

-E3 ¡32 -B1 o 3

Empleando FJll' (x) y la cuadri-corrient.e eléctrica .111(x) = (p(x), .i· (x)), podeinos 
expresar en forma covariante el l)rimer y segu11do par de ect1acio11es de IvlaX'vell 

811
FJLv (x) = .11'(;c), 

a>-FJLV ( x) + 811 F''). ( x) -t- 8'' J/AJI (x) = o.

(1.99) 

(1.100) 

Derivando ambos miembros de la ecuación (1.99) con respecto a 8,, encontramos: 

(l.101) 

esta ecl1ación expresa la conservación ele la c11aclri-corriente eléctrica. 

Las componentes del tensor de camr>o electro1nagnético !"1"' (x) I>l1eden ser ex

¡Jresadas en términos del cuadri-1)otencial A1' ( x) de la siguiente ma11era:

FJL II (x) = 811 A1L(x)-811 A"(.r,). (1.102) 

Además si derivamos ambos 1nie1nbros de la ec11ación (1.102) respecto a 811 y' 
consideramos la ecuación (1.99) olJtendremos lo si611Iiente: 

DvFJLV (x) = D,,8" Al'(x)-D,,8'1 A11(x) = DA1L(:c)-o''o,,J1"(.r,) = .l''(x). (1.103) 
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Esta ecl1ació11 co11stitt1ye llD siste1T1a de cuatro ec11aciones aco1)ladas e11 derivadas 
parciales de seg11nclo orclen entre las con11)onentes ele 11'1 (:r:). 
El Ct1adri-pote11cial 111' (:·,;) cletern1ina 11nivocamente el CENI. Sin embargo, a 11n 
mismo cam¡)o [i'I''' (.r,) ¡)11ede corrcJ)onderlc diferentes cuadri-J>otenciales, es dcc:ir, 
el ct1adri-¡)ote11cial A11 ( :,; ) no esta 11nivocamente deter1ninado, J)Ues es ¡>osi l>le
adicionar a .111' (:i;) el ct1adri-gradiante ele alg1u1a f1mción esc:alar haciendo q11e el 
cam1)0 F1"' (1;) no se altere, es decir, las ecuaciones de Max,vcll dadas por las 
ec11aciones (1.99) y (1.100) so11 in,,ariantes bajo la sig11iente transformación 

11''(x)-) 11'1'(x) = 1V'(x)-1-D11 .((:c), (1..104) 

en donde .f (:1;) es una f11nción escalar arbitraria. Tal transformación es llamada 
t1na Transfor1nación de Gauge. Por lo tanto, r>ara al611Ín carrl]JO dado /í'1'" (x) 
exit;e11 1nt1cl1os potenciales q11e difieren 11no del otro por ln1a Tranformación de 
Gat1ge. 

La ecuaciones de 1vlax,vell dadas J)Or la ecuación (1.99) 1)11eden ser derivadas 
desde la sig11iente densidad lagrangiana (ella no es 11nica): 

í! (x) = - � F/Lll(x )fí'I'" (x )- ,JIL (:1: )11,, (x) . (1.105) 

Si cada una de las ct1atro com¡)onent.es de A11 (x) es consiclerada co1no un grado 
de libertad inde¡)endiente, entonces, podemos constr1iir el momento con.ingaclo 
7rl' ( x) de A'' ( :,; ) a ¡)arti r de f ( :,; ) , si de fin irnos 

1r'1 (x) = 8f. (x) /8(80A 1,(:r:))=-l",'º(x), (1.106) 

si ¡1, = O en la ec11ación a11terior, obtene1nos 

1r0(x)= 8í!/8(8oAo(x)) = O, 

si ¡1, = k entonces 

1r1;(x) = 8f/8(8011,;(x)) = l:J1
·: 1

(1.107) 

esto nos permite ver que la })rincir)al dificultad de considerar el lagra1;giano ante
rior esta en qt1e el momentum conjugado de Aº (x) es nulo. En la Teoria Cl1ántica, 
Aº(x) y 1rº(x) llegan a ser operadores que satisfacen ciertas relaciones de con
mutación y debido a que 1rº (:r;) es cero, J)rodt1ce dificttltades para la cuantización 
del CEiv1. 

Una densidad lagrangiano. a¡)rOJ)iada ¡)ara la c11antizació11 del CE�1I, Íl1e prin1ero

propuesta f)Or Enrico Fermi, en 1930 (,,cr referencia No 16) Y es:

í!(x) = -�81,A,,.(x)8 11 A''(x)-.l''·(x)A1, (:e). (1.108) 

Vamos a escribir esto. ecuación J)Or conveniencia de la sig1liente 111a11era 

R (x) = -�8'YA0(.r,)80A13(x)gº'Y.9¡3n _ .711(:r,)A,, (x). (l.108a.) 

Utilizando la ect1ación anterior y las ect1aciones de Enler-IJagrange 

ae (x) /8A,L (x) - 81, (8f (.r,) /8 [811A,1(:1:)]) = o,

obtenemos 

- .JI' ( x) + � ( ó�ót 8,,Afl ( x) + ó� /i�B,,Ao ( :r.)) g'''>gilº = O,



introdt1ciendo las con1¡>011entes g01 y gf3° dc11tro ele los J>aréntesis ele la ec11ación 
::111t;erior, ]1alla1nos 

a -,JJL(x) + ;' (ó�8ga111°(:i:)-1- c5�c5�8ªAf3(x)) = o, 

de la ec1u1ción rn1terior e11contramos lo siguiente 

8,,8" ;11' ( :z;) = JI' (X),

la cual tan1bié11 se escribe como 

D111'(x)=J1'(:c). (1.109) 

Est-.n ec11nción m11estra qne el cnaclri-pot-.encial A''(x) satisface 11na ec11ac:ión de
011da inl101nogénea. 

Los campos co11jt1gados 1r'' (.1;) 1>11eden ser obtenidos a¡>artir de la ec11ación (1.108)

1r
1'(x) = ae/8(8011,,(x)) = -DoA'L(x), (1.110) 

el cual no es 11ulo y J)uede ser e1npleado para la c11a11tización del CEivI. 

La ect1ación (1.109) será eqliivalente a la ecuación (1.103) si el c11adri-1>otencial 
1-1'' (x) satisface la condición s11bsidiaria de I.Jorcntz o también llamado Ga11ge de 
Lorentz, esto es: 

(1.111) 

su imposició11 representa 11na restrinción a la elección del Gauge y es 11na conse
cuencia de la no-tmicidad del ct1adri-potencial ;V' (.1;). 
De las ecuaciones (1.103) o (1.109) notamos q11e las corr1ponentes del cuadri
potencial A1'(x) satisfacen la ec11ación de onda c11ando .J1'·(.r,) = O

DA1'(x) = O. (1.112)

Esta ecuación constitt1ye 11n sistema de ct1atro ec11aciones desacOJ)ladas en derivadas 
, 

parciales de segt1ndo orden y junto con la ec11ación (1.111) son fisicamente eq1ii-

valentes a las ect1aciones de :rviax,vell en el vacio. 

Como consecuencia de la ecuación (1.104) , si A1' (:1;) satisface la ec11ación (1.103) 
entonces el cuadri-potencial transformado A'1t (x) también satisface dicl1a ec11ación. 

Además, si A'i(x) satisface la condición subsidiaria de I..i0rentz, entonces el c11adri
potencial transformado ;1''i (x) tamLién debe satisfacer dicha conclición s,1bsidiaria,

es decir: 

(1.113) 

Derivanclo respecto 81t ambos miembros ele la ecuación (1.104) obtenemos

(1.114) a,,A''L(x) = a,,A''(x)+8,i8" J(x), 
t1tilizando los resultados de las ec11aciones (1.111) y (1.113) en la ecuación (1.114)

encontramos que 

Df (x) = 0, (1.115) 

esta ecuación expresa una limitación en la elección ele las funciones .f (:1:). 
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Una descri1)ción del CEIV.t en l)asc al 11so de los cnadri-pot.enr.iales J1fl (:r;), nos 1>ermite efectt1ar transformaciones ele gn.nge, de tal modo que el camJ>O ft'/11
1 (x) JJer-1nanezca invariante. En consect1encia 1 t.odas las cantidacles observadas fisicamenl'.e deben 1)er111anecer invariantes bajo tal transfomación. 

A co11ti11t1ación, ,,amos n. efectt1ar la cuant;ización del CEivI libre. 
1.6 CUANTIZACION DEL CA1\1PO ELECTilOMAGNETICO LIBilE. 

Los l1echos ex1)eri1nentn.les de1nuestran que el n(1mero de f ot;ones c1ue es tan ¡)re-
, , sentes en un proceso fisico a altas cnergias no es constante, ya qt1e ellos J>11eclen ser creo.dos o aniq1iilados. La re¡>resentación en primera c1.1antización de la ec11ación (1.112) no es la mns adecuada. Por eso es mns conveniente usar otra re¡Jresentación lla1nada Re¡)resc11tación de Fock o R.e¡>resentación N1ímero de Oc11-pación. Aqtii, también 11snremos los argumentos r>ro¡>11estos r)or S. N. GupLa-I(. Ble11ler (,,er referencias No 21 y No 22). 

De manera análoga a como se hizo en el Campo de Dirac, as11mimos soh1ciones periódicas en cada p11nto del es¡)acio-tiempo. Por lo tanto 11na expar1sión general en términos de ondas planas de nna soh1ción de la ecuación (l .112) para 11n fotón libre es: 
( 1 )� --t --) . --t . ) 

Jll'(x) = ¿ e�( k) (a.r( k. )c--ik:r. -t- a,�( k )r.il.::r. ,-) 21/u;-,_. 
l.: ,r • 

usualmente se esc1ibe el 01>erador A1'(x) c:omo: 
Al'(x) = A(+)11(x) + A(-)11(:1:), 

en donde 
A(+)¡i(x)= L ( 1 

) '.l c.�(k)a.r(k)c-ih:r.,21/w-• -
J· h ,r • 

representa la !)arte de frecuencia positiva y 
A(-)11(x) = � ( 1 )� c�(k)a.t(k)cikx , 

L._; 21110-• 
¡/ ,r ,� 

representa la ¡Jarte de frecuencia negativa del operador. 

( 1.116a.) 

(1.11Gb) 

(1.116c) 

De las ec11aciones (1.116) notamos que la primera st1matoria es tomada sobre to
dos los vectores de onda k J)ermitidos por las condiciones de contorno J)eriódicas,

---t , siendo 1/ el ,,olumen del reticulado y 1n ,.,' = k
º 

= k rer)resenta la energia del
fotón libre. 
Encambio, la segunda sumatoria en r (r = O, 1, 2, 3) re¡>resenta 11na snmn sobre
los estados de polarización. Estos son descritos por los vectores unitarios de 1>0-
larización c-.�(k), los cuales cumplen las sigtüentes relaciones de ortonormalidad
y cerradura (para esto ver la referencia No 8) 

f.r¡, (k )e� (k) = -(rÓrtn r, s = O, 1, 2, 3, (1.117) 



3 -t -t 
¿ (re� ( k )e� ( k: ) = -.q1111 '

r=O 

clo11de
(o = -1, (.1 = (2 = (3 = 1.

(1.118)

E11 la Re1)resentación ele Fock, los 01)eraclores ar ( k>) se inteI])retan como ope
radores ele aniq11ilación de fotones, en cambio los a.t( !í/) son interr>retados 01)e
radores de creació11 de fotones, l)ara esto ver el Ar>énclice 1 C.
Aden1ás, segií11 las referencias 2, 3, 4 1 81 15, y 17, o.r (k) y a.:(k) re¡>resent.an los
OJ)e;·adores bosó11icos de un ca1nJ)O vectorial no masivo ( es decir obedecen la Es
tadistica de Base-Einstein), 1>or lo tanto deben satisfacer las sig1Iientes relaciones
de conmt1tación defi11idas por:
[ Or( k), a!(;;:;')] = (rÓr.,<Í k' kl,

[ ar( k ), a.,(¡,')] = [at( ,; ), a!( k,' )] =Ü. (1.119) 

A continuació11, to1namos 11na re1>resentación especifica c:onvenientc de los vec-
--+ tores de polarización e�( k ) de tal 1nodo que fac:ilite s11 interr>retación, escogiendo

éb(k) = (1, o) , r = o,
c�(k) = ( O, c";:(k)), r = 1, 2, 3. (1.120)

---t En tal representación escogemos los vectores 11nitarios e { ( k ) ( en el eje x1) 'j'
-t 

"et ( k. ) ( en el eje x2) de tal forma q11e sean m11t11amente ortogonales entre si )'
-·� ---t -> también ortogonales al ,rector de onda k y al vector unitario "c:t( k ) = k /k.o,

-t elegiendo el eje x3 a lo largo del vector de onda k . Estos ,rectores 11nitarios delJen
satisfacer la siguiente relación de ortonor1nalidad
-t(-

1
) -t(

---t

) s: (1.121)Ei k, , Ej k, = Uij• 
---t --t Por lo t.ant.o, los ve�ores c 1

1
1 ( k ) y e!; ( k ) son llamados polarizacio11es trans�·-

sales, el vector cf{( k ) fJolarización longit11dinal y fmaln1ent.e el vector e:;· ( k )
I)olarizaci ón escalar.
Interpretamos el estado vacio ]ü) co1no el estado q11e no contiene fotones ningún
tipo y se le define como:

� � 

ar ( l.: ) 1 O) = O, V k , 
o equivalentemente,
A11C+>(x) ]O) = O, Vx. (1.122)
Cuando los operadores a,t( /.:>) actuan sobre el estado vacio lü) crearan el estado
de t1n fotón, de moment11m k y de estado de polarización r

-} -t (1.123)11, k , r) = o,t ( k ) 1 O) .
Suponiendo c1ue la nor1na del estado vacio es J)Osi tivo definimos:



(O I O) = 1, (1.124) 
··;,r usa.ndo las ect1aciones (1.122) y (1.124) 

1 
r>odernos calc,ilar el r>rod,1cto escalar 

--+ -t 

de los estados 11, k , r) y 11, k.' , s) de la sigtiiente manera 
-)- -)- --+ . -> --+ -t 

(1, k , r 11, k', s) = {OI 0-r( k )o,l( k') IO) = (OI (rDrsc5,.:',J -1- a,!( k )ar ( k) IO)
= 1 ó 6-,-., (O I O) = 1 c5 1>·-··•···¡. (·J ·t25)':,r rs k k ':,r r/J k k .. 

De donde notamos qt1e el estado de nn fotón con ¡>olarización escalar (r = s = O) 
tiene tma })Set1do-11or1na de valor negativa. Sin e1nbargo para los fotones con 
polarización trans,rersal )r longituclina] (r = s = 1, 2, 3) Sll norma es 1>ositiva. 
Esta dificultad lo a11alizaren1os n1as adelante c11ando se efect,1e la reinterpretación 
de la calibració11 de Lorentz e11 la re1>rese11tación de segt1nda c11antizac.ión. 

En este contexto, he1nos definido en el A1>éndice 1 C, el operEi,dor hennitiano --+ -)-
Nr = (ra.i( k )a,r( k ), co1no el operador q,1e re¡>resenta el n11mero de fotones 

---t 

con ,rector de propagación k y 1>olariznció11 r, siendo s11s a1.d;ovalores iguales a 
77,r = O, 1, 2, 3, 4 ... , es decir, estos a1.1tovalores 1

1

,r son todos los enteros 1>ositivos 1 

incltlido el cero (,rer Apéndice 1C).

A continuación, deseamos calc1.1lar las relaciones de conm1.1tación de las partes de 
frecuencia positi,ra y negati,ra .11'' (x) y 1l1'(x') en dos I>t1ntos diferentes del es¡>acio
tiempo. Para lograr esto, 11samos las ecuaciones (1.116) y (1.119) encontrandose 

a) [A1,(+>(.r,),1t11<+)(x')] = [111,(- >(x),1111<->(1;')] = O, (1.126) 

b) [Al'(x), A'' (x')] = [111 1<+) (.?;)+J11 1<-· > (x), 1111<+) (x') +11 11<-) (:1:')] = [1vi< 1· >(x), 1111<·1) (x')] 

+ [A!1<+>(x),A11<->(x')] + [1v 1<->(x),1l 11<1·>(.r,')]-t- [111i<->(1;),A11<->(x')], (1.127) 

usando los resultados de la ecl1ación (1.126) encontra1nos q11e solamente dos con
mutadores del lado derecl10 de la ecuación anterior son diferentes de cero 
[Al1(x), Av (x')] = [ J111(-I·) (:i;), A11<- >(:i;') J-1-[11'1 <-) (1:), 1111<-) (x')] . ( 1.128) 
A continuación, determina1nos el ,,alor del pri1ner conmutador del lado clerecl10 
de la ecuación (1.128) 

[A11<+>(x),A11<->(x')] = J1!1(+)(x)1l11<-·>(x') -A11<->(x')A11<-1>(x) =
l l " ( 1 ) 'i .11(

--}

J�) (
--+/�) -ihx" ( l ) ·1. e"( ¡�!)a t (-P)cil/x'_

L....t ( r ,, ª·r t, e 0 1 
q \• 's \• 

- 211 'UJ,-' --¡ 21 HJ 
k

¡ 
. 

h ,r " h ,s 

L ( 1 ) ! e� ( k" )al(i?' )e'k'x' I: ( / 1 . ) ! f� ( ¡,.' )a, ( k )e-ikx =
-• 2111u-:-, _, 21 u1,.: 
/;

1 ,s 1. h ,r 

factorizando las sumatorias sobre T/, r, k.1 , s, los vectores de J)olarización e� ( �), 

E�(J!) y ordenando convenientemente el con1n11tador de los operadores a.r( k ), 
---t 

al( k') ol)tenemos 
1 l 

[A11<+>(x) Av(->(x')]=L ( 1 ) 2 L ( 1 ) 2 

c�(k)c'.;(kl)x' _, 2111,r¡• __ 1 211u1 i.:1 
J. ,r /., ,.'I 



(1.129) 

Usando la ec,1ación (1.119) sin11)lifican1os el conrn11ta(lor de la ec11ación (J. .129) , l1alla11dose 
[A¡r(+)(x), A11<-)(x')]= ¿ � ( 1 

) e''·( k.> )c''( k.i ) {;- c5 Ó->- e- i(k:r.-·k':r.1)}
__ , __ 211 j'UJ-•'UJ-·¡ r !I ':,r rr1 /,: ¡.J 1 

,. r ,J n 
J.; li. "· , ' ,. '�-, 

factorizando (r y escribiendo })Or se1>arado tanto las s111natorias sol)re k, ,;! y sobre r, s obte11ernos 
[A''(+) (x), A"(-) (x')] = ¿ � ( 1 

) ¿ (re�( /;/ )e'.; ( k1 ) x
-··• -·¡ 21 . l'lJJ-,.> 'lJJ·,.J r º l. ,. V •· ,.,, ,., 

l.• ' ,... 

5 Ó -, c-i(J.::r.-k,:r.,)
< rs T! k 

Utilizando la relación de ortonorrnalidad 
--t -> --t -> 

¿(r<:�( k )c'.:(k' )órs = ¿(re�( k )c�(k' ),
r,s r 

=¿ ( 
1
_) ¿(re�( k

>

)c�(k)c-ik(:r.--:r.'), 
-, W I· r k 

• 

similarmente, t1sando la pro1)iedad de cerradt1ra 
--t --t 

¿ (re� ( k ) e� ( k ) = -.q111',

r 

y considerando qt1e nos varnos al contin110 
( ,�) �e-i/,(x-x')-, (

2
�

)3 
J dªk C-ik(x-x').

(1.130) 

Entonces, reemJ)lazando éstos resultados en la cc11ación (1.130) y far-t.orizando
-g111' encontramos
[ A1i(+) (x), A11<-) (x')] =-íg111' 

-í <X¡' , -> ( 1 ) ···( /)- d·1 k C-i". :r.-:r. 
(21r)3 . 2'11J k' 

. - (')() 

si definimos la f1mción 6(l·)(x - :i;') !)ara el fotón como
6 (+) (x - x') = -i 00

/ d3 k ( 1 
) e- il,:(:r.-:r.'),

(21f )3 
..:.00 2111·;; 

entonces J)odemos escril)ir 
[A.Jt(+)(x), A 11<-)(x')] =Í (-g'L'1 6 (I >(:i; - :,;')) = i!J1111<

·

1) (.r,-.1:'). 
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Al1ora, detcrn1ina111os el segt1nclo con11111tador (lel lado derecho de )a ec:uación 
(1.128) J)ara te11cr 
[¡.1'1(-)(.r,), J-111<+) (.7;') J = J111<·-) (x )J-111<+) (x') - /1 11< ') (x');111<-·) (x) = 

( 1 ) ! ( ) l -> -t . 1 2 --t --t 

¿ 211 - e�( k )a.�( J .. )c
1
.kx L 211 (.'.:( k' )a.!I( k' )c-ík'x'_

-1 1LJ ¡./
-¡ HJ-1 k r ' /• D l.: 

, ... '.--,, 

( 1 ) ! ( )
1. 

L . (-> -> ., I , L 
1 2 -> --t e" k' )a. ( k' )c- 1

": x e''(/- )at( k )c,íkx 

21/ _ .'l s 211 ·r •· 'r '' ' ' 
-, 

1 1LJ ,.1 - , 1 ?lJ,.' 
k ,.cr "· k ,r "· 

-), --t factorizando tanto las s1unatorias soLrc k. , r, k' , s, asi como los vectores de l)O
-t -t larización e� ( k. ) , e� ( k' ) -�{ ordenando r.onvenicnte1nente el conm11tador de los

--t --t operadores a.:( k ), a.s( k') 0Ltenen1os
1 1 

[.1V1<-)(x),1111<+)(x')] = ¿ ( .1 ) 'l ¿ ( 1 ) 2 c�(k)x _, 211 HJ-1.' -·¡ 211 HJ-1-:Ik r •• /• D •· " .. ,.� 

(:� ( k' ) { a,i ( k ) , O,s ( k' ) ci(kx-k':r.')}
.

-> [ --t ->] (1.133) 

Utilizando la ec11ación (1.119) sim1Jlific.amos el con11111tador de la ec11ación (1.133) encontrandose 
[¡.111<-)(x),A''(+)(x')]= ¿ ( l ) c�(k)c'.;(J7) {-(rÓr88 ,/

1;,
ICi(kx-k'x')}, 

_, - ·t 211 J1U·¡:?U¡:J 
h ,r, k ,!I

•· •· 

-> -� factorizando (r y escribiendo por separado tanto las sumatorias sobre k , k' y sobre r, s hallan1os 
[A1,(-) ( x), A11( ·I) ( x')] = L ( 211 - �-• ·- ) ¿ (re� ( k� )e'.; ( k: )<5r8b h' il ei(kx-k':r:'). (1.13¿1)

-k• -,.1 JUJ J.: ?U 1.f r,s ' .. Utilizando la relación de ortonormalidad 
� --t -t -> 

¿ (re�( k )e� ( k' )8r .cr = ¿ (re� ( k )í:� ( k'),
r,s r 

además el l1ecl10 qt1e 
� ( l ) "\'"" irc'' (k)c''(W )ó-:-.1 ci(kx-k'x') = L ( l ) L (r e�· ( J./) X� � ':,· r r J. l. V�1J·-•'lU-·J _ ,,¡11J-w-¡ -, -¡ ' 1-.: k r ,! 01• l; J; r k , k 
. , . 

similarmente, usando la 1>ropiedad de cerrndl1ra 
� --t 

� i /l( k ) 1/( k ) _ / L II � ':,r(r '' (r •· - -,q ' 
r y considerando q11e nos va1nos al contint10 



(1\) I:ci!,(x-x')-> 
( 

1 )" f r1:i¡( ci/..:(:r.-:r.,)., � 2w . 
Entonces, reen1plazanclo éstos resnlt.aclos en ]a ecuación (1.134) y factorizando
-.q'"' hallan1os 
[111 1<->(x), 1111<· 1 >(x')] = -ig'"'

lo ctlal poden1os escribir con10 
-i il(/l '\ � ( 1 ) .

'\ 
d· k c,.1.:(:r.-:r.,) (21r)· . 210-, 

- C'X' k 

[1111<->(:1;),ll''(+)(:i;')] = -íg'11' (6.<-·>(:1;- ;r;'))'

definiendo la fn11r.ión 6. <-->(x - x') JJara el fotón r.o1no
A (-) ( f) Í 

C'X/

l 

'\ -> 
( 

1 ) . 
u. X -:z; = -- d· k c1./..:(:r.·- :r.')(2w)3 

. 211,-., ' 
-0() k 

e11tonces pode1nos escribir el conmutador de la siguie11te for1na 
[11'1<->(x),A11<·1 >(:1;')] = i (-.q1"1 6.<->(:1;- x')) = il)'"/<->(x-x'). 

Por lo tanto de las ectlacio11es ( 1.132) y (1.135) definimos la f11nción 
D1"'(.r, - x') - 1) 1111<+>(x - x') 1- 1) 1111<- >(:,; - x'), 

(1.1:35) 

la ct1al, se expresa mediante la fl111ción 6.(x - x') definida en la ec11ación (l.95a.) como: 
A ( _ 1) _ A ( -! ) ( I) j A ( - ) ( 1) u.X X -u. X-X --u. X-X 

1 

de la siguiente 1na11era 
D111'(x - x') = -g111/ 6.(x - x'). (1.1:�6) 

Finalmente, s11bstitt1yendo los resultados de las ecuaciones (1.132), (1.135) (l. 136) en la ecuación (1.127), enr.ontramos: 
[A1'(x), A1/(x')) = -ig'"' 6.(x-x')=il)11

11(:1;-x'). (1.137)
, , En el Capitttlo 2 efect.t1aremos la inter1)retación fisica de las funciones f)l

111<:1·>(:r;)
y de s11 equi,ralencia en términos de otras ft1nciones. 
Derivando el conm11tador de la ecl1ación (1.137) con res¡)ecto a 81, tenemos
a,l [A1L(x), A''(x')J = D,, (if) fll'(x - x'))' 
esta derivada afecta solamente al 01)crador A1' (x) hallandose
[81lA1l(x), A1'(x')J = i81

,D111/(:r; - .r,'). (1.138) 

Desgraciadamente este resultado no es cero y llega a ser incom¡Jatible con la condición de Lorentz. Surgió e11tonces tln J)roble1na de interpretació11 de esta condición en la Representación de Fock. Este J)roblerna ft1e rest1elt.o ¡Jor S. N. Gt1pta y I(. Blel1ler (,,er referencias No 8, 21 y 22) quiénes reem1)lazaron ]a condición de Lorentz por la sigiüente condición más débil 
a,lAJL(-1-)(x) 1 '11) = o, (1.139) 

esta ecuación contiene sola1nente la parte de fi-ecuencia f)Ositi,ra del operador 
A1L(x) y expresa una restrinción imr)11esta a los estados r)ermitidos 1 \li) del CE11I,
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ep decir, sola111e11te seran estados del CJ�IVI, aquellos qt1e cu1n,1)len co11 la co11dición, 
débil (ver referencia No 8). 
Tomando la adjunta herrnitiana de la ec11ación (1.139) obtenemos:
(w 18

1
,A1'· <-)(x) = O, (1.140) 

tomando el 1)rodl1cto escalar ele la ecuación (1.1��9) 1>or la izquierda con (\JI ] y
de la ecl1ación (1.14.0) por s11 lado dercr:ho y acont.in11arión sumamos u.na ron la
otra, obtenemos el valor es¡>eraclo de la condición de I.,orentz en el estado [ \Ji),
(\JI 18,,ll'i (+)(:-e) --t-8,,A1'· (-)(x) l '11)=('11 l 8,iA1l (x) 1 '11)=0. (1.141) 
Esta ec11ación consti t11ye una reintcrprct.ación ele la ccuar.ión (l .111) en la re1>rc
se11tació11 de segt1nda Cl1a11tización. 

Utilizando la J>arte de frec:uencia positiva del oJ>erador A11 (x) en la ecnación
(1.139) , encontramos 

a,, :z= (2v1 ) 1 e� ( k )oA ,: )e-'""
-1 'llJ }! k,r 

O.r ( k. ) a,, e - il.::r. 1 '11 ) = o, 

( 
1 

) 
� 

1 \JI) = ¿ . c�(k) X
-1 21/ 'lJJ--• 
,� , r l.: 

efectuando la deri,,ada D,L de la f,mción c-ih:r. tene1nos 

:z=( 1 ) ! tc�(lc')ar(l/)(-ik,,)l\J!)=O, 
-• 21/ W ¡/ r=O J;. ,r 

( )i 
1 l. . d 1 1 1 f . , - ik :r. d , uego, e 1m1nan o tanto a constante 2,; 11,

,t 
como a 11nc1on e .. y a emas 

-} 

considerando qtte los coeficientes de la Sl11natoria en k. son nl1los escribi1nos 
3 

-t -t 

¿e:�·( k )ar( k )(-ik1i ) 1 w) = O, 

de donde hallamos 
3 

-t -t 

¿e:�( k )o,r( k, )k1
, l '11)=0, (1.142) 

r=O 

expandiendo la st11natoria sobre los estados de r)olarización obte11ernos: 
-t -t -t -t -t --t 

{ e:h( k. )k.1,aD( k. ) 4- c�L( k )k.1,a.1 ( k ) -1- e�( k )k,,a.2( k )

+c�(k)lí:1ta,3(k)}I \J!)=O. (1.143) 

A continuación, hacemos uso de las ecuar.iones (1.117), 
calc11lar los sigt1ientes ¡)rocl11ctos escalares 

� -t -----l-

cf;( k )k,11 = (1, O )(lí.o, - k )=ko, 

(1.118) y (1.120) para 

-t 

este res11]tado solamente deJ)ende de las co1n1>onentes escalares del vector Ch ( k )
y del cuadri-vecLor de onda k.,L·

--+ -t -t -----l- -t 

E��( k )k11 = (O, e!( k. ))(ko, - lí.) = e/( k ).(- k) = O, (1.145) 



� 
( --+ --t --+ -> --+ e�( k )k1, = O, c2 ( k ))(ko, - k) = 0( k ).(- k) = O. (1.146) 

El valor ce�·oje e�a�<;cua'-i�nes es una consec11encia de la ortogonalidad de los
vectores e 1 ( k ) , E2 ( k ) y k. . 

� -> -} --+ --+ 

c�(k.)k1, = (O, k / 1 k l)(ko,- k) = -1 k I= -k.0 . (1.147) 

Este ,,alor solamente de1)ende de las com1)onentes es1)aciales del vector Ch ( k> ) y 
del ct1adri-,,ector de onda k1,.

Reemplazando los resultados de la ec11ación (1.144), (1.145), (1.146) y (1.147) en 
la ecuación (1.142) , encontra1nos: 
[koaD(k) - koa.3(k)] 1 '11) = O, 
factoriza11do lí.0 te11e1nos 
ko [a3 (k) - a,o(k)] 1 w) = O. -}V k. (1.148) 
Esta ec11ación ex1>resa q11e en cada estado 1 \JI) q11e caracterizan a] CEivI, ex
iste una combinación de fotones longitudinales y escalares 1 \JI), los c11ales estan 
caracterizados por lln ,rector <le onda k (ver referencia No 8).

A partir de la ect1ación (1.148) J)odemos enr.ont.rar lo sig1üente 
-t --t 

0.3 ( k ) 1 \J!) = O,o ( k ) 1 \JI) 1 (1.14.9) 

tomando la adj11nta ]1errnitiana de la ec11ación (1.149), obtenemos: 
t --+ --+ 

( w 1 0,3 ( k ) = ( \JI 1 ª·b ( k ) l 
(l.150) 

multiplicando las ecuaciones (1.150) y (1.149) en este orden encontramos 
t --+ --t t _. _.. 

(\JI 1 -a.o( k )a.o( k) 1 \J!) = -(\JI 10-:i( k')a
.
;\( k.) 1 \JI). (1.151) 

Esta ecuación nos indica c1ue el ,,alor es¡)erado en el estado J \JI) del n11n1ero 
de fotones escalares es igual a menos el valor es¡)erado del número de foto11es 
longitudinales q11e estan ¡)resentes e11 el 1nismo estado. 
Como ejemplo, vamos a calcular el valor es¡)erado en 1m estado J)ermitido I W) de 
la energia del CEivl. Esta energia (ver referencias No 3, 4, 8 y 10) esta definida 
de la siguiente manera: 

-• 
,. 

luego, calct1lamos el valor es¡>erado de la energia en el estado 1 \JI)
-> -t 1--+ -+ t� . -t  

( \J! I JJ 1 \J!) = ¿ ?JJ ¡/ ( \J! 1 { -O,i) ( k ) ao ( k ) -J- a J ( k ) O.¡ ( /¡; ) -1- 0-2 ( k ) 0.2 ( k ) -1-
-• 

t -t 
-t 

0,3 ( k )0,3 ( k ) } 1 '11)'

usando el res1tltado de la ec1u:1.ción (1.151) en la ec,1ación anterior, encontramos:



(\J! jlII '11) =I::1n i/{(,T! 1 a1( 1í/)o,1(k)-l-a.�( ht)a.2 (k) l \Ji)}, 
-1

lo ta1nbié11 se })11ede escril)ir c:on10 
2 

(,t, 111 l '11) =¿¿1n 1,.:1 (\J! 1 a.i(k)ar ( /;/) l \Ji), 
i/ r=l 

o e11 t.érmi11os del 01)eraclor 11{unero de lJartf cnlas
2 

-> 

(w 1111 w) = L L 1JJ·¡:1 (,l1 1 Nr( k ) 1 ,11).
-1 1 
}.-. r :-:: 

(1.152) 

De la ecuación (1.152) 1 notamos q11c solamente los fotones transversales con-
tribt1ye11 al ,,alor esperado de la energia, esto es 11na consec11encia de la condición, 
de Lorentz y es cierto })ara todos los observalJles fisicos. Lo cual, nos per1nite 
explicar porqt1e los foto11es longitt1dinales y escalares no son ol)servados como , 
partict1las libres. Siendo sola1ne11te los fotones transversales observados y c:01Te-
spondiendo a dos grados de lilJertad (JJara cada l.. ) del CEIV1. 

:tvlientras qt1e los otros dos grados de lil)ertad restantes IJara cada k son elimi
nados, uno de ellos del)ido a la im¡)osición de la condición de Lorentz y el otro 
debido a la arbitrariedad en la eleció11 del ga11ge. 
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AJ?ENDICE lA .. LOS PROYECTOR.ES DE ENER.GIA J:>OSI1�1VA (A+)nf]y NEGArJ�IVA. (i\._)0:/J
E11 este �-1)é11dice, enco11trai;e1nos las ex1>resiones })ara los operadores de ¡>royección de energia ¡)ositiva y e11ergia negativa utilizanclo la relació11 de completitl1d para 
los estados de es¡)in V·rcr(r/) y Vrcr(P) dada J>Or la referencia 8 (pá.g. ;3�32):
L [v-ra(P)'lt,r13(p) - 11ra(P)Tirt3 (p>)] = c5n/3. (lA.1) 
r=l 

Utilizfndo las ecl1aciones (J..700.), (1.70b) y (1.73a), definimos el ¡>royer.tor de energia positi,,a con10: 
2 J' 2 (A ) _ � (--t)- (->) (7TI. -!- .'.l.¡.) � ( _1 --t -· _1 --t 

+ o/3 = � 7.1,ra: p 'll,rr-, p = 21n. � 1.1-rr.c l'.1+' p )1.t-rr1( l'.1.¡ , p ) '

a cont.int1ación, emrJleamos las ec11aciones ( l .74n.) y (1.74(1) para ex1>resar los ]os estados de es¡Jin 'll,ra: (p) y 'll,r13(p) en f11nción de los estados de es¡>in en re¡>oso 
� 1 

( 7T/,

+ 

¡�_, ) 
-

(A+) a.B = � 27n.( ¡n, 4_ l�+) 21n. 
( j; + m.) n,\ ( 7J.r ( rn,, o)) ,\O ( 'll'T ( rn., o) )0,\ ( jJ + 1n.) ,\/3 ,

simplificando los términos semejantes y ordenando conve11ientemente los elementos matriciales ( jJ + m.) o:,\, ( f, + 1n.) >./3 y los estados de es¡Jin ( 'll,r ( rn., o)) ,\o y ( v.r( m,, o) )0
,\ obtenemos: 

(A+ ) 0/l = ( l ) 2 [( p + 1n.) !13 t ( 71-r ( 1n., o)) ,\O ( 71-r ( m., o) )0,\] .21n. 
r=l 

Utilizando la relación de com¡>letit.ud r>ara los estados de espin 11.r(m., o) y 11-r(m., o) reescribimos la ect1ación anterior, corno: 

desarrollando el binomio al cuadrado obtenemos 
(A-1)013= (2:.) 2 (ji2+2m ji+m.2) 013 , (lA.2) 
utilizando las ecuaciones (1.30a) y (l.30lJ) JJodemos calc11lar lo siguiente 

2 O O k I· ( )2 ( ) 
_

f; = 11tp1/y1'p1L = ,1'11Lp1tp1, = 'Y 'Y popo -1- , , 'PkPk = Po - Pi:Pk -
PºPo+P1;P1v = p2

= E2 -(p)2 = rr1.2. (li1.3) 

Reemplazando la ecuación (1;1.3) en la ec11ación (111.2) halla1nos 
1 1 ( 2 J) (1 1 J)(A+)o/l = 

(2m.)2 (ji2+2m. ji+m.2)c,{J
= (Zm.)2 

2m · + 2m. Jl n{J, J., 

simplificando los términos se1nejantes en la ecl1ación anterior, encontra1nos: 
(111.5) 

El operador de IJroyección de energia 1>ositiva (A. 1. )
o:
.B JJroyecta �1na función eleonda \J! (x) qlte satisface la ecuación de Di rae sobre ll� s11b-:s1Ja.c.10 formado ¡)orel producto tensorial del espacio de I-Iilbcrt y del es¡)ac10 esp1nor1al (formado por 
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los estados de es¡)in, del electrón). Dicho sub-cs1)acio esta formado ¡>or todas las 
solt1ciones de energia ¡Jositiva \1Jf-1 (:i;) de la ec11ación de Dirac. 
Similarn1ente, t1tiliJando las ecuaciones (l. 70c) , (1.70d) y (1.7:JlJ) , definimos el 
proyector de e11ergia negati,,a de la siguiente manera 

2 
( 

r,, ?. 
(A-)013 = - ¿ Vret( JJ�)Vr13(¡/) = - rn, �- J.�-I) t Vrn(f_jJ __ ,_, -:¡/)vrfJ(J.!J.,., ¡/),r=1 rr1, r=1 
a cont;in11ación, empleamos las ect1aciones (1.74b) y (1.74c) r>ara ex¡>resar los los 
estados de es¡>in Vrn (P) )' Vrr:1( ¡/) en función ele los estados ele espin en rer>oso 

2 1 ,, 
(A-)oll = � 2m(?:. + B.,.) (m 

�;n.� 1) (m- jJ)a ,\ (vr(rn,, o))>.o (vr(1r1,, o))o>. (m,- j>)>.f-J,

simplifica11do los términos sen1ejantes y ordenando conveniente1nente los elemen-
tos matriciales (m.- fJ)o.>.

, (rn.- ;{>),\r,, asi como los estados de espin (vr(rn,, o))>.o 
y ( vr( m., o) )o>. obtenemos la sig11iente expresión 

-1 [ 2 
] (A-)0{3 = (2rn,) 2 (m.- Í>)�13 � (vr(rn., o)),\0 (vr(rn.,o))o>. .

Ut;ilizando la relación de com¡>letitnd para los estados de es¡>in vr(m., o) y 1,r(m., o)
escribimos la ecuación anterior como

desarrollando el lJinomio al cuadrado oLtenernos 
1 (A_) o./3= ( 2m.) 2 ( p2 - 2m fJ+m?) o/3 ' (lA.6) 

reemplazando la ect1ación (lA.3) en la ec11ación (lA.6) hallamos 

2m, 
(A_)o/l = ( 1 )2 (2m2 - 2m, ;/J)of3.

A continuación, agrur>amos con,,enientemente los térmi11os q11e es tan entre paréntesis

en la ecuació11 anterior, !)ara tener 
(lA.7) 

simplificando los términos semejantes de la ecuación anterior, encontrarnos: 
(111.8) 

El operador de proyección de energia negativa (A. __ )013 
¡)royecta tma f11nción de 

onda '11 (x) que satisface la ecuación de Dirac sobre un sub-espacio formado por 
el producto tensorial del espacio de I-IilLert y del es¡)acio espinorial (formado por

los estados de espin del r>ositrón ). Dicho st1L-espacio esta for1nado por todas las 
soluciones de energia ¡)ositiva del r>ositrón q11e satisfacen la ec11ación de Dirac. 
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CAI::>JTUIJO 2. 
TJA Il\1AGEN DI� INTER.ACCJ.ON, TJA MA,.J�R.IZ ",S1

" y J�J� rl,EOR.EMA J)E 
y\TJ.CJ(. 

2.l. INTR.ODUCCION.

En este ca1)it1.1lo for1n1.1lare1nos nna i1nágen intermedia entre las imáge11es de
Schrodinger (IS) y I-Iei11se11berg (II-I) q11e nos 1)er1nita J)Or conveniencia silnplific:ar
los cálct1los, Cl1a11do efectt1en1os la soh1c:ión de l)roblemas es¡Jecificos.
Ft1e introdt1cida en la EDC de una manera covariante l)Or Tomonaga y Sch,vinger
recibiendo el 11ornbre de In1agen de Interacción (II) ( ver referencia 18).

, 

El formalisrno de Teoria de Pert11rbarión, nos servirá para calcular los eleinentos
111atriciales del 01Jerador de Dispersión o I\ilat;riz ,, ,'i", 1nostrando sn expansión
en serie de potencias de la constante de aco1)la1niento cv. = 1 /137. Finalmente,
vere1nos la t1tilidad del Teoren1a de Vilick y st1 aplicación en la Iviatriz ,, ,',".

, 

En lo s11cesivo, va1nos a conve11ir e11 considerar q11e los st1b-il1dices I, S, I-I indican
jra sea la I1nagen de I11t.eracción, Schrodinger y I-Ieinsenberg res¡)ectivame11te .

.. 
2.2 LAS Il\1AGENES DI� SCIIRODINGER,, I-IEISENBERG 

E INTERACCION. 
, 

En la IS los operadores que re1Jresentan a obser,,ables fisicos son indeJ)endientes 
del tiem1)0, mientras q11e los vectores de estado qt1e describen el com1)ortamiento 
dinámico de un sistema fisico, varían con el tiempo y son determinados por la 
ecuación de Schrodinger 

d 
i- 1 <I> s ( l)) = I-Is 1 <I> s ( l)) , 
dl 

(2.1) 
, 

donde H.'I es el OJ)erador I-Ian1il toniano y representa la energía total del sist.e1na. 
Una solt1ción formal de la ecuación (2.1) es: 
l<I>s (t)) = c-ills(l-t,o) l<I>s(lo))' (2.2) 

donde Us (l - f,0) _ 

e-if ls(t.-t.0) es el o¡)erador de e,1oll1ción qt1e une el vector de 
estado en el instante inicial l<I>

8(l0 )) y el ,rector de estado l�l>s (l)) 1>ara l # l-o·
, 

Encambio, en la III los operadores qt1e representan ca11tidades fisicas ,rarian co11 
el tiempo y sus vectores de estado representados l)or ] <I>11) so11 fijos. 

En el instante inicial l = lo defi11imos: 
(2.3) 

Utilizando las ectiaciones (2.2) y (2.3) , calculamos el ,,alor esJJcraclo ele un ope

rador 198 escrito en la IS en el estado ]<I>s (t)) como: 

(<I>s (t)l {}s l<I>s (t)) = (<I>n I cills(t.-t.,,)7?
.c,-

e-ills(t.-t.,,) l<I>11). (2.4) 

Interpretamos la ecuación (2.LJ) como el valor es¡>eraclo en el estado l<J?u), del
operador 
'l9n (t) = eíIIs(t.-t.")79

8
e-ílls(t-t.o) = UJ (L - t,

0
) 198 [!8 (t. - /,0), (2.5) 
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el ct1al de¡)e11de del tien1J)O. 

De la ect1ación (2.5) notamos q11.c en l = /,0, tenemos 

19 u ( /, = '[,o) = 19 s. (2.6) 
Esta ect1ación sigi1ifica q11e en el instante i11icial los 01)eradores escritos en la II-I 
son ig11ales a los operadores escritos de la IS. 
En res1unen de las ecuaciones (2.2) y (2.5) la transformación 11nitaria que nos 
¡)ermita ¡)asar desde la II-I a la IS es: 
l<I>s (l)) = C-ills(t.-t.o) l<I>11), 19s 

= 
c ···ilJs(t.·-t.")1911(l)cills(l-r,o). (2.7) 

Deri,,ando la ecuación (2.5) término a término r.on respecto al tiemJJO 

� 7.91t
(l) = {� (ciH s{l,-1.,,)) 19�,c··ills(t.-f.0) -1- Cil ls(t.-t,,) 19 .�.· (c-ills(l.-t.0))}dl dl 

' 
s dl ' 

y desarrollando las deri,,adas en el laclo derecho obtene1nos: 

! 1911(1.) = { cms(1.-1 .• )(iHs)19sc-'"s(t.-1.) + cills(t.-t.)19sc-ills(t-1 .• )(-il-Is)}. (2.8)

Usando el hecho q11e []8 (t, - /,0) = e - ills(t.- t.o) f)lle<le ser expandido en 1ma serie 
de potencias de I-Is 

1 
se tiene [[}8 ( t. - t.0) , 1-Is) = O, entonces el segnnclo término 

del lado derecl10 de la ec11ación (2.8) I)t1ede ser reordenado convenientemente 
encontrandose 

!!_19 (t,) = i {ciHs{l,-f.")(I-I )19 c-ills(f.-f.o) - ci!Js(f-·f.0)79 (I-I )c-ills(f. -lo)}
dl 

ll s s s s ' 

como Us (t. - t,0) es tm o¡>erador unitario, reescribimos la ecl1ación anterior como 

�'19H ( l) = i { eiHs(t.- f,o)J-Isc-ilf .c,(1.-- f,o )eills(t.- '·o >19 se- ills(I.-(.,,) _
dl 

CiHs(t.-f.o)'t9 c-·iIJs(f,-f.o)Cills(t.-t.o)¡-l C-i!Js(I.- f.o)}s s ,
utilizando la ecuación (2.5) en la ecuación anterior tenemos 

d 

dt 
'81r(t) = 1. {I-IH(l)'1911 (l) - 1911 (/,)I-I11(l)},

lo cual taml)ién se escribe como 

(2.9) 

i :l 19n ( l) = [19n (t.), Hn ( l)] . (2.10) 

Empleando la ecuación (2.5) y el hecho q11e [Us (/, - f,o), Ffs] = O, calculamos una 
expresión eqtiivalente para 

IIH (t) = eills(f,-lo)J-lse-ills(t.-t.o) = eills(t.- l.c,)c-ills(t.-f.o)¡-Is =l-Is, (2.11) 
Esta ecuación muestra ql1e los 01)eradores escritos en la II-I en ctu1lq11ier instante

de tiempo t son ig11ales a los o¡)eradores escritos e11 la IS. 

Reemplazando la ect1ación (2.11) en la ec1u1ción (2.10) encontramos

i :l 1911 (t.) = [1911 (1.), Hs] . (2.12) 

Esta ec11ación es conocida coino la ecuación de 1novimiento de I-Ieise11berg y

expresa la evolución en el tiempo de los observables fisicos, con la condición

inicial 19n (t = lo) = 19s.
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Par� introclt�c�r la II en la EDC, co11sidera1nos q,1e el I·Ia1niltoniano total I-Is de
tin s1ste1na fis1co, l)t1ede ser escrito en la forma 
I·Is =llo-t-I-I1, (2.13) 
donde 11s11alme11te I-Io es el I·Ia1nilt.oniano del camr>o libre, mientras qtie I-I 1 es el 
lia1nilto11iano responsable de la interacción. 
Reemplazando la ect1ación (2.13) en la ecuación (2. 2) hallamos: 
l<I>s (l)) = e-illo(t.-t.º)e-ill1(t.-t.o) l<I>s(l,o)). (2.14a) 
A partir de la ec11nción (2.14a), definimos el vector de estaclo l<P 1 (!,))de la siglii
e11te 1nu11era: 

(2.14b) 
:tv111ltiplicundo ambos micn1bros de la er:uación (2.140.) J>or la izq1iierda con ciTTo{t-- t.a)

}' t1tilizando el res11ltado de la ecuación (2.14b) obtenemos 
l<I>¡(t,))=cillo(t.-t.o) l<I>s (!,))' (2.15a) 
de donde tan1bién te11e1nos 

(2.15b) 
De la ecuación (2.15a.) notarnos q11e el operador unitario U1 (i - l,0) 

= eiJio(t.-t.0)

que une el vector de estado 1 <]) s (l)) de la IS con el vector de estado 1 �l> 1 (L)) de la 
II, es el operador responsable del cambio de image11. 
Utilizando las ecuaciones (2.3) y (2.15a.) en el instante inicial l = l0 encontrarnos 

(2.16) 

Esta ecuación significa qt1e en el insta11te inicial los vectores de estado escritos 
en las tres imágenes son iguales. 
Usando la ect1ación (2.15b) , calc11larnos el ·valor esperado de tm operador 'l9 s 
escrito en la IS, en el vector de estado l<I>s(t)) como: 

(<I>s (l)l '8s l<I>s (i)) = (<I> ¡ (t.)1 cillo(f.-t.")19sc-illo(t.-tº) l<I>1 (t,)). (2.17) 

Interpretamos esta ecuación como el ,,alor esr>erado en el estado 1�1>1 (t-)), del
operador 
'81 (l) = ei11o(t,-to) 198e-i11o(t.-t,") = u, (l _ t,0) 'l9sU] (t, - t,0), (2.18) 

el cual depende del tiempo. 
Usando las ecuaciones (2.6) y (2.18) en el instante inicial l = /,º, encontrn.1nos

19 1 (to) = 'l9 n ( /,0 ) = 'l9 s . ( 2 · 19) 

Esta ecuación significa que en el instante inicial los operadores escritos en las tres
imágenes son iguales. 
Si hacemos 1J =I·I0 tenemos 

I·I0t1 (to) =l-I0,11 (1,0 ) =l-I0,8 =I·Io. 
(2.20) 

Substitt1yendo la ecuación (2.13) en la ecuación (2.1) obtenemos:

íft Jil>s (t,)) =I-Is Jil>s (l))= (I-Io+I-I,) Jil>s (l)) · 

(2.21) 



R.een1JJlazando la ect1ación (2.15b) en la ecuación anterior y efectnando la derivada
total con respecto al tien11)0 1 encontramos: 

ie-i.Ilo(f,-t.o)(-il-Io) J�l>,(1.))-l-c-·illo(t.-/.º)Í idl l�1>
1(f,))=(I10

-1-I-I
1

)c-illo(r.-t.0) lgJ 1(t,)). (2.22)
('' 

Como Ut (t - ·t ) - c-illo(l.-/,n) d . 
d'd . . 

1 , 'º - , JJ11e e ser exr)an I o en 11na ser1e de ¡Jotenc1as 
de IIo, tene1nos q11e [r1J (l. - l.n), tlo] = O, entonr:es el primer término del lado 
izquierdo de la ec11ación (2.22) JJnede ser reorde11ado JJara tener 

Hoeo illo(t-t .• ) l<I> J ( f,) )-1-e-ilto(t - '•lí :f. l<I> J ( l)) =Hne-mo(t-t .• ) 1 <I> J ( /,)) + H,e-illo(l-t .• ) l<I> J ( l)) ,

de donde halla1nos 

C-illo(t.-f.o)i� l<I> (l)) =l-J ('- illo(r. · (,,) l<J> (!)) 
dt, 

1 ' . J . . 1 . . (2.2:3) 
ivlultiplica11do ambos 111ie1nbros de la ecuación anterior lJOr la izqtlierda, })Or el 
operador 11nit.ario [!¡ (!, - Ln ) = 

cillo(r.-t.,,) y utilizando la ec11ar:ión (2.18), ol)tene-
1nos la sig1iiente expresión 

i :l l<I> 1 ( l)) = eillo(I.- 1•>H,c-il lo(t- , .• ) l<I> 1 ( /,)) =H
1 ( l) l<I>, (l)) . (2.24) 

De la ecuación anterior notamos, que el vector de estado l<I> 1 ( t)) , satisface una 
ecuación difere11cial de mo,,i1niento semejante a la ect1ación de Sc11rodinger con 
el Hamjltoniano 1!1 ( l) y consti t11ye el vector de est.ado del sistema fisico en una 
nue,ra imagen llamada II.

En resumen, de las ec11aciones (2.15a.) y (2.18) la transformación 11nitaria q11e 
nos pern1ite !)asar desde la IS a la II es: 

Jél>¡ (t,)) = eiHo(t.-t.0} l<I>s (t,)), 19 1 (f,) = cilln(t.--t.o)198C-illo(t.-r.o)
. (2.25) 

Derivando la ecuación (2.18) término a término ron res1Jecto al tiem¡)o 

!!:_{) (t) = {!:_ (eillo(l-/,n}) 19 ,c-illo(t,-t,o) -4- ci1Jo(t.-t.n}?9 :!_ (c--iJto(t.--f,o})}

dl J dl 
s s di, 

' 

y desarrollando las derivadas en el lado derecho ol>tene1nos: 

!:_r¡J 1( t) = 

{ciJJo(t.-1.o} (il-In)1? sC- illo(r,-t.,,) -l- ciHo(t.-t.n)79 se-illo(t.-t.o) (-iI·Io)} . 
dl 

(2.26) 

Usando el hecho que U} (l - l0) = e-illo(t.-t.") puede ser expandido en una serie de 

potencias de I-Io, se tiene [r!J (f, - t0), I-10] =Ü, entonces el segundo tér1nino del

lado derecho de la ec11ación (2.26) puede ser reordenado convenient.en1ente como 

:l 19,(l) = í {eillo(t.-t�l(Ho)'l9se-illo(t.-t.) _ eiHo(t-tc>)'!9s(I-Io)c- ilto(t.-t.º)},

como uJ (t - Lo) = e-ilJo(r,-f,o) es un operador 1mitario, reescribimos la eclHlción 
anterior como 

:l 1? I ( /,) = í { i"o(t.- , .• )Hoc- illo( t.-'·•) cillo( ,-, .• >1? sC-illo(t.·-1.") -

eiIJo(l-f,0)19 sC-illo( t.-/.o) eillo(t,- (,c,)J-Ioe- iH s( t.- f.o)}, (2.27) 
utilizando la ec11ación (2.18) en la ecuación anterior tenemos 
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�191(l) = i {Ho,1(1.),91(t) - 19,(L)I-Io,,(I,)},
lo ct1al tan1bié11 se }Jt1cde escribir como 

i :l {J 1 (l.) = [ 19 1 ( t) , H o,, (t.)] .

Reemplazando la ect1ación (2.20) en la ecuación (2.29) obtenemos: 

i �19 r ( t) = [ 19 1 ( i) , I·Io] . 
df, 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

Esta ecl1ación es co11ocidn co1110 la ecuación de 1novimiento ti1)0 I-IeisenlJerg con 
Hamilt;oniano I-Io y CXf)resa la e,,oll1ción en el tiemJJO de los observal)les fisicos
en la II, co11 la condición inicial 19 ¡ (lo). Mientras qne la ec11ación (2.18) muestra,
qt1e los vectores de estado satisfacen l111a ecuación tiJJO Schroclinger te11iendo al 
o¡)erador II, (t) corno llamilLoninno.

Por lo t.a11to conclt1i111os q11e la II restilta ser tina imagen intermedia entre las 
imágenes de Scl1rodinger y I-Iciscnberg. Las tres imágenes 111ostradas nos JJro¡Jor-
cionan descrÍJJciones estricta111ente eq1ii·valentcs de los fenó111enos fisicos. Adop-
tando en cada ¡Jroblema fJarticl1lar la imagen q11e se J)reste mejor para su sol11ción. 

A continuación, ,,amos a desarrollar la Teoria de Pert11rbación. 

2.3. TEORIA DE PERTUBACION. 

El objetivo de la EDC es resolver el JJroble1na de ii1teracción entre los fotones, 
electrones y positrones. Act11almente, no exite un método para obtener una 
solución exacta de las ecuaciones de la EDC. A pesar de ello y debido a la 
pequeñez de la constante de acoplamiento ( o constante de estrt1ctt1ra fina) O'. = 

, 

1/137 entre estos campos, se ha elaborado el mét.odo de Teoria de Perturbación, el 
cual nos pro¡)orcionará w1a solució11 asintótica a1Jroximada para cualql1ier J)roceso 
de interacción entre los electrones, ¡Jositrones y fotones. 

Ahora, vamos a escribir el ,,ector de estado l<I> 1 (t,)) r.01110:

l<I>1 (t)) = U(t, ·Lo) l<I>1(lo)), (2.31) 

donde U(t, lo) es el orJerador de evolución que une el ,,ect.or de estado en el 
inst;ante inicial l<I>1 (t0)) y el vector de estado l<I>1 (L)) r)ara t f- lo.

Reemplazando la ec1,1ación (2.31) en la ecl1ación (2. 24) obtenemos: 

i :t (U ( l, to) l\l> 1 (lo))) =H, (l.) U (1.,1. o) l<I>i (lo)) ,
de donde encontramos que [J(l, lo) satisface 

i
d

d 
(U(t, lo)) =I-Ir (l) U(t, lo).t 

(2.32) 

Esta ecuación expresa que el o¡Jerador de evolución U(I,, /,o) satisface la misn1a

ecuación (2.24) que el vector de estado l�l> 1 (l)) e11 la II. 
Para hallar la forma ex¡)licita de U(l, /,0) es necesario resolver la ec11ación (2.32). 
Pero si consideramos que el OJJerador I-I, ( [,) esta afectado ele la constante ele
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acopla111ie11to, e11to11ces este operador seria 1nu.y pequcfio y por lo tanto ¡>odriaJnos 
resol,rer la ect1ación (2.32) Hsando ar>roximaciones s,1cesivas. 
Una solt1ción formal de la ecuación (2.32) es: 

f. 

U(t,to) = 1- i .f I-I1(l1)TJ(l.1,i,0)dl 1, (2.3�3) 
f{) 

donde la consta11te 1 es fijada })ara satisfacer la condición inicial. 

Por el método de aproximaciones sucesivas (ver referencia 20) obtendremos la 
Serie de Dyson. Para encontrar esto, usa1nos la ec11ación (2.33) en el instante de 
tiempo l1 > f,2, obte11iendose 

t.¡

U(t 1 , lo) = 1 - i .! I-I1(l2)TJ (t.2, l.o)dt,2, (2.34a.) 

to 

similarmente, t1sando la cc11ación (2.3�3) 1>arn el instante ele tiempo t. 1 > l2 > /,3

f.2

[J(l2, lo) = 1 - i .
/ H1 (t.3)[](i-:�, Lo)dl:�,
f.o 

y para el instante /,1 > l2 > l3 > l.i1, obtene1nos: 
t3 

(2.34b) 

U(l3,lo) = l-i./I-I1(f.,1)TJ(t,1,lo)dli1. (2.34c) 

f.o 

Para comenzar a construir esta serie, reem¡>lazamos la ec1.1ación (2.34c) en la 
ecuación (2.34b) encontrandose 

f.2 t.3

U(t2 , t0) = 1 - i .! H1(l:l) 1 - i J I-I1(l,1)U(lt1, lo)di,it dL3, 
f.o f.o

al1ora, efectt1amos los 1>rod11ctos res¡)ectivos y ordenamos conve11iente1nente los
tér1ninos resultantes para tener 

f,2 f.2 (.3 

U(t2, t0)=1-i J H.1 (l3)dl3+( i)2 J I-I, (la)dl:, j I-I,(I, )U( L,, lo)dl,. 
t.0 f.o t.o

(2.34d) 

A continuación, substitt1imos la ect1ación (2.34d) en la ec,1ación (2.34a.) l1alla.n

dose 
t. 1 t.2 12 ta 

U(t1 ,t,0)=l-i /1-I 1 (t2)dt2 1- i f H,(1-:,)d/.3 -1- (i)2 j I-I1(l3)dl,a j H,(t.,)U(/,,,t .o)dt.,

�o �o to lo 

f.¡ 

efectuando los productos de ./ I-1 1 ( L.2)d/,2 con cada uno de los términos c1ue estan

t.o 

entre paréntesis y ordenando convenientemente estos res1.1ltados obtenemos:

f,J (,J (.2 

U( l¡, t0) = 1- i f I-11 ( t2)dl.2 + ( i)2 .f I-I, (l,2)dl.2 j I-I, ( 1,a)dl,a+

't0 f.o t.o
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t1 t2 l8 

-( i)3 .! I-I1 ( /;2 )(ll2 .! dl,:s I-I 1 ( l,:i) .! I·I1 ( l,,i) [J ( t1 , /,0 )di,,,. 
'·o f.o /.o 

St1bstitt1yendo la ecl.1ación (2.34c) en la ecuación (2.33) obtenemos la siguienteserie 
(. f,1 /,J f,2

U(l, l,o) = 1- i ./1-I,(L1)dl1 {1- i ./1-I,(t.2)dl2 -1- (i)
2 ./I-I1 (L2 )dl2 .

/11.,(L:l)(lL:i-
'º to f.o to 

(.¡ 12 '·8 

(ifi jI-I1(l2)dl2 .f l1.1(L3)dl.:1.f I-l1(l,i)[J(l,1, Lo)dl i1 },
� to lo 

t 

efect11ando los prod11ctos de ./ l·I1 ( /,1 )dl 1 con cada nno de los términosq11e estan
f.o 

entre lla,,es ·-:,r aco1nodando conveniente1nente estos res11ltados genera1nos la serie
de D)'Son, obte11ie11dose

f. (, t.¡ (. (. ¡ '·2 

U(f, ) l,o)=l-i .f I-I1(l1)df,1-1-(i)2 jI-I 1(i..1)dt, 1 .f I-I 1 (l2)dl2 -(i):1 .f I-I 1(f,.1)<il 1 ./I-I1 (l2)df,2 .f I-I1(l,3)dl3
t-0 f.o f.o f,o lo to 

t. f1 f-2 f,8 

+(i) 4 .! H1(t.1)dl1 .f I-I1(l2)dL2 .f lí.1(i.3)dl3 ./I-I1(l,1)[l(l,1, lo)dl,i. (2.35) 

f.o f.o I o t.o 

R.eescribimos con,,enientemente los términos de la ec11ación (2.35 ) de la sigtliente
fonna:
Uo(lo, Lo) = 1 1 

t. 

U1 (t,,t0) = -i.f I-I1(l1)dl1,
f.o

t (1 

U2 (t,t0) = (i)2 

./1-I1(t1)dl1 .f I-I1(i.2)dt.2 =

t. f, 1

t.o lo 

(-i)2 J dl 1 .! dt2I-I1(f,1)I·I1(l2), 
f.o t.o

t. (,) l.2 

fJ3(t ) lo) = -(ir' J H1 (l 1 )dl 1 J H1(t2)dt,2 J H,(b)dl,:i = 
t.0 to lo 

l f.1 t-2

(2.36a.) 

(2.3Gb) 

(2.36c) 

(-i)3 j dt, 1 .! dt.2 .! dl3I1.1(f,1)I-I1(l,2)I-I1(l:�), (2.36d) 

to f,o t.o

repitiendo st1cesivamente los ¡)asos anteriores encuntra1nos qt1e Un(/,) Lo) es:
(. f,1 (,2 f,n -1 

Un(f, ) lo) = (-i)" / d/,1 / rU2 / d/,3 ...... / rll,, x

� to to to 



do11 ele l > /.1 > /,2 > /.3 > l.t1 .......•. t.1, , > /.
11 

> t.
0.

l.1HS ecuaciones (2.�JG) 110s J>cr1nit.c• rcc'scrihir (/(/. 1 /.o) conio:

""" 00 1 l I t,, t ....... � .,. .. , 
U(t., f.o)=� l111.(t., f.o)=� (-i) 11

1
_f di.¡./ dl.2 j d(\ ............ . / dLnX
·O t.o r.o t ·O 

(2.3Gc) 

If1(t. 1 )IJ,(t.2)!-l,(t.3) ...... 111 (!.11 ). (2.:J7) 
EsLa ecuación representa la sol11ción, de la <'ClH\ciún clifcr<'ll<'inl d<' 1novirnic•11l.o 
(Ver ect1ación (2.�J2)) pc1rn <'1 operador de cvolnció11 lf (t., /,0).

Aco11ti11t1ació11, n11estro siguic11te ol)jcti vo es can1lJiar los lÍrnitcs ele ir1tegració11 
de las integrales ele la cc11ación (2.:37) ele 1nancra convr.nicntc de tal 1noclo q,1c 
nos facilite el cálct1lo de los clc1ncntos 1natricia.les clcl operaclor ele cvolt1ción y al 
1nismo tiempo se pt1ecla mostrar s11 covarianza. 

Como 1111 cjc1n¡)lo, van1os H cícct1.1ar la int.cr1)rct.c1ció11 gcon1étrica de la iuLcgrnl 
corrcsponclient.c al térrrlino {.!2

(/., 1.0), considcra11clo corno dorni11io ele integración
la siguie11tc región: 

Tomando u11 pt1nt.o de coorclcnadas (/, 1, i2 ), fijando /. 1 y hacicnclo variar t2 clcsclc
i;0 hasta t: 1 gcucrarr1os 1111 sC'gtncnl.o V<'rLical al eje /, 1 y h1cgo hacernos variar f,1

desde t.0 l1ast.a t.; cf cct1.1<1u<lo 1111 l>arriclo vertical, r.ncontran<losc q11c la región ele 
integración de la cct1ación (2.�3Gc) esta dada })Or el Lriángt1lo sit.11ado dcl)ajo de 

la recta /, 1 = l2 , sienclo el valor ele s11 área ig11al a (t-�º)
2 

(\Ter figura 1) . 

'2 1 - 1 " 1 - 2 
I -

, 

Jf l (11 )!-! l (12) 

fo 

/_¡ _____ , ___ .. 

1o Fig .1 t I¡ 

La figitra J 1n.v.csf,ra qtLC la región. de inlegra.ción. c,c; barrida vcrf.ica.hn.en.t.c.
Al1ora efectuamos un caml)io en el arelen de i11Lcgra.ción en la ecuación (2.3Gc) Y

consideramos n11cvamcntc ur1 pt1nt.o de coordenaclas ( /,1, f,2) , fijando f,2 Y hacicnclo

variar t1 desde ¿2 }1asta /, generamos t111 segmento l1orizo11ta.l ¡)ara.lelo �.l eje f.�.

Acontinuación, }1acemos variar ¡,2 desde lo hasta f,; efectt1a.11clo t1n barrido hori-

zontal, e11contranclose lo sigt1icnt.e: 
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(. t 

[l2(t., f.o)= (-i)2 

./ dl.2 .! dt.1 ll1(1. 1 )1l 1(1.2). (2.38) 
f.o t.2 

Aclcn1ás tarnl)ién poclen1os 1;0Lar ele la figura 2 C{llC el valor clcl área, ele esta regiónl ·, .. ,, · 1 (t-to)· e e 1n,,cg1 c\.Cl<)Jl 1gt1a. a 2 .

. 

.� 
. , 

-

f{ ¡ (/ 1 )J-f 1 (f 2) 

... , ___ ·----·--·-·---··1·· -·-·-·-·-·-·1>-

to J ;¡ K. 2 t l 1

La figu.ra 2 111:u.csf.ra que lo. región. de inl.egra.r.ió11. <?s bar7·ída. horizon.l.o.l7n.cn./.r.. 

Interca.1nlJianclo las varia l)lcs /, 1 <� t.2 en la. ccnació11 (2.38) , obtcndrcrnos otra 
iI1tcgral q1.1e cst.ará. dacla por: 

t t 

U�(t,,t.o) = (-i)2 j dt. 1 .! dt.2 1I 1 (t.2)J·I,(t. 1). (2.30) 

f.o t J

Este intercaml)io de las va.ria.l)lcs /. 1, t.2 nos pcrrnitc conocer la forrna q 1 .1c tcnclrá 
el i11tegranclo (JJ1 (t.2 )11,(t. 1) :/- ./!1 (l 1)ll ¡(l2)) C'11 u111111evo dorni11io ele inl.cgración, 
la cual esta dacla ¡)or la sig11ientc región 

/ 

/ 

�--1.������-1-����

Fig.3 I 1.1 

La fig1tra 3 1n:u.cst.ra q1tc la región. de in./.egracíón. es barrida verf.ica.l1ne111c. 

Consideran.clo, un ¡)u.nto ele coorclcnaclas (/,1, /,2), fijanclo l.1 Y hacieu<lo variar t.2
clesde t1 l1asta. /, generamos tn1 seg1ncnto vertical al eje /,1. f\ continuación, l1acc1nos 
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,rariar f,1 desde f.o hasta l.; efcctl1n11do 11n l)arrido vertical, e11contrandose que la 
regió11 ele integración de ln cr.nación (2.39) esta dada ¡>or el triánglllo si t11ado JJOr e11ci111a de la recta i,1 = f,2 • Siendo, el valor del área de éste triáng1llo igual a U·-;022 (Ver fig1u·a 3) . 
Puest�o qt1e los operadores I-I1(l.1) y I-I 1 (l2 ) no conmutan, es necesario introduc,ir tu1 operador lla1nado Prodt1cto Cro11ológico r, el ct1al es definido como 

r(I-Ii(L1)I-Ii(t,2)) = {I-I1(L1)I-I1(t,2), t,1 > t2,}· ( ) l·I1(f,2)I-I1(l1), L2 > 1.1•
2·4º 

Aplicando r sobre 11n 1>rod11cto de o¡>eradores I-I 1(t.1 )I-I 1 (t.2)I-I1(t.3) ..... . I-I,(Ln)e{;iq1.1etndos e11 los tie1n1>os t. 1, l,2, 1.3 , . . . . . .  , L
n
. reescribe el prodt1cto en nn or-den cronológico de I-I1 ( /.n)l-11 ( l.o )I-1, ( /.r) ..... . I-1 1 ( l 11) etiq11etados en los tiem1>os t0 , Lp, i.r, ......... , la , f.,1 en donde los operadores en tiempos J)osteriores estan a la izqtiierda y los O})eradores en tie1n1>os recie11tes estan hacia la derecha 

( f.0: 
> lf3 > tr> > ......... > la > lr¡) , es decir, los argumentos tem1)orales de losoperadores I-1 1 ( l) decrecen desde la izq11ierda hacia la derecha; esto nos ¡>ermi te escribir: 

r {I-I1 (l 1 )Ií 1 (l2)I-I 1 (L3) ...... I-I1(l.n -1)I-I1(Ln )} =I-I1(la)I·I,(l,¡3)I-I1(lr) ...... I-I1(1,r¡),

con lo: > l,13 > lp > ......... > la > lr¡·

Utilizando las ecuaciones (2.36c) y (2.39) representamos a U2(l, to) de la sigtiiente manera: 
f. f,1 ,. ,. 

j dt 1 j dl2 I-I1(l1)I-I1(t2) + .! dl1 .! di,2l·I1(l2)I-I1(l1)
1.o f.o f.o t. l

(, 

, 

factorizando la integral ./ dl,1 de la expresión entre corchetes obtenemos:
t.o

2 t t.1 t. 
(-i) 

U2 (t, t0) = 2 j dt 1 j dt2I-I,(l1)H1(l2) + .f dl2H1(l2)I-I1(t,)

to f.o 1.1 

usando la defmición del r)roducto cronológico dada por la ect1ación (2.40), re
escribimos la ecuación anterior como: 

(-i)2 
l t. 

. _ U2(t, t0) = 2 ! ./ dt, 1 .! dl,2f (I-I 1(!, 1 )II1(t,2)). (2.41) 
t.o f.o 

Repitiendo los IJasos anteriores se ¡>t1ecle mostrar q11e Un(t,, f,o) tiene la sig11ient-.e
forma: 

l l l t. 
(-i)n

f ! Un ( l, lo) = ' J df,1 f dl2 dl3 .......... · . . dln X
77,! • • 

t � to 1.o ·O

r (II1 ('l 1 )II1(L2)I-I1 (i-:J) ... . I-I1 ( i.n)) , (2.42) 
substit;11yendo la ectiación (2.42) en lu ec11ación (2.37) , obtenemos la serie

oo . n i· f. t. f. 

U(l,lo) = L (-?/ f dl 1 f df,2 f rll:i,.,,,,,,,, ·, ./ df,n X

() 17,. · • · t n = f,o f.o t.o ·0
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la c1.1al se escribe for1nal n1('11Lc co1no: 
t 

-i .! J·] ¡ ( /.' ) rf.f.
1 

[T ( t,, t,0 ) = r' e 
1-o 

(2.tl��) 

(2.4,1) 
En cst.a cc11ación hc1nos csrrit.o al co1ni<'11zo el opcra<lor l""' para c1scgurar <'l ordc-
11an1icnl.o cronológicos ele los argtnncnt.os i.e1nporHles <le los operadores J-1 1 ( /.).

Como tral)ajamos con carn1>os c11á11Licos entonces 11 1 (/,) tiene la siguiente forrna 

I-I ¡ (t.) = .! d3 
°"?t 7-{ 1 ( x) , ( 2. 4 5) 

donde 7-{¡ ( x) rcr)rcscnt.a la densidad 11 a.1nil l.onia11a clc interacción. 
]�11 la l�DC� 7-{¡ (:r) torna la signi('nt.c, forrna (\fcr rcfcr<'ucias No 8): 

7-{1 (x) = .11' (x) 11 1, (x) :·� -r,\fra (x) (,,,l)n/3 A 1, (:r) \Jr13 (x) -:.-:

= -e \Jt a ( x) ( 11 ( :r ) ) 
0 
/3 \JF � ( :r. ) . ( 2 . L1 (1 )

D011dc los 01)eraclorcs ,1,0- (x), \J1t3 (1:) y A
1l (x) son los operadores de los ca111po�

lil)res de l)irac y clel Cl�ívl rcspcct.iva1ncntc. 
St1bst.it11 :yendo las cc11acioncs (2.15) y (2.4G) en la ecuación (2.114) y considerando 
que d4 x = d.3 :i: dt., ol)t.enen1os la siguiente rcprcscnt.acióu del operador l.1 ( /. 1 /.0)

oo (- ·
)
11 t. f. t f 

U(t., lo) = � il f d1x 1 f d1
x2 f d'1 x3 ............ f d4xn x

n-0 11,. • • • . 

-
f.o to to to 

la cual se escril)c formaline11t..c co1no: 
1 

. f 'l../ ( x' ) d'1.,. 1-·!. ll.¡ . . . .

U ( l, i,o) = l.., e to

en donde 7-{1 (x) esta <laclo JJOr la cc11ación (2.'1G) . 

Esta ecuación rc¡)resc11ta la solución ele la ecuación (2.32) . 

2.4. LA DEFINICION DE LA MATRIZ "S' ". 

(2.17) 

(2.48) 

En la II l<T> 1 (t,0 = -oo)), define el vector de cstaclo inicial clcl sistema fisico, 
especificando t1n n{1mero clcfiniclo de electrones, positrones y f 0Lo11cs, con c11aclri
momentt1m daclos, esLaclos ele es1Jin o estados <le 1)olarización según sea �1 caso. 

, 

Dic11as particulas cstan lo st 1ficicnte1ncnt.c alcjaclas entre si, ele n1odo cp 1e <'llas no 
interactue11. 

1.Ja ecuación (2.31) determina la transformación clel vector de csta<lo inicial 

l<I> ¡ ( lo = -00)) = lí) , (2.49) 

en el vector ele estado l<l> 1 ( /, = -1-oo)) · 

R.eemplazanclo la ect1ación (2.49) en la ecuación (2.31) ¡Joclen1os escril:>ir:

61 



l<I> 1 (t. = -t-oo)) = 51 (+00, -oo) l<I> 1 (t0 = -oo)), 
e11 do11cle he1nos definido el o¡)erador "/,1

' co1no: 

S ( + oo, -oo) = .Li 1r1. U ( l. , /,0) . 

to -oo
f, -t-oo 

(2.50) 

(2.51) 

Este operador "S" es lla1nado Ü¡>erador de Dis¡)ersión o :tvlatriz de Dis1)ersión y 
es el res¡Jonsable de t.ransfor1nar el vector de estado inicial l<I> 1 (t,0 = -oo)) en el 
,rector de estado 1 �1> 1 ( t = -t-oo)) . 
Estos ,,ectores de estado también son llamados estados asintóticos y constit,1yen 
los auto,1ectores del I-Ia1niltoniano lil)re I-10 . 

, 

En la Teoría de Colisión ele tvlecánica C,1ántica se astune usualmente q11e los 
, 

estados asintóticos del sistema fisico, son libres. I�s 1>or ello, qt1e en todo proceso 
de colisión, las }Jartict1las incidentes esta11 alejadas de las partic11las 1Jlanco, de 
modo que no JJUedan interact11ar 11nas con las otras en ( /, = -oo). Estas JJartic11las 

, 

incidentes se aproximan a las partictilas blanco, colisionan y lt1ego se alejan de 
, 

ellas, de modo qt1e las ¡Jarticulas resttltantes de la colisió11 estan lo s,1ficientemente 
alejadas entre si, en ( t = -1-oo). 

, 

Todo esto será ,,álido, si des¡Jreciamos la interacción de estas JJart,iculas con el 
estado vacio, dicha i11terar.ción recien será importante apartir del tercer orden de 
la expansión del Operador 11 ,5" (n, = 3) . 

Una colisión puede cond1 1cirnos a m11chos estaclos finales r>osibles l.f) diferentes, 
, 

en donde existiran ¡Jarticnlas libres co1no elect.rones, J)osit.runes y fotones, co11 
estados de espin y estados de polarización definidas. 

Por lo tanto, la correspondiente a1nplitl1d de prol)abilidad de q11e dado el estado 
inicial Ji) obtengamos el estado l .f) es: 

(J 1 <I>1 (t = +oo)) = (J 1 .. e; 1 i) = .. S\¡, (2.52) 

en donde /3i¡ representan los elementos matriciales del Operador ,, .. CJ" y los ,rec
tores de estado asintóticos esta11 normalizados a la unidad. 

De los vectores de estados finales posibles I J) vamos a considerar solamente 
aquellos que forman una base, entonces usando la ect1ación (2.52) expandiremos 
1 <I> 1 ( t = +oo)) en términos de estos estados finales de la siglliente manera: 

l<I>1 (t = +oo)) = I: II) (Jl <1>1 (t = -t-oo) = I: 1.r) s·if· (2.53) 
f J 

A continuación, calc11lamos la }Jrobal)ilidad de transición J)ara q1 .1e desJJl1és de

una colisión (t = 
-t-oo) el sistema fisico se encuentre en el estado final l.f) es:

\(f 1 <I>1 (t = +oo))l
2 

= l,S\11
2

· 

(2.54) 

Usando el hecl10 q11e los estados asintóticos y los estados finales posibles l.f) estan

normalizados a la unidad obtene1nos: 

(cI> 1(l = +oo) 1 <I> 1 (l = +oo)) = (JI¿ /3}1 ¿ .. c;if lf) = ¿ l,S\¡ 1
2 = l. (2.55) 

f f f 
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Est� ect1ació11 ex1)resa la conservación de la probabilidad de transición y esta de
ten1111ada l)Or los elementos 1natriciales que conectan los corrcsponclientes estados 
h1icial ":,' fi11al. 
Ree1111)laza.11do la ecuación (2.46) en la ecuación (2.51) observamos q11e la 1/fatriz
"S" pttede ser re1)resentada de la siguie11te manera: 

S(+oo,-oo) = � s<n) = � (i.c),n-11
00 

d,tx,1+/{'J(
) , +

/
oc, ,i 

·'¡

ºº 

,i 
L- L- . d' X2 . d X:� . . • . d Xn X
n=O n--=O 77,. · -oo - O() -·(X) --oo

r { \]! o(X 1 ) (/1(x1) )o/3 \]! .a(:1:1) \Ji .\ (:1;?.) ( A(:1:2)) .\a �1'(1 (:r,2) .. q, p( Xn.) (11( Xn) ),n1 \JI r,(xr,.)} ' (2.56) 
la Cl1nl se escribe formahnente como 

+o:>

ic f '11 0 (:r.')J\(:r.')1J, {l(:r.')rf":r.' 

S( +oo, -oo )=f c �= (2.57) 

La ecl1ación (2.56) rer>resenta la ex1>a11sión ele la }.1J.atriz ,, ,)11 en 11na serie de 
potencias de la densidad I-Iamiltoniana de interacción 7-{, 1 (x). Este res11ltado flle 
obtenido iniciahnente por G. C. V"iclc y constit11ye su 1nayor a1)orte a la EDC. 

2.5 PRODUCTO CRONOI.iOGICO, PRODUCTO NORMAL Y EIJ 

TEOREivIA DE WICI( PARA OPER.ADORES BOSONICOS Y 

FERIVIIONICOS. 

Una ,,ez obtenida la ex¡>ansión de la Niatriz "S" seg1ín la ec11ación (2.56) , nl1es
tro sigt1iente objetivo será definir ei Prod11cto Cronológico para los operadores 
fermiónicos )' bosónicos. Para tal fin, vamos a descomr>oner los operadores 
\J!a(x), '110 (x) y A,t(x) en SllS ¡)artes de frect1encias positivas y 11egativas, de este 
modo lograremos ex1)resar cada término de la ex¡>ansió11 del 01>erador ",5" ( ver 
la ecuación (2.56) ) como 1ma stuna de ¡)roductos de operadores de creación y
aniquilación de partict1las, ]1aciendo posible de esta manera defmir lln or>erador 

, 

llamado Operador Normal "N", así como llna función com1>leja llamada con-
tracción. Estas ideas ft1eron inicialmente })ropt1estas en 1950 por G. C. \i\1ick
(ver referencia 23). 
A la aplicación del Operador N solJre un siste1na de operadores se le lla1nará 
Prodt1cto Normal y prod1 1cirá 11n reordenamiento de los o¡)eradores de tal 1nodo 
que los operadores de aniquilación estaran en el lado derecho para aniql1ilar las 
particulas presentes en el estado inicial I i) y deberan contener en el lado izq1lierclo 

, 

los operadores de creación ¡>ara e1nitir las particulas cp1e estaran presentes en el 
estado final I J). 

De este modo, cada lino de los términos de la ex1)ansión de la Ivlatriz "._',", dará 
lugar a varios r>roductos nor1nales, originando seg{1n el pror.eso ele1nentos n1at.ri-
ciales diferentes de cero. 
Asimismo, las contracciones q11e ar>arecen junto con estos 1>rodt1ctos normales 
representan los propagadores de Feyn1nan y corresponderan a la creación y ab-

, 

sorción de ciertas partf cl1las lla1nadas "¡)articulas vi1tl1alcs". Las ct1ales 110 son 
observadas experimentalmente. 



A co11ti11t1ació11, ,,a1nos a clar la clefi11ición del Pro<llicto Cronológico l)ara los
operadores bosó11 icos y fcr1nió11icos.

2.5.1 PRODUCTO CRONOLOGICO DE OPER.AJ)ORT�S BOSONICOS Y 

FER.l\1IONICOS. 

El prodt1cto cronológico r de 11n J)roducto de üJJeraclores fcrmiónicos ( o Losónicos)
a.1 ( X1 )a2 (X?.). ·ªi- 1 ( X j- 1) .... a,,:-, ( X1.:- 1) ... O.n (:en) eti cp1etados en los tiem¡Jos :,;1/, :r;�, ..
.. x�-l, x�, reescribirá éste J)rod11cto en 11n orden cronológico dado r)or ai 1 (:r;i 1

)ai2 (xi2 ) ••

ª·ij _ 1 (xi_ 1) ... o.ik_1 (xi1-:_ 1) .•. a.in (xi11 ) etiq11etados en los tiemJ)OS x�_\,x?2 , ... ,x?
n

, en
donde los Of)eradores en tie1npos J)osteriores estan 11Licados a la izq1lierda, (siendo
x?1) x?

2
) x?.1 ) x�>

,1
, ..... , x�1n· 1) x�1n) y son 1n11lti1)licados J)Or el factor r1 = (-I)P, qui<"n

tomará el valor -l-1 ó -1 ( ¡)ara el caso de OJ)Cradores Losónicos 1¡ siemJ)re es 1),
de act1erdo a si la ¡)er1n11l'.ación de operadores fer1niónir.os descle el lado izquierdo
al derecl10 es par o im1)ar.
Debido a lo anterior se tie11e q11e:
f ( G,1 ( XJ )a2 ( X2) · ·ª'i -- J ( Xj- 1) · · .. O,J.:_ J ( XJ,:- J) · .. O.n ( Xn)) = 110.i 1 (.1;i 1 )a·i2 ( :7;i2) · · · · ·ªi,,. 1 ( Xi1: __ 1 )
a.ik ( Xik ) ai1:+ 1 ( Xi1:+ 1 ) • • ·······ª·i

n 
( Xí

n ) · ( 2 · 58) 
El prod11ct-.o cronológico r reescribe a }os operadores a. 1 (x1 )a.2(.r,2) .. 0..1_ 1 (xi-· 1 ) •.

Q.¡;_ 1 (xk-J ) ... on (:i;n ) en lln orden cronológico y OJJera como si todos los anticon
mt1tadores ( o conmutadores) f11eran cero.
Como aplicación, usando la ecuac:ión (2.58) determinamos el producto cronológico
de dos or)eradores del CamJ)O de Dirac \JI 0(x) )' \Ji 13(x'), teniendo en ct1enta el
cambio de signo durante la anticon1nl1tación:

( ( )- ( ')) -{ \J! 0(x)'1.!p(:c'), :co > x�1, } 
f W n X \JI ,a X -

1 ') ( ) 1 - \]; /3 ( X \JI O: X , Xo > Xo. 
(2.59) 

Similarmente, deter1ninamos el J)rod11cto cro11ológico para los operadores del
CE1vl A'

1 (x) y A''(x'), de la manera siguiente:
r (A,i(rr)A''(x')) = { AIL(x)A''(x'), Xo > x�, }· 

(2.60) 
.,,. · '  A11 (:r,')A11 (x), .r� > .ro. 

I-Iaciendo tiso de la ec:11ación (2.59) y considerando q,1e los Of)eradores W 0:(x) y
\JI ¡,(x') se p11eden expresar en tér1ninos de sus partes de frec11encia positiva y
negativa, ded11ciremos ex¡Jresiones eq111valentes para los prod11ctos \J! n ( :i;) \JI .13 ( :r;'),
encontrando dos casos:
a) Caso Xo > x�

r( '1t 0( X) '1t ¡3 ( x')) = '1t .,(X)\]"! ¡3( X1 )= ( q,�I ) (a:) + \]"/�-) (,:)) ( ,ri�
I) 

( ,:') + ,rt�-) ( ,:')) '
efectuando el l)roducto de los 01)eradores que estan entre J)aré11tesis, obte11e1nos
f ( 1]"1 0 (.r,) q, /l (a:')) = q,�1 ) (,:) 1]"1�

1) ( x') + ,r,j/ l(x )'11�-) ( a:') + \]",�-) (a:) ,r,� 1 \ a:')-1-

'1!�-) (x )\JI�-) (x'), 
(2.61) 
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usamos la ecuació11 (1.90) ¡>ara desJJcjar 
w�1->(x)w�->(:r;')=iS��)(x - .r,') - \J,�- )(x')'T'�')(x), 
lt�eg�, substitui1nos esta ecuación en la cc:11ación (2.61) I>ara eliminar el seg1mdo
termino del lado derecl10 de esta ect1ación, ol>teniendose 
r(wa(x)\J113(x')) = '11�1 -)(:r;)w;/·)(x') - \J,�-)(x'),Tt�1-)(x) -1- i.S'��)(:r; - x')-1-

w�-> (x )w�' > (x')-t-'11�1-) (:r;) \JI� ) (:r:'). (2.62) 

liemos logrado reordenai' con,,e11ie11te1nente las partes de frec11encia positiva y 
negati,ra del segundo tér1nino del laclo derecho ele la ecuación (2.62) .

1\lcº>º ,,amos a reescribir la ecuación ant('rior , de tal modo q11c la f1mr.ión c.om1>leja
iS;1 (x-x') sea colocada al final de la ec1u1ción (2.62) , encontrandosc la sigt.Üent.e 

. , expres1011 
r( '11o(x)'11,o(x')) = {'11�' )(x)w�' >(:e') - \T!�-)(x')\T'�' )(x) 4- w�- >(x)\J,�1) (:r:')-f-
wr) (x )'11h- > (x')} -4-iSi�) (x-x'). (2.63) 
De esta ecl1ació11 nota1nos, que entre las llaves existe nna s11ma de prod11ct.os

en donde los operadores ele creación estan a la izqllierda de los operadores ele 
aniquilación. Por lo tanto, r>ara simJ>lificar la notación de la ec11ación (2.6�3) , a 
continuación introd11cimos la definición del Prod11cto Normal ,, N". 

2.5.2 PRODUCTO NOR.1\1:AI.J DE OPER.ADOR.ES BOSONICOS Y 
FERMIONICOS. 

nicos (bosónicos) del tipo \J!�r') (x), w�;) (x), \J,� 1

) (x') y \J,�--) (x') ( ó A11< +) (x), J11t(· )(x)) ,
entonces definimos el Producto No1mal como: 
N ( a1 (x 1 )a.2 ( X2) ··ªj- 1 ( Xj-1) . .  0.1;-1 ( x,�-1) .. an ( Xn)) = (-1 )Po.a ( Xa)a13( X13) ··ªri ( :1;11), (2. 64)

donde a0(x0),a.13(.'C13), ........ ,a11 (x11 ) son los mismos 01>eradores a.1(x1), a.2(x2), .... . 
aj_ 1(xj_ 1), .. a.1;_ 1 (xk-J), .. ,an (xn) reordenados de tal modo q11e todos los opera
dores de aniqtiilación (frecuencia J>ositiva) estan a la derecha de todos los 01Je
radores de creación (frec11encia negativa). Estos reordenamientos son efectl1ados

,, como si" todas las relaciones de anticonrn11tación ( ó conm11tación ) f11eran cero. 
El exponente ,,p,, ex1)resa el número de intercambios necesarios entre las parejas 
de operadores fermiónicos (bosónir.os) r>ara cambiar el orden de los o¡)eradorcs

desde la secuencia a 1 ( x 1 )a.2 ( x2) .. a.j- 1 (.r,j-l) .... a.1.;_ 1 ( 1;,�_ 1) .. ·ªn (.1;n) hasta la secuen-
cia a0(xa)a13(x13),

ap(xp)a,a(xa) ........ a,r¡(xr,), siendo ml1lti¡>licados J>Or el factor 17 = (-l)P , q,1ien 
tomará el valor -l-1 ó -1, de ac1.1erdo a si la permutació11 de o¡)eradores fermiónicos
desde el lado izqttierdo al derecho es par o impar rcsr>ectivan1ente (para el caso
de operadores bosónicos r¡ siem1>re toma el valor de 1) (ver referencia 23). 
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]�jcnl})los
Para o¡>cradorcs ho�ó11icos
1V ( 11 �+) ( :i: 1 ) 11 ¡ ¡- ) ( 1: 2) J\ r; ,_) ( :r :{)A� · ) ( .e: ,i ) ) _ A� ) (;r: t1 ) A¡;· > ( :1: 2 ) AS t ·) ( ;¡; � ) A\ 1 ) ( :z: 1 ) .
Sin1ilarn1enlc, })ara o¡)craclor<'H fer1nió11icos tr.nc1nos
N ( \]l�I ) ( 1: 1) (fl �-\T2) \]I �

I '{:r: :O) \Jf \-\ J:;)) · e - \lt � - ) ( X,i) \]/ �-) ( ;r,2) \l/ \' ) (X;!) \f/�;I·) ( :r: 1 ) ,

en (lande, el signo n1cnos rcsnlt.a clcl inLcrcaml>io ele \]1�1) (1: 1) < > \f1� .. ) (:r:1 ).

IJa definición ele la ect1ación (2.G4) uos ¡>crn1il.irá reescribir cada térrnino clcl laelo
clerccl10 de la. ec11ación (2.(i;�) c11 for1na de J>roclncLos normales, euconLra11clof->c
r ( ([1" (x )\!f ¡¡( 1:1)) = N ( ,11�1 l(:1:) W� 1 l ( 1:')) .¡. N ( ,11(, 1 l (:1:) ,¡1� -\ 1:')) .¡. N ( ,¡,�- l ( 1:) ,11� 1 \1:')) .¡
N ( ([1�-l(x)([1�-\x')) + iS��\x - :r:'),

consideran(lo que el ¡)rochtcl.o nor1nal <'� 1111 op<'rador 1i11e!al rccscrihin1os lo ant.c'
rior de la sigt1ientc 1na.ncra:
r( \ll o:(X )\J.! f3 (x')) = J\T { \l_t�I) (x )'l'� I·) (:r') 1 \]1�+) (:e:) \I!�-) (:r') ··1- \]t�-) (:r: )')1�1) (:r.')
-t �T1(-) ( )\]/ (-) ( ')} 1 ·s(-1) ( ') -'i.o: X /3 X --1, er.{3 X-X . (2.GG)
Como los proel,1ct.os entre parC:'nt.(.,sis ele la C'Cltación (2.G5), representan el pro
dt1cto de los operadores \J\:i: (:i:) y ,1,# (:r'), cnlonc<'s C'scribi1nos lo anl<>rior como:
r ( \ll o: ( x) q, 13 (.1:')) = JV ( \]I o: ( x) ,1, 13 ( :i:') )-1-iS'�-�) (x-x'). (2. GG) 

I-Iemos e11co11trado, qt1c el proclucto cronológico de los opera.clores \Ji('((x) y 'l113(x') 
es igual al ¡)rodttcLo norn1al ele los 1nis111os, rnas uua ftu1ción con1plcja.
1)) Caso x� > Xo

r(\J'o:(x)'J,13(x')) = -,J,13(x')'l'o:(:r.) =--= -(,11�1 l(x') + ,11;3 \x')) (q1� 1 l(x) + �1�-l(.1:)),
efectuando el producto ele los operaclorcs que csta11 entre pare11tésis, obtenernos
r( q, o: (x )'1' 13 ( x')) = -{ ,1,�' ) ( x') ,1,�1· > ( :i:) -1 \J,�') (.T') ,1,��--) ( 1:) -1- '1,�-) ( 1:') ,1,� 1· > ( :r )-1·
\J:!�->(x')\Ji�-)(x)}, (2.G7) 

usando la ect1ació11 (1.95) poclrcn1os despejar
W�+>(x')w�-)(x) = _q,t)(x)\J,�1-)(:z:') -1-1:Si

13

)(x - x'),
11tilizamos este rcs11l t,aclo para clirninar el sC'gn11<lo Lérrnino <l<'l laclo <1crccho d<' la
ecuación (2.67), ol)teniendose
r ( ([1 "(x) ([I /J( x')) e= -{ \jl�I \ x') \Jl�I) (X) - ([1t) (X) ([l�

I 
) ( x') ·/· iS;) ( X - .1:')-I

\]1�-)(x')\J1�+>(x) -1- q,�-)(:r')\J'�->(:z:)}, (2.G8)

I-Icmos logrado reordenar convcnicnf.c1ncnLc laR ¡)arteR ele frcc1.1c11cia posiLi va y nE'-
gativa del segt1nelo y ct1arl.o tér1nino del laclo clcrccl10 ele la cct1ación (2.68) .
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En la ectlació11 anterior, cscribi111os al final del laclo dcrcclio la fu.nción i.S'i�)(x - x')

r( \]j cr(X )\lf 13(x')) = -{\]!�
!

-) (:z:') \l/�I-) (:1:) - \]/�-) (:1: )\l!�I-) (x') -1-- \lf�-) (x')'l'�I-) (x )-l-
W

/3
(-) (x')\Ji�-) (x)} - iSif3

) (1; - .1:'). (2.69) 
l)e do11de observa1nos, qt1c entre los l)aréntesis existe una su1na ele proclt1ctos en clonclc
los operadores ele creación cst.an a la i7,qnierda de los operadores ele anicp1ilación.
I-Iacicndo uso de la ectlación (2.64) f)odcrnos reescribir cada térmi110 del laclo derccl10 ele la
ecuació11 (2.69) en la forrr1a de 1)roclt1ctos norrnalcs, ol)t;cnic11dose
r( \JI ,,(x) \JI ll( x')) = -{ N ( ,¡,�' \ x') q,�1 l(:r.) )-1-N ( ,¡,�+ \ 1:') ,¡,�-) (x) )-1-N ( ,¡,�-\r.') 1J1�' l ( x)) +

N ( 1Jt�-\x1)1J1�- l (a:))} -1:1.c;�13

) (:i: -1:'), (2.70) 

por la li11ealiclad del o¡)eraclor ll 1'." 1 tenernos:
r( \JI cr(X )W 13(x')) = -N {'11�

1 ) (x')\Jf�I- ) (:i;) -1- \]1�') (x')'I!�-) (:r,) -1- \j,�-) (x')\li�I-) (:i; )-1-
,r,<-) ( ')�r,(- )( )} ·s(-)(. ') 
'J.: /3 X 'J.: et X - 1, o:{3 1, - X . (2.71) 

Con10 los prodt1ctos e11trc paré11tcsis ele la ect1ació11 a11tcrior, representan el procll1cto ele los
operadores '1113(x')\J10(x), entonces encontramos:
r( \JI o:(X )'1! 13(x')) = -N ( ,1, f3(1:')W 0:(X)) - iSi{)

) (.-r - .r,'), (2.72) 

lo cual tambié11 se escril)c co1no
r ( W O ( x) \]! /3 ( x')) = N ( ,1, ª ( x) ,1, 13 ( :r')) - i1.S'i

¡3
) ( x - x').

En donde l1emos consideraclo ql1c
N ( '11 o: ( x) W 13 ( x')) =-N ( ,1, 13 ( x') \J'c� ( x))

(2.73)

(2.74) 

Nuevame11te, l1emos enco11trado que el producto cronológico ele los operadores \Ji a(x) y \JF ,e(x')
es igual al producto normal de los mismos, más una función compleja.
Similarmente, usa11do la ect1ación (2.GO) y consideranclo que el operador A1t(x) se puede
expresar en térmi11os de st1s partes de frect1encia positiva y negativa, declt1ciremos eXJ)resio11es
equivalentes para el prodl1cto A'i(1:)A 1'(x'), encontranclose dos casos:
c) Caso x0 > x�
I'(Aµ(x)A''(x')) = A'l(x)A''(x') = (A<+)11(x)-1-A<-)1l(x)) (A<+)v(x') -1-A<-) 11(x')),

efectua11do el producto ele los OJ)eradores que csta11 entre 1>aré11tcsis, obtcnc1nos
r(A'1(x )A'' (x')) = A't(+) (x )A 11<+) (x')-1· AJt( + )(x )1l 1'(-) (1: 1) -1- A1t(-) (x )A''(+) (x')-t-

Aµ(-) (x )A 11<-) (x'),
usamos la ecuación (1.132) para cles1)ejar
Aµ(-1·) (x )A 11<-) (x')=A11<-) ( x') A 11< +) ( x) -1- iD1111<+) ( x - x1

), 

(2. 75) 

luego, sul)stit11imos esta ecuació11 en la ecuación (2. 75) para elin1inar el seg1.111do tér1ni110 del
lado derecl10 de esta ec1.1ación
r(A'1(x)A''(x')) = AJL(-l-)(.r,)A 11<+)(1:') -l- J1 11<-)(x')A11<+)(1;) -1- iD1111<+)(x - x')-1-
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11 11<-) (x );1''(+) (:r.')-1-A 1t(-) (:r )A 11<--) (:e:'). (2. 7(i)
I-Ie1nos co11segt1iclo reordc11ar convcnicnLcrnc11Lc las partes de frccl.lf!llcia positiva y JJcgativa
del segt111clo Lérrnir10 del lac.lo clerecho ele la ecuación (2.76).

F'or co11veniencia escril1i1nos la Íl1nción i.l)'u,(+) ( :r. - x') al final (lcl lacio derecho de la cclutción 
(2. 76) para tener 
r(A11(x)1-l''(x')) = {AIL(-I >(:1;)Jl11<·1 )(x') -1-A11<-)(.1:')J\JL(-l-)(:1;) -1- )\11,(-)(x)J\'1(·1·)(.r,')··\

Att(-)(x)A11<->(:r:')} -1- i./J1u,(+)(1: - x'). (2. 77)

De esta ect1ació11 notamos, que entre los parént.csis existe una s111na ele prod11ct.os en cloncle 
los 01)eradorcs de creación csl.an a. la iz(p.üercla de los opcra(lorcs de a11iquilación. 
J_;a defi11ición ele la ect1c1ción (2.G,1) nos pcr1nit.irá recsc:ril>ir cada l.ér1nino del lado derecho de 
la ect1ación (2.77) en for1na ele prodt1clos normales, para tener 
I'(A''(x)A''(:z;')) = N (A1t(+)(x)A1 '<+>(x'))-1-N (111i<+>(:1:)A1'<->(:r'))-1-N (11r,<->(x)A11<+>(x'))-1-
N ( A,,(-) (x )A11<-) (x')) -l-il)''11<+) (.r,-1:

1
), (2.78) 

por la li11ealiclad del operaclor ,, 1'l'' tencn1os: 
f(A'l(x)A''(x')) = J\T{A't(-l)(x)A1'C· 1 >(x') -1-AJ.'C-1 )(1:)J\11<-)(x')-1-A'1< )(x)A 11< -1 )(x')-I-
Aµ(-)(x)A1'C->(x')} -1- iJ)IL"(+)(x - x'). (2. 79) 
Los productos e11Lre paré11tcsis de la cc,1ación (2.79), rc¡>rcscntan el prod1lcto de los opera
dores A1l(x) y A1' (x'), e11to11ccs ol)tenemos: 
f(A'l(x)A''(x')) = N(A''(1:)11''(x')) -1- i!J''11<+)(x - x'). (2.80) 

liemos enco11traclo, que el proclt1cl.o cronológico e.le los operadores A 11(:c) y A"(x') es igual al
producto normal de los 1nis1nos, más una ft1nció11 compleja. 
d) Caso x� > Xo

r(Aµ(x)A''(x')) = A''(.r,')A'L(x) = (A(·! )11(x') -1-11<-)v(x')) (A<+)i,(x) ··1- 11<-) 1 t(x)) l

efectuando el prodt1cto de los opcraclores qt1e esta11 entre paréntesis, encontramos: 
f(A'l (x )A'' (x')) = A 11C-1-> (x')Jl't(+) (x) -1-J\ 11<+) (x')1-\ 11<-) (x) 1- /1 1 '<-) (.r,')J\11<+ > (x )-1 .. 
A11<-) (x')AJL(-) (x), (2.81) 

usamos la ecuación(] .]35) para despejar 
A11<+)(x')AJL(->(:r:) = A1,(-)(1:)A 11<+)(:1:') - iD1 ' 11<-)(x - x'),

luego, sustituimos esta ecuació1 1 en la ecuació11 (2.81) l)ara cli1ninar el segundo tér1nino del
lado derecl10 de esta ecuación 
f(A'l(x)A''(x')) = A 11<-1·)(x')A'l(+)(x) -1- A'1<->(:1:)J1 1'C+)(1:') - iD1l11<-)(x - x')-I-
A11<-) (x')AJl(·I) (x )-1-A11<-) (x')A1'< - ) ( :i;). (2.82) 

I-Iemos logrado reordenar convenientemente las partes ele [rec1.1encia positiva y n<:'gativa clC'l 
segundo término del laclo clerecho de la ecuación (2.82) . 

Por conveniencia escril)imos la función i /)1u,(- > ( 1; - x') al final clcl lado derecho ele la ecuació1 1
anterior, ol)teniendose 
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f (111' ( :i; )11 11 ( x')) = { 11'
1
< +) (:e:') AJt( +) ( :r:) -1- JllL(-) (X) A,,(+) (:r:') -1- A 11( - ) ( :r:') Al-'(+) ( :¡; )-1·· 

A''(-) ( x')A1'<-) ( x)} - ,;.J)ft"(-) ( :1: - :i:'). (2.83) 

De esta ect1ación 11otn1��s, ql1c entre loH paréntesis cxist.c ,1na s,1rna de proch1cLos en clonclclos 01)eradores ele creac1on csta.11 a la izql.Ücrcla. de los o¡)eraclores ele aniquilación.
La defi11ició11 ele la ect1ació11 (2.64) r1os permitirá rccscril)ir cada término clel lado clcrecho ele la ec,1ació11 (2.83) e11 for1na ele J)roclt1ct.os normales , ha.llanelose 
f(;l/.'(x )A 11(x')) = N ( A 11<+) (.-c')A11< +) (x)) ··1- N ( A 11< +) (x')/1'1<-) (x) )-1-- N ( A 11<-) (x')A't( +) (x)) -1·

}l (11 11<-) (x')1-11'(-) (x)) -i.l)1111<-) (x -x'), (2.8'1) 
!)Or la li11ealiclad clel 01)craclor '' N,, te11cn1os : 
r(A11(x)A 11(x')) = J\T{ .-4 11<+>(:r')A 1L<· 1 )(x) -1-A11<- 1 )(x')A't(-)(x) ··I-A.11<->(x')A'1(+)(x)-I

A11<-)(x')1l�'<->(:i;)} - iD1·u
1<->(:1� - 1:

1
). (2.85) 

I..JÜs prodt1ctos e11tre ¡)aré11tcsis ele la ccuaciór1 (2.85) , representan el proch1cLo ele los operadores A1'(x) y A1'(x'), ento11ces ol)tcnc1nos:
r(A 1l(x)A 11(x')) = N(A 1'(.r,')A'1 (x)) - iDflll(-)(x - :r;

1
). 

La ecuación a.11terior taml)ié11 se reescril>c como

r(A1L(x)A''(x')) = N(A'l(x)A'1 (:i:')) - if)JLll(--)(:r; - :,;').

I�11 donde l1cn1os co11sicleraclo q11c 
N(Aµ(x )A.11 (x') )=N (A'' (x')A 1' (x)) . 

(2.86)

(2.87) 

(2.88) 

Nuevamente, liemos encontrado que el producto cror1ológico ele los operadores A 11 (x') y J11l (x)
es igual al l)roducto nor1nal de los mismos, 1nas l.111a f1.111ción corr1pleja. 
Repitiendo los J)asos anteriores J)oclemos mostrar los sigtücntcs rcst1ltaelos: 
e) El prodl1cto cronológico ele dos orJcra<lores fcr1niónicos clcl tipo \1' a(.-c) y \lf _e(x') o del tipo

Wo:(x) y '1!,e(x'), en diferentes (o en el mis1no l)llnto x = x') p1.1ntos clcl espacio-tiempo :r. y
I 

• 

1 x, es 1gua a: 
r ('1'0:(x)\J1¡3(x')) = {\Jlo:(x)'1'13(x') = J\'('1'o:(x)'1'¡3�x')), x0 � x�, . }·

-\J1
f3
(x')\J10:(x) = -N (\Jif3 (x )'[!o:(x)), x0 > :ro. 

'lfo: X \Jl13 X - - - - -
· · 

-\J113 (x')\J10:(x) = -N('l1¡3(x')'11o:(:r)), xb > xo.

(2.89) 

(2.90) r (,1 ( )- ( ')) _ {\J10:.
(x)\J1¡,(x') = J\T (,]10

(x)'l113(:z:')), Xo > x�, } 

f) Considerando qt1e que los anticonmut.adores claclo por las ccl1aciones (1.90) y (1.95) son
nulos para u11 punto (evento) x ql1e se enct1entra f t1era del cono ele lllZ y procediendo ele ig,1al
manera como los resulta.dos de las ect1aciones (2.66) y (2.73), ento11ces ¡)ode1nos calctilar el
producto cronológico ele dos operaclorcs fer1niónicos clifcrentes '110:(x) y 'l113(x) en el rnis1no
punto x, el cual será igual al prodt1cto normal ele los misn1os, asi:

'J.I x,J-, X = - - · . o: ( ) · 13 ( ) - \JI 13 (:,;)\JI o: ( x) = -N (\JI� ( x) \JI O: ( x)). 
(2.91) r (,1 - ) {\J10:(x)\J113(x) = N('T1a(x)W13(x)), } 

Este mismo resultado se hal)ria ol)teniclo si co11sideramos dos pu11tos ft1era. del co110 de }u7,
que ocurren en un mismo insta11Le ele tiempo, ¡)ero en diferentes ¡)11ntos del espacio .
Para esta condición las relaciones ele anticonm,1tació11 so11 nl1las, cles1)t1és de efccLunr
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los cúlct1los debe1nos ton1nr el limite c11ando :r/ � �, encontrandose los res11ltados de 
la ecuación (2.91) .

g) Finalmente, el prod11cto cronológico de un 01>erador fer1niónico del tiJ>O q:, o: ( x) ó
\JI 13 (x) con t1n o¡)erador bosónico del tipo Al1(x'), en di ferentes ( o en el mismo 1>11nto
a; = a;') puntos del es1)acio-tic1n1>0 x y x', es igual a:
r ('11o(x)11'L(:,;')) = {'11a(x)A1

'·(.r.') = N(wn(x)Al'·(x')), Xo > x�,

A11 (:i;')\J10(:r;) = N (A''(:i;')Wn(.r.)), xfi > Xo. 

r (wo(x)A''(:i;')) = {Wo(x)JllL(x') = N(\Jlo(x)A',(:r;')), .Y.o > X�), 

Jl!t(.r.')'110(.r,) = N(A1i(x')\J10(x)), x�> > x0 • 

}· 
}· 

(2.92) 

(2. 9��) 

Estos rest1ltados obte11idos nos ser,,ira11 J)ara sin11)lificar algunos cálculos que efect11are
n1os posteriormente. 

2.5.3 PROPIEDAD DEL PRODUCTO NOR.MAL PAilA 01:>ERA

DORES BOSONICOS Y FERMIONICOS. 

Teniendo en ct1enta qtte el es1>acio N{1mero de Ocupación es común tanto para el 
Campo de Dirac como para el CETvI (ver referencia 8), entonces el estado ·vacío 
de este espacio lo denotaremos como JO) . Esto nos permite en.11nciar la sig1.üente 
propiedad: 
El valor esperado en el estado vacio IO) del µroducto normal de 11n sistema de 
operadores es cero, asi: 

(2.94) 

Este resultado se obtiene de considerar de que por lo menos an(xn) es 11n 01>erador 
de aniq11ilación ( o de creación), entonces al actuar este sobre el estado vario 
tendremos qt1e o.n(xn) jü) = O (o (üla-1.(xn) =o).
Ejemplo 
N (A}L-) (x2)AS1·) ( X3)A�-) (X,¡)) lü) =A}:) (.r.2) 11�-) ( �;,¡ )11s-1) ( X3) 10) =0. 

2.5.4 CONTRACCION DE OPERADORES FERJ\1IIONICOS Y 

BOSONICOS. 

De las ecuaciones (2.66) , (2.73) , (2.80) y (2.87) notamos q11e la diferencia del 
producto cronológico y el 1)rod11cto normal es 11na función com1Jleja , llan1ada 
frecuentemente contracción y se le denota simbolicamente como: 
B ( x) C ( x') = r ( 13 ( x) C (:e')) - N ( 13 ( x) C ( x')) , (2.95) 

donde B(x1) y C(x2) p1.1eden ser orJerudores fern1iónicos, bosónicos o ambos.
Ejemplos 
De las ecuaciones (2.66) y (2.73) obtenemos lo sigtiiente 
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iS( -�3) ( :r - ''' 1) 'T' > '), 1 o:,_ • . ,{· ' • ·o .1.·o' 

-is(-)(''' ,/) '

I , Cl:/3 .1. - 1. ' .ro > :ro.

De las ect1aciones (2.80) y (2.87) hallan1os la si· gtli·c1·1 t e .. - ·' . 
• < , • •  cxp1 cs1011

1-l'1(x)1-l''(x')={ i�)
ILl

:�-1�(1: -1:'�, :ro> 1:�, }
-1.])I ( ) ( ": - ,,. ) ,,J > ,,.,{ .1. , .1.0 ,l·o. 

(2.9G) 

(2.97) 

E11t.onces, co1no consecuencia ele las cc11aciones (2.D1), (2.9G) y (2.97) , encontramos qt1c el valor es¡>cra(lo en el cst.ado vacio ele la ccl1ación (2.95) es ig11al alvalor es1Jcra.clo en el csl.aclo vacío elel proch1cto cronológico, es cl<�cir: 
B(x1)C(x2) = (O I I'(l3(:1:1)C}(x2)) 1 O). (2.98) 

Ejc1111)los 
Combina.11do las ect1acioncs (2.9G) y (2.98) obt.cncn1os 

·5•( I·) ( ') I 

'l er{3 X - X ) Xo > Xo)

·s•(-)( ') I -1. crf3 :r; - :r , x0 > :i:0.

Similarmente, ele las ccuacio11cs (2.n7) y (2.D8) hallan1os
1-l'l(x)A''(x')=(O I J' (1\IL(x)11 1'(x')) 1 O)=-= i. ,(-)1.. - x ,' Xo 

> Xo,
{ ·D1111(+)(. '

) 
, 

-iD1
º (x - 1: ), x� > :-r:o. 

. (2.99) 

} . (2.100) 

IJas ect1aciones (2.99) y (2.100) n1ucsl.ran otra forrr1a cqtüvalcntc para expresarlas partes ele frect1encia positiva y negativas ele las f t1nciones i ... c;et/3 ( x) y i QfL'' ( x).

PROPIEDAD DE I.JA CONTR,ACCION.

Procediendo ele igt1al 1nancra corno en los res11lt.aclos ele las cc1u1ciones (2.GG), (2.73), 

(2.80) (2.87) podemos rnos trar que se c1.1rnplcn las sig1ücntcs rc]acior1cs 
Wa(x)\Jf ¡3(x') == -\J.1.e(x')\f,0:(1:), (2.10]) 

AIL(x)A''(x') =11''(x')A11(.r) . (2.102) 

De estas ec1.1a.cio11es notamos, c¡t1c esta pcrn1iticlo ca111biar el arelen ele los opr.ra
dores clentro de una conlracció11. l)11cs scgú11 la cct1ació11 (2.1 O 1) , la conlrHcció11 estará a.fectada clel signo menos si ellos son f cr1nioncs 1 como rcs1.1lLaclo ele 1.111a. permt1tación impar . I�n caml)io según la ecuación (2.102) si los OfJCra.clores sonlJosones la contracción estará afectada del signo mRs apesar qt1e la permt1tc1ciór1es impar, como consect1cncia. ele las relacio11es ele conmt1Lació11. 
Utilizando la ecuació11 (2.98) y las definicior1es de los J)roclt1ctos 11orn1ales y cronológicos, podemos ca.lc11la.r la. contracción de las partes e.le frect1cncia. positiva y 11egati va de los 01)cra.dorcs f cr1niónicos, <�nconLr<1n<losc cloR casos: 
a) Caso x0 > :r;�

a.1) q,�1) (X) iiiiJ-) (x') = r ( \]1�1 ) (a;) ,i,�-) (a:')) - N ( \]1�1) ( 3; )\JI�-) ( 1: 1)) , 
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l1acie11do t1so de las definiciones de los 1)rod11ct.os cro11ológico y nor1nal, te11emos
w�I·) (:1; yq;�-) (.r,') = w�') (:1; )Wh-) (:1;') - (- q,�--) (x') \J!��I) (:1;)) ,
empleando la cct1ación (1.90) en el lado derecho de la ecuación anterior, encon
tramos lo sigt1iente
w�+>(x)W-�-l(a:') = { \J:!� 1 >(x), \])�-\a:')}= iSi;>(x-x'). (2.103) 

Esta ec11ación reJ>resenta 1111a forma eq11ivalente para escribir la ec11ación (2.99) .
a.2) \J:1�->(x )\Ji� 1

) (.r.') = f ( \J:!� -) (a:)1])�1
) (x')) - N ( \]',�-) (x )\J1�

1 \1;')) ,
haciendo t1so de las definiciones de los productos cronológico y normal, tenemos
w�-) (x )w�'·) (.r,') = \J!�-) (:i; )\Ji�/·) (.r,')-\J1�) (x )w�1

·) (:i:')=0. (2.104)

a.3) \J:!�1) (,,) W-�1 
\ x') = r ( q,�1) (X) \])� 1 \r.')) - N ( \J:!�1) (a;)\]) � I \e')) ,

l1aciendo uso de las def111iciones de los 1>roductos c:ronológico y normal, tene1nus
W�+)(x)\lJ�l-)(x') = \Jl�l-)(x)\ll�l-)(x') - (-\J!�I )(x')\Jl� 1 >(x)) = Ü,

11sando la ecuación (1.82) en el lado derecho de la ect1ación anterior, oLtenemos
wt >(.,z: )W-�1 \r.') = { w�+ i (.1:), ,r,�1 \r.')} = o. (2.105)

a.4) Wt > (x )\Ji�-\x') = r ( ;¡,�->(x )W� \x')) - N ( I])�· >(x)w;,-> (x')) ,

l1aciendo t1so de las definiciones de los prod11ctos cronológico y normal, tene1nos
w�->(x)w�-)(x') = w�-)(.r,)'11�-)(:c') - (-'11�->(.r,')w�-)(x)),
t1sando la ec11ación (1.82) en el lado derecho de la ecuación anterior, obte11emos
w�-l (x yq,�-\x') = { w�->(x ), w�- > (x')} = o. (2.106)
lJ) Caso x'

0 
> xo hallamos:

b.1) w�-) (x )W-� 1 \r.') = f ( ,r,¡; >(x) \])� 1 \x')) - N ( \])�- >(x )\J:!� 1 

\:,:')) ,

haciendo uso de las definiciones de los prod11ctos cronológico y normal, l1allamos
'11�-) (x )w�'·) (x') = -'11�1

) (x')w�-) (x) - q,�-) (x) '11�1
·) (x'),

empleando la ecuación (l.95) en el lado derecho de la ectu:ición anterior, oLtene
mos lo sigttiente

() -(+) { (-) -(+)( ')} ·o(-)( ') 
W0-

(x)\J!/3 
(x')=- \J!0 (x), \JlfJ 

X =-1,,:JnfJ X-X . (2.107)

Para este caso, esta ecttación re1)resenta una forma equivalente de escribir la
ecuación (2.99).

72 



b.2) W�' >(x )W�- > (x') = r ( ,-¡,�, >(:r:)iJi�- > (x')) - N ( ,J.,�' J (x )iJt�-\J:')) , 

hacie11do t1so de las defi11iciones ele los procluctos cronológico y normal, t;enemus 
w�+)(x)"��-)(:i;') = -\Jt�-·)(x')w� 1 ->(.1;) - (-w�· )(:r,')\J1�- 1->(x)) = o. (2.108) 
b.3) W�' > (x) W�' > ( x') = r ( ,-¡,�, > ( x) ,-¡,�'\.r.')) - N ( I])�\ > ( x) 1])�

1 \,;')) ,
l1acie11do t1so de las definicio11es de los productos cronológico y normal, tcne1nos 
W�+) ( :i; )��I) ( x') = -\Jf � 1

) (.1;') \JI��!) ( :,; ) - ,11�1-) (.1;) \JI �I) (.r,') 1 

empleando la ecuación (1.82) en el laclo derecho de la ecuación anterior, hallamos 
q,�+>(:i;)��l-)(x') = -{ \]",�, >(x), i]i�1 )(J;')} = O. (2.109)

b.4) w�->(x)W�-l(.r.') = r ( W� l(a:)\J1�\c'))- N (,T,�-l(.r.)W� -\J:')),

haciendo t1so de las definiciones de los productos cronológico y nor1nal, tenen1os 
w�->(x)"\li�-)(x') = -w�--)(x')w�->(x)- q,�->(x)\T1h->(x'), 

empleando la ecuación (1.82) en el lado derecho de la ecuación anterior, halla1nos 
wt>(x)��-)(x') = -{ w�-l(x)\Jt�-)(x') }=o. (2.110) 
Definimos la función de Feyn1nnn como: 
6p(x- x') = L:,(+>(x- x')O (l - l')- 6<->(x- x')O (l' - l), (2.111) 

en donde la función O (x - y) esta definida r>or:
O ( _ ) = { 1, X > JI, }X y -

Q 'y > ,T,,

(2.112) 

Combinando los resttltados de las ect1aciones (2.99) , (2.103) , (2.107) y ut.iliza11do 
la·s ect1aciones (2.111) y (2.112), encontramos una expresión general para la contracción de ferrniones, permitiendonos definir la función .C3Faf3 como: 
iSp013(x - x') = i (i,'L81i -t- m.)o:r, 6¡;-(:r, - x') = i,5�·1)(:r: - x')O (!, - !.') -

i/3�f3
>(x-x')O (t,' - L) = \J1a(x)q'j13 (x') = (O Ir (\J!ec(x)\llp(:r;')) 1 O). (2.113) 

La función compleja S1,.013 (x-x') es llamada función de l)rupagación o propagadorde Feynman para la ecuación de Dirac. 
En el A¡)éndice 2A mostramos las re¡)resentaciones i11tegrales de las f1111ciones 
� (±) (x - x'). Esto nos va r)ermitir olJtener las re1)resentaciones integrales de las
funciones ,si�>(x -x') y también de la f11nción de f)rüf)agación .s�F'af3(x - x'). Estolo efectuaremos en el A¡)éndice 2B. 
Ahora, vamos a dar la interpretación fisica del pro1)agador de lt'eynn1an para elfennión presentandose scgiín la ecuación (2.113) clos casos: 

73 



i). Caso :r:o > :1:b. 

1�11 el J)l111t.o .1:' clcl cs1>acio-Lic•1n1>0 1u1 <'l<·ct ró11 <"'' <·i· ,, l ·t l 1 , 
. , , , , . 

• · · , • ,,J , <.<l< o, es .e e ce ,ro11 �e pro¡>aga
hasta el JJl111t.o .1. c.11 clonelc f'S a.bsorlnclo (jr6fic-11n<'lll t 1 . t l 

• • 
• < · ., · • .e es .o o represen .amos e e

la s1gtncntc n1ancra: 

A X 
• 

t1e111¡,o 
/ 

X' 

La fi.g·ura 1n.ucslra. qtle si .r,0 > 1:� 11,11. clcct.rón. se propaga. desde x' hasta 1;. 

") e I 

11 . aso x0 > xo. 

En el ptn1to x clel es¡Jacio-tien1po t111 positrón es creado, este JJositrón se IJropaga 
l1asta el punto x' e11 clo11elc es al)sorlJiclo. Por lo tanto la reJJresent.ación gráfica

de este este proceso es: 

La fig11,ra mttesl,a que si 1;� > 1:0 1.t11. posilrón. se propaga desde x hasta 1;'. 

De amlJas figt.1ras notamos (lllC la flecha ele la linea elcl fcrmión apl1nta en la

rnisma dirección del incrc1ncnto clcl tic1npo tanto r>ara los clcctro11cs, co1no para

los positrones. 

Similarmente de la ecl1ación (2.98) y de las definiciones de los fJrocll1ctos cronológicos

y normales, calc11lamos la co11Lracción ele las JJarLes ele frccucr1cia positiva y nega

tiva de ]os or)craclores A''(1:) y A'1(1: 1), cncontranclosc dos casos:

e) Caso .1:0 > x�.
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c.1) ll'i(-t·)(:1:)11''(->(:i:') = l' (111iC 1 )(.1:)1l 11C-)(;r;')) - N (111t(+)(1;)A 11C·->(1:')), 

utiliza11do las clcúnicion�s dC' los op<'radorci:; 1' y N, t.cn<�tnos
¡.l' 1<+>(x)1.\ 11C-)(:1.:') == A11<-1 )(:1:)1111<- )(:1:') - ;1 11< · >(:r:')11''·< 1 )(:,:),

hacicnclo t1so ele la cct1ación ( l. l ��2) cu el lado derecho ele la ecuación anterior,
e11co11tra.n1os
111i(+) (x )A,,(-) (1;') = [ ¡111(-1-) (x)' ¡\ ,,(--) (x')] :-:=i [)1111(-1) (x-:r:'). (2.]],t) 

Para csLe caso, esta. cc11ació11 rc¡>rcscnta n11a forrna equivalente de escril)ir la
ccuació11 (2.1 00).
c.2) A1i(-)(x)1l'1(+)(:i:') =-- 1' (11 1i(-)(x)1\ 1'< 1 )(.r.')) - JV (111i(->(x)1\ 11<·1 )(:,:')),

titilizanclo las clefinicioncs el� los o¡)(�rndorcs r' y J\T, 1.enemo�
A 1t(-)(x)A''(+)(x') =J1Jt(- >(:1:)11 11< 1 )(.r.')-11' 1<--)(x)11 11< 1 )(:r�')-:--0.

11tiliza11do las defi11iciones de los operadores I' y N, te11emos
A1'<+)(x)1l 11<+)(x') = A 11< 1 )(:1:)!1 11<·1 )(:r') - A 11C 1 >(:r.')J11,c-, >(:r),

(2.1 lG)

l1aciendo llSo (le la ecu,1ció11 ( 1. l2G) cu el la(lo clcrccho de la cc11ación ar1Lcrior,
e11contra 1nos
A1t(+)(x)A 11<·1-)(x') = [111,(+)(x),!1 11<+)(.1:')] = O.

c.4) A1,(-)(x)1l 11<-)(x') -=--= l"' (111t(-)(x)1l 11<·->(:i:')) - J\T (A1'<-J(x)A 11<-)(x')):

11tilizando las clefi11icio11es de los opcraclorcs J."' y J\7 , tenetnos
A,,(-)(x)A''(-)(x') = 1\fz(- )(:r)1l 11< ·)(:r.') - A 11<-)(x')1l 1'<-)(1:),

(2.llG)

usando la ecuación (1.12G) c-'ll el la<.lo clerccho ele la cc11ación a11Lerior, Lene1nos
A1i(-)(x)A1,(-)(x') = [111i(-)(1:),A'1(-)(.r.')) = O. (2.117) 

d) Caso x� > Xo

d.1) AJt(-)(x)A 11<+)(x') = r' (A'1<->(x)1l 11<+)(x')) - JV (11 1i(-)(x)1l 1'<+)(x')),

utilizando las definicio11cs de los O})eraclores I' y N, tene1nos
Alt(-) (x )A,,(+) (x') _ ¡\ ,,(-1-) (x')A1L<-) (x) - J1r1<-) (x )11 11<· 1·) (x'),

t1tilizando la cc1.1ación ( 1.] 35), hallarnos
Alt(-) (x )A i,(-1-) (x') =- [1111(--) (1; ), ¡111( +) (;,:')] = -il)'u,(-) (x-x'). (2.118) 

Para este caso, esta ecuación rcprcsc11ta una forrna cqt1i valc11Le ele cscril)ir la
cc11ación (2.100) .
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d.2) A1 1<+)(:z;)1l''<-)(:z;') = r (A1'·<· 1 )(:z;)1l 1'<-)(x'))- N (11.11<+)(1;)A'1<--)(x')) 
1 

t1tilizando las defi11icio11es de los o¡)eradores r y N, obtenemos

;11'(+)(:z;)il"(-)(x') = 1111<-)(x')11'1·<·1 )(:1�)-J1 11<·->(:r,')111t(+)(1:) = O. (2.119) 

d.3) A1t(·l·)(:z;)1l"(+)(:1;') = r (1111<- 1 )(:i:)1111<+>(:1;')) - N (111 1( l·)(x)A 11CI )(x'))'

haciendo t1so de las defi11icio11es de los operadores r y N, ol)tene1nos 
11'1(+) (x) 1111<+) (x') = 111'<+) ( :z/) A11 <+) ( x) - AJL( +) ( x )A11<+) ( ;1;'), 

usa11do la ect1ar.ión (1.126) en 1a er.nación anterior, hallamos

ll''(·l·)(:1;)1l''(+)(x') = - [1111 < 1 )(x),1l 11< 1 >(x')] = O.

d.4) A11<-)(:1;)J111<->(:1:') = r (A11<-)(x)1l11<·)(:i:'))-N (A'1<-·)(:1:)A11<··)(x')),

em¡)leando las defu1icio11es de los operaclores r y N, obtenemos

1111<-) (x )1111<-) (:z;') = A11<-) (x')Al1·<-) (.r,) - 11'1 <-) (.r, )1111<-) (x'), 

l1aciendo t1so de la ecl1ac:ión (1.126) en la ect1ación anterior, hallamos 

ll'1<-)(x)1l11<-)(x') = - [A11<-)(x),1l 11<-)(.r,')] = O.

(2.120) 

(2.121) 

Utilizando las ecuaciones (2.111) , (2.112) 1r r.ombinando los resultados de las 
ecuaciones (2.100), (2.114) y (2.118), encontramos una cx¡Jresión general para 
la contracción de los operadores 11' 1 (x) del Cam¡Jo Electromagnético, permit.ien
donos definir la función IJ';.:' (.r, - x') de la sig11iente manera:
·v1t1'( ,.../) - .( Jll') /\ ( ')-·n111,(+)( ·')O (l l') ·01111 <->( ')O (l' ')1. F x-:G == 1. -g u¡-.. x-x -1. x-:r, , - , -1.. x-x , - ,, 

= A11 (x)A1'(x1) = (O Ir (11'L(.r,)A1'(x1 )) 1 O). (2.122) 

en donde hemos usado la ec11ación (2.111) y la función O (x - JJ) definida por la
ecuación (2.112) . 

La ftmción D,¡:' (x - x') rerJresenta la f11nción ele ¡Jropagación o el JJropagador de
Feynman para la ecuació11 de onda. 

Utilizando las representaciones integrales de las funciones 6 (±)(:1; - 1;') dadas

por el Apéndice 2A, nos permi tiran obtener las representaciones integrales de las

funciones D,u,(±)(x - x'). De tal modo q11e 11tilizando estos res11ltados ¡)odremos

obtener la representación integral de la función de propagación D'j,!'(x - x'). Esto
, 

lo mostraremos de manera explicita en el Apéndice 2C, aq1ii también mostraremos

qt1e la función IJ'; (x - x') satisface la ecuación inl1omogenea de oncla.

A continuación, vamos a dar la interpretación fisica del ¡Jro¡>agador de Feynman

para el fotón presentandose seg1ín la ecuación (2.122) clos casos :

1 • aso Xo > x0.') e I 

Se crea un fotón en el p11nto x' del espacio-tiem¡)o, este fotón. se ¡)ropaga }1asta el

punto x en donde es absorl)ido. 
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rafican1c11tc este ¡)roceso lo rcprcseut.n1nos, asi: 

X 

tie111po 

x' 

La Jigu.ra 111.11,est.ra q1Lc si .To > .T� u.11 . .f of.ón. se propaga. desde x' hasla .r ... ) e , u . aso x0 > :z:0.

Se crea 1.111 fotón c11 el ¡)1.111t.o :r del cspacio-t.icrn¡)o, cst(' fotón se ¡)ropaga hasta rl
I)ltnto x' en don(le es absorhiclo. Grafican1cntc este ¡H·occso se representa, así:

X' 

tie111¡Jo 

X 

La figura 1n.1Leslro. que si x� > :r0 1i11. Jalón. q1Lc se propaga desde J.: ha.�t.a x'. 

Estas interpretaciones tant.o del fermión como la clel fotón, nos van a servir para 
enunciar las reglas fu11da1nc11talcs de la J�DC en el CapiL1.1lo �1. 

Calcula11clo el valor espcraclo en el cstndo vacío ele las ecuaciones (2.89), (2.00) , 

(2.91), (2.92) y (2.93) encontrarnos q11e: 

\J1n(x)'1'¡3(x') = \]10:(x)'I113(x) = ,1,o: (:r)'l'¡3(r:') _--:: Wo:(.1:)\f,°¡3(1:) = \J10'.(1:)\fÍ,a(:i�) =

(2.12�{) 

I.1os res1.1ltados <le ]a ecuación (2.12��), nos scran m11y in11)ort.antcs 1)ara si1n1)li-
, ,

ficar nuestros cálct1los en el Capitulo 3, cnanclo calc11lc1nos 1.111 proceso íisico en 

particular. 
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2.5.5 I:>R.ODUC1�0 NOl1.Iv'lA1� CON ACTJOI>J�A.MIJ�NTOS. 

Utiliza11clo las clefi11icioncs <lcl ¡)ro<lucto norrr1al y ele la colJl.racción podc1nos 
calcl1la.r el J)roclt1cto 11orn1al de llll siste1na de operadores l)osó11icos y fermiónicos 

0,1(x1) .. a.j-1(x_1-1) ... o.,�-1(:1;k··-1) ... o.n(.T11 ) con lllla o 1nas coutraccioncs. IIacícndo 
!)Osible Qlle los O}Jcraclorcs que se contraen pueclan ser transportados fuera <lcl 
prodt1cto norn1a1 original (rJor ser ellos nt'1mcros cornr>lcjos) y las cuales mtdti
plicara11 al 1�roclt1cto 11or1nal ele los opcraclores bosónicos o f crrniónicos cpt<' no
estan co11lraiclos. 
Debido a lo a11Lcrior podc1nos escribir lo sig1licnt.c: 

N ( 0.1 ( X 1) 0.2 ( X2) 0.3 ( :r: 3) a., ( :r 4) .... n.j ( :r;) .... .r,,.. ( :r: A-) .•. o,, ( :r:,,)) 0= (- l )P a 1 ( :r 1) o 2 ( 1:2) a:3 ( :r �) n,, ( :,:,1) X 

O>j ( X j) Q,k (X/..:) J\T ( 0,5 ( X 5) · · · · Oj- 1 ( X j- l) aj+ I ( :r: j .¡. 1 ) (J. k- l ( :r, J.:- 1 ) Ok-1· J ( ;i; k + l ) · · · · · <1,n ( X n)) , ( 2. } 2,1) 

do11cle 11 ¡)" expresa el nú 1nero ele i11t.crcarnl)ios necesarios entre las 1>arejas ele 
operadores fern1iónicos o l)osónicos para cambiar el orclen clesclc la sec11encia 
inicial 1,2,3, ...... ,j-1,.j ).i-1·1, ..... , k-1 1 k, k-1-1 ........ ,n., (dadapor los suh-incliccs clc 
los operadores) hasta la sec11encia final 1,2 13, 11,j, k ,5, ... ,j-l,,_j-1-l, ... ,k-1 1 k-l-l, ... ,11,

y son multi¡)licados por el factor T/ =(-l)P , cpÜ<:'n tomarA el valor+-] ó -1 (para 
el caso de or>cradorcs l)osónicos T/ sicrn1>rc es uno), de acuerdo a si la pcr1n1.1Lación 
de operadores fcr1niónicos es par o i1npar. 

Ejemplo 

N ( '11 a (x 1) q, fJ ( :r2) ,1, � ( X3) A,, (.1: 1 )A,, ( X2) q, u(:re)) � \JF" ( :r 1) iJi fJ(:r2) \Jt .\ ( x3) iJi u ( x.,) N ( A,, (:r 1) A,, ( J:

usando la ecuació11 (2.111) c11 la ccl1nción anterior tene1nos: 

N ( '11., (x ¡ ) \]I fJ ( x2) \JF ,\ ( x3 )A,, ( X 1 )A,,( x2) iJi u (x4)) =iS Fa/J( .?: 1 -x2 )'iS F,\<1 ( X3-J.:,1) JV (11,, (.r. 1 )11,, (:r2) 

2.5.6 TEOREMA DE WICI{ I=>ARA PRODUCTOS CR,ONOLOGICOS. 

R,epitienclo los pasos segtliclos ¡)ara la olJtcnción ele las cc11aciones (2,6G), (2.73), (2.80) 
y (2.87) podemos calctilar el r)rod11cto cronológico ele 1111 n{unero arbitrario de 
operadores fermiónicos o l)osónicos. U11a ge11eralización de este tipo lo constitl1y·e 
el Teorema de \i\7ick (Ver referencia No 23).

TEOREMA DE WICI<. 

El prod1.1cto cronológico ele 1111 sist�rna ele opcraclorf's fcr1niónicos o l)osónicos rs 
igual a la s11ma de todos los proch1ctos nor1nalcs corrcs1)011dientcs co11 Lodos st1s 
posil)les contracciones incl1.1ycndo el 1)roch.1cto nor1nal sin la contracción. l�s decir: 

r ( 0,1 ( X 1) 0.2 ( X2). ·ª'i-1 ( :r; j- 1 ) .... O,k--1 ( :r: },'. -1) ... O.n ( 1:11)) = N ( a.¡ ( :r.1) · · · 0-j-- 1 ( .1: j ·-1 ) · .. a,,.._ 1 ( .T k - l ) · · ·ª11 ( :r n) 

-1-N ( a.1 (x ¡)a.2 ( x2) a.3 ( x3). ·ªn - l ( Xn- 1 )n,. ( :r:,,)) + N ( a.¡ ( x i)a2 ( x2). ·ªJ- 1 ( ''1-1) . . a,,_ 1 (:r,. .. 1) ª" (:r «)
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N ( a. 1 (1; 1 )a.2 ( x2) · .IJ.,, ... J (1:,, i)n.,. ( :r.,,)) 1 N ( a., (X¡ )n.2( :r2) //.:¡ (:r.:¡)n., (x,) . .r1,, (:r.n )) + .. 1 . (2. 12f,) 
EjernJ)lo 
Sea el I>rocll1cto Cro11ológico ele clos operadores clc11siclacl ele cuadri-corriente eléctrica clel Can1JJO ele I)irac 

y 
c11to11ccs, l1acic11clo t1so clcl 'l'corc1na ele \1\iick t.cncrnos: 
r (.J1l (x1),J1'(:1:2)) =l., (,r,o.(.r. ¡ )(,''()n,e'l1 ¡3(:r..1) ,11,(�r2)(111

)70\11o(x2) ) ==
N ( '11"' ( x ¡) (,1' ).,¡3 \Jt /3( xi) IJ\( :i:2 )( ¡·")�o \Jt o ( x2)) 1 N ( ;¡, ,,( x ¡) ( ·i'),,11 ,¡, 13 ( x 1) \J\ (.T.2) (,'')�o ,¡i o ( x2) )-1-
N ( W"' ( x 1) ( 'r1' ),,fJ ,¡, ¡3(x ¡) íF �(.'f.2) ('y"),o ,¡i o ( x2)) 1-N ( >ii ,,( x 1) ( --y1' ),,¡¡ ''' /J( x,) \]t � (.T.2 )( 1'" ho \JI o (:r.2) )
N (\J.!"' ( Xi) (,1' )"'¡3 l]r /3 ( :i: ¡) íF ,( X2) (,''),o,¡, o ( x2) )-1 N ( l]r,, ( x,) (,1' )"'¡3 \J.! ¡3(.T1) ;¡, ,( X2) ('Y")�o \J.! o( x2)

N ( \J1
., (xi) (1-1' ),,¡3 \J.! /l( x 1) lf,' ,( 1:2) (,''),o ,¡i o( X2) )-1 N ( ,r,-,, ( 1: i) (,1'),,fJ \Jr /i( :i: 1) -¡¡;-,( x2) ( f ho ,11 o(:r:2))

-N (w "'(x,) h''),,¡3 íi, > ( X2) ,¡, 0(1: 1) (,"),o\]! O ( J:2)) 1 JV íi, n (:r: 1) (,1' )ct/l ,¡i ¡3( x,) \jt ,( 1:2) (1 ''),o,,, O ( :r:2)
considera11do los rcst11 ta<los ele la cc11ació11 (2. J 2:J) cncor1Lramos
f ( J!L(x1 )J11 (1:2)) = N (\JI� (:1: 1) ( ¡1

L )a,e \JI t3(X1) \JI r'(x2) ( ')' 11)-yo \JI o (x2) )-1· 

N (\ji°' (x ¡ ) (,1' )n/3 ,¡1 ¡3(.T ¡) \ji,( x2) (,"),o ,¡1 O (x2) ) 1-N ('r," ( xi) (1'1' )o/3 \JI¡¡( X 1) lf,' ,( X2) ('y"ho ,¡, O ( 1:2))

reorde11a11do co11venie11f.cn1cnte los operadores ÍC'rrniónicos ele tal 1noclo q1 1e l<1s contracciones ¡)11cclan ser colocaclos Ít1C'ra clel proch1cto 11orrné1l corno hicirnos <'11la ecuación (2.124) y ut.ilizanclo el rcsul t.aclo de la cct1ación (2.111) obtenernos: 
r ( .l' 1 (x1) .J 1

' (x2)) = N ( ,1, o: (x1) ( 1,1L
)�13 ,11 ¡3(x1) ,J, 7(.r,2) ( 1 11

)1·0 ,1, o(x2)) -

iS FOa ( X2-X 1) N ( ( ,,t) o:/3 ,Ji 13 ( X1) \]I 7 ( X2) ( 1 11 

)10 )-1-i/, F/.31 ( :,; 1 -.T2) JV ( \JI o: ( X 1) ( ,.,i )0:¡3 ( 1'
11 

)7n W o ( :r:2))
-iSFoa(X2 - X1)(,'L)arJ iS'F13-y(X1 - .r.2)(,·'')10·
Este ejemplo, muestra la in1portancia clcl 'l'core1na ele \,\'ick !)ara simplificar los cálculos encontrandose rcsultaclos it11ncdiatos. 
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APENDJCE 2A. 
R.EPRESl�NTACION COVARIA.NTE DE IJAS JTUNCIONES

L(J:)(:r - 1.:'), 6(:r; - :r:') Y L 1.,(x - :r:'). 

En este AJ)é11clice, 1no::;Lrarc1nos qt1e la f'nncióu 6. ¡;,(�r; - :e') J)llccle ser expresa<la 
en otra. for1na equivalente <le 111o<lo <PH' se 1nncsLrc s11 covariantc relativista. 

J�n la ecuación (2.111) he1nos definido la f11nción ele l•'evn1nan corno: ., 

LF (x - x') = L(·t )(1: - x')O (t. - /,') - 6,( ->(:r. - 1:')0 (l' - l),

lo clta.l t.an1bié11 se 1111ecle ex11resar con10: 
. -1·()::) ·1 -� 

/\. ( ') 
-1. 

I 
_d'_7_7' {(.-ip.(:r.-x,)º (t - t') -1- ,.)p.(x-:r.')º ('' - ')} 

l�F X-X = 
-(2-7r-)� . 2].!J_, . 

. , ,:. . . . 
-oo r 

{2;1. l) 

Escriban1os la re¡)resent.ación integral covariant.c de la f11nción 6. F(1.: - :z:') corno: 

6 ( ') 
l -Jh.X> d'1 r," ip(:r - :r')

F ;i; - :z: = (27r )'1 , JJ-JJ_2 ___ 11-1,-2 : 
-oo 

(211.2) 

IA1. integración t.<"mporal C'll ]Jo <'f> ejccnt.ada consiclcra11clo a 710 como una vari
able compleja y eligienclo ln c11r,·a (7 F ele lH figura 2;\. l, co1no trayectoria ele 
integración. 

I'c_) = - E¡;
----------e·-- .. ---· 

A lmgR 
() 

. . CI 

= ]!.:� 
JJ 

Fig 2A.1 Ji1ucst.ra la c1.irva CF para la Jurición, de J?cyri1n.an, 6.p(x - x').

Acontin1_1ació11 , expresamos ele otra n:a11cra el clenorni11ador ele la ccl1ació1� an

terior, llsai1do la relación <:ntrc cn<>rgia y mo1n<:nt11rn lineal para 1111a part.1c1ila

relativis ta y la clcfinición de JJ2 cscril)icnclo 

JJ2 -n1,2=(JJ0)2-(p)2-111.2 == (JJ0)2-(1�,i')2 =(1Jo -1- ¡� P.) (vo - I!J-y,.). (2;1.3) 

Utilizanclo la ec11ación (211 .3) podemos reescribir la cc11ación (211 .2) de la sig1ü

ente rn"111era: 

(2A.4) 
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}�11 vez ele consiclcrar la c11rva clc> la fig11ra 2./\. l hacemos nso de 1a hipótesis 
propt1csta l)Or ll. li'cynn1an, qt1c consistió en aclicionar 1-1na 1)cq1.1e11a c:anl.iclacl 
iinaginaria negativa (ir¡) a 1.�r' originando nn despla7.a1nicnto a los polos J)o :

=

.

±E-y? e11 t1na clistancin infini t.csi111al r¡ clesdc el eje real ]Jo. l)c tal 1noclo cp.1c
el polo J)Ositivo J)o = f:J

1t era ck�s1)lazaclo hacia abajo del eje real JJo y el ¡)olo 
ncgati vo J)o = -1:J-y, era desplazado hacia arriba del 1nisrno. JJl1dien(lo de este
1noclo ejcc11La.r la integración a lo largo de Lodo el eje real ele ]Jo (Ver figura 2A .2). 
Esto 110s ¡>cr1nit.e, recscril)ir la cc11ación (2A.4) ele la siguiente forn1a: 

+oo . , 
Ó.p(X - x') = (/ )4 f d4JJ ( )2 e-,¡;-•) . )2.

7r 
-·oo ]Jo - '-1,, - 1,7] 

ahora, r>odc�mos cscril)ir <'l cl<'1101ninaclor de la ecuación aul.crior corno: 
(770) 2 -(E

T>
. -i17)2 �(11o·l-l� p' - i17J (110 - r,;.fí. 1 i11). 

lmgPo lmgPo 

•J .

-(E¡3-iri) 

-R R -R
/ 

R 11!1 RePo 
Ep-i11 

x0>.x¿ 

(2A.5) 

(211 .G) 

R 

Re Po 

Fig 2A.2 J11!1Les/.ra. las cu.ruas y lo8 de8pla.za.111.icn.t.os de los polos para. la. fu.11.ción. 
6.F(x - x'). 
R.eemplazan<lo la ect1ación (2A.G) en la ecuació11 (2;1.5), ol>tenetnos: 

+oo
1 f 3

-" ·-·c-· -,) 
/\ ( - ') = d 7i c1 p. x - :r xLlF X X 

(21r)3 • , 
-00 

1 -11-oo dpoe-ipo(:ro-x�) 
(211.7) 

21r _
00 

(JJo -1- JJ;r - ir¡) (JJo - L'J' p' 1- i17) 
En la ectlación (2A. 7) la integración con respecto a cacla lino ele las c11atro vari
al)les p0 ,p 1 ,JJ2 , y p3 es realizada clesde -oo hasta -1-oo. 
J..Ja integración tem !)oral en 7,0 es cjccntada cc)l1siderando a JJo corno 1.1na . vari
al)le compleja y cligiei1clo la ctirva C¡;· ele la figura 21\.2, como trayectoria ele 
integración. 
A 1• ·' s,.. c·,)c11l·u· el v·tlor de la integral q1u� esta dc11tro clcl paréntesis con ;1n1-1ac1on, varno n ,<• . , .. < , · · · · 

de la ecuación anterior 
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1 J e-iz(:r.0 ·-:rh>clz
11 = � (z -t- E r' - i11)(z - l!Jr' -t- i11),Cp 

(211.8) 

en donde consideramos a z con10 1u1a variable cornpleja y escogemos como trayec
toria de int.egració11 la curva C¡;- ( de1)endiendo si :i;0 > :1:;1 o si x� > x0 en la (figt1ra 
2A.2), la ct1nl consist.e clel segmento del eje real desde -R a -1-R y el se1ni-circ11lo 
Cn de radio Il.
Por lo tanto, seg{111 la figura 2A.2 se prese11tan dos c.asos: 
i.-Caso Xo > x�1. Entonces tenernos q11e 
e

-iz(:r.o-:r.�) = c-ir.c(:i:o-:r.�)cf3(:ro-·:r.�), donde O'.= lle z y /3 = J1n,g z.

Para este caso, seleccionan1os con10 trayectoria de integración el semi-circulo de 
radio 17. qt1e est.a debajo del eje real JJo, encerranclo al polo p0 = J�,>' - ir¡ y luego 
l1are111os tencler s11 radio 1? hacia el infinito. Esto i1nplic.ará qne a y {1 t.ainbién 
t.iendan l1acia el infinito. Pero el factor e· ·i<t(:ro- xó) es unn f11nción oscilante, 1nien
tras qt1e ef3(:r:o-:r:�) no lo es, entonces éste segundo factor hará diverger la inl.egral
11 a menos qt1e to111e1nos /3 < O. 
Esto nos permite escribir lo sigtliente 

. ( , ) 
,. n 

. ( , ) 

! 
c-iz xo-:r.o dz

j 
da.e- in :ro- :ro 

. 21r(z + E¡t - ir¡ )(z - { /!J,; - i11 } ) = 21r(o:. -t- E p' - i11 )(a - {E,; - ir¡ } ) -!-
cF -R 

! 
dzc-iz(xo-xó) 

. 21r(z + Er: - i11 ) (z - { fiJ-;¡; - i17 } ) ·
Cn 

(2A.9) 

Ahora ,,amos a mostrar que la integral a lo largo ele Cn tiende a cero (ver figura 
2A.2). Para esto vamos hacer 11so de la siguiente })ropiedad ¡)ara las integrales 

j J (z) dz < j l.f (z)l ldzl, 
Cn Cn 

asimismo también, l1aremos 11so de la desigualdad triang1llar 
lz1l-lz2I < lz1 + z2l · 

(211.10) 

(211.11) 

A continuación, titilizando la ecuación (2A.10) va1nos a calcular la integral a lo 
largo de Cn, ol)t.eniendose lo sig1liente 

J d-e-iz(:r.o-xó) J dze-iz(:ro-xó) 

limn-oo (z);,/� (l!J--¡i' - ir¡)2 < 
limu .. ,cx:, (z)2 - (!�

-¡
,' - i1¡)2

Cn. 
Cn 

l. J ¡e-íz(xo-xo) ldz] (211.12) = ImR-too 
1 ( )2 ( E . )21 · z - -'-'p - 1-r¡ 

Cn 

liaciendo uso de la ect1ac:ión (2A.11) va1nos a acotar el térn1ino l<z)2-(I;
,,-

-i7¡)2 I de 
la ec11ación anterior, escribiendo lo siguiente 

1 1 k 
1 

/ ������-;.= 2 < �, 
l(z)2 - (E-;¡; - ir¡)21 � lzl2 - ll!J-p• - i11l

2 Ji?. - IEr· - i1,I Ji 
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donde k es 1.u1a co11sta11te J)osi Liva tal q1.1e k. > 2.

1\.den1ús t;::n11Lién consiclcran1os que 

ldzl = d (1i.ci0) 1 = Ji ci0id0 = JidO,

y 
c-t ... :r.o-:r.o = c-T. ,e :r.o-:r.o = e-tU COSÚ·l t,9Cn0)(:ro-:r:�) =• - ( 1 ) 1 . ,") i o ( 1 ) . ( 

• 

1 
e-iRcosO(xo-:r0) 1 CJV1cn0(xo-:r0) =cll-<l<'n0(:r.o-:ró).

(211.14) 

(2A.15) 

R.eemplazando los resultados de las ec11aciones (211.13), (2A.14) y (211.15) en la

ecuación (211.12) , encontramos la sig,tiente ex1)resión
l
c

·-iz(:r.o-:r.�) ld-1 ·-ñ 1, O( ') 
1r ( , 

. 
..:., . 

f e '·"rn :r.o-·:r.o k.dO . f -e·· H.•wnO :r.o-·:r:o) l,,rJO 
hnln-100 .f 1( )2 (J., . )2 I < lllTIJl-•oo =hlTIJ{·-�ex> e z - .!..J-• - 1.11 , ¡_) JJ 

., n p . 1. • 1, 
o o 

k ?. 
ll·m 

- •· f C- H.<Jí!nO(:r.o= n-,oo 
R .

11' 

:r.') . -k f 
· o dO-t-hmn-"'"<' - e

Ji. 
7i 

?.

Ahora, ,ran1os a calcular el valor de la integral limn _,00

el inter,,nlo de O < O < ; . 

(2A.16) 

E11 este inter,,alo y segú11 la fig 2A.3 se r1.1mple que sen.O > 

20
, de donde obte11-

1r 
emos lo sigttiente: 

R O( 
, 
) 

2RO(:z;0 - :r�) ,sen Xo - x0 >
7í

entonces 
, -?.1?0(:ro- :ro) 

e-RscnO(xo-:r.0 ) < e 1r (2A.17) 

Subst.it11yendo el valor de la ecuación anterior en la prirnera integral del laclo

izquierdo de la ecuación (2A.1G), hallamos

limn-,oo 

. 7rk, 
hmn-,00 2( 1)2R x0 - x0 

-21 lO ( :i;o - :i;�) 
e 7f

; -2Il0(x0 - x�) -k 
j dO -- e 7f , -

Ii 

k1r ( c-R(:r.o-:r.�) - 1) _=limn-,oo 2( , ., ) -0.2li Xo - .to 

Este es el valor ¡)ara la J)rimera integral dada por la ecuación (2A.16).

Ahora, vamos a calcular el valor de la integral limn-,0(1

el intervalo de � < O < 7f.

(2;L 18) 

20 

En este intervalo y según la fig 2A.3 se cum¡)le ql1e sen.O > --; -1- 2, de do11de

encontramos lo sig,1iente 



O ( , ,, ) -2I?.O ( :,:0 - :1;�>)
Rse11,. :J,o - :J,0 > 

7r 
4- 21?.(x0 - :f�),

ento11ces 

(2A.19) 

sen O 

1 i 

() 

-1- 2

ll 

, 
.!. 

. 7) 2()
J)( ( .

.-:-:-: 

JT
r-

C:J 

J?ig 2A. 3 ÍIÍ1lcsf.ro, la f11.11.ció11. se11,0 en. el i11.f.cr11alo de O < O < 1r y la.s rccf.as 
20 20 

J¡(O) = - e ?J(O) = -- -1- 2, n.cccsa.ria.s po.ra. cfccl.1tar las in./.c<7ra.cio11.es e11. el 
7T 7T 

. • 

co11.f.orno cerrado C R·

St1bst;it11yendo el valor de la ecuación anterior en la segunda integral del lado 
izqtlierdo ele la er.11ación (2;1.1 G) , halla1nos 

1r rr 21{0(:r0 - :e�) 
1 

-k.
J 

/' O( , ) 
- k. J 

2 f'( , ) imn-too R. 
e- lse.n :r.o-:ro dO < li1nn_, 00 R e 1r e- · l :r.o· :ro dO =

r. n 

2 2 

21lO(xo - x�) 1r 

k.1
r ( e- R(:r.o-·:r.o) _ 1) 

e 1í =limn-,co j-:>2( ') =Ü.

1T 

'2 

2 •· xo - x0 

(2;1.20) 

Reemplazando los res11ltados de las ecuaciones (2;1.19) )' (211.20) en la ecuación 
(2A.16) obtene1nos el sigtiiente rest1ltado 

. J 
rlze-iz(xo-xo)

hmn-too ( ( 
. =Ü. z)2 - Eri· - i17) 2 

Cn 

(2A.21) 

Substituyendo la ect1ación (2A.21) en la ec11ación (2A.9), obtene1nos lo sig11iente

J 
dzC-iz(Xo-·Xo) -f-/<Xl 

detC--in(:r.o-Xo)

Cp 21r(z+IE ri' - i17 )(z - {ID-¡,> - i17 } ) - _:_
00 

21r(a-1-E ¡;• - i17 )(a - {.E-,,· - i11 } ) . (2it
22)

De lo. figura 2A.2 notamos, c1t1e solamente el })ülo Po = J,Jp. - i1¡ esl.u dentro ele

la curva Cp, entonces t1t.ilizando el Teore1na del R.esid110, ¡>ara la integral de la

ecuación (2A.8) encontramos: 
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• ( • 1 )

J 
flze- 1

z :r.o-:r.o 

, · , = -21rix 21r(z + J�T>1 
- 1.1¡ )(z - {J�-

7)
1 

- í17 } )
CF 

[ 
. (z - { l�·:¡¡• - i17 } )e· iz(:r.o--:r.�)

] L1.rn·z-1(B ,; -ir1) ( 1 • , 21r z -/- l�T>' - 1.r¡ ) (z - { J.� r' - ir¡ } ) ,

calculando el lin1ite co11 resJJecf;o a 17 -> O y siinplifir.anclo los térinii1us semejantes 
en lo. ect1ación anterior, hallu1nos 

! 
dzc·-iz(xo-:r�) . 

( 

. [e -i(T�,:- it¡)(:ro-xéi)

]) Cp 21r(z + TiJ r' - i17 )(z - {l!.i,r· - i11 } ) = hm,,-,o -21ri 21r(2{/!.i,
-¡;
• - ir¡}) ,

efectuando los prod11ctos de los tér1ninos que se cncnenl.ran dentro de los paréntesis 
e11 el argu111e11t.o de la f11nción exponencial y calculando el limite con res1)ect.o a 
1¡ � O, en la ec11ación nnl.erior, encontrainos 

.r 2 ( -l I' dzc-��· ·n;l' . 
¡¡

=li
m

,, ,(l (-ic i/•;f,'(:r.o-:r;1)c·t1(:rn :r.�)) =
CF 7f Z - �p' - 7,7] Z - -� 11• - 1.1/ 2 {/�¡' p' - Í1/} 

ie-iE
-¡;

(xo---x�) 

2E-· p De las ec11aciones (2A.22) }' (211.23) obtenemos el valor de la siguiente integral 
·!·00 

· ( 
I 

\ n, 1,C 1' • . o 

J 

(J
'"'

·.",-in :r.o- :r.0) · il•: -·(:ro :r.')

-oo
21r( o: + E-y¡ - i17 ) ( a - { !1

)1> - i1¡ } ) 211-1'-¡,• 
(211.24) 

Esta ect1ación represe11ta el valor de la integral 1 1 ( dada ¡Jor la ecuación (211.8)) 
para el caso .r.o > .r,�1•

. . e 
I 

}-, 11.- aso x
0 

> x0 . �ntonr.es 
c-iz(xo-:r.�) = e- in(:r.o-:r.�)c/i(:ro--:r.o), donde et= lle Z y /J = ]1n.g z.

Para este caso, seleccionan1os corno trayectoria de integración el se1ni-rirrulo de 
radio R que esta encima del eje real de JJo, encerrando al polo Po = -( /� r' - i11)
y luego haremos tender st1 radio R hacia el infinito. Esto im¡Jlicará ql1e a y (J

tamlJién tiendan l1acia el infinito. Pero el factor c-ío(:r.o·-:r.�) es tina f11nción os
cilante, mientras que c/3(:ro- :r.�} no lo es, E'nt.onces este segundo factor hará diverger 
la integral 11 a menos que tomemos a < O. 
Esto nos !)ermite escril)ir lo siguie11te 

J 

dzc-iz(:r.o--:r.�)

21r(z + 1� r,' - i17 )(z - {JJ; r,' - í17 } )
Cp 

I 

rlzc-
iz(xo- :r�)

+. 21r(z -t- Er4 - ir¡ )(z - {l�r· - i1J } ) ·
Cn 

+n . ( ') 
J

dQ:C-1,a. :ro-Xo 

21r(o:+J.!)r, -i77 )(o:-{l�r' -i1¡ })
-R.

(2.11.25) 
Procediendo de igt1al manera co1no se realizó en las ecuaciones (211.9) , (211.10)
(2A.11), (2A.12), (2A.13), (211.lLl), (211.15), (211.16), (211.17), (21l.l8), (211.19) }'
(2A.20) !Jodemos mostrar que la integral alrededor de la c11rva C,,,, c11ando O esta 
en el intervalo de O < O < 7r es: 
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! dze-iz(:r.o-:r.b) 
lin1n.-100 ("')?. (E . )'' =0.. ,,., - _'. ry/ - 7, 1] "·

Cn 

St1bstit,1:yendo la ecunció11 (211.26) en la ecnnr.ión (2;1.25) enr.ontrainos

(2A.26) 

( 
dzc-iz(xo·-:r.b) 1 00 rlO'.C - in(:r.o - Xo) 

Cp 21r(z-t-Ev· -i11 )(z- {Br· -i,¡ }) _.[21r(a+ /;'r,• -i17 )(o.-{J,;,, -í17 }). 
(21

1.
2
7
)

De la figt1ra 2A.2 nota1nos, que sola1nente el r>olo Po = -(l� y,· - ir¡) que esta
dentro de C F co11trib11ye con el Teore1na del Resid110, para la integral de la
ecuación (2A.8) obtenen1os la siguienl·.e ex1>resión:

f
d-c-iz(:r.o-:r.ó)

I /., � 

, · , . = 21ri X21r(z + l.!.i 1/ - 1.11 )(z - { 1'. rr• - 1.11 } )
Cp 

. (z -1- f� .. i>' - i17 )e· iz(:r.o-:r.ó)

] 
L1.1n·z-•-(E,,·-i7¡)

2 
( _ 1 1, 

. 

)( 
{
/,

. }) , 1r z ,- !.Ir· - 1.11 z - !J p' - 1:,¡ 

considerando el limite con resJ)e,to a r¡ -t O y si1n1)lificando los términos seme-
jantes en la ect1ació11 anterior hallamos 

J 
dze-iz(xo-·:r.ó) ( [ci(F,,,---ü¡)(:r.o-:r.o)

]) 
2 ( 1., 

. ) ( 
{

r, . 
} ) 

= lim,, __ ,o 27ri
( , . , íT z + .!.J p' - 1.17 z - 1.!J-¡: - 1,17 -41f l.!.J p' - 1.17)

CF 

efectt1ando los prodt1ctos de los tér1ninos q11e se encu.enLran dentro de los ¡>aréntesis 
en el argt1n1ento de la f11nción exponencial y calclilando el li1nit.e con res1>ecto a 
77 -}o O, en la ecl1ación anterior, encontra1nos 

J ( 
E dzc-;;�xo- 7Ó

; 
r 

} ) 
= lim,,_. 0 (- icª'; ;:

0

0

-xó) c'
'.
(x

;
-xóJ

) 21r z + !.Jp - ir¡ z - ! . . ry,' - i17 .!J¡i - 1.17 
CF 

2E--· p 

Combinando las ecuaciones (211.27) :,' (211.28) obtenc1nos
+oo

. ( , ) 
· E ( , ) 

f 
dae-10: xo-xo ict !,-,,· xo-xo 

-oo 
21r (a+ E p' - i17) (o. - Br· 4- i11) = - 2/�' r1 

(211.28) 

(211. 29)

Esta ecuación re1Jresenta el valor de la integral l 1 ( dada J)or la er.nar.ión (211.8))
para el caso x� > Xo. 
Por lo tanto, de las ec11aciones halladas encontramos las sigtüe11tes conch1siones: 
a).- Para el caso :1;0 > x�) , debemos considerar la c11rva CF que esta e11 el s:1ni
plano inferior (del)ajo del eje real de p0) de la Fig. 2A.2 y si ade1nús sl1bstituimos 
la ecuación (2A.2L1) en la ecuación (2A.7), encontra1nos:

lo cual taml)ién se puede escribir co1no: 
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(211.30) 

Este resttltado e11 efecto coincide con el valor encontrado en la ecliación (1.89a) .

b ).- Simil�r1ncnte, par� el caso :,;� > Xo, debe1nos consiclcrnr la c11rva GlF q11e esta
en el sen;i1-1)lano stlJ)er1or ( encima del eje real de Po) ele Ja Fig. 2A.2 y si aden1ás 
st1bstittlimos la ect1ación (211.29) en la e<:11ación (2A.7), obtenemos 

·I oo 

J\ ( .') 1 ! d�-� ·-•e-•_--¡
) 

( ÍCi/�p·(xo-x0)) 
Ll.F x - x =

3 
: p ci p. x x 

------

( 21r )· . 21E-l ' 
-()(') p 

considerando la siguiente pro¡)iedad de las integrales 

.! d3 p.( ( p't ) = .! rl3 P
}
.f (-p),

entonces, reem1)laza11do esta ex1)resión en la ect1ación anterior, encontrarnos: 
-leo 

/\ ( ') 
1 ! 'J(--+ '( ·-')(-· --¡)LlF x - x = 

(21r 
)3 . d· p )c 1. - P . x - x 

- (')() 

de donde l1alla1nos 

. +O() d:i-+ 6F (x -x') = - 1
. f p cip.(:r: x') = - "(··) (x - x') 

(2 )3 2,,,_, 
Ll ., . . 

7f • _J¡i 
-oo

(2A.31) 

Este resultado en efecto coincide con el valor encontrado en la ect1ación (1.94a).

liemos mostrado de esta manera, qne la ecuación (2A.2) constit11ye la re¡>re
sent.ación integral covariante para la función 6 F(x - x'). 
Pero cuando efectuamos éstos n1ismos cálcttlos usa11do la c11rva de la Fig 2A. l 
encontraremos dos casos 

Caso 1: xa > .T,�

Para realizar la integración tem¡>oral de la ecuación (2A.4) , consideramos a Po
como una ,,ariable co1n¡)leja y escoge1nos corno trayectoria de integración la ct1rva 
de la Fig. 2A. l. La ctu1l la cerramos por debajo del eje Re Po· L11ego, lltilizando 
el Teorema del Residt10 notaremos que tanto los ¡)olo Po = ±E p' van a contribtlir 
con el valor de ésta integral, es decir, el valor de la integral en el serni-circtilo qt1e 
subtiende al polo p0 = - IE p• no es nt1la. 

Por lo tanto, el resultado qt1e se obtiene des¡)l1és de a ser los cálctllos es: 
+oo

. ( , ) 1� ( , )
· E ( , ) 

J 

d
rJ'.

C-tO: Xo-Xo ÍC-Í !;p xo-Xo ÍCt !; p• Xo-Xo 

-oo 

------ -1- -----
21r (a+ E p') ( a - E Pl ) 4-1� 1,. 4liJ7f 

Caso 2: Si x� > x0

(2A.32) 

Similarmente, efectt1arnos la integración temJ)Oral de la ect1ación (211.4) , con
siderando a Po como una variable compleja y escogiendo como trayectoria de 
integración la curva de la Fig. 2A. l. Ln cual la c.erra1nos r>or encin1a clel eje 
Re p0• A continuación, utilizando el Teorema del Residuo notaremos qt1e a1nbos 
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polos JJo = ±JET/ va11 a conl.ril)tÜr con el valor ele esta i11Lcgral; es clccir, el valorde la i11tegral e11 el se1ni-circ\1lo que st1bLienclc al IJolo JJo = ]};_, 110 es nula.
p Por lo tanto, el rest1ltaelo q1.1c se obtiene des1>1.1ós ele cfcct11ar los cálculos es:

+oo • ( 1 ) • ]� ( / ) 

J 
d0'.(:,-1.D<. Xo-Xo = ÍC-t !,

7>
, Xo-:ro Í(;

iF,
7t

(Xo-Xc¡ ) 

21r (o'. -1- lE-,) (o: - ¡-;;_,) 41.!J._, 411 p'
(2A.33) 

-oo 1' 7> P Entonces, con11)ara.11clo éstos rest1lt;aclos con los cnco11Lrados en las cct1acioncs 
(2A.24) y (2A.29) 11otarr1os q11c existen 1111a i11consistencia la cttal se debe al hecl10 de co11siderar !)ara el Caso 1 ( (jaso 2), la contribttción (le la i11tegral a lo largo clcl semi-circulo qt1c st1btie11cle al r)olo Po = -1�

-yl 
(7Jo = l�P) . Es decir, el valor ele 

• : . iE_(xo-:ré
1) (. -iE-(xo-:r:0)) esta integral del)er1a ser nula. I�or lo tanto el tórmino ic PE 1c 

� '1 p
ti -'pno debería aparecer al laclo clerccho de la cc11ación (2A .32) ( (2.11.33)) . Esta 

, J astmció11 deberia l1acersc l)Or ctlcstioncs fisicns y 110 matemáticas. Aclemás el 
, ntlmerador del lado clerccho ele la ect1ación (2A. 2) clel1eria estar 1ntdLiplicaclo J)Or 

, 

2, esto prodt1ciria que el deno1ninaclor elel la.do derecho ele las ecuaciones (2A .32)y (2A.33) sea11 2 y 110 4. De este modo 11ucstros resultaclos considera11do tanto 
, las figuras (2A.l) y (2A.2) coinciclirian. f�ste es 1111 proble1na c¡uc se presenta en 

, J todas las bibliografias y qt1e a.qtti lo he1nos aclaraclo consistcnte1ncntc. 
Una representación i11tegral no-covariante conveniente para la ft1nción 6 (+) (:1;-x') definida por la ect1ació11 ( 1 .89a,) es: 

+oo . ( ') 1 j e-ip x-x 

6(+)(x-x')= d4
JJ . (21r )4 _

00 

JJJ.11 (?Jo - E p')
(2A.34) 

La integración en p0 es eject1tada consiclerando a ]Jo como 11na varial)le compleja. 
Para obtener la represe11tació11 t;ridi1nensional de la función 6 (+) (x - x') a.partir de la ecuación (2A.34) vamos a escoger como trayectoria ele integración la ct1rva 
e+ (Ver figt1ra 2A .5) qt1e rcst1l ta (le sumar las curvas rnostraclas por la figt1ra 2A.4a, las cuales del)e11 ser ccrraelas por debajo del eje R.eal ele ]Jo.

-R R 

C¡ 

-R
----·� ... i···--·--· 

E ...p 

J?ig 21.4-a 111ucst.ra las c1ir·uas que con-tribuyen. para obt.en.er la curva e+ .

88 

R 



Aco11ti11ttaciór1, n1ostrare1nos la forn1a q11e clcbcn tericr las c1.n:vas e+ y e- qttc 
res11lta11 ele st1¡)er1)011cr las c11rvas de la G.g11ras 2/\ .4a y 2A.4h rcspccl.iva1ncnL�, 

inclicanclo s11s J)olos. 

,..-
.• 

-E-
p 

'- h. _./ 
�c.-

e 
A ltngP0

� 

t.-, 

Fig 2A. 5 !ltf·u.est.ra la.s c·uruas (/+ y c-r
--

f 
. 

/\ ( +) ( 
I) 

/\ ( -- ) ( ·')·u.11.c1.011.cs u x - x y u x - 1.. 

A lmgP0

\ 

__ t.,-, .. '

e
t 

" ..... 

E¡;

�I 

� 

� 

ReP
0

para las rcpresc11.t.a.cio11.c.5 in.legro.les de las 
respcct.iva1n.c1it.c. 

, 

E11 cambio, usualmente t.odas las bil)liografias por cjcm¡)lo la referencia No 8, 
afir1na11 qttc la trayectoria ele integración q11<' S<' cscogc para la integración tem
poral en p0 esta clacla !)Or la circ1.111fcrcncia que encierra al })olo ]Jo = 15 r', con10

lo 1nt1estra la c1.1rva c- 1 ele la figura 2/\ .G

-

A ln,gP
0 e 

ReP0

Fig 211. 6 /111.1.csf.ra las c1.1.rua.s (7+ y c./- para la..c; rc.prcsc11.lacio11.cs in.t.r.gralr.s 11.0-

covo,riarilcs de las f11,n.cio11.cs 6 (+) (:r - x') Y 6 <-) ( x - :r.') ·

J.Ja elecció11 ele la cttrva e+ ele la fig. 2A.6 esLa eqtüvocacla, por que ,_1r>artir de

ella no se p11ccle calcular el valor de la integral a lo largo clcl eje real cle,J
)o. J�ste

es un nl.1cvo prol)lcma de inconsistencia qnc se prcsc11ta en las bihliografias y q11c

no ha sido corrcgiclo a ticm1)0. 
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Una �-c¡)rcscnLación ir�\cgral 110-covaria11t.c convcnic1Jl.c para ]a ru nción 6 ( ··) (:¡;-:r')dcfin1cla J)or la cc,1ac1on ( 1 J)Ga,) es: 
-!-ex) . , 

-l J r,-tp(:r-:r) A ( - ) ( , I )- d'l 
, 

Ll 1, - X - ,1 , JJ , , . (21r) 1.)-•(JJo I· l�--.)-oo r ,, 

(2A.:J5) 

JJa ii1tegración c11 ]Jo es ejcct1t.acla co11siclcranclo a Po corno tina varial)le coini)leja. 
Para ol)tcner la re1)rcsentación Lridi1nc11sio11al ele la ft1nción 6 (-) (x - x') apartir 
de la ect1ació11 (2A.35) va,1r1os a escoger co1no trayectoria ele integración la c11rva 
e- (Ver fig1.1ra 2A .5) q11e rcs11l La de s,unar las c11rvas rnostra.clas por la. figura
21\.1111, l<1s cunlC's clcl)f'll S<'r C'('rradns J>or cncin1a. del rje l\f'al ele ]Jo.

-R

C¡ 

··-···� . .; _,.,. ·- . �···----· ··- -· �-·
R 

Fig. 2A.,1b /1111.cstro. las cu.ruas que con.f.riln.1,y<'-11 para oblcn.er la cu:rvo. (.!-. 
,E11 caml)io, 11sual1ncntc todas las bibliografins por cjcn11)lo la referencia No 8, 

afirman que la trayectoria ele integración quf' se cscogr. para. la integración te1n
poral en J)o esta dacla J)Or ln circunferencia. qu<" encierra nl J)olo ]Jo = -[�.

,.,
.: co1no 

lo mt1estra la ct1rva e- ele la fig11ra 2A.G 
, Nt1eva1ncntc, aqtti ta1nl>ién notamos que la elección de la ct1rva e- de la fig. 

2A. esta ccttiivocada, })Or q,1c a¡)artir ele ella no se p11C'dc calcttlar el valor de la 
integral a lo largo clcl eje real ele p0. f�sto Lan1l)ién constiLl.1yc 1111 1>rol)lerr1a de 
inco11siste11cia qt1e se l)rcscnta t1sualrnC:>11Le en todas las bil)liogralias por eje1r1plo 
en la referencia No 8,y q11c no ha sido corregido. 
Una forrna conveniente l)ara cscril>ir en for1na. co1nr>acta y covariant.e las rc>J)rc
sentaciones integrales cla<la. J)or las cc,u-1cioJ1es (211.34) y (211.35) r>a.ra las ft1n
ciones 6 (±) (x - x') es: 

+<x> 
. ( /) 2 f C-1p X·· X A(±)( ') - d,t 

, 

Ll, x-x = ( )A ' ])-2--2 '
21r .• . p - '11/, 

-oo 

sttl)stituyen<lo la cct1ación (2/1.:J) en la ecuación (2/1.36) halla1nos: 

(2A.3G) 

1 ¡ +(X) +co · ( ')2 - ·00 -ip(:r-:r. ) 1 ¡· ' .-) -· -·¡' l ! c-11)0 :r.-:r 

L(±)( - .,)- j 14 e = d'1 ��c111·<:r -:r )_ d¡J 
x 1, -(21r)1_00 e p(7Jo)2 - (JEP.)2 (21r)3_.oo 1 2ri _.CX) o EP,(po-E

p
,)
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+oo . I· ex, 
·¡ f .., \ . - ' (-' . -1 ) 1 f

. 

,.., .. i J)o ( :r. ·- :r.'). . l'' -. 7 7>. X - :r l \, 

- :1 ( · 7J e - <. J>o . ,(2n )' . 2·rr . 1� . (Po -1 /�.,) - (:'0 - <X) 7' 7) 

(2A .:37) 

J.Ja integración en JJo es cjcc11f·.ada co1u-;idcrando a JJo como 1111a variable cornplcja. 
J\1)a.rt.ir de la cct1nció11 (211 .:37) r>o(lcrnos cst.ablcccr las sig1licntcs posil)ilidadcs: 
i).- ])ara obtener la rcprcsc11tacióu Lridirncusional de la f11nción 6,(·t·)(:r; - :r') 
va1nos a consiclcra.r sola1ncnt.c la prirrH:'ra inLcgral del lado izqtücrdo <le la cc11ación 
(21-1.37) ct1yo int.cgranclo J)rcscnt.a 1111 polo en JJo :·::: -1- /!J' 

7
/, despreciando de éste 

n1oclo la co11tribt1ción ele la s<3g11ncla integral ct1yo int.egranclo presenta 1n1 polo en 
JJo = -Eri'. Y elegimos con10 t.raycc(.oria de integración la c11rva C"-I· (Ver figura
2A.5) qt1e rcstlll.a ele stunar las c11rvas rnostraclas por la fig11.ra 2A.4a. 
ii) .- ] )ara ohl.<'11cr la. rc¡>rC'fi<'11f.,1cic'H1 l.ridirncnsio11al de la fnncióu 6 ( ) (.r. - :1;') va-
1nos a considerar sola1n<'llL<' ]a s<�g1111da inl.�gral del lado iz(p1icrdo de la cc11ació11

(2;1.37) c11yo integrando I >rcscnt.a uu polo c11 ])o :··· - /� 
1
,, 

1 dcs1>r('ciando de &si.e
n1odo la contribt1ción de la prin1era integral c11yo intcgranclo prese11t.e llll IJolo en
integra11clo ¡)resenta un })Olo en ]Jo = [�'-,.;·. Y elegimos como trayectoria ele i11te
gración la curva (/-· (\1cr figura 2A.5) q11c rcsult.a de s111nar las curvas 1nost.raclas
})Or la fig11ra 2A.Llb.

Las asunciones hechas en i), ii) nos pcrmitiran oht.cncr rcsultadoR qnc deben cst.ar 
en co11corclancia con las cc11acioncs ( 1.80a) y ( 1.0110.) del CapiLtdo .1. 

St1mando las ecuaciones (21-l. 34) (211 .�35) ol)t,eudre1nos la reprcse11Lació11 integral 
de la fu11ción 6 (x - :z:') clcfinicla IJor la ecuación ( 1 .95a.) , es decir: 

1 ·¡t·r:o c-ip(:r.-:r')/\( ') - A(-1-)( - ') -1- A(-)( - .,)_ l-17) -I-D X - .''C - D X X Ll .T. :]. -- (
2 )

" 
c:, [, ( r,, ) rr . !..1-• J.Jo - i:.1-• 

-E
.. 

JJ 
e 

-----i,"-.. .__ ___ ..... 
, 

-(X) p p 

E1) 

-----fitlt------t------t·�.�1..-----�
.---{l>"""· --

R eP a

F. 2A 7 J¡-f t l ('.?t.""'IJa (,/y 1,a.r·a la re7,rese11.f.ació11. i11.t.cgral covaria11.t.c de la
11,g

J ·. 111tes,ra a _, 

J1tn.ción, 6 ( x - x'). 



orclcnanclo convcnic11t.e1nC'I1I.C' los factores qn0. c81.an dentro, ele los ü 1 t.egrandos elela cct1ación anterior obt.cnc1nos +oo • / 
L(x - x')= 1 1 f d'1

JJ 
c··1p�.1:---:r) ( 1 . - ___ l __ )(21r )' -·(X) /'J7j, (JJo - 1�-r') (Po I·· J�.p') , 

sin11)lifica.11clo los térn1inos qt1e estan dentro clcl paréntesis de la ect1ación anterior, enco11tra1nos la rcprcsenl.ación integral cova.riant.c de la función .6(x - :r:') asi: 
-1-<X> . ( 1 2 
I 

r.- 1,, :r. --:r )

L(x-:z;') = 
(2 )'1 

d'17J 2 . 2 . 7f , JJ - 171, 
-oo 

JJa. ii1tegrc1ción Le1n1)oral en ]Jo es <"jC'cutacla consi<leranclo a 7;0 co1r10 tina. varia.ble co1nplcja. 'j' eligicnclo la c11rva (,7 de la fignra 2A. 7, con10 Lrayccl.oria <le inLcgrnción. 
J�sta Clll'Vél. C rest1}1,a SCr la Sll}>Cl'J)OSÍCÍÓn de las CUl'VaS e+ y e- JTIOStraclas J)Ol'

la. fig. 2/\ .5. 
, En ca1nbio, t1sunhncntc todas las bibliografías 11or cjcn1plo la referencia No 8, afirman qt1c la trayectoria ele integración q11c se escoge pRra la integración t.crnporal en JJo esta clacla por la circt1nfcrc11cia ql1c c11cicrra a los polos ]Jo = ±l!J

ri
,,como lo mllCSLra la Cllrva e: <l0. la fig11ra 2/\ .8 

-EP E¡;

���-�����-��--- --�-- -�----�-G-- ---t--·--1'> 
ReP

0

Fig 2A. 8 !11v.est.ra la c11:rua. (; po.ra. la rr.prcse11./.ació11. -i11Jegral cova,ianl.c de la 
fun.ción L(x - x').
JJa elección de la c11rva G' (la<la por la fig. 2/\ .8 esta cq11i voca(la, !)Or qt1e a¡)artir de ella no se !Jl.lc<lc calct.1la.r el valor de la i11t.cgral a lo largo clel eje real de ]Jo. Esto taml)ién reprcsc11ta t1n nt1cvo l)roblema de inconsist.cncia qt1e se J)rcsenta en las l)il)liografias y que no ha siclo corregido. 
De esta manera hemos encont.raclo las r<"f)resenLaciouc-�s integrales covariant.C"s de
1 f · . " (:i) (x _ x') " ('i· - x') y 6 F(x - :r') aclaranclo las il1consistc11ciasas .unciones u. . , . , , u. . , . , . , 

que se enc11entra11 en las bil)liografias. 
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CAI=>JTUI.JO 3. 
R.EGLAS DE FJ�YNIVIAN PAR.A LA J�DC.

3.1 INTRODUCCJ.ON 
' 

En este ca1>i l;ulo, n1ost.rarcn1os qt 1e a 1>artir de la cxpansió11 de la Matriz ",e;"
encontrare111os los términos qt1e van a contribuir con el cálculo de los elementos
1natriciales Si¡ para tma transición !)articular desde t1n estado inicial Ji) hasta
un estado final l.f) . Si en los tér1ninos qne resultan de los r>rod11ctos normales,
reemplazamos las transformadas de F'onrier de los o¡)eradores de ca1npo \JI ( x), 
W(:i;) y A,,(x) y de los 1>rOJ)agadores ,S'Frcp(x1 -x2) y JJ�:!'(x 1 -x2); encontraremos
de esta manera las amplit1.1des de transición escritas en el espacio momentnm. 

Este método 110s ser,,irá para formtilar 11n conjt1nto de reglas (llamadas reglas de 
Fe:ynman para la EDC) qt1c 110s permil'.irnn escril>ir cada tmo de los f)rod11ctos 
norn1ales q11e cont.rib11:yen a .'li¡, directa1nentc desde los cliagramas de Feynman. 
Es decir, a cada ele1ne11to ,'li¡ de la Tviatriz "/3" )' para 11n deter1ninado orden 
"n." de su ex1)ansió11, le asociamos un conjunto de grafi.cos lla1nados diagramas
d d " ,, e or en 11, • 

Existiendo de esta n1a11era 1111a correspondencia 1.1no a uno entre los diagramas 
de Feynn1an y sus prodt1ctos normales correspondientes. 

3.2 LOS TERI\1INOS DE PR.Il\1ER t:J(l) Y SJ�GUNDO l5(2> ORDEN 
DE IjA EXPANSION DE LA l\1ATR.IZ ",S',,. 

3.2.1 EL TER,l\1INO DE PR.Il\1IER OR.DEN 5(1> DE LA EXPANSION 
DE LA l\1ATRIZ ",) ". 

Según la ec1.u1ción (2.56) el término de primer orden 1)(J) de la exr>ansión de la 
Iviatriz ,, S" es:

·l·oo

S(l) = (ic) ./ d'1x 1 ('110(:c1)(,'')rc13A,,(:1;1)\J!fi(x1)), (3.1) 
-00 

escribiendo los 01)eradores '1!
0

(x 1), A(x1) y '1!.e(x1) en términos de sus partes de

frecuencia positi,,a y negativa hallamos: 

-oo

+oo

( ie) J d� x1 { \]i�1 \x) ('Y'' ).,¡¡A/,1 > (x) ,r,�1
) ( x) + ,r, �a \ x) ( 11' )o¡¡A};' > (.r,) ,r,�-\ a;)+

-oo

w�I-) (X) ( ,'' )n¡3A}L-) (X) q,�1-) ( ;r;) -t- q,�
1
-) (X) ( ,'' )erpA},-) (X) \JI�-) (X)+

\JI�-) (x) ( ,'1
)0¡3A};1·) (x )\J1� 1

·) (x) -� '11�-) (x) ( ,'')n.ell};1·) ( X )\JI�-) (x )--1-

W�-) (x) ( ,'')a13A},-) (x; )\1'�!·) (x )-1-W�-) (x) ( ,'')a¡3AJ1-) (x) \JI�-) (:i;)} · (3.2) 
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uando a¡)li;-an1os los tér1ninos q11e estan entre las lla,,es de la ec1.iación (3.2) alos estaclos fisicnmentc reales li) Y l.f) qne descril1en a los electrones, ¡1ositrones
)r fot;o11es, e11co11tra1nos que la am¡)li t;,1d de prol)abilidad al J)rimer orden es
(! 1 s<1) li) = o. 
Por lo  ta11to, u11a eXJ)licació11 J)ara jnstificar este l1echo; es que a este orden de· ' d 1 l\ ,r t · ,, en la expa11s1011 e a 1v1a ;r1z lJ 110 se cu1n¡)le la ley de conservación del c11adri-momentt1m. 
3.2.2 EL TER1\1INO DE SEGUNDO OR.DEN s<2) DE LA EXPANSION 

DE LA l\1ATRIZ "S ,, . 
, Si deseamos analizar alg{111 1>roceso fisicamente real, debemos considerar por lomenos el tér111ino de segi1nclo orden ,<,(?.) de la expansión de la 1\tf.atriz ",5" dadapor la ect1ación (2.56) 

. 2 -1· 00 ·l·OO 

s<2>= ( 1;1 .! d'1 X¡ .! d4 x2r ( 1ji Q ( X 1) h'' ),,¡;A,, (X¡) '1111( x,) q,' (x2) ('Y") ,.A,, ( x2) '11q ( x2)) . (3.3)
-C() -oo 

Por con,,enie11cia para facilitar la redacción del siguiente cálctilo, vamos a omitir, -los s11b-indices a, A, {3 )' u q,1e et.iq,1el.an las componentes de los 011eradores \Jl(x) y \Jl(x) respecti,,amente, 1nientras q11e en alg11nos casos los usaremos en forma
eJ\.l)licita. También, en forma conveniente ,,amos a denotar A (x) = 11'A1,(x),
salvo que se indiq11e lo contrario.
A contir111ación, 11acemos uso del Teorema de \\/iclc para expresar el 1Jrodt1cto
cronológico de la ec1u1ción (3.3) en términos de ,1na s,1ma de r>roduct.os normales
con todas sus ¡)osibles contracciones, encontrandose q11e

• 2 -l·oo -1 oo 

s<2> = (1.;( .! d4 x1 .! d'1 :r.2f ( W (xi )/(xi )W(xi)W(.r.2)/(x2)W(x2)) = 

-00 -oo

. 2 -1-<X> ·I ex,

s<2) = ( 
1·;( / d'' .r. i / d'1 a;2 { N ( 1ji ( a; 1) $( a;i) W (Xi) '11 ( X2)/( x2) '11 ( Xz)) + 

-oo -00

+N (W(x 1 );«(xi) '11(.r. 1 )'1t(x2);1'(x2)•1-,(x2)) +N ( \]l(x, ),%'.(x,)W(x,) W(x2),l'(x2)'1t(x2))

+ N ( ,ji (.r.1) J(x1) \]'1 (:r, 1) \]I ( x2) $( x2) q, ( a:2)) + N (-¡¡, ( x1) 4\'(.r. i ) �i) W( x2) ft'(:r.2 l '11 (:r,2))

+N ( W(x1 )$(xi )'11(.r.i )W(:r.2)$(x2)\Ji(a;2)) +N ( \Ji(x,) $(x1)i[l(x¡) W(.r.2)$(x2)W(x2))

+N (w(x1) 1f(x1 )\Ji(xi )W(x2) 1f(x2)\Ji(x2) )+N ( \J1(.r.1) $(x, )\J1 (x1 )\]l(a;2)$(x2) W(x2))

-j-N (w (.T.¡) ,il'( x,) '1t ( x,) \]I ( a;z) ,A'( xi) \JI ( X2)) -1-N ( \JI (X¡) ;l'.( x,) '1J (.1:,) \]¡ ( X2) $( "'2) q, ( a:2))

+N (w(xi)$(x 1 ) '1t(xi )\]/(x2).fl'(x2) \Ji(x2) )+N ('11 (x1 )$(xi) W(.r.1 )\]/(x2)$(.r.2)W(x2)) 

+ N ( ,ji (xi)$( X¡) q, (xi) ,ji ( x2 )$( x2) q, (.r.2) )-1-N (,r, ( x1 )$(a;¡) W( xi) q, ( x2)A( 1;2) '11 ( x2))
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-1-N ( \JI ( :,; 1 )/(,: 1) l]f (:,; 1) 111(:1:2) /( '"2) l]I (.1:2)) 1 N ( iji ( :,; 1 )/(:,: 1) \JI (:r.,) iji ( :,:2) l{.r.2) 1]1 (:i:2))

+ N (w ( :,; 1 )./( :r: 1) 111( :,; 1) ¡¡¡ {:i:2) /{:i:2) \JI ( 1:2)) 1 N ( ¡¡; (:i:, )/( :i:,) 11, (:1: 1) iji (:,:2 )/(:i:2) 111 (:,:,))

-1-N ( W (.r., )/( x il IJi (.T 1) ¡¡; ( :,;z )/( 1:2) IJ1 ( 1:2) )-1 N ( iii (.1: 1 )/( :,: 1 ) \JI ( ,: 1 ) iii ( :,:2 )/( 1:2) 11, ( 1:2))

-1-N (w (,: 1 )./( :,;¡) l]I(:,: 1) \JI (.1:2) ¡j ( 1:2) 111 ( X2)) 1 N ( iji (.T J) I( :e J )IJ' ( :r,¡) iii( :1:2)/(x2) 1)1 ( x2))

-1-N ( W ( x, )/( .1: 1) 111 ( :,: 1) iii (:i:2) /(:1:2) 111 (.1:2)) 1 N ( ¡¡; (,,,) ,1, ( :i:,) /(:,: 1) iii {.1:2) ,¡!'{:i:2) 111( :r:2))

-1-N ( iif (x 1) 111 (.1: 1) /( x 1) \Ji ( "'2 )¡t'( :1:2) 1!1 (:1:2)) 1 N ( ¡¡; ( x 1) ,1, ( .1: 1) /( 1: 1 ) iii {:r.2),il' {x2) 1¡, (:i:2))

. -1-N ( W (.r., )111 ( x,) $\x 1) 1!1 ( 1:2) /( x2) 1¡, ( x2)) I· N ( iii {x i )/( .1: 1) 1J1( x 1) ¡¡; ( x2) /( x2) \JI {.r.2))

+ N ijí ( x 1 )/(.r. 1) ,¡, (x1) ijí ( x2) ,i( x2) ,¡, (:c2) -1-N ( 111 (X¡) /(.r. 1 )111 (x1) W ( x2)/( x2) 111 ( X2))

+ N ( 1]1 ( x 1) $( x,) 1J1( x 1) \Ji (:1:2 )/( .1:2) ,¡, (:c2)) I· N ( IJ1 ( :,:, ) $\.1: 1) 111 (.1:,) ,¡, (:1:2) ./( .1:2) q, ( .1:2)) 

] 01{ 



-\· N ( \l.' (a:1) f(.1:1) ,¡,( a: 1) \11 (:1:2) 1( a:2) 11, ( .1:2)) J N \11 ( :r. 1 ) ,¡t'{a: 1 ) 1]1 (:,: 1 ) /(:i:2) \11( :r.2) 1\1 (a:2 ) 

-N ( 11'(:r.1) $( X 1) \11 ( a:2) IJ1 ( a: 1 )¡!'( a:2) 111 ( :r.2)) + N 1\1 ( x 1 ) /( x 1) 1]1 (.r, 1) q, ( x2) ji'( x2) ,¡, (x2)

+ N ( 1Ji (.1: 1) f( a: tlf( Xz) 111 ( :¡: 1) ij, (:rz) 111 ( -1'2)) 1 N ( 1f1 ( a: 1 ) I( :r. 1 ) IJ1 ( .r, 1 ) I( a:2) iJ, ( :r.2) 1f1(a:2)) 

-1-l'l \l'(:i:1) /(.T1) \T1(:1:1 )\ll(:1:2) /(:1:2)\J1(:r2) .¡.J\T \l'(:r. 1 ) i(:z: 1 )\]1(1: 1 ) \Ji(:r:2)/(:r.2) \]/(x2 )

+ N ( 'Í'(.r,1 )4'( :r.1) 111(.r,1)-¡¡, (.1:2) I( a:2) 111 (:r.2)) + N -¡¡, ( a: 1 )ji'( x 1) 111 (X¡) q, ( xz ),,.¡'(:r.2) \ji ( xz)

+N (-W(x ¡ }/(x 1 ) ,J1(a: ¡ }J(x2) i1'(.1:2)1I1(x2) )1 N 'iji(,t1) l(x1)l(x2) 1J1(x1) i1'(x2)1J1(x2)

+ N ( 'JI (x i) IJ1 (x 1 ) ,,((.r, 1 }'11 (.r.z} I( xz) ,¡1 ( Xz}) + N q, (.r. ¡ )'11 (:r.1) /( a:1) '11 ( Xz )/( Xz) ,¡, ( :rz)

1 ()[j 



(3.4) 

Ut;iliza11do las relacio11es ele la eclu1ción (2.12��) , encontraremos ql1c solamente 
ocho proclt1ctos 11or1na.les de la ecuación (3.4) son diferentes de cero. Además por 
convenie11cia, va1nos a escribir e11 furnia explicita los Sl1b-{nclices a,/\, (3 y a q,ie
et;iqt1etn11 las con1¡)onentes de los operadores \Ji(:c) y \T!(:r,) , q,1e estan presentes 
dent;ro de los sigttie11tes ¡)roclnctos normales 

s(2>= L sf
2

>, 
i=A 

(3.5) 

1 (')() 1 (')() 

en donde 
2 

(2)_ -e 
SA - 2! ./ el"' 

:i; 1 .! d"' 
;,;7. N ( \TI n ( :1; 1 ) ( $( ;1; 1 ) ) nfl W fj (.r, J ) \JI,\ ( :z;7.) ( #( :1;7.)) ,\,, \JI a ( X7.)) , ( :L 5 J1)

·-CO ··00 

S�) = ��
2 -:1 d4 

X¡ �l <14 
X2N ( 1J1e,(,:¡) ($(X¡) ),,¡l IJ\1( X¡) if, A (:r2) ( ,A'( X2)) >a i¡, u ( X2)) 

-co -C)(l 

-�: -¡ d4 
.7;1 'J d4 .r,2N (qi" ( xi) ( /1' ( x,) ),,/l ¡¡, /l( x,) "iTt >. ( x2) ( ,A'( x2)) ,o�,. ( x2)) , 

-oo -oo

(3.5/1) 

sg>- ��
2 ·:¡ d4 x 1 :1 d4 x2N ( �10(xi) ($(x¡))0ilillil(x1)ifi,(x2)(,A'(x2)),. W.(x2)), (3.5C)

-oo -oo

2 +oo +ex}

S(2) -e f d,1 j d,1 • l\'
D = I 

XJ X2 2. . 
-oo -oo

+oo -l·oo 

�: J d4 
X¡ J d4 

X2N ,jÍ e,( X¡)( 41'( X¡) )n/l i¡, r;(X1) if, A ( x2)( ,A'( X2)) >u �,. ( x,)
-oo -oo

2 -1-oo +oo

-e j '1 j d"' l\'
2, 

d X1 · X2 · 

-oo -oo

-oo -oo

A t. ·' s a demost·rar que los dos términos del lado derecl10 de lacon 1nuac1on, vamo , , 
ecuación (3.5B), son idénticos entre si. 

' · d 1 ión (3 513) y por convenienciaPara esto usamos el segundo termino e a ecl1ac · ... 
omitimos los s11b-indices q1.1e denotan sus compone11tes, escribiendo

-fi ·7 d4 
Xi 7 <14 x2N ( if, (.r,¡) ,¡!'(X¡) q, ( x,) if,( x,) ,¡!'( x2) ¡¡, ( x,)) =

-oo -oo
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?. +oo -1 rx:1
-TJ L d4 :r:2 :[, d'1:i:1 N ( ,1, ( :i:2) I ( "' z) ,r, ( ,r., )\fi ( ,i: i ) ,il'(:r, i ) ,i, ( x i ) ) ,

la integral del Indo derer.ho <le la ccuar.ión anterior la hcn1os obtenido J>crmut.andu
los �-os grtlJ)�s de

_ 
or)er�dores (:T! (:i; 1 ),'1 A,,.(x 1) \T1 (:r:,)) y (\T! (:r>J.)," 11 11 (:r:?.) \Ji (:r:7.)

dentro del J)Ioducto no1n1al 1 tc111endo en cuenta q11e los operadores fermiónir,os
anticonrnt1ta11 entre si "':,' r.onn1ntan con los 01)eradores del CarnJ)O El t· . 't·· . ., .· · Jec,1omagne,1co.
A co11t1nt1ac1011 ca111b1a1nos las variables :i; 1 <-� :i:2 en la integral del lado derer:ho
de la igualdad anterior, enr.onLranclose

2 ·I ºº 1 (XI 

-TJ L d4x1 �l <l'1 x2N (\JÍ(,:i)ft'(x 1 )IJ1(;1: 1 )W(xz),il'(:r.2)1T1(x2 )) = 

2 ·1 ex, ·l·rx:1
-�! .! d'1 X 1 .! r1'1 X2N ( \JI ( 3; i) ,il'( :,; i) 111 ( :r; 1) ifi( X2) ,il'( X2)1fl ( X2)) .

-oo - 00 

RecmJ)lazando este rcs11ltaclo en la er.uar.ión (3.5 !3) escribimos ,,,�:) r.01no:
+n0 · I cxi

s�) =-e
2L d\r,¡ L d'' .1:1.N ( l]i O (X¡) (,1' ),,¡, A,, ( X J) l]i ¡, ( x i) if, � ( X2) (,") ,aA,, ( X2) l]iq (.1:2)) . (:1.5 IJ')

Procediendo en forma si1nilar en la ecuación (3.51)) encontramos q11e
2 +oo +oo

-; f d'1:i;1 ( d,1x2IV \l!(x,) $(x.1)\J!(:r1)\Jl(x2)$(x2) \J1 (x2)
2. . . 

-oo -<X> 

2 ·1-oo +oo

-�
1 
j d"x2 ./ dt1x1l\' \J!(:r,2) $(x2) '1T(x2)"W(x1) #'(x1) \J!(x1)

-00 -oo 

a contint1ación caml)iamos las variaLles :1;1 �� :z:2 en la integral del lado clerecho
de la igualdad anterior, encontrandose

-oo -oo

Reemplazando este resultado en la ecuación (3.5/J) reescribimos ,._')�) como:
+oo +oo 

sg>=-c2 .! rJ'1x 1 j d,ix2N w(}(x 1)(,'')n11 111 1(.r,1) \J1p(:i:,)"q_,"(.1;2) 1-l,1(x2)(,'
1),\a \Jtu(x2) . (3.5JJ') 

-oo -oo 

A partir de los resultados de la ecl1ación (3.5) , J)odemos calc,1lar las amr)litudes de
transición (.{ 1 .<3(2) l i) de alglu1os f)rocesos de dispersión elástica entre electrones,
posjtrones y fotones. Por ejem1)lo las a1n1)lit11des de transició11 de las sigtiientes
dis¡)ersiones: electrón-fotón, l)ositrón-fotón, electrón-electrón, 1)ositrón-1)ositró11,
elect;rón-¡)osi trón, electrón-i)ositrón !)ara crear 11n par de fotones, fotó11-fotón para
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crear tln })ar clccLrón-1)osit.ró11 Y de los r>roccsos <le interacción ele lln clcctró11

(J)Osil'.rón o fotón) con su propio ca.1n1>0 clect.ro1nagll<�Lico.

Un l?roceso fisico estará co1nplcta1n<'llLe cspccificc:t<lo s1 S<' iuclican q11c tipo ele 
par{;ict1las cnl.ran )' salen ele 1111a reacción. 

l)or ta.11to, d�l)en1os escoger el est.aclo inicial de tal rnodo que especifique los
tipos ele J)artic11las qtle va.11 a. colisionar elástica1nc11tc, indica.nclo sus 11101ne11tu1n 
li11eales )' estados ele J)olari7,ación o espín inicialc:=; respectivos. Adcn1ás, también 
debc1nos elegir el cstaclo final l.f) ele 1nancra qt1c cs¡)ccifiq11c los Li¡>os ele partic1.1las 
finales qt1e rcs1.ilt.an ele la colisión; indic<1I1<lo i;ns rnon1cnt1ln1 lineales y csLaclos de 
polarización o cs1)in finales. 

Un cc1so 1nás general seria qn<' <'l C'sLado iniciHl ji) o <'l estado final l.f) r<'pr<'sC'n\.<' 
tina. 1nczcla ele estas parLicnlas. 

Como cjern1)lo va1nos a consicl<'rar nu procc;-;o de dispersión elástica en donclc 
iI1icialmcntc exist.en clos <:l<'cLronc;-; 1 cuyos moJn('.nt.nrn lineales inicia.les son p1' y 
� (o ct1c1clri-1non1enttuns 7J 1 y 7J2 r<"Sl)CcLivamcnLc) y sus respectivos C'sLaclos ele 
espin son 11.81 (JJ7) y 1J.82 (°p;). EntoncC's el estado inicial estará claclo por: 

� � 

(3.G) 

y el estado fi11al ct1yos mo1n<'nL11n1 linC'alcs finalC's son 77'1 y JJ; (o cuadri-1nomcnL1.1ms 

]Ji y JJz rcs1)ccti varr1cntc) y sns rcs1)ccl.i vos estados de cs¡>iu finales son 7/.i/
1 

( JJ'1) y 
� 

11.3; ( JJ�). Por lo tan Lo el esta e lo fin�d para. este r>roccso estará dado por: 
� -�

1 f) - + + IO) -1 - ,· ., · · - ,· ' > - e _e -· - e , JJ2 ,.<;2 ,e , JJ 1 !s 1 .
' 

I I I I 

S2,P2 51 ,P, 

Además, estos csLaclos clr.b<:'n c1nnplir la sig1licutc relación: 

(.{ 1 i) = Ó1 f'

(3.7) 

en caso contrario que se cree 1.111 estado diferente a los cstaclos 
tenerse: 

1 i) y 1 .f) debería 

(m I i) = O, (.f 1 11,) = O. (3.7 B)

J)e la ecuación (1 .75a.) (\'cr (�apit1.1lo 1) �xpancli1n�s la s�rie. i11linita ¡)ara los
primeros términos y ¡)ara 1111 cst<1do de cspu1 dcLcr1n111aclo, 111d1cRndo su cornpo-

nentc )'ª sea con el s11h-inclicc /J (o a), C'ncont.ranclosc 

( ) ! . ] 771, � _ i ¡ X t -t 1])1 X __ 

\J![J (x) = . [e --,(11.s 1 (7J1 )).eoc 1' · -1-d,. r,.(vs,(P1 )).eoc l 
T / ji' ,9 J , PI 

' -� 1 , 1 
' .J-• 

JJ 1 

( 771 
) 

1 
[e -t (11,n (J-:;-tn ) )(3oC- ipn

:r -1- c{t · ·-• ( Vs,1 ( p;:)) ,BQCiPn x] -1- ... "''
· ·' · · · · · 

/E 
Js p .�.. ,•3,, Pn 1 I 11, 11 t 

.J� 

reescril)imos la cc11ación anterior de In siguiente manera
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( 111. ) 1 -} . ( rn. ) ! 
'11.a (:i:)= l//, Cs¡,p¡(11.,c¡. (JJ.1 ))r:10C TTJ1:r._,_ e ··•(11 (p;,))aoc··ir12x+ 

1 !.1711' \1 ¡,,_, '.'12,'{J'), '.'12 . , ,, J JP'2

( 1n, ) ! --t . ( rn ) � · 
e -•(11 (p)) c-t.p,.:r.¡ 1 , .,t ((->)) in:,; .. ... 11 l'Ep�
','ln,7>n '.'ln n (JO , --..... - - \1 J.�,,; 

(¡,•'1.1,Pi v . .,. P1 poC ,,J • -1-

, dt ( (->)) ,i1>2:r. 1r1. t --t . ( 1n ) ! ( ) 1 
-1/_E_I P-2 

,'12,7>2 V,'12 ])2 poC -/-...... -!- \1/j)p� 
d.'1n,P,:(v,.,n(Pn))1J0Ctp,.x 

-1- ·····1

pero como consecltencia de las ecuaciones (3.6) y (3.7) tendremos q11e solamente
los dos ¡)rimeros térmi11os de la ec1tació11 a11t:erior co11tri bu yen a este J)roceso. Por
lo tanto, J)Or co11,1eniencia van1os a escribir estos térmi11os de la siguiente manera

\I!�i \X) = ( 11:p/) ! C.,, ,pi' ( 1/ .. ,1 (pi') ) JJ
oC· ip1 x,

y 
l 

( +) ( ) ( m, ) :i
(� 

.
W 132 x = \l Evi C,92 ,ri ( 1.1.!12 Pi)) .aoc-· i7>2x,

entonces el operador W ( :i;) JJ11ede ser escrito de la signien te forma: 

( ) 
,T ( -1-) ( ) T ( -1-) ( ) W .B X = Y! .81 .r, + Y {J2 X .

(3.8A)

(3.8 [3) 

Similarmente, de la ecuación (l .76a.) ( ver Capi Lulo 1) exrJandimos la serie in
finita para los primeros térmi11os y })ara lm estado de espín determinado, además 
,ramos a indicar Sll componente ya sea con el sub-indice O'. (o .:\), obteniendose la 
siguiente expresión matemática 

W0
(x) =

..... + 
m, 

11E
P� 

m, 

'2[ 
-t ·I t --lo •/

] d, -;•(V,,¡ 1 (p'1 ))00c-ip1
x 

-1- e, -/(v,3; (¡/1 ))oaC
tp 1

:,: +
,c¡I ,P1 1 si ,P¡ 

-f- ...... ) 

a continuación, vamos 
siguiente manera 

a reescribir los términos de la ecuació11 anterior de la 

W0 (x)= 

••.....•• 
m, 

11 E--• 
p� 

1 
2 

l 
2 

l 
2 

1n, 
\1 /�--·

r,;

-+ . I 

l (- ( , ) ) ,.., -1.p2x I 
(, -• V !1' Pn On\, · - -

º' p' 2 /, 
''2' 2 

-t . 1 

d (- ( I ) ) ,.., - tpn :r. 1 1 
-• 'l J �, JJ On \, - - · · · · · · · -,-

, I ' r, 11. 
,'ln ,Pn 
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rn, 

11 E-•
p�

1n. 

11 /�·-• 
p; 



ro con�o c.o
nsec1.1encia �le las ecuaciones (3.6) y (3.7) tendremos cpie solamenteos dos tern11nos qt1e co11t.u1en a los operadores e t __ , y et _, de la ectlación anterior• .'I] ,PI ' .'l?.,P?. ' 

co11tr1bt1ye11 n. este proceso. Ahora, va1nos a escribir éstos té1minos de la sigu.ienten1anera 

-(-) ( ) 
1r1. 

�\:d' :,; = 1113--·
p�

y

rn. 

1 

2 

t 
�> 

(- ( I ) ) iT,1 X e 1 -,• 71,,<¡ I JJ1 onC. l", 
.'l1 ,P1 1 

-(-) ( ) '11 o2' :,; = 11 JE-·
t -\ (- ( ,·)) iri'xe 1 _, 71-:;' P?. onC. 2·. 11 71' ?. .  , (3.8(}) 

r; 
' 2' 2 

entonces, pode1nos reescribir el o¡>erador \V (:r;) ele la signiente forma:
-

-(-
) -(-)( Wa (x) = \J,cd '(:,;)-1-\V n2 ' x).

Por lo tanto , })ara obtener la rorres¡>on<liente a1n1>litt1cl de probabiliclad ¡>ara este
proceso , 11acemos uso de las ecuaciones (3.5), (3.5 !J'), (3.51)') , (3.6) , (3.7) y (3.8)
para calct1lar lo sig11ient:e:

(J I s<2> 1 i) = (.f I I: ,5;
2> 1 i) = (.f I s�2> 1 i) -1- cr I s�J> 1 i) -1- (.f I s�2> 1 i)-1-

i=A 

(f I sg> 1 i) -1-(.f 1 �c;;J > 1 i) + cr 1 /,;?-> 1 i).

Usando las ecuaciones (3.6), (3.7) y (3.8) ralcularernos ]a amplit11d (.{ 1 /i�2
) 1 i);

/ 

ade1nás vamos a omitir durante todo este cálcttlo los st1b-indices que denotan las
componentes de los O})eradores w(:i;) y \1'(:z;), encontrandose lo siguiente:

2 -1 oo ·I co

(! 1 s12> 1 i) = -�; .! d'1x1 .! d'1:r:2 (.f I N{w(.1:1),1'A,,(x1)W(1;1)\])(x2)X
-oo

A contint1ación, expresa1nos los operadores \]j ( x), 11,, ( x) y W ( :z;) de la ect1ación
anterior en SllS partes de frecl1encia positiva y negativa

2 ·1 00 1 O() 

(J 1,512) 1 i) = -; f cl"x 1 f d":r,2 (.{ 1 l\7({\J!;; >(x1)-I- w;; >(x1)}{J( · 1·>(:1:1)--I-
. 2. . . 

-oo -OQ

1<->(x1)}{w�·1·>(x1) -1- q,�· 1 >(.r,1)}{\J/i; >(x2) + w�� >(.r,2)}{JC·1·>(.r,2) + i<->(x2)}x
{w�·l·)(x2) -1- w�-l-)(x2)}) 1 i),
efectuando simultaneamente los prodt1ct.os entre llaves q11e est.a11 dentro del J)ro
ducto normal de la ec11ación anterior, encontra1nos

2 +oo ·1 oo

(f I ,'/} 1 i)= -2� j d'x 1 j d'x2 (J I N({w\:-\x1)J<-1 l(x1)+w\:-\x1)J<-l(xi)+
-00 -00 

\Ji�;) ( XJ) ¡( ·1·) ( XJ ) -1- \]1 ;; ) ( :,; 1) ;{( - ) ( X 1)} { \]j � I·) ( XJ) \V�� ) (X?.) -1- \JI �-I-) (,r,1) \V;� ) ( X2) +
\J! �-!·) ( XJ) \]j � ·;) ( x2) -1- \]j �-I ) ( :r; l ) \TI�� ) (X?.)} { A'< ·I ) ( X2) \JI� ·I ) ( 1:2) -1- j!(·I ) ( :,;?. ) '1°! � I·) ( X2)
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1-Jt<-)(x2)'1'�-l·)(:r;2)-I-J<->(:c:2)\1'�· 1 >(x2)}) 1 i).
Enseguida efcctt1a111os el 1)rod11cto de los tér1ninos del primer y seg1indo paréntesis
qt1e se enct1e11Lran dentro del 1)rod11r.to normal de la er.nar.ión anterior 

,

2 ·I 0.0
1 (".(1 

(f I S12) 
1 i) = -;; .! d'':1;1 .! cl":1:2 (.fl N({\J1 �;->(x,)J< 1 )(x1 )\J!�-,- >(x1 )'1!�·;->(x2 )-1-

-co -oo

-(-) ( ) A1 +) ( ) ( +) ( )-( - ) -( - ) ( - . ) -( -) W1 , X1 -?1' X1 '1!1 X1 \J12 1 (:1;2) -1- \1' 1 , (x1)J< · 1 >(x1)'1!2
1 

(:c1)\J!1, (:r:2)-I-
-( -) ( ) A'(+) ( ' ) ( +) ( )-( -) -( -) (. . -( -) '111, X1 -f'.l. :1,1 'P2 x, '1121 (x2) -l-\1'" (.1:1)t<->(.1:1)\J! 1

1 >(x1 )\J! 1 , (x2)-1-
-(-)( ) A'(-)(') (+)( )-(--) -(·-) (··) -(-) '111 1 X.1 f'1 :1,1 'T1 1 :1;1 \J1 2 1 (:1:2) -I- \T1 1 1 (x1);t'<->(x1)\J1 2

1 
(x1)\1'" (x2)-I-

-(-)( ) ,f(-)( ) (·1·)( )-(-) -(-·) (-) -(-) '111 1 X1 -f'.l. X1 '112 X1 '1'!2 1 (:1;2) -I- \J! 2¡ (x1)$<·1 >(x1)'Ji 1
1 (x1 )\J:1 1 , (:1:2)-f-

w;;) (x1 )J(+) (x1 )w�·I·) (.7: _¡) \J!;,�-
) (x2) -1- \TI��-) (x1 )�( 1) (x 1) \]i�

1) ( :r; ¡) \J!i·;) (x2 )-l
\lf � �) ( X l ) ¡_( + ) ( X 1 ) W �-I ·) ( .7: .1 ) \]i �; ) ( X 2 ) -1- \]i �; ) ( :r: .1 ) ;< ·-) ( X t ) \T! � +) ( .r, 1 ) Y! i; ) ( ,r, 2) + 
-(-)( ),v<-}() (-1) -(--) -(-) (

- (+) -(--) '112 , X1 -?1' x1 \f/ 1 (x1)\T12 1 (x2) + '1!21 (x1)$ >(x,)w2 (x1)'1i 1 , (:r,2)-1-

\fl��) ( X1 )� - ) ( :1;1) w�·I·) ( X .1 ) w;� ) ( X2)} { t<·t) (.1:2) \ui·1 ) (.r,2) + ;<·1 ) ( X2) w�·I ) ( X2) 

+�->(x2)w�·1·>(x2)+;r<->(.r,2)\]i�-1->(x2)}) li). (3.11) 
Al1ora, efectuamos el ¡)roducto de los términos de las dos llaves q11e estan quedando 
dentro del l)roducto normal, encontra11dose 

2 ·I· CX} 
1 ex.,

(.( 1 s12> 1 i) = -�! J d
,t x1 J d1x2 (.{IN(w�·1- )(:c¡)¡t(+)(x1)\J1 l·l)(x1)'11;� >(:1:2 )$<·1·>(x7. )W�-l-)(x2)-t-

-oo -·oo 

-(-) N( ·) (+) -(-·) Kf-) (·I) -(-) (+) (+) -(-) '111, (x1):f1- ·-1 (x1)W 1 (x1)'11 1 , (x2).fl' 1 (:c2)'11 2 (x2)-t-W 1 1 (1; 1)$ (.r,1)\]i1 (x1)W 1 1 (x2)x 

;r<->(x2) w�·I·) (x2)+ w�;) (x1 )1C·1 ) (x1) \J!�-1- ) (x 1 )\J1�:
) (x2)J<- ) (.r,2) '11�-I-) (,T,2)-1-w�:) (,T,] )$<-1·) (x1) X 

.�(+)( )if'(-)( )A'(+)( ),T(l)() T(-)( )M·I)( )I(I)( )-y(-)( )if(-1)( ),T(-1·)() 'J.! l .T,1 'J.! 2 ' X2 .¡.1. ,r,2 'J.! 1 ,r,2 -f- 'i! l' X1 -fl' Xt \ ! 1 X1 'J.! 2 ' .7;2 -f'.l. ,T,2 'J.! 2 X2 + 

W�;) ( XJ) ;< +) (X¡) Wi·l·) ( XJ) W ;; ) ( X2) ft'-) ( X2) W� 1 ) (.'C2)-f-W;; ) (,r,J )J(-I ) ( .'CJ) W i+ ) ( X J) \]i ;� ) ( X2) X 

¡<-) ( X2) \J!�+) ( x2)-t-W�;) (X]) j<+) ( X 1 ) \]i�-I-) (X]) \JI�;
} ( X2)#'(-I) ( X2) q,�+ ) (:r2)-l-'Pi � ) ( :,;] ) 4f(+) (x1) X 

W� +) ( X1) 'Y��) ( X2)$(+) ( X2) W�+) (.r,2)-f-W�; ) (.r,J )j( +) ( :r; 1) W�+) ( X1) W�;) (.r,2)J(-) ( :r:2) \]i�-I ) ( X2)-f

W �;) ( X l ) $_( +) ( X l ) \J! � I ) ( :r; l ) \]i; ·; ) ( X2) ¡t'( -· ) ( ,r,2) \JI� 1 ) ( X2 )-t- \JI��
) ( X l ) j( · I ) ( ,r, 1 ) \JI�-I ) ( X 1) \J! ;,� ) ( .T2) X

.¡t( +) (x2) W�-I-) ( X2) + \'fli;) (.r,J )¡t'(-I) (x1) W� 1) (.r,J )w;; ) ( X2) fi(-I) (:i:2) W�-l) (x2)-f-Wi;- ) ( X1 )j(·I ) ( X1) X

w�-t-) (x1) '1'�; > ( x2)¡f<-) ( x2) \]i�+ > ( x2)-t-'11��- ) (xi)/<+> ( x1) w�+) (x1) \fl ;� ) ( x2);t<- > ( :1;2) \fl�-,) ( 1;2) +

w�;) (x1 )J<-) (x1 )'1'i+) (x 1) \J!�; > (x2)JC+) ( x2 )\JI�+) (x2)-t-'Ji�� ) (x1 )J<-) (x1 )w�-,-) (x1 )\J1�; > (x2)x 

¡._(+) (x2) wtl·) ( x2)-!-\Jli� ) ( XJ )J(-) ( X1) \]i� I) ( XJ )\J!�; ) 
( X2)1(-) ( X2) \f!�.¡.) ( X2)+ \]i�� .. ) (x1 );i( - ) (.1;¡) X

wtl·) ( X1) \J! �;) ( x2 )fi'( - ) ( X2) \JI �-l ) ( X7. )-1-\]i � : .. ) ( X1 ) ¡{( -) (.r, J ) \JI)+ ) ( X'J) \U�; ) ( X2) ;t< +) ( X7.) \J! � ·I ) ( :,;2 )-1-

�� �) (X]),!.(-) (X]) \]j� .¡.) ( X l) \JI;�·) (.7:2) I( ·I·) ( :r;2) \Jl�-I-) (.1;2 )-f- \J.!;�
) 
( :r, l) jt( - ) ( X J ) \]i � +) ( X 1) W ;: ) ( 1;7.) X 
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¡.<-)( :z;2 )\J!� +) (.7:2 )-I-\J!�:) ( :,;l) j(-) ( X1) \Tl�-I) ( X¡ )\Ji;�-) ( X 2 )fo'(-) (x2) \]!�I - ) ( x2 )-1-\J!i;) ( XJ )$.(-) (XI ) X
,T(-1-)( )\J!(-)( )Jf(-1-)(, )r(·I) ( ) �(--)( A1) () -() ':1!2 X1 l' X2 -fJ. ,r,2 '!1 :,;2 -l-\li11 X1 )�,- (x1 )\J!2-I (xt)W 1; (x2)J(-l·)(:c2 )\J!�-l-)(x2 )+
-(-)( ) Lf(-)( ) (+)( )-(-) ( ) ( '111 1 :r,1 .YJ. :i:1 \T!2 X] \11 11 (x2 )t<· ->(x2 )\J!: t 1

· (:r:2 )-l-\1' ¡: > (x1 )$(-· ) (:c1 )w�·l· ) (x1)\J!i;- > (:c2)X
ff_(-)( X2 ) \J!�-I) (:r;2 )-I-q,�;) 

(.1;1) _j(-) ( :,;I) W�-I ) ( X1 )\Ji�; ) (:r:2 )� +) ( :r:2) W�-1-) ( x2) --j- \J!� ,- ) ( X l )¡!--) ( X J) X
\JI�+) ( :,;l) w;:) ( x2)¡.<+) ( x2 ) ,1, �-I) (.r,2)-1-Wi; ) ( X1 )t(-··) (X¡) \J!�+ ) ( X J) \JI;:) ( x2 )J< -) ( x2)'1!\+) ( x2 )-1-
-(-) ( )M-)() (-1-)( )-(-) (-) (-·) -(-) -( '1111 x1 fl-' ,r,1 '1!2 x1 '1!2 , (x2)ff - (x2 )'1!2

1 (x2 )+w2, (x1 )J<- 1->(x1 )w�-i->(x1 )w 1 ;)(x2 )x
;<-t->(x2 )\J!�-I-) (x2 )+\J!;;) (x 1 )fo'(+) (.r,¡ )\J!�-I ) (x 1 )'1!�;) (.r,2 )Jt<-1 )(x2 )'1!�+ ) (x2 )+ '1!;;) (.r,1 )J<-1·)(:r 1 ) x
W �-I-) ( X1) '1J �; ) ( .r,2 ) ¡1( -) ( X 2 ) \{-, � ·I ) ( X 2 ) +\V��-) ( X l )fo'( I ) ( ,r, 1 ) \J! � I ) ( X¡ ) \JI��) ( X2) j( -·) ( X 2 ) \J! �-I ) ( :1;2 ) --j
w;;) ( X1 )$.(+) ( X1) Wl-l ) ( X1) \1';: ) (.1;2 ) $_( -1-) ( X2) \J!�-

1
-) ( X2)+ '1!;,:) (,r, J )$.( +) ( X l) q,�+) ( X 1 ) \JI;;·) ( X2) X

j( + ) ( X2) q,�+ ) (.r,2 ) +\Ji;; ) ( :,;1) j( +) ( X 1) \J!� -1-) ( X 1 )\J!�: ) ( X2 )J(-) (.r,2 ) \J!�-1-) ( X 2 )-J-\J!�; ) (:r,1 )J(-I) ( XJ) X
\JI�+) (.r,1) w;: ) ( X2 )J(- ) (.1;2 ) W�+) (.r,2 ) +\JI;�- ) ( X1 )fo'(+ ) ( X1) W�I·) ( X1) W ;: ) ( X2 )J_(+) ( X2 ) W� -I) (.r,2 )-J
\J!;:) ( a;l )j(-I-) (X ] ) W�-I-) ( XJ) W�;

) ( X 2 ) fo:'(-I) (.r,2 ) W�-I-) ( X 2)--I-\J!;:) ( XJ )j( I-) (:r;¡) W�-I) (:r;J )\JI�;) ( X2 ) X
¡<->(x2)wi+) (x2 )+w;:) (x1)1<-1 >(x1 )w�·I·) (.r. 1 )w�; ) (x2 )¡t<->(.r,2 )'11� 1 ·> (x2 )-- 1- w;�-) (x1 );<-1·>(x1) X
W� +) ( XJ ) '1f ;: ) ( X2 )# +) ( X2 ) \J!�-1-

) ( X 2 )--I-\J!;: ) ( X J  )¡t(-I·) ( X1) \J!�+) ( X1) w;:) ( X 2 )fo'(-I-) ( X2 ) wtl-) ( X2) +
W�;) ( XJ )j( +) ( X1) \JI�+) ( X1 ) W ;: ) (,r,2 )¡<-) ( X 2 ) \JI�+) ( X2 ) + W�; ) ( X1 )j(·I) ( X1) \JI�+) (x 1) \J!�-,-) ( X 2 ) X 
¡!_(-) ( X2 ) \JI�+ ) ( x2 )--I- '1!;;) ( X1) ;< ·-) ( X1) \JI�-,. ) ( X] )\J! �:

) ( x2 )J.( ·I·) ( x2 ) \J!�+ ) ( x2 )+ \JI;:
) 

(.r, 1 );<-) ( .'];J) X 

(+)( )-(-)( ).1f<I)( ) (·!·)( ) 
-(-)( )A'()( ) (-1)( )

-(-)
( ) ( )( ) (1)( ) W1 X] W11 X2 fi-.·· ·  X?. '1!2 X2 -l-'1!2, X1 1'l - XJ '11

¡ X1 W11 X2 ¡_- X2 W¡ X2 + 
-( -) ;f( ) (-1 ) -( -) H( ) ( · I·) -( -·) ( ) ( +) -( -) '112, (x1)r-- (x1)\J!1 (x1)\J! 1 , (x2 )r1- ·- (x2 )'1!2 (.r,2 )-�'1!2, (x1)J·- (x1)'111 (x1)\J! 2 , (x2 )x 
¡<+)(x2 )\J!�+) (x2)-I-\J!;:) (x1 )�- -) (x1 )wi·I) (x1 )w;: ) (x2 )J(+) (x2 )\J!� I) (.r,2 )-I-W;; ) 

(:r;¡ )$(->(x1) X 
W� +) (x1) \JI��) ( X2 )fi'(-) ( X2 ) \J!�-I) ( X 2 )-1-\J!;� ) ( X1 )#-) (.r, ¡) \J!�-I-) ( X1) \JI;�· ) (.r,2 )/f( - ) ( X 2 ) \V�+) ( X2 )-l
w;:) (,r,J ) ¡<-) ( XJ) \J!�-I-) ( X1) \JI;� ) ( X2 ) ft< ·I) (.r,2 ) W� -! 

) ( X2 ) +\JI;; } ( X J) $(-) ( XJ) \"[! �-1-) ( X 1) \JI�:
) ( X2) X

te+ )(x2 )\J!�+) (x2)-!-\lf ;; ) (x1 )� -) (x1) W�-I·) (x1 )\J!�: ) (x2 )J(- ) ( X2 )\J!�·I) (:1;2 )+\Ji;;) (x1 )J(--) (x1) X

W� +) ( X1) W�;) (x2)t(- ) (.r,2 ) W �I-) ( X2 )-I-\J! ;: ) ( XJ )J(-) ( X1) W�·I· ) (x1) w;: ) ( X 2 )ft'( +) ( X2) \JI�
+) (x2 )+ 

w;.:) ( X1)1.<-) (X¡ ) w�+) ( X1) \J!;:) ( X 2 )/- +) ( X 2 ) q,�+) ( X 2 )--l-'1!;;- ) ( X¡ )J<-) ( X1) \T!� +) ( X1) q,�;- ) ( X2 ) X

;<-) ( X2) \J!�-I-) ( X2 )+ \JI;; ) ( X1 )� - ) ( X1) \J!�-I) ( XJ) \JI��-) ( X2 ) Ji(-) ( X2) W�·I-) ( X 2 )) li) · (3.12) 

IIaciendo uso de la definición del producto normal J)ara los operadores fermiónicos
( ) -(-) 

y bosóni cos en la ecl1aci ón ( 3 .12) reordenamos los operadores \JI + ( x), \JI ( :,; ) ,
A(+>(x), A<->(x) de tal modo q,1e tendremos términos en donde los operadores

de frec,iencia negativa q, <- ) (x), 11.<->(x) estan a la izqtliercla de los operadores
de frecuencia positiva \J!(-1 >(x), J1.(+) (x). Cuando aplicamos estos operadores re
s1tltantes entre los estados li) y IJ) respecti,ramente, veremos q11e todos estos
términos se an11lan. 
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ara facilitar 1<1 rcclacción (le <'stc tral)<1.jo, rr1osl.rarcn1os solamente q11c el JJrÍm('r
t;ér1nino ele la ccuaciór1 (:3. 12) <1J>licado inicialrnc11t.c al cst.ado li) y dcsrnié�s al
estaclo l.() es nt1lo. l�s (lcci r: 

n ·1-oo + ()() 

; .! d'1 :i: 1 ./ cl'
1 
:i:2 (.( 1 ,1, � ·, ) ( :r 1 ) \II � 1 ) ( :,: 2) j ·

1 ) ( X J )� I·) (:r2) \JI� 
1 ) ( X l) \JI� 

1 ) ( X2) li) . ( :3.] :3)
-00

-·OO

Para ca.lctdar el valor de la <'cuación (�l.13), corncnccrnos aplicando el 1>ro(lucLo
ele 01)eradorcs \l'l·l·)(:1:1)\(,t' )(:r2 ) sobre <'1 estado ji)

777,1 

11 E-· J)t 

1 
2 

., n, 

\! l�-
P1 

1 

ordenan do con ven icn temen t.e I as snm at.orias ( v 7\. ) ' , los es Lacios de es pin v . ., ( Ji1),

asi como los opC'raclorcs e - , y c 1 _, d<' la cc11ación anf.C'rior, ol)t.cnc1nos
.'l, T' s' p 

C-ip1(x1-l·:r2)c --•C -,Ct - .e
t 

-, 10).
S¡ ,7'1 8J ,P1 s2,P2 ,e;¡ ,71, 

,n. 

\/ ! 'J' .. • 
r, 

Utiliza11do la ecuación (1.78n.), rcC'scril>imos el 1>roch1cf.o e� r __ ,ct _, ele la ecuación
., 1' t s2 ,P2 

anterior como

e-ip1(x1-l-x2){-c _,et __ ,e _,c1 .,..} JO),
.'!t ,P1 s2,r2 s1,P1 s, .p1 

111, 

\'[,; _ _  , 

]1 t 

usamos n11cvamc11tc la cc11<1ción ( l .78a.) para ordenar co11vc11ic.11L<'Inc11t.c el pro

dt1cto e -.c1 _., ol)tc11icnclosc 
81,Pt S¡ ,PI 

e-ip1(x1·f·:r.2){-c -,Ct _,(] _ et _,es -•)} jO),
S¡ ,7JJ s2,P2 s1 ,P1 . 1 ,P¡ 

efectua11do el 1)rocl1-1cto ele los 01)cradorcs es, p'
1' v e _, hallan1os: 

,} 
s, p 

·111.

\! I�-• 
1'1 

{-e -,e+ , jü) -1- e -,e+ _,e+ 
_,C

8 
·-• IO) }.

SJ ,P1 s2,P2 .'JJ ,P¡ s2,P2 s, ,Pi l ,P¡ 

TI · d l 1 ·' (l 178a) rc•cscrihi1nos el ¡>rirner tér1nino c11trc llaves
· ac1en o uso e e a ec11ac1011 . . , , ,. · · 

de la ecuación anterior, J)ara Le11er
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n1. 

' • J , I !.I--• 
r, 

Utiliza11do la <lc>finició11 clC'l C'St.nJlo vacio 1>ara fcrmioucs (c.-, [O) =-- o) en la
ect1ación anterior oht.c11c1nos: .<;, 11 

( +) ( . ) J1 ( I·) ( ) 1 - -� . . � ) 
'1

1
1 :i, 1 \ 1 ,r, 2 e , 7)2 , s 2 , e , JJ 1 , s 1 . = O. 

Substituyenclo este resultado en la ecuación (:3.1 :3) encontrarnos 

(3.111) 

2 +oo +oo 

� ./ d'1 :r: 1 
.
/ rl'1 :r: 2 ( .f [ \ÍI� , ) ( :r , ) \J1 � ·; ) ( :r 2) ,¿r< · 1 ) ( :r: 1 ) t< 1 ) ( :1: 2) \lJ; 1 ) ( ;r: 1 ) \(1 \ 

1 ) ( :1: 2) 1 i) ::--: O.
-00 -00 

Asi, l1e1r1os rr1ostraclo que el pri1ncr Lérrniuo de la cc11ación (�3.] 2) es 111110. 

Procedie11clo en forn1a sin1ilar, es decir, usando clcfinició11 clel l)roch1cto Nor
mal, las rclacio11es ele c11ant.ización claclas por las ccl1aciones (1.78), (1.119), la 
definición del estado vacío y las ecuaciones (1.75b), (1.76c) y (1.116) podemos 
1nostrar q11e los G3 productos normales rcst.anl.cs a¡.>lica<los entre los cst.aclos ji) y 
l.f) so11 11t1los.

l:)or lo tanto, la an1plit.11d el<' l.ransicióu 

(.f I s�2) 1 i) = o. (3.15) 

Acontint1ación, vamos a caJc11lar la a1nr>litud ele t.ransición (.{ ] .. 'i);) 1 i), hacicnclo 

uso ele las ecuacio11cs (3.5/J') 1 (3.6) y (3.7). /\clcmás dnranLc Lodo eRt.c cálc11lo , -
omitiremos los s1.1l)-incliccs quP- denotan las co1npon('11Les de los operaclores \JF(x) 
y \J:i(x) para facilitar Sll r<'clacción, C'ncont.ranclosc lo sig1ücnt.c 

·I oo + no

(f I s�J> 1 i) = -c2 .! d' :1' 1 .! d' X2 (.f l N ( I]/ ( 1: 1 h'' JI,, (:r l) I]/ ( x,) ,ji ( :r.2) ¡" J\,, ( 1:2) 111( 1:2)) 1 i) '
-00 -oo

hacienclo t1so de la ect1acióB (2. 11 1) cscrihilnos la <'c1u1.cióu anterior como
+ 00 .¡ (")() 

(f Is�) 1 i)=-e2 J d'
1
x1 .! d'1x2 (.{[ N ('11(:i:1)1·1lA,1(J:1)i/)1.'(:r.1 - X2)1'11 ll11(x2)\1'(x2)) \i).

-oo -00

l1aciendo t1so ele las cc11acioncs (3.8) y (1 .11 G) rc<"scril)irnos lo anterior co1no

-00 -()() 

{JC+)(x1 )-1-$<-)(x 1 )}{$<· 1 )(x2) -1- �-)(:r:2)}{\J'i+)(:r2)-I- \J,�·l·)(:z:2)}) 1 i), 

efectuanclo simulLaneamente los proch.1ctos ele los términos ele la l)rimera Y se

gunda llave, asi como de la tercera y cuarta llave de la ecuación anterior, ha-
llamos la sig1.1icntc expresión 

+oo +r.o 

(.f 1 /:J�) 1 i)=-e2 / d4 x 1 / d':r.2iSF (x, - x2) U IN( { 1J!\� l (x1);!'< ·1\x1)+

-00
-·00
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- ) ,y( ) -( -· ) -( ) 1' (:i:1)4l,- (:171) ·I· \]12, (:1:¡),;1'( 1 )(:r.1) I· \Jr2·; (:1:1 )� )(:r:¡ )}J{-1 )(.1:2)\]1�1 )(:r:2)
-1-� ·I·) ( .1;2) \l1� 1 ) ( :r2 )-1-$< - ) ( :1:2) \JI\ 1 ) ( :1:2 )-1 · $(--) ( :r:2 ) \JI� 1 ) ( :r:2) } ) 1 i)} (:3. l G) 
luego, rcalizar1clo el r>roch1ct.o ele los t.c\rrni11os clr. la prirncr,l y scg11ncla llave q,1c
est.nn dc11t.ro del ¡)roclt1ct.o r1orrnal cl8 la ecuación (�3. lfi), oht.cne1nos +oo -1-<:x.>

(.f Is�> 1 i)=-c2 ./ d'1:i:1 ./ rl'11:2i,)p (:1:1 - :i:2) (.fl N(\v;·; )(:1:1.)1< 1 )(1: 1 )f+)(:i:2)\1,\+)(:1:2) 
-oo -ex.,

-1-Wi �) (X¡ ) 11< +) (X ¡ ) t< +) ( X2) \]/� I·) ( 1:2) -1- \JI i � ) ( X 1) � +) ( .7: 1) ,A'(-) ( :1:2) \111 1-) ( X2 )-1-
\Jri �) ( X 1 ) $ ( + ) ( X 1 ) j( -) ( :,: 2 ) \ll � I · ) ( 1: 2 ) · I · \·¡, � �--) (X¡ ) j( - ) ( :1: ¡ ) jt( ·I ) ( X 2) \] 1 l + ) ( X 2) - l
\(1� �) ( x 1) J( - ) ( x 1) J( ·l) ( x 2) \] f � l) ( :i: 2) -1 \Ji;, )(1: 1 );:r<-)(:r: 1 )4'(-)(:r:2)\11}+)(:r.2) 1·
\l1l�) (x1 )JC-) (x1 )4<-) (x2 )\l1� 

1
) (:z:2) · 1- \]r�; ) (.7:¡ )J< +) (1: 1 );<-1) (:r:2) \11\+) (.r.2 )-I

\J1;� > (x1 )�(+) (x1 )J<+ > (x2 )\Ji�+) (:1:2) ·I· \J1�·,-)(x1 ).¿r(-t·)(x 1 )JC-)(.-r2)\J'i+)(x2)·I
\J! �;) ( X 1) _a(+) ( X l ) f ( - ) ( X2) \]! � I·) ( X 2) -1 \JI�-,· ) ( X l ) jt'( -·) ( X 1 ) 4'( ·I ) ( :r 2) \JI\+) ( :t 2 )-1-
\]f ��) (x 1)4'<-) (x1 )J<-1) (x2 )\J1�·

1) (x2) -1- \)t�-,) (x 1 );f< -) (.1:1 )$<-) (:z:2)\r,\+ )(:r.2)-l-
\lf;;) (x1)JC-) (x1 )11<-) (1:2)\l1�·1) (.T.2)) 1 i). (:3.17) 

Ahora, l1accrnos 1111cvam<"111.<' 11so d<' lR <l<'finicióu <lcl prod11cto norrnal para opc
raclorcs fcrn1ió11icos y l>osc')nicos y para facilit.ar la rc'da�ció11 clc csLc trabajo, 
mostraremos qt1e aplicando los cst.aclos li) y l./') al pri1ncr pro<ll1ct.o nor1nal oh
te11drcmos cero. Es clccir, dcl)<'1nos calc111ar c"'l valor el<'

+oo -1-oo
-e2 j d'1x1 ./ d'1x2iSp (x1 -x2)(fl\Jt�-,-)(x1)� 1 )(1;1)�-,-)(x2)\J1i·')(:-c2) li), (3.18)

-00 -00 

entonces co1nence1nos aplicanclo prodncl.o de operadores A ( ·I·) ( :r2) \Ji\+) ( 1:2) sobre 
el estado I i) 

1 
2 \í 'lV--,

k 

1 
} 

-} � .,. . ( ,. )o ( ,. )c-1r.:x2 X f r 11 "' t· /\, ' 

1 
2 m, e --t'U·s1 

(fJI)c-ip1:r2ct _,(/ _,JO)' (3.19) 
11 Ep¡' s1 ,P1 s2,P2 s1,P1 

ordenai1clo convenientemente los términos clC' la cct1ación antcriori ol)l.enen1os:
1 

'I1 

e-ix2(k+p1)a,,.(k)c -,C1 _,C1 _, jü).

1 

2 717, 
\! !i

r;

SJ,P¡ .<J2,P2 8J,P1 

J-Iacemos 1150 cle }a cctiación ( 1. 780.) p<1ra cscril>ir la ccl1aciór1 anterior de la sigtli-
entc manera 
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,Y(+)(·c· )']·,(-1 )( ) - -) - -> ) #1 • ·2 · 1 X2 C , JJ2 , S2 ; r, , JJ¡ , 8 ¡ -.. 1
1
'

1 

'J. 
111. 

\11�-- > 
1'¡ 

1 
2 

-> 
(,.1, ( k ) X

tl·s1 (p¡)e-ix2(�:-1-111) (-a.,.(k)ct _,e ..,..et IO))s2,P2 -'J1,P1 si,f>·1• 
' (3.20) 

Nt1evan1cnt.c hacen1os t1so <le la ecuación(] 780) I>'lra rccscril)i· 1• · L t t · · · < · < · · .• • convernen P-tnen .e 
el 1)rodt1ct.o c5 ·r-1c _, <lC' la ecuación (:3.20) coino 

1, t -�t,Pt 

,Y(+) ( . ) \]! ( +) ( • ) 1 - � - � ) "fl. .7,2 . 1 1.2 e , ])2 , 82 ; r. , JJ¡ , s 1 -� 
1
·1' 

1 

2 \í 'l.lJ-, 
k 

- e . e -·· O t } 1 ) s • . Pi s • , P • ) ,

1 

·¿

111, 

\/ ¡_,; __ , 
Pi 

1 

2 

efect.t1anclo el })roduc{.o <le los opern<lores a.,.( t/), e -� y e _, de la ecuación a11-
• .'l, p . s, p Lcr1or, encontrarnos: 

,f(+)(x ),r,(+)( ) - � . _ � ) ,, f'l . 2 1 1 X2 e , JJ2 , s2 , e , JJ 1 , .s 1 = 1 
1 

1 

'i 
777,

2\11v-, \! ¡,;_ 
k Pi 

1l·s1(P7)c-ix2(k-1-111) (-a.,.(k)ct -, 10) -1- a.1 .(k)ct __ ,et _,e -, 10))' 
S2,7>2 s2,p2 S¡ ,p1 s, ,P¡ 

1 

2 

considcran<lo que los 01)r.r.-1dorcs fcr1niónicos co1HnnLa11 con los operadores hosóuicos 
y t1tiliza11do la clefinición <lcl cs1,nclo vncio tc111to 1>c1ra fcr1nioncs como l)ara l)osoncs 
e11 la ect1ación a11terior 1 ol)l.e11cmos 
,t'(+)( )lTf(+)( ) 1 - -l- - � ) Ü .;1 X2 'J 1 X2 e , 772 , s2 ; e , J)¡ , s 1 :.::::: . 
St1bsiitt1yenclo esta ecuación en la cc11�ción (�L 18) cnconLrnmos que 

+oo +oo

-e2 ./ d4x1 ./ d1 .r.2iSp (1:1 - :1:2) (.{I ,1,�,-)(:i:1)11< 1 ) (:c:1)x

-oo -00

(3.21) 

(�L22) 

TJo cual nos ¡)crmitc ¡JrolJa.r q,1e el r>rirncr iórrniuo ele la cct1ació11 (3.17) es nt1lo. 
Procediendo en forma sirnilar, es decir, usando <lcfinición del l)roch1cto Nor
mal, las rclacio11cs de cl1anl.i7,ación e ladas ¡)or las ecuaciones (l. 78) , ( .1.119) , la 
definición ele] estado vacío y las cc,1acioncs (l. 75b) , ( 1. 76c) y ( 1.11 G) poclemos 
mostrar que los 15 proclt1ctos norn1alcs rcsiauLcs aplicados entre los est.aclos li) y 
l.f) son nulos.
J)or lo tanto, la amplit1.1cl de transición
(.{ 1 i)�) 1 i) = o. (:3.23) 
J�l cálculo de la a1nrJliil1<l de 1.ransicióu (./' 1 S�}) 1 i) lo vcrcrnos al fi11al })Or ser el 
de interés. 
Enseguida, calcula1r1os la amJ)lit,11<1 <le Lransión (.{ I i..S1;;

) 1 i), rccn1¡Jlaza11clo las 
ecuaciones (2.] J 4) , (2. J 24) cu la ecuación (3.51)') y considcranclo en for1na ex
plicita los s11b-inclices o:, (3, A y rJ q1.1e <lcuolan las corn1Jo11c11tes de los opera(lorcs
\J'(x) y \Ji(x), cncontra1nos lo siguiente 
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-1-oo 100 

(f I sí;> 1 i) = -c
2 .! d'1 :i;_¡ .! d".T2 (.fl N {\T1n(:c, )(,'')crfJÍ/) ¡;•1111 (:e ¡ - X2) X

-oo ... ()()

(3.24) 

escribie11do tanto los pro¡)agadores de Fcynman como las matrices I fttcra del pro
dt1cto normal Y s11bstitt1yendo las ecuaciones (3.6) y (3.7) en la ec11ación anterior, 
obte11emos 

-1 oo 1-oo

(f I S(2} 1 '} - - 2 f d",' ! d'',' . ]) ( . ) . ( D 1. - e . , .l,1 
. . ,l,2 7, . F¡t1, XJ - :l,2 7,,)pp>,. :,; 1 - .r,2) X

-oo -ex,

(! 1 N ( { W �/ ( �:, ) --1- W �) ( X 1) }( ')'1') n/J ( ,yv) ,la { 11-, 1\ \r,,.) --1- W�� \r,2)}) 1 i) ,

efectuando el producto ele los términos qtte estan dentro de las dos llaves, hallamos
+oo I ex, 

(f I sg> 1 i) = e2 
./ d'1:c1 .! d'1 :D2il)F¡111 (:r1 - :c2) i,S'F/3>.. (:e, - x2) X

-oo -ex,

(f IN ('11��? (.r,1) ( 1'11 )o/3 ( 1'11
) >..e1 W�� ) ( X2) -1- '11�1: (x 1) ( ,'1) 0¡3

( 1'11
) >..e1 q,�·�) ( X2)1-

W�2? (x1)( ,'L)o13( ,11

)>.e1 w�-�-) (x2) 1- q,��� (x1) ( ,'')013 ( ,11

),\e1 \JI�-�) (x2)) 1 i). 
• -( ·-· ) ( 1 ) ( ) De esta ec11ac1ón notamos q11e los J)rod11c.tos de o¡)eradores \lf (x) y \JI - · x ya

estan ordenados en for1na normal y la aplicación del 01)erador normal N so1)re
ellos, no es necesaria. Por lo tanto obtenemos 

-1- oo 1· rx, 

(.{ 1 sg) 1 i) = c2 
./ d,i 

,T,J .! d"x2if)F¡111 (X1 - X2 ) i/3 F/3>. (x1 - :r;2) X
-oo --()() 

(3.25) 

A continuación, mostraremos q11e el 1)ri1ner término de la ecuación anterior es 
cero. Es decir, deseamos calcttlar el valor de 

+oo -1-<X>

e2 j dt1x1 j d"x2iDF,u,(x 1 - .1;2)i,S"p13;.(x1 - x2) (fl \J!�-1 J (x1)(,1'·)a,B X

-oo -oo

(3.26) 
haciendo tiso de las ecuaciones (1.75b) y (1.76c) en ]a ec11ación a11terior, hallamos: 
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ordena11do co11V<'lli�t.<'llH'1Jt.<' b,s s11111al.oriafi, 1:,:-; fllll<'Í OJJ<'S <'XpolH'll<'ial<'s, los cs
tDclos de es1>il1 1 1,s; ( JJ',·) Y 11.,1¡ ( p/), a::;i cotno los op<�rador<'s c 1 _ ,e _, de la cc11aci<'H1

' 1 .'l,TI . lt s,r anterior, o) .cncn1os

(.{] 
r11. 

\/ /';' . ' 
¡,; 

1 

2 

111. 

\I JJ_' 71, 

1 

'l. 

eiú>� .r.i -J>t :r:2) ( 11,.'I; ( JJ
1

1· ) )oíl'. ( 1'1L) 0'.0 ( ,,v) ,\a ( 11.s 1 ( Ji7) )aoC t ... , C9 1 
.. , et ___ , et ___ , 1 O) . ( 3. 27) 

S
I p' ' 1, 1 1 ,'12,P2 .'l] ,PI 

' 1 ' 1 

Usa.n(lo la f'cnacic'>n (l.7Kh), r('<'Scribitnos <'l prodnc!.o et ,e 1 _, convcui<'llL<'n1cnl.<� 
82.11·). s 1 ,r, 

de tal n1odo qltc la cc11ació11 (:J. 27) s<' co11vi�rL<· <'ll

(rl r¡(-)( )( ,/t) ( ,!.') \¡,(!)(,·) ,· :---1 . . . -> . ) (fl• \.J. o: 1 1 X 1 1 0:/3 , ,, rr a 1 .1 · 2 e : 1 )2 , .e, 2 , e : JJ 1 , .e, 1 -- . 

111. 

\/ l�--·
11;

.!. 
'2 

777. 

( 
t nueva1nente l1ace1nos uso el(-' la cc11ación l. 78a.) !)ara escribir e -, e , co1no 

S¡ ,PI S1 ,pj 

(1 - et _.C -l) c11 la ecuación anLcrior. para t.c.11('r
SJ ,7>J SI ,PI 

111. 

' · 1�· / ..J-'

]J� 

1 

2 
1n. 

,.,. r,;_, . P¡ 

efectuando el proclt1ct.o <l<' los OJ')(·'raclor<'s et _, y e -· en la cc11ación anterior 
!/, 7) 

. 
8 • P 

tenemos 
1 

'2 

·111.

\IE.1-• • 11

1 
2 

l 
2 

1 

2 

X 

X 

t t t IO)} (:t28) e _,C _,es -,C __.. ·
s' p' S¡ ,P1 1,P1 s2,P2 

1' 1 

Considcranclo el hecl10 c¡1.1c e - ,et --·· IO) == -c'
1 -., e -· IO) � O, critonccs recin-

' ' 
,q¡ ,PI s2,p2 s2,P'2 s1 ,11 1 

plazando este cxr)resión en la ecuación (�t28), C'nconl.ra1nos

11.8 

.!. 
'2 

111, 

' ¡ l�-·
111 

.!. 
2 
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de do11de definin1os el estaclo I e- pi .,,,· e-- p,> s') - (,t .t lü) 1 ·,, 
' ,,• ,., , , .1, 1 - -..,2, 71 ,c,-¡ ,en aecuac1on anterior ¡)ara te11er 2 ·"i ,r1 

rn, 

11 l!J'-• 
p� 

rn, 
2 

! ( l 

\/Ep;) X

i(p�x1-p1:r.2)(71 , (�p' )) . (rv'') ( v
) 

( (--t)) ( - ( , _ --t � --t e ·s 1 1 00: , er/3 'Y >.a 11..", P J uo e , p2 , s2 ; e , p;, s; 1 e-, p2 , s2; e-·, JJ�, s; )1 

fmalmente, t1tilizn.mos la ec11ación (3.7 /3) en la ecuación anterior, encontrandose 
(! l '11 �] 1 ( X] ) ( ,,,,) Ct,l3 ( ,

v

) ,\(T \JI�� ) ( X2) 1 e-· 1 71; 1 S2 ; e- 1 p/, 8 J) = o. ( 3. 29) 

Aplicando los estados li) y l.f) a los utros tres t.érrninos restantes 1>odernos rnost.rar 
que también son nulos. 
Por lo tanto, la a1n¡Jlit11cl de transición 
(! 1 sg> 1 i) = o. (3.30) 
Enseguida, calculamos la am1)1it11d de transión (.f 1 ,S�J> 1 i), reemplazando las 
ecuaciones (2.1,,01) y (2.113) en la ec11ación (3.51�) y considerando en forma ex
plicita los Sllb-indices o:, (3, ,,\ }' CJ que denotan las co1nponentes de los operaclores 
"W(x) y w(x), encontramos lo sigtüe11te 

2 -!·OO -!·OO 

(f 1,5';;2) 1 i) = -�! ./ d1¡ x1 ./ dt1x2i,<J1,./3>. (x1 - x2) {-iSr,·aa. (.r,2 - :1;1)}x 
-co -C() 

(3.31) 

Ahora, expresando los operadores 11 (x) en s11s J)artes ele frec11encia positiva y
negativa, obtenemos 

2 
-f·OO -1 00 

(f Is(¡) 1 i) = -;; J dit .r,, .! dtl x2,S'r··fJ>. (x1 - x2) 1.S1F<10 (:r;2 - x1) X 
-oo -co 

(f IN ({;<+)(x1) + ;<->(x1)}{$<·1 >(x2) -1-;<->(.r,2)}) 1 i) = O, 
a continuación, efectt1ando el ¡)roducto de los partes de frect1encia positiva y 
nega-tiva de los operaclores f (x) q11e estan dentro de los ¡)aréntesis de la ec,1ación 
anterior, l1allamos 

-co -ex:>

1-t(+>(x1)�->(x2) + �->(x1)Jt<+)(x2)-I- ;<-)(x1);<->(x2)} l i),
aplicando la definición del J)rod11cto normal reordenamos los l)rodl1ctos de 01)e
radores A(±)(x 1 )A(±)(x2) de fTecuencias J)ositivas y negativas q,1e estan dentro 
de los paréntesis de la sig11iente manera 

?. +oo ·I rx.J 

(f I s;ffl I i) = -;� .! d4 X1 .! d4 x2S F(3> ( X 1 - :c2) SFun (:c2 - X1) (J 1 ¡t{·I ) ( X 1 );t< 1 l( x2)

-oo -oo 
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-1-f - ) ( :z; 2) � · l ·) ( :¡; J ) -1-� - ) ( :r: .1 ) � · I ) ( :1: 2) · 1- � .. ) ( :r; 1 ) � - ) ( :,; 2) 1 i) .

])ara calcl1lar el valor d(' la C'<:nació11 (: .L:!2), co1nc11ccrnoi:; ai>licauclo e] proc.h.tcLo 
de OJ)craclorcs J1(+)(x1)J1<·1 )(:r2) sobre el esta.do I i),

;11(+)( ) M'+)( ) 1 ') ( fl) ( 1') fl' X1 fl' .7:2 7. = 1' n:(J 'Y >..a
] 

hacie11do t1so de la <lcfinición cl<'l csLa<lo vacio (ar(k) IO) = O) y ele] hecho q1.1c 
los opcraclorcs o'l' ( k ) con1n1.1t.an con los or>cradorcs et _, y et _, . entonces ohtc-

.'l2,1>2 . .'1¡ ,p¡ ' 11e1nos el siguiente rest1ltc1do: 
�-t·)(x 1 )�· 1 )(x2) 1 i) = O. (3.:1:3) 
I·Iemos J)rol1ado de est.a 111ancra qn� <'l pri1ner t.ór1r1ino de la ccnación (3.��2) 
es 11t1lo. l)or lo tanto, })rocccliendo e11 forma si1nila.r y usando las ec1.1acioncs 
(3.G),(3.7) ! (1.119) y (1.122), J)odcn1os 1nosLrar q11c los 3 productos rcslanLcs 
aplicados cnlre los csLaclos I i) y 1 .f) son 11ulos. 
Por tanto, la amJ)lit.u<l de l.rausición 

(3.34) 
¡\}1ora, calcl1larnos la a1nr>lit11cl dC' l.ransión (.{ 1 ,</�;) 1 1:), rC'emJ)lazando las ecua
ciones (2.101)

1
(2.113) y (2.122) en la <'cuación (:3.f>l·') y consiclera11do en for1na 

explicita los s1-1l)-indiccs o·, /3, A y CJ que denotan las cornponcutcs ele los operadores 
\ll(x) y w(x), e11contra.mos lo siguiente 

2 +oo I no 

(f 1 S(2) 1 .) - e f l'1, f d'1 . º ( . - . ) ( fl) · ¡) , ( - ) F 1, - -1 
(, .f-1 , .T2'l,JF<1r.: 12 .7.¡ ¡ 0:f3l. f,¡u, Xt X2 X 2. . . 

-·(X) -�;O 

Í,)Ff3,\(X1 -x2)(1·'
1

)>.a(f I i), 
utilizando la cct1ació11 (3. 7 11) c11 la ec11ación anterior, encontramos q11e 

(3.35) 

Finalmente, calculamos la ampli Lucl ele transición (.{ 1 /..S';J-) 1 i) a¡)artir, ele las 
ecuaciones (3.5C) , (:3.6), (:3. 7) y considerando en forrna explicita los s1.1b-incliccs 
o:,(3, A y CJ q11e clenotan las co1npon�nLC'S de los opcraclorcs \J1 (x) y \Tl(:1:), 01)1.P.-
nemos lo sig1.üen te 

2 
·l·OO -! 00

(2) . e J 4 J d '1
·n ( ) (.{ 1 Se I i) = - 2! el :r.: 1 :c21. F¡i11 x1 - x2 x 

-oo -00

(.f l N ( \JI o: (x1) ( 11.t )o:f3 \JI f3(.r1 )\11,\ (x2) ( ,·'')>.a \JI u(�c:2)) 1 i)

utilizando la cct1ación (].8) c11 la r.cuacióu anterior, halla1nos:
2 -l·OO ·l·OO

-( _) -( _) ' ,f.L 

(f I sg) 1 i)=-; I cl4
x1 I c14

x2il)r,t1,(x1-J:2) (.{IN({\J'a1 1(:r.1)-l-\f/0:2'(x1)}(1 )o:{3 X

2. . . 
-oo -oo
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(3.37) 
nt1e,,a1nente, efectt1ando el f)rodttcto de los OJ)eradores q,(-)(x) y q,(+>(x) que
estan dentro de las dos llaves, obtenen1os: 

-oo -oo

wi� J ( X2) ( ')'11
) ,\a W �;·) ( X2) -t- '1J �:;: (X]) ( ')'/t) n{3 '1J 1�) (,r,J ) W �-;: ( X2) ( ¡11

) >.a \J! ��) ( Xz)-t-

,T, (-) ( )( ,ft) ,TI(+)( )\T (-)( )( 11) T(-1-)( ) -;:-(-)( )( L) �(+)( ) -:tal' X1 I cxf3 'l: /31 X1 'J!>-2' X2 l >.aY17 J X2 + \.J!a: 1' XJ 11 ecf3Y
{3 J X1 X

wi2J ( X2) ( 111
) >.a �V�-� ) ( X2) -f- \JI��� ( X J) ( ¡Jt 

)n/3 \Jl1�) ( XJ) W ��: (.r,2) ( ¡11
) >.a \J!�;·) (,'C2)-I

\Y�l ? (.r,l) ( ')'1l)n/3 '11�� ) (xi )�T1��) (x2) ( 111
)>.a \Ji��) (x2) -t- \JI��: (x.1) ( 11' )er/3 \Ji�;,> (x1 ) X 

w\2: (.r,2) ( ¡11

) >-.a '1J �-; ) ( x2) -t- \JI��: ( X l) ( ,11
) a{3 w�;) (.r, 1) W�2: ( x2) ( ¡11

) )..17 \JI�-�) ( X2)-t

W�2: (x1) ( ,1l
)af3 \JI��-) (:1;1) \JI��: (x2) ( 111

)>.a \JI��-) (x2) -t- '11�2: (x 1) ( 11L 
)a/3 W�i) (x1) X 

,T,(-)( )( '') ,T,(-1 )( ) +\TI(-)( )( '') ,T,(+)( )\I/ (-)( )( V) ,T,(-1-)( ) t '±' ,\1 1 X2 I >.a 'J.: u2 X2 '.1: a:2' XJ l n:/3 'J.: {31 XJ >.2' X2 ¡ ).17 'J.: al X2 ,-

,T,(-)( )( JL) T(-1-)( )T(·-)( )( ll) T (-f-)( ) ..1 T,(-)( )( /L) T(-f-)( ) '±'o2' X1 I a:f]Y13 1 XJ \1">.2' X2 I >-.a '3!a2 X2 ,- ,1:n2' XJ l cr/JY132 X1 X 
;:¡:-(-)( )( '') ,T (-f-)( ) -:¡:-(-·)e )( fL) T (+)( )-;:¡:-(-)( )( '') T(+)( )-t�>.1' X2 ¡ ,\a�al X2 +Y 021 X1 1 af3Yf)2 ,r,1 �>.1' X2 l >,.17 Y172 X2 -

;:¡:-(-)( )( fl) T (+)( )-;:¡:-(-)( )( ") T (+)( ) l(-)(, )( I') T (+)( ) � a2' XJ I 0:/3 y /32 X1 � >.2' X2 l ,\a '1\,- 1 X2 -t- y o:2' :1, J I et{3 y {.-32 .T,¡ X

, Tr ( - ) ( ) ( 11) 
, T ( +) ( ) } 1 •) '±' >.2' X2 'Y >.a � a2 X2 ?. • (3.38) 

A continuación, aplicamos la definició11 del producto normal para reordenar los

productos w<-)(x 1 ),''w(-t·)(x1 )w<->(.r,2),11w<+>(.1;2) de la ect1ación anterior, de tal

modo q11e los operadores \JI�-, )(.1;1), w�·t·)(:1;2) estaran a la derecha de los operadores
-(-) -(-) '111 , (x1), '112, (x2), encontrandose:

+oo 1-oo
2 c

2 

f f 
. -(-) Jt -( -) 

(J 1 ,)b) 1 i) = --1
d"' 

X1 d"' x21,J) F¡t1, (x1 - .'C2) (.f l {-\J! ni' (x1) (, )ec.B \JI >-.1' (x2) X 
2. . . 

-oo -oo
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(3.39) 

a contin11ación, a¡)Hcamos los estaclos I i) y lf) a cada 11no ele los términos ele 
la ect1ación anterior encontranclose q1le solamente cuatro términos contrilJ11ycn 
al cálct1lo de esta am1)lit.11d de transición, 1nientras q11e los otros doce términos 
restantes so11 111.tlos, éstos c:alc11los lo efectuaremos en el Apéndice 3A .. Por lo tanto 
utilizando la ecuación (311.40) del Apéndice 31\, obtenemos

1 

2 +oo ·I oo 2 

(f I sg) 1 i)=-; f cl"' x1 J d":r;2iDF¡t11(;r,1-x2)
1n, 7Tl, 

2. . 11 E-,· 11 E-,· 
-oo - 0<i P1 P2 

{ ( ei(p� -p¡ ):r.1 ei(p;-r2)x2 + ci(p;-P1 )x2ci(r2 --p2):r.1) ( v . ..,; (z1:) )oa,( 11i )o.t3( u .. '1 1 (-¡¡:) ),eo x

( v.8� (]4) )o,\ ( ,''),\a ( v.82 ("p;) )ao _ ( ci(r; ·-P2):r.1 ci(p2-·P• ):r.2 + ci(r2-r1 ):r.1 ei(r� -·1i2):r.2) x

-t � 

V,."; (p'2 ) )oa( 111 ) 013 ( V,..,1 (p;) )130} { ( 71,s� (p; ) )o,\ ( ,v

),\a ( 7J,.'l2 ("p;,) )ao} · 
De la ecuación (3A.40), vamos a mostrar qne las integrales q11e contienen al ¡>ro
ducto de exponenciales e1CP;-pi):r.iei(P2 ·P2):r.2 y c1<r;--ri):r.2ci(r2-P2):r.i son eq1livalentes
entre si. Asimismo, las integrales q1.1e contienen al r>rod11cto de exponenciales 
ei(p� -r2):r.1 ei(p;-P1 ):r.2 y ei(p2-r1 ):r.1 ci(p;-1>-i).:r2 también son eq11ivale11tes e11tres si. Para
mostrar esto, vamos a 11tilizar la ec11ación (3.6) considerando q1.1e los electrones
iniciales que van a colisionar tienen ct1adri-moment1rm P1 y P2 respectivamente 
y según la ecuación (3.7) clesr>ués ele la colisión los cuadri-n1oment.um finales los 
hemos denotado como p; y p;. 

Por conservación del c11adri-mornentum tenemos: 

PI+ P2 = P1 -t- P2, 

de donde hallamos 

PJ - P1 = P2 - p;,

o también

(3.40) 

P2 - P2 = P1 - P�. (3.42)

A continliación de la segunda integral de la ecuación (3A.40) consideran1os la
' . 

J)arte q11e depende solamente de los puntos :,;1 Y X2, as1:

122 



C'O +oo

! d'1 :v 1 f d'1 ;,.;2 /J F,,,, (:1; 1 - :,;?.) c1<11� -1,:J.):r:1 </(11; ·· 1,, ):,:'.).
. . ' 

-C() -oo

reemplnzando lns ccl1aciones (�L41) y (�J 42) en los n.i·gtt ,. . el l • 
• 

, < mcn,.os e as exponen-
ciales de la ect1ació11 anterior, ol)tene1nos:
·l·OO -1-co

./ d4a; 1 .
/ d'1 a;2 1) 1;-1,,, (a; 1 - :r:2) e- i(p;--1> 1):r.1

r.
-i(1,�·112):r.2,

-00 -oo

esta ecuación })ttecle ser escrita tarnl)ién como
·l·OO -!-OC.) 

./ d4
(-:1;1) .

/ d4 (-a;2)1JF111
, ((-:r:2) - (-x 1)) ci(r> '1··P1)(-:r.1)c1(11�·-p2)(-x2), (3.44) 

-00 -co

t1tilizando las sigu.icntcs pro¡)iccladcs para integrales
b be 

J ( ) 
! (1; (X

.( X dx = .
.f 

e 
)d 

e 
) ,

a ne 

b n 

j f(x)dx = - j .f (x)d.r,,
n l, 

(3.45) 

(3.46) 

y el 11ecl10 qt1e DF,111 (:1;1 - .1;2 ) = ])p1ll, (1:2 - :i:1) (Ver ec11ación (2IJ.9) del A¡)énclice
2D) podemos reescribir la ec11ación (3.44) de la siguiente manera
+oo +oo

j d,1x1 ./ di1x2D F¡t1, (x 1 - x2 ) ci(¡,;-P1):r1ei(p;-P2)x2_
-oo -oo

(3.47)
Por lo tanto, de las ec11acioncs (3.43) "jr (3.47) encontramos la sig1iiente eq1iiva
lencia: 
+oo +oo ·I (X) 

J d,tx f di1x ¡r·1 � (x -"'· )ci(p�-p2):r.1<,i(r;-r1):r.2= j (1'1,,. 

-oo 
' ] ' ' ,2 _/ }• /lll ' '] .,,2 ' ' ' •V]

• 
-oo ···(X)

100 

.! <i'1 Xz f) J;,¡t11 ( X 1- .1;2) X
··00 

(3.48)
Similarmente, podemos 1nostrar que la c1.1arta integral es eql1ivalente a la tercera 
integral de la ecl1ación (3/1.40) , ¡>ara esto, usamos la ecuación (3.40) obteniendose 

P1 - P2 = P1 - P2,

o también

(3.49)

(3.50) 

A continuación. consideramos de la enarta integral solamente la parte qt1e de-
• 

pende de los puntos X1 y X2
+oo +oo 

J di1 x j d" 'l" ¡r·, (x _ x,) ci(p;-1'1 )xi ci(r� -r2):r.2 ,,1 .,2 JF¡u1 ,,J ,,2 , , 

-oo -oo

(3.51) 

reemplazando las ect1aciones (3.49) y (3.50) en los arg11n1entos ele las expone11-
ciales de la ecuación anterior, obtenemos: 



oo +oo
./ d'1x1 .

/ d'1:z;,1..D ,..,,,, (:r: 1 - :1;2) ci(1>2-1>;):i:, ci(r1-11;):r.2
,

-oo -00

esl;a ect1nción ¡)uede ser escrita ta1nLién coino 
+oo +oo 

f d'
1(-:1;1) .

/ <1
'1 (-.1;2)/JF.,11, ((-x2)- (-x 1))c-/<r;-112)(-·:r.i)ci(11;-r1)(-:r.2), (��.52) 

-co -oo

utilizando las })IOJ)iedades ¡)ara integrales dadas f)Or las ec11acioncs (3.45) y
(3.46) Y el hecl10 que l)F111, (.1;1 - :1:2) = /)p1,v (:r,2 - ;,;1) (Ver cc,1ac:ión (2/).9)
del Apéndice 2D) J)ode1nos reesr.rilJir la ecuación (3.52) de la sig11ient.e manera
·f·CO ·f·OO

.! d'1 
X1 .! c1'

1 
X2 l) P¡111 (X] - :r.1, ) ci(p� . 112):r I c/<r; · 11 1 ):r.2. (3.53) 

-00 -oo

Por lo t.ant.o, de las ec11aciones (3.51) ":,' (3.53) encontrarnos ln siguiente eq1iiva
lencia: 
+oo +oo ·I <X> ·l·<XJ

I d'1x f dtl ,,. ¡··1 � ("' _,.... )ci(r;·-P1):r.1c.i(p;-r2):r.2_ f ¡t1, f J'1. /) (. ,.... )x· · l 
. 

' ,l•?. J /• ¡111 ,v J ·''2 , · , -
, 

L ,r, J 
• 

<, :T,2 F¡111 ;r, 1 - ·11?. 
-oo -oo -� -oo

(3.54) 

St1bstittl}'endo las ect1aciones (3.48) y (3.54) en la ecuación (311.40) encontramos 
dos pares de integrales diferentes, permitiendonos de esta manera cancelar el 
factor �. Es decir, estas cuatro integrales dobles se red,1cen en solamente dos 
integrales dobles. 

Por lo t;ant.o podemos escribir 
·f·(X) 1 CX:l 

(J I sg> 1 i)=-c2 .! (ltl :z;¡ .! d".r,2i/)p¡111(,r,1 - ,r,2)

-()() -oo

771, 

,1 !�--· 
p� 

l l 2 2 

m. 

,1E-• 
ri; 

A continuación, t1samos la ecuaciones (2C.13) y (2C.14) (Ver Apéndice 2C), or
denando convenientemente las exponenciales y escribiendo por separado tanto l�s

sumatorias sobre pf, � como sobre p ( , -¡i; con sns respedi vos factores ( v 'Jl,. ) ' , 
ol)tenemos: 

·1· ()() ·I ()() 1 (')() 

(2) c
2 f ,, f 1" f i"l ·¡-J (J�) --ik(:r.1 -:r.2)

(J l ,'30 1 í) = - t1 
d x 1 e x2 r. .,1. 1"¡1.11 ,, e 

( 2 7f) .:. 00 _:_ ()() ..:. 00 
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777, 

1i JE-· 
Pt 

1 

1. 
111, 

1i '�--) 

P2 

' 
'i

-t 

('ns; ( J); ) )oA ('"y'') ,\a ( V-s2 ( JJl)) ao - e 1 (p; -1J2)T, c i(11;- Pt )x2 (lls; ( �)) Oo: ( ,,JL) a.{3 ( V,s • ( '"fJ7)) .BO X
� (üs � (p� ))o,\(1·''),\a(11.s2( 7J;))ao}. (3.5G) 

Efcctt1a.ndo el ¡)rocluct.o dC' los par<�nl.esis y orclc11ando Lanto los argt11nentos exr>onencifllcs, con10 los estados dc> C'spin 1/,81 (p/) y 'l/..'12(�) con st1 respectiva fl1nción
DF111,(k), halla1nos: 

.¡. <"l(_) .¡. (X) -f-(X) 2 
(2) . - - e 

(.( 1 Se ! 1.) ·- (21r )'1 
.! rl.'1 1,� .! d'':t¡(;i (p;-p,-k)Tt

• 

! ...J1�. (,i (p2-p2+li):r2
1,
·J-) (/··) XU, ·•·2 , F¡111 '' 

111, 

\! E-· 
p� 

� 

1 
:¡ 

111. 

\i ]!) __ , 
P2 

- tX) 

( 'U.s2 ( JJ; ) )o,\ ( ,·
1

') ,\a ( 71,s2 ( P2)) aO}

+oo

. 

! d,1�. ci(p2 -r>1 -1 l:).r21·¡-) ..
(/·) ,l,2 ' ]• ¡,11 •. 

-00

2 
e 

l·-

(2ri)1

111. 

+ <X) -1·()0 

'. r'X) 

.! d'1 1,: .! d1 x 1 ri(¡,;-p2-l;)x, X
.• <X)

1 
'i

·- OQ

7'11, 

\! ¡:; -·
P2 

� � 
� 

{ - ( V.82 ( ]J� ) )oo: ( ¡11
) o:/3 ( 7 l.s 1 ( 'p7)) 110 ( 1 t-s; ( 771t ) )o,\ (,''),\a ( 1/,.92 ( JJ� ) ) aO}, (3.57) 

haciendo uso ele las iclé-ut.idadcs 
+oo

./ di1x1ei(p;-p1--k):r1 = (21r)'1 ó1(7l1 - JJ1 - !.:),
-oo

+oo

.! d" X2ei (p;-p2-t-l:)x2 := (21r )'1 fJ"' (11; - ]]2 I· k)' 
-oo 

+oo.! d4X1Ci (p;-112-l:):r.1 -= (21r)'1 /j
'1 (JJ; - JJ2 - /.:)1

-oo 
+oo

./ d,ix2c/<ri;-1>,-I k)r2 = (21r)'1 r,1(7J; - JJ¡ 1 /,:),
-oo

l l t l·nstilLaclos en }n ecuación (3.57) e introclt1cienclo el factory reemp azanc o es os �, < • · < 
'-e2 convenientcme11Lc cutre las maLricc's ,'

t Y ,'', obt.enc1nos: 
+oo

(J l ,S'g) 1 i)=(21r)4 
./ rl'1 /,:8'1(7);-JJ1 -k)b1(p;-7J2·l-k) 

-<X) 

777, 

\! L, .J--· 
p; 
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-1-co

(27f)'1 J d'1 kó'1 (7)� -7)2-/,:)f/1 (7);-p, ·I /,;) 
-oo

1 1 
'¿ 'J. ! 1 

1n 1n. 'l 
111. 777, 

X \ . ,, \I I )·-/ !; - • '. I' 
\/ ]!)_, • / !J_. ' 

p; 7,; 11 1 P2 

-�
{-( 11.s; (JJ;) )ort ( ÍC')'1L )a¡3( 7f .. <i 1 ( Pt) )¡:ioi !} ¡.10,(k) ( u.'I; ( pf) )o,\ ( ir:1

11

) ,\<r( 71.82 ( 7J]) )ao}. (3.G8) 

Ahora., t1sa 11(lo la. sig1.1ic11t.C' pro¡>i<'clad 
+oo
J d:z: Ó ( :1; - (J.) .r ( �t:) � .r ( (I,) 1 

-oo

poden1os si1111)lificar las sig1ücnl.c cxprc:-;ioncs 
+oo
.! d'I k8'1 (JJ� - ])1 - k) { <)'1 (p; - J)z· 1-k )i /] /•'¡111 ( k)} :..-::()1 (p; - JJz-1-J}� - ]}1 )i]] FJJII (JJ't - ]7J) 

-oo 

(3.59) 

ta1nbién 
+ce
.! d4 kó4 (JJ; - ])1 -1-k) { Ó1 (])� - ])2 - k )i f) /•'¡111 ( /.;)} ::·_:(?

1 (JJ� - ])2-l·J); - J)l )iÍJ FJJII (JJJ - J);)
-co 

(3.GO) 

De las ecuaciones (3.59) y (:1.GO) 11ol.a1nos qnc los argl1ment.os de las funciones /51

expresan la conservación del ct1aclri-1nomentum, es decir, la st1ma de los ct1aclri
moment11m e11trantes es ig11al a la s111na ele los c1-1adri-n1omenttun salientes.

S11bstittl)'enclo las ecuacio11<'s (3.59) y (�3.GO) en la ecuación (:J.58), encontramos: 
! 
'l 

11 ,. 

1i J:J_, 
P1 

1 

2 
·717, 111,--

\/ /�_., \I JJ;_, 
Pi P2 

Factorizando el térrnino (21r )1 f/1 y los factores 

l 
1 

'í 
'171, ., , /. 117 

11 f'_, ..1 7)2
11 E-,

p; 
1íE-4 

p; 

1 
1 l 

2 'i 'l 

rn, '177, 
X 

\I E-, \í E-,
¡,; p; 

( ) �

771 podemos escribir: 
\! ¡;; p 

! 

2 

X 

2 

(f 1,s•g) l i)=(21r)
1 

ó1 (p;-,-J);-p1-JJ2) rr 
777, 

rr 
111.. 

J1t/ (3.62) 1/ /J_, 1/ li-,
' 

i-:=- 1 P¡ f =-=- l PÍ 

en donde l1emos definido 
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=== 111('2, l ) -1- 111<2
,
2

);

icuclo 

/v[C2,t)=('l/.�� ( ])
1

1·) )on:('i,c,·y'')n/3 ( 11 .. '11 ( JJ!) )¡301: /) F1a, (1>'1-Pi) ( 71.R; (JJ�) )o,\ ( ic11') ,\(1 ( 7f,_c¡2 ( JJJ) )(10 1 (�3.6�3A) 
-}

111<2,2) =-(us; ( JJ;) )on ( ic,,Ji )�r1 ( 11 .. <:1 (pj7) )ooi ¡) F¡u, (JJ1 -p;) ('u..'I� ( JJ�
}
) )o,\ ( ic,1'),\a ( 11-. .,2 (p;) )(10. (�LG�3fl) 

El pri1r1cr s 1lpra-i�1cli:c 2 inclica el orden de la expansión ele la tvJatriz '' ._S1" y 
el segundo st1pra-111cl1cc l o 2 indica ya s0.a la pri1ncra O segunda am¡)littid de
Fcynman resr)cct.i van1c11l.c. 

' 
La t1tilidacl Y la i11tcrprctació11 fisica de estas a1nplitudes seran analizaclas c11 la
Sección 3.3, cnanclo c1111ncic1nos !ns l�<'glas de ] 1'cy111nau para la J�DC�. 
Finahnent.e, sul)stiLuycnclo lns <'cnacioncs (3.G2) y (:t6�3) en la ecuación (3.q) 
cncontran1os la a1n1)lit.11el de 1.ransicióll (.{ 1 .s·<2) l 1:) q11c contrihuyc a la disr>crsión 
elástica. clecLrón-electró11 (J1ispC'rsión d<' l'vlollcr) . 

1\conti11uació11 va1nos a cn11nciar las r<'gl<1s propn<'sL<1s r>or 11. Pcyn1nan pa.ra pod('r 
escribir dircctan1entc las a1nr>li LndC's 11..J(n,I.:) para cl1alq1ücr proceso de dispersión. 

3.3 REGLAS DE FEYNI\1AN PARA ESCRJBRIR LOS EI.1EI\1ENTOS 

Iv1ATRICIALES. 

Como consect1encia ele las <'cnacionC's (�LG2) y (�3.G�3) podemos forn1ular nn con
jt1nto de reglas ql1c nos pc-r1niLan escribir los clcme'nt.os matriciales (.{ 1 .S

1 

1 i) 
directame11Le dese.le los cli<1gra1nas de l;'C'yn1nan, para alg1111a tra11sición 1>artic1lla.r 
desde el estnclo inicial I i) hasta <'I estado final 1 .f).
Por lo tanL0 1 una generalización ele las ccuaciours (�3.G2) y (3.63) es: 

I:1}1- I:1,, 
J 

1 1 

I1 ( ::':, ) 2 I1 ( ::
7

: )
2 

,,1, 
i ' /ji J ' /ji

en donde D¡¡ es la conLril)11cióu (lcl or<lc11 cero ele la cxpausión <le la ]\,Iatriz '' ... 9)' 
y pt1ede ser igual a cero si los estados asint.ót.icos I i) y 1 .f) son elifcrentcs e igunl 
a uno si los estados I i) y 1 .f) sou igualC's. 

De la ect1ación anterior not.a1nos, q1H' el argurnent.o de la función <5''1 contienP
las sumatorias de JJ¡ y JJ l, las el tales r<'prcscuLan los cnaclri-1no1ncnttnn ele las 
partict1las iniciales y finalPs rc8¡>ecLi va.n1c11Le, que es tan presentes en el proceso. 

) I 

El prodt1cto IJ ( ,7:Ji) 2 es extcncliclo sobre todas las part,iculas iniciales qt1c cstan
7 , 

entrando a 11n proceso de elisr><'rsión, si<'ndo B1 la cn<'rgia de cada tino el<' ellas. 
1 , , 

En cambio, q ( ,;;f 1 
) 2 es cxl.c!ldirlo sobre, !.odas las pnrticnlas fin a les o la� p

nrticulas

qtlc salei1 de 11n J)roccso de dü,pcrsión, en don ele E¡ rc1>rcsC'nta la energía ele caela 

1.1na de las J)arLictllas finales. 

Definimos ]a cantidacl /vi co1no: 
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en donclc <'1 l)ri1ncr s11¡>ra,-i11dicc 11. indica el ord<;n de la cxpn11sión <le ] a. lVlntri7,

,, S" y el seg11nclo s11pra-iudicc' k indica el 11i'uncro de a1npliL11dcs de r•'cyurnan
posibles y di fcrc11tcs cut.re ::;i. 

IJa ca11tidacl 111 es ol)l.cnicla s11!11a11do algC'l)raicarnC'nLc las a1nr>litucles de l·eynrnan 
111(n,k), las Cllalcs son const.ruid::18 dibujando todos los posibles gráficos ele )i'eyn-

n1an diferentes según sea proceso ele clisp<�rsión, cu el <'spncio 1r101ncnt111n. 

El nt'1n1cro <le a1n¡)lit.11<l<'s t1f(n,k) q1.1c co11t.rib11ycn a 1111 ¡)roccso ele clispersión 
depe11de11 del ordc11 "n." de ln expansión de la .tvI at.riz '' .S"' , es clccir, para 1.1n

proceso ele (lispcrsió11 <'lflst.ica al S<'�1111<lo orden n, = 2 (por cjc1nplo: IR dispersión 
de :rvlollcr), encontrarnos a lo n1,1s <los gráficos de J•'cyurnan (o tarnbién llamaclas 
a1nplitt1dcs ele Fcy111nan) <lif crcnLC's. 

1\st1n1ie11do c111e la clir<'r,ión el<'l i11cre1ncuto cl�l t.ir.1npo es s1.1p1.1cst.o hacia arril)a 
y la. del retroceso en el ti<'1npo es s11p1.1c·sLo hacia abajo, entonces para clisLi1�guir 
entre elcctro11cs y positrones, conv<'ni1nos en re¡)rrsentar a los electrones por lineas 
sólidas dirigiclai=; y scüalando <'ll la clirrcción ele] incr<'lncnto del Li<"rnpo y a los 
positrones l)Or lineas sólidai,; dirigidas y s�üala11do en dirr.cció11 contraria a los 
electro11es, es decir, ret..roc<'dienclo cu el t.icrnpo. 
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reglas cnconl.radns por lt. J,'c,v11111·u1 ]>·,,··, t 1...• . . 'f' ., < .  <. ( .  • <l/,<l.l f,;J JS f�ra ICOS SOIJ:

Con1r>oncntcs del diagrn111n 

1.lJor ca(la vórtice.

/�' 

2. Por ca(la li11ca interna dC'] fol.Óll

de cnaclri-n1ornC'nt.11111 k.

3. J)or cacla linea interna del fcr1nión 

ele cuaclri-1no1ncnt11n1 71.

JJ 
---�---

, 
4. JJor cada linea externa clf'l f crmión 

ele ct1adri-momenf;t1m JJ.

129 

l•'acLor <'11 la fVl al.riz "S"

Se c:-,cri be el factor. 

s(' cscri h(' C'l factor. 

: f (i·) 
-1,g/tl'

/, ) F¡u, 1
• = .

2 
/1, -1 7,�

Se cscri he el f acLor 

. ·, i ( j) -1- 111,)
7,/-j Fr:rf; (7J) =.: 2 2 · e]) - 111. -1- te.,

SC' C'SCribc e} csl.aclo ele cspiJ1 



X 

.fJ

J\niqnilación ele nn n-· : ·u.r Clt) 

Esf,c esta.do es re¡>rcscn.t.a.do por 11.11.a. l{n.ea dirigida hacia arriba y en.lran.do a.l 

7n1,nío x. 

JJ 

X 

(1 
• , l (-}) . ,rcac1on < e 1111 e· : 11.,. 7> 

Est.c cs/.ado es reprcsc11.t.ado por una l-Í:nra. di.ri_qúla. hacia. arriba y saiic11.do del 
pv.nf.o x. 

X 

l!Jsíc esla.do 
¡n1,nlo ;,: . 

JJ 

/\niqnilación de 1111 c· 1 : v1.(p) 

, 

r.s rc¡1rcsc11.t.ado por 1in.a. linr.a dirigida hacia abajo y salien.do del 

JJ 

(� . , l + (�),r<"nc1011 e e nn e : v,. JJ 

.,\. 

Este estado es rcprescn.t.ado JJOT ·una l{nea dirigida hacia abajo y en.tran.do al J)tn1Lo

X. 

1 �30 



5JJor cacla linea externa d<'l íot.ón Se escribe e] factor. 
de ct1aclri-n1orncnl.urn k. 

.X 

/\nicptilació11 de t1n ry : c,.1/,( k,.)

Est.c es la.do r.s rr.prcscn.f.a.do 7,or 11,11.a lÍ11.r.a 011.d11.la.da r.nf ran.do a.1 pu.11.f.o :r. 

, 

le 

X 

(� 
. ' 

� 

/ reac1on ele un ')' : cr1
, ( k. ) 

Est.e estado es represen.lado por ·un.a lÍ11.c0, ond11.la.cla saliendo del pun.to :r.

� 

en donde p JI k. denotan los 1nomc11Los t.ri-cli1ncnsioualcs de ]as parliculas ex-
ternas ·:{ r = 1, 2 es¡)ccifica11 los estados de espín y polarización. 

6. Los factores vT (p), 11,.(p), v,.(p) v,.(p), ry11 , S'Fr.4J(J}) y J)F1u, (k) son orcl<:'
naclos ele tal moclo qt1c, ellos oc11rren yendo d<"scle la derecha. l1acia la izqtüercla, 
como si 11110 se moviera siguiendo la clir<'cción ele las fl<'chas ele las lineas externas 
de los f er1nioncs. 

7. A cada diagrama le correspo11 nna función Ó1 , ct1yo arg11me11t.o expresa la

conservación ele} ct1adri-rno1nenLt11n para el proceso en cstu(lio.
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CAI:>JTULO 4. 
CALCUI�O DE f.,J\. SECCION EFICAZ.

4.1 INTR.ODUCCION.
, 

En el c::qJit;ulo ::u1terior he1r1os establecido las R.cglas de Feynman ¡>ara ol)tener
los elen1entos n1utriciales ,c;i/, ele alg,ín proceso de colisión en la EDC. E11 este
capitulo ,,an1os a derivar usando los ,c;if, las secciones eficaces tanto en el Sistema
Centro de ivlnsu (SC:tvl) como en el Sistema I_,aLoratorio (SL) res¡)ectivament-.e.

4.2. SECCION EFICAZ. 

Consideren1os ,111 l)roceso de clispersión elástica en el ct1al clos 1>articulas ini
ciales, qt1e 1>t1eclen ser le¡>tones, se enr.l1cntran en el estado inicial I í) con c11adri
mon1enttm1 Pi = (Ei, "'fi:), i = 1, 2 y en determinados estados de es¡>in, coli-
sionnn y ¡)rodt1cen l\1 1>art.ic11las en el estado final ] .f) con cuadri-momentnm

\ 
(

--t

q1' )
2 

-1- 1n,¡2 , q1/p'¡ = , .f = 1, 2, ...... N y en determinados estados de es1>in.

Por tanto, 11tilizando las er.11aciones (2.52) , (3.60) y el hecho q1.1e 6i¡ = O, en
contra1nos q11e la corres¡>ondiente amplitud de ¡>robabilidad para este proceso de
dispersió11 es:

N 2 

¿P¡ 
- ¿Pi

f =l i= 1 

la ecuación anterior ta1nlJién se p11ede reescribir ro1no:

N ?. 

¿P¡ - ¿Pi
/::-;) i=1

2N 

( --t) 
.! � -> I 

Il (2m.z) 2 
Atf P1, P2 , q¡ 

l=l 

211

111,¡ 

1 
2 

(->)?. q'¡ -1- 1n,}

1 
1. 

( 4.1) 

donde el sub-indice ,, l" se toma sobre todas las particulas q11e estan presentes en

el proceso.
· · , d 1 

· (2 54) y (4 1) vamos a calcular la probabi-A cont1nl1ac1on usan o as ecuaciones · . · , , . 
l'd d d t 

· '., desJ)ue's de 11na colisión el sistema fis1co se enc11entre1 a e rans1c1on ¡)ara qne
en el estado final ¡)osilJle IJ)

N ?. 

¿111 - ¿Pi
f =] i:...c J 211



:=:l 

(2·111.¡) 1 J\.1 (V: ) -;¡;) 12 .

(1.2) lié!cicndo uso ele la 1 >ro1>iccla<l de disLrih11ció11 ele la hu1ció11 <lclLa (Ver rcf'crcnciasNo 1, 5, 6, 8 y 9) 
'2 ,v 2 ,v 2 

(2·rrrl c5·1 ¿1J'¡- ¿JJ¡ ::.. (21r)1 b1 ¿ 1)'¡- ¿
1,i \í'l'.

f :::l i=l 
f=l i=] 

(4.3) 

en la ect1<1ción ( 4. 2), cncont.rarnoi=; la ::;ignient.c relación:
,v 2 

L 17'¡ - ¿17¡
f==d i:cl 

2l\1
_. 

2\/
1 

ci) 2 -1- m.}

X 

rr (2111.,) 1 1,'1 (y¡;, JJ;, q�) 12 ,,.,,,. ( 4 .1) 
l=l En cloncle ll 1'" re¡)resenta el int.crvéllo de ticm po en que se realiza el procesoele dispersión (\1cr referencia No 3 pág. 185) y t.anl.o 7 1 como \í se consicleran losuficienten1entc grandes. 
Divi.die11clo la ccu<1ción <111tcrior <'nl.r<' '/', <lcfini1nos la prohahilidad ele transiciónpor u11iclacl de ticrnJJO h<1ria un cst.ado final ele la siguiente manera: 

t-• -
1sif 1 2 = (21r rl 8.1 ,v 2 

X 

2 ( 1 ) N

l,f/. f = L J)í - L]Ji rr , ¡,, rr 
--4 2 T 

f-1 i :- 1 i=l 2' /.J¡ f;:;.J ( q�) 4· 111}2\í \

El 11úmero de csLaclos finales que tendrá tina particula en el rango d3 q� y clcntro 
-·

\/ <Í
:¡ q 1 

, , . • . 1 . , ele un volt1mcn \í es ( -).J-. ]•Jnt.011c<"s el n11rn('ro clC' ('SLados finales que 1.cnc 1 an tin
2 .. 

sistema ele particulas con n101nC:"11Ll1m en el rango 11 d3 q'¡ y dentro ele un vol tunen 
f 

\f será: 
-t 

N 11 d3 q' 
II [. 
f =1 (21r )' 

(4.6) 

Esta canticlad nos scrvirA J)ara ol)Lcncr l<t J)robnbiliclad de t.rausición �:lifcrencial1 · l f' I 1·, t 1 · l<·11l·'rrl')S 1n11lt.i1Jlica11do l,l1 · .¡ l)Or la1ac1a un gr11po ele csLa< os 111a <'S. 'Js .o o ca , n ' ·  1-ecuación ( 4 .6) , cnconLralldosc: 
N 2 

L JJ1 - ¿JJi 
f:-.J i=I

11.14 
2\/ (->)

2 2q'¡ -1- 171'!



-> �, , . l -> 
= q1 -1- q2, S1Cl1C O JJ2 ·-· (),

la ecuación anLC'ric)r, nos l><'r1nil.c' CRC'ribir lo signicnt.C' 
-t _, 

(!J.4]) 
-> ,. 

q; = JJ 1 - q .l •
, ( !J . 4 2) 

Aclc1nás lns cncrgias ¡)ara <:'81.<' procC'so de clis¡)�rsió11 c11 <'l Sl l 1 · · t· • , • · • . . , . .J' cun11) cu a s1g;1.ucn ,erelnc1on: 
., J "' 1··,, ¡·, E1 -1-111,2 = ..'.11 -1- .'.!2 :.= !..1,

c11 do11cle las c11crgi.1s finnlcs <':-i!.an dadas por 

E[ = \ (pf) 2 

+ m.f ,

--t 
1 0 . 2 JJ I cos -1- 1 n.2. (4.,11) 

. ,Por tanto, rec1n J)lazanclo la C'c11ac1on<'s ( 4 .41) , ( 1.112) y ( 4 .'13) e11 la 
( 4.17) , en contra n1os CCll<IClOll 

•1
( �) 2 --t 2 --t 

� I1 ( 2111.,) i\,J Y,: , q�· ó ( /�� 1 E� - I� 1 - 11
7

.2) q� ri q� ctr2'1
d(J (1),.) =-l _1�-----------------------

1 G11r 2 J�,111.2 1if (/�;r,;�) 1 
(4.'15) 

Empleando la ccuacióll (!J1\. l8) d<'l J\pfndic<' 1/\ 1 cncont.r<1rnos la rnagnil.ucl cl<'l 
flt1jo total i11cicle11tc en C'l SJ J, 

. - ih\ 
1-,.E · I .!J

¡ 
, 

y sul)stitt1yendo la. ecuación ant.<'rior, en la cc11ación (1.45), obtenernos: 
'1 

( 
-") 2 

-> I1 (2111.1) 1'\1 P1, r¡{
d(J ( q� ) = ;.._l ....::l _______ _ 

G11r2 \ JJ7 j ·n12

� 2 -t 

b(J�; 1 1�; - /�¡ - 1112) q; d q;

/,,, /•'' ,, 1 "2
d.(1'1 . (4.4G) 

Para l1acer uso ele la ect1ación (1.2��), considcra1nos las cc11acioncs ('1.4'1) Y (4.4G), 
designando " .f ( q;') y a g ( q;') como: 

.r q¡ - { 2 2 ,

(-t) (-" i) 2 
V q; ·I· 111,I \ JJ1 - {J¡ -1· 777.2

------:::---

q; -1 · 771-1 -1 ( fJ: - ir + mJ-E1-rn2. ( 4.47) (�)2 2 
· (A.AA) y (,1.'17) va1nos a calct1lar el valor eleAhora, 11Lili�anclo las ccuac1oncs 't 't'J 

-1 

Dr,( '1� ) , es decir: 
8 r¡� 

1 ,,f 1 = 1 r,{ 1

1 r,3 



fJ 
. 

2 

(�)2 
\ <]; 

-1· '171, 1 -1- ( ->)
2

-¡¡; - q� ·1·?11.� - ,� -> 
])� 

-> 
I -}

o p
1 

- 71
1 

cos
->

[) q� 
---;:========-1- --::=======(JJ\) 2 

1,nf 

pf ( J�� -1- ]��) - ]�� r: COf,; (}

l'i'' J?' ..11 ..,.2

. ···) __ ,
n' -- p' 
·q -· 1 

7/1 ( /� 1 -1- rn.2) - B� JJ7 cos O
r,, ¡·,, 
/)¡ )2 

( 4.48)
En el i\¡Jéndicc 1111, hc1nos 1nost.rado qnc d<>r><'t1<licnclo d(' la relación qnc existaen1,re las 1nasHs en rcJJoso 111,¡ y 111.2, <'scogcrcrnos los intervalos { J k} aclccL1aclos

-t que contengan a los ¡1osihles c<'ros <le la función g( q� ), es d�cir, los valores ele�
---t 

q¡ 

l)or lo ta11to de los resultados <'ncontrados en las <'cuacio11<'s (1fl.:36A), (113.3613),

(4B.37), (4B.41) y (41J.t12) del Apfndicc 413, sC" presentan ]os siguicnt<'�s cRsos:
CASO I 

Si 111.1 > 1112 er1Lonccs las ré\iC<'S qnc fisic<1..rnenlc son posibles de la Íl111cióu g (i) 
y que satisfacen la ecuación (·4.tl�l) son dcnot.ad<1s como:

,----, {(mi-\ m2Ei) cos O 1 (/� 1 1 m2) /m� - 111.¡ ·1- 111.¡ cos 20} JJ7I
JJ11 2 -t 2 2 ' ( /i 1 -1- 111.2) - 71

1 
cos O

,----, {(mi-l-m2E1)cos0-(/�111n,2)\ 111,�-111,y-l-111fcos 20} JJ7
JJ1,2 2 -t '2 2 

, (/�1 -l-1n.2) - p 1 
cos O

en donclc

[ 
2]

[ 
111.'2 l . 111'2 cos O E \ l - --2, 1 , es <lcc1r O E O, arccos \ 1 - 2 ·
111.J . ?11¡ 

Utilizando las ecuaciones ('1.116), ('1.'17), ('1.'18) en la cc11ació11 ('1.23) c11contran1os
la siguiente expresión

'1 

I1 (2111,1) 
2 

d(J' (o, q,) = l= 1 -} 
G4n2 p 1 111,2 k =- J

/ ->
1 ,, J '' 

� 1 .'.lz 
I 

11 1,h 
\ 

1\1 ( J)t 
� ,o), ])¡ k ' 

2 

(li1 -1- 1112) - , 
V 

., , 11 

f ¡, I
....1¡ .,,2 

�2, 
]11,J.'. 

2 

' , JJ1 k' 

2-1- 111·¡
-} 

J)1 cosO
) 

t · ·fi l .. : s d�das JJOr lns ec1.1acioncs (413.36).en donde el s1.il)-1ncl1cc k cspcc1 1ca as 1 ,ucc. '· 
Ir · d l l · , . ( A 3D) ord�nanclo convcnicnLemcnt.c y sirn1)lificanclo· ac1en o 1.1so e e a ecuac1on 't.·. , , , . . l l . . ·, . nlcrior cucontratnos los tcrrr1n1os semc.1antcs e e a ccll<lCIOll el , , , · 
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77'1.f 111.2

,17r2 ])/ _,
1 • 

]) 1 ,, .. 

(1 � ) 2 -> 2
1'1 JJ / , ]); ,k , O JJ� ,i: 

.(4.1D) 

Esta ecuación rc.1n·cse11ta In S<'cción eficaz diferencial polari7,ada por unidad de
ángt1lo sóliclo e11 el STJ cuando 111.1 > 111.2. Si clc8r.a1nos calc11lar la sección eficaz
total c11 el Sl.1 dcbc1nos inlcgrar la <�cnación anterior sobre el ángulo sólido.
Podcn1os a11Rlizar la sit.11ación c11anclo 111,2 >> E 1 , entonces la raf7, q11c fisica1ncnt.<'
es posible es obtcnicla apart.ir <le la ccnación ( 113 -��611) , la c11al se convi�rtc en:

(1.t19a)
substittl:)'endo la ecuación anterior en la ecuación (4.,19) y si1nplificando los tér1ninosse1ncj a11Les, e11contran1os 

1 n} 1 l\ J ( Pi� : O) 
2

1t 1r2 (4.50) 

Esta cct1ación representa la scccióu efica7, diferencial polarizada por unida.el ele
, , ángtilo sólido en el ST.1 c11anclo la cn<'gia de la part.icula q11c actl1a como blanco es

, , n1t1y granclc en con1paración con la cncrgia de la parLicula inciclcntc. Si clcscamos
calct1lar la sccció11 eficaz total en <'l S l.) clchen1os integrar la ecuación anterior
sobre el áng1.1lo sóli<lo.
CASO II. 

Si 111.2 > 111.1 entonces la raiz que rfsica1ncntc es posible <le la función g (qf) Y
que satisface la ec11ación ( '1.'13) es d<'not.ada co1no: 
_, { ( mi + m2 E 1 ) cos O -1- (/�1 ·I 1112) Jmª - .,,,f -1- 1ny cos 20} �
7>'1

en donde
cosO E [-1, -

2 --t 1'2 20(/�1 ·1- 7712) - J)¡ cos . 

2] [ '2 
l rn.2 111.2 •. . 

1 - 2 U \ 1 - --
2 

, 1 , es clcc11
777,¡ 111., 

[ ( 171,'2
) l [ 111.� 

O E arceas -\ 1 - --1 , 1r U O, a.rccos l - 2 ·
111.¡ 717,¡ 

Ut·1· d l · ( A AG') (4 ,11) (4 '18) en la ecuación ( 4 .23) c11contra1nos
1 izan o as ecuaciones '1.'1 , . · , · 

la siguiente exprcsió11

(4.51)
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�1,clo uso e.le la ecuación ( ti .�H)) Y sin1plificando los t.(�rrninos scincjantcs de la
ectu1c1011 a11t.cr1or, c11co11tran1os 

2 111.1 ·1n.2 

41r2 rt -> -> 2 

J); ( ,�l -1 111,2) - \ ])� -1· 111.y y¡; coso
. ('1 . .52) 

I�sl'.a ect1ació11 representa In s<�ccióu �fica7, dif cr<'ncia.l polarizada r>or 1.1nida<l ele!

ángulo sólido en e] SIJ ct1anclo 111,2 > 111. 1. Si dcsca1nos calcular la sccció11 eficaz 
total e11 el ST..J clcl)cmos iul.<'grar la cc11acit,11 anterior fiohrc el ángl1lo sóliclo. 
1\conti11t1ación, clcscan1,os analizar la situación en el cual rn.2 >> 11

1

.1 y tanto la
energia E1 de las ¡)articula incid<'ntc y /�� de la partic1ila elisr>crsada son m11y 
grandes e11 con11)c1.ración con su n1asa en rc¡)oso ·111. 1, es decir: 

E1 �1 Ji{ I>> 777,¡,
-t

E; �I JJ; 1 >> 111-1, ( 4.53) 

utilizando la cc11ación ( 4. 5;3) en la ecuación ( 4 [3.111), podemos cscri bir JJ� como 

111.2T�1 111.2!�1 
----------

··- --------

( { E1 -1- 111.2} - 1�1 cos O) 1112 1 /�' 1 ( 1 - cos O).

De donde notamos qt1c elche cum¡>lirs<' <pie 

('1.54) 

--t .,, 111.2 E1
(J r:, (l 0)>0 l · JJ� = l.!J1 = ) 

> , rnt.onccs 1112 1 1_'.., 1 . - cos , es e cc1r 
111.2 -1- E1 ( 1 - cos O 

171,2 
-1 <cosO <1-1- -, cntoncrs -

B1 

cos O E {-1, 1], es decir O E IO, 1r]. (,1.55) 

IJa ecuacióii (4.54.) rCJ)rcsc11ta la rRiz (le la función g (qf) para la sit.naciór1 e11

que1112 >> 111, 1 y 1J;1 �IV: I>> 111.1, en ca1nbio 

la ecuación ( 4.55) rc¡Jrcscnl.n el intervalo en el cual se encuentra. el c1ngt1lo de
dispersión O.

Por ]o tanto tlLilizando la ec11ación (4.5:J) podcn1os escribir la cc11ación (4.52) ele
la sig11ientc for1na 

2 

( d(J (O, q)) ) 111.¡111.2 
Af ( y¡( ' r�; ' O) ( /!7� ) 2

( 4. 56) 
dDi (0,qJ) SDp 41r2 1J 1 /:)� (1� 1 -1-1n-2) - 1:./�1�1 cosO

Ut·1· . d 1 · , n ( ,1 r.J ,1) y ..,1· rnr>lificanclo los Ll'r1nir1os sc1ncja11tes ele la ec11ación1 izan o a ec11ac10 'J., 'l ,, 

anterior, e11contramos 

dDi (O, rp) S!Jp 47r2 (rn.2 -1- f.!J' 1 (1 - cosO))

lGG 

( 4.57) 



11elc el ángl11o ele clisr>crsión O E \O, n] .
Esta cct1ación r<'1>rcscnta la S(�ccióu eficaz. (liÍcrcncia] polarizada por nniclad ele
ángulo sóliclo ell el SI-' c�1a11clo 1n,2 >> 111,1 y tanto la encrgia E1 de las parLict1la
inciclcnl;e Y JJ;� ele la J)é�rticula dispcrsacla. son rr11.1y graneles C!l co�paración con st1
1nasa en re1)oso 1r1.1 · S1 <l<'scarnos calcular la sección eficaz LoLal en el SL debernos
in(;cgrn.r ln. <·'Cltación ant.c-·rior sohrcc� <'l úngnlo sóliclo.
\Ta1nos a t1tilizar la <'Ct1ación (4.57) en el Ca1>itulo 5, ¡)ara c<1 lc1.llar la sección eficaz
de la dis1)ersión elástica ncl1Lri110-clcctrón. 

tf,3 su:rvIATORlA )� PROI\1EDIO SOBR.E J-'OS ESTADOS DE POJ-1AR,J
ZACION DET-' FER.MION. 

I-Iernos e11co11Lraclo las expresiones 1nal.c1nát.icas 1>ara calcular las scccionf.'s eficaces 
diferenciales de Cl1<1lq1ÜC'r procC'so ele dispersión clñstica en el cual las partictllas 
colisionantcs csta11 en t1n dC'l.r.r1ninaclo C'SLado ele cspin o ele polarización. 

En mucl1os cx1)cri1ncntos, si las J)art.ic11las colisiona111.cs no est.an pola.rizaclas en 
el estado inicial y las ¡)olarizacioncs <le las parLic1.tlas en el estado fir1al no son 
detectadas, e11to11ces J)ara evitar estas dific11ltad<:s defini111os la corrcpo11die11tcs 
secciones eficaces difcrc11cialcs 110 polari7'adas, para esto prornccliarnos el factor 
jl1112 ele las ect1aciones ( 4 .:-30) y ( 4 .39) 1 sobre los <:sLaclos ele 1)olarizaciór1 inicial y 
acontint1ació11 st11nan1os sol)rc los estaelos ele polariz<1ción final. Esto nos permite, 
definir la sigtÜ<"nLC' cantidael 

1 2 1 2 
--!- .,, 

2 1 2 2 
-t ·,, 

2 

x = .11Fi2�IM(I¡,, , f;,, o) =- 2(i!)�,� M(11ij, 1;,, o)I, ('1.58) 

en donde el factor j cs1Jecifica el 11ú1ncro de particlilas rcst1ltantes q11e so11 igt1ales . 
2 

en el estaelo finRl (\IC'r rc'f<"rC'nciR No 8), asiJnisrno ; ¿ especifica un pro1nedio
.',7.1 

2 

de los estaclos de es¡)in ele las parli c1.1h1s iniciales y L especifica 11nél s1una sobre
s';::::; l 

los estados ele cs¡)in de las pnrticulas finnles que cstan presentes en el proceso.

Por lo tanto, utilizando la ecuación ( 1.58) rcscribi1nos la ecuación ( 4.34) Y ( 4.40)

de las sig1.1icntcs maneras: 

( d
O' (O, q)) ) _ 1 t t ( dCl )

dr2í (O, </J) SG'/\1np-2(j!) s'=I .ci=l clfl'¡ SC1\1p 

TI (2111L) X ( (IE1 -1- JJJ2 ]2 -1-1n.f -111.�)
2 

- 4E2mf)

l-1 , 

128n2 � j ( 1�1 -1· 1�2)
3 

( 4.59) 

1 ·, 'l'da l)"l'" J)"t·t·i:culas re lativistas (le 1nasas en reposo 1111 y rn.2.
es ;a ccuac1011 es va 1 (. " " n , , • 

( d (o r1) )
1 2 2 ( dO' )

111.f 111.�x
,(l ' .. p � � -- . 

' 
= 

., L., L., d�2' - 16n2 /�r
dr21 (O, qJ) SG'l\1np 2(.7.) .'J'=l s==I " 1 SC/11p 
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11 ca1nl)io, esta ecuación es válida ¡>t1.ra el caflo <l,.... l>'lt·f ·1', l 11 .. _ . ,J ¡ · · t· · , 
, , ., <. , cu as n ,1 ,1 1 e a .1v1s ,1cas, 

cttyc.1s 1nasas en rc1>oso son df'sprccia.l>lcs. 
])e las ccttacioncs a11L<-'rior<"s, nota1nofl (]lte la flccción �ficaz no polarizada en el

. 2 2 
sc:rvr es l)l'Ol)Ol"ClOllal a X' P11 donde L y L clcnotan 1:-"ts sumatorias sobre las

S 1 =l S=:] 

dos estados ele l)olarización de las particttlas finales e iniciales rcspcc;tivamcntc.
Si1nilar1ncnt.c, 11t.ili7,ando la ecuación ( '1.fi8) rccscribin1os la ecuación ( 4 .49) ele la
siguie11tc 1nancra: 

( dcr (O, q>) ) 
= l t t ( d(J ) dni (O, c/J) Sl,np 2(j!) s' ,-.:1 Seo:! dO� 8!,p 

2111,1111,2 

41f2 P7 

2 

I: 
k=l 

(4.61) 

Esta ecttación re¡)r<:'scnt.a la sección C'Íicaz dif crencial no-polarizada por unidacl 
de á11g11lo sólido en el SJ J c1tc1nclo 111.1 > 111.2,

y los JJ;,k son csr>ccificaclos J>or lc1s ccnacioncs (1113.3G) clel J\pénclicc 113. 

Reemplazanclo lc1 cc11ación ( 4 .58) r('cscribimos la ecuacióu ( 4.50) con10: 

r,, 2 ,.·
1 ,'\ 

�1f2 
( 1.62) 

Esta ecuació11 re1)rescnt.a la sección f'ficc1z clifcrrncial no-polc1rizacla r>or nnicla<l el<:' 
-� 

ángulo sóliclo cn el Sl.J cuando n12 >> ]�1 � y JJ; esta cspC'cificaclo l)or la cc1tació11

( 4.490.). 
Substituyendo la ecuación ( 1 .58) rccscri bimos la cc11c1ción ( 4 .52) dC' la siguicnt.c 
for1na: 

2 1111 m,
2

41f2 p-:_ --'. 2 � 2� o J)� ( E1 -t- 111-2) - \ J); -1- 111 1 p 1 cos

( 4 .63)

Esta ecuació11 representa la sección eficaz difcreucial no-¡)olarizacla por 11ni<lad (le
-· 

ángulo só]ido en el SI J Cltanclo 111.2 > 1ri 1 y JJ;· esta especificado por la ecuación 

(4B.41). 

I·Iaciendo uso de la ecuación (4.58) rccscril)irnos la ecuación (4.57) corno:

( dCJ (O, c/J) ) __ 1 2 
2 

( r/(J ) ..::: 111.I1n.�x
2. ( 4_6'1)

dD,' (O </J) ---2(j!) � �1 di2� Sl ,11r2 (1112 -1- IIJ1 (1 - cosO)) 
1 ' SLnp · s=l-'J-· ·· Jp 
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de el áng11lo de dispersión O E [O, rr] . l�st.a cc11ación rcpresent.a la sección cfica7,
'fcrcncial no-1)o_l:1rizacla por 1111ida<l d<' ángulo Hóli<lo c11 el SJJ c1u1.ndo 111.2 >> rn 1

y tanl,o ln. encrgia /�1 <lC' lafl 1n1.rt.f c11la incidcnt.C' y T�''¡ de la part.�c1tla dispersada 
son 1nt1:1,' gra.11clcs en con11>aración con sn 1nasa en rC'l)Oso 111.

1
.

])e las cct1ncio11cs anteriores, not.nn1os qtte las cx1)rcsioncs ele sección eficaz no 
2 2 

polarizada en el ST1 ::,on proporcionalcfi a X, en donde )--: y ¿ clenotan las 
.s 1 :::;: 1 .'J = 1

su1nat.orins sobre las dos cst.aclos de polarización de las part.f en las finales e iniciales 
respectiva n1cnte. J.Jas ec11acioncs ( tl .GO) y ( 4.61) seran 11tilizaclas en el Capittdo 5 
para calc11lar las scccion<'s cficacC's clcl proceso d<' cliHpcrsión nc11trino-clcctró11 . 

Ensegtiicla, n1ost.rarcn1os C'on un C'jC'mJ)lo co1no efectuar estos promedios sobre los 
, 

estados ele cs¡)in inicial y final <le las part.iculas, r.ncontran<losc q11e la secciones 
eficaces clif crcncialcs no l)Olarizadas pn<'clcn sic1nprc ser cxprcsaclas c11 términos 
de !.razas ele ¡>ro<htcl.os el<' nial.rices ')'. 

1\continuación, va1nos R calcular la <'xprcsión matcrnc1.tica ele la sección eficaz 
difere11cial 110 polarizacla en el SC�l'vl para r.l ¡)roceso ele clispersión de IVIoller� 

utiliza11do para ello las ccttacioncs (�L5813), (�3.G8(/') y la arnplitud l\1 clcfinida e11

el Capitl1lo 3 co1no: 

111 = 111<2, l) -1- J1tJ<2·2)

I 
, I(1 '/ 

\._... .. ..-... ,y "\.__ . .J \ �'

\, 
\, 

P2 �\ 
\\ 

tiempo Í 
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donde los sl1b-i11clices ele los tér1ninos de la ectiac 1· ' t· .· d • • '· , < • on an ,e11or enotan sus com-
poi1cnl;es n1atr1c1ales. 

Parn cnlct1lar el a.dj11nto hern1it.iano de /11[(?., t ) ªIJlic·amo ,, ·t" 1 ·, ( 1 65 ). . , ,. s a a ect1ac.1on 1. • a. 
de la s1g1.uente 1nanera 

J¡,Jt(2 l) - -ic

?. [(- (-/)) ( ) ( --t ] t [ -> ] t
1 ' - (P1 _ 

p;)
?. 11·,q� P, On /1/ n(j 'l/.,'IJ (r1 ))¡30 (11,,'J�(p;))o>.(,11)>.a(11,.'J2CP°1))ao ,

a conl;inuaci�n, aJ)lica111os la definición del ad.i11nto herinitiano a los t;érininos que
estnn co11ten1clos dentro de los rorr.heLes de la ec11ar.ión anterior, hallandose

JVJi(?., 1 > = (p, -�
c
;,

1 
) 
2 

[ ( 11. ! , ( ¡,,')) nrkY,!) /3<> [ ( n !; ( r'i') )11,1 ('Yº) •10 J1] x

[ ( 11!, (�) )oa ( ')'")t, [ ( 11!, ( �) )op ( 'Yº) p�J1] 
usando las ecuar.iones (1.30a.) , (1.7 4c) y por conveniencia reesr.ribiendo en forma
1natricial la ecuación anterior, obtene1nos la siguiente expresión 

. 2 

J1,f1(2,1 ) = (P1-�
C'

�'1 )2 [ 11!, ( pi') ('Y
º){ ('Yº) ('Yt) ('Yº)} 11,; ( p\) l [u.!,(�) ( 'Yº){ ( 'Yº) ('Y") t ('Yº)} 11.,; ( �)] '

usando las ec11ncioncs (1.:35), (l.7LJc) y etiquetando sus r.omponentes matriciales
con sub-indices griegos, reescribirnos la er.uación anterior, como 

. ?. 
t(21) -1.c· - � -> - -> � 

1i1 ' = (Pi _ p'l 
) 2 ( 11 .. '1 1 ( P 1 ) )oc ( ')'1,) o1 ( 11,,q; ( JJ� ) ) ,1o ( 'lf.,q,. (JJ?. ) )o{,> ( 111 ) 'PP ( 7J.s2 ( p� ) ) pfl· ( 4. 66a)

Ahora, ,ramos a calctilar el adjt u1to her1nitiano de 1,1<2,2>, para esto a¡Jlica1nos 
" t,, a la ecuación ( 4.G5b) de la sigtiiente manera

JHH2

,
2

) = (pi �
?

PÍJ
2 [ ( 11..,\ ( p;) )o"('Y" )00( 11.,, (pi')) fJOr [ ( 11.,; ( p,;) )o, ( 'Y") ,v ( n., (�) )uo r , 

nuevamente, t1samos la definición de adjunto her1nitiano para cada de los términos 
que estan contenidos dentro de los corchetes de la ectlación anterior, obteniendose 

J\11(2,2) = 
( 

ic
2

, )2 
[(11,!1 (JJ7))o{3(1'1�)13n[(v,�, (p;))or¡(,º)ryn] 1 ] X

P1 - P2 · 2 

[ (u;,(�) )0a ( ( 'Y") 1 )u.d ( v.!; (p\) )op('Yº) r>J1 ] 
usando las ectiaciones (1.30a.), (1.74c) y }JOr conveniencia reescribiendo en forma

. . . / 

matricial la ecuación anterior, olJtene1nos s1gu1ente expres1on 

M1(2,2) = 
( 

íc
2 

')2 
[nl. (p{) ('Yº){ ('Yº)(')'/,) ('Yº)} u.,; ( ¡)] [ u\, (]12) ('Yº){ ('Yº) ('Y"t) ('Yº) )11,; (p\)] , 

P1 - P2 

llsand 1 · (1 '35) y (1 ,.../ Lle) v etiquetando sus con1ponentes matriciales o as ecl1ac1ones .. . . . - ., , · · 
con sulJ-i ndices griegos, reescrilJimos la ecuación anterior, co1no

2 
� 

j\,f1(2,2) = ( ic . , )2 ( "'s, ( p {) )o, ( ')'¡,) "I ( "·.,; ( ]{) ),�1 ( 11,, ( p;) )o,. ('Y/')"'" ( 11·.,; ( P'1 ) ) pO · ( 4. 6611)
JJ1 - P'J. 
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este IJroceso, en el estaclo final exist e11 clos J)ai·l·ir rl 1 ·¿ t · ( 1 t ) . . . . • ., _ 1 _ , • , , ·· , ,, 1 as 1 en ;1cas e ec ;rones ,t.011ces el fnct.01 7. - 2. - 2 y hac1endo uso de las er., · (4 65) ( 1 6G) ' • ' . ' ·. < . lUCJOnCS . .. y L , ) podren1os calcl1ln.r el ,ralor de X definiclo por la ecuación (4.58) como: ·
1 2 ?. 

1 

X= ,¡ .,;
� ¡ .,,� ¡ M M

1 
= 4 .r, (M<i,1¡ + M(2,2¡) (MH2,1¡ + MHi,2¡) =

1 1 1 - ¿ 111<2,1) 111<2,.1) -t- - L 1)1¡(2, 1 ) j\1fi(2,2) -t- - ¿ 1\1¡(2,2) lv/H?.,1)-1-4 . 4 . 4 s¡n n ,'lpt11 ,'l¡n.n 

1 -
1 ¿ l\11 (?.,?.) l\if i(2 ,?.) = X.11 -t-x: 1 ?.-1-x'.;u -l-x22,

l 
. 

.'1]1111 
( 4.67) 

entonces, st1l>stit.11yendo las ecuaciones (4.65), (4.66) y (,1.67) en la ecuación
( 4.60) , encontran1os 

( d<J) (1n.c- )'1 ( 
díl/ = lG1r2(J'iJ )2 x:11 -1- x:,2 -1- x21 -1- x22), 

1 SCJ\·fnp 1 
(4.68) 

Esta ect1ación reJ)resenta la sección eficaz diferencial no-1Jolarizada por unidad 
de ángt1lo sólido e11 el SCivI para la clispersión de i\1oller, expresacla en función 
de los términos X· 

Ahora, ,ra1nos a calcular las expresiones 1nate1nátic.as para los términos Xt 1, X12, X21, X.22 
en el SCivI. 
Cálcttlo del tér1nino X.1,.

Utilizando las ec1H1ciones ( 4 .65a) y ( 4.66a) calc11lamos el valor de: 

1 
2 2 e'' 2 2 --t 

x11 = - ¿ ¿ 1\1(?., l ) 1\1t(?., J ) = 4( 
_· P: )

'' ¿ L (11 .. "; (JJ'1 ))ort('Y,/)etfJ(v .. "1 (p,
>

))fJo X 

4 s; ,s; = 1 s1,s2 = 1 JJ 1 1 s1, s2 =1 s; ,.'l2-:--1 
-.\ --+ � 

( 'll·s2 (p'�) )o>, (,'')>.a ( 'U.,'12 (p;) )ao( 11.,'1 1 (7J{) )o( ( ,1, )o,( 71-s; (P
1

1) )110( 71-s2 (p;) )o:p( 111 )<pp( 11-,<¡2 (p;) )pch 
escribiendo con,renientemente cada ,1no de los términos y las s1lmatorias de la 
ecuación anterior, ol)tene1nos lo sigtüente 

e" � --t ' --t - -} ) ( ) X11 = '1 ¿(71 .. 'l; (p'1 ))11o·u.."; (P'1 ))ort('Y11)nf3 0(1rfl1 (p1 ))130(11 (P1) Oc,,, <.11 X

4:(p]
- rl1 ) 1 ,'!J s 1 

L ( 'll,s2 (�)) po( 7J,s2 ( ]4) )o,\ ( ,'') >.cr L ( Us2 ( p;) )ao ( v .. 'l2 ( p{) )o:p ( 111 )<pp · ( 4 .69) 
s' 2 

A contin11ación considerando la defi11ición de traza e introd11ciendo el l)royector
de energia r)osi;;iva definido en la ecuación (1.11.5) del Ar)éndice lA, eliminan1os
las sumatorias solJre los estados de espin de la ec11ación anterior, encont.rainos 

c'1 
r ,  [( j/1 -\- 1n.r:- ) 

( 
) ( /Jt -1- 1Yl,r,··) 

(
,y 

)] X
X11 = 

.l r 'Y,1 
2. 

,,, · 
4(p 1 - ¡11 )" 2111,c- 1n,r: .. 

1,r [ ( j/2 -1- m,c-) ( 
1

11) ( /J2 -1- 71l<' - ) ( 
1
,1, )] ,

2rn,c- 21r1.e-
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, por co11,1enicncia fartorizarnos las 1nasas en rc¡>oso 7n, _ del clcnoininadore la cc1u1ció11 ant-.crior 1 hallanclose (? 

e'' 

X:tl = 4(JJ1 -JJ;)·llG(rn.c )'17'r[(//1 -l-11'/.e-),,,(f,1-l-rn,<!··),,,.J X

�rr [(j,� -1- 11?,c-) ," (J,2 -1- 11'/.r.-) 1·J']. (4.70) 
1vlult-.i¡)1ica11do cada uno ele los térn1inos q11e esta11 entre paréntesis dentro de lafunción traza, de la ecuación anterior y considerando que los términos de11tro
de las t.ruzns q11c estn11 n f ectados I)ür las musas en re¡)oso m, _ en el n11merador,
t;ienen ln1a co11trib11ción des1>reciable para el rálcnlo de Xi 1 � entonces poclemosestablecer la sigt1ient.e a¡Jroxin1ación 

,1e 
[ x11 = 64( ., )

'1( )·1 '/'r fl,,11 j,,,J,] '/'r [ji).,'' J,2,J']. JJ1 - JJ 1 rn.c- (4.71)
t1tilizando la ec11ación (4C.24) del J\péndire 4C, podemos simJ>lificar los términos
que estan dentro de las trazas de la ec11ación anterior, encontrandose 

,1 

X11 = 64
( e' )4( )'1 [4 (p'1,,P1,, - Y1,J1P

1

1P1 + p'¡ J,JJ1,,)] x 
· JJ1 - P1 1n.c-

[4 VJ�' p'� -.q''11p�p2 -1-p�{'p�)]. (4.72) 
Ordenando co11,1eniente1nente los t.ér1ninos qne est-.a.n clenLro de los corchetes de
la ecuación ( 4.72) , obtenemos

16c2 

[ , , ( , )]X11= 64( _ ')·l( )'1 P111P1J,-l-P1J,P1,,-g11,,P1·P1 X . P1 P1 m.r.-

[P21P� + Pi
L

P2 - g'''' (p�.p2)]

efect.11a.ndo los productos de cada uno de los términos q11e estan de11tro de los
corc11etes de la ecl1ación anterior, hallamos

'1 e ( I ,,, JI , 'J' " , IIJL

(rl p, )-I-X11 = (p ,,_.¡ )" ( )'1 P1,1PIJ1T>2 P?. -1-P1,,P1J,P?. Pi - T> 1,,P1,,.9 ?.· 2 4 1 - J-'J m.c -

P1,JJh1P�., p'; + p;,,p 111Pi
1 

p';_ - p; Jlp 1,,g''JL (p�. P?.) - p�' ¡IJ,g,,JI (1l1 ·PI 
)-1-

-p¿_lp';_g,.,,l (P
1
1 • P1 )-1-[J,,,, (1/1 · P 1 ) g'''' (¡;� .JJ2)), ( 4-.? 3)

agrupando convenienten1ente los términos semejantes de la ecuación ( 4.73) 1 en
contramos la sig11iente expresión

C
,1 

I JI 2 I/ 
f fJ L - 2 I p''(p' p, )+X11 =

'1 '1 {2p� P1,,P2P111 -t- 1>2P1,,P 1 ,,P2 P1,, l 2· 2 · 
4(p1 - P1

) (m,c-) 
-2p�1,p2 (¡/1 .p1) + 4(p'1 -P1)(7J;.p2)},
• • , · • t· d 1 - ·11ación anterior 0Ltene1nos los sig11i-s1mphficando los term1nos se1ne.1an .es e a ce , , 

entes términos

XII = /
4 

4 { (p�' p'¡ ,,) (p';p1,,)-l-(P2P11,) (P1,,p'{)}. ( 4·7 4)
2(m.c-) (P1 - PJ) 

J' 1, ., 
ost rar que los ¡>rod11ctos escalares P1 P2J1 ·y PI JJ2J, so11A contint1ación, vamos a 1n · · 

invariantes.
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a esto, ,,an1os a ,.1Lilizar la ley ele conservaciú11 d 1 d.· t ·1 · . . · , , e c:,1a 11-1nomen ·tun, escr1 )J-enclo lo s1gtuc11Lc 

' -1 ' JJJ -I-JJ2 = JJ1 -JJ2, 

elevando al cnadrado an1bos 1nie1nbros de l.., 1·g,ialclad ele la ·' u .: ect1ac1on hnlla1nos 

( )2 ( 1 -1 1 )2 
P1 -1- JJ2 = JJ1 - P2 ,

desarrollando estos binon1ios al cuadraclo, obt.eneinos lo signient.c
2+ 2+2 /1 ,2

-1 
,2 1 2 ,,, .  ' P1 P2 JJ1 JJ2,, = P1 -172 - - JJ1 P21, •

anterior, 

(4.75) 
Ahora, considera11do l� relación entre el r.uadrado del c11adri-moment1.u1 y la masa
en reposo de 1111a }Jarticula relativista lilJre, dada por la siguiente expresión

2 _ ,2 _ ?. 
JJ1 - JJ1 - 111., l ( 4,76) 
reemplaza11do la ec:11ación (4.76) en la ecuación (4.75) encontramos: 
,,,)l I /1 I 
JJ1 P2,, = JJ1 P21, • ( 4.77) 

Esta ecuació11 ex1Jresa q11e el prod,1cto de los cuadri-1nomentn1n i11iciales es ignal 
al 1)rodt1cto de los c,1adri-mo1nent111n finales. 

Nt1e,ramente, a¡)artir de la le}' de conservación del c11adri-mo111ent11m !Jodemos 
escribir lo sig1iie11te 

P1 -p� = p� -JJ2, ( 4.78) 

ele,rando al cuadrado a1nbos 1nien1bros ele la igualdad anterior halla1nos: 

( ,,..¡ )2 (p' )?. P1 - 1-12 = 1 - P2 , 
desarrollando los l)inomios al r11adrado encont.ra1nos 

2 12 2 fl I ('). 2 2 1/L 
P1 +P2 - P 1 P21, = P1 -t-P2 - 111 P2,,.
Usando la ec11ación (4.76) en ]a er.11ación (4.79) obt.cne1nos: 
,,,./1 1 ffl 
111 P21, = P1 P2,, · 

(4.79) 

( 4.80) 

Las ecuaciones ( 4.77) y ( 4.80) son conocidas como r.a.ntidades invariantes y tamLién 
seran utilizadas en el Ca1)itl1lo 5. 

A continuación vamos a calcl1lar el valor de los IJroductos escalares de la ect1ación 
, 

(4.74), t1tilizando la ecuación (4.38), (4.77), (4.80) y la figura 4.3, encontra11dose
los siguientes prodt1ctos escalares 
,,,jt 2 -> -} r.,2 1 ,2 21i12 
112PlJL = ¡l{p;,, = ¡;;1 - P2,[J1 = J.'.11' - �1·cos1r = .;11,

,,...V,,./ -p p'11 
- E,2_¡;,2cos(1r-O) = ¡�2

1
·-1-l�¡-cos(O) = 2l�rcos 2 (0/2), (4.81) 

112111,, - 1,, 2 - ../j . .11 ' 

(p1-p'1 t = [ (E1 - f!Ji ) 2 
- (Pi' - irr = [ ( zi7 - P; rr = ( 2E{ - 2zi7 · ¡1;)" = 

(2E?- 2E¡ cos0)2 
= 41�� (2scn.2 (0/2))2 

= 16/�;'scn,'1 (0/2). (4.82) 
· (4.81) ." (4 .82) en la ec11aciónSubstituyendo los res,1ltados de las ecuaciones ., 

. , . , 
(4.74), encontramos ]a sigl1iente expres1on:

1 f.!'3 . O, 



,1 e 
X - { ( 2 / ,2) ( 2 ' 11 - 2(1n.c-)'1 1GT�1scn."(0/'2)

-�1 2l�1) ··I

, 
; 

' 

(2 /'J'¡ cos 2 
( () /2)) (2/�f cos 2 

( () /2))}. 

' 
,

I 

; 

- �:o 
e 0-t:--- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - .. - -:. , , _ - .: - - - - - - - -· - .. - - - - - - - - - - - - - - . � ---< ) ,:) 

� � �

, 
, , 

, 
I 

, 

, ' 
I 

' 

La. Fig 4. ,9 111.11.cst.ra la. colisión. dr, dos r.lr.cl.ron.rs que sr. 111:ncvr,n. r.11. sen.fido opuc.slo 
en. el SC/11. 

Al1ora, cfcct.1.1a11clo C'l proch1cl.o de los t.c',rrninos qnc C'sta11 dentro d<' los corchcL<'S 
de la ec1.1ació11 anterior. hal]an1os 

c'I 
X11 = 32( )·t r,,,1 

,i (0/2) { ( 4[_'.;'i) ··1- 4J};f cos 1 ( O 
/2)},

111.c- 1_:¡ 1 sen. 
sirnplifica11clo los Lér1ninos S<'Tll<'jantrs de la cc1u1ció11 a11t.crior 1 cnconl.rarnos 

e" 
X11 = S( )'1 '1(0/') {1 1 cos'1(0/2)}.

771,c - sen. 2 
Esta ec1.1ación representa �1 valor clcl tér1nino x 11 1 

la c11al depend� solarncnt;c de 
la masa clel electrón }' clel <111g11]0 ele dispersión, medidos cu el SCl\tI. 
J)rocedie11clo ele igt1al manera como en el caso anterior, 1)oclc1nos calcular el sigtti
ente térmi110. 
Cálculo del tér1nino X22 ·

Utilizando las ec11acioncs (4.G5b) y (11.GGb) poclc1nos cnlc11lar el valor de: 
1 2 2 et! 2 2 -t 

___. 

x22 = - I: I: /vJ<2 ,2)fvJt<2,2) = , ,¡ ¿ ¿ (11,s;(JJ;))oc.:(1'1,)c,:,e(11.s1(ZJi))110 X

4 4 (7J¡ - ]>2) -1 1 1 1 
,,, ,,, -) SJ s2=l SJ ,S2- s, ,s2 = 

"t ,·'2- ' 

( u,; (¡!¡'))o� ( 1-") ,\u ( u,2 (�) ).o( v..,, (fit) )o, ( 'Y,,),q( 11s; (¡)),,o ( i, • ., (�) )o.,, ( 'Y1
' ).,,p( u,,, ( p\)) pO,

escril)iendo convenientc1ncnle cada uno de los térrr1inos y las sun1al.orias de la 
ecuación ar1terior, obtenc1nos 

1 G4 



-> -) 

(11 .• '1� (p', ) )po( 11 .• '1� (1/1 ) )o,\ ( 'Y
11

),\a ¿( 11 . .,,2 ( JJJ.) )ao( 11 .. .,2 ( ¡J},) )oVJ( 'Y'1 )<(}fl' 
.'!� ,q 2 

(4.84)
A co11ti11�1ació1:, .consider�ndo la clefinirión ele traza e introduciendo el proyectorde energia �os1t1va defin1clo en la ecuación (111.5) del Ai)éndice lA, eliminamoslas st1n1ator1as sobre los estados de espin de la ecuación anterior, encontramos
/ = c'

1
1,r [ ( f,� -1- rn.c- ) ( jJ 1 -1- 1n.c,·- ) l x.zz 4 (p t - J}Í )'1 - 21 n.r ( 111) 

21n,r _ ( 11') x 

Tr [ ( ;/J; -1- 1n,c-
) ( ,

·"
) ( /J2 -1- 7rl,c-·

) ( 11, )] , 
21n.c- 21n,c-

lt1ego, por con,,enie11cia factoriza1nos las 1nasas e11 reposo 1n,e-· del denominadorde la ecuación anterior, hallanduse 
c'1 

X22 = 4( _ 1 )'1lG( )'1'/'r [(f>� + rn,r.) (,,,) (/J1 -1- 1n.r··) (11,)] X
P1 P2 rn.r-

7'r [( ;/J; + 1n.c-) ( 1'') ( JJ2 + 777.r. · ) ( 111 )] • ( 4 .85) 
Ivittltiplica11do cada tino de los términos que estan entre paréntesis dentro de la ft1nción traza, de la ec11arión a11terior y considerando qt1e los términos dent-.ro de lns trazas q11e estnn afectados por las masas e11 reposo m,c_ en el nl1merador, tie11en tina contrib11ció11 desr)reciaLle para el cálc11lo de x22, entonces J)odemos establecer la sigt1iente a1)roxi1nación 

'1 
:'22 = e 

1,r [ // rv jJ 1 rv] '/'r [f/ rv'' 'J2rv'1
] (4.86) ,\. 4(p1 _ p'2)'1lG(7n,c-)'1. '1'2 111 111 · 1, A· 1 ,

t1tilizando la ec11ación ( 4C.24) del A¡)éndice 4C, podemos simplificar los términos que estan dentro de las trazas de la ec11ación anterior, encontrandose 
'1 

X22 = 64( _ e' )4 ( )4 [ 4 (¡,;,,¡, 11, - g,,1, (p; .p 1) -1- JJ�1,P.ll,)] X
P1 P2 111.e-

[ 4 (p;11¡/; - ,q''11 (p;.p2)-\-p1{'p�)]. (4.87) 

Ordenando con,,eniente1nente los tér1ninos qt1e esta11 dentro de los corcl1etes ele
la ecuación (4.87), obtenemos 
X22 = (p _ ;;4 ( )' [¡,;.,1'11, + 1';1,Plv - g11¡i (p� · P1)] X4 1 2 m.e.-

[P'J'p'� + p'{'p� - .9
t

''' (P
1

1 ·P2)] 
efectuando los l)roductos de cada uno de los términos que estan dentro de los
corchetes de la ec11ación anterior, hallamos 

e,1 / /JI /1 / 1/1, 11 _ p' p qll/1 (p' ])• )+X22 = ,1 ,1 {p21,P1,,P1 Pi -1- P2,,P1,,P1 P2 2,, 1,,. 1 · 1. 
4:(pJ - P2) ( m.c ·-) 

IJL r ''''( 1 ) p'"¡i'q (p' P1)-l-
P2,JJ11,P1'¡/; -1-

p;,1P111P1 p� - [J2,,P111ll . P1 .p2 - 1 2. ,,,, 2· 

f/L 11 (,.....1 ) (,,,./ ) IIJJ(pl p )} (4.88) 
-p1 P2.(J,,1,v1

7. ·PJ -\-f/11¡1.v12·Pt .<J 1· ?. ' 

d · 1· 1· los términos semejantes de la ec11ación ( 4.88), en-agru¡)an o conven1en ,emen ,e , . , contramos la siguiente ex1)res1on: 
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( 4.89) 

A conti11uación, ,1tilizar1do la er.uar.ión ('-l .:38) y la fig111·a Ll. '3 ,.. ] J 1 1 · • e ., ,,a el 1 amos e va 01 
de la siguie11t.e ex1>resión 

( 1 )'I [(J., ¡·,, )2 (-> -¡>) 2] 'J. [( > �) 2] 2 ( �) 'J.
JJ1 - JJ2 

= !.11 - �2 - JJ1 - P2 
= 

P1 - JJ� = 2l�¡ -2pt.JJ� 

= (21�¡ - 2Ef'cos(1r - 0))2 
= 41�1 (2 cos 2(0/2))2 = 161�1 cos"(0/2). (4.90) 

St1bstit.u}'e11do, los res11ltados de las ecuaciones ( 4 .81) y ( 4.90) en la ec11ación 
( 4.89) obtene1nos la sig111ente exJJresión 

e" 
X22 = 2( rn,c- )'1 lGE·1 cos ,1 ( O ¡2) { 

(2 l�_r) (2 l�f) + (2 /�¡-scn,2 ( O /2)) (2/;;f scn.2 ( O /2))},

ahora, efect11e1nos el 1)rod11r.tos ele los tér1ninos que estan dentro de los corchetes, 
de la ect1ación anterior para tener 

e" 
X22 = 32( )"J?•I •l(0/2) {

(4l�j) + 4/�jSCn,"(0/2)},
rn.(!- .., 1 sc11. 

simplificando los términos semejantes ele la ecuación anterior, encontramos 

( 4.91) 

Nt1evame11te hemos encontrado q11e el valor del térn1ino X22, depende solamente 
de la masa del electrón }' del áng11lo ele dis1>ersión, 1nedidos en el SC:tvI. 

Acontinuación, calcula1nos el valor del tér1ni110 X12. 

Cálculo del término Xt?.·

Utilizando las ec11aciones (4 .65a.) )' ( 4.6Gb) va1nos a calcular el valor de: 
2 2 -� 

-c,1 � L (v.s; (p; ))on(1,1)np(11.,9 1 (�)){Jo 
1 

2 2 s;,,,¡;:-=} /l¡,S2 = l 

X12 = - ' ' _Aj(2, l ) 111t(2 ,2) = --�-----��----:--:-::----- X

4 .'l;i=l s 1 �= 1 ¿l(p1 - P11)2(P1 - PÍ) 2 

---t � 

(ü,'l; (�) )o.\ ( 1'') ).a ( ?J.82 (p,l) ),,o( 11 .. " 1 (-¡¡!) )or. (,,,)o,( 11,s; (p;) )1,o('U,s2 (p,f) )o:p( 111 )cr,p( 71·s� ( P't) )po, 

esciil)iendo con,,enientemente cada uno de los términos y las slunal:orias de la 

ecuación ante1ior 
1 

ol)tenemos 

-e" L ( 'lJ,.'l; ( ¡]/)) po?J.11 � (p;) )oa ( 111) a� � ( 71 .. '11 ( p/)) po ( 'l/.,'l1 (JJ7) )01; (,,,)o,
1 81 

s1 X 

X1 2 = 4(p1 - P1 )7.(p, - JJ2)2 
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� -�

, ('n.q; ( p;) )110( 11·.'1� (p;) )o,\ ( ,''),\rr I:Cn .. J2 ( rl) )ao('u..'12 (11l) )ocp( ,1'') cpp ·
S2 82 

(4 .92) 

A cont-.in;1ació1�, .co11sider�nclo la definición ele traza e introducie11do el ¡Jroyector
de e11ergia 1�os1t1,ra definido e11 la ecnación (lil.5) del A.¡>éndice lA., eliminamos
las stunaLor1as sobre los estaclos de es¡)in de la ecuación anterior, encontrandose

, = 
-e''

'l,r{ ( f/1 -1- 11'1,e-
) ( 

j1 1 + 1n,�-
) 

:\.l
2 

4(JJ ¡ -1l1 )2(JJ1 - p;,) 2 21n,,!.. (,,,) 
2rn,r,-

(,,,)x 
( j,� -l- 777,c-) (

¡
'"

) ( JJ2 -1- 7rl,c ·· ) 11 
2·n7,c- 21n,c- (' ) } , 

lt1ego, ¡)or c.011vcnic11cia factoriza1nos las 1nasas en reposo 1n.('.-· del dcno1ninador
de la ect1ación a11terior, hallanduse 

factorizando las n1asas 777.r. ·· y 1111.tlti¡)lir.anclo rada 11110 de los términos que estan 
entre 1)aré11tesis dentro de la f1.1nción traza, en la ecuación anterior l1alla1nos 

-e''

1Vlt1ltiplica11do cada u110 ele los tér1ninos q1.1e estan entre paréntesis dentro de la 
ftmción traza, de la ecuar.ió11 anterior y considerando q11e los términos dentro 
de las trazas que es tan afectados ¡>or las masas en reposo 1n,c_ en el numerador, 
tienen tu1a contribución despreciable para el cálculo de x 12, entonces podernos 
establecer la sigi1iente a1>roximación 

(',, 
X12 = 

� 
rr,•{ // ,y ,/} 'V ,//2,y

l/ ,/)2,Y/L}. (4.94) 
64( f )2( r )2( )'1 T ,1_, 1 111 /1' l //1 /1' I J1, I 

- P1 - P 1 P 1 - P2 1n,c-
Ahora, deseamos calct1lar el valor de la 7,r { jl1 'Yv Pi,,, 

¡,;,11 :/J2,1L } . Para est.o 
tttilizamos las ec11ación ( 4G1.4) del Apéndice 4 C, )' por convenicnr.ia vamos a 
escribir esta traza de la siguiente manera 

Tr( ," /11{>. [,,,,r3,'' ,ª,'l] )P'1aP 1>..P;,pP2ec =
1

l
1r( ,ª 

'Y11'Y
,\ 

{-2,
n
,,, ,fJ } )P1aPl ,\P;pP2et

= Tr( -2," [,,, ,>-,
n

,,,],f3)p'l aPl ,\p;f3P2n , ( 4. 95)

a continuación, 11sando las ecuaciones (4C.3) y (4C.16) del A1Jéndice 4C en la

ecuación anterior, encontramos el sigiüente resl1ltado 

Tr (JJ;,11 f11 11L jJ;,1
11 ;/J211L

) = -2Tr(,ª [111'Y,\'Yn,1

'],
11)P

1

1uP1>..P;¡3P2a

= -2Tr(," {4,q,\ª},fJ)P;uP1 >..P;,aP2a, (4.96) 

ahora tisando n11evamente la ecuación (4C.16) del Ar>éndice 4C en la ec\1ación
' 

( 4.96) , ol)tenemos el sigt1iente res1iltado 

1.,, (j/111/ jJJ¡¡L jJ;, 11 /12111 ) = -8g,\n 'I
1

r(,<1 'Y(J)¡>',aIJ 1,\P;,(3l12rt

=-8(p1 .p2)Tr ( ,ª,fJ) p;(1p;¡1, 

haciendo tiso de la ecuación (4C.20) (ver Apénclice 4C) en la er.\1ación

encontramos la sig1.liente ex1)resión matemática

Tr { /1; í'11 fJ1 111 /12 ,
11 

fJ21'11} =-8 (P1 .JJ2) { 4gªf-J} 1/1<1 JJ;¡-1 =-32(P l ·P2) (p', .¡J;) ·
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111l)}azan(l0 }a CCllaCiÓn (11. n8) ('1.1 l<'l ('('11'\Cl· (
r
)l.l ( A ()A) . \ · · .. <. , ,, .. ,, , cncon .rarnos 

(4.09) 
Sl1bstitt1yc11do, los rcsult.ados ele las cc11acior1cs (4.8]), (tl.82) y ('1.90) en la ecuación (4.99), encc>nt.ra1nos la sig11ient.c expresión 

e,i (1.100) 
Si1nilarmcnte, cstR ec1.1ación re¡)rcsent.a el valor clel término x 12} la ct1al cle1)endc 
sola1nentc de la 1n<1sa del clcc1.rón .Y del á11gt1lo ele dis¡)crsió11, rneclidos �n el S(J1\tJ. 
Cálct1lo clcl tér1nino x.21. 
Proceclic11c.lo ele igt1al Hl<H1cra corno c11 el caso anterior pode1nos rnost.rar q11e 
X21 = 41. t t 1,1 c2 ,2) 11.J 1 (2,

1
) = 8( )4 2(c0··"/ ) 2( / . (4.101) 

s; ,s�= 1 81 ,s2 ::::1 < 711,(?- sen. 2 C08 O 2) 

Sin1ila.rn1cnte, esta cct1ación representa el valor del término x21, la Cltal cle¡)encle 
solame11tc ele la 1nasa clel <'lectrón y <lcl áng1tlo de clispcrsión, medie.los <-�n el SCivI. 
R.eemplazanclo los rest1ltaclos ele las ecuaciones ('1.8:J), (4.91), (4.100) y (4.101) en
la ecuación ( 4.68), encontramos 1a expresión matemática para la sección eficaz
110 polarizada en el SC rvl para la clis¡Jcrsión clistica electrón-electrón 
( dCJ) = (111c .. 

y1 1 
c

'I

{l -1- cos "(O /2) }-1-
dDi SCA·fnp 1G1r2 (E1)2 8(111,c_ )'1 .sr,11.4(0/2) 

2c" c·1-----' ---- -1- , 
{1 ·1- 8C71

4 (0/2)}].
8(11ic- )4

se11.
2(0 /2) cos 2 (0 /2) 8(111.r. - )4 cos "(O /2) 

eliminando los términos corn11nP-s, r<-'cscrihimos la E'cnación anterior co1no: 
( dCJ) dD' 1 SC A,Jnp 

( e- )'1 I -1- cos " ( O /2) 2 
l6112(Jl1 ) 2 { 8scn.'1 (0/2) -I- Sscn,2(0/2) cos2(0/2) 

-1-
1 -l- se11.

4 ( O /2) } .
8 cos t1 (O/ 2) 

(4.102) 

En esta exi)resión Et representa la cucrgfa ele cada electrón incicleutc en el SCivI 
y O el áng11}0 ele diSJ)Cl'SiÓ11 1neclido Cll el SC�1I. 
Estos cálctilos nos inuestran la forma e.le como se clebe proceder para encontrar
los valores de las seccion<'s cficRC<'S no-polarizcHlas para c11alquicr proceso de dis
persión elástica qt.1c involi.1crc11 electrones, positrones Y fotones. 

1. G8



CONCJ-'USIONES. 

1�11 el presente trabajo, l1e1nos tratado ele dedt1cir las reglas l.ieynma11 ele la. EDC, 
ele lllla n1anera éu1toconsistcnLc\ ele modo qt1c nos pcr1nita construir en forrna 
clirecta las a1nr>liLt1c.lcs de F'cynrnan Ji,1f i¡ apa.rtir ele los vértices básicos pror>t1cstos 
})Or el ivloclclo 3-3- 1. l�sto nos servirá para cst.11<lia.r el IJroccso de dispersión 
elástica 11c11trino-clcctrón ( l!c- e-) para el caso de altas e11ergias. l�n el (�apit
ulo 5 l1c1nos cncontranclo las expresiones generales para la sección efica7, total 
ta11to en el Sist.crna IJaborat.orio como en el Siste1na Ce11tro ele 1\llasa. Dichns 
expresio11es n1uestran la co11tri1)t1ción elel fVloclelo 3-3-1 por la prese11cia clel factor 
G'. St1 at1scncia implicará qtle la 1nasa del bosó11 vectorial y+ sea mt1y grande 
comparaelo con la masa c.lcl bosón cargado \ly+ ( o con la del l)osó11 nctlt,ro Zº), es 
decir, 11+ >> l,\!+ ó 11+ >> Zº , esto hará qt1e los res1lltaclos ol)tcniclos coincielan 
co11 los }Jredichos por el ivloclelo Standard. I1os valores de la secciones eficaces 
J)ara este })roceso ele clispcrsión 1 i=;on nn1y pequeñas, aproxi1nada1ncntc del or
de11 de 10-42 c111,2 en el Sistema IJabora.torio y 10-38c1n,2 P-n el Sistema Centro de
IVI.asa resr)cctivamentc. I�st.os va.lores l1acen qt1c s1.1 cst1-1dio experimental sea ex
Lrema.da1nc11te <lificil. Por ci=;tc 1noti vo se cree cp.1e las elific11l ta<lcs cx1Jcri111entalcs
observadas se del)cn al l1ecl10 de co11siclerar al net1triI10 con10 1.1na partícula sin
carga y ele 1nasa clcsprcciablc. l ntcrprctamos el valor de 10-42e1112 ( ó 10-38c1112 )

como la sección eficaz. de captura ele \111 neutrino por \111 electrón. El 11e11t.rino al
pasar por lcTn:\ c.lcl rnatcrial q1.1c �irve co1no blanco, va ha encontrar aproxirnacla
mente 1024 elcctror1es.

Por lo tanto, el factor 10- 18 (10- 11) representa la ¡)robalúliclad ¡)ara q1-1e ocurra 
esta dispcri=;ión elástica. 

Esperamos q1-1e en el ft1tt1ro existan mc1yorcs evidencias experimentales qt1e at1-

menten nuestras informacion<->s para t1na cabal comprensión ele las interacciones

délJilcs. 
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