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INTRODUCCIÓN 

Las losas de concreto ar111ado son elementos estructurales con1ún111ente utilizados en la 

pnictica de la ingcnicria. Sin emb<1rgo. el conocimiento del co111portamicnlo de una losa 

tanto en el rango ehistico lineal co1110 en el rango no lineal es ligero. L<1 complejidad de 

su forn1ulación niate,nútica trae como consecuencia el ahorro de energía para su 

desarrollo. y 111ás bien dar paso al uso de soluciones presentadas para situaciones tipicas 

de forma y condiciones de apoyo para losas isotrópicas. 

En el pasado. situaciones especiales eran planteadas apoyándose en la solución de 

la ecuación di forcncial de la losa, via 111étodos m1111éricos co1110 es el caso de h1s 

diferencias finitas. En la actualidad. el 111étodo de los elementos fi11il1>s. que 

imple111entado en progra111as de cómputo, per111ite plantear la solución de losas con 

diferentes condiciones de apoyo, forma y carga. 

El análisis elástico de lusas se aprovecha en la deter111inación de dcflexiones. asi 

como niveles de esfuerzos en las secciones para la detcrn1in:11.:ión del refucr7,o necesario. 

Se e111plea un elemento deno111inado DKT: en el cual se aplican las hipótesis de KirchholT 

en puntos discretos de una losa basada en la teoria de Reissncr-Mindlin. El propósito es 

conseguir un ele111ento compatible y de bajo costo de cálculo co111putacional para la 

deter111inación de la 111atriz de rigidez. Una ventaja adicional es el evitar el bloqueo que 

presentan los elementos bajo la teoría de Reissncr-Mindlin frente a casos de losas 

delgadas. 
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Se introducen nociones sobre análisis no lineal. dando énfüsis a los casos de no 

linealidad del material en estructuras de concreto annado. El empleo de este tipo de 

análisis trae como ventaja. la determinación del nivel de máxima carga a aplicar. asi como 

el desarrollo en progreso de la fonnación de grietas en el concreto y íluencia en los 

aceros de refuerzo. 

Para el amilisis ehístico lineal. se proporciona en el Apéndice el listado. en 

lenguaje 13/\SIC, un simple programa de análisis de losas por elementos finitos utilizando 

el elemento DKT. Para el análisis no lineal. el uso del programa proporcionado en la 

referencia [ 10] es presentado. 

Finalmente, es de interés en el presente trabajo de tesis, presentar la fonnulación 

del análisis estructural de losa, con el objeto de brindar al posible lector un panorama 

completo sobre el terna tratado. 
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CAPÍTULO 1 

TEORÍA DE LOSAS 

1.1 GENERALIDADES 

La determinación de los esfuerzos y defonn¡icioncs en losas sometidas a cargas perpen

diculares a su plano. es planteada según diversas teorías. Así. la teoría más clásica para el 

caso de losas delgadas es la Teoría de Kirchhoff. Por otro lado, se tienen teorías más 

elaboradas como la Teoría de Reissner-Mindlin para el caso de losas de gran espesor o 

denominadas también losas gruesas. 

La diforencia entre estas teorías radica, en esencia, en las simplificaciones que 

tienen en consideración para reducir un problema tridimensional a otro problema de un 

orden menor de dimensión. 

En el presente trabajo de tesis se ha considerndo necesario presentar estas dos 

tcoríris con el fin de tener un mayor entendimiento en la aplicación de las mismas para 

solución del problema de losas utilizando el método de los elementos finitos. 
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1.2 TEORÍA DE KIRCHHOFF 

Para la losa libre de carga mos1rada en la Figura 1.1 (a). el plano x-y coincide con su pla

no medio. Cuando se aplica una carga en dirección perpendicular a su plano, la losa se 

deforma. Figura 1. 1 (b ); las co111ponen1es del desplaza111ien10 de un pun10 según el sis1e-

ma de reforencia xyz eslán represenladas por 11, " y IV, respec1ivamen1e. Sin embargo. 

para un punto A(x ... y,.) del plano medio. se considera que ésle sólo se desplaza con una 

deílexión IV en la dirección z.

/ 

I 

A / 

(o) 

> 
y 

w 

Figura 1.1 Losas. (a) Sistema de referencia. (b) Deformación 

i)w

iJ X 

(b) 

Las suposiciones rundmnenlalcs de la teoría de Kirchhoff o wmbién llamada teo

ría de pcquetias deflexiones o teol'ia clásica p¡1ra losas isotrópicas, homogéneas. elásticas. 

esl:in basadas en la gcomelría de deformaciones. Las suposiciones antes mencionadas 

son las siguicnles[22J: 
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1) La de flexión del plano medio es pcque11a. comparada con el espesor de la losa. La

pendiente de la superficie deformada cs. además. muy pequefla y el cuadrado de

la pendiente es una c11111idad 11(1 signi licariva en comparación con la unidad.

2) El pl;1110 medio 110 se deforma cua11do se flexiona la losa.

3) Los esfuerzos normales al plano medio. o,, so11 pcqucflos en comp¡1r,1ción con lo;;

otros cornponcnres de esliicrzos y se pueden despreciar. De esta forma. se asume

la existencia del eshtdo plano de esfuerzos.

4) Las secciones planas iniciahnente normales a su superlicie media, permanecen

planas y normales a la superlieie del plano medio después de la llcxión. Esto indi

ca que las deformaciones de corte verticales y., y y,., se desprecian. La dellexión

de la losa está entonces, asociada principalmente con las deformaciones flexio

nantes. De esto se deduce que la deformación normal e, resultante de la carg,1

transversal se puede omitir.

Estas suposiciones son conocidas como hipótesis de KirchhofL y son análogas 

con las suposiciones asociadas a la teoría de llexión de vigas. De acuerdo a estas suposi

ciones, el problema tridimensional de la losa se reduce a un problema de sólo dos dimen

siones. 

Por otro lado, cuando las deflexiones no son pequer)as. la llexión de la losa está 

acompafü1da de deformaciones del plano medio. con lo c11<1I. las suposiciones 1) y 2) no 

son aplicables. En losas gruesas. los esfuerzos cortantes so11 importantes. por tanto. las 

suposiciones 3) y 4) no son aplicables. 
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De acuerd<> a las hipótesis de Kirchhoff, se puede escribir la ecuación para las 

dcflexiones de una losa sometida a cargas transversales. para lo cual se necesita plantear 

las siguientes tres relaciones: 

Defon11ación-dcsplaza111iento 

Const i hrti vas (esfuerzo-deformación) 

Equilibrio de íuerzas 

1.2.1 RELACIONES DEFORMACIÓN-DESPLAZAMIENTO 

De las relaciones deformación-desplazamiento para un punto[22J: 

Du 
¡;X =-

Dx 

Dv 
t v =-, é)y 

é)w 
Ez =-

UZ 

Du <Jv 
y .=-+-

X)· Dy é)x 

º" 0111 

y xz =
oz + ox 

ov é)w 
y ·z =-+-

Y é)z é)y 

y considerando la hipótesis 3) de Kirchhoffpara la teoría clásica de losas: 

€, = 0, y,, = O. Y,, = O 

Se pueden obtener las siguientes relaciones 
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º"' 
para e. =-= O 

. f)z 

Du i)u, 
para y,,=-+-= O 

iJz ih 

Dv <lw 

para y., = - ·1· - = O
Dz a,· 

se obtiene 11' = ll(X,)') 

{}/1 (JU' 

-=--
&z Dx 

()11' 
11 = -z- + u0 (x.y)

(/.\" 

-�---

/}W 
v = -z- -1 v11 (x.y)

i¿r

Ec. (1.3) 

Ec. ( 1.4) 

Ec.(1.5) 

Pero, 11r,(x,y) y v,,(x.y) representan los desplazamientos del plano medio de la losa. por 

tanto"" = v,, =O.según la hipótesis 2) de !a teoría clúsica de losas. Con lo cual: 

()IV 
ll = -z

Dx 

(l\V 
v=-z-

0)' 
Ec.(1.6) 

introduciendo en las Ecs. (1.1) las deducciones expresadas en ( 1.2) y ( 1.6). éstas se 

simplifican como sigue: 

¡/ 11'

r.x = -z--

ª" 2 

U2 ,v 
=-z--

<J¡,2 

02 
IV

Yx,· = -2z--
. <Jx<Jv 
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1.2.2 RELACIONES CONSTITUTIVAS 
(ESFUERZO-DEFORMACIÓN) 

De la teoría de la elasticidad, para un material ortolrópico, se dclincn las siguientes rela

ciones esfuerzo-deformación (en representación matricial): 

C1

Y12 

Y13 

Y 23 

: o 
1 

1 

1 

: o 
1 

1 

1 

1 o 
E 1 E2 E3 : 

o o 

o o 

o o 

= 
--------------------�-----------------

o o o o o 

o o o o o 

o o o o o 

º' 

CJ .l

Ec. ( 1.8a) 

donde E., E2 y E., son los módulos de Young en las direcciones principales 1. 2 y 3; G, 2•

Gu y G2J son los módulos de corle. De forma abreviada, la Ec. ( 1.8a) se presenta corno: 

c=Cu Ec. ( 1.8b) 

Por el teorema de reciprocidad: 

v,2 E2 = V¡¡ E,

V1.1 Ei = VJ1 E, Ec. ( 1.9) 

V23 Ei = V32 E2
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l',1ra un nialcrial isotrópil'.o, !·:, = 1::1 =E., = 1:·: v,1 = v, ., = v2, = v: G, 1 = G,.t = G2 , = G. 

Con lo cual, h1 ma1riz denominada C se transforma en: 

V 
1 

V 1 

1 o o o 
/:' r: r: 1 

1 

1 

V \1 1 
1 o () o 
1 

t· r-: 1: ·  1 

1 

1 
1 

\1 \1 1 

1 o o o 
¡:: ¡:; E

1 

1 

Ec.(1.10) e = ------ -----------------

o o o 
G 

o o 

o o o o 
1 
- o

e;

1 
o o o o o -

G 

Cumpliéndose en un material isotrópico: 

e=
,:: 

2(1+v) 
Ec. ( 1.11) 

Por lo cual: 

-V -V
1 

o o o 1 

1 

1 
o o o -v -V 1 

1 

1 

-V -v
1 o o o 
1 

e = -------------r--------------------------- Ec. (1.12) 
¡.: o o o 

1 2 ( 1 � v) o o 1 

1 

o t) o 
1 

1 

1 
o 2(1+v) o 

1 

2(1+v) o o o 1 o o 1 
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l'or otro lado. de acuerdo a las hipótesis de Kin:hhoff. se tiene el estado plano de esfücr-

zos para las losas. domlc: 

O, :: 0. T.,. = 0, T,0 = 0 

con lo que se obtiene, i111rod11eie11do las Ecs. ( 1.12) y ( 1.13) en ( 1.8a): 

1: X 
-v o 0 

X 

&y 
=- -V o 

º.,· 

y ..... o o 2(1+v) txy

Luego, calculando los esfuerzos en función de las def<mnaeiones, se obtiene: 

E 
(J X = 2 ( & X + VI:

)'
) 

1- V 

Oy = 

E ( )2 vi;_. +i;y 
1- V

E 
T .ry = 2 ( 1 + V) y xy
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1.2.3 EQUILIBRIO DE FUERZAS 

Considerando un clelllento losa dx<�v sollletido a una carga uniforlllclllcnte distribuida p

por unidad de úrea . 

. ) 
y 

I 
I 

I / / 

/ / / m,ydx 
I¡ 

I 

I 

I 

( i)nly ) my I ·  i)y dy ÓX 

( iJ mxy ) rnxi· i) y dy dx

arnxy ) i)mx (m,y'� i) x dx dy 
(rnx + ax dx)dy 

Clydx / 1 
/ / , I 

1/f I dx

1/1/ t

/ 

J 1 
dy 1 

(qx+ g�·dx)dy 

Figura 1.2 Esfuerzos en un elemento diferencial de losa 

Por equilibrio de fuerzas en la dirección z. se liene: 

( oq ) ( aq,. ) (�)' </x + o.;' dx .¡. tlx q y .¡. U)� (�)' + pdx<�Y = q_, dy + q_..dx

oq oq,. 
_._, +-·-+p=O 
ax oy 

Por et1uilibrio de molllcntos alrededor del eje x. se tiene: 

· 11 •
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( Olllx1, ) ( Olll
y 

) 
111.., + · dx dy .,. 111,. + --dF dx =

. ax . a,, 

dy ( Dq,. )dy </ ,.dx - + q ,.dx + -�-·-dxdF - + 111 n·d1· 1 111 ,.dx
· 2 (�)' 2 · · 

simplificando la expresión. se ob1icne: 

0111 ,.
+--· -q,. =0 

(�)' 

Ec. ( 1.17) 

Ec.(1.18) 

De forma similar, se toma momentos con respecto al eje y. con lo que se obtiene: 

i'Jmxy (!111,"' +-:,-'--<1x =O

,.,y (1.:.: 

operando las Ecs. ( 1.18) y ( 1.19) para luego introducirlas en la Ec. ( 1. 16) 

::, � 
2 2 � (} 111_,,.,. Olllxy CJIII, oqx í) 111,:

q .. 
= +-·- -> --= + 

�y a� Dx oyox ox 2

i)m_,y 
0111,. ::, 2 

¡y
2 

"'.roq,. í) lllxy 

q_,, = 
+--·- -> -·-=

Dx 0' CJ)' OX�)' Dy 2

Entonces, la ecuación diferencial de equilibrio para losas esta dada por 

· 12 •
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:,2 ,-,2 :,2 
V 11/ (l lllty V 111)' -�-"-' + 2 . + -� + ,, = o

2 2 
·

OX oxoy �)' 

que en reprcscntm;iún, matricial se tiene: 

111
:r 

[ (/2 a2 (}2 j 

Dx
2 oxDx Dy2 '"xy = -p

'"y 

1.2.4 ECUACIÓN DIFERENCIAL BÁSICA DE LOSAS 

Ec. (1.22) 

Ec.(1.23) 

De las tres relaciones planteadas dadas en las Ecs. ( l. 7), ( l. 15) y ( 1.23 ), introduciendo 

las Ecs. ( 1.7) en ( 1.15) se obtienen las relaciones esfuerzo-desplazamiento: 

o también:

Oy = 

E z (º2 "' 02 "')
--+v--

1 - v2
ox

2 q2 

v--+--E z ( o
2 

IV 82 w) 
1 - v2

i)x
2 0,2 

E z o
2 w 

y xy
=-----1 + V QX)'

- 13 -
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cr _,. 

y xy 

= -
¡�· z ( 

)2 
K X + VK )'

1- V

h z (
= -

2 
VK X 

1- V

+ K_,.)

f: z 
= ---Kxv

1 + V

Ec. ( 1.25) 

denominándose K., K,. y K.,. como curvaturas o razón de cambio del ángulo de la pendien-

te a lo largo del elemento. 

z 

dx dx dx 

y y 

1 
--

--

1 X X 

L:_ 
---

z 

,- ------- m 
lx mx 7 
L - ----... 

--
y 

Figura 1.3 Distribución de esfuerzos en losas 

z 

---

y 

y 
---

Para la determinación de los esfuerzos result,mtes en una losa, se requiere integrar los 

esfuerzos diferenciales. Así, similar a una viga, una losa plana soporta cargas transversa

les por acción ílexionante. La Figura 1 .3 muestra los esfuerzos que actúan en las seccio

nes transversales a los ejes .Y e y de una losa cuyo material es homogéneo y elástico li

neal. Los esfuerzos normales o., y o
)
' varían linealmente con respecto a z y están asocia-
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dos con los momentos flcctorcs 111, y m, .. Los esfuerzos de corte r,.,. también varían li

nealmente con respecto a z y están asociados con el momento torsional m.,. El esfucr7.o

nonnal o, es pcquc1io en comparación con o,. o,. y 1,,. Los esfuerzos transversales de 

corte 1., y i:,7 varían cuadniticamentc con rcspccto a z.

Así. para la determinación del esfucr7.o resultante ílcxio11ante alrededor del eje y. 

se tiene: 

112 

J (axdy)zdz 
-t/2

,12 

= dy J axzdz 
-1/2

1 / 2 

"'x = Jo x z dz

-t/2

= <�F Ulx 

donde 111., es el momento resulta1ite flcxionante por unidad de longitud. 

Ec. (1.26) 

Ecuaciones similares se pueden plantear para los demás esfuerzos resultantes. así 

se tiene: 

y 

lllx O X 

1/2 

"'y 
= J º.v zdz 

-t/2

'"x,· T X)' 

[C/x] 1/2 [Txz] 
= J dz 

q1, 
-1 /2 t 

_l'Z 

integrando las relaciones obtenidas anteriormente. esliierzo-dcsplazamiento: 
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integrando las relaciones obtenidas anteriormente, esfuerzo-desplazamiento: 

"'x
,12 

,,, _,. = f 
-112

nixy 

f:z ( ) -
2 

K_, + VK_1. 
1 - \1 

¡;; 
z ( ) 

-
2 

\/Kx .¡. K y 
1 - \1 

/:'z 
---K 

1 .¡. v xy

zdz 

para integrar. se exime del integrando el factor independiente de z: 

"'x

= 

'":cy

E 
2 

(Kx .¡. VK.,-}
1- v· 

E 2 ( \IK X .¡. K y) 
1 - \1 

---K
_.,.J + V

K.t + VKy 

VK_. + K
y 

Ec. ( 1.29) 

Ec.( 1.30) 

definiéndose D = (¡;; 1 3 

) 
, como la rigidez ílcxionante de una losa. Finalmente: 

12 1 - v2

o 
0

2
11'

111 :e V 
2 

Dx 

=-D o 
a

2
w 

Ee.(1.31) '".v V 
2 

<Jy 

o o 1- V
a

2 
w 

"'.\'Y
O.\)' 

La Ecuación dilcrencial l"isica de losas puede ser obtenida entonces, introduciendo la Ee. 

( 1.31) en la Ec. ( 1.23): 
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[ 
(/2 

/Jx 7.

operando se obtiene: 

() 
t/u, 

\/ 

<IX 
(}2 (/

2 

] 0 2 
tF

(/1'2
\/ () 

(l\'()x 
(�1-

2 

o o 1- \/
¡,2 11' 

O.\'I' 

:-,4 11' c'-'4 11· ::,4 V ' 'J O IV 2 2 f' --+ 2---- •·-- =- v ·v ·w= -

ar,, a2 xa2 r ,1,, 4 0 

º2 a2

Denominándose a V 2 = --·1·---

(7.\ '2 0
)'

2 
operador de Lapl,1ce. 

I' 
=-

/) 
1:c. ( 1 32) 

Ec. ( 133) 

Finalmente, La ecuación diforencial de equilibrio. la cual debe ser satisfecha en la losa es 

la mostrada en la Ec. ( 1.33 ). La distribución de esfuer7.os en una losa debe también aco

modarse a las condiciones de equilibrio con respecto a fuer,.as o desplaz,unientos prescri

tos en las condiciones de borde. 

Para una losa, la solución de la ecuación diferencial requiere que dos condiciones 

de borde deben ser satisfechas en cada extremo. Se puede fonnular una variedad de 

condiciones de borde comunes. en este caso considerando las condiciones de borde apli-

cables a lo largo del borde x = a en el caso de una losa rec1angul<1r:

Para un burde empolrado, ambos la deílexión y la pendiente dehen restringirse, 

esto es 
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11' = o 
(/11' 
-=0

ox 
Ec. ( 1.34) 

Para un horcle si111ple111e111e 11¡m_¡-11do o también dcno111inado borde de Navier. la 

cleílexió11 y el momento lkctor, ambos deben ser nulos. 

IV=() 
(D2 w 02 "'J 

111 = - /J -- I• V -- = () 
X 

� 2 2 ox (/1' 

Ec. (1.35a) 

De la primera ecuació11 en ( 1.35a) se deduce que Dw / Dy = () y o2 w / Dy 2 =O. por

tanto introduciendo esta condición en la segunda ecuación de ( 1.35a), las condiciones 

pueden simplificarse como sigue 

IV=() 
02

\V 
--=O 
ox 2

Ec. ( 1.35b) 

Para un borde libre, tos momentos flcxionantc y torsor. y el esfuerzo cortante 

vertical son nulos. 

lllx = O mxy = O C/x = O Ec ( 1.36a) 

Sin embargo, una representación equivalente debe ser utili7.1da para que la condición del 

momento torsor y el esfuerzo C<)rtante sean juntadas, así 

c3
2

,v o2w
--+ v--=0 
ox 2 oy 2 

,:,3 ,,J vlV ( )u w
--+ ?-v --�=O 

3 
-

2 
OX ,1,cy 

· 18 ·
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iJ m�y 
m

,:
y ·I (fX dx 

Figura 1.4 Esfuerzos en los bordes libres de las losas 

y 

Esla expresión se deduce, para el caso de una losa rectangular co1110 se 111ues1ra 

en la Fig. 1.4. considerando dos elemenlos sucesivos de longitud dx en el extremo y = b;

en el elemento de la derecha actÍla un mo111ento lorsor de 111,.,.dx; mientras que en el ele-

mento de la izquierda aclúa un momento lorsor de [111.,. + (Dm., I Dx) dx) dx. Co1110 se 

aprecia en la Figura 1.4, los 111omentos son recmpla7�-idos con pares de fuerzas cstúlica-

mente equivalenles. Esto es, en una región infinitesimal del borde nH)strado scgíin la lí-

nea punteada, se rnueslra la fuerza 111,_.. dirigida hacia arriba y la fuerza 111,,. + (0111., . .,. / Dx)

dx dirigida hacia abajo. l.a suma algebraica de eslas dos fuerzas debe ser afladido a la 

fuerza cortante q,. pasa producir una fuerza cortante elecliva por unidad de lo11gitud 

para un extremo paralelo al eje y, </,. donde 

• 0111-<y 
q_,, = q,. + · Dx

[ 03
"' 0

3
,v ] 

=-D -3 +(2-v)--
oy Dyux2 

- 19 •
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La expresión mostrada en Ec. ( 1.37) es debida a Kirchholf: Una distribución de 

111.,. a lo largo de un borde es estáticamente equivalente a una distribución de fuerzas 

cortantes verticales. 

En adición a las fuerzas previamente descritas, se presentan unas fuerzas concen

tradas/;. producidas en las esquinas. Así, para el caso de una losa rectangular simplemen

te apoyada con carga uniforme. se tiene. considerándo 111 .... = 111,.,

¡;. = 2 M,_,. 
. (}

2
11'

= -2 /J (1- v)-
fJx <�v 

- 20 -
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1.3 TEORIA DE REISSNER-MINDLIN 

La teoría de losa de KirchhofT previamenlc estudiada tiene una ulilización restringida a 

losas delgadas (espesor/ancho:;:; 0.10). ademús de presenlar numerosas dificultades para 

satisfacer las condiciones de continuidad. Una formulación ¡tlternativa a la solución del 

problema de losas esta planteada según la 1eoria de Reissner-Mindlin. Dicha leoría es 

válida para losas de pequerio y gran espesor y permite obviar las di íicultades presentadas 

en la leoria de Kirchhoff. 

e - ow ' "' 
X - {J X .- 'l'X 

- - -

--

---
-----

--

e. n 

n <!>x i)w plono medio 
-- rJx t ----

- --

--
----------- -

--
' - -

--

,_ - - -

lo normol 

/ 

/ 

/ 

de 

> 

X 

Figura 1.5 Deformación de una losa según la Teoría de Reíssner-Míndlin 

La teoría de Reissner-Mindlin se basa sencillamente en hacer menos restrictiva la 

hipótesis de ortogonalidad de la normal, lo que inlroduce el efecto de la defomraeión por 

cortante transversal, permitiendo el análisis de losas gnresas. Asi, esta tcoria mantiene las 
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tres primeras hipótesis de la teoría de Kirchhoff presentadas en el punto 1.2. Por el con

trario, la cuarta hipótesis sobre la ortogonalidad de la normal es planteada como sigue: 

4) Las secciones planas inicialmente normales a su superficie media, permanecen

planas sin que éstas tengan que ser necesariamente ortogonales a la superficie del

plano medio cuando ocurre la flexión.

Según esto, las relaciones básicas para la formulación del problema de losa se ven afec

tadas. 

1.3.1 RELACIONES DEFORMACIÓN-DESPLAZAMIENTO 

De las hipótesis 1) y 2) de la teoría de losas y de la hipótesis 4) planteada previamente, se 

deduce: 

u(x.y.z) = -z 0,(x,y)

v(x,y,z) = -z 0 .,(x.y)

11(x.y,z) = 11(x,y) 

Ec. (1.39) 

donde 0, y 0,. son los ángulos que delincn el giro de la nonnal. Puede comprobarse que 

las expresiones anteriormente planteadas coinciden con lo expresado en las Ecs. ( 1 .14) 

para la teoría de Kirchhoff. Así, el vector de movimientos se define de igual forma como: 
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11 = [w, 0 ... 0,.¡' 

De la hipótesis 4) sobre el giro de la normal se tiene (ver Figura 1.5) 

o, 

e igualmente para el plano y-z

o
.,
. 

011' 

=--•.J>., 
i)x 

D,v 
=-+el. 

l' 1' 
Dy 

Ec. ( 1.40) 

Ec(l.41) 

Ec. ( 1.42) 

Es decir. los giros de la normal en un punlo se componen de dos términos: Los primeros, 

(JW 

i)y 
y i)w, son debidos al cambio de pendiente del plano medio. Los segundos, 4>, y <f,,.,

�y 

se deben al giro adicional de la normal al no pennanecer necesariamenle orlogonal a la 

deformada del plano medio. 

Las Ees. ( 1.41) y ( 1.42) nwestran dan1111e11te que los giros de la normal O, y O,. no pue-

den obtenerse únicamente en función de la pemlicnte del plano medio. como ocurría en la 

teoría de Kirchhoff. Esto permite considernr dichos giros como variables independientes, 

siendo ésta la diferencia sustancial entre ambas teorías. 

Asimismo. hay que dest¡1car que la hipólesis 4) eslablece que las normales al pla

no medio se m,mtiencn recias después del giro. lo que implica. que la dislribución de 

esfüerzos t,, y ,,., es constante sobre el espesor. En realidad, esto no es más que una 

aproximación, pues, de hecho, las normales inicialmente planas se distorsionan durante la 
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defonnación, siendo dicha distorsión nuís importante cuanto mayor es el espesor de la 

losa. así, pues, los giros 0_, y O_.. deben interpretarse como "valores medios" de la defor

mada "rea, .. de la norma l. 

Para obtener las relaciones dcfonnaciún-desplazamicnto, partimos de la definí-

ción general de las deformaciones en tres dimensiones. Sustituyendo en dicha ecuación 

las expresiones planteadas en la Ec. ( 1.39): 

Du DOx 
e,. =-=-z--

ox (JX 

Dv oO ,. 
t:

1
• = -= -z-·-

. ay ay 

Dw 
Cz = - = 0 

oz 

011 Dv (DOx oO y) 
y =-+-=-z --+--

x_r oy ox Dy é)x 

() 11 i)"' 
Y =-+-=-0 . ,tZ � � 

.\ 
V Z (,1 X 

a,v 
. ¡. - = -<f, 

OX 
X 

0V ()IV OIV 
Y = - + - = -O + - = _,1,. 

\'Z V ...., 'f'y · óz i)y · oy 
Ec. ( 1.43) 

Se aprecia en ( 1.43) que la hipótesis de no ortogonalidad de la nonnal se traduce en que 

las deformaciones transversales y,, y y
F 

no son nulas, siendo precisamente su valor 

(absoluto) el de los giros<!>., y <!>y,. respectivamente, que adquieren así un signilicado lisi

co. Asimismo, se aprecia que dichas deformaciones (por consiguiente, los respectivos 

esfuerzos) son independientes de la coordenada z.
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1.3.2 RELACIONES CONSTITUTIVAS 

Debido a la hipótesis 2) el esfuerzo normal o, es nulo, se define el vector de esfuerzos 110

1111/os por 

(J X 

(J y 

o = Txy 
= ¡:1!�¡ Ec. ( 1.44) 

a e 

t xz 

T yz 

donde or y o, representan los vectores de esfuerzos debidos a efectos de flexión y cor

tante transversal, respectivamente. 

Se puede definir de las Ecs. ( 1 .43), por analogÍit el vector de deformaciones aso

ciado al de esfuerzos de la Ec. ( 1.44) 

e= y .,_v

y xz

y yz

0() X -z-
<JX 

ó(:J y -z-
Oy 

= -z(oOx + c30y)

é)y ox 
lj\V 

-O . +-
.,

é)x 

OIV 
-O +-

y 
ºY 
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De lo antcrionncnte indicado, las relaciones csfuerzo-dcfonnación son 

jo ¡ l [C¡- : O ]!1:¡ l 
o= l--.- = -�--¡--�-- �-- = Ce

u,· O , (, e 1. e 

Ec. ( 1.46) 

siendo C1 y C,. las matrices constitutivas de flexión y cortanlc, respcc1ivame111c, que 

para elasticidad ortotrópica se delinen como 

/:" _,. Vyx r:.,· 

e, = 

V X_I" f: X r,. 
1 - v

y
x vxy

o 
() 

ce = [ G<_l(Z 
o 1 

G
yz 

Para un material isotrópico 

E 
Gx.r = Gxy = Gx_,· = _2_(.,..

1
-

4
---\-.,..·) 

o 

o Ee.(1.47) 

(1 
- "' yx vxy) (i:ry

Ec. ( 1.48) 

Ec. ( 1.49) 

Se observa que la matriz C, coincide con la utilizada en la 1eoria de losas de Kirchhoff. 

Debido al campo de desplazamientos supuesto, la dis1ribuci(m de deformaciones es lineal 
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para e., f:,. y y"" en z (Ec. ( 1 .45 )) y. por co11siguie111c, a través de la Ec. ( 1 .46) 1ambién lo 

es la de los correspondienlcs esfuerzos o,, o,. y t.,. De otro lado. la dis1ribución de de

fonnaciones es constante a lo hll'go del espesor y lo mismo sucede con los correspon-

dientes esfuerzos t,.- y t., .... 

dx 

dy 

---

1 ., y7 

,'\:,' 
/ 

/ 

1: 

distribución exacto 

dx 

---
-

dy 

l . --

1 y1. 
1 --

' 

/t 
; t 

----� 

' 

distribución supuesta 

Figura 1.6 Distribución de los esfuerzos cortantes transversales tx, y ty,

No obstante. es conocido que de acuerdo con la teoría de la elasticidad, la dislri-

bución "exacta" de los esfuerzos corlanles transversales t ,.- y 1,., 110 es constante a través 

del espesor. Generalmente dicha dis1rihució11 1ie11e forn1;1 polinómica c.:011 valores nulos 

en los planos superior e inferior de In losa. 1'.ira superar esle problema se alccla a los 

e.sfuerzos tangenciales transversales de un coelíeie111c de numera que el lrnbajo de defor

mación de las mismas coincida con el re,1liz.ado por l<)S esfuerzos transversales "exactos". 

Así, pues, el veclor o, de ( 1.46) se escribe como 
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-[ (l I Gxt
o,. -

o 

(l. 2 G_,.,

Ec. ( 1.50) 

siendo et: 1 y et:2 los coeficientes de distorsión transversal. generalmente considerndos co

rno 5/6 en caso de losas de espesor cons1an1e y 111a1erial homogéneo. 

1.3.3 SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE LOSAS 

Similar al caso de losas de Kirchhoff. se puede plantear las ecuaciones para los esfuerzos 

resultantes. Usando las Ecs. ( 1 .27) y ( 1 .2�) en las que se inlroduce la Ee. ( 1 .46 ), se ob-

tiene: 

lllx 

º/ 
= 111

,. 
= 

lllxy 

y 

¡·· l º<.' = 
= 

</y 

o de forma resumida[ 191:

1/2 

f 
-1/2

112 

f 
-r/2

- __ .1:-+ v-·-Ez (00 DO, J
1 - v2 i'Jx ¿)y 

[-;z ( OOx é;l()yJ 
- ) - v2 V OX 

.¡. 0)1 

Ez (Wx Wy) -
2 (1 + v) i:))' + Dx

r:· ( 8w l )(l --( < 2(1+v) Dx · 

a --0 
E (ºw ) 2() .¡. v) OX X 
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donde 

y 

/3 =-C¡ 
1 2 

t:.r = zi:r 

Ec. ( 1.5.3)

y C:,. = I Ce Ec. ( 1.54) 

Ec.(1.55) 

Introduciendo convcniente111e111e las Ec. ( 1.51) y ( 1.5.3) en las Ees. ( 1.16). ( 1.17) y 

( 1.18) se obtienen h1s cc11acio11es diferenciales que gobiernan las losas bajo la Teoría de 

Reissner-Mindlin[ IOJ: 

. 2 ao, 00,· P
V u,-----·-=--

1 - V ú2
0 ,.

+--

2 Dy2 

Dx Pr IJc

11-v 0
2 0y

) 
(Dw

) �---�'- -V --0 =0 

2 '°' "  C � X 
UXO)I OX 

D ¡� ¿i2
ox

f 2 DxDy 
1-v'·ior D2 0yJ 

((/11' ) + --__ . ·1 --'2'- - /)e ·- - O,. = O
2 Jx 2 º'' D1· · 

siendo, Dr = D (ver Ec. ( 1.30)) y 
Et 

/),. = o. 2(1+v)
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CAPÍTULO 2 

EL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS 
EN LOSAS 

2.1 GENERALIDADES 

El desarrollo del método de los Elementos Finitos como 11110 herra111ie111a de análisis 

.fi,e iniciada ese11cia/111e111e con el adve11i111ie1110 de las co1111mtadoras electrónicas di1ti-

((l/es(3). El método inidalr11cntc se desarrolló basado en la fisica para el cálculo de pro

blemas de la mcc:ínic;1 estructurnl: sin cmb,1rgo, la generalidad de los elementos finitos se 

inició posteriormente al presentarse la formulación variacional del método. 

Los tres principios v,iriacionalcs ampliar11cnte utilizados son de la energía poten

cial total, la energía co111plc'111e11t11ria y el 1Jri11cipio varíacional <fp Reissner. El principio 

de la energía potencial total es utilizado como el fumlarnento de modelos de elementos 

finitos basados en el campo de dcsplawr11ic11tos. L;1 for11111laciú11 dual al principio de la 

energía potencial es el principio de la energía complementaria. en el cual. el campo de 

variables es de esfuerzos en lugar de desplazamientos. El uso del principio de la energía 

complementaria resulta en modelos de eler11c11tos finitos bas¡idos en el campo de csfuer-

zos. 

Un principio variacional más gcnenil es el de Reissner, en el cual, el campo de las 

variables es de ambos tipos, desplazamientos y esfuerzos. Oe la aplicación de este prin

cipio resultan elementos con variables 11odalcs de desplaz.arnientos y esfuerzos. de11orni-

nados ele111e11tos mixtos. 
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co,gos 
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Figura 2.1 Esquema de las ecuaciones diferenciales de la estática[13] 
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Los tres principios variacionales indicados pueden ser usados para derivar fonnu-

laciones adicionales con la finalidad de mejorar la precisión y eficiencia en la discrctiza-

ción de los elementos. Formulaciones híbridas son obtenidas si en adición al campo de 

variables, que puede ser de desplazamientos o esfuerzos. que deben cumplir en el ele-

mento la compatibilidad o el equilibrio respectivamente; por introducción de otras varia

bles, esfuerzos o desplazamientos son introducidas para cumplir el equilibrio o la compa-

tibili<lad en el borde, respectivamente ( ver Fig. 2 .2). 

d 

d 

modelos de desplazamientos 

modelos de funciones 
de eaf uerzos 

(J y/d d 

o,d 

modelos mixtos 

d 

modelos hlbridos 

de desplozomlentos 

d 

" 

modelos hlbrldos 

de esfuerzos 

Figura 2.2 Modelos más importantes de elementos finitos[13] 
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La fonnulación utili7,1cla ampliamente e11 la solucióu de problcm,1s prácticos. es la 

del método de los elementos finitos basado en el campo de desplazamie111os. La mayor 

cantidad de programas de análisis de propósito general han sido escritos usando esta 

fonnulación, debido a su eficiente formulación, aplicabilidad general. estabilidad numéri

ca y simplicidad. Sin embargo. en la actualidad. otras formulaciones como las basadas en 

modelos mixtos e híbridos vienen siendo utili7.adas. 

Una descripción senci/(a del método basado en el campo de desplazamientos[ 23 J 

se da a continuación: 

1. El continuo elástico se divide. mcdi;mtc lí11eas o supcrlicics imagi11arias, en un numero

de eleme11tosji11itos.

2. Se supone que los elementos cstún co11cc1ados cutre sí 111cdia11tc un número discreto

de puntos, de11ominados nudos. situ¡1dos en sus co11tornos. 1.os desplazamientos de

estos nudos serán las i11cóg11itas fundamentales del problema.

3. Se toma un conjunto de funciones que dclinan de 111a11ern única el campo de despla

zamientos dentro de cada elemento linito en función de los despla7.amicntos nodales

de dicho elemento.

4. Estas funciones de despla7.amic111os delinirán cnton<.:es de manera única el estado de

defonnación dentro del elemento en limción de los desplazamientos nodales. Estas

deformaciones. junio con las dcforrnacioncs iniciales y lns relacio11e.� Nms1i1111it·as

(esfuerzo-defonnación) del materi,11. definirán el estado de esliier7.os en iodo el ele

mento y. por consiguiente. también en sus conlomos.
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5. Se detennina un sistema de füer7,as concentradas en los nudos, t.tl que equilibre los

esfuer7.0S en el contorno y cualesquiera c,1rgas repartida:-. resultando así una rclacíún

entre füerz.as y dcspla�.amicntos.

6. Se establece el equilibrio en cada nudo. en el cual. cada componente de fuerza con

centrada ele cada elemento que concurre al nudo aportará términos en la ecuación de

equilibrio correspondiente. /\ este procedimiento se denomina ensamblaje de las

ecuaciones de equilibrio.

7. Se introduce ,11 sistema de ecuaciones las condiciones de contorno para luego resol

ver el sistema de ecuaciones generado.

8. Finalmente, encontradas las incógnitas. se sustituyen los despla2.amientos nodalcs en

contrados en las expresiones de defünnaeión y esfuerzos; las mismas que están basa

das en las funciones de despla7.amiento anteriormente indic,1d,1s.

De otro lado, la principal ventaja del método de los elementos linitos respecto a otras 

técnicas de análisis es su gran generalidad. Bajo este método. utilizando muchos elemen

tos, se puede aproximar cualquier continuo con las más complejas condiciones de borde 

y carga que se pueda presentar. 

En la práctica. sin embargo, surgen obvias limitaciones ingenieriles, en las cuales 

el costo del arnilisis se torna importante. /\demi1s. debido al incremento de elementos, se 

requiere preparar una gran data. así como una gran cantidad de resultados a interpretar. 
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Figura 2.3 Organización de un programa de cómputo[13] 
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Estas limitaciones se vienen superando en los últimos aiios apoyados en lécnicas gníficas 

de ingreso de datos e interpretación ele resultados. 

USUARIO 

l 

�entrada) terminal lresullado· 

monitor corrección 
para + plotler 

dolos manejo 

pre programo posl 
monilor 

1----< monitor i-. proce- L- de L- proce- 1----< 1----< 
grdli<:o sodor elementos finitos sodor grdfico 

� 

1-o 
dlgila- banco impresora �
lizador de

dolos 

Figura 2.4 Medíos para la manejo electrónico de datos[13] 
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2.2 FORMULACIÓN GENERAL DEL MÉTODO 

La fom1ulación del método de los elementos finitos, en el caso de problemas estáticos se 

hace, generalmente, en base a la determinación del mínimo de la energía potencial total. 

donde 

Así. la expresión general de la energía potencial tolitl esta dada por[ 15] 

1 f ,- f r f -r
11 = 

2 
" º dV - u Fn dV - u Fs dS

(V) (V) 0) 

vector de deformaciones 

o vector de esfuerzos

FIJ cargas de volumen

Fs cargas en el contorno

F¡ cargas discretas en los nudos

U vector de los desplazamientos en el dominio

U desplazamientos en el contorno

U¡ desplazamientos nodales en el nudo i

" r 

- L-v; F; 
(i) 

Ec.(2.1) 

Utilizando una función de aproximación para los desplazamientos en el elemento, se tic-

ne 

donde 

U(x.y.z) = H(x.y.z) d,, 

de desplazamientos nodales del elemento 
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JI füncioncs de aproximación para los dcspla7.amicntos que corresponden a 

los desplazamientos nodalcs como parámetros libres; denominadas /im-

ciones de /i)l'ma. 

Para la deducción de 11. se plantea una expresión general de aproxi111}1ción para los des-

plazamientos en el elemento 

donde 

U(x.y.z) = N(x.y.z) a 

a parámetros generalizados, a = [a¡ a2 a 3 ... ] 

N funciones de aproximación, N = [f¡ (x.y.z ) /2 (x,y.z) ... ] 

introduciendo las coordenadas nodalcs en (2.3) 

U¡ N(x¡ .)'¡ .z¡) 

ti = V¡ = 
N(x¡,J'¡. z¡) a= A a 

(' 

Ec. (2.3) 

Ec. (2.4) 

despejando a se tiene, a= A-1 ,t.,; que introduciéndolo en la expresión (2.3). e igua-

lando (2.2) y (2.3) se tiene 

ll(x.y,z) = N(x,y. z ) A-1 Ec. (2.5) 
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Las deformaciones elásticas e expresadas por los desplaza111ienlos se formula segtüi 

donde 

e(x.y.z) = V U(x.y.z)- r: 0 (x.y.z) 

'1J operador di fcrencial 

eo deformaciones iniciales 

Introduciendo (2.2) en la Ec. (2.6) se tiene 

1: = 'iJII d,. -s.:o = B de - r:o

Las relaciones entre esfuerzos y defonnacioncs se pla111ea11 segt"111 

o(x.y.z; = C(x.y.z) 1:(x.y.z) 

Introduciendo la Ec. (2. 7) en (2. 8) 

o= e ( B d,, - c0 J 

Ec. (2.6) 

Ec. (2.7) 

Ec. (2 8) 

Ec. (2.9) 

Por tanto, la energía potencial lota! para el rango el{tsli<.:o esta dada por la expresión 

- t1,,7H pdV- ti,, 11 qdS-L.,de 11¡ ./¡f · r f r-r "'- r r 

(V) (S) (i) 
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la condición para el mí11i1110 del pntcnci;1I total es 

donde d son los desplazan1icntos 11odalcs del sistc111a 

Para u11 elc111e1110. se tic11e 

donde 

i) 11 -=O
['¡ d,,

K,, d,. - .f,,

Ke= f IJ,-C/ldV 
(V) 

matriz de rigidc;; del clc111cnto 

f� = /(l + /¡, + /�¡ I· .fk vector de lhc1-;;;is en el ele111c11to 

Ec. (2. 1 1) 

1-:c. (2.12) 

S T 
fo = 11 e t: 0 dV vector de íuer,.as por defo, 111al·i,H1<;s i11iciaks 

(V) 

S T 
/p = JI p dV 

(V) 

fq = I ll
1 qdS

(S) 

/1, = ¿ 11¡ 1j; 
(i) 

vector de f"uc,:r.;,s por cargas de volu111e11 

vector de fuc1 /.ilS prn carg;,s e11 el co11torno 

vector de fuerzas prn ca, gas 11oda les co11cc-11t radas 

Finalmente. de las co11diciones de equilibrio del conjunto. se tiene: 

Kd=f Ee.(2.1.>) 
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donde 

K = ¿ K
,
,. se dcnornina rnatriz de rigidez del conjunto,

d = ¿d,,, son los dcspla7.arnientos nodales incógnitas. y

f = ¿fe. es el vector de cargas nodales del conjuuto.

2.2.1 CONSIDERACIONES DE CONVERGENCIA 

La solución exacta de la idcali;,.ación rnccúnica para u11 prohlcnrn fasico, eu n111chos casos 

prácticos, no es posible obtenerla. La utilizació11 de lllétodos colllo de;: los clernentos fini

tos nos conlleva a una respuesta aproximada de la idcali7�'1ción mecánica. Sin embargo. 

es importante garantizar la convergencia de;: la solución cuando se decide moddar utili-

7..ando una cantidad creciente de elementos. 

Para garanti7.ar la c<mvergcncia de la solución. los e lementos dehcn cumplir c:ier

tos requerimientos básicos. /\si, si un clc111cnto es completo y r·ompatihle. o llalllado 

también co,!f<>rme, se consigue una mejora en los resultados de l auálisis cada vez que se 

incrementa el número de elementos, logrúndosc la co•wcrgc11cia munó101ra de la solu

ción. Sin embargo, si los elementos son sólo completos y 110 co111p,1tible, los resu ltados 

del análisis pueden aún converger a la solución "exacta··. pero en general la convergencia 

es 110 mo11óto11a.

Un elemento es completo si sus funciones de aproximación parn los desplaza-

mientos son capaces de representar los movimientos de cuerpo rígido y los estados de 

defommción constante. Los movimientos de cuerpo rígido son modos de desp l11za111ie11l<> 
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que el elemento debe ser capaz de desnrrollar sin que sea necesario algún esfuerzo cn 

éste. La necesidad de los estados de defonnación constante puede ser entendida para 

representar varinciones complejas de deformación en la estructura a través de valores 

constantes de deformación en elementos de t,unaflo muy pcqueiio. 

El concepto de co111¡u1til>ilidad !<igni fica que dentro y en los bordes de los ele

mentos, los dcsplazarnientos deben ser continuos. En el caso de los;1s. los dcsplaz¡unien

tos transversales w y los giros 0,. Üy , O,, y 0, deben cumplir este requerirnienlo. 

2.2.2 ELEMENTOS ISOPARAMÉTRICOS 

El cálculo de lns matrices de la Ec. (2.12) es una etapa irnportante en el análisis de ele

mentos finitos. El uso de la Ec. (2.3) representa l,1 formulación de elementos con pará

metros generalizados que oblig,1 a determinar las funciones de aproximación p,1ra los 

desplazamientos según la [c. (2.5). Sin embargo, para el dlculo práctico. el uso de ele

mentos isoparamétricos es el camino más elccti vo.

La idea de la formulación isoparnmétrica es rclaciom,r din;ctamente los despla

zamientos de cualquier punto con los desplazamientos de los nudos del elemento a través 

de jimciones de i11terpolac;ió11 (lla111ach1s 1arnbién ji111cio11es de fi11ma ). La fonnulación 

isoparamétrica se basa en expresar coordenadas y desplaza111ien10� del elemento en for

ma de interpolaciones usando un siste111a de coordenadas naturales para el elemento; a�í. 

considerándo un elemento genérico tridimensional, por ejemp lo , las ecuaciones de inter-

polación para las coordenadas está ciada por
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1/ 

X= ¿h;X¡ 

y= 

z= 

;� 1 

1/ 

""'¡,. \'· ¿,.,

1/ 

"' 1,. Z·D, ,
;� 1 

Cc(2.1'1) 

De la misma forma. los de;;plaza111ic111os del cle111cnlo son expresados 111cdi,1111c 

ecuaciones de interpolación idénlicas a las u1ilizada.<- e11 las coordenadas 

11 =

v= 

,v = 

" 

¿"· ,,. 1 1 

i-1 

" 

I: /,¡ V¡ 

i - 1 

,, 
¿h¡ H"

1 

; ::: 1 

Ei;. (2.15) 

Para evaluar la 1m11ri7. ele rigidc7. de un elc111cn1n, es ncccs,irio calcular la matriz 

de transfonnación deforn1ació11-despla1a111ie11 10. Las defon11acioncs del cle111e1110 se ob

tienen en términos de las dcri va das de los despla7,1111ie11lt>s en cno, de nadas loci1 les. Debi

do a que los desplazamientos del ele111enlo esti111 dados en 1;oorclen,1das nalu1alcs según 

la Ee. (2.15), es necesario rclaciomir las derivad.is de.,.)' y z con las derivadas de 4. ,¡ y 

s, según

a {)x ay Dz 

,�, ¡ 
- -

DI; �- f11:, é)[; u<; 

i) Dx
� flz (} ('.). Ec.(2.16) 

i)q 01] i)11 <JI] i'q 

o iJx Dy Oz (.., 

o �e, P(, "(,(, í'(, O(, 
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Se denomina operador jm.:obiano J, en la Ee. (2.1 (i), a la n,atri,. que relaciona las deriva-

das en coordenadas naturales un, las derivadas en coorden·,<hs loc·,les r - ·,r· e . 1 • 1e , • • • • e (1 vtt u..ir e 

jacobiano, se utilizan las expresiones definidas en la Ec. (2.14). 

2.3 ELEMENTOS FINITOS PARA LOSAS 

En la teoría de losas se prescn11111 dos diferentes casos límites a crn,siderar: la losa cie 

KirchhofTy la losa de Reissner-Mindlin. 

El modelo para la losa de Kirchhoffse b¡1sa en una ecuación diferencial elíptica de 

cuarto orden dada en la Ec. ( 1.33). En muchos casos ést,1 es trnt;ida usando elementos 

no-conformes, 111étodos mixtos o elementos conformes de 21 incógnitas cinemáticas con 

polinomios ele inte11iolación de quinto grado. 

El 111odelo para la los¡¡ de Rcissne,-Mimllin es obtenida bas�da en hipótesis menos 

restrictivas. Desde que ésta es 111odeladn por una ecuación dife,encial pa,eial de segundo 

orden, fomialmente este modelo de losa puede ser trnwdo mediante elementos confor

mes H'. Por consiguiente, aparente111cnte, su trat,1n11c11to 11u111érico es mucho más senci-

llo al compararlo con el de losa de K i rchho f'f. 

Para las losas, una reprcsc11tació11 general[(, ll 14 I del funcional de energía viene 

dada por 

11 = n; + 11
.,

Ec. (2. 1 7) 
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siendo 

ll¡(w.0)= � f O" 1¡1 
K"11 Y 11o.,. I

¡¡ dA 1

(A) 

lle(ll',0)=- fwqdA- f11·pd/.-
(A) (/.)

f o,,,,,
u di. 

(l.) 

donde w y 0 son las fi111ciones incógnita. La solución al problem¡, cs encontrar fi111cioncs 

11' y 0 que hagan estacionario a 11 con respecto a pcquciias ,·ariaciones /)u· y oü. 1\sí. se 

tiene que debe cumplirse 

óll = () Ec. (2.18) 

Cuando se usa el modelo pnn1 losa de Reissncr-Mindlin. el problema variacional 

es directamente resuello con las variahlcs 11· y 0 corno se incti<.;a en la Ec. (2. 1 7), siendo 

un problema elíptico / /1
•

Pero. en el caso de la teoría de K irchhoff. el modelo pllra losa está basada en la 

hipótesis 

O o. = \\'.u Ec. (2.19) 

cuando el espesor de la losa 1 > O. siendo y,, - O. Ver l�cs ( 1 .39) y ( 1.40). De la Ec. 

(2.19) se entiende que ésta es 1111,1 igualdad en / /1
.

Por lo cual, introduciendo esta hipótesis en la Ec. (2. 1 7) se tiene 

ll(w) = � f w.0 1 11

(A) 

K a [Jyow
-, lo dA- f"' q dA- f"' /J dl- f w,a m "

(A) (l) (l) 
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Como se aprecia, la incógnita 0 ha sido eliminada; c,1bc notar que se ha obtenido 

según la Ec. (2.20) un proble111a elíptico ti
1
. como se indicó previa111entc. Por consi-

guiente, se ha llegado a un problema variacional que tiene un grado 111ayor de dilicultad 

respecto al modelo para losa de Rcissncr-Mindlin. Esto es cierto, sin c111bargo, sólo den

tro ele un punto de vista formal. 

2.3.1 ELEMENTOS TRIANGULARES PARA LOSAS DE 

KIRCHHOFF 

La forma intuitiva mús sencilla de satisfacer los requisitos de continuidad para la flecha 

es, tomar la flecha y sus dos derivadas cartesianas (giros) co1110 vari;ibles nodalcs. Por 

. . ( i).,-J ( r:11·) 
tanto, se tiene, en general tres variables por nudo 11·,. -

. 
y -. . es así que el 111·,.i),1 ; <J) i 

mero total de variables de un elc111c11to de II nudos scn'i 111. Este 11i"1111cro tlctcnnina el 

número de términos del polino111io que aproxima w dentro de c,1da clen,cnto. 

Debido a su simplicidad geométricil los clc1m:111os de losa triangulares son, en 

principio, de gran interés para el amilisis de losas de fonnas irregulares. Sin embargo. 

como ocurre en elementos rect,111gul,ires. sc cncue111ran las rnismas di lkultadcs para ga-

ranti;mr su conformidad. 

El problema fundamcnwl de encontrar limciuncs de frHma para el sencillo triángu-

lo de tres nudos es que se dispone de nueve variables nodales mientras que el poli110111io 

completo de tercer grado contiene diez términos. As í. su rge el dile111a de tener que pres

cindir de un término de dicho polinomio de manera 1mis o 111c11os ¡¡rbitraria. Esto ha dado 
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lugar a una gran variedad de clemc11los Iria11gulares 110 conformes, la mayoría de ellos 

poco eficientes y no utilizables con fines prácticos. 

Un elemento bastante popular es el triangular de tres nudos y nueve grados de 

libertad desarrollado inicialmente por B;1zclcy et al. y posteriormente mejorado por 

Chcung, King y Zic11kicwicz. Dicho clc111cntp !-C ba�a en uun ;1proxiniaciú11 de la flecha 

por un polinomio incompleto de tercer grado dadP en coo1dc11ada!- de úrea 

donde 

N =[Ni 

siendo 

Nr=
, 

N2 N3) y a,,

2 2 L; + /,¡ /. J -1 l.¡ Lk 

= 

u· - 1V a,,

1 

l ": ª
: 
l 

donde 

n,. 

2 2l.¡ L ¡ l., l,k 

'k (1-1 L_¡ , 1.)-c¡('·k 1.f , , ) 

hk(1,¡l,¡+l) h¡('·k'-� 1 ,.) 

Ec. (2.21) 

i 
H'¡ ( (�\\-) ( �"·) J

7 

n,, 
éh i U)' i 

h, = y, - \'J. y r·, = \¡ - x,

definiendo l _ _!_ L ¡ l . los v·tlorcs I,ara i, ¡ y k <;e obtic11c11 p<>r pe· 1m1taciú11 cíclica de
, - 1 -2 ,3 · · ' 

2 

los subíndices 1 �2->3. 

L,, ¿2 y ¡,3 se denominan coordc11ad;1s de ,irca (Ver Figura 2.5) y son definidas 

para un punto P como 
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l1 =
Area P23

� '·2 =
Area 12.1 

--

0 <--

( 1,0,0) 

Area /> 31 

Area 123

L3 -o

Area PI 2 
y /,1 ----

//rea 123

-\ (O, í,O)

(2) 

Figura 2.5 Coordenadas de área para un punto P 

Ec. (2.22) 

Para satisfacer los requisitos de conformidad en clc1m:111os tri,lllgularcs. �e aplican 

técnicas que imponen las curvaturas como parámetros noda lcs adicion:ilcs. /\sí. Bcll y 

!ron[ 15] propusieron un elemento triangul,1r de 2 1 grados de libc, tatl, en el cual la ,1pro

ximación de los desplazamientos del clc111en10 están basadlls en ti111cioncs de forma que 

contienen todos los términos de un polinomio completo de quinto grado : 

ª1 

[1 x 2 y 2 3 ... 2 y 2 
)' ·' 

,¡ .1 

y xy X xy X X )'  ... ª2 

w(x,y) = 

Ec. (2.23) 

x2y2 xy_¡ 4 .5 ,¡ 
X

J \12 x 2
_¡-

3 ,¡ x�]y ,, X )' x.,, 

"21 
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planteándose cada nudo de esquina con cinco grados de libertad. así: 

OW¡ <Ju·¡
"'¡ .

Dx 01' 

')2 
( \1'• 
__, 

Ux 2 

¡¡
2 11·¡

2 (} 11 '
¡ siendo i = 

ill'
2 i'!xt!,· 

1. 2 y 3 Et.:. (2.2'1)

y tres nudos laterales 4. 5. y 6: a los que se les asigna como variable la derivada norrnal 

(}IV 
los mismos que varían según un polinornio de c1 1a1to grado a lo la1go de los lados. 

tJn 

Obteniéndose l.ts rclaeio11es entre los pMárnctms a y los dcspla7amientos nodales del 

elemento. 

''f' = 

u, 
---- .

-

U2 - - .

U3 

H·tf.n4

H'5.n5

H'6_,,<, 

·1 1 
A1 

A2

A3 
= a= A a Ee.(2.25) 

T 
(14 

n5 

T 
{I (í 

siendo A 1 , Ai y A3 submatrices de orden (6x21) las rnis11rns que utiliza11 la fu11ciún de 

aproximación de 11(x.y), l.ts dos primeras derivadas de 11(.,._1·) y las tres segu11das deriva

das de u,<x,y). Los vectores a' . ., a', y a',. son lns derivadas de 1t{X,_l') en la dirccciún nor

mal de los lados 1-2. 2-3 y 3- 1 rcspec1iv;1111entc scgú11 1,, cxpresiú11 

o,v Di1· - Du· -
- = - -senf\ + -cos fl 
011 ax «1· 

- 49

Ec. (2.26) 



donde 

1 y¡-_\"k f} = /(111 

.\ i ·' k
Ec (2.27) 

siendo i = 2. 3 y 1. y k = 1. 2 y 3 para los nudos 4. 5 y 6 respectivamente. Consideran

do además que si X, - X, =O.entonces fl = -rr/2. 

2.3.2 ELEMENTOS TRIANGULARES PARA LOSAS DE 

REISSNER-MINDLIN 

Los elementos de Reissner-Mindlin consideran las dcfor111<1cioncs por flexión y cortante 

transversal; de acuerdo a esto, pueden ser empleados para anali7.ar losas gruesas así co-

mo losas delgadas. 

\V 

11 

V= �) X = 2= 
i =1 

Oy 

siendo 

N; = 

N·iv· 
l l 

N;O _,;

N;O y ; 

N; o 

o N; 

o o 

"1 

=[N,:N2: .. : N,,] =Na (") Ee. (2.28) 

IJ 11 

o \\', 

() y a¡ = o ,·i

N; o,.¡
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Sin embargo, en el caso de losas delgadas, los resultados obtenidos son menos exactos 

comparados con los resullados obtenidos usando clc111cntos de K in:hhoff. los misn1os 

que no c.(msideran dcfonm1cio11cs de cortante transversal. 

Este defecto puede observarse en el c;1so de una losa so1J1etida a cargas nodales; 

en la cual. la ecuación 111;1tricial de equilibrio p;1r;1 toda 1;1 losa puede 111ostrn1sc Colllo 

sigue 

donde 

( K1 + K. ) d = f 

Kl := f !Jj'(;¡JJ; t!A

A 

estando C/ y e,. ddínidos Cll las E�s. ( 1.52). ( 1 45) Y ( 148).

[c. (2.2'J) 

Ec. (2 .. lO)

Ec. (2.31)

¡- 1 
� 1 

e k K v K, rcspcctiva1rn:11tc. se 
De (2.29) extrayendo factores comunes - -

(
- 2-) Y '' l , 

12 i - V 

tiene 

f Ec. (2.32) 
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De otro lado, la solución "exacta" de Kirchhoff para losas delgadas es inversamente prl,-

. f.: ,
3 

porc1onal a 
( 2)

. Por lanto. dividiendo Fe. (2.:\2) por este coeficicnle se tiene
12 ) - V 

donde 

12 (1 v2 ) 
(K ¡ t- ,� K,.)d - -�- �f

. 

E,., Ec. (2.33) 

El segundo miembro de la Ec. (2.33) es de orden de 111:ignitud de la solución 

exacta de losas dclg,1das. En dicha ecuaciún. para t � O. (J. > oo. Por consiguiente. al 

hacer la losa mits delgada, los ténninos de cortante van progresivarrn.:nte domimrndo l;1 

solución, de forma que la contribución de K, puede despreciarse. De esta manera, se 

obtiene una solución inliniramente rrnis rígida que la correspondiente a h1 rcoria de losas 

delgadas y la única forma de obtener una solución di ícrente de la trivial d = O es que la 

matriz K,. sea singular. Métodos de integración reducida proporcionan la singularidad 

necesaria, sin embargo, en cada caso hay que csrudia, la 111alla de clcmt:ntos finitos para 

garantizar la condición de singularidad. 

Ademits de la integración redm:id¡i, existen otros procedimientos para evitar este 

defecto. Uno de estos es el deno111im1do técnica d<- dejinmacionet de ('orta111e 1n111,ver-

sal impuestas [ 19]. 
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CAPÍTULO 3 

ANÁLISIS ELÁSTICO DE LOSAS 

3.1 ELEMENTOS DE LOSA DELGADA DK 

Una técnica para desarrollar elementos de losa de KirchhofT conformes es in1rocluciendo 

ciertas modificaciones en los clc111enlos de losa de Reissner-Mindlin de manera que sa1is-

fagan de forma discrel¡¡ sobre el elemento las condiciones de K irchhoff. l)e ahí el nombre 

de elementos DK (Discrelos de K irchhofl). 

La idea de los elementos de losa DK es original de \\lelllpner el al., quienes la 

utilizaron como \111 método de cvilar los requisilos de continuidad C, de los elementos de 

losa de Kirchhoff. Las condiciones de la losa delgada (y., = Yr = O) se imponen en puntos 

discretos de elementos de clase Cr, formulados en base a la teoría de losas de Rcissncr-

Mindlin. Pese a su cierta antigiiedad, este método súlo se ha popularizado rccie,,temente, 

en parte como resultado del éxito del elemento de 1:imina "semi-loof" de lrons, conside

rado como un elemento DK, y t¡unbién gracias ll una rcinlcrprctación del método por su 

analogía con las deformaciones de cortante impuestas. Así, mienuas en esta t',llima 1écni

ca se impone una determinada variación de las defo, maciones de corw 111c sobre el ele

mento, en los elementos DK dicha variación conduce n que dichas clelü, lllaciones sean 

efectivamente nulas sobre el elemento. 

En los úllimos ai)os se han propucs10 varios elementos de losn IJK. En panicular. 

se prestará atención al elemen10 triangular de tres nudos por su gran versatilidad para el 

análisis de losas. 
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3.2 DESCRIPCIÓN DEL ELEMENTO DKT TRIANGULAR DE 
LOSA DELGADA 

Dicho elemento fue desarrollado inici,1lmcntc por Striklin et al. y subsecucnterncntc 

modificado por Dhatl. Mús rccicntc111cntc. lfotoz et al. han analizado con detalle el corn-

portamiento de este elcrnenlo que en la práctica se conoce con el nombre de elemento

DKT. 

El punto de partida es un clen1e11to triaugular de lado recto con seis nudos (tres 

en las esquinas y tres e11 los puI11os medios de i(>S lados) de 1 5 gn,dos de libertad coI I I0 

se muestra en la figura 

T 
/ 

w 
/ /

9x t ;-
.., / 

9y -----

/,�
3 

/ \' 
/ / 1 

0 / \ 
X 5 / // \

9y . 1 / // ,, 
/ / \ 

/ • 
1 

/ \

w 

a, 

9y 

,,r __ ,, ,, 
// 0 

1 1 
1 

1
1 

a, 6 

¡
\ I_ 

Oy 
r

,, 

Ox 

o y 

w 

2 9x 

9y 

Figura 3.1 Elemento de Reissner-Mindlin de 15 grados de libertad 

E 1 ( 1 t do Scg\·II1 la teoría de Reissner-Mindlin pues presenta al dcspla-ste e emen o es p a11 ca 
· 0 y O como variables independientes en cada?.amiento transversal w y las rotaciones , , 

nudo. Las condiciones a las que está sometido este elemento s011: 
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1) Los giros O, Y o ... varían cuadr,itica111cnte sobre el clcrncnlo según la expresión de in

terpolación que vi11c11la las rotaciones O, y O,. de cada nudo: es deci r 

(> 

Ox = ¿N;O,¡· 
:-1 

(, 

O,. -''N;O, ..L, . 1 

i=I 

Fe. (3 1)

donde /V; son las clásicas li111ciones de fo r ma del clc111e1110 triangular tk: seis nudos de

clase Co:

N 1 == (2 L 1 - 1) J,1 N3 - (2 /,_1 1) /,_1

Nr, = 4 /,1 1 z Ec. (1.2)

2) La variación de la flecha a lo largo de los h1dus se asu111e cúbica: así. se puede deter

minar, por ejemplo, para el lado 2-3, la roraciún 
fu· en el 11ud,, 4 según la dirección s 

tJs 

tangente al lad()[ 14.I:

_1 (')"·
)

4 (ls _1 
Ec. (3.3)

ecuaciones similares se pueden obtener para los otros dos lados, siendo /,, lc1 lnngilud

del lado ij que contiene el nudo intermedio k.

Esta condición equivale a que 1;1 flecha 11· varíe de fonna eúbicn sobre iodo el

elemento.
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Dw 
Cuando los valores nodales de son remplazados por los valores nodales de 

as 

ow ow 
y - a través de transformación de coordenadas. hay un total de 9 grados de libcr-

i)x oy 

tad en estas tres ecuaciones. De ac11e1do a esto. y según las Ec. (J. I) en la cual se requie

ren de 12 grados de libertad. resultan en total 21 grados de libertad para la des1:rip1:ión 

de este elemento. 

Sin embargo. con el elemento l)KT se busca un ele111e1110 de 9 grados de libertad 

los cuales deben ser grados de libertad c11 los nudos de esquina. según se n1ues1,a en la 

figura. Esto es posible. si los t 2 gr a dos de libenad O,; y O,·¡ pan, los nudos de I a 6

(¿)u·) (<J"') . 
son expresados en términos de "'; . -- y - de solo los nudos de las esqu111as.

tJx . i),· . 
, . 1 

Esto se consigue uli !izando las eorn;ideraeiones que se proponen a 1:011ti nuaeión: 

) ) Las condiciones de deforni:Kión transversal nula de acuer dP a la leo ria de Kirchhoff 

se imponen en: 

a) Los nudos de esquina

b) Los nudos la1crnlcs

(Dw) _ O,¡
c)x ; 

( º"'J' - o
..... 

1'¡ 

01· • 1 

=u;

((JII') Ü - Ü. 

-;- - -'k - .

,.,s k

i-== L 2, 1 

i=4.5.6 

siendo s la dirección del lado que contiene ,11 nudo k. 
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2) Se impone una variación lineal del giro normal O,. (ver fig. 3.3) H lo largo de los lados,

Ec. (3.5) 

donde k = 4. 5 y 6 denota el nudo inlenncdio de los 1l1dos ¡j = 23, 31 y 12 respcclivH-

mente. 

3) Para el cálculo de la 111a1ri7. de rigidez del elcr11e111c,, súlu se considera la urntribuciún

de la rigidez ílexionantc: es decir /(<,·> = K /''.

De las condiciones anteriores se eswbkce que: 

a) Las Ecs. (3.4) proporcionan la relación c1111c las flechas y los giros.

('\t' 
b) Como la flecha varía de forma cúbica sobre los lados, va, í,, c11adrá1ic,1111en1e y 

,"ls 

,'\,· 
también lo hace el giro tangencial 0,. /\si, pues. como coincide con O, en tres 

,';_-.;; 

d 
· · 1 · · · 1 K' 1 1 rr <

cñ,· 

puntos e cada lado, se sattstace la npotesrs < e II e 1 10 y = 

'l (S
O, = O) a lo 

largo de todo el contorno del elc1ncnto. Puede comprobarse que e�to justilica la ex

clusión de la energía de defor111ación por corwntc en el ci1lculo de la matri7. de rigidez, 

con lo que el elemento se co111porta erectivamente como 1111 elemento de losa delgada 

de Ki rehhoff. 
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c) Se deduce de (3.1 )-(.3.5) que 11•. 
o,,, 
- . O, y O,, esHín expresadas por fum.:ioncs continuas
Ds 

a lo largo de los lados, obieniéndose un clc111c1110 <x>111p,lliblc. 

Utilizando las consideraciones gcner ale,; , cprcsentadas por las Ecs. (3.1 )-(3. 5) se pueden 

determinar los giros en los nudos laterales y oh1e11er las sig11ic111es funciones de inlcrpo-

lación para los giros sobre el elcmcnlo 

¡Ox ¡ l N.d . Nx2. N xJ. 

Oy = N..-1.N,.2.N ,._i . 

Nx,1. Nx)· Nx6· N ,7. N ,¡;. N ,9

N ;·4. N ,·S. N ,·6. N ,·7. N .-R. N ,·9

F.c. (3.6)

siendo 

el vector de desplazamientos nodales final. 

Las funciones de forma N.; y N,. esl:w d,1d:1s por 

N_., = 1.5 (a<,N<, - a5Ns) N,) = h,N, 1 h<,N,,

N.,4 = 1.5 (a.N., - a6N,.) 

N,• - N, - c .. N, - csNs 

N,.., = 1.5 (d.,N., - d<,N,,) 

N,.1 = 1.5 (dsNs - d.,N.,) N,.8 = -N, + e.,N., ·• esNs
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donde: 

-

xi) 
2 

I lJ 

- Y;¡
¡2
lJ 

h = (� l 7,
4. ,, 

1 .2) 2
2 .\,¡ / I¡¡

definiéndose x,; = X; - x,, y,, = y, - y,, donde k = 4. 5. 6 pan1 los lados ii = 2.\, 31, 12. 

siendo N, las funcio11es de forma del ek111c11to lr i:in!,!,ular dt' 6 1111dos de clase ( ·0 dadas en 

la Ee. (3.2). 

( (') A partir de (3.6) puede oblcncrsc la 111atriz de rigidc7 K 1 ciada por (2.30) ya que e11 IJ1

sólo interviene11 las pri111erns dcriv;1das de los giros O, y O, (curvaturas). Asi: 

() 
i)Nx 
tJx 

/JI 
= () o - ()N .L Ec. (3 8) 

(}_l' 

?/\ly t,,v 
_.,_ 

"\' nx 

Una vez obtenidas las incógnitas 11odalcs se c¡ikulnn lns n10111c11tos flcclon.:s c11 el ele 

mento según 

Ec. (3.9) 
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y 

0x 

0y 
---� 

w 

0x· 
0y· 

1 (O.O) 

w 

0x 
0y 

. � " 

X 

w 

0x· 
0( 

)-

--� .,: 

2 (<;, .O)

Figura 3.2 Elemento DKT triangular - 9 grados de libertad 

Batoz[ 4 Jl 5 J ha obtenido una for111a explícita de la 111a1riz de rigidez del elc111c11lo DKT.

Considerando el sistema de ejes locales x ·-y· de la í'ig. 3.2 en la cual el eje x · coincide

con el lado definido por los nudos 1-2, se tiene 

1 
B=-

2A 

' fJII 
Xv3-

. Dé, 
, DH y , Dffy 

x3- -+x2 --
Dé, Dq 

011 a11 º'' 

-x' -2.. + x2 --·-" 4 y'¡ __ )_ 
3 Dé, Dq . [)é, 

Ec. (3.10) 

donde A= � x2 yj es el úrea del elc111ento. //,(!;.. 1¡) y//,(/;. 1¡) son las funciones de irllcr

polación en coordenadas naturales ,!; y 1¡ (Ver fig. 3.3) de las rotaciones f3, y jl,. de la
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7/ 

3 (O, 1) 

1) 
• 

'? (O,O) � 2 ( 1 ,O)

l ,¡ -A
¡
/A

I' 

lrons f ormor 

�> I'

{ =A2/A

1¡ -A3/A

A A 1 IA21A3

Figura 3.3 Sistema de coordenadas naturales� y ,, 

normal en los planos x-z e y-z, respectivamente, dada en ténninos de las 9 variables 11oda-

les del elemento: 

u(c) = { Wt o_,·1 
º,·2

T

O, .. ,} Ec. (3.11)

donde 0, y 0,. son las rot¡iciones alrededor de los ejes locales x · e , ·. y w es el despla

zamiento a lo largo de z nonnal al plano x ·-y'. Las derivadas parciales respecto a � y ,¡

de las funciones de interpolación están ciadas por 
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f)H ,,
--- = 

i)é, 

f}llx 
--= 

011 

JJ<,{1- 2é,) + 11( Ps - P6) 

q6(1-2c,)- 1¡(q5 +q6)

-4 + 6( é, + 1¡) ·l· ,.6 ( 1 - 2<;) - 1¡( 15 + ,-6)

fl<,(I - 2<;) 1· 11( f',¡ + /J6) 

Q6(1 -2[;) 11(<16 -<14) 

-2 4 6é, + r6(1 - 2é,)- 1¡(r4 - r6)

-11(p4 + !'5)

11( q4 - q5)

-11(,:5 - 1'4)

/ (,{ 1 - 2 é,) + 1 ¡( I 5 - I <,) 

1 + ,.6 ( 1 - 21;) - 11( r5 1 I°(, ) 

-q6(1-2é,)+ 11(q5 +q<,)

-16(1-2<;)+1J{l4 1·/6)

-1 + 16(1 - 21;)-1 11(1;1 1(.)

<f<,(1- 2[;)- 11(q4 - </(,)

-11(14 1- 15)

11(1;, - 15)

-1¡(<¡4 -q.5)

- 1'5 ( 1 - 2 'l) - é,( fl6 - f)5)

q5(1-2q)- [;(q5 l qc,)

-4 + 6( é, I· '1) -1 15 ( 1 - 2 IJ) <;( r� + I"(, )

é,( f)4 1 ,,¡;) 

<;(</4 -q6) 
-é,( I'(, - 14)

¡,5(1- 211)-é,( !'4 + p5) 

q5(1 - 2q) + é,(q,¡ - q5) 

-2 + 611 + 15(1 - 211) + é,(r4 - 15)
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donde 

é)II,. 
--·-= 

é)q 

-l5{1-21J)-é,(t(i -l5} -

1 + r5(I - 211) - i;(,5 + ,-6 J

-q5{I - 211) + /:.,(q5 ¡ C((,)

1:.,( ( 4 ¡ ( (,) 

é,( r4 - '<,)

-é,(q4 - </(,)

15(1 - 2q)- é,(14 + /) ) 

-1 + r5 ( 1 - 2 '1) + é,( r-1 - 15 )

-q5 (1 - 2 lj) é,( q4 q5)

11k =-6x--/{J 
'} IJ '

k = 4, 5 y 6 para ij = 23. 31 y 12. rcspcc1iva111enle. 

Ec. (3.15) 

La matriz H puede ser descompuesta en un producto de dos mal, icez L y a de 

orden 3x9 y 9x9, respectivamente. donde a es independiente de ,; y 1¡; de modo que: 

1 
/J = - /.o. 

2A 

Ec.(3.16) 

con 

I o o o 

o o siendo 7 
o 

L= I o =
r 

y / - -é, 

o o I o 

Las componentes de la matriz a están dadas en la Tabla 3. 1 de la pag 64 (con x corres-

pondiente al lado 1 -2). 
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Así, introduciendo la Ec. (3.1 ()) y usando dxdy = 2A di;. d1¡ se ol.>licnc una expre

sión de.forma explícita para la 111alriz de , igidcz 

siendo 

(<') 1 7 • 
K = 11. C o.f 2A 

1) 

1, e r 1, dé, dq 

Ec (3. 1 7) 

Ec (3. 1 �) 

La forma explicita radica en la inlcgración cxacw de los térlllinos invoh1cn1dos en 

la Ec. (3.18) según 

JI J 1- 1l ,, /1 
111 ·'JI! 

é,'. 'I dé, dq = --

() o 
(11111112)1 

Con lo que e· q11cd;1 delinida co1110 

- '� l 
F 1 R /;"2 R o 

• 
1;·2 R ¡-; ,R () 

o F4R

donde 

2 

R= ?. 

2 
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p;1ra un n1ateri,tl isotrópico. 

Definidas las matrices e· y o.. según la Ec. (3.20) y Tabla 3.1, ,espc<:livanicnte: se puede 

calcular directamente el valor de/( /··l scg1ú1 (3.17). Sin crnhargo. la naturnlezn particular 

de C: puede ser ;1provechada par;1 1cducir el núrllcro de opcr;rcinnes involucradas c11 

urc·u. Así, si se considera a la 111atri7.a de le.urna p,1rtieionad;1 según 

(l 11 u 12 u, 1

l (J. = ll 21 u22
<l2J

se puede definir Q = u' e·. entonces 

1 
Q=-

24 

por lo que 

(J. 1 3 u2.\ C1. 3.1 

l,•) 1 
I( = - Q<x I 2A 

j 

r 
1:·,ia.11 R

r 
F,1 a. 12 Tl

r 
l:,iu un

Ec. (J.22) 

Ec. (3.23) 

Ec. (1.24) 

L · d · · 1 el ,,1s··te111-1 c·irtesiano global se obtiene por la clásica expresión del
a matnz e ng1l ez e11 .. , , • · 

cambio de ejes 
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donde Tes la matriz de tra11sforn1;Kiónl 81 dada por 

T-

t'OSU senu 

S(Jllr:J, ('OS (J. 

{) (} 

o 

o 

Ec. (3.25) 

Ec. (3.2<>) 

siendo <1. el ángulo que fo, ma el eje x · del sis1c111a local con el eje x del sis1c11Hl global. 

Finalmente, los momenlns ílcctorcs se ohtic11e11 en cualquier p111110 del clerncnlo por 

ºf --
1 - (,•) 
- IJ / l. u u 

2A 
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3.3 APLICACIÓN 

Haciendo uso de la presentación hecha sobre el elemento DKT triangular de losa 

delgada en el Capítulo 3, se ha preparado un sencillo programa de computadora, el 

mismo que es presentado en el Apéndice adjunto. 

La determinación de la matriz de rigidez (en coordenadas locales. Ec. (3.17}) 

está desarrollada en la subrutina RigiElem. los valores de la matrix a son 

calculados en la subrutina Alpha. 

Un test inicial es presentado en la Figura 3.4; se arrecia cl dekcto que tienen 

los elementos de la Teoría de Reissner-Mindlin para el caso de losas delgadas. Por el 

contrario, el elemento DKT supera este problema. 

Cabe hacer notar que. en el caso de los elementos DKT. por la integración de 

forma explícita planteada (Ee. 3.19) y por el sistt.:,na de ..:jes locales utilizados x·.,,·. la 

convergencia en dependiente de la posición del cle,nento respecta al sistema local. F.n 

la Figura 3.4, se muestra los resultados segt111 la posición que üfrcciú mejores 

resultados 
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CAPÍTULO 4 

ANÁLISIS NO LINEAL DE LOSAS 

4.1 FORMULACIÓN GENERAL DEL PROBLEMA 

Generalmente. para propósitos de disei1o. la determinación de esfuerzos en sistemas cs

trueturales se reali7,1 basado en ecuaciones diferenciales lincfllcs (gobierna el funcional 

cuadrático clásico). Esto implica que las relaciones ddi>1111ación dcsplawmicnto y l:1s 

relaciones constitutivas (esfuerzo dcli.m11flcio11) son lineales. 

Sin embargo. ex istcn di versas si 1u,1cio11c!- en h1s c;ualcs. las mencionadas relacio

nes defornrnción-desplazamicnto ya 110 pueden ser considcr,1dn,<; lineales. Casos típicos 

son los efectos P-1\. los cuales implican considerar n1omcntns de segundo orden debido 

al significativo desplnzamienlo lateral (ó) pr oducido en pórticos sujetos a cargas laterales 

y la presencia de significativa carga axial {P) 1n111srnitida a las columnas. Otro eje111plo 

demostrativo es la annadura de vo11 Mises. 1·.stos problc111as son denominados de 110 li-

11ealidad geométrica. 

Se denominan problemas de"" /i11ealitlad/isica cuando las relaciones constituti-

vas no pueden ser consideradas lineales. Estas consideraciones son mucho más clar;1s de 

entender, pues, según la filosofi;1 de disciio, en el caso de male1iale� como el ace r o y 

concreto, los estados li r nites considerados s011 de ílucncia, fractura, agrietamiento, etc. 

Como ejemplo se pueden mencionar. la formación ele rótulas plástica� en vigas y la de

terminación de espectros de respuesta de 111odelos 111asn-resor1c considerando al resorte 

capaz de reprcsen1;1r la no linealidad del material. 
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En el presente trabajo de tesis. se presla i11Ierés a prohlern,,s vinculados con la 110 

linealidad _fi.tíca. lambién cono,·ida como de 110 lin<'alidad del material. Esl:i cl,,se de 

problemas se 1)rese1lla11 con 111ay(1r fre,·11 ·,,,.,· 1 1 1 ¡ · t ,, e ,, ; rcspcc o a a no n,<�a idad gco,nétrira.

pues, el ingcnicrn pretende uiilizm al 111:ixi11u, h1 capacidad de: los rnalcri,tlcs. por consi-

guiente. incmsionar en el rango 110 lineal de las rcl;1cio11cs que ,·inculan sus p ropiedades 

fisicas. 

Corno se atinnú. cxislc11 11111chos p1ohlc111as en los cuales J;, linealidad 110 e;; pre-

servada y es intercsanlc cxtc11der los procesos 11111néricns al c:1111po 110 li11c,1I. l:11 este 

contexto. un conj111llo d<: si1U:1cio11cs de J;, ,nccúnica de solidos (ph1st1<:id:1d. :i�, icI:1111ic11-

to, aplastamienlo. ele.) supera las suposiciones de la ch1s1icidnd linc,tl. 

Esta situaciones se pueden 1rn1ar sin necesidad de 1cfi11111uiar el problema desde el 

principio (esto cs. sin reescribir los pos1ul:1dos vi,, iacio11ales fu11da111c111ales). Si se puede 

lograr una solución al problema de forma li11e:1I. a 11:ivés de algún Inoccso iterativo cual

quiera, donde, e11 el csla<k> final. se ajusten las c(11Is1a111es del 111.11c1 ial. ele !al 111oclo que. 

las nuevas leyes co11s1i1t11ivas sean salisfech;:,s, enlonccs. se habrá obtenido la solución 

del problema no lineal. 

Es preciso. sin embargo. mcncion;u- qu<.: 111ic111, as en los problem.is lineales la so-

lución es siempre t'inic,1. ya no ocurre In mismo en mucha� ,i1uario11cs 11<> lineales. /\si. si 

se obtiene una .\·ol,u·iún. pucd<.! str que Cf.¡1 no �ca 1H.!t:l��a1 i,1nu.:11tc; la soluciún buscada. 

Una correcla interprc1aeiún fisica de la 11a1uralen1 del p,oblcma y la u1ilin1tció11 de 111é10-

dos incrementales. son esenciales par,1 obtener rcsullados que sean significativos. 

Un diagrama tic flujo sirnple para c:I análisis 110 lineal vía c·le,11c11los finitos se 

muestra en la íigur¡i 4.1. El prirner paso c11 el arnilisis consiste en fi•,mar la ,m,lriz de 

rigidez de ta estructura b;1sado en las rnalr ices de rigidcz de los elcrnc111os. 1:11 este paso 
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Figura 4.1 Diagrama de Flujo para un análisis no lineal vía elementos finitos[21J 
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de aplicación ele la carga. (ver Figuras 4.2 y 4.3) la 111a1riz de rigidc7. está basada en las 

propiedades iniciales del 111;1lerial. l .a cs1ruc1ura es a11,1li7.ada hajn numerosos i 11creme111os 

de carga (ól',. t'<./>i, ... ) que podrían ser. cualquier lipo de caiga llt>dal (> dis1rih11id,1. o 

desplazamientos i111pucstos en lo::: 1111dos. Para cada i11creme111u de carga. la solución es 

lograda a través de varias i1crncio11es hasta conseguir la cnnvcrgencia bajo ,ilgún c1 ilcrio 

específico. La estructura es as11111ida bajo 1111 compor1a111ic1110 lineal en u11a itcrat:íún 

(línea AB ). Siguiendo cada itcrat:iún. la matri7. de rigidez de la cslruclu1a es recn11s1r11i-

da usando las propied,1des de rigide;,. tangencial del r11a1crial (linl'a !'(!) y las ruc1 ,:1s en 

la estructura son corrcgid,ts para reflejar el cnmpor1a111ie1110 no linc-al de los 111alcrialcs 

modelados. En el caso de dcspl,1z;u11ie111os 11ml,1lcs i111pucslos. t:S necesario va1 iar las 

condiciones de borde du1:1111c la secuencia de- <';irga . 

esfuerzo 

1 

1 

1-

1 

, ( • 1 "ºr/

. A 0 

1 

1 

1 

-1-

5 

() (} ()) 

deforrnoción 

. · d e desbalanceada - nivel de Ecs. constitutivas
Figura 4.2 lterac1on e arga 
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Siguiendo la solución de las ecuacio11es nodalcs de equilibrio. los clesplaza111ie11tos 

nodales son ulilizados para obtener las deformaciones en c,1da clc111cnto. L,1s deforma-

ciones son evaluadas en cada punto de integración de los elc111e111us para ser uIiliz.1das c11 

la determinación de los c,unbios aparentes c11 los esfuerzos. listos cambios so11 corregí-

dos para reflejar su co111portaonicnto no lineal. l.as dilcrc11cia e11trc los csfucr;.:os apaocn

les (00<1> . 00< 21 .... ) y esfucr/,OS corregidos (1\0< ' 1• i\0° 1 •.. ) se dcnon1i11an esfuerzos ,csi-

duales (óo,<ll. óo,01, ... ) los cuales son utili7.ados para c;ikular las fue1/,.lS nodalcs rcsidua-

les. En cada iteración, el estado de cada punto de integración es actualizadcJ, los csf'11cr-

zos son corregidos. y 1111a nucv.1 11ia1ri;.:dc rigidc,. tangcncinl cs calculadn (li11c,1 NS). I.as

malrices de los elemc111os y de la estructura so11 1cc(>11struidas. y las cargas rcsiduaks son

aplicadas hasla q11c la sol11ció11 c11 los pasos de carga log,c co11vcrgcr. 

cargo 

1 
1 curvo reol 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

� �- + 
e\ u< ; )

-l
() u<>) 

- u<7)
() 

desplo zomi en lo 

Figura 4.3 Iteración de Carga desbalanceada - nivel de la estructura 
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El criterio de las fuerzas residuales es usado para cslal>lecer la convergencia de 

los resultados en un ineremenlo d..: carga. l .as fuerzas residuales en c:,1d;1 nudo es la dire

rencia entre el nivel de cslilco.o real alcann1do y nivel lotal de c<1rga aplicada externa-

mente. 

La norma para la evaluación global del criterio de fücr7as residuaks es la suma 

de los cuadrados de las li1erzas residuales 11nd:1les (f'RN) sobre la suma de los cuadrados 

de la carga nodal aplicada (( "NA). l .a m;tgnitud de este valor es usado corno el parúrnelr<>

de convergencia. Esle crilerio se puede cxprc;sar simhc',lica111c111c t:01110 sigue: 

donde 

J(I-RN ( "J) 
-<s: (errorlolcrablc)

/'(CNA) 

((a)-( �oi') 
1 ) 
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4.2 ANÁLISIS DE LOSAS DE CONCRETO ARMADO

Así como en las vigas. además de métodos de a11{1lisis cu hase a la lcoria elástica: e11 las 

losas, se plantean métodos basadns en la lcoría <kl análisis ,11 límitc[20]. !)ichos 111é1odos 

son empleados para dctcr111i11ar es fue, 7.os en las losas y cu los sistemas de apoyo o la 

capacidad de carga. Altcrn,,1iva111c11tc. estos 111é1odt>s pueden ser utili7.ados pan, detenni

nar la distribución de nt0111c11tos y esfuerzos co, !antes que pe, mi tan el d iseiio de las scc-

cioncs concreto armado. 

momento, 
m 

Se llego o lo dcto,mocion 
útlirno del conr ··elo \

.... 1 "-. Pfirnero fluencio
ocero o lrocci6n 

-.__ Prin-,cr ogriclorniento 
del concreto 

1 

1 

f&y 
Curvoluro. f! 

del 

' 

1 

1 

1 

1 

1 

!'!u 

,, 

I \ 
I \ 

I � \ 
I \

1 \ elernenlo 

I \ ele lo loso 
I \ 

I \ 

me-;:_ -�-5
1- lorlgilun 

unilorio 

.., 

--l 

Figura 4.4 Relación momento-curvatura de un elemento de concreto armado 

El ·1· · 11· ·1 . 1111· 1e <ll''' dchido ,1 la plaslicidad. pueda otu11i1 la 1cdis1,ihu-
� ana 1s1s a 11111 e Hl 1 - ..... 

· · d . . . 1 .1 }'1f'tir de h distribuciún thtda por la teoría elástica, antese1011 e momentos y e<>• tau es , 1 , ' • 

. . : · . ¡: st·, nueva distribut:iú11 de los momenlos tiene lugarde <1ue se alcance la t.:ar g<1 nMx1111a . .,,. , 

· · · · .. le concreto annado. hab,á poco cambio en el 1110-deb1do a que, para secc1011es t1p1cas l 

el -,ce,·<> a tr·1t:ció11 haya alcan7�ldo la resis1e11cia demento con la curvatura una vez que , ' ' 
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fluencia. Así, cuando las secciones con 111ayorcs esfiicr7,os de una losa alcan,11 11 el 1110. 

mento de fluencia. tiende a 111.intcncr un;, capacidad de 1non1cn10 cercana a la resistencia 

a flexión al incrementarse la curvatu1;1 (ver Figura 4.4 ). rnientn,s que la fluencia del re-

fucr7-o de la losa se extiende ,1 otras secciones de la losa con un au111ento adicional de 

carga. El análisis al li111i1e calcul.i la carg.i müxin1a de la losa y la dist, ibuciún de n1on1cn

tos y cortantes. suponiendo que las secciones de la los<1 son lo suficientemente dúctiles 

para permitir que tenga lugar la 1n14.;v;1 dist, iln1ciún de los n1on1en1os flex ionantcs. 

El 111étodo de la teoría de la linea de llucncia. propuesto por fohansen en 1943, ,;e 

basa en la fix111aciún de un 111ccanisn10 de <.:l>iaps<' parad sislc111a de: losa bajo carga n1:i-

xima de modo que: 

f. Los 1110111en1os en las articulaciones pi;isi:c:,s 110 sean mayores que los ,norncntos ,mi-

ximos de resistencia de las secciones.

2. El mecanismo de colapso sea crnnpatiblc con l:,s condiciones de borde.

Un mecanis1110 de coh1pso se conrponc de scccioncs tic J¡¡ losa separadas por líneas 

de articulación plústica y la carga m.íxima se calcula hasnndose en el 1nccHnis1110 de co

lapso postulado. Sin cmlnu-go. no se rcvisHn las p,irtcs de 1.i ln,a entrc las líneas ele ,uticu-

1 · · 1 · .1· -a ,ar·• --·t··,,· scgliros de ,¡uc los 1110111cntos en dichos lugares no exceden los 3Cl0rl J) as ICc 1 • .-. C;-,, < .  

momentos m:ixi 111os de resistencia. Sí se postul;i 1111 1nccanis1110 de col;ipso incorrecto, se 

1 · 1 e itos 111:1 _. ·1111(1s ele resistencia ent re las a, ticulaciones phisticas. Por lo excec eran os 1110111 , . , ,, . · · 

tanto, parn un sistcn 1, 1 de losa d;ido. el 11 1cc;inis1110 ck colapso que dé la c,1rga 111:íxi111" 

más baja, será el correcto (ver Figurn 4.5 ). 
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FIGURA 4.5 Losa uniformemente cargada y si111ple111ente apoyada en todos sus 

bordes. (a) Patrón teórico de las líneas de fluencia. (b) Patrón real de 
agrietamiento • superficie inferior (w,. prueba I wu teórico = 1.03). [20] 
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Sin embargo. para admitir I;� valide7 de las suposicio11es en las que est.i basado el 

método de la linea de fluencia. se reco111ienda reali,.;ir pruebas de l,iborntorio. 1:s asi que 

para ciertos casos de sistemas de losa han sido deter111inados los rnccanisrnos de colapso 

de modo tal que no se tiene inccrtidu111hrc al respc,;to. 

De otro lado. si se ncccsit;1 con<Ker los 11101ner11os de flexión y torsión, füe 11:as 

cortantes y las deflcxiones de los sish.;1nas de losas con dime11si(,r1.:,- dadas, el contenido 

de acero y las propiedades de los mate, i .1lcs. en cu;1lquier etapa de carga. desde cero 

hasta la carga últirna. la detc11nin:rciún arrnlitic1 utili7;rndo las cnndiciom's del equilibrio 

estático y la compatibilidad gco111étnca se !orna clilicil. lasto '" ,kh.: :r que l:rs rel:rcioncs 

momento deformación de la losa son relaciones m, line;1lcs en el caso de niveles .titos de 

esfuerzos y es generalmente necesario seguir un procedimiento paso a p,1so con la carga 

que aumente de incremento c11 incremento. 

El método de los clcn1entos finitos es en este senlido el prm:cdirui.:nln apropiado 

para dicho análisis. A v<1lorcs bajt>s de c,1rga. los cleruentos de ln.s;, 110 est:ín agrietados y 

las acciones y defonm1ciones se pueden calcular n partir de la teoría ehistica, usando In 

rigidez a la ílexión de los ele111entos no agrietados de la losa. Se calcula11 los elementos 

de la losa en cada incremento para dcterrninar s1 ha ten ido lugar algt111 agr ietamiento en 

el concreto. Cuando se alc,1ncc el nHJ1llcJ1to de :igrictar11icnt<> st· , ucl\'t' a c,ilcul,1r h1 rigi 

dez a la ílexión del elemento sobre la b:lse del ,·,1101 de· la scccrr",n ;1g1 ic-tada y se vuelven a 

calcular las acciones y defor maciones de !;1 los,1. Se repite este J)H>ccdimic11to con el 

mismo valor de la c.1rga hnsta que estén correctos todos los valores de l;1 rig idez a la 

flexión. Para increincntos ,nayorc!'- de carga. cuando lo:-: c:--fucrzos c11 uno o rnús c1crncn

tos comien7�-in a entrar en el rango inehístico. se ,educen las rigideces a la ílexión de es

tos elementos al punto pm ticu lar correspondiente dado por la rdación 111on1cnto 
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defonnación del elemento. Esto requiere repetir el cálcul<, al nivel de carga, hash1 que 

esté correcta la rigidc7. a la llcxión de cada cle111ento. Fi11aln1en1c, con los incrc111cntos 

adicionales de carga. se alcanw la resislencia de 11110 o más ele111cn1os y si éstos son su-

ficientemente dúctiles. se dcsa, rollará la plasticidad en todo el siste111a de las losas con 

cargas adicionales. Se llcgarit a la carga rnáxima cuando lengan lugar las deflexiones sin 

aumento adicional en la carga y. por co11sig11icn1c. cuando 110 sea posible soportar 111ás 

carga. 

Resulla evidente entender que par.1 reali,ar el análisis total. detc11nini111do el co111-

portamiento co111plcto de un sis1c111(l de losas para todos los niveles o valores de carg¡¡ es 

prolongado y sólo se puede c111prc11der con éxilo con In ayud;1 de una co111p111adora que 

tenga gran capacidad de ahn,H.:cnan1ie1110 y velocidad de proceso. 

4.2.1 MODELOS DE LOS MATERIALES COMPONENTES 

PARA EL ANÁLISIS NO LINEAL 

Como se indicó en la secciún 4.1. para el c,1so de 110 linealidad del rnateri¡il, las relaciones 

constitutivas se plantean bajo relaciones 110 lincnlcs csfún,o-deforrnación. /\si, las rela

ciones constitutivas de los ni.llcrialcs cor11por1e11tcs para el conciTto ¡11111ado son prcscn 

lados en esta sección. /; y /,- representan los esrucr7os uniaxialcs de agrietalllic11to y

1 · 1 1 1·cs.-1,,,ctiva111c111e. J_,. representa el esfuerzo de fluenciaap astam1ento pan1 e coru.:rc o, � 

para el refuerzo (Ver Figura 4.6). 
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traccionante 

,.. cu deformaciones

Figura 4.6 Modelos constitutivos unidimensionales para el concreto

Para predecir la capacidad últi111a de uua estructura de conc reto a,n,ado. las pro

piedades de sus materiales constituyen1es deben ser de1c1minadas. Bajo un estndo de

esfuerzos biaxial, el concreto exhibe diferentes n,nicie, íslic¡is de rigide7 .. resistencia y

ductilidad que las comparadas al estado uniaxial. Kupfcr. el al ( 19ú9. 1973) basados en

resultados cxperimenlales. deter111inaro11 exprcsi(>lles mn1e111Mi,;is que representan la.s

relaciones esfuerzo-defor mación p;ira los estad,>s biaxiales de csr11er/0S y h1 envolvente

de resistencia bi;ixial en términos de los esfuerzos pri11cipalcs (ver l'ig11r,1s 4.7 y 11.X).

L;1s ccu:u.;Íc..)tH;s que.; rcl;H.:iouan el ..:�1111hio <.k dclor 111aciún :-.cgl1u el c.1111bio d<.; c�

fuerzos, para un i11cre1lle11to lilleal en un n1ateríal ono11ópieo puede ser esc r ita según
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Figura 4. 7 Relaciones esfuerzo-deformación del concreto para estados 
biaxiales de esfuerzos 
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Figura 4.8 Envolvente de resistencia biaxial en término de los esfuerzos 
principales 
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d1; 1 

rb: 2 
"º1=-vi --

1:· 1 

,¡ 

= dt 12
"Y 12 

Ec. (4.2) 

donde E 1 , E2 • G, 2, v, y v1 representan las propiedades (kl 111alerial dependientes del nivel 

de esfuerzos. 

Resolviendo cslas ecuaciones para ca111bios de csf"ucr,ns en tér 111i11os tic ca111bios 

de defonnaciones, se 1icnc 

do1 F. 1 "2 F:1 o di; 1 

t/02 = V 1 /•,'z 1 - ,., v2

1:·2 o dr.2 Ec. (4.3) 

dt 12 o () 
( ; 1 2 (1 "1 v2) dy¡2

Por consideraciones cncrgC::1ic,1s, v, E1 � v1 Jo,. y pa1·.1 log1ar u1w simplificación en l¡¡s 

ecuaciones si v2 = v, v,. se l icnc 

do¡ r:, vJE1r:2 o dr. 1

do2 

��v2 F:2 u d1; 2 Ice. (/4,1) 

dt12 -::;11n -
(1 \' 2) (j CÍY12 
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Para el desarrollo del 111odclo de clemenlos finilos de un elemcnlo de concrclo 

annado, tres representaciones ,1l1crna1ivas pueden se c111pleadas: discrela. embebida y 

distribuida. 

' 1
1 ! 

1 

elementos 
para corte 

. t 

··- .. J.

elementos 
par a flexión 

(o) 

,' ¡ j 
1 1 

�. 
> pj 

, .... ,· /¡' /, 
•.,,, , "/ I 

... � . -·:·.·. '•. ···.-: �'
;-, 

/; 

concreto iefue, 20/
( :: .:. . . 

:·: . i'� 
.t\

: . . . ¡J 
capa de refuer.w_1, ., ;-/.------t . i ?J 

. ,-· '/ 
fi : ;""/

,_,)
-''' . ¡ ):,

Í · -, -- , :-�ap; de

., concreto 

capa de refuerzo 2 

(b) (e) 

Figura 4.9 Modelos. (a) discreta, (b) embebida y (e) distribuida. 

Para la rcprcscnlaeiún distribuida. el rcf'11cr10 e, ,1st11nido como distribuido sobre 

los elementos de concre10, con un parlicular ,íngulo O de oricnt:1<.:ii,11 len este caso, rela

ciones constit111ivas co111pues1as son utili,adas asumiendo una pe, fccta adherencia entre 

en concreto y el refuerzo. /\si, el refirerzo es tratado C(>1.10 un 111atcrial uniaxial y la nm

triz constitutiva del 111alcrial con1pucsto t:S obtenida ,1dicio11ando la matriz constitutiva 

del refuerzo, Ec. (4.5). a la del concreto. 

o o 

C",¡ = Prd o o o Ec. (4.5) 

() () o 
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4.2.2 AGRIETAMIENTO Y ADHERENCIA 

El agrietamienlo es una co11sidcr¡i1.:ión i111pur1arllc que se debe tc11er en cuenta en el co111-

portamiento de estructuras de <.:011crcto ar 111ado. 1:11 eslc sentido. 111odcl;ff la fo, 111aeión 

de grietas juega un papel decisivo cu cl t:<J111portamic11to de lo� 111oclelos analílicos que 

represent;111 estas estructuras. 

El agricta111ic1110 o<.:urrc cu;111do la rcsislcncia a la tracción en el co111.:rcto es exce-

dida, esto es, .1;·. Cuando cl e�íuc, /.o pr int:ipal en el c·,rnc, <'IO excede la ,esisle11eia a la

tracción. 1111a grieta es fon11;1d;1 pcr pcrtdicula, 111c111c a la direcciú11 del 1;:sf\1cr7,o principal. 

ver figura 4.1 O(a). El agt ietan1ic11to es rttodcl;uln reduciendo el valor dt:I 111ódulo de 

elasticidad r:. rcpcnti11an1cn1e a cero a I<> i;::-go de la dirección del csfucr7.o principal. 

Otros modelos empicados reducctt el valor de/,. gradualmente a ce, o. 1:sto es mostrado 

en la figura 4. IO(h). Esra 1·111i111;1 opciótt <.:s c111plcacla para 111cjor;1r la <.:onvcrgcncia de la 

solución. 

-1
t 

(a) 

" 

,· 
t

E 

' reduccl611 

gradual 

reducción 

súbita a cero 

(b) 

Figura 4.1 o Agrietamiento. (a) formación de grietas (b) modelos. 
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Diferentes modelos han sido desarrollados para representar el agrietamiento 1mra 

un análisis con elementos linitos. Un nHldelo partic,ilar para representar el ¡¡grietarniento 

es seleccionado dentro de va, ias posibilidades dependiendo del propéosito del estudio y 

de la naturaleza de la infi:1r111;1ció11 qu.:: se requic,c obtener. /\sí. sí se espera obtener el 

comportamiento de sistemas cst, 11ct11ralcs ;i pa,tir de curvas carga-dcsplaza111icnto. sin 

importar obtener 1111 realístico p:llrú11 de ag, ic1a111iento y los esli,er,:os locales. 1111a reprc-

sentación di fusa de las grietas es prnbable1rn;11te la mejor elección. l'or 011 (.> lado, si se 

requiere obtener un co111port,1111ien10 local en detalle de lo que ocurre en el sistema es-

tructurnl. el uso de modelos discretos de g, ic1,1s es utili7.,1do p1incipal111c111c. [11 ca;;c,s 

especiales. modelos de 111ccanis111os de fractura es la hc11a111icn1a apropiad,,. 

El modelo de agrie10111ie1110 discrelo füe el pri111cro en ser e,nplcado en el concreto 

armado p;ira incluir el electo del agrie1a111ie1110. l .as grietas son 111odcl.:idas bajo la sepa-

ración de nudos, según se 11111estra en la Figur:1 4.1 1 (a). 

I 
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.ü/ •, / 1 

¡';� ·., • 

,_,F � /1 \_,,. 
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(a) 

zona de 
compresión 

(b) 

súbita 
reducción 
a cero 

zona de 
tracción 

· M d I d·screto de formación de grietas en el concreto
Figura 4.11 o e o 1 
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La ubicación disneta de las grietas esta basada en 1111a predclinición del patrón de 

agrictamicnlo en el modelo de elementos finitos. Sin e111bargo, es posible gener,1r l¡i ubi

cación de las grietas. l:11 eslc casP. el ag1ic1a111ic11to csl:"t b,1sad(> c11 el csl!reu.o p101ncdin 

de los elementos adyacentes. ( 'uando el es fue, /.o pro111cdio excede la rcsistcnci;1 a la 

tracción (tomada como r11údulo ,k 111p111r a, /, � O.X:, /1 ). lns ck111e11tns so11 dcsco11cc 

lados de su nudo connú,. El 111odclo 111alcr11,"t1ic,, se 11lu(;Sl1a en l:1 li ¡.:u,a 11. 1 1 (h). El 

agrietamiento es modelado pnr l,1 rcduct·iúll rcpc111i11¡i del v,,lor de /:·, a (;Cr o nrn11do se 

alcanza la resistencia de agricta,nicnto. En la 7-orw de co111prcsiú11 en co111porl.1111icr110 es 

considerado pcn11a11cntc111cnte I inca l. 

En el uuJclelo de fl_í,!,rieta1ni<�1110 diji,.,·o. !--C a.sun,c qut· el ag1 ic1n1nic1110 c..::11 <.!1 co1H;rc-

to es conlinuo. A difcn.:ncia del modelo de ag, ieta111ie1110 discrcll>, este modelo represen 

ta un número inlinilo de fisuras pan1lcl;1s q11c al1avicsa11 al clc111c11I(> de concrclo agriela

do. Según la figura 4.12, se ;1s11111c que las fi:suras panrlcla:- ,e cricuc111,a11 en plano:s per

pendiculares ;1 la dirección del 111:"tximo c�fuc-17.o po i11c·ip¡il. 1 )cspués q11c ocurre el ;1gric

tamienlo, se ¡¡sume que el co11c1clo ;rgo ict,1do a�umc· p,opicd;odcs 01 t()t1<",pica�. con uno 

de los ejes principalc� del 111atc1ial oric111ado" lo largo de la di1ccciú11 de ag1ie1a111ie1110. 

�\ 

Figura 4.12 Modelo difuso de formación de grietas 
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Anles del agricta111icnlo. se asurne que el concreto 110 agrietado está ronnado por 

un malerial isotrúpico. clásti<:o li11cal. cu vas relaciones <:onstitutivas cst,ín dadas por 

o = Ce Ee. (4.6) 

Cuando se i111_rodtu.:c.: pr (1pit·dadc::- 01 lolr úpicas p�1r:1 rcpr csc11t;1r �I ;1gr ic1_; ·1111 ic-1110. 

unas nuevas relaciones conslitutivas i11nc111c11hilcs deben se, con$idc1 ,idas. Esto �e cc,11-

sigue modificando la 111atri;,, 1angc11cial del mate, ial. C. E11t(ll1<:es. las 1clacio11cs incrc-

mentales de esfuerzo-de fu, rll:.1ció11 so11 

l 
do ,1 l 

,/¡; IJ l 1:c. (4.7) l doé, 

1 
_ ( 1 dcr_

l 
dr ,1f, dy qé,

donde 

¡: () () 

C1 -
o /: () l,c. (4 8) 

o tl 1\(; 

siendo 11 la dircccióll perpendicular a los planos de agrietn111ic11to. l!I , :1!01 de l: es con 

siderado frecuentcn,entc igual a cero. Sin c111bargo, cua11do existen problemas tic con 

· t 1· ,·- - lt·,,I "C' , ,,,,,,·h·c ha ·10 una reducción gradual de /:vergenc1a, es :t t 1 ,cu , , , V· v • 
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En el caso de una representación discreta del refuerzo como se indicó en 4.2.1. la ideali

zación de la adherencia entre el rcfücrzo y en concreto de la vecindad puede ser conside

rada. Para esta consideración. elementos de enlace (/i11k f'ieme111) son utilizados para 

modelar este fenómeno. Estos ele,nentos consisten de dos resortes ortogon;iles los cuales 

transmiten fuerzas normale� (l'i,) y de corte (F,,). Las relaciones constitutivas para este 

elemento relacionan estas fue, 7.as con los dcspla,.arnientos noda les. 

¡
"'"l=rr;- j o 

k 11

Ec. (4.9) 

El valor de k11 representa la rigidc,, al cur :c v que puede ser obtenido de las relaciones 

desli7;imicnto . esíuer7.o de adh.:rencia. 1:1 valor k, cst,-i relacionado con la acción dt: 

dowel; a este parámetro se le p11t:de asignar un v,·,10, ,1rbitra1 i<> muy peque,10 con el objc-

to de no considerar este efecto. 
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4.3 MODELAMIENTO DE LAS LOSAS PARA EL ANÁLISIS 

NO LINEAL 

La aplicación de los clcmenlos finitos es eonsidc 1 ado como la vía apropiada para el an;í-

lisis no lineal en los;1s de conc,c10 armado. No linealidades. tanlo tic los ,nateriales 

constituyentes como de la geometría son considciados en los modelo nu11 1é1 ico. F,J prin-

cipal objetivo del desarrollo de 111odelos numéricos es el de predecir las ca, aclcrislicas de 

defonnación y c,,rg,1 límite de dichas cstruc;luras. Sin embargo. el <:omporlamicnlo com

plejo del concreto armado lle,·a siempre a una sin,plificm:ión en el desarrollo de dichos 

modelos. 

En lo concerniente a los 111odclo;; numé1 icos. muchos estudios han sido reali;,;idos 

con el afán de lograr este objetivo[ 7][91112] 

t 

> + 
+ 

u. ·: . . ,.,,, º"' º
>

Figura 4.13 Elemento de Reisner-Mindlin de cinco grados de libertad por nudo 

· · 1 1 1 1111· 1,<>is[I I elementos tic 4 nudos tipo !osa de Rcissncr-
En la Un1vcrs1< ac < e - . 

. . r • • s tic concreto ( ·omo se 111uest,a en la Figu1a
Mindlin son utilizados para ,onn,ir c,1pa. 
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4.13, cada nudo ubicado en el plano 111cdio del ele111c11to conticuc cinco grados de liber

tad. El desplazmnienlo 11· y h1s dos rotacio11cs i11depc11dic111cs, O, y O,, son utilizadas para 

definir las rigideces flexiommte y de corte transversal de acuerdo a la Icor ia de Rcissuer

Mindlin. Los grados de libertad II y ,, s011 n:qtH.:ridos para prescribir la rigide,. d<.: lllem

brana del elemento. 

l3ajo cargas laterales. la rigidez de lllcmbr,111¡1 de c¡rda c¡rpa de eor,crctn es ,,ctiva

da debido a la ubicación cxcé11trica con rcspccto al cjc neutro. l:11to11c<.:s. un fcnú111eno de 

acoplamiento existe cutre la cxterrsiúrr en el pl¡rno de <:ada capa y la flcxiún tr¡¡11sversal 

del elemento. Una <:(>11sidcración de rigidc,. de a1<·111bn11w de las capas bajo c,1rgas latera

les es, entonces. necesaria para si111ul;1r el efecto de acoplamiento antes mencionado. Sirr 

embargo, para cada capa. la teoría de pcquciias deflcxio11cs es asumida. y los rnmlos de 

membrana y flexión dentro de cada capa son des,icopladas. Más aún. en el r11odelo del 

material, se asume que los esfucr7.0S transversales de cort<: 110 afccta11 al eo111portar11iento 

biaxial del concreto en el plm10 dc la losa. 1'01 tanto. las 111at1 ic.:cs de rigidc7. del elemento 

para las porciones de rnernbr,rna. flexión y corle son <:alctrladas i11dcpc11die11tcrnc111e parn 

luego ser ensambladas. 

Una técuica de integración reducida selectiva clc 2x2 1'1111!os de (iatrss es trtilinda 

para evaluar la rigidez flexiouanlc del cl.:;mento. 111it·ntras qtre 1111 csqtren,a de integiaciún 

reducida de un punto es uti lizad,1 p¡rra la rigide7 de c.:ort<: li ans, e, sal 

Las barrns de rcliier;,;o son rnodc.:ladas corno c.ipas de rncrnbra11a equivalente co11 

propiedades uniaxiales oiicntadas en (¡1 dircccic\11 del rcftler10 Fn c-acla 11ivcl de rcfi>iza

miento, el área de secciú11 trnnsversal de la capll de mcrnbrana empicada es igual al área 

total de la sección tra11svcrs,1I del rcfüer7.o. 
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Múltiples cripas de ekrnentos de Reiss11cr-Mindlin de cinco grados de libertad por 

nudo Y elementos de do;; gr;1dos de lilwnad por ntJdo son lltili7,ado;; para simular capa!< 

de concreto Y acero. rcspccti,·:11llc111c. Fn una pila de C'lc,ncnlos. los ntJdos de la!< esqui

nas comparten las 111isrnas COP1dcnadas I e 1·. U despla,.a111ic1110 transvc, sal. 11-. es asumi

do el misnm prirn todas las <:apa,- !'ara ir11pcdir el 111ovi111ic11to rel¡iti,·o entre capas. ('I 

clesplazmnienlo hori/.0111al de las c·apas a lo l,,rgo de sus <:ara;; co1111111cs debe de ser el 

mismo. Este req11crirniento es sa1isfccho i111rod1tc·ic11ek, dos ccuacio11cs de cornp,rlsic'111 c11 

cada nudo de la pila. Aplicar c-s1as condicio11cs entre u11a capa de co11c1clo y otra de ace

ro implica una condiciú11 dc pcrfccla adl1<.:r encía 

En la Universidad de Swa11senl9J. un co111plelo estudio sob1c el 111odela111ic11to de losas y 

cáscaras de co11crcl<> arrn;,do ha sido rcali,ado; 110 li11ealidadcs de gco1111:tri<:as y del 11111-

terial fueron considcradas en cl modck• 111111,é·rico l,rs c·uaks co11cucrda11 con las carnch;;-

rísticas de deforrnaciú11 y predicciones de c;,rg;1 t'il 1i11i.1 

fueron empicados para la rep1csc11t:1ciú11 lipn capa " lr;"·t'-s del ,,peso,. Ue111c11los se

rendípitos de 8 nudos fucro11 utili/¡¡dns. L,rs 111a1, ices de , 1gidc1 ,<i11 dc1cnni11adas me 

<liante la integraciún 1n1111é rica u1iliza11dn 1111a 1111cwac·rc'11; sc:lcui, a} reducida. Las c;11ac

terísticas del concreto son cspccifkadas pa,a cad;i capa ,. el ,du<:r,o de acero es rcp,e

sentado corno una cap,1 espar cida de espeso, cqui,·alc11tc con p,opiClbdcs de- resistencia 

y rigidez uniaxialcs. 

Un modelo t r idi111e11siorwl[ 71 de clc111c11tos finitos ha sido des a, rol lado piHa mial i-

zar estructuras de cnn.:rcto arrnado de I ipo losa y c¡Íscan, f ver Figu, a I\ 14 ). 1 in clt.:rncnto 
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isoparamétrico de 20 nudos es utili�·1do así 1 · · ·' · • · como e uso dc 15 puntos para la integra-

ción numérica. 1 a I t · 1 
• · 1 _, na nz ( e ng1< e7. del concreto sólido cs detc1·111·1,1,·1tl•, ¡1t11· , la cx presión: 

K, = f fl 7'/)
r 

II j.l I di' 

1· 

Ec. (4.1 O) 

en la cual, B es la matriz de 1 · · 1 1· · · re ac1on te 011rn1c1on-dcspla/>1111ic1110 y ¡ .1 ¡ e;: el detcnni-

n;rntc de la matriz jacohi;111;1. 

z 

X 

16 

1, 20 1 rr:.__--.;�º'.l'.._

8 

5 

l9 

< l8 

J_ t

1 
�--"14 

10 

-----'� y 

Figura 4.14 Elemento tridimiensionaf de concreto con capa de refuerzo 

Una perfecta adhcrenci,1 es asurnida entre el co11c1<·to y el acc10 dc ,ctuerzo. f�sla 

simplificación de compatibilidad de despla7;1n1ie11to;: y dcf'u, macio11cs e11trc el acero y el 

concreto permite q11e el ref'uerzo sea 11 atado co1110 unn pm lC intcg,al del clc111cn10 tricli

mensionnl. Scgl'nl c;;to. la ,igidc7. del rcf'11c110 cs ;,ii:1did,1 a la del conc,clo obtcn1<:ndo 

una rigidez global del elemento. esto e;; 
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K = K, + K, Ei;. (4.11) 

donde 

f ,. r 
K, -= R J, O, /, R t dD

(O) 

siendo t el espesor equivalenlc de la n1en1bn11w de ,,cero y L es una niatriz de 1,ansfor-

mación de las coordenadas locales a las coordcnaelas globales de rcícrcnci::i. 

En el lnstitut mr Massivb::iu. TI I Dannstadt (Univ. Técnica ele l);mnsladt. Instituto de 

Construcción en Concreto /\nnado). en /\le111,rnial 12]. se estudió la influencia del csíuer-

zo cortante lateral en el co111port,11niento ele losas de c.:oncrelo ar 111ado. lJn elemento fosa 

de múltiples capas fue ulili7 .. ado con�idenrndo m1aeiones independientes en cada capa 

para modelar la distribución no linc,il de l;i dcfonnacit"111 cort�ntc a través del espesor de 

la losa. 

Un elemento de c;íscarn isop,1ra111ét r ic.:o c111 vi lineo es utili:rado. l .os panímctros 

nodales son los despl.1za111ienlos 11. v y w a lo largo de las coonknadt1� glob,ilcs ,·. ¡- y z

con z normal al plano medio y dos rowcio11es o y íl ll lrcdcdrn de lo� ejes 1· y ., . rcspecti-

vamcnte. 

El elemento capa esta fo r 111ado poi el ensa111bl.\je de elc111e11to� losa con las mis-

mas cargas nodales en las direcciones x e J'. sin e111bargo. cada una de ellas con uilcn;ntc 

distancia /, medida desde el pl,1110 de refe, cncia. Cadn uno de los ck:mc;ntos puede tener 

diferentes propie,fadcs de 111.iterial y espesor h.
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4 

capa k (plano
de referencia)

Figura 4.15 Elemento capa

Las deformaciones del clc,ncntn c1pa ,nn descritas I'º' los <.lcspla7,rn1ic11tos ""· ,.,,

y i.rJ del plano de referencia y dos rowciorrcs 11onrntlcs CL y f3 ele cada t·apa co11stituyc11tc.

Las rotaciones normales variarr de cap:, ,1 cap;i, y son independientes del despla:r.arniento

lateral. El despla:r11111ie11to tr:rnsvcrsal 11· es :is11111ido el 111is1110 p;11 a tc,das las c.ip¡¡s. Por

consideraciones de conti rruidad de lús despla,arnicntos c11 el pl,1110 paralelo al pl,1110 neu

tro, las deformaeiorres de urra capa / son obtenidas c11 li,ncion a las defor macioncs del

plano de relerencia. esto es:

/ 1 

11 ¡ == 11() ± ( � h k : 1 i,k ) u k l � h, u,

1 k t 1

/ 1

1 
1 h¡ \X¡ 

2 

,., = "º J: ( �/¡,( + /¡k )[1, + ¿ h, fl, + � "' fl¡
,-,( • 1
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4.4 APLICACIÓN 

Para el amilisis no lineal de una losa, se h¡i utili,.ado el progr;1111a de cómputo PL/\S r 

presentado en la Referencial 101. El progr ama utiliz;r 1111 elemento de c11pas de cáscaras 

de 9 nudos (5 g.l. por nudo) de defonuaciún asumida propuesto originalruente por 

figueiras: en la parte dc ílcxión nlili7;r 1111 elemento de Rcissncr !V1imllrn: teniendo en 

consideración h1 eli111inaeiú11 del defecto en este tipo de elementos para losas delg;1das 

con la teoría de la cú�cara curva degenerada . 

El programa utili7.a una li>1 111uh1ciú11 clasto phística bajo el criterio de íluencia de 

Huber-Miscs: 

F(o.k)=j/o) )'(k) 

considerando el eslirerzo no1111al transversal o, ncglegihlc. 

El progran1a permite para el proceso tk soluciún no lineal. elegir entre diferentes 

métodos para el recúlculu de la nwlri7. de r igidc7. 

1. Método de la rigidez inicial

2. Método de la rigide7. tangencial

R ·1 1 1 1 t ··· ele r·Ig·i,lez en la ¡>rimera iteración de cada innc111ento ele carga3. eca cu o l e a ma 11 z 

R · 1 1 1 1 t · 1 -·g·i<le7. en la segunsa iteració11 de cad11 i11c1e111ento de carga4. cea cu o, e a ma nz, e 11 ' • 

0 cuando ocurre la descarga en un punto de integ r ación (plasticidad ). 

- · .· 1 re sig11illque rnayor re cálculo de la matriz eleElegir uno de estos procesos �1111pr e < 1 

· ayor tiem¡io <le cómputo.rigidez, trae como consecuencia un 1 11 
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Se ha elegido para la aplicación una losa ensayada 1ior Duddcckl9). La losa es

cuadrada apoy<1da en sus esquinas sometida a una carga concentrada en el centro de la 

misma. (ver figurn 4.16) 

s, 

Sz 

4� 

, 

( 

1 8 
1 O 

s 6 /'-•" 1·93 cm'.fm ,. 4 

)'� w 2·5 3 , m' / m --t-----+------1

)

�·, 

N 

N 

/-'•_ = 2 83-��. 2 
__ ....... , . ... -...i H X 

JL�" )·97cm2/m

J-l• " 5·19 cai2/m 

/-'• - S·87cm21m

S2 ..;. ¡;,j'y • 1·89 

s, � f','f't. 2·7S

apoyo 
- ..

'(' 
.,, 

t 
6·5 

9 

'" 

Figura 4.16 Losa cargado en el centro con apoyo en sus esquinas: geometría, 
refuerzo y modelo de elementos finitos 

Las propiedades de los niaterialcs est,111 i11clicados en la �iguicnte t.rl>la 

1------------'P-'rc.:oc.c.;ic.=e...:d:..:a:..:d::..::..e s de los materiales (cm; kN) _ __
concreto ____ __ _ __ _ _ acero

1--------=.;;..:..:..:� E. = 20 100. 0 

csrucr/.o de llucncia. fy = 60.0 
1:·, = 700.0 

E,= 1640 O 
V= 0.Ü 
esfuerzo último de cornprcsión. r< = 4.10 esliie,,o 1·11timo. r, =70. 0

esfuerzo último de tracción, f, = ü.30 __ _. __ _ 
Parte del archivo de datos es proporcionado. El análisis �e llevó a cabo en una 

computadora personal de micro proces,Hlor 486 (66 Mhz). l·ucro11 necesarios I O 111inutos 
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para obtener los res u! lados: s · t 1 1 ·· . e prcscn a en a ·1g11ra 11. I (, la curva carga aplicad;1

deílexión del punto ,;cnt,al. 
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o.o o.o 11.0 o.o o.o

o.o

o .OJ7.?. 1. 001: 1 ºº o.o 610 o 400.0 

o.o o.o (1 • o o.o o .o 

o.o

0.27.46 !.OOE•l'O o.o 4 3. O o.o

o.o o.o () . (\ n.n o.o

o.o

0.2462 .oor:,oo o.o 4 1. O o.o

o.o o.o o.o o.o O.O

o.o

o . 22'16 1. oor-:, oo o.o 4 l o o.o

o.o o.o o.o o.o o.o

o.o
----- J'r·opirdadcs de los 

,natcrialcs, nuHlclo 

clasto plástico. 
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CAPÍTULO 5 

CONCLUSIONES 

Se ha presentado la fo, 111ulación de Iris losas según l;is teori¡is de Kirchhorf y de Reissner-

Mindlin; en el caso de h1 Teoría de KirchhofT (de uso frecuente) para el análisis por e! 

método de los elementos linilos. cumplir las consideraciones de convcrgcm:ia obliga a 

utilizar elementos con fum:ioncs de aproximación polinú111icas de gr;1do 5. Fs10 conduce 

a una demanda grande de tientpo de c,íkulo 

Con elementos de Reissner-Mindlin, debido ;1 la ,;cparaciún de las i11c0g11i1as nod¡¡les en 

funciones de aproxinrnei0 11 indepcndicnles. se reduce l;t ca111idad de Cfliculo. Siu embar 

go, la aplicación de estos cle11u.:11tos en losas delgadas, trae corno consecuencia una sobre 

estimación de la rigidez ( conlribución de la rigide7. de cor tanlc). 

Aprovechando la simplilicaciún cn las funciones de aproxi1nacinn para el caso de elemen

tos de Reissncr-Mindlin. y haciendo cumplir todas las hipótesis de la ·1 curia de KirchhofT 

se desarrollan elementos denun1inados l)K'I. cn los cuales la determinación de la n1atriz 

de rigidez es explicita cu111plic11do con las condiciones de cOn\'Cr!(C11cia. El uso de estos 

elementos permiten l;i clabor.1eiún de programas de cú111puto sc11�illos y eíic·icntes en 

tiempo de cálculo gramlernente aprcci:iJo en el a11.ílisis 110 lineal. 
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El análisis no lineal de losas de concrclo ¡irmado se ha rc,dil'.ado utiliza11do un programa 

de cómputo que modela de forma 110 eo111plcta las car;H.:tcrísticas 110 li11calcs del co11crc

to. Sin embargo. el tiempo relativo para el análisis es accplablc·. pues. modelar las pro

piedades concreto en compresión y tracciún dcn1and;1 un gran rcqucri111ic11to tic ,ccu,sos 

de cómputo. 

Los resultados del anúlisis 110 lineal lkhcn ser co1111rnrados con resultados cxpc, in1cn1ales 

en la etapa de calibración de las leyes conslilutivas y ll>s cri1crios de folh, e111pkados 

Debe considcn1rsc los estudios analilicos t:n p¡ir,dclo con los t:xpc, i111t:11lalcs para prede

cir las cargas a aplic;1r y el c(Hnp,uta111ie1110 de la cslrnclui;, a cns,,y;ir: y reducir los t:os

tos de ensayos de lahornlorio rcali7.ando inlcrpolacioncs entre resultados cxpcrimcnlalcs 

vía dctenninación analítica. 
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APÉNDICE 

Listado del Progran1a de Có111puto para el Análisis Elástico de Losas 

' Tesis para opLar el 'fitulo Profesional de 1nqer1iero Civil 
' Universidad Nr1cional d<' lngcni.c, ia 

Víctor P. Rojas Y. Diciembre> el<' J995 

' Programa de l\11Alisis EsLrucLural de LOBdH 

Método Elcrncnt.os Finitos 
' Formulación 
' Elemento 

Teoria ele Kl,chho(f con apl.icación Discreta 
DKT trianqular de 9 c;.r,. 

$S'1'/\CK 2048 

%NUDOS=l00 
%ELEM'l'=200 
%8/\ND/\=50 

dim X ( 1: %NUDOS) , Y ( l: %NUUüS) , concc ( 1: %ELE1-IT, l: 3) , U ( 1: 1, l: 1) 
dim GL ( l: %NUDOS• 3) , STI F ( 1 : %EI,EMT, l: 9. 1 : 9) 
dim RIGI ( 1: %NUDOS·' 3, l: %81\NDll), LOAD ( 1 : l *%NUDOS) 

call DatosLosa(n.i,t1j) 

call BoundCond(n.i,r1j) 

for i=l to ne 
ii=conec(i,ll 
ij=conec(i,2) 
ik=conec(i.3) 

e a 11 R i g i El ern ( i, X ( i i) , X ( i j ) , X ( i k ) . Y ( i i ) , Y ( i Í ) , Y ( i k ) , F., t , ¡, n u) 

next i 

call SysStiff(nt,3' (ni •2))

call SysForces 

call Solve(3'nt,3' (ni•:>.)) 

END 
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SUB DatosLosa(ni,njl 
' Subrutina de ingr0so ele cla1or;; genc,a 

nt númer:o total. de n11dos 
X (nt) abcisar; de los n11dos 
Y(nt) ordenadan de los nudos 
ve número Lotal de eJemenLos 
conec(ne,J) conectJvidad 
E móclu.lo de r::1t1sLicidad 
nu cucticienle ele roisson 
t <�S[)(!.SOt (lp la I O!;Q 

Local Lx,Ly.rlLx,rlLy 
Shared n t, ne, X () , Y () , conec () , 1-:, nu, t. D ( l 

print "PROGR/\M/1 l)J•: i\N/11,JSIS DE LOS1\S" 
print 
print "Ingreso de datos:" 
print 
print uoimens.i.0110..s de la lor,a" 

1a informvción bá.sjcu 

input 11 lngrer•0 Jongit·ud parillcln ctl eje >:"; 1,x 
input "Ingrese .longiLud p>'lr;ilc.l« Al rjc y"; !.y 
print 
print "Discret.i zación de la losn p;i1 :1 e:l análisis" 
input "Número de patLiclones pa,·alcléls al eje x"; ni. 
input "Número de partlctones pa1alela!, al eje y"; nj 
print 

nt=(ni+l) • (nj·•l) número t:ota l de !tudos

Determi11aci6n de coordenaclnA de lon nudoo 

dLx=Lx/ni 
dLy=Ly/nj 

dx=O.O 
kk=l 

gene rae i ón de lAs abe i sat; dr l.?dos l <n; nudos 

for m=l to nl, 1 
k=kk 
for l=l to nj+l. 

X(k)=dx 
k=k+ni•·l 

next l 
dx=dx+dl,x 
kk=kk+l 

next m 

dy=O.O 
kk=l 

• generación de Jas ordenadas de Lodos lo� nurlos

for m=l to nj •l 
k=kk 
for l=l to tú I J

Y(k)=dy 
k=k+l 

next l 
dy=dy+dLy 
kk=kk+ni•l 

next m 
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ne=2•ni•nj ' Número tot.A. l de el�nientos 

' Conectividad de los elcmenLns 

i=O 

for l=l to nj 
kl=l •ni·• 1 · ni 
k2=kl+ni·• 1 
for m=l to ni 

i=i+l 
conec < .i , .l.) - k J 
conec(i,2)=kl•l 
conec(i,3)=k2•1 
i=i+l 
conec ( i , 3) = k l .  
conec ( .i , l) "'k 2 • ·  l 
conec(i,2)='k2 
kl=kl+.l 
k2=k2+1 

next m 
next l 

'con 11 Adicional 

(J) sin ·•l

( ?. )

(3)

Propiedades del mat e 1 ·  ié1 l 

Print "Propiedades del m-'lt.eri;1I. " 
Input "Módulo de �LastJ,·idad '';F 
Input "Coeficiente de Poisson ";nu 
Input "Espesor de lil losa ··; t. 

END SUB 

SUB Boundcond (ni, nj l 
' Condiciones de borde µata la losn 

11 línea inferior 
12 linea superior 
13 linea izquierda 
14 línea derecl,a 

Local L(), nud (), pa,:; (), LoL (), nuclo, paso, Lol a 
Shared nt, GL () 

dim L(l:4) ,nud(l:4) ,pas(l :4) , tol (1 :1) 

for i=l to 3•nt 
GL(i)=O 

next í 

' Línea Ll 
nud(l)=l 
pas ( 1l = 1 
tot(l)=ni·•·J. 

' Linea L2 
nud(2)=nj•(ni+l)+1 
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pas(2)=1 
tot(2)=ni+l 

Linea L3 
nud(3l=.l 
pas(3)=ni+l 
tot ( 3) =nj •·1 

Linea L4 
nud(4J=ni•l 
pas(4J=ni>l 
tot(4)=nj ,.¡ 

print 
print "Condición de bordn ¡1a1a la losa '' 
print "0 = lj bre, l � r,j mpl e, 2= cmpoLracto, 3 = espcc; a J" 
print " Ll 
print " L2 

print " LJ 
print 11 1,,4 

linea in(er ior " 

linea superjor "

linea izquierda'' 

linea derechñ "

for i=l to 4 
print "tipo de borde para l,";i; 
input 11 ";l.1(i}

next i 

Borde Li 

for i=l to 4 
nudo=nud ( i )

paso=pas(i) 
tota=tot(i) 
select case 1,(il 

case O 

, Nlnyún c(eclo, Lodas l ;"tB i llCÓynj L;1H son conr:ide1 i1dc1s 

case l 
k=J•nudo·2 
for j=l to 
tola GL(k)=J 

k=k+3•paso 
next j 
case 2 
k=3•nudo 
for j=l Lo 
t.ota Gt,(k·?.)=l 

GL(k·l)-1 
GL(k)=l 
k=ka)•paso 

next j 
case 3 

No habiliLado 

end 
selcct next 
i 

END SUB 
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SUB SysForces 
Sólo fuerzas ,,odales 

local nc,nudo,carga 
shared LOAD() ,nt 

for i=l to 3•nt 
LO!\D(i)=O.O 

next i 

print 
print "Fuerzas ap I i Cftciflf> a la losil (sólo cat ga nodal verLic-aJ) 11 

print 
input "Ingrese el núme1 0 dt', nudos c<trqados "; ne.: 
f.or i=l to ne 

input "Nudo " ; nudo 
input ''Carga '';caiga 

k=3•nuclo·7. 
LOAD (k) =ca n¡a 

next i 

END SUB 

- - - - - - - · · · · · · · · · · · · · 

SUB RigiElern (el.cm, XX 1, x;<2, XX 1, yy 1, yy7., yy), E, t., ¡,nu) 
' xl,x2,xJ,yl,y7.,y3 s011 las coordenadas x e\· del t1·iAnqulo 

ST I F ( 9 , 9 ) Es I a ,na t· r i z el e, 1 i <J i de, z . 

Local !\LPllll() ,H() ,llí.() ,SS(),'!'() 

Shared S'l'IF () 

dim 
!\L PH!\ ( 1 : 9 , l : 9 ) , H ( l : 3 , l ; .1 ) , D 1, ( 1 : 9 , 1 : 'l ) , G ¡: ( l : e¡ , 1 : 9 ) , T ( l. : 9 , 1 : 9 )

El=E•t•t•t/ (12• (l·pnu•pnu)) 
E3=El 
E2=pnu•El 
E4=El*(l·pnu)/7. 

for i=l to 9 

for j=l to 9 

T(i.j)=0.0 
next j 

next i 
for i=l to 9 

T(i,i)=l.0 
next i 

xl=O 
yl=O 
if(xx2>xxl) Lhcn 

x2=xx2·xxJ. 
else 

x2=xxl·xx2 
T(l,1)=·1.0 
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T(2,2)=·1.0 
T(4,4)=·1.0 
T(S,5)=·1.0 
T(7,7)=·1.0 
T(8,8)=·1.0 

end if 

y2=0 
x3=x2 
if (yy3>yy2) thcn 

y3=yy3-yy2 
else 

y3=yy2-yy3 
end if 

/\=O. 5 • x?. •·y3 

xl2=xl-x2 
x23=x2-x3 
x3l=x3-xl 

y12=yl·y2 
y23=y2-y3 
y3l=y3-yl 

1112=x12°xl2•yl?.•yl2 
1123=x23•x23•y23•y23 
1131=x3l•x31•y3l'y31 

p4=-6•x23/1123 
t4=-6•y23/ll23 
q5 = 3 * X 3 'y 3 / l .J "\ 1 

p5=·6•x3/ll31 
t5=·6*y3/l.13l 
r4=3•y23•y23/ll23 

p6=·6*xl2/lll2 
q4=3*x?.3•y?.3/1123 
r5=3•y31•y31/113J 

KK=48*/\ 

for i=l to 3 
for j=l to 3 

if (i.=j) 
if(i<>j) 

next j 

then R(i.i)=?./KK 
thell H(i,j)-1/KK 

next i 

ALPH/\(l,l)=y3•p6 
/\LPHI\ ( 1,?.) =O 
ALPHA(l,3)=-4'y3 
AL Pll l\ ( J. , 4 ) - · y 3 • p 6
ALPH/\(1,5)=0 
/\LPHA(l,6)=-?.•yJ 
ALPHA(l,7)=0 
/\LPIIA ( 1, 8) =O 
ALPIIA(l,9)=0 
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/\LPH/\(2, l)=-yJ•pG 
/\LPll/\(2,2)=0 
/\LPll/\(2, 3) =2•y3 
/\LPII/\ (2, 1) =y3.•p6 
/\ L PII/\ ( 2 , 5 J = O 
/\ L PHI\ ( 2 , 6 ) - 1 • y 3

/\LPII/\ (2, 7) -o

/\LPH/\(2.8)-0 
/\LPII/\ ( 7., 9) -o

/\LPH/\(3, l)=y3'p5 
/\LPll/\(3,2)= yl•q5 
/\LPH/\(3, 3)=yJ•(2 r5)

ALPH/\(3,4l•yJ•p4 
/\LPH/\(3,5)=yl•q4 
/\ L PH /\ ( 3 , 6) = y 3 • ( r· 4 2 ) 
/\LPH/\(3,7)= y3• (¡,4rp5) 
/\LPll/\(3, 8) =y3• (q4 ·q5)
/\ L PI!/\ ( 3 , 9 ) -y 3 • ( r 4 · r 5 )

/\LPH/\(4, l)=·x2'L5 
/\LPH/\(4,2)=x23rx7.'t5 
/\LPH/\ (4, 3) = · x2 •qS

/\LPII/\ ( 4, 4) "º

/\LPII/\ (4, 5) =x.1 
ALPll/\(4,6)=0 
/\LPH/\(4,7)"X2•L5 
Al, PI!/\ ( ,:J , 8) = x 2 • ( 1 º> l )

/\LPH/\(4,9)=·x2'q� 

/\LPII/\ ( 5, l) "O

/\LPll/1 ( 5, 7.) =x7. 1 
ALPH/\(5,3)=0 
/\LPH/\(S.4)-x2'L4 
/\LPII/\ (5, 5) =x3 l x?. •? 4 
ALPHA(S,6)•-x?.·q1 
/\LPll/1(5,7)= x2•t4 
/\LPll/\(S,8)=x2• (r1 ·l) 
ALPH/\(5,9)r·x2•q4 

ALPH/\(6,l)"x23't5 
AL PI!/\ ( 6 , 2) = x 2 3' ( l · r 5)

ALPll/\(6,J):=x?.J•qS 
ALPll/\(6,4)=-xl•L4 
/\LPII/\ (6, 5) =x3 • ( l · 1·1)

/\LPII/\ ( 6, 6) �x3 • q,I 
AL PI!/\ ( 6 , 7) = · x 2 3 • t 5 ' x l ' t. 4
ALPH/\(6,8l=·x2l"r5-xJ•r4 x2 
/\LPH/\(6,9)=xJ•q4•x23'q5 

ALPH/\(7,l)=-x3•p6 x2•p5 
/\LPII/\ ("/, 2)-x?. •qS I y3
/\LPH/\(7, 3)=·1·x2Jrx2•r5 
/\LPII/\ ( 7, ,:J) =x3 • p6 
/\LPH/\(7, 5) =·y3 
/\LPII/\ ( 7, 6) =2' x3 
/\LPII/\ ( 7, 7) =x2 'p5 
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l\ 1, Pll l\ ( -¡ , 8 ) = X 2 ' q 5
A 1, Pll l\ ( 7 , 9 ) = ( r 5 · 2 ) • x 2 

ALPH/\(8,l)=·x23•p6 
/\LPll/\(8,2)=y3 
/\LPll/\(8,3)=2•x23 
ALPll/\(8,4)=x23'pó•x?.'p4 
l\LPll/\(8,5)=-y:Hx:>.•q4
l\ r' PI 11\ ( 8 ' 6 ) - . •I • X 1 1 Y. 7. • r ,¡ 
l\LPll/1(8,7)= x2'p4 
l\!JPIII\ (8, 8) =x2 •q•l 
l\!,Pll/1 (8, 9) = ( r4 ?,) •x2 

/\LPll/1(9, l.)-x:?.3•p5•y3't5 
l\LPIIA(9,:?.)- x:?.1•q51 (J ·r5i 'y1 
AL PI! A ( 9 , 3 J = (?. r '> ) ' x 2 3 1 y 3 ' q <; 
ALPll/\(9,4)= x3'p4·•y3't4 
ALPll/1 (9, 5) = (, 11 1) •y3 x3 'c.¡4 
/\LPll/\(9,6)=(?.·r4) ·:d yl'q4 
l\LPIIA(9,7)- x23'pS•xl'p-1 (�41'·'.,)'yl 
/\LPll/1(9,fJ)= x?.l"q:., x1"q4•(r4 t'i)"y 1 

/\LPIIA(9,9) -x7.1'r'> x1•r li•4·:-:2• (q'i ,¡4) •;·3 

for i=l to

for j=l to 3 
DL(j, j)=0.0 

next j 
next i 

for i.=l to 3 
(or j-1. Lo J 

DI J (i ,j)-E.1.'R(i,j) 
next j 

next i 

for i�l to 3 
for: j=l to 3 

DL, ( i , j 1· 1) = J':¿ 'H ( i , j ) 
next j 

next i 

for J.�l Lo 3 
for j�l Lo 3 

IJI, ( .i. •· 3, j) =E:?.' R ( L, i)
next j 

next i 

for .i=-1 Lo ,

for j=l Lo J . .  
DI, ( i.' 3' j '1) -1::3 • R (' 'J) 

nexL j 
ncxt i 

f.or i=l to 3 
Cor j-1 Lo 3 

. . 
D 1, ( j + 6 , j ., 6) = E4 • R ( J. , J ) 

next j 
next i 
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for i=l to 9 
for j=l to 9 

SS(i,jl=O.O 
for k=l to 9 

SS(i,j)=SS(i,j) •ALPll/\(k,.i)•DL(k ·¡
next. k 

'J 

next j 
next i 

for i=l to 9

for j=l to 9

DL(i. j) =O. O 
for k=l to 9 

DL ( i, j) =DI, ( i, j) t SS ( i , k) 'AI.Pf!A ( k, j) 
next k 

next. j 

next i 

for i=l to 9 
for j=l to 9 

SS(i,j)=O.O 
for k=l to 9 

SS(i,j)=SS(i,j) IT(k,i)'l>L(k, j) 
next k 

next j 
next i 

for i=l to 9

for j=l to 9

STIF(elem,i,j)-0.0 
for k=l to 9

$TI F ( e 1 em, j , j ) - ST .1 F ( e I f'm, i, j) , SS ( j , k l , T ( k, j) 

next k 
next j 
next i 

END SUB 

SUB Sysstiff(n,sb) 
' Ensamblaje de la matri� de • iqid0z dP la losN

Local L,nudob.nu<loj 
Shared RIGI() ,concc(l ,11e, STJF() , CI,()

for i=l to ,•n 
for j=l to sb 

RJGI ( i. j) =O. O 
next j 

next i 

for i=J. to ne 

for j=l to 3 
nudob=conec(i,j) 
jla=3•(j·ll 
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foi:- k=l to 3 
nudoj=co11ec(i,k) 
j2=3•(k·1) 
L=nudoj·nudob 
if (l,>=0) then 

columna=L , .  1 

.i.i.=3 • (nudob · .1) 
j j=3 • (columna -1) 
f:oc kl=.l tu 3 

fl=iit·kl 
f.2=j.L•kl 
for k2=1 to 3 

cl=jj•k2·kl1 

c:>..-j;).-•k'-

if. ((GL(fl)=O) l\Nll (GJ,((l>cl·l)=O)) then 
R I G I ( f l , c.: 1 ) - R f G J ( ( 1 , el) t ST l F ( i , f?. , e 2 J 

end if 
next k2 

next kl 
end l. f. 

next k 
next j 

next i 

END SUB 

SUB Solve(n,sb) 
' RIGI(n,sb) matri7. si,nétrica con oncho <le 1,emi banda, se 

almacena sólo Jf.l tt iñnyulat superio-r:.

' LOAD(nl vector: de los coc-,ficienLc-,; de Ja ¡,atte derecha 
del s j �;Lema . 

• n, sb total de incóg11ilrts y a1)cho d0 Remi ba11da. 

Shared RIG[() ,LOI\IJ(),GL() 
Local suma 

' Eliminación gaussiana 

for j=l to n·l 
if (abs(RIGI(j,J)l < 0.0001) tben

if (GL,(j) = O) tilen

print ''Error en inctgr1iLa'';j;'' ... ®! tz!$%&! 11 

stop 
end if 

else 
ii=j+l 
for i=2 to sb 

if (abs(HIG1(j,ill > 0.00001) thcn

alpha=HlGI(j,i)/RlGl(j, l) 

kk=l 

jj=j+i·l
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for k=.i to sb 
if. (abs(RIGI(j,k)) > 0.00001) thcn 

RIGI (jj, kk) =IUGI (jj, kk) ·alphR'R1G.l (j, k) 
end if 
kk=kk+l 

next k 

LOAD ( i i) =l,01\D (U.) ·alpha*LOi\O (j) 
end if' 
ii=ii' l 

next i 
end if: 

next j 

' Determinación de I as i nc0gn itas e i.nc10ALicas 

for i=n to l stop · 1 
if (GL(i) = O) Lhen 
if (abs(RlCJ(i,l)) > 0.0001) then 

suma=O.O 
for j=7. Lo sb 

if (abs(IHGJ (i,j)) > 0.000ll �hen 
suma=suma, Rl<.; 1 ( i, j) '1,01\LJ ( i' i 1) 

end if 
next j 
LO/\D ( i) = ( LO/\() ( i) · s u1n<1) / IU e; 1 ( i, 1) 

end if 
end if 

next J 

END SUB 
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