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RESUMEN

Este Trabajo presenta un algoritmo de Newton (Amortiguado) para
resolver problemas de desigualdad variacional basado sobre la formulacion del
problema como un sistema de ecuaciones usando la aplicacion Minty. El propésito
de éste método es asegurar la convergencia y una convergencia cuadréatica local bajo
la suposicion de regularidad. Bajo la suposicion de regularidad débil y algunas
condiciones mild, el algoritmo modificado demuestra que siempre existe una di-

reccion descendente y converge a la solucion
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1 INTRODUCCION

Existen numerosos métodos localmente convergente para resolver
problemas de desigualdad variacional finito-dimensional y problemas de
complementariedad no-lineal [6]. Los mas conocidos son aquellos que estan basados
en aproximaciones a una ecuacion generalizada, siendo el método de Newton el mas
potente , el cual tiene la propiedad de convergencia cuadratica local bajo ciertas
condiciones. La convergencia de este método requiere que uno empiece cerca a la
solucion. Para superar este incoveniente, muchos métodos iterativos extendidos han

sido desarrollados. Estos métodos no garantizan una convergencia cuadratica

A fin de obtener una convergencia de tipo global para desigualdades
variacionales se formularon algoritmos que incorporan el método de Newton con
una busqueda lineal de alguna funcién de mérito. Marcotte y Dussault sugirieron
una convergencia global para desigualdades variacionales monétonas. Sin embargo
la dimensién de los subproblemas no es reducido en ninguna iteracién ( es decir:
Cada subproblema tiene el mismo nimero de variables como el problema original).
En los ultimos anos estos algoritmos estan basados en aproximaciones a ecuaciones
no—suaves. Robinson fue el primero en estudiar una de las funciones no-suaves

llamadas B-Diferenciables [14].

Este trabajo presenta un algoritmo modificado de Newton(amortiguado)
para resolver problemas de desigualdad variacional basada sobre la formulacion de
un sistema de ecuaciones B-diferenciable a través del uso de la aplicaciéon Minty.
Este algoritmo asegura la convergencia y la convergencia cuadratica local bajo la
suposicion de regularidad. Esta suposicion puede ser debilitado en muchos casos.
Introducimos entonces el concepto de regularidad débil y algunas modificaciones
del algoritmo basada sobre esta suposicion. Asi, el método modificado de Newton

(amortiguado) puede ser aplicado a un mas amplio rango de situaciones.



El pre ente trabajo fue desarrollado tomando como referencia el paper:
“ A nonsmooth Newton method for variational inequalities, I: Theory ”.

De lo autores: Baichun Xiao y Patrick Harker.

Antes de empezar, indicaremos algunas notaciones usadas en éste trabajo:

I
Si x € R", denotamos x =

Tn
Ademas, si H : R® —+ R™ es una funcion vectorial F-diferenciable, la matriz

Jacobiana VH(z) es de orden m X m y su i-ésima columna es igual al vector
oradiente VH,(x) donde H, : R" — R es la i-ésima funcién componente de H.
En ésta notacion, el Jacobiamo es la transpuesta de la forma usual. La norma que

se usa en todo éste trabajo es la norma euclidiana.



2  FORMULACION DE LA ECUACION DEL
PROBLEMA DE DESIGUALDAD
VARIACIONAL

En é te Capitulo definimos los problemas de desigualdad variacional,
complementariedad lineal y no lineal; establecemos sus relaciones. Ademas
presentamos la definicién de una funcién B-diferenciable y varias propiedades
importantes que se derivan de dicha funcién, formulamos los problemas como un
sistema de ecuaciones usando la aplicacion Minty. Finalizamos éste capitulo
introduciendo una funcién mérito que permitira desarrollar un algoritmo convergente

en la busqueda de la solucion al sistema de ecuaciones.

2.1 Las definiciones del problema y hechos
basicos

Definicién 2.1.1 (Problema de Desigualdad Variacional.-)
Sea X un subconjunto no vacio de R™ y F' : R*—R" una aplicacion. El Problema

de Desigualdad Variacional, denotado por VI(X,F), es encontrar un z* € X tal que:

F(z*)(z —2*) > 0, vz € X (2.1)

Uno tipicamente asume que el conjunto X es cerrado y convexo.

Definicién 2.1.2 (Problema de Complementariedad No Lineal.-)
Sea F' : R™ >R"™ una aplicacion. FEl problema de complementariedad No Lineal,

denotado por NCP(F), es encontrar un vector z* € R tal que:

F(z*)Tz* 0, F(z*) e R} (2.2)



Cuando F' e una funcién afin de z, decimos F(z) — ¢ + Mz, donde ¢ € R" es un
vector dadoy M € R™™" es una matriz dada entonces, el problema NCP(F') se reduce

al Problema de Complementariedad Lineal, lo cual denotaremos por LCP(q,M).

Definicién 2.1.3 (Problema de Complementariedad Lineal (6).-)
Sea F' : R" R" una aplicacién. FEl Problema de Complementariedad Lineal,

denotado como LCP(q,M), es encontrar un vector z* € R} tal que:

g+ Mz* >0, z*>0 (2.3)

(g + Mz*)Tz* =0 (2.4)
donde: g € R™ es un vector dado y M € R™*" es una matriz dada.

Proposicién 2.1.1 Sea f : X C R® — R una funcién tal que f € C*(X).
Supongamos que existe un xq € X, donde X es un subconjunto convezo, que
satisface: f(xo) = Mingex f(x).

Entonces xq es solucion de la Desigualdad Variacional

To EX:F(.’L‘O)T(:E—CEO) >0, VreX

donde F(z) Vf(x) para cada z € X.

Demostracion: Sea r € X. Debido a que X es convexo, entonce :
(1—t)zg+tr —xzo+t(zr—z0) X, V tel

donde I = [0, 1].

Sea la funcién ® : I » R definido por: ®(t) = f(zo + t(z — x0)), 0<t<1.

Se cumple que ® alcanza su minimo en t = 0, en efecto:

®(0) f(zo) Mingexf(z) = Minge;P(t), entonces ®(t) > ¢(0) Vtel

bt -20 ~P'(0) ¥t e (0,1]

Entonces: 0 <®'(0) — V f(z0)T(z — o) = F(z0)” (z — o) [

<«
Luego, (0 <



Debido a que f es diferenciable en xzg, el limite existe y es finito:

Bt f(x) — f(xo)

r—Tp T — Tp

['(z0)

Entonces uno de los tres casos puede ocurrir:

1. Sta<zg<b
f(@) = flxo) _

f(xg) = lim
Tz T — o

fi(xo) = lim J(x) = f(xo) >0
-T—-P:):g T — Zo

Como fL(z0) =f}(z0) =f'(z0)
Tenemos: f'(zo) = 0 ==>f'(zo)(z — z0) > 0

2. Sizp=a
Como a es punto minimo de f entonces existe una vecindad Vj(a) para
algin 6 > 0 tal que f esta definido en I N Vj(a) y tal que:
f(a) < f(z) Vz €InVs(a)
= VYhe< 0,6 >: fla+ h) > f(a). flat hf) —J(a)
fa+h) = fa)

Y por lo tanto f!(a) = lim+ —— >0
h—0

Entonces: f'(zo)(z — z0) > 0

>0

3. Sizg =20
Como b es punto minimo de f entonces una vecindad V;(b) para algin
6 > 0 tal que f esta definido en I N Vg(b) y tal que:
f(b) < flz) Ve TUVi(h)
= VYhe< —6,0=>: f(b+ h)> f(b),
flb+h) - f(b)
h

bt 1)~ 1) _
h B
E i _—ﬁ'f’(.rulj(.]" — .'T'[_]J _:i’ )

0

Y por lo tanto [’ (b) = *liry

De (1),(2), (3) tenemos:
f'(zo)(z — x0) >0, Vz e l. L



La relacién entre el Problema de Desigualdad Variacional VI(X,F) y un Problema de
Optimizacion fracasa si F' no es una aplicacion gradiente de la funcion f : R* » R.
De acuerdo al Principio de Simétria ( Ver anexo ), la simétria de VF' proporciona
una propiedad clave bajo lo cual el Problema de Desigualdad Variacional VI(X,F)

es relacionado al programa matematico diferencial (2.5).

2.2 Formulacion del Problema

Daremos algunos resultados previos que nos permitiran llegar a formular

el problema de Desigualdad Variacional VI(X,F).

Teorema 2.2.1 (2) Sean las funciones:
gi(z) : R™
S={zeXCR": gi(z) <0, Vi=1,....,m; hj(z) =0, Vj =1,....,p} CR", y

+sR i=1,...,m; hj(z):R" —R j=1,...,p; y el conjunto:

sea * € X. Ademds, suponiendo que: f : R® —= R es diferenciable en z*. Si x*
es una solucion local del problema Min f(x) sujeto a x € S. Entonces FoN'T = ()
donde:

Fo={deR":Vfz*)'d<0} y

T - {deR":d:kli_'rgo/\k(:vk—x*), M >0, 2, €S VkeN y z,— 1"}

Demostracion:

Sea d € T, por la diferenciabilidad de f en z*, existe una vecindad V' (z*,¢), para
algtin € > 0/ f(zx) — f(z*) = V() (zx — %)+ || ze — z* || a(z*; 2 — z*) ... (%)
donde a(z*;zy — z*) — 0 cuando z, — z*. Debido a que z* es un punto 6ptimo
local, para k suficientemente grande tenemos: f(zx) > f(z*), por lo tanto de (*)
V@) (@ — )+ | 2 — 2" || e(z*;ze —2%) 2 0

Multiplicando por A\x > 0 y tomando el limite cuando k — oo, la desigualdad
anterior implica que Vf(z*)"d > 0. Por lo tanto, demostramos que d € T implica

que Vf(z*)Td > 0 entonces d & Fj por lo tanto : FoN'T = () (-



Consideremo el iguiente problema (P)

Sujeto a:

r €8

Por el teorema 2.2.1, una condicién de optimalidad necesaria en un minimo local z
es FoNT 0.

Ahora imponiendo una Calificacion de Restriccion T' = G'NH, (ver lema A-3.1.2
del Anexo), donde:

G'={deR" :Vg(z)Td <0 paracada i€}

donde I = {i =1,...,m: g;(z) = 0}

Ho = {d € R" :Vhi(z)Td =0 paracada i=1,...,p}.

Luego usando el Teorema de Farkas(Ver Anexo), obtenemos las condiciones KKT.

El teorema 2.2.2 demuestra lo mencionado.

Teorema 2.2.2 (Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (2).-)

Sean las funciones: f(x):R" — R; gi(z) :R" — R i=1,...,m;

hj(z) :R* — R j=1,...,p; ademds definamos el conjunto:

S={re X CR": g(r) <0, Vi = 1,...,m; hj(z) =0, Vj = 1,...,p} CR"
Consideremos el problema (P). Sea T solucidn local del problema. Supongamos
que las funciones f, g; , ¢ = 1,...,m , h; , 3 = 1,...,p son diferenciables en x.
Supongamos que se satisface la calificacion de restriccion T = G' N Hy. Entonces,
z es un punto KKT, es decir, existen escalares y; > 0 para cada i = 1,...,m y v;

para cada j = 1,...,p tal que:

m P
Vi(z) + Ey.?m{r} t Z!'J?h,(-rj 0
i=1

Jj=1

Yigi(¥) =0 i=1,...,m
y =0 t=1,...,m
hilz) =0 j=1,...,p

oo



Demostracion:
Debido a que Z es solucion factible del problema, entonces por el teorema (2.2.1),
obtenemos Fp NT — (. Ademas, debido a que la calificacién de restriccién se
satisface en T tenemos : FyN G’ NHy = B, es decir, el sistema Ad < 0y c’d > 0
no tiene solucién, donde las filas de A estan dados por Vg;(z)T parai € I, Vh;(z)T
y —=Vhi(z)T parai =1...p,y c = —=Vf(z). Por el Teorema de Farkas el sistema
ATy = c y y > 0 tiene una solucién. Esto implica que existe escalares no negativos
y; para cada t € I y a;,3; para cada j = 1...p tal que:

P P

V@) + > wVe(x) + Y a;Vhi(x) =Y 3 Vhy(x) = 0

i€l j=1 j=1

Haciendo v; = a; — 3; para cada j tenemos:

p
V@) + Y uValx)+ Y v, Vh(z) =0
i€l j=1
Fijando y; = 0 para @ & I(r)
tenemos finalmente:
m_ P
VIi(z)H Ly.?_m{ﬂ f Zw"ﬁ'fu[.r’r 0
i=1 j=1

¥i9i(€) =0 t=1,...,m

y; = 0 1=1,...,m

b

hi(z) =0 j=1,...,p

(—]
De acuerdo a la Proposicion 2.1.1 y el Teorema 2.2.2 y teniendo en cuenta que

F =V f, tenemos:



Para el Problema de De igualdad Variacional VI(X,F) donde:
X ={z €eR"/gi(x) <0, Vi =1,...,m; hj(z) =0, Vj =1,...,p}

F. h, son continuamente diferenciable, si x* es soluciéon del problema y si una
7 b ) )

calificacion de restriccion es satisfecha en x* entonces existen vectores y* € R™

y v* € RP tal que las siguientes condiciones de complementariedad mixtas son

satisfecha en (x*,y*,v*)

F(x) 4+ Vg(x)y + Vh(x)v =0 (2.6)
y>0, g(x)<0, g(x)Ty =0 (2.7)
h(x) = 0 (2.8)

Para escribir (2.6) — (2.8) como un sistema de ecuaciones, definimos:

ul

; = max{w;,0}, wu; = min{w;,0}, i=1...m;

Debido a que y > 0, sea u™ = y. Debido a que g(x) < 0 y g(x)Ty = 0, podemos
escribir que u~ = g(x). Asi podemos verificar que (2.6) — (2.8) es equivalente al

siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

F(x) + Vg(x)u® + Vh(x)v =0 (2.9)
g(x)—u 0 (2.10)
h(x) = 0 (2.11)

Proposicién 2.2.1 Sizg € R} tal que F(z0)T.(y—z0) >0  Vy € R} es solucidn
del Problema de Desigualdad Variacional VI(R%, F') entonces el punto zo € R7} es

una solucidn al Problema de Complementariedad No Lineal (NCP).

10



Demostracion:
Supongamos que zo € R7} es solucion al Problema de Desigualdad Variacional,
entonces: y = xo+e€;, e —(0,...,1,...,0), (1 en el i-ésimo lugar), es un elemento

de R?, por lo tanto:

0 < F(20)T(z0 + € — 7o) = F(z0)T.€; = Fi(zo) 6 F(z0) € R?

De aqui, debido a que y = 0 € R"}, tenemos:

0 < F(xo)T(—z0) = F(20)Tz0 <0

Ademés g, F(zo) € R? implica que F'(z9) 2o > 0

Por lo tanto: F(z¢)Txo — 0. Es decir 4 es soluciéon de NCP(F). —
Debido a que g(z) < 0y x € R%, fijamos g(x) = —x, Luego de acuerdo a la
proposicién (2.2.1) el Problema de Desigualdad Variacional VI(R} ,F) se convierte
en el Problema de Complementariedad No Lineal NCP.

Teniendo en cuenta ahora que el conjunto S = {x € R" : g;(x) < 0,7 = 1,...,m},

el sistema de ecuaciones (2.6) — (2.8) se convierten en:

F(x) + Vg(x)u* =0 (2.12)
g(x)—u =0 (2.13)
En el contexto del Problema de Complementariedad No-lineal donde g(x) = —x el

sistema de ecuaciones (2.12) — (2.13) se convierten en:

F(x)—u" =0 (2.14)
x+u =0 (2.15)
Ahora, teniendo en cuenta que: ut = —(—u), u — —(—u)*, reemplazamos

en (2.14) y (2.15) respectivamente:

F(x)+ (—u) =0 (2.16)
x—(—u)t =0 (2.17)

11



Luego tenemos x = —u, en efecto:

Debido a que g(x) = —x < 0, implica que x > 0. Luego de (2.15): x = —u~ > 0,
implica que u~ < 0 es decir u~ = u con lo cual x = —u.

De (2.17), tenemos: x = (—u)™*, luego reemplazando en (2.16) :

F((—u)*) + (—u)- =0

Por lo tanto obtenemos la forma reducida:

Fix")+x =0 (2.18)
donde
xt=(zf,...,z2)T, =il ) L
r} = max(z;,0), z; = min(z;,0), ¢ =1,...,m. Las construcciones de x* y x~

son frecuentemente referidos como la aplicaciéon Minty.

Sea H : R*t™+P — R™™*? |3 funcién definida por:

F(z) + Vg(z)ut + Vh(z)v
H(z) = —g(z) +u” (2.19)
—h(z)

donde z — (z,u,v)T € R**™*P. Usando esta funcién, el problema para resolver

VI(X,F) se convierte en el problema para resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
H(z) =0 (2.20)

Para encontrar un cero de la funciéon H , el método ordinario de Newton no puede
ser aplicado ya que H no es una funcién continuamente diferenciable. El objetivo
basico de éste trabajo es desarrollar un método generalizado de Newton para las
funciones los cuales no son F-diferenciable pero que tienen B-derivadas en todas

partes.

12



2.3 Las definiciones de derivadas

Definicién 2.3.1 (La F-Derivada (15).-)

Sean X e Y dos espacios normados, se dice que F' : X — Y es una aplicacion
F-diferenciable o llamada también Fréchet diferenciable en xo € X siy sdlo si, existe
una aplicacion T € L(X,Y), tal que:

F(zo + h) — F(zo) = T(h) + o(||A]))

donde L(X,Y) = {T : X - Y / Tes lineal y continua} .

Esto implica, en particular que:

|[F(zo + h) — F(zo) — T(h)]|
“,111“130 T =0 (2.21)

A la funcional T la llamaremos F'-Derivada ¢ derivada de Fréchet de F' en zqy y la

denotaremos por F'(zq) :=T.

Si X = R", entonces la derivada de Fréchet coincide con el concepto de derivada del

analisis clasico.

Definicién 2.3.2 (Derivada Direccional.-)

Sea S C R" un conjunto no vacio y f : S — R una funcion continua. Sea z € S y
d € R" un vector diferente de cero tal que z + A\d € S para A > 0 suficientemente
pequerio. La Derivada Direccional de f en z a lo largo del vector d, denotado por

f'(2,d) es dado por el siguiente limite si este existe:

f'(z.d) 31::11 ﬂz { Mi} = ‘H:].

La derivada direccional de una funcion vectorial H de un vector z a lo largo de d,

es denotado por H'(z,d).

Un concepto cercanamente relacionado a la derivada direccional es la B-Derivada

13



Definicién 2.3.3 (La B-derivada.-)
Una funcion H : R® — R™ se dice que es B-diferenciable en un punto z si Il es
lipschitziana en una vecindad de z y ademds existe una funcion BH(z) : R* — R™,

llamada la B-Derivada de H en z, la cual es una funcion homogénea positiva de

grado 1 (es decir: BH(z)(Av) = ABH(z)(v), Yv€eR", VA>0) tal que:

lim H(z+v)— H(z) — BH(2)(v)

i Il

=0

Si H es B-diferenciable en todos los puntos de un conjunto .S, entonces se dice que
H es B-diferenciable en S.

Para ilustrar esta definicion, consideremos las siguientes funciones lipschitzianas:
F :R — R, continuamente diferenciable en R

ut : R — Ry,

u R—R_,

donde:

Ry = {zeR:z >0},

R ={zeR:z<0}

Sea H : R? — R? definido por:

H(z) = ( IS )
T+ u"

donde z = (z,u)T € R% Luego tenemos que la B-derivada de H en un punto z a lo

largo de la direccién v = (dx,du)? estd dado por:

( VF(z)dx — du* )
BH(2)v = :

dx + du~
donde:
du , 91 uw >0 0 , 91 u>0
dut = ¢ maz(du,0) ,Si v=0 y du =< min(du,0) ,Si u=
0 51 u<0 du 91 u<0

14



dicha funcién es una funcién homogénea positiva de grado 1 tal que

H(z+v)— H(z) — BH(z)(v)

lim — =0
v=0 o]l
En efecto:
debido a que:
. F(z +dz)— F(z) — VF(z)(dz)
lim -=0
dz—0 ||dz||
o (utdu)t — (w)t —du’
lim - — =0
fdul
lim (utdu)” —(u)” —du” _0
du—0 ||dwl|

Proposicion 2.3.1 En un espacio euclidiano finito dimensional R™, H es B-diferenciable
en z st y solo si es direccionalmente diferenciable en z. En este caso, la B-derivada

y la derivada direccional son idénticas.

Demostracion:
( »:) Por ser H, una aplicacién B-diferenciable en z y sin pérdida de generalidad

se puede suponer v = Ad, donde ||d|| = 1 fijo, entonces:

lim H(z+ M) — H(z) — BH(2)\d

=0
A=0 [Ad]]

Y por lo tanto:

(2 + M) — H(z
H Mr}i} ”u_r-mt:}rfll 0

lim
A I

Es decir:
BH(z)(d) = H'(z,d). Por lo tanto H es direccionalmente diferenciable en z

(¢ :) De manera analoga: H es B-diferenciable en z. -

La relacién entre la F-Derivada y la derivada direccional esta dirigido por el siguiente

lema:

15



Lema 2.3.1 S5i H : R"™ — R" es F-diferenciable en z, entonces la derivada
direccional existe en z y estd dada por:
H'(z,d) = VH(2).d,

para cada direccion d € R".

Demostracion:

Dado que H es F-diferenciable en 2, entonces para cualquier vector d y para A > 0
suficientemente pequeno tenemos:

H(z+ M) = H(z) + A\VH(2).d + A||d||a(z; \d)

Dividiendo por A:
Ak ""i’ ~HG) _ 9H)d+ (daz: M)
Cuando A — 01 = a(z; \d) — 0 Asi:

H'(z,d) = VH(z).d [

Observacion: Del lema anterior, es claro que si H'(2,d) no es un operador lineal

sobre d, entonces H no es F'-diferenciable.

Definicion 2.3.4 La B-derivada BH(z) se dice fuerte si:

. H(z +v)— H(z+w) — BH(z)(v — w)
lim — =0
(v,w)—(0,0) |lv — w]|

Proposicién 2.3.2 (11)

Sea H : R® — R" localmente lipchitziana en un vector z:

(i) Si H es F-Diferenciable en z, entonces también es B-diferenciable,
ademds BH(z) = VH(z). Inversamente, si H es B-diferenciable en z y
st la B-Deriwvada BH (z)v es lineal en v, entonces H es F-Diferenciable

en z.

(ii) Si H es B-Diferenciable en z, entonces la B-Derivada es inica. Ademds,

BH(z) es lipchitziana con el mismo mddulo de H.
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Demostracion:

(i) (=) Como H es F-Diferenciable en z, existe una aplicacién lineal
continua VH(z) : R* — R", llamada la F-Derivada de H en z lo cual
satisface la siguiente condicion:

Ve > 0,3 6 > 0 tal que || I (z +v) — H(z) — VH(2)v| < €|v]|

Como V H(z) es una funcién homogenea positiva de grado 1, Es decir :
VH(z)(A) = AVH(z)(v) para todo v € R* y todo A > 0, entonces
haciendo VH(z) = BH(z), tenemos que H es B-Diferenciable en z.
(¢<=) Como H es B-Diferenciable en z, y la B-Derivada BH(z)v es
lineal en v, entonces sdlo es suficiente demostrar que B H(z)v es continua
de v.-

Debido a que H-es B-diferenciable en z y H es continua en z:
V6>0y61:€2:§ 36, >0, 6,>0:

loll < 8 —= 1H(z +v) - Hz)ll < &

loll < & —=> [[H(z + v) — H(z) - BH(2)(@)]l < ol

Sea 6 =min{b;, 62,1} y ||v]| < 6.

Entonces:

IBH(2)(v)[| < [|BH(2)(v) — H(z +v) + H(2)|| + [|[H(z + v) — H(2)]
< Sl + 5
< €

Por lo tanto BH(z)(.) es continua en v.

(i1) Supongamos por el absurdo, que existen BH,(z), BH2(z) dos B-Derivadas,

entonces para todo vector v € R" se tiene que :

|BH1(2)v—BHy(2)v|| < [|H(z+v)=H(2)—BHy(2)v||+||H (z+v)— H(2)— BHy(2)v|

Luego:

| BH,(z)v — BHa(z)v|
llv]

~0, si [lv]—0...(f)
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Pero BH,(z) — BHy(z) es un operador lineal y continuo, luego debe ser

necesariamente nulo. Asumamos que existe un v € R", tal que
||(BH1(Z) - BH2(2))U|| =a, a>0

Si hacemos v = Au, ||lu|| = 1, entonces:

| BH, (2)(Mu) — BHa(z)(Mu)|

: a>0, si A—0t.. . (i)

Teniendo en cuenta (1), afirmamos que ({t) es una contradiccién, por
lo tanto, BH, — BHs.
BH(z) es lipschitziana, en efecto:
Sea r,y € R®

IBH(z)(z —y)ll < [H(z+ (z—y)) — H(z) - BH(2)(z — y)+
[1H(z+ (z —y)) — H(2)]
ellz —yll +Alz—yll  Ve>0

IA

Entonces:

IBH (2)(z — )|l < Allz — |

Teorema 2.3.1 (11) Sea H : R® — R" B-Diferenciable en una vecindad de z.

Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) La B-Deriwada BH(z) es fuerte, es decir:

H(z) — H(y) — BH(2)(z —y)

lim - — =0
(2,9) > (2,2) Iz =yl
(b) La F-Deriwvada VH(z) es fuerte en z, es decir:
H(z) - H(y) - VH(2)(z ~y)

lim it A5
(2,9)—(2,2) lz — yl|
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(c) BH(.) es continua en z, es decir, para cada ¢ > 0, eriste una vecindad

N de z tal queVx € N yVoveR"

IBH (z)v — BH(2)vl| < c|lv]l

Demostracion:
(a) == (b): BH(2)(v) es lineal en v, en efecto:

Sea v € R™ un vector arbitrario. De acuerdo a la proposicion de (a), tenemos:

H(z) — H(z + tv) —tBH (z)(—v)

lim =0
t—0+ t

lirri H(z +tv) — H(tz) — tBH(2)(v) .
t—0

Sumando, obtenemos:

BH(z)(—v) = —BH(z)(v)

De manera analoga, sit — 0.
Ahora, sean v; y v, dos vectores diferentes de cero con v; + v, # 0, entonces de
acuerdo a lo supuesto por (a), tenemos:

lim H(z +tv,) — H(z — tvg) — tBH(2)(v; + v2)

t—0+ t

=0

H(z + tvy) — H(z) — tBH(2)(v1)

lim — =0
t—0+ £

. H(z) — H(z — tvy) — tBH(2)(v2)
t11r51+ — ; =0

Sumando las dos ultimas ecuaciones y restando la primera, establecemos que:

BH(z)(vy + v3) = BH(z)v; + BH(2)v,

Como BH(z)(v) es lineal en v y ademas H es B-diferenciable en z entonces H es

F-diferenciable, luego: B (z) = VH(z).
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Por lo tanto la F-derivada VH(z) es fuerte.

(b) » (¢): Recordemos un hecho sobre sucesiones dobles:

Si {ape} es una sucesién doble con limite en a, ademas si el limite lim a,, existe
p—00

para cada ¢ fijo, entonces:

lim (lim ap,) existe y es igual a a. (Ver Anexo)

g—00 "p—0o

Por lo supuesto en (b):

H tiene una fuerte F-derivada en z, entonces BH(z) = VH(z). Para cada vector y

cerca a z, definimos:
9(y) = SUanu:l“(BH(z) - BH(y))vH

De acuerdo a la propiedad lipschitziana de la B-derivada, (Proposiciéon 2.3.2(ii))
dicho supremo es finito. Sea {y*} una sucesién arbitraria que converge a z y sea
{v*} una sucesién correspondiente con cada v* que es un vector que logra el maximo
en g(y*).

Sea t; cualquier sucesién de escalares positivos tal que ¢, — 0%,

Luego, por la desigualdad triangular:

H(y" + tw*) — H(y"*) — t,BH (2)v*

I(BH(z) = BH(@ )X < ||

< IE
H

£
H(y" + to*) — H(y*) — 4 BH (y*)v*
£y

Consideremos la sucesiéon doble (H(y* + t,v%) — H(y*) — t, BH(z)v*)/t;,. Debido a
que la F-derivada VH(z) es fuerte:

H(y* + tw®) — H(y*) — tBH(2)v*

lim ( lim || =0
k—oo 10 ty
De manera analoga:
H(y* + t*) — H{y*) — . BH(y* )v*
lim (Y || (y" + t") (y*) = uBH{y" ) =0
tj—D* k=00 ff

20



por el hecho mencionado sobre sucesiones dobles, tenemos que:

kli_’rgog(yk) = 0 es decir kh_’noloH(BH(z) — BH(y*))v*|| = 0. Luego se establece la
continuidad de BH(.) en z.

(¢) = (a): Debido a que BH(.) es continua en z, es decir: Para cada € > 0, existe

una vecindad N de z tal que para todo z € N y todo u € R"
IBH(z)u — BH(2)ul| < €llu]

Luego:
Sup||BH (z)u — BH (2)ull < €||u]

Por el teorema del valor medio(Ver Anexo):
|H(z) — H(y) — BH(2)(z —y)|| < Sup||BH(z)(z — y) — BH(2)(z = y)I| < ellz —y]

Entonces BH(z) es fuerte. =

2.4 Resultados Importantes

Para obtener varias propiedades utiles de la aplicacion H definido por

(2.19), los siguientes resultados son necesarios.

Lema 2.4.1 La aplicacion Minty es continuamente Lipschitziana

Demostracion:

Sean las aplicaciones:

zt . R" — R

z~ :R™ —» R" donde:

R} = {z = (z1,...,7,)T € R": z; > 0}
R® = {z = (z1,...,2,)T €R": z; < 0}
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Es suficiente demostrar que:

e =yt <lzi—wl v Jor —w | <)z —wil

Es decir, z* y 7 son continuamente lipschitziana con una constante lipschitziana
=1
Veamos:
1:Siz; >0, wy; >0 entonces :E;“ =z, z; =0, y' =y, y; =0
Con lo cual:
lz; —yi | =0 < |z — il
lzf — 4| = |z — wil

2:8Siz; <0, wy; <0 entonces :z:l?F =0, = =z vy =0, y =y

Con lo cual:
|zt —yt| =0 < |z — il

2 =4 | = |z — wil

3:8iz;>0, y;<O0entoncesz; =, 27 =0; y' =0, y, =wu
Con lo cual:
lzf —yf| =2 <z —yi = |zi — vl

lz; =i | =0 —w| = —vi < @i —yi = | — i

4: Siz; <0, y; >0 entonces :1:2+ =0, x =x; y' =w, vy =0

i
Con lo cual:
le—i‘/ﬂ:l—yd =y <Y — T = |y — x| = |z — il

‘.’.!"_ — ¥ 1 l'rtl = =L E Wi — T L!fr o J.l] I.T', T .'f.l'rl

22



Proposicion 2.4.1 Sean las funciones:
F:R"—R" g¢g:R" —R" h:R" —R?
Vg:R" — R™™  Vh:R" — R™P continuamente lipschitziana en R™

entonces la funcion H definida en (2.19) es localmente continuamente lipschitziana.

Demostracion:
Probaremos primero que la suma de funciones lipschitziana es también lipschitziana:

Sean p,r : X —Y donde X,Y CR" son lipschitzianas sobre X entonces:

lp(z) —pW)lly < Lillz —wllx  Vzye X

lr(z) — r(wlly < Lallx— yllx Ve,y e X

I +r)z) = e+ )Wy = ll(plx) — p(y) + (r(x) —r@)ly <
Ip(z) = p@)lly + lIr(z) —r(W)lly <

<
< Lillz = yllx + Lo|lz — vl x
Por lo tanto:

e +7)(z) — (+ 7))y < Lilz - yllx

donde: L = L; + Lo

Después probaremos que el producto de funciones lipschitziana es localmente
continuamente lipschitziana:

Decimos que una aplicaciéon f : X — Y donde X,Y C R", es localmente

lipschitziana sobre X si Vz,y € X existe una vecindad Vs(zp) tal que:

If(2) = fWlly < Lullz —yllx Yo,y € Vi(zo) C X

Sean p,7: X — Y, donde X,Y CR" localmente lipschitziana sobre X .

Entonces haciendo h = p.r, x9 € X fijo. Tenemos:

Ia(z) — h(W)lly = |p(z).r(z) —ply).r@)lly =
= |l(p(z) — p(y)).r(z) — p(y).(r(y) — r(z))
< lp@) = p)liylir@)lly + llp)llyllr(z) = r@)lly - (*)

y <
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Como p y r son localmente lipschitziana sobre X

lp(z) —pW)lly < Lillz —yllx  Vz,y € Vs(zo) C X

[r(z) — r(y)lly < Lollz —yllx Vz,y € Vs(zo) C X

— de {*) :

< (Lillz = gllx)lir(@)lly + (Lallz = yllx)llp@)lly - - ()

Ahora, por la continuidad de p y 7:

Ve, >0, 36, >0 [/ z€Vs(x0) y |lz—0llx < b = ||r(z)—r(z0)

Ver >0, F62>0 [/ y€Vi(zo) vy |ly—mollx <2 = |Ip(y)—p(zo)lly < e2-..

De (1) y (i1):

l7(2)lly < llr(zo)lly + €1

lp@)lly < llp(zo)lly + €2

Escogemos €; = €3 = % Luego:

Ir(@)lly < [lr(zo)lly + 3

IpW)lly < llp(zo)lly + 3

— de (k%) :

< Lillz = ylix(lIr(@o)lly + 3) + Lallz — yllx (Ip(zo)ly + 3) =
{La(lIr(@o)lly + 3) + La(llp(zo)ly + )}z — yllx = Lllz — yllx
donde:

L= Li(lr(@o)lly + 1)+ Lalllp(zo)lly + 1)

Por lo tanto h = p.r es localmente lipshitziana.
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Como F, g, h, Vg, Vh son continuamente lipschitziana y de acuerdo al lema
(2.4.1): u* y w son continuamente lipschitziana. Ademds, dado que el producto
de funciones lipschitziana es localmente lipschitziana, también la suma de funciones
lipschitziana es lipschitziana, entonces de acuerdo como esta definido H en (2.19)

decimos que H es localmente lipschitziana. —

Teorema 2.4.1 Sea H(z) definida por (2.19). Entonces:

(a) H es B-diferenciable en todas partes, y la B-derivada de H en un vector
z = (z,u,v)T a lo largo de la direccion d — (dz,du,dv)T, denotado por
H'(z,d), 6 BH(2)d estd dado por:

m

l:l
IVF(x) 4 utVig(x) ZI'JFEJIJI:.F]MJ' b Vy(o)du + Vhiz)dv

i=1 j=1

—Vg(z) dz + du~
—Vh(z)Tdzx
(2.22)
donde:
du; , 81 u; >0 0 , 9 u; >0
du:r = ¢ maz(du;,0) ,8 w; =0 y du; = § min(du;,0) , S u; =0
0 ,SL u; <0 du; ,Sl u; < 0

(b) Denotando:
a(z) = {i/u; >0}
B(z) = {¢/ui = 0}
2(z) = {i ) us < 0)
Entonces H es F-diferenciable si y sdlo si el conjunto B es wvacio.
Ademds si el conjunto [ es vacio entonces la B-derivada BH(z) es

fuerte.
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Demostracion:

(a) De acuerdo a como fue definido H por (2.19), tenemos:

[F(z + Mzx) — F(z) + Vg(z + Mz)(u + Mdu)t — Vg(z)ut+
FVh(z + Mz)(v + M)t — Vh(z)dv]

—g(z + Mz) + (v + Mdu)™ + g(x) —u~

—h(z + Mdz) + h(z)

H(z+Xd)—H(z) =

Ademas, dado que:

H(z + Ad)
e, d) = lim I(z 4 ;A H(z)

[F(z + Mz) — F(z) + Vg(z + Mz)(u + Mdu)t — Vg(z)ut+
. +VA(z + Mz)(v + Ado)t — Vh(z)do]
= lim —
A=0F A —g(z + Mdzx) + (v + Mdu)™ + g(x) —u”

—h(z + Mdz) + h(z)

( lim %[F(a: + Mz) — F(z) + Vg(x + Mz)(u + Mu)* — Vg(z)u* + \

_ - +Vh(z + Mdz)(v + Adv)t — Vh(z)dv] (x)
- hm —[ —g(7 + Mdx) + (v + Adu)” +g(z) —u] )
\ /\13(1)1 X h(z + Mdzx) + h(z)) /

Pero, sabiendo que:

|F(x + AMx) — F(x)]

(1) ]1111 — : = VF(z)dx

1
(2) /\lix(r)1+ X[Vg(x + Mz)(u + Mdu)t — Vyg(z)ut] =
= lim l[Vg(m + Mz)(u + Adu)t — Vg(z)(u + Mu)t] +
A—0t

+ lim ~ L 19g(2)(u + Adu)* — Vg(e)ut]
. - o . +
- /\ILI(I)1+ /\[Vg(w + Adz) — Vyg(z)] )\IH(I)1+(U + Adu)
(u+ Mu)t —
A

+ m
= Zul;*'?zy,l[:r'],d;r F Vala).du'

i=1

b lim Vg(r) lim
A—0t A—0t
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1 P

(3) lim —[Vh(z 4+ Mdz)(v + Adv) — Vhi(z)v] — Z v;V2h(z).dz+Vh(z).dv

A—0+ A
j=1
(4) lim (M =90, oy
At A
u 4 AMdu) - lu
(5) lim (88 b Ad4) L = Vundu=" = du
A—D* A i
h(x 4 Ndr) — h(z '
(6) lim —( Uo + M) 1{.1']} ~Vh(x)dr
A0t A
Reemplazando (1) — (6) en (*) tenemos:
m p
[VF(z) 1 Zuii Vg (x) + Zfrj'{?:’h}[:r}!d.r b Vglo)dut + Vhix)de
H'(z,d) - S
—Vyg(z) dz + du

—Vh(z)Tdz
Por la proposicién (2.4.1), H es continuamente lipschitziana en z, por lo tanto H es
B-diferenciable en todas partes.
(b) (==>) : Primero demostraremos, que si el conjunto 3 es vacio implica que H es
F-Diferenciable.
Debido a que el conjunto 3 es vacio implica que u # 0, luego: Asumamos que u > 0,
entonces:
du = du;, ul = u;. .. (1)
du; =0, u; =0...(t1)
Utilizando () y (1) en (2.19) tenemos:

F(z) + Vg(z)u + Vh(z)v
H(z) = —g(z)
—h(z)
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Ademas, (f) y (1) en (2.22) tenemos:

m n 3
( (IVF(z)+4 Zn,v"'y,[.r] | z!'J?EhJ{:IJHJJ‘ .. \
i=1 j=1
H'(z,d) = +Vg(z)du + Vh(z)dv | —
—Vg(x)Td:c
\ —Vh(z)dz )

VF(z)+ Zuivzgi(x) + Z'Ujvzhj(l') Vg(z) Vh(x) dr

N —Vyg(z)T 0 0 du
dv

—Vh(x)T 0 0

Por lo tanto: H'(2,d) = VH(z)d.

De manera anéloga, si u < 0 : H'(z,d) = VH(z)d.

Por lo tanto H es F-Diferenciable. Debido a que H es F-Diferenciable entonces
BH(z) = VH(z). Ademas como f,g, y h son continuamente diferenciable y u* es
continua entonces VH(z) es continua es decir BH(z) es continua por lo tanto la
B-Derivada es fuerte.

(«<=) Reciprocamente, demostraremos: Si H es F-diferenciable entonces 3 = 0.
Supongamos que 8 # @) no es vacio, es decir: existe al menos un elemento u; = 0.
Hacemos u; = 0 y du; > 0, du = (duy,dus, ..., duy,)T

Entonces uno puede verificar que la (n+1) ésima componente de H'(z,d) es —Vg,(z)7dz.
Prueba:

La (n + 1) ésima componente de I{'(z,d) es:

= —Vgi(z)Tdz + du; = —Vg,(z)Tdz pues du; >0

Mientras la (n + 1) ésima componente de H'(z, —d) es:
g1(z — Mdz) —g1(z) (w1 — Aduy) ™ —uy

o /\ILI(I)L_ A : ,\ILI(T)I+ A
. {(—A

= Vg, (x)dz 1 lim+ r—( w) pues u; — 0

A—0

in(0, —Ad:

= Vgi(z)Tdz + lim ?m—(’—@, pues — Au; =0

A—0+ . A
= Vg (z)"dz + lim =l , pues — Adu; <0

A—0+ /\
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= Vgl (IE)Td(L' - dUl
Es decir: H'(z,—d) # —H'(z,d) =>H' no es lineal en d. Luego H no es F-
diferenciable en z.

Por lo tanto: Si B # () entonces H no es F-diferenciable en z. [ ]

2.5 Introduccion de una funciéon mérito

Para desarrollar un algoritmo convergente en la biisqueda de la soluciéon
al problema (2.20), necesitamos introducir una funcion mérito 6 : R" — R definida

por

| - "
0(z) = SH(=)H(z) — 5[[H ()] (2.23)

Aqui, r =n+m+ p.

Claramente, encontrar un cero de H es equivalente a resolver un punto minimo glo-
bal 2* de 8 con 6(2*) = 0.

La funcion 6 es generalmente no F'-diferenciable. Sin embargo, siempre es B-

diferenciable como lo demuestra los siguientes resultados:
Teorema 2.5.1 Sea 0 : R™ — R definido por (2.23). Entonces

(a) 0 es B-diferenciable en todas partes, y la B-derivada de 6 en un vector
z — (z,u,v)T a lo largo de la direccion d — (dz,du,dv)T estd dado por:

0'(z,d) = H(2)TH'(z,d) donde H'(z,d) estd dado por (2.22).

(b) SiB(2) =0 entonces O es fuertemente F-diferenciable en z. Ademds,
st 2* es solucion de H entonces 0 es fuertemente F'-diferenciable en z*

y Vi(z*) =0
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Demostracién

(a) Primero probaremos que 6(z) es continuamente lipschitziana:
Como H es localmente continuamente lipschitziana entonces existe una

constante L > 0 tal que
|H(z) — H(z2)|| < Lllzy — 2|l VY=, 22 € Vi(2) C R™™P
Por continuidad de H:
Ye>0, 36, >0 /zeVilz) ¥ llz—20ll €8 = |H(z)—H(z)|] <

= [|H(2) | <[ H(2)l| +€ Vz € Vs (20)...(*)
Escogemos € = 1, luego:  » ||[H(2)|| < ||H(20)| + 3 Ademas:
10(z1) = 0(22)ll = 3II(IT(21) = H(22))" (H(21) + H(z2))]

< SI(H(21) = H(2))I1H(21) + H(z2)||
< Lz = z|l||H(z) + H(2)||
< Lz = 2l[H(20)|| + 5L |21 — 22l[[H (22)]] < ... (%)

Utilizando (%) en (**) tenemos:

< 3Lz = zl|(1H (20)ll + 1) + 5Lll21 — z2ll(1H (20)]| + 1)

= Lll2y = z[|(I1H(20)[l + 1) — Ll|z1 — 2|

donde: L = L(||H(20)|l + 1)

Por lo tanto, @ es localmente lipschitziana > 0 es B-diferenciable en
todas partes.

Después, probaremos: 0'(z,d) = H(2)TH'(z,d)

Veamos:

30



¢'(z,d) = lim AR el

A0+ A

1 N .
= lim —[H(z+ M) H(z + M) — H(2)"H(2))

A—0*t 2);

: | ]
hh]‘t!ll ﬁf-f{z FAd)T|H(z + M) — H(z)]

I i
im — [H(z + M) — H{2)|" H(z
{,\ILI(T)L 2}\].”{. t Ad) — H(z)|" H(z)

= 1H(2)"H'(2,d) + 1H'(2,d)TH(2)

= $H(2)"H'(z,d) + 3H(2)"H'(z,d)
Por lo tanto:

0'(z.d) = H(z)' H'(z.d)

Como 3 = (), entonces H es F-diferenciable en z y debido a que H es
continua en 2z implica que H es continuamente diferenciable en z (es
decir : VH es continua en 2) y de acuerdo a como 8 esta definida,
entonces 0 es continuamente diferenciable en z, es decir:

VO(z) es continua en 2z y como 6(z) es B-Diferenciable entonces 8 es
fuertemente F'-Diferenciable.

Para probar la segunda parte:

Como: 0(z) = %H(z)TH(z) - %||H(z)||2 = V0(z) = H(2)TVH(z)

Debido a que z* es solucién de H, tenemos H(2*) = 0, por lo tanto:
Vé(z*) = 0.
Para probar que 0(z) es fuertemente I'-diferenciable en z*, sabiendo que

Vé(z*) = 0, sdlo es suficiente demostrar que:

16(y) — 6(w)] _
waw) =2t |y —
Debido a que:
0(y) = 0(w)] = 31H)"H(y) — H(w)"H(w)]

= H ) — H@)[|H () + Hw))
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Debido a la propiedad Lipschitziana de H, la expresion de arriba es

acotada por:

selly — wlll () + HEw),

donde ¢ > 0 es la constante lipschitziana de H.

Con lo cual tenemos:

8(y) — 0(
0(y) — 0(w)]| _ lim );r‘“f'f{ﬁ} b H{w)|[ =0

W)=z ly—wl T @),

Pues:

H(z*) = 0. Por lo tanto:

6(y) — 6(w)|

=Gz |ly — w|

=0

Se nota que en un cero de H, el conjunto B puede no ser vacio, 6 que Il puede no
ser F-diferenciable. En otras palabras, el ser 3(2*) = @ no es condicién necesaria
para la F-diferenciabilidad de @ en 2*.

Llamamos el conjunto indice 8(z) como el conjunto degenerado y los indices de 3(z)
seran los indices degenerados. Llamaremos un vector z un vector no degenerado de
H si B(z) — 0.

Claramente, H y 0 son F-diferenciable en todos los vectores no—degenerados. A
través de éste trabajo, no asumimos que [3(z) es vacio en todas partes, pero que la
medida del conjunto degenerado es cero: Es decir, esperamos encontrar raramente
puntos degenerados durante el curso del algoritmo propuesto. Asi H y 6 tendran

fuerte B-derivada casi en todas partes.
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3 EL ALGORITMO DE
NEWTON AMORTIGUADO

El algoritmo de Newton(amortiguado) fue usado por Harker y Pang
para resolver problemas de complementariedad y por Harker y Xiao para resolver
problemas de complementariedad no lineal cuyos experimentos numéricos sugieren
que el método de Newton(amortiguado) es generalmente mas eficiente y robusto que
el método tradicional de Newton . Esta aproximacién toma muy pocas iteraciones
que permiten converger en donde el método tradicional falla.

Describiremos el método de Newton(amortignado) como sigue:

0

Paso 0 : Sea 2 € R™"™*P un vector arbitrario inicial, y dados p y o escalares

donde,u€<0,1>y0€<0,%>,6>0 pequeno

k+

Paso k(k = 1,2,...) : Si ||H(2*)|| < € parar, en otro caso, generar 2**! realizando

los siguientes dos pasos:

1.— Resolver la ecuacion de Newton:
H(z") + H'(z*,d*) =0 (3.1)

para la direccién dF € R*+™+P

2.— Sea A\ = p™ donde:

my = Min{{m € Z"U{0} / 0(z") = 0(2F + p"d") > 20p™0(=5)}} (3.2)

Fijar 25! = 2% 4 Aud*, e ir al paso k + 1.
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Para analizar este algoritmo, definimo
u, {ui/i€a(z)},
ug — {ui /i € B(2)},
uy — {ui /i € 7(2)},

Ho(z) — —ga(z),
Hp(z)  —gp(z),
Hy(2) = —g4(2) + uy,
Hp(z) — —h(z)

Usando esta notacidn, la ecuacién (3.1) puede ser escrito como:

p
Hp(z) 4+ [VF(z) + Y wiVPi(x) + D 1v;V2hy(x))da

i€a(z)

+Vga(z)dus + Vgg(z)max(0,dug) + Vh(z)dv = 0

Hg(z) — Vgg(x)"dr + min(0,dug) — 0

H,(z) — Vg,(z)Tdz + du, — 0

Ho(2) — Vgo(z)Tdz = 0

Hp(2) — Vh(z)Tdz =0

w W
ot = W
N—"

~—~ o~ o~ ~ o~
w W
=2}
~—

w
~
N

En el resto de este trabajo, discutiremos la existencia de una solucién al sistema

(3.1), la propiedad descendente de la busqueda lineal y el comportamiento de la

convergencia del algoritmo.



3.1 Factibilidad del subproblema

El establecimiento de la existencia de una solucién del problema (3.1)
es el primer objetivo asi como la convergencia del algoritmo en mencion. Aunque
la condicione para la existencia son mas débil que la regularidad, el uso de la

uposicion de regularidad(se vera mas adelante) permitird a uno establecer algunos

resultados importantes de convergencia.

Antes definiremos la nocion de regularidad lo cual usaremos frecuentemente
en éste trabajo y expresaremos sus propiedades, pero nec sitamos revisar algunos
resultados de la teoria de matrices. Sea M una matriz m xn, I C {1,...,m} y
J C{1,...,n} subconjuntos de indices. Denotemos como M;; a la submatriz de M
cuyas filas y columnas e tan indexados por I y J respectivamente. Para una matriz

cuadrada M, M;; denota una submatriz principal de M indexados por [/

Definiciéon 3.1.1 Dado una submatriz principal no-singular My; de M, el Complemento
Schur de Mi; en M denotado por (M/M;;) es la matriz:

(M/ M) = My — My (My) "My
donde I es el complemento de I en {1, ... ,m}

Proposicion 3.1.1 Sea M una matriz cuadrada real dada en forma particionada

e M Mg ’
M7, My
entonces:
(a) Det[(M/Mi)] = Diﬁii%?)’ siempre que M, es no-singular.
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(b) El Complemento Schur (Mg /M) es una submatriz principal del
Complemento Schur (M/M;), VICK; K C{l,...,m}

donde My es una submatriz principal no-singular de M

(¢) El Complemento Schur de Mgk en M es igual al Complemento Schur
de (Mkxk /M) en (M/Mjy) es decir:

(M/Myx) = ((M/My) /(Mgx/My)); TCKC{,...,m)
donde Mgk y My; son submatrices principales no-singulares de M.

Demostracion:

M 0
(a) Como Mj; es no-singular entonces: " ) existe.

_'11':![ [] .‘t!hf "ljf?
o 1) \ My My )

I 0 . My, Mz
- ﬂ-fﬂﬂful | 0 MI_I — MleﬁlMlj

Debido a que Det(AB)=Det(A).Det(B), donde A y B son matrices cuadradas.

Entonces:
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I 0 10
Det M| = Det .Det[M]

= Det[M]

B Det|My|.Det| Mg — MM, M 5]
0 -MTI - M17M11 Mp

Det(M)
g tl(M/ M) = ———— [
— Dﬁ'“ 1",1'r Ter)! Det(M”)
(b) Como K esta dado tenemos:
M Mrk-1 M, %
M=| Mg M . M M
K-I,I K-1,K—1I K-I1.K

Mgy Mgr

Por definicidn:

'[;’lrfﬁ};‘.l";'lf”} - .-F'.-.'H LK j—'f”h' IJ{-'L’IHJ l-"“rJ'J{-I

MK—I,K;I M}([yf) 1
ME,K—I ME,?

B ( MK—I,I ) (M”)-l ( MI,Kfl MI,R )

(M/Mi) (

| Mkork1- My 1 (M) *Myx1 Mg 15— Mg 1 1(Mi) "M, %
Mg g 1 — Mg (Mu) "Myx-1 Mgg— Mg, (M) "M, %

.. (a)

Se observa claramente que:

(Mgk /M) es una submatriz principal de (M/M;). VIC K [ ]
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(¢) Suponiendo que Q) es la matriz inversa de M , donde:

Q- Qu Qi |
W7 @it
Si Q es la inversa de M, de M.Q = Imm :

Mn.Qr+ M7.Q5 =1

Mi1.Qr7 + Mpz.Qpr = 07

también, de Q.M = Imm :
(I-JTI“"”” + f}ﬁd‘lhf = Oy,

Q7-My5 + Q- My = I

Suponiendo que Mj; es no-singular, despejando para Qyr, @7, @7, @7 se obtiene:
Qr = My + (M Mz) D™ (M7 M)
Qi = — (M M;7).D™!
Q7 = —D7'.(M7.Myy)
Q=D
donde:
D = My — My, M;; Mz

Es decir, la matriz inversa de M esta dada por:

M~ = M+ (M M) DN (Mg M) —(Mp - Mpg).D™} (t)
‘ _D_l-(MTI-MI_Il) D!
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Como K estd dado tenemos:

M, Mk g *""'II'.F
1 A "r'f W A !I\'F\'
M Mg_1y Mg rx-1 My ;%
_M';E‘h' Myr

Mg, Mgy, Mgx

(M/Mgg) = Mgr A

-1
M, MI,K;I MI.I?

= ( ."rfflf Mz ! ) . . B
MK—I,I MK*I,K*I '1’,.'\:-- LK

-1
M Mk

En virtud de (f), la matriz inversa de " et es:
Mg 11 Mg 1k 1

M+ (M Mg 1) D Y (Mg 1. MpY) =M Mg 1D}
~D ' Mg 1.M;} D'

donde: D - MKfl,K—I = MK_I,].(M”)fl.MI’K_I

Reemplazando valores tenemos:

(M/Mkk) = Mgg— {MITIMl—Ian? + MRIMulMI,KfID_lMK—I,IMulMIK +
—Mg g D7"Myg_ 1 M Mg — Mgy M My (DM 5 +
+MR,K710;1MK4,R‘}

Agrupando convenientemente:

(M/Mgg) = Mgg — Mg, M Mg+
—( Mg g ;- MMMy 1)D My g — Mg 1M, My )

De acuerdo a (a):

((M/My) [ (Mix/ M)

— (M/Mgx) = ((M/M)/ (Mg /My) =
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Proposicion 3.1.2 Si M;; es no singular entonces M es no singular si, y solo si

el Complemento Schur,(M/M;;), es también no singular.

Demostracion:

(=)
Supongamos que M es no-singular, es decir, Det(M) # 0, y dado que Det(M;;) # 0

pues M| es no-singular entonces en virtud a la proposicién (3.1.1 — (a)):

Det[M]

f']f'!i_[-“-".f‘."r”” Det i”u]

Por lo tanto:
(M/M/;) es no-singular.
(é‘-—'):

De manera similar:

En virtud a la proposicién (3.1.1 — (a)):

Det[M|] = Det[(M/M;y)].Det[M;;] # 0

Pues: Det[(M/M;;)] y Det|[Mj;] son diferentes de cero, ya que (M/M;;) y M, son

matrices no-singulares.

Por lo tanto M es no-singular. [

Definiciéon 3.1.2 Una matriz cuadrada real es llamada una P-Matriz si todos sus

principales menores son positivos [9].

Proposicion 3.1.3 Si M es una P-matriz entonces todas las submatrices principales

de M y sus Complementos Schur son P-Matrices.
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Demostracion:
Supongamo que M es una matriz cuadrada de orden m.

Probaremos primero que las submatrices principales de M son P-Matrices:

Sea Mk una submatriz principal de M, K C {1,...,m}.
Sil C K C{l1,...,m} entonces de la forma como I esta dado, M;; es una submatriz
principal de Mk y por lo tanto también es una submatriz principal de M.

Como M e una P-Matriz:
Det[M;;] >0 VI C{l,...,m}
Y como I C K C{l,...,m}
Det|M;)>0 VIC K

Por lo tanto:
Mgy es una P-Matriz.

Luego probaremos que los Complementos Schur de M son P-Matrices.

Sea (M/M), Complemento Schur de M. Si I C K C {1,...,m},
Para I arbitrario, luego de acuerdo a la proposicion (3.1.1 — (b)) tenemos
(Mg /M) es una submatriz principal de (M/M/;). Como M es una P-Matriz
entonces Det[M;;] > 0y Det[Mgy] > 0 pues M;;, Mgk son submatrices principales.
Ahora, en virtud de la proposicién (3.1.1 — (a)):

I}f.‘Fl.‘lfod

: =
Det| M)

Det[(Mgx /M1)] =

Como [ es arbitrario entonces todos los principales menores de (M/M;j;) son

positivos, por lo tanto:

(M/Mj;) es una P-Matriz. [ ]
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De la ecuacién (3.6) se obtiene:

du, = —H.(z) + Vg, (z)"dz.

Denotando

A(2) =VF(z)+ Y wVg(z +ijv2h
zea(z)
duz.,' = max(0, dug),

qs(2) = Hp(z),
dr

Yy = dil,, o

Entonces de (3.3) — (3.5) y (3.7) tenemos:

L(z)y + B(z)duf + g,(2) = 0,
[~B(2)Ty + ga(2)] duj =0,
—B(2)Ty + gs(2) > 0,

duj > 0.
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De la ecuacione (3. ) — (3.11) definimos un problema de complementariedad

lineal mazxto.

Si L(z) es una matriz no singular, se puede resolver y en términos de du;, de (3.8):
y = =L (2)B(2)du} — L(z) 'q,(z)
Luego sustituyendo y en (3.9) — (3.10):

[B(2)TL'(2) B(2)duj + B(2)"L™'(2)g,(2) + gs(2)lduj =0
B(2)T[L (2)B(2)du} + L™ (2)qy(2)] + qs(z) >0 p -+ ()
du;r >0

El sistema resultante se convierte entonces en un problema de complementariedad

lineal en dug.

Proposicion 3.1.4 Considerando el siquiente problema de complementariedad lineal
LCP(g,M): Dado M € R**", q € R". Encontrar z € R" sujeto a:

w—Mz=q, weR"

w,z >0,

wlz=0.

Decimos que el problema LCP(q,M) tiene solucion unica, si M es una P-Matriz.

Demostracion:
Supongamos que el problema LCP(q,M) no tiene solucién tinica, es decir:

sean 2, y zp solucién del problema LCP(q,M). Entonces:

wy, — Mz, = q we— Mzy = q
wy,2; >0 wo, 29 > 0
’U){.Zl =0 U)2T.22 =0
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Luego:
wl—MZI_’UJQ—MZQ ——>w1—w2:M(zl—z2)
(wy — wp)(z1 — 22)7 = Ml|21 — 2> == (w1 — wo) (2] — 23) = M||21 — 22|?

wy.2F —wy.2l —we.2l twe.2l = M||z) — 2]|? = —(w1.2] +wa.2T) = M||z) — 2,|?

Por consiguiente : M es una matriz negativa, en particular el elemento M;; < 0, lo
cual es una contradiccién pues M es una P-Matriz (Det[M;] > 0, VI C {1,..,n}).
Por lo tanto:

Si M es una P-Matriz entonces el problema LCP(q,M) tiene solucién nica. (-

La matriz en el problema de complementariedad lineal (*) se convierte entonces
en B(z)TL(z) !B(z), lo cual es el Complemento Schur de L(z) en P(z). Haciendo:
M = B(z)TL (2)B(z)

g = B(2)TL7'(2)gy(2) + qs(2)

z = duj

w = B(2)"L () B(2)du} + B(z)TL " (2)g,(2) + a5(2)

y en virtud de la proposicién (3.1.4), si B(z)TL(z) ! B(z) es una P-Matriz, entonces
el problema de complementariedad lineal (*) tiene una solucién tnica.

Una condicién suficiente de (3.8) — (3.11) para tener una solucién tnica es que:

e La matriz L(z) es no-singular

e El Complemento Schur de L(z) en P(z), B(z)TL(z) !B(z) es una P-

Matriz.
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3.2 Regularidad y Regularidad débil

Definicién 3.2.1 (Regularidad) .- Sea z = (z,u,v)” un vector arbitrario en
R™*™*P_ Entonces z es llamado un vector reqular para la funcion H definido en

(2.19) sa:

A(z) Vgu(z) Vh(z)
(a) L(2) = | —Vga(z)T 0 0

—Vh(z)T 0 0
es no-singular.

(b) El Complemento Schur de L(z), dado por B(z)TL(z) 'B(z) es una P-
Matriz, donde L(z) y B(z) estdn definidos en (©2) y (O1) respectivamente.

Luego, si z es un vector regular entonces el sistema de ecuaciones H(z)+H'(2,d) =0
tendra solucion unica, con lo cual se obtendra el vector direccion d.

La condicién (a) de regularidad es similar a la condiciéon de no-singularidad en
La Programacion no-lineal cuando aplicamos el método de Newton a ecuaciones
F-diferenciables. Sin embargo, ya que H es solamente B-diferenciable, tenemos que
imponer la condicién (b) para obtener una direcciéon de Newton. En otras palabras,
la condicién (b), es adicionado para tener la suficiente fuerza en resolver ca os no-
diferenciables. En lugar de poner todos los casos no-diferenciables en uno. Aqui
“distinguiremos” las situaciones y encontraremos la condiciones bajo lo cual una
direccion de Newton puede aiin ser conseguido incluso 1 la F-derivada general no
existe. Claramente, cuando el conjunto 3 en z es vacio, la regularidad es equivalente

a la usual condicién de no-singularidad.

Para resolver y — (dz, du,,dv)T, se tiene que invertir la matriz de orden
(n+|a|+p) x (n+|a|+p) el cual usualmente tiene menor dim nsién qu el Jacobiano
de la funcién Lagrangiano. Es decir, (n+m+p) x (n+m+p). Si, ademas, la matriz

A(z) es no-singular, resolver el problema para y es d scomponerlo en dos partes:
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E decir, olucionar dz n (3.3) n t'rmino d dua,dug y dv, ntonc s olucionar
para du, y dv n t'rmino d dug d (3.4) y (3.7). n éste caso, | sfurzod
calculo pu d ad ma s rreducido por qu la dimensién d matrices a ser inv rtidas

seconvirt n nnxny (e +p)x(la+p)r pectivament .

Lema 3.2.1 Sea M una matriz cuadrada real dada en forma particionada

A fi I .'1 .l"ﬂ.'

Supongamos que My es no-singular y que el Complemento Schur (M /M;;) es una
P-Matriz. SiI C K C {1,...,m}, entonces Mgy es no-singular y el Complemento

Schur (M/Mgk) es una P-Matriz. En particular, M es no-singular.

Demostracion:

Como K esta dado, tenemos Mj; es una submatriz principal no-singular de Mg .
En virtud a la proposiciéon (3.1.1 — (b)), tenemos que el Complem nto Schur:

(Mg /M;p) es una submatriz principal del Complemento Schur (M/M;j;).

De acuerdo a la proposicién (3.1.3) y abiendo que (M/Mj;) una P-Matriz
ten mos entonc s que (Mgg/Mj;) s una P-Matriz pu  (Mgg/M;) es una sub-
matriz principal de (M/Mj;). Ademas el compl mento Schur de (Mgg/M;;) n
(M/M;;) denotado como:

(M/My;) [ (M /Myr) ), s una P-Matriz (%)

Como (Mgg/Mj;) es una P-Matriz s d cir todas su principal s m nores son
positivos entonces n particular (Mg g /M) es no-singular.

Si Mj; es no-singular y 1 compl mento Schur (Mgg/M;j;) s no-singular ntonc s
por la proposicién (3.1.2), Mgk es n singular.

.n virtud a la proposicién (3.1.1 — (¢)): (M/Mgkk) = (M/M;;) (Mkk/Mir)

Lu go,d acu rdoa (¥) t n mos nton squ: (M/Mkg) suna P-Matriz. [
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Proposicion 3.2.1 De acuerdo a como fueron definido P(z), L(z), y B(z). Si P(z)
y B(2)TL(2)"'B(2) son funciones continuas en z, entonces existe una vecindad N

de z tal que para cada 2’ (z',u',v)T € N

(2) L'(2) = | —Vga(z")T 0 0 es no-singular.
—Vh(z')T 0 0

(i¢) El Complemento Schur B'(2'\TL'(2')"'B'(2') es una P-matriz.

donde L' y B' estan definidas de manera andloga a L y B, y son evaluados en 2’

con el conjunto a definido en z.

Demostracion

(1).- Como P(.) es una funcién continua en z entonces la funcién matriz:

| .’ .
[ : R+, R(rHel4p)(ntel+P) o5 ina funcién continua en z.

Por lo tanto su funcién determinante:
Det[L(.)] : Rvtlel#P)ntlals) , R también sera una funcién continua en z.

debido a que z es un vector regular entonces L(z) es no-singular, (Det[L(z)] # 0).
Supongamos que Det[L(z)] > 0. Por la continuidad de Det|[L(z)]:
Para cada e >0, 36 >0 / Det[L(z)] —e < Det[L'(2')] < Det[L(z)] + €

siempre que z'€ N(z,$6).

Det[L(z)]

Elegimos el § que corresponde a ¢ = —2 ~~ (Como Det[L(z)] >0 — € > 0) de

manera que

Det|1(z))

IDet|L(=
5 < Det|L'(2")] < 3Detf £(2)]

2

Siempre que z'€ N(z,6).
Por lo tanto: Det[L'(z")] > 0 siempre que 2'€ N(z,$6).
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Supongamos que¢ Det[L(z)] < 0. De manera analoga :Det[L'(2')] < 0 siempre que
2'e N(z,0).
Por lo tanto: L'(2') es no-singular siempre que 2’'€ N(z,6).

(ii).- El Complemento Schur de L(z) en P(z) es:
(P(2)/L(2)) = Ojgx)8) = (= B(2)".L(2) . B(2)) = B(2)".L(2) '.B(2)

debido a que las matrices B(z) y L(z) son funciones continuas entonces la funcién

matriz:
T‘: Rn’;mlp = R.‘jr.‘.‘

z — T(2) = (P(2)/L(2))

es una funcion continua en z.

Por lo tanto su funcién determinante Det[T] es continua en z, luego:
Det[Ti(2)] : RP*¥P R, VE=1,...,|8|

es también continua en z.

Donde T, es una submatriz principal de (P(z)/L(z)).

debido a que z es un vector regular, (P(z)/L(z)) es una P-Matriz entonces todos
sus principales menores son positivos, es decir: Det[Tyx(2)] > 0 Vk=1,...,|0|

Por la continuidad de Det[Tyi(2)] en z:

Para cada € >0, 36 >0/ Det[Tix(2)] —€ < Det[T"yx(2")] < Det[Tix(z)] + €

Siempre que z'€ N(z,9)

Det|[T,
Elegimos el § que corresponde a € = —e[Tkk(Z—)—] (Como Det[Tyxk(z)] >0 — € > 0)
de manera que
F 1_. z :i_.'r : I :
!}r_'i!':;l( H < f'}f’:"'r‘mkﬁ'{zr” { Jrfl;’kk{ ”

Siempre que 2'€ N(z,6).
Entonces : Det[T"(2')] >0 Vk=1,...,|p]
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Por lo tanto:
(P'(2")/L'(2")) = B'(2')TL'(2') ' B'(2') es una P-matriz siempre que 2’'€ N(z,8)..
La siguiente proposicion fue establecido por Pang para su formulacion de ecuaciones

no-lineales.

Proposicién 3.2.2 Sea z = (z,u,v)T

un vector reqular para la funcion H definida
por (2.19). Entonces existe una vecindad N de z tal que cada vector en N es también

reqular. Ademds el vector d lo cual resuelve
H(z*) + H'(z*.d) = 0,

para cada z* € N es acotado: es decir.,||d|| < &; < oo para cada norma vectorial ||.||

en R™.

Demostracion
Supongamos que z es un vector regular de la funcion H. Como F, g, y h son
continuamente diferenciable entonces de acuerdo a como esta definido P(z), L(z), y
B(z), tenemos que P(z) y B(z)TL(z) ! B(z) son funciones continuas en z, entonces
de acuerdo a la proposicién (3.2.1), existe una vecindad N de z tal que para cada
2 = (z',v,v')T € N, la matriz :
A(2') Vg.(z') Vh(2)

L'(2') = | —Vgu(z")T 0 0

—Vh(z")T 0 0
y el Complemento Schur B'(2')TL'(z') ' B'(z') es una P-matriz.

es no-singular.

Donde L' y B’ estan definidas de manera andloga a L y B, y son evaluados en z’

con el conjunto a definido en z. Uno puede restringir N mucho maés tal que para

cada 2’€ N:
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Con ideremos la matriz:

Tenemos:
dim(L() =+ |a(2)] +p,  dim(L()) = n + |a(z)| + p
dado que:

|a(2)] < |a(2')] == dim(L'(2')) < dim(L(2'))

Es decir: L'(2') es una submatriz principal de L(2')

LI zl Bl zl
P,(z,)( () B >)
_B/(Z/)T 0

dim(P(2')) = n+|a(2)| +p+18()] =n+m+p—[y(2)
dim(P'(2')) = n +la(z)| + p+ |B(2)| = n+m+p—|v(2)]
debido a:

Consideremos la matriz:

tenemos:

[7(2)| < [7(2)] = dim(P(2")) < dim(P'(2"))

Es decir: P(2') es una submatriz principal de P'(2').

Luego, de acuerdo a la proposicion (3.2.1):

L'(Z') es no-singular, y

(P'(2')/L'(2')) es una P-Matriz.

Ademas, siendo L'(z') una submatriz principal de L(2'), aplicamos entonces el lema

(3.2.1), por consiguiente:

e [(2') es no-singular.

e (P'(2')/L(%")) es una P-Matriz.
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Como P(z') e una submatriz principal de P'(z’) entonces en virtud a la proposicién
(3.1.1 — b) tenemos:

(P(2")/L(2')) es una submatriz principal de (P'(2')/L(2")).

Luego por la proposicion (3.1.3) tenemos:

Si (P'(2')/L(2')) es una P-Matriz entonces (P(z')/L(z')) es una P-Matriz, luego:
e L(2') es no-singular.
e (P(2')/L(2')) es una P-Matriz.

Concluimos por lo tanto que: z’ es un vector regular.

Para probar que la solucién es acotada en una vecindad de un vector

regular, sea la tinica solucion del sistema (3.8) — (3.11) en 2 € N:

., , con
dug
daj*
di} - o). daft >o.
0

donde dﬁ;ﬁ > 0 representa aquellos componentes de dﬁg los cuales son estrictamente
positivos, y O representa al vector cero.

De (3.8) — (3.9) tenemos:

L(2)y + B(E)d&; +g,(2) =0

[~B(2)7§ + go(2))Tday =0

Luego:

T

0

L@ﬁ}+8&)( bagy(Z) = LE)g+ Bi(Bdaht 1 g(2) =0, (3.12)

-
du

|
~BE g a@ | ) “B(3) g4 gt () =0, (3.13)

donde B, (%) y q§+ son submatriz y subvector de B(Z) y g respectivamente.

Dado que z es un vector regular entonces P(z) es invertible:
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Veamo : Si z es un vector regular entonces L(z) es no-singular y el Complemento
Schur de L(z) en P(z) e una P-Matriz, aplicando el Lema (3.2.1), P(z) es no
ingular entonces P(z) es invertible.

Como P es continua en z ademas sabiendo que P! existe, entonces P! sera
continua en 2, es decir:

Ve>0, 36>0 |/ V'€ N(z2,6) = ||P Y(2)— P '(?)] <e¢

donde ||.|| es una norma matricial.

Restringiendo la vecindad N, debe existir una cota superior uniforme ¢ > 0 (depende
solamente del vector z) tal que:

Vz' € N(z,8) = [|[PTH ()| < [IPH ()] + e =c

Asi, P~1(2') y la inversa de cualquier submatriz principal de P(2’) es uniformemente
acotada en norma por c.

Es facil ver que la matriz

es una submatriz principal de P(z). Por lo tanto:

Y L(z) B4(2) —qy(2)
dug* =By(x)" 0 —q3t(2)

esta acotada, y la cota depende solamente de z. [ |
La condicién de regularidad es bastante fuerte y no es satisfecha en muchos casos.

Asi, la aplicacion del método de soluciéon de arriba es muy limitado. Para hacer el

algoritmo mas aplicable, introduciremos el concepto de Regularidad Débil.
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Definicién 3.2.2 (Regularidad débil) Sea z = (z,u,v)T un vector arbitrario en
Rr+m+P. - El vector z es llamado un vector reqular débilmente para la funcién H
definido en (2.19) si existe una vecindad N de z tal que para cada z' — (z',u',v")T €
N, la matriz
A(Z') Vg lx') Vh(2')
L) =] -vg )T 0 0
—Vh(z")T 0 0

es no-singular, donde o' = a(2') y L(2') estd definido de manera andloga a L(z).

Obviamente, si un vector es regular, esto es también regular débilmente. El siguiente

ejemplo demuestra sin embargo, que lo inverso no es generalmente cierto.

Ejemplo 3.1 Consideremos el Problema de Complementariedad No-lineal (NCP)
donde

212 — 270 + 22— 2

De acuerdo a (2.14) —(2.15), el problema NCP puede ser formulado como el siguiente

H(z) - ( Fle) = ) 0
T+ u

donde H : R?" — R*" y z = (z,u)T € R*". Luego:

sistema de ecuaciones:

Hi(z) =22+ 1, +21,—2—uf =0

Hy(2) =212 — 229 + 22 —2—uf =0
Hi(z) =z1+uy =0
Hy(z) =23+ u; =0

Sea z = (z,u)T = (—5,0, 1,0)” entonces:
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En el problema NCP, tenemos:

A(z) = VF(z),
0
B(z) = o

\ 0

o ( VF(z) —IT )
\ L0
[ VF(@z) —IT -1}
P(z) = I, 0 0
I, 0 0

donde: I, de orden |a| x n es una submatriz de [, cuyas filas son indexadas por el
conjunto a. Ig definido de manera analoga.

Evaluando, tenemos:

2r, + 1 2 ) 0 2
VF(.’L‘) = : . . _‘;-Tf{.l']h lz."!l 5 5 )
S ¥ g &o — 2 — —_

Ir=(01)
luego:
0o 2 -1 0o 0 1
L(z) = -2 =2 0 — [(z) = 0 _% —1 |, se observa que L(z2)
10 0 1ol -2
es no-singular
Ademas:
0 2 -1 0
-2 -2 0 -1
P(z) =
0 0 0
0o 1 0 O
o 0 1 0
1
= B(Z)TL(Z)_lB(Z)—(O =) 0) 0 —5 -1 1 |l=-3<0
-1 -1 -2 0
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Entonce el complemento Schur de L(z) en P(z), dado por B(z)TL(z) 'B(2) no
e una P-Matriz. Por lo tanto z no es un vector regular, pues no satisface la
condicién (b) de la definicién de regularidad (3.2.1). Sin embargo z es un vector
regular débilmente, en efecto:

S4lo ba ta tomar una Vecindad N de z tal que Vz' € N, a(z) C a(2') pero
teniendo en cuenta que: |a(z)] =1 > |a(z')] 2, debido a que u = (Ugr g, Uy) T,
u € R2. Luego 8(2)) — 0, 7(2') — 0. Entonces L(z') — P'(Z'), luego por la
continuidad de P, P'(z') es no-singular, es decir L(2') es no-singular. Por lo tanto
2 es un vector regular débilmente.

De este modo, la regularidad débil es de hecho més débil que la regularidad. 3

La proposiciéon (3.2.1) describe la continuidad de la nocién de regularidad. En
otras palabras, si un vector z es regular, entonces en una pequena vecindad de z es
también regular. Del mismo modo, la regularidad débil posee la misma propiedad

de continuidad.

Proposicién 3.2.3 Sea 2 (z,u,v)T un vector reqular débilmente para la funcion
H. Entonces existe una vecindad N de 2 tal que cada vector en N es también regular

débilmente.

Demostracion:

Debido a que z es un vector regular débilmente entonces existe una vecindad N de
2z tal que Vz' € N, L(Z') es no-singular

Probaremos que 2’ es un vector regular débilmente:

Elegimos una vecindad N' de 2’ de tal forma que N'(z) C N(z), luego como
cualquier vector Z € N(2), L(Z) es no-singular, entonces en particular: L(Z) también
sera no-singular Vz € N'(2"). Es decir existe una vecindad N' de 2 tal que Vz € N’
se tiene L(Z) es no-singular.

Por lo tanto 2z’ es un vector regular débilmente. ]

55



Corolario 3.2.1 Si L(2) es una matriz no-singular y si 3(z) = () entonces z es un

vector reqular débilmente.

Demostracion:

Debido a que B(z) 0, existe una vecindad N de z tal que V2' € N, B(2') = 0.
Luego, i re tringimos més la vecindad tal que a(z) = a(2') > L(Z') = L'(2").
Debido a que L'(2') e no-singular entonces L(2') es no-singular. Por lo tanto z es

un vector regular débilmente . [ ]

Corolario 3.2.2 Sea L(z) una matriz no singular y fo(z) cualquier subconjunto de

B(2). Si la matriz

A(Z) v.qu :h{if'} Vh(.’l,')
L(z) = | —Vaus (z)T 0 0
—Vh(z)T 0 0

es no-singular VBy(z) C B(z), entonces z es un vector reqular débilmente de H.

Demostracion:

Debido a la continuidad de L(z), y teniendo en cuenta que L(z) es no-singular,
entonces existe una vecindad N tal que V2’ € N, L'(2') es no-singular. Ahora
restringiendo la vecindad N tal que Vz' € N.

a(z) C a(2)

v(z) C (2')

Por otra parte, si hacemos a(z') = a(z)U Bo(z), Pol2) C B(z), es decir: L(2') es
no-singular. Por lo tanto z es un vector regular débilmente de H. []

La regularidad débil desempena un papel importante en el algoritmo modificado de

Newton(amortiguado) que sera pres ntado en el siguiente capitulo.
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4 EL METODO MODIFICADO DE NEWTON
AMORTIGUADO

Este Capitulo pre enta una modificacién del método de Newton
(amortiguado), que es aplicable cuando la condicion de regularidad no es satisfecha o
cuando el sistema de ecuaciones H(2*)+H'(z*,d¥) 0 no tenga solucién, se presenta

ademas algunos resultados que se necesitaran para la convergencia del algoritmo.

Ejemplo 4.1 Consideremos el siguiente problema:
Min f(z) 4r)—x%— 13+ 2714
Sujeto a
g(z) =27 —1<0

h(z) z1—2z2+1—-0

Este Problema es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones:

Hi(z) = 4—-2x; 4+ 2xut +v
Hy(z) = 2—2z5—2v

Hy(z) — —z2+4+1+u

Hy(z) — —x1+4 2251

Sea z — (z,u,v)T — (1,1,0,0)7, donde a(z) = 0; 8(z) = 1;v(z) — 0.
Luego para encontrar una direccion descente, resolveremos el siguiente Problema de

Complementariedad Mixto Lineal(PCM) Mixto :

—2dz, +dv+2dut +2=0
—2dxo — 2dv = 0

—dzr + 2dre = 0
(—2dz,)dut >0

—2dry >0, dut >0
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E te PCL Mixto no tiene solucion. Usaremos entonces el método modificado de

Newton.

4.1 Propiedad Descendente

Demo traremos primero que el algoritmo de Newton (Amortiguado)

descrito en la seccion anterior genera una direccién descendente para la funcion

norma 0(z).

Proposicién 4.1.1 Sea la direccion buscada d* obtenida al resolver el sistema de

ecuaciones:

H(z*) + H'(*,d%) = 0.

Entonces

0'(2*,d*) = —20(2%) < 0.

En particular. 6'(2*,d*) < 0 si H(2*) # 0.
Demostracion:
Por definicién:

1 = : 1 ,
0(z*) = GH(TH(H) = SIHEIP >0y
el(zk,dk) — H(Zk)TH’(zk, dk)

Como d* es obtenida de (4.1), tenemos:
H(z*) + H'(z*,d*) = 0 = H'(2*,d")

Por lo tanto:

-H(z%)

0'(zF,d*) = H(2*)T.(—H(2%)) = —H(z*)T.H(2*) = —20(2F) <0,

y es solamente igual a cero cuando H(z*) = 0.

En particular:

Si H(2*) # 0 = 6(2*) > 0, Luego 0'(2*,d*) = —26(z*) < 0.
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El siguiente corolario demue tra que una biisqueda lineal de Armijo puede ser

realizado sucesivamente a través de un numero finito de pasos.

Corolario 4.1.1 Supongamos que z* no es solucién de H(z) = 0. Entonces existe

un escalar 1, € (0, 1] tal que para todo t €< 0,7 >,
0(z*) — 0(2* + td*) > 2010(z%)
donde 0 €< 0,% >

Demostracion:

Para t € [0,1], sea

s(t) = 0(2%) — 0(2* + td¥) — 20t6(2F)
Entonces, s(0) = 0(z*) — 0(zF) —0 =10

Luego:
s(1) 0(zF) — 0(2* + td¥) — 20t0(2*
s'(0%) = lim o) lim (2) =0z ttd.) = 2016(z)
t—0t t t—0+ k ﬁ k t.;fk
Q{25 —0(2" 4
NG (et e ot T
t—0+ t
—'(2*.d*) - 200(2)
Como:

0%, d¥) = —20(2%) = '(0") = 20(zF) — 200(2") = 2(1 — 0)0(2")

: 1 . :
Debido a que: 0 < o) = 5'(07) > 0. Por lo tanto, s es una funcién creciente.

Para t > 0 tenemos entonces s(t) > 0 luego:

s(t) = 0(2*) — 0(z" + td*) — 20t0(z*) > 0 = 0(2*) — 0(2" + td*) > 2010(2*)

k

La interpretacion del corolario (4.1.1) nos indica: si z* no es un cero de la funcién

H, entonces moviendose a lo largo de la direccién d* nos permitira decrecer lo

“suficiente” a la funcién norma 6(z).
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El algoritmo de Newton(amortiguado) genera una direccién descendente para la
funciéon norma 6(z). Las direcciones generadas por el algoritmo de Newton

(amortiguado) no son de ningin modo las unicas direcciones descendentes para la
funcién norma 6(z). Obviamente, la ventaja de la direccion de Newton es que ellos

generan una razon cuadratica de convergencia.

4.2 Método modificado de Newton

Para modificar el algoritmo de Newton(amortiguado) y superar el

problema mencionado anteriormente, necesitamos los siguientes resultados.

Definicién 4.2.1 Una funcion F(z,,Z2,...,Z,) se llama homogénea de grado p si
para todos los valores del pardmetro A y una cierta constante p se tiene la identidad

F(Azy,A\Tq, ..., ATn) = NWF(21,%2,...,Ty)

Proposiciéon 4.2.1 Sea d € R*"*™*P. S la dertvada direccional de H en z a lo
largo de la direccion d es homogénea de grado uno en d. (Se cumple H'(z,—d) =
—H'(z,d)), entonces con tal de que 0'(z,d) # 0, d 6 —d serd una direccion descen-

dente para la funcion norma 6(z).

Demostracion

Por definicién tenemos: 0'(z,d) = H(z)TH'(z,d)

Si '(z,d) > 0 (es decir, si d no es una direccion descendente), entonces debemos
tener:

0'(z,—d) = H(z)TH'(2,—d) = —H(2)"H'(2,d) = —0'(z,d) < 0 == 0'(z,—d) < 0
Por lo tanto, —d es una direccién descendente.

Si 0'(z,—d) > 0, entonces debemos tener:

0'(z,d) = H(z)TH'(2,d) = —H(2)"H'(z,—d) = —0'(2,—d) < 0 = 0'(2,d) < 0

Por lo tanto, d es una direccién descendente. []
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El método modificado de Newton (amortiguado) es descrito como sigue:

1. Si el sistema (4.1) tiene una solucién, realizaremos la biisqueda lineal

a lo largo de la direccién d*; en otro caso, fijamos dug = 0, y resolver
(3.3),(3.4),(3.7) y (3.6) para la direccién dz,du,,dv y du.,. Sea
d* — (dz,duq,0,duy,dv)”

2. SidF es una direccién descendente de 0 en z, realizaremos una bisqueda
lineal a lo 1 de la direccién d* kL — 2k b\ dF;
ineal a lo largo de la direccién d* para generar z 28 + Md; en

otro caso, buscamos a lo largo de —d* para calcular 2¥*1 = 2% — )\.d*.

Cuando (4.1) tiene una solucién, una direcciéon de Newton es obtenida. FEsta

direccién tiene toda la informacién de la derivada de H en 2. Si el sistema no
tiene solucion, una direccion generada por la modificacion anterior no es de Newton
y contiene solamente informacién parcial de la derivada de H en z. Sin embargo, si
el conjunto 3 es pequeno, lo cual usualmente se produce en la practica, la direccion
generada por el método modificado sera una buena aproximacién de la direcciéon de

Newton.

Proposicion 4.2.2 Sea z un wvector regular débil de H definido por (2.19). Si
0'(z,d) # 0 donde d es la direccion generada por el algoritmo descrito anteriormente,
entonces el método modificado de Newton(amortiguado) generard una direccion

descendente para la funcion norma 0 en z.

Demostracion

De acuerdo a la definicién de regularidad débil, se asegura la existencia de L !(z),
por lo tanto dz,du,,dv y du, puede ser resuelto para cualquier valor de dug.

De acuerdo a la proposicion 4.2.1, sdlo es suficiente d mostrar que la derivada

direccional generada por el algoritmo modificado de Newton es de grado uno en d.
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Denotemos

d — (dz,du,,dug,du.,,dv)”

Debido a que 0'(z,d) # 0, z no es solucién del sistema (4.1). Luego, fijamos dug — 0,

entonces:

( A(z)dz + Vgo(z)dus + Vh(z)dv \
—Vgo(z)Tdx

H'(z,d) = | —Vgu(z)Tdz

—Vyg,(z)Tdz + du,

\ —Vh(z)Tdz )

[ A(2)dz + Vga(z)dug + Vh(z)dv
—Vga(z)Tdx

H'(z,—d) = — | —Vgp(z)Tdx

—Vg,(z)Tdz + du,

\ —Vh(z)Tdz J

Entonces:

H'(z,—d) = —H'(z, —d)

4.3 Regularidad débil

Se puede ver de la demostracion anterior que bajo la supo icién de
regularidad débil, el método modificado de Newton(amortiguado) solo fallara si
H(z) # 0y #'(z,d) — 0. Claramente, si H(z) # 0 y z es regular, la proposicién
(4.1.1) asegura una direcciéon descendente. Asi, el método modificado de ewton
nunca fallard en un punto regular. La siguiente proposiciéon demuestra, cuando
la regularidad es ausente, el método modificado de Newton(amortiguado) generara

una direccion descendente si la regularidad débil y algunas condiciones mild son

satisfechas.
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Proposicion 4.3.1 Sea z un vector reqular débilmente de H definido por (2.19).
St H(z) # 0, entonces:
Siempre existe una direccion descendente d en z para la funcion norma 6 a menos

que se cumpla las condiciones mild:

(¢) Hy(2) =0
(i) Vga(x) Hp(z) =0
(iid) Vhiz)"Hp(z) =0
(iv) He(2)"A(2) + gul(2)"Vgalz)" + 9a(x)"Vys(z)" + h(z)"Vh(x)" =0
(v) Vgalx) Hpl(z) >0

(vi) gp(z) >0

En particular, el método modificado de Newton(amortiguado) obtendrd una direccion

descendente a menos que (i) — (iv) sean satisfecha simultaneamente.

Demostracion:
Supongamos que no existe una direccién descendente para la funcién norma en z,
entonces para cualquier direccién d € R™*™*? tenemos 6'(z,d) > 0. Por definicién:
0'(z,d) = H(z)TH'(2,d)

donde: H(2)T = ( Hp(z)T —gal2)” —ga(x)” H,(z)" —h(x) ) ¥

( A(2)dz + Vga(z)dua + Vgs(z)max(0, dug) + VA(z)dv \
—Vgu(r)Tdr

H'(z,d) = | —Vgs(z)Tdr + min(0, dug)

—Vyg,(z)Tdz + du,

\ —Vh(z)Tdz )

Luego:

0'(z2,d) — H(z)TH'(z,d)
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[Hr(2)TA(2) + ga(2) "V a(z) + gs(z) Vgs(z)T +
— H,(2)"Vg,(x)T + h(z)TVh(z)T)dz +
+ Hp(2)TVgo(z)dus + Hp(2)TVh(z)dv + H,(2) du, +
+ Hp(2)"Vgs(r)max(0, dug) — gp(z)" min(0, duy)
> 0 (4.3)

Fijando dz — 0, du, = 0, dug — 0, dv = 0, y du, # 0, tenemos:
H,(z)Tdu, >0 Vdu., # 0.
Obviamente, este es solamente cierto cuando H,(z) = 0.

Por el mismo argumento:

e Fijando dz = 0, dv = 0, du, = 0, dug = 0 y du, # 0, tenemos:
Hg(2)"Vyo(x)du, > 0 Ve, # 0.

este es solamente cierto cuando Hp(2)TVga(z) = 0.

e Fijandodzr 0, du, =0, dug = 0, du, = 0 y dv # 0 tenemos:
Hi(2)'Vhiz)dve >0  Vdv #0.

este es solamente cierto cuando Hp(z)TVh(z) — 0.

e Fijando du, = 0, dug = 0, du, = 0, dv = 0, dz # 0 tenemos:
[Hr(2)TA(2) + 9a(2) T Vga ()T +95(2) Vg (z)T + h(z)TVh(z) )dz = 0
Vdzr # 0

este es solamente cierto cuando:
He(2)TA(2) + ga(2) Vgal(r) + gs(x) Voa(z)” + bx) ' Vh(x)" =0

Fijando dz 0, dus = 0, dv — 0, du,, — 0, y dug > 0, tenemos:
Vgs(z)THr(z) > 0
Fijando dr = 0, du, — 0, dv = 0, du, 0, y dug <0, tenemos:

yd(-T} E’_ 0.
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En particular: Si no se cumple alguna de las condiciones (i) — (iv) entonces el
método modificado de Newton amortiguado obtendra una direcciéon descendente.

En efecto:

De (4.3), fijamos dug — 0 y elegimos apropiadamente valores para dz, du,, dv y
du., es decir:
Sean dz = 0, duq — 0, dv = 0 y du, > 0. Ademas, si asumimos que la condicién (%)

no se cumple, es decir (H,(z) < 0). Luego: 6'(z,d) <0 = H,(2)Tdu, <0 [ 1

Corolario 4.3.1 Sea z un vector reqular débilmente de H definido por (2.19).
Si H(z) # 0, entonces:

Si ga(z) < 0 implica que 0 tiene una direccion descendente.

Demostracion

Fijando dz = 0, du, = 0, du, = 0, dv = 0 y dug < 0, tenemos de (4.3):

0'(2,d) = Hp(2)"Vgg(z)max(0,dug) — gg(z)" min(0, dug)
—gg(a:)Tmin(O,duﬂ)

—g5 (I‘)TdU5 <0

Entonces:

0'(z,d) < 0. Es decir 6 tiene una direccion descendente. []

Semejante al caso regular, cuando un vector z, que no es solucion, es regular
débilmente, una direccién descendente generada por el algoritmo modificado de
Newton (Amortiguado) es también acotado. Ademas, en una suficiente pequena

vecindad de tal vector, tenemos los siguientes resultados generales:

Proposicion 4.3.2 Sea z un vector regqular débilmente de H. Si §'(z,d) # 0 donde
d es la direccion generada por el algoritmo modificado de Newton (amortiguado),
entonces existe una vecindad N de z tal que para cada vector z2’€ N, la direccion

generada por el algoritmo modificado de Newton (amortiguado) en 2' es acotado.
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Demostracion:

De acuerdo a la proposicion (3.2.3), si z es un vector regular débilmente entonces
existe una vecindad IV de z tal que cada vector en IV es también regular débilmente,
luego si 2’ = (z',u’,v")T € N entonces z' es un vector regular débilmente.

Sea 2/ = (z',u/,v")T € N un vector y d = (dz,du,,0,du,)T un vector direccién del
algoritmo modificado de Newton (amortiguado). Sin perder la generalidad, asuma-
mos que d es realmente una direcciéon descendente en 2’'. Debido a que 2’ es regular

débilmente entonces L(z') es no-singular por lo tanto, de la ecuacion (3.8), tenemos:

dz
dus, | = —L(2")7".qy(2")
dv

Ademas:

duy = Vg,(z')dr — H,(2')

donde: L(z') y gy(2') son definidos como antes.

Como L es continua en 2z’ ademas L~ ! existe, entonces L~! es continua en una ve-
cindad N(z,8) y por lo tanto L(z')"! es acotada uniformemente en norma por ¢, lo
cual es solamente determinado por z.

du., también es acotado pues dz esta acotado.

Por lo tanto d es acotado. [ ]
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4.4 Resultados para la convergencia del
algoritmo

De la discu i6n previa, conocimos que mientras el sistema (4.1) tenga
una solucion, podemos encontrar una direccion descendente para la funciéon norma.
La buisqueda lineal entonces asegura que la sucesién {6(z*)} es estrictamente

decreciente. De aqui, i el conjunto de nivel:
{z e R™™7 ||H(2)|| < |H(Z)II}

es acotado, la sucesion generada por el algoritmo tendra al menos un punto de
acumulacion. Para establecer que el algoritmo converja, los siguientes resultados

seran necesarios.

Lema 4.4.1 Sea V C R" y G : V — R" continuamente diferenciable. Sea G; la

i-ésima componente de G y VG es el jacobiano de G. Si para cada sucesién {z*},

lim |24 = oo,
lim Gi(zF) = & < o0 Vi=1,2,...,n,
k—o0

Y St

VG* = lim VG(2¥)

k—o00

eriste, entonces VG* es una matriz singular.

Demostracion:

Como lim ||z*|| = oo entonces {z*} es una sucesién no-acotada, entonces al menos
k—o0

uno de sus componentes no seré acotada. Sin perder generalidad, asumimo que

lim z¥ = co. Sea VG'* la primera columna de VG*. Por la suposicion, VG* exi te.

k—o00

Por lo tanto podemos escribir:
Yo = him( o7 R Y = (s s iy M)’
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Demostraremos que VG** es un vector cero:
Como:klim Gi(2F) & < oo Vi = 1,2,...,n entonces dado € > 0, existe
—00

K; € N tal que Vk > K; y Vm > 0 implica

t(;'{zkim] - (’;’_{31‘” {_: g — _% S G1(2k+m) G’l(zk) < _;_
donde G; : V — R
Sea zft™ = 2k para i =2,3,...,n, y 2Ft™ > 2k,

Luego, dado que : G € C}(V) = G; € C}(V) Vi=1,2,...,n

Ademas por el Teorema del Valor Med:o:

Si G; es diferenciable sobre un intervalo abierto que contiene el segmento rectilineo

+

que va desde z¥ hasta z7t™ entonces existe un \; € [0, 1] tal que:

J.' TJ(:'
r?“( )

Gi(2™) = Gi(2*) = (1™ —

donde z} = AzFt™ 4 (1 — A)zX, 1 P L |

Luego de (*) tenemos:

g el a(l -
l(;:{sk&.m] o ('1'{ , “’bk+ < ék] r(z ”
oz
Pero como:
kMY 1KY < &y [ htm _ ok G 2 < &
|('|(4' ] fj'(" -” —_ 2 > H’ 1 ]}.:}:[ { I }| — 2
2 2 aGc k . )
De manera similar: como khm 7 (2") existe, entonces:
Para cada € > 0, existe Ko € N tal que Vk > Ko:
G, ¢ i en ¢ - ;_}i L) o
Iz (@) -ml<g = Im- 9 (M) < 5=l — 5~ =3
' oG,
= |=.i:l~ 5513 (a )l
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Sea K — max{K, Ky}, entonces Vk > K y m >0

(iml = Sl ~ 2] < |2

rr f
[,, )|z — 25)] <5

Luego:

(il = —}1( 27— )| < ;
Probaremos que |n;| <€ Ve>0

Ve >0

b | o™
.

En efecto: Supongamos que existe un ¢ > 0 tal que || > ¢ = || - ; =10
: €
Escogiendo: € = (|n;| — §)|(zf+'" 2f)| >0

Tenemos:

(Imil — 5 l{x-“'" - :{ 1

. __i ¢ ket m ___
“W:I 2.’“"1 '-'I” { 2

Lo cual es una contradiccién, por lo cual concluimos:
Iml <e ¥e>0 smcly =0 Vi

Por lo tanto: VG!* es un vector cero. Entonces VG* es singular -

Teorema 4.4.1 Sea F' continuamente diferenciable, g; (¢ =1,...,m)y h;
(j = 1,...,p) son dos veces continuamente diferenciable, y H es la funcion definida
por (2.19). Sea 2° € R™™*P y el conjunto de indices a C {1,2,...,m} arbitrario.

Si para cualguier vector y = (T, uq,v)T € R™™e¥P con u, > 0, la matriz:

A(y)  Vga(z) Vh(z)
Ly)=| —Vgu(z)T 0 0
—Vh@)T 0 0

es no-singular, y para cualquier sucesion y* con

lim [|ly*|| = oo

k—o0

el limite de la matriz funcion L(y*) existe y es no-singular, entonces el conjunto de
nivel

{z e RM™ | H(2)]| < [1H()])

es acotada.
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Demostracion:

Sea

M = {z e R™"™7 [ ||H(2)|| < ||H(2")II}

Supongamos que M no es acotada. Entonces existe una sucesién {w*}(w* € M)
que no es acotada, es decir:

lim Jlw*|| = oo

Y ademas

IH ()| < [H()]

Denotemos:

a(z) = {i/u; >0}

B(2) = {i/u; = 0}

7(2) = {i/w < 0}

Debido a que

lim ||w¥|| = o0
k—o0
Implica que: lim ||g*|| = 00, ¥* = (z,uf,v*)T
k—o0
y/o
. k o
Jm 5 = o

Consideremos dos situaciones:
(i.-) lim ||v*]| = o0
k—o00
Debido a que existe solamente un nimero finito de combinaciones de los conjuntos

indices, podemos asumir que existe una subsucesién de {w*}. Sea {w*} dicha sub-

sucesion, en donde:

~ ~1 =~ ~ ~1] ~1\T
W = (&, T ) Upgar)> Gyaty U

~ ~2 -~ ~ ~9 ~o\T
W? = (2%, UG ), Uy Ty ©)

B = (8, B gy, Tganyy gary 0"
Tal que:
a(it) = a(@?) = ... = a(Wf) = ...,

B(it) = B(w?) = ... = Bar) = ...,
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V(W) = y(w?) = ... = y(wF) = ...
k= Z’ﬂ'g’aﬁv’[)k)T - (gk,&g,,&k)T

(&, :
donde: g* = (z*, ak, o*)T

Sea: w

Ademas, debido a que
I1H (*)I < |H (=),
y en virtud al teorema de Bolzano-Weierstrass, como {||H(w*)||} es una sucesién

acotada, entonces existe una subsucesién convergente. Sin perder la generalidad,

sea:

Jim [|H (@%)]] =7 < 0.

Denotemos:
Hr(7*)
Ho(*) —94(2%) | >
—h(z*

Como Hp, g, h son continuamente diferenciable entonces FHy es continuamente

diferenciable. Aplicando el lema 4.4.1 pues:

. ~k
e lim [|g°|| = o0
k—o0
e [y es continuamente diferenciable

j}im He(i*) < o0

klim | H(w*)|| < oo == klim 9o (2¥) < 0

lim h(z*) < oo

k—o0

Jlim VHo(i*) = Jim L(i*) existe.

Entonces:

lim V Ho(gk) — lim L(gk) es una matriz singular lo cual contradice la suposicién
k—o0 k—o0
que lim L(%*) es no-singular.
k— o0
(ii.-) Consideremos ahora:
. k . k|| —
< lim || 00

lim [ly¥]| < ooy lim [lusl
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Denotemos:
H,(z) = —g,(z) + u,
Debido a que
| H, (w®)|| < || H(w*)|) < || H(2")||

Tenemos:

I = gy (z*) + ugll < [ H(2)]

Por desigualdad triangular

Sl < Il = g+ (=*) + u¥)] + llgo ()] < NHEN + g, (=*)]]

Entonces:

)l < N HZ)| + |lg, (=)

Como

lim ||y*|| < 0o = lim ||z%|| < 00

k—o0 k—oo

Es decir {z*} es una sucesién acotada entonces posee 1na subsucesién {Z*} convergente,
sin perder generalidad asumamos que {z¥} es convergente, debido a que g es continua
entonces g({z*}) es convergente, luego g({z*}) es acotada. Entonces concluimos:

|uf|| < oo. Lo cual es una contradiccién [ ]

Teorema 4.4.2 Supongamos que una sucesion {zF} = {(z*,u*,v*)T} generada por

el algoritmo modificado de Newton(amortiguado) es acotado. Si

1. z* = (z*,u*,v*)T es un punto de acumulacién de la sucesion.

2. z* es un vector reqular de la funcion H.

entonces H(z*) — 0.
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Demostracion:

Supongamos que H(z*) # 0. Por la naturaleza del método modificado de Newton
(amortiguado), 0(2*) es estrictamente decreciente. Debido a que z* es regular, el

sistema de ecuaciones:

H(z*) + H'(z*,d*) = 0

tiene una solucion d*, luego:
0'(z*,d*) = —20(z") <0 = 0(z*) > 0...(})
Ademas: en virtud a la proposicion 3.2.2, d* es acotada es decir:
lim ¢ = 4] < oo,

entonces la sucesion de direcciones buscadas d* es acotada. Sin embargo como z*
es un punto de acumulacién de z¥, existe entonces una subsucesién {z*} tal que

*

. ~ . . . 5 k
lim 2 z*. Sin perder la generalidad asumiremos que khm 5 =2"
k—o0 —00

Ahora, debido a que d* es una direccién descendente de 6 en z entonces:
41 k k
2 = 2k 4 AFd

Pero como la sucesién {\*} es acotada, tenemos entonces que: d* = 0. Sabiendo

que H(z*) # 0 y en virtud al corolario (4.1.1) tenemos que:

Existe un escalar t € (0,1) tal que
0(z*) — 6(z* +td*) > 20t0(z")

cuando d* 0 tenemos : 20t0(2*) < 0 == 0(2") <0...({7)
De () y (1) nos lleva a una contradiccién, en consecuencia H (zy=0 1D

Se nota que la suposicién de regularidad es usado para inferir que la sucesion de

direcciones buscada d* es acotada.
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Teorema 4.4.3 Supongamos que una sucesion {2*}  {(z*,u*,v*)T} generada por
el algoritmo modificado de Newton (amortiguado) es acotado. Si
1. z2* — {(z*,u*,v*)T} es un punto de acumulacidon de la sucesion.
2. z* es un vector reqular débilmente de la funcion H.
3. Se cumple las condiciones (i) — (w) de la proposicion (4.3.1) y
g9s(z*) =0

entonces H(z*) — 0

Demostracion:

Si gp(z*) — 0, entonces de la condicién (iv) en la proposicion (4.3.1), tenemos:
He(2)TA(2*) + ga(z*) Vgale®)" + h(z") ' Vh(z") =0

Esto, junto con (i) — (42) :
vya(x*)THF(Z*) 0
Vh(l'*)THF(Z*) =0

demuestra que el sistema de ecuaciones:

A(z*) Vg.(x*) Vh{z*)
w'. | —Vga(z*)" 0 0 =0
—Vh(z*)* 0 0
tiene una solucion :
IIF(Z*)

w=| —ga(*)
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Ademas, debido a que z* es un vector regular débilmente entonces la matriz

A(z*)  Vga(z') Vh(z*)
—Vgao(z*)T 0 0
—Vh(z*)T 0 0

es no-singular, por lo tanto el vector w debe ser cero.

E to, junto con la condicién (¢) : —g,(z*) + u, = 0, tenemos:
[ Hr) ) [0
—ga(z") 0
H(z%) = —gs(z*) =] 0
—g,(z*) + u, 0
\  —h=z) ) \o)

Por lo tanto H(z*) = 0. -
Observacion: Si un punto de acumulacion 2* es un vector regular entonces se
cumplira la condicion 3 del teorema 4.4.3, en efecto:

De acuerdo al teorema 4.4.2, [ (2*) = 0, tenemos entonces: H,(z*) =0y

He) \ (AR Vale) vae) Vese) | (o)
—ga(z") —Vga(z*)" 0 0 0 0
“h(zt) | | =vh@E)T o 0 0 1o
—gp(z”) ) \ —Vgs(a*)" 0 0 0 0 )

Es decir, se cumple la condicién 3 del teorema 4.4.3.
Sin embargo, cuando 2* es un punto regular débilmente y la condicién 3 es satisfecha

*

en z*, no implica que z*

sea un vector regular. Asi, la si ~ cancia del método
modificado de Newton(amortiguado) es que, durante un paso intermedio, e requiere
regularidad débil y algunas condiciones mild para asegurar una direccién descendente;

en un punto de acumulacion, se requiere condiciones mas débil que regularidad para

garantizar la consecucién de la solucion.
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El iguiente ejemplo demuestra que un punto de acumulaciéon puede satisfacer las

condiciones 1 y 2 en el teorema 4.4.3 pero no implica que sea un vector regular.

Ejemplo 4.2 Consideremos el problema de complementariedad no—lineal:
(22 + 271 + 279 — 3)T, = 0

(222 — 1) — 229 + T3 — 1)1 = 0

donde: _
F(z) - o+ 2z + 22, — 3 )

213 — 1) — 2x9 + 7% — 1

El problema NCP puede ser formulado como el siguiente sistema de ecuaciones:
Hy(z) =22 + 21, + 202 — 3 —uf =0,

Hy(z) = 222 — 1) — 2x9 + 22 — 1 —uf =0,

Hi(z) =z1+u; =0,

Ha(z) =22+ 1u; =0

El algoritmo modificado de Newton(amortiguado) converge a un punto de acumulacién
z* =(1,0,-1,0)T con y(z*) = 1,8(z*) =2 y a(z*) =0

En el punto z* = (z*,u*)T = (1,0,—1,0)7, tenemos:

4 2
VF(z*) = s Iz =(0,1)
3 -2
Luego:
4 2 TR
L(z*) = = Ll(z*)—( N )
3 -2 7 T,
4 2 0
P(z')=1 3 -2 -1
0o 1 0

Se observa que L~ !(2*) es no-singular, ademas:

: 1 1 0
((LEy/PE) )= (0 —1)(17 ; = -2<0

14 -1

Debido a que el Complemento Schur L(z*) no es una P-Matriz, entonces:

z* no es un punto regular.
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Dado que en el NCP g(x) — —x entonces : g((ry.7,)) = (—2y, —12)
-1 0
0 —1

Luego: Vgp(z*) = Vga((1,0)) = (0,~1)7; gg(z*) = 0; Hy(2*) = —g,(z*) + uy = 0.

Vg((xy,12))

Pero se verificara facilmente que 2* es un vector regular débilmente, en efecto:

slo basta tomar nna vecindad N de z* de tal forma que @ = a(2*) C a(2') Vz' € N
tal que La(z/) es no-singular. Ademas satisface gg(2*) = 0 y H,(2*) = 0. Es decir
z* satisface la condicién 3 del teorema 4.4.3. Asi, z* es solucién del problema, sin

embargo, z* no es regular.

4.5 Convergencia Cuadratica

Para muchos algoritmos de programaciéon cuadratica secuencial,  FEl
Efecto de Maratos e refiere a situaciones en lo cual (z*, \¥) puede ser arbitrariamente
cerca a (z*,\*) y el tamano de paso puede fallar al reducir la funcién mérito. En
otras palabras, la unidad del tamano de paso y el resultado de la razén de la
convergencia cuadratica se convierte en inalcanzable.
En ésta seccion, demostramos que los algoritmos descritos en la seccion previa
pueden lograr una razén de convergencia cuadratica en una vecindad de un vec-
tor limite si ciertas condiciones son satisfechas. Demostraremos que El Ffecto de
Maratos puede ser eliminado del algoritmo descrito anteriormente. Para establecer
el principal re ultado, necesitamos asumir que f, g; (¢ = 1,...,m), h;, ( = 1,...,p)
son dos veces continuamente diferenciable.

Para probar el siguiente teorema, necesitamos primero establecer el igiente lema.

Lema 4.5.1 Supongamos que una subsucesion {z¥} generada por el algoritmo
modificado de Newton (amortiguado) converge a un vector reqular débilmente

z* — (z*,u*,v*)T de la funcién H definida por (2.19), entonces la sucesién

{d* /|| H(2*)||} es acotado.
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Demostracion

Con ideremos dos casos:

(a) Asumiremos que d* = (dz*,duf,dufj,du,dv*)T es una solucién del

sistema de ecuaciones:
H(z*) + H'(*.d*) =0
De forma analoga a (3.12) y (3.13) obtenemos el siguiente sistema:

L(2*)y* + By(2%).dubt + gy(25) = 0 (4.4)

— By (F)Ty* + git () = 0 (4.5)

donde: B, (zF)y q;Jr son submatriz y subvector de B(2*) y g respectivamente,

Por lo tanto:

~1
y* L(z*) B+(2") ( qy(z") )
dus"” - — B (") 0 g5 ' (2"
donde:
dx*
v dur,
dv*
y

st > 0)
debido a que:

( L(z*) H{[;“'J)
0

~B, ()"

existe para ~* suficientemente cerca a z*, entonces es acotado en norma

-1

por una constante ¢ lo cual depende solamente de 2*.

Asi, aplicando la desigualdad de Minkowski, tenemos:
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ly*|l < ( v )W < ¢ (Gyizki ) |
dut \ g5t (z%)
< elllgy @+ lg @ - ()
como:
Hp(z)
(@) = | Haz) | v @'(:) = H3"(2)
Hi(2)
consecuentemente:
I ol
mif-(ﬂ Ha(z) | 1/HHGEO -+ 1HsE) I/ IHE)
Hy(z)

notando que
|H(°)II” = ||HF(Z’“)H2+lIHa(?«'k)ll+|lHa(Z’°)||+IIHW(Z'°)H2+Ilh’h(zk)ll2
Asi:

dr®

/1Y o { | dut | /1HEI} es acotado.

dv*
De forma similar de (%)

g+ < ( - ) n
dug

entonces {duz++/||H(zk)||} es acotado.

o

Debido a que
du* = —H,(2") 4 V. (z*)Tdz" .. . ()

es decir, duf es una funcién lineal de dz*, y sabiendo que {dz*} es aco-

tado, pues {dy*} es acotado, luego:

ldatll  H ()

B LSRR iLalln
[HET - THE

Vg, (z*)"
) A
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por lo tanto:

{duk/HH )|} es acotado.
Entonces: {d* / |H(z*)||} es acotado.

(b) Si el sistema de ecuaciones:
H(z*) + H'(z*,d*) =0

no tiene solucién, entonces la direccién d* = (dz*,duk 0, du®, dv*)T
formado fijando dug = 0. De (4.4) tenemos:

L(2*)y* + g,(2*) = 0

sabiendo que L(z*) es no-singular entonces:

y* = —L(2*)gy(2")

Luego
dr*

[l k I — L(z*) “qu(z*)Il Ilgy (z*)I
T fuk H (= —r— L < g
ey | | 1IHEON 1 5] “IHE|

dv*
claramente {y* / | H(2*)||} es acotado por una constante lo cual depende

solamente de z*.

De la misma forma como en ()
{duk/“H )|} es acotada
Por lo tanto: {dk/HH )I|} es acotada

Usando este resultado, ahora probaremos el teorema.

Teorema 4.5.1 Supongamos que una subsucesion {z*} generada por el algoritmo
modificado de Newton (amortiguado) converge a un vector reqular z* = (z*,u*,v*)T
de la funcién H definida por (2.19), entonces para k suficientemente grande, m; — 0.

En otras palabras, un tamano de unidad de paso es eventualmente conseguido.

80



Antes demostraremos la siguiente proposicion:

Proposicién 4.5.1 Suponiendo que una subsucesion {z*} generada por el algoritmo

modificado de Newton(amortiguado) converge a un vector reqular z* = (z*,u*,v*)T

de la funcion H tal que:
0(z*) — 0(* + d*) < 200(2")

Entonces:

. k . . .
lim d* =0, y lim w*=2* donde: w* = 2* 4 d*
k—o0 k—oo

Demostracion:
Debido a que:
lim H(z*) = H(z") = 0

k— o0
d*
v en virtud al lema 4.5.1, la sucesion {1} es acotada, lnego:
]
& zk i ) _
uli.-_zj; !k ”” ]l ”[ ” < M —s. () < H”,l. _zﬁ‘“ & ;-”“.”[;AJ“

WHE  IHE)

por el teorema de Sandwich:
lim |[w* —2*|=0 = Jim |d*|| = Jim d*=0
k— o0 —00 —0e

por lo tanto: lim w* = 2* 3
k—o00

Demostracion del Teorema:

Por la condicién de Armijo, tenemos:
0(z*) — O(* + p™d*) > o™ 0(2¥)

Entonces, es suficiente demostrar que dado la subsucesion {z*}, la siguiente desigualdad

se cumple:
0(z%) — 0(2" + d*) > 200(2%)
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Para todo k£ uficientemente grande, es decir m; = 0
Demo traremos por contradiccién:

Suponiendo que la conclusién no es verdadera, entonces existe una subsucesién {2*}

tal que:
0(z*) — 0(z* + d*) < 200(z%)... (1)

De acuerdo a la proposicion anterior, tenemos:

.k . ' .
khm d*=0, y limw* =2", donde:w" = z*4d"
—00 k—oo

Sea:

1 5
0 k -0 ky 711
-0 = 53
donde:

Ty, Tz, Ts, Ts estan definidos de la siguiente manera:
Ty = Hp()THp(2*) — Hp(wh)T Hyp(w®)
= (F(z*) + Vgag) (@ )taer) + Vh(ivk)v)T{F(Ik) + Vo (o) (TF)ta(zr) +
+Vh(zF)v )+
_(F(@* + dz) + Vgagen)(2* + do)(tagse) + duager) + Vh(e* + dz)(v + dv))
(F(2* + dT) + Vga(er) (@ + dz) (taer) + duaer) + VA(zE + dz)(v + dv))
T: Ha(Z‘)(Zk)T”a(z‘)(Zk) — Hagery(w*)T Hoory (w¥)
9a(z) (TF) T Ga(er) (T¥) = Ga(er) (T* + dT)T ga(or) (2 + dx)
Ts = Hpeey(25)THpey(25) — Hagey (w*)T Hp(ory (w*)
= 9p+)(2*) 98y (2¥) = gy (z* + dx)Tgp(ery (2* + dz)
Ty = Hyo)(2%)T Hyooy(2%) — Hoao) (W) T Hogeey (0)
(- Oz (2¥) + U-u':)T( — G4(z) (%) + “1::-1) t
—( = gaeny (@ +dT) + tyer) + ditr(se)) (= Gotemy (2% + d2) + thggen) + dtingery
Ty = Hp(2*)THp(25) — Hp(w*)T Hp(w)

—  h(z*)Th(z*) — h(z* + dz)Th(z* + dz)
Los conjuntos indices: a,3 y <y estan definidos en el punto z*. Restringiendo la

vecindad podemos asumir que para k suficientemente grande:
a(z*) C a(2F), y v(2") € 7(25).

82



Debido a que la ucesién {d*/||H(2*)||} es acotada, sin perder generalidad asumire-

mo que {d*/||H(2*)||} converge al vector d (z,u,v)". Es decir:

. o
Si d* ("i-'i"k.r.iuk,til-'klf =3 ‘___d.r — 3 ——df# - — T -.dt_'k
[l H (%)) | H(=%)]| (| H(=%)]|

Ademsés, debido a que la sucesién normalizada {H(2¥)/||H(z¥)||} es acotada, sin

perder generalidad asumiremos que converge al vector H = (f] F f]a, H 85 HA,, f{h)T

es decir:
Si H = (Hp, H,, Hg, H.,, H,)". Entonces:

Hg - H, - Hp ~
——— 3y Hp; —-—-— H,, —"— — Hg:
IHE 7 HE) IHEH 7

H . H

— H,

e T TEE

Debido a que z* es un vector regular, para k suficientemente grande, tenemos:

H(*) + H'(25.d%) =0 (4.6)
Asi:
k 1k dk
H(zkl H'(z 1 ) . (4.7)
IH () L H ()]l
Se cumple para todo k, luego para k — oo obtenemos:
Hp(z*) + VHp(2*)T.d = 0, (4.8)
Haz)(2") + VHyon) (2.2 = 0, (4.9)
Hﬁ(Z')(Z*) + VHg ()3 = (4.10)

I
Hayzry(2") + V Hya)(27)" ( ) (4.11)
Uny(2%)

Hy(2') + VHy(z") .2 = 0. (4.12)
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Con_iderando el término 7T;:
Tl }IF(Zk)THp(Zk) - Hp(wk)THp(wk)
1Hp(2) 2 = || Hp(wk)||?

2(0p(2*) — Op(w*))
Por el Teorema del Valor Medio:

Ty = —2V0p(3*).d* = —2Hp(3)TV Hp(3%)T.d*
donde: 2* = tzF + (1 — t)w*, 0 <t < 1

Como: {z*} — 2*

_ T . —2Hp(35)TVHp(35)T.d*
im —————— lim
koo [HE)E ~ koo 1H (29)]?
=  —2Hp(2*)TVHgp(2")T.d 2Hp (2" ) Hp(2")... (1)

Similarmente se puede obtener:

Ts . -
li «\T *
Jim —“ Ik 2Hy(2%)" Hp(2%) ... (1)

Debido a que:

a(z*) € a(2¥) y 4(2*) € y(2")
Hoo6)(2%) = —gagery(2¥) = Ho(z+)(25) = —ga(zey(z*)
De manera analoga:
Ho() (W) = —ga(e)(z* + dz)
Hoy(z)(2%) = =gy (&*) + duf
Hoyony (W) = —gy(eny (z* + dz) + (u* + du¥),
Luego, Hy(z+)(2¥) ¥ Haay (W), Hyy(2¥) y H,(2*)(w*) tiene la misma forma funcién

respectivamente, entonces:

Tg A —2Ha(za)(2k)TVHa(z—)(Ek)T.d.’L‘k
hmﬁ = lim v
k=oo | H(z*)| k=0 1 H (%) )

= —2H,(:+ (2 T VHg- (2 ) = 2H Ha(z-)(z*)...(fll)
De forma analoga:
—2H () (Z%) TV H .+ (2*). ( )

li T4 lim
koo |H(ZF)2 koo [H (2%)[2

= 2H,+)(2") Hyery(27) .. (IV)

Consideremos Ty: observamos que para algin ¢ € £(z*), la funcién Hg(z.)(zk) y
Hp(.+)(w*) pueden tener diferentes funciones:

Ejemplo: Sea i € 8(z*) N y(wk); (B(z*) C B(z*))
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Si i € B(z*),

Hy(2*) = —gi(z*)

Si ¢ € y(wk):

Hi(w*) = —gi(z* +dz) + (ui+du;)~ = —gi(z* +dz) +du] = —gi(z*+dz)+min(0, du;)
Luego, Hg(.+(2*) y Hp(,+)(w*) pueden tener diferentes funciones.

Notamos ademas que para cualquier i € B(2*), si i € a(z¥) y i € a(w¥), o s
i € B(2%) y i € B(w*), Hi(z*) y H;(w*) tienen la misma funcién:

En efecto:

Sii € B(z*) Na(zF) Na(w*)

Hy(2*) = —gi(z*)

Hi(w*) = —gi(2* + dz)

Luego, H;(2*) y H;(w*) tienen la misma funcion.

De manera andloga si ¢ € 3(z*) N B(z%) N B(w*).

Ahora, por el teorema del valor medio:

. (H(2%)? — (H(w*))?
lim

AL HEHI 2(H)* (4.13)

para todo ¢ € B(z*) N 4(2*) N 4(w*), donde 7(2*) = a(z¥) U B(2*).

Similarmente, para i € £(z*) N v(2*) N y(w*), por el teorema del valor medio y
notando que: H;(2*) = —g;(z*) + (uf)~

Luego: klirgo H;(z*) = —gi(z*), también obtenemos (4.13)

Es imposible que i € a(zF) € y(w*), pues:

Hy(2*) = —gi(z*)

Hi(w*) = —gi(z* + dz) + (uf + duf)”

H;(2*) y H;(w*) tienen diferentes formas.

De manera analoga, es imposible que ¢ € v(2F) N a(wk).

Cuando k es suficientemente grande, el resto tenemos que considerar:

(i) i € B(z*) N +{w*) 6

(ii) i € y(z*) N B(w*)
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Si (2) es el caso, de la ecuacién de Newton:

g:(=*) + Vg (z*)"dz — min(0, du,) = 0

Luego:
gi(z* +dx) = gi(z*) + Vgi(z*)Tdz + O(||dz]|)
= min(0, du;) + O(||dz]|)

~ min(0,du;) + O(|| H(z*)||)
Debido a que i € y(wk)

H;(w*) = —g;(z* + dx) + (u; + du;)™ = —gi(2* +dz) + du;
Sabiendo que du; = min(0,du;), tenemos:

H;(w*) = —gi(z* + dr) + min(0, du;) = —O(||H(2*)|))

por lo tanto:

(Hi(2%))? — (Hi(w*))? = 2(Hi(2*))? + O(||H (2*)[|).

Luego se cumple (4.13). Similarmente para el caso (7).

Entonces, tenemos:

lim —— — = 20T H,
e THEE 0

Con todos los resultados obtenidos anteriormente (I,1I,I11,1V), y dividiendo en

ambos lados de (f) por ||H(z*)||?, obtenemos:

0(z%) - 0(zF +d*)

lHEE T

0 z*)
s s
[ H(z*)||*

Y tomando el limite, obtenemos:
HTH < oHTH

como 0 < %, la desigualdad implica que H - 0, lo cual no es cierto. [ |
De la demostracién anterior, uno puede ver que la condicion de regularidad es
importante porque esto asegura que la direccion d* es la solucién de (3.1). Bajo la

suposiciéon de regularidad débil, (3.1) no puede tener una solucion.
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A 1 no se puede obtener:

I+ H'(3,d) =0

Sin embargo, si la sucesién {2*} generado por el algoritmo modificado de Newton
(amortiguado) converge a un vector regular débilmente 2*, y si:
H(z%) H'(2*,d*)

T Mol wild S Aol Sl ool | 0 ‘
e TGN e =0 (4.14)

o)

Entonces por el mismo argumento, el tamano de paso se obtendra cuando k sea

suficientemente grande. Por consiguiente, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.5.1 Supongamos que una subsucesion {z*} generado por el algoritmo
modificado de Newton (amortiguado) converge a un vector reqular débilmente

2zt (z*,u*,v*)T de la funcién H definido por (2.19). Si (4.14) se cumple, entonces
para k suficientemente grande, my — 0. FEn otras palabras, el tamano de paso es

eventualmente conseguido.

Teorema 4.5.2 Supongamos que una subsucesion {z*} generada por el algoritmo
modificado de Newton (amortiguado) converge a un vector reqular z* = (z*,u*,v*)T
de la funcion H definida por (2.19). Entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

para k suficientemente grande

1254+ — 2% < ofj2* — =°))? (4.15)

Demostracion
Si una subsucesién {z*} generado por el algoritmo modificado de Newton

T

(amortiguado) converge a un vector regular 2* = (z*,u*,v*)" entonces de acuerdo

al teorema (4.5.1):

281 — 2k 4 d* para k suficientemente grande.
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U ando la misma notaciones de las ecuaciones (3.12) y (3.13) tenemos:

L") Bi(e") y* a(z*)
( =By (2F)T 0 f.f'nf_';' ' ' "J'.ﬁ' H(2%) ) i (4.16)

donde
dx*
y* du*
dv*
duft* > 0,

y By y q6++(zk) son la submatriz y el subvector de B y gg respectivamente.

Se nota que:

htl —

( L(z¥)  By(2) ) Wkt

—B, (25T 0 S R

ug+1++ —
ok e
( L(z*)  Bi(2) ) wh—uy | ( a,(2*) ) -
—B.(zFT 0 vk — vt g5 (2*)
ug++ —u |
donde z* = (z*,u*,v*)T es una solucién del sistema de ecuaciones. Debido a que

Hp(2*)
0,(z") = | —ga(z*)
—h(z*)

g5 " () = {—gp(2") : dupy > 0}

Ahora como:

zk - 2*
L) By )| wE-uwn |
.”.-';l"l' _.u?i

[
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( r* — x* \

L(z*) | ut—u, b By (2*)(uft — up)

a3

ok —

(4.18)

A

B, ()" | ut -

i

k R ’J

Luego, la ecuaciéon (4.18) puede ser escrito como:

p
L(2%) B, (2%) uf - u, B
( —B,(zF)T 0 ) vk — v
-

A(2%)(z* — 1*) + Vga(@*)(ug — ui) + Vh(z*)(v* — v*) + Vgg (@) (ug"" —up)
—Vga(z¥)T (2" — z7)

—Vh(zF)T (zF — z*)

~Vgh(aF)" (zF — 7

Luego de la ecuacion (4.17) tenemos:

l‘k+1 —r*
L(z*)  Bi(2") up'' —ta | _
——B+(Zk)T 0 ,Uk+1 o ’U*
u§+1++ o U*ﬁ

A(2F)(2* — ) + Vgala*)uh — ug) + VR()(F =) & Vi (@) ('t —up)
—Vga(7*)" (z* — )

—Vh(z*)T(z* — z*)

~Vgg ()" (" — )
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| ga)
—h(z*)
—gp(z*)
VHp(z%)T(2F — 2%) He(25)
Y gal(a*)T (2" — 2%) _ga(a)
V) (k-2 || —h(ab)
—Vgj(@*)T (z* — z°) —ga(z*)

Por lo tanto:

gt — z* Hp(2*) — Hp(2%) + VHp(25)T(2F — 2*)
L(z¥)  B4(2%) utl — g, —9a(z*) + ga(@®) — Vga(z*)T (zF — z*)
—B,(2F)T 0 F — —h(z*) + h(z*) — Vh(z*)T (z* — z%)
ug T — —gs(z*) + gp(z*) — Vga(z*)T(z* — z*)
(4.19)

Bajo la suposicion de las funciones F, g, h y la funcién lagrangiana Hp son dos veces
continuamente diferenciable, el lado derecho de la ecuacién (4.19) esta acotado en

norma por:

donde el valor de ¢ es dependiente de la segunda derivada de Hp, gy h en 2z*. La
matriz del lado izquierdo de la ecuacién (4.19) es no singular, luego su inversa es

acotada en norma por una constante ¢ lo cual también es dependiente de 2*.

En efecto:
:Itk+1 —rt
-1
k+1 __ ,,* L Zk B Zk . )
S SO I PR
,Uk+1 —v* —B+(Zk)T 0
u';;rHJr - UZ’
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E decir xi te una constante c¢ lo cual depende solamente de z* tal que para cada &

uficientemente grande:

|25 — 2| < ef|* =27 =

-
£

Cuando z* es olamente regular débilmente, la convergencia cuadratica en la vecindad
de la olucién no es garantizado en general. La principal razén es que la direccién

d* no es necesariamente una solucién al sistema (3.1).

4.6 Propiedades del método basico

En esta seccion discutiremos el algoritmo de Newton (amortiguado) basico

y el algoritmo modificado para el sistema de ecuaciones no-diferenciables en lo cual
la desigualdad variacional puede ser formulado. A diferencia del enfoque de Pang, el
cual usa el operador “Min” para convertir un problema de desigualdad variacional
en un sistema de ecuaciones, obtenemos un sistema de ecuaciones a través del uso
de la aplicacion Minty. La diferencia basica entre las dos formulaciones es que la
formulacion Minty pone ambas restricciones de desigualdad y sus variables duales en
el sistema de ecuaciones, mientras que la formulacion del operador “Min” solamente
considera uno de esos dos a la vez. En general es dificil decir cual formulacion e

mejor que el otro. El siguiente ejemplo demuestra que un punto regular bajo una

formulacion puede no ser regular bajo otra formulacién y viceversa.

Ejemplo 4.3 Consideremos el siquiente Problema de Complementariedad donde:

241, 4+20,—3
Fz)=| 71777

2 2
2r7 — 2x9 + x5 — 2
Como demostraremos en la siguiente seccion:
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La formulacién de la aplicacién Minty lleva al siguiente sistema de

Hz) = Fet) 1 ( Hi () ) ) ( 0 )
Ha(x) 0
H (z) @ } + 23 -3 N 0
) 2z)? — 205 + (x3)? -2 a3 0
Hy(z) ()2 + =} + 223 —3+a] ) .
() 2(zf)? - 223 + (z§)* 2+, 0

Hy(z) = ()2 +of + 20 -3+ 27 =0
Hy(z) = 2(z))? — 223 + (23)* =2+ 25 = 0

ecuaclones:

Luego:

entonces:

La formulacion del operador “min” genera:

) Hy(x) 0
H(z) = Min(z, F(x)) = ( ) = ( )
Hy(x) 0
Luego:

Hy(z) = Min(z1, Fi(z)) = (21,72 + 11 + 272 — 3) = 0
Hy(z) = Min(z,, Fo(x)) = (72,22 — 2z9 + 15— 2) = 0
e En el punto z(Y = (1,1)7

Formulacion Minty:

a(z) = {1,2}

B(z) = 0

(=) =0
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Y el jacobiano de F' es:

sy 20 T 2 3 2
r -
' 4z ) —2 4 0

Lo cual eg no-singular. Por lo tanto z(!) es un punto regular bajo la formulacién de

la aplicacion Minty.

Formulacién del operador “Min”:
Hy(z®) = Min{1,1} =1 = F(zV) = W
Hao(zM) = Min{1,-1} = =1 = Fo(z®™)
Por definiciéon tenemos:
a(z) = {i:z > F(z)}
B(z) = {i:z = F(x)}
A(z) = {i:3 < F(2)}
Ahora, como:
R (z0) = 2® = 8®) = {1)
Fp(z®) < 2V = a(zW) = {2}
Luego: (")) = 0 Entonces:
VFaalz®) = 502 = =2+ 202 =0
Por lo tanto, este punto no es regular.
e En el punto z? = (2,0)"
Formulacién Minty:
a(z®) = {1}
B(z®) = {2}
y(z®) =0
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Y el jacobiano de F es:

(2) '
T*'F{;r{"’]] 2.'1/'1 + 1 2 B 5 2
4P 2P -2 8 —2
Luego:
OF
Faa Fll‘—l:Z’L'(lz)-*—l:E)
81‘1

El Complemento Schur:
Fag — Fio.(Fao) 1.Fy5
Debido a que:
Fgg = =2, Fga=8 Fog=2
Entonces:
Foo~ Faal(Fac) " Fog = =2~82.2 = —=2 <

5 5
Entonces el Complemento Schur no es una P-Matriz.

Por lo tanto, (? no es un punto regular.

Formulacion del operador “Min”

Hi(z) = Min{z?, (1?)2 + 2P + 22 — 3} = Min{2,3} =2
Hy(z) = Min{z?, 2(z{?)? — 222 + ()2 — 2} = Min{0,6} = 0
Como:

Fi(r) >z, Fafr)>z =>~+(=*)={1,2}

El punto 2 — (2,0)T es regular ya que todos los indices estan el conjunto 7.
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5 ALGORITMO DE
NEWTON AMORTIGUADO PARA
PROBLEMAS DE
COMPLEMENTARIEDAD

Hasta ahora hemos discutido el algoritmo de Newton (amortiguado) y

us propiedades teoricas cuando aplicamos a desigualdades variacionales. Debido a
que los Problemas de Complementariedad es un caso especial de los problemas de
desigualdad variacional, el algoritmo deberia tener algunas caracteristicas especiales
y variaciones cuando aplicamos a éste caso especial. En este capitulo, exploraremos
estas caracteristicas y variaciones en el contexto de los Problemas de Complemen-

tariedad no-lineal.

5.1 Método de Newton amortiguado para
Problemas de Complementariedad

Siendo g(x) = —z, el Problema de Desigualdad Varicional VI(X,F) se
convierte en el problema de Complementariedad NCP(F). En este caso el sistema

de ecuaciones H(z) = 0 dado por (2.9) — (2.11), se convierte en:

H(z) = ( Fle) —u? ) 0 (5.1)

T4+ u

donde H : R?" — R*", y z = (z,u)T € R**. La B-derivada de H en el punto z a lo

largo de la direccién d = (dz,du)” esté dado por:

VF(z)dzx — I.du*
H'(z,d) ( (5.2)

l.dx + du
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En efecto:

H(z,d) = lim ZETA) = HEG)
A—0+ A
: ) Flr fr) — F T T
| lim \% - A ':J']l [ lim (14 el 0 |
T (i M) Tt M) =
T+ Mz)—x o XY =
{'AI-IS- , )+ !.th- = ]
Luego:
F(z)dz — I.du*
H’(Z,d) o \Y (:L‘) T u
ldzx + du

donde [ es una matriz identidad n xn y du* y du™ tienen el mismo significado como
antes. Definimos:

Hp(z) = F(x) — [Lu,,

H.(2) = zq,

Hg(z) = zg,

Hy(2) = oy + uy,

La ecuacion de newton:

H(z*) + H'(z*,d*}) =0 (5.3)

puede ser escrito como:

Hp(2) + VF(z)dz — IZdu, — I3 max(0,dug) = 0, (5.4)
Ho(z) + Ipdx = 0, (5.5)

Hpg(z) + Igdz + min(0, dug) = 0, (5.6)

H,(2) + L,dz + du, — 0, (5.7)

donde I, es una submatriz |a| x n de I cuyas filas son indexados por el conjunto «,

también I y I, son definidos de manera analoga.

Similarmente uno puede definir los conceptos de regularidad y regularidad

débil.
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Definicién 5.1.1 Seq z — (z,u)T un vector arbitrario en R?". Entonces z es lla-

mado un vector regular para la funcidn H si

VE(z) —IT
I, 0

(a) L(z) = ) es no-singular.

(b) El complemento Schur de L(z) en la matriz
VF(z) -IT -If
P(z) = I, 0 0

b 0 0
dado por (15,0).L(z) '.(I,0)T, es una P-Matriz.

Definicién 5.1.2 Sea z = (z,u)T un vector arbitrario en R*", entonces z es llamdo
un vector reqular débilmente para la funcion H si eriste una vecindad N de z tal

que para cada vector z' = (z',u')T € N, la matriz

VF(z') —-I7 ,
L(zl) _ ( ) ol )

I, O

es no-singular.

El algoritmo modificado de Newton (amortiguado) descrito previamente generara

una direccion descendente para la funciéon norma en un vector z si z es un vector

regular.

Proposiciéon 5.1.1 Sea z un vector reqular débilmente de H definido por (2.19). Si

H(z) # 0, entonces siempre existe una direccion descendente d en z para la funcion

norma 6 a menos que:

(2) Ly = Hy(2) =0;

(i1) Ls = I.Hp(z) = 0;
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(447) Ls = TVF ) + Z T + Z =)

i€a(z) i€f(z)

(iv) Ly - IaHp(z) <0;

(v) Ls =25 <0

En particular, st x5 > 0, entonces siempre existird una direccion descendente para

la funcion norma.

Demostracion:
Supongamos que no existe una direccién descendente para la funcién norma en z,

entonces para cualquier direccién d € R?", tenemos #'(z,d) > 0. Por definicién:

0'(z,d) = H(2)TH'(2,d)

donde: _
H(z)¥ = ( Hep(2)" 2L 2z H,(2)T ) y
VF(z)dz — I du, — IF min(0, dug)
1,dx
H'(z,d) =
Igdz + min(O,du,g)
I,dz + du,
Luego:

0'(z,d) = H(z)TH'(z,d)
— [Hr(2)"VF(z) + 2lla + 2515 + H,(2)"I,]dx
— Hp(2)" I du, + H,(2)Tdu,
— Hp(z)TI;"max(O,dug) + mgmin(O,duB)
> 0
Fijando dz — 0, dug = 0, dug = 0, y du,, # 0, tenemos:
H,(2)Tdu, >0  Vdu, #0.

Obviamente, este es solamente cierto cuando ,(z) — 0.
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Por el mismo argumento:

e Fijando dz = 0, du, = 0, dug = 0 y du, # 0, tenemos:
Hp(2)T1Tdu, <0 Vdu, # 0.

este es solamente cierto cuando Hp(2)TIT = I, Hp(z) = 0.

e Fijando du, = 0, dug = 0, du, = 0, dz # 0 tenemos:
[Hp(2)'VF(z) + 2l 1o + 2515 + Hy(2)TJdz = 0, Vdz # 0

este es solamente cierto cuando:
Hp(2)"VF(x) + zll, + zlls + H,(2)T1, = Hp(2)"VF(2)+

+Z?rii Z-FJ
) )

i€a(z i€fB(z

=0

Fijando dz = 0, duq = 0, du, = 0, y dug # 0, es trivial ver que los coeficientes
de max(0, dug) tiene que ser mayor o igual a cero, y los coeficientes de min(0, dug)
tiene que ser menor o igual a cero, esto nos lleva a :

Hp(z)TIg IgHp(2) <0

zg < 0. L]
Si z es un vector regular débilmente y algunas de las condiciones (¢) — (v) no son
satisfechas, el siguiente procedimiento es implementado.

Paso 1:

Para alguna componente /;; de L;j (j = 1...5) que viole las condiciones de arriba,
fijar d;;,
Paso 2:

la direccién asociada con l;;, a ser 1 o —1 de tal forma que /;;.d;; < 0

Realizar una biisqueda lineal a lo largo de la direccion d obtenida en el paso 1.
Es facil ver que el algoritmo de Newton(amortiguado) con ésta modificacién generara
una direccion descendente para la funcion norma. La convergencia del teorema y la

razon cuadratica de convergencia en la vecindad de solucion se mantendra bajo la

mismas condiciones.
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5.2 Formulacion alternativa para el Problema de

Complementariedad No Lineal

Siguiendo el concepto de la aplicacion Minty, y de acuerdo a (2.18),

definamos la aplicacién I1 : R®™ » R" por

H(x) = F(z%)+x (5.8)
donde:
rf = max(z;,0), z; = min(z;,0), zt = (z},23,...,z5)7 vy

o= {27, 25 r, )"

#2172 715n

En otras palabra, % resuelve el NCP(2.2) y solo si resuelve el sistema de ecuaciones
(5.8).
En efecto:

Si %t resuelve el NCP, es decir:

F(zH)fx* =0, F(x!

M
)

Luego:

Fizt) ¥zt = {27zt = 0= (F(z*) + = Wzt =0
Entonces: H(z) — F(z") + 2z~ =0,
es decir z es solucion del sistema de ecuaciones (5.8).

El otro sentido de manera analoga.

Debido a la estructura especial de los problemas de complementariedad uno tiene

los siguientes resultados concerniente a la acotacion del conjunto nivel si F es una

funcién P-Uniforme.
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Teorema 5.2.1 Sea la aplicacién F - R7%  » R" continuamente diferenciable y una
funcion P-uniforme; es decir, VF(z) es una P-Matriz para todo z € R. Sea

2% € R™ un punto arbitrario. Entonces el conjunto de nivel

{zeR: |H(x)| < | HE)I}

es acotado

Demostracion:
Por contradiccién, asumamos que el conjunto de nivel de I no es acotado; es decir,

asumamos que existe una sucesién {z*} con klim |lz¥|| = oo tal que:
—0oC
IH ()| < [1H (z%)]

Definamos:

a(zf) = {j: 2§ >0}, B(=*) ={j:2§ =0}, ~(z*)={j:2} <0}
¢

zg = {2} :j € a(z®)}, zf={zf:j e B}, z§={zf:j€(z)}

Debido a que ||z¥|| — oo, se debe tener |z%| — oo para j € a(z*) o j € y(«*). Si

% — oo para j € a(z*), entonces existe una subsucesion {z'} de {z*} tal que los

conjuntos indices son constantes; es decir,

a(z!) = a(x?) = ... = @) o

pEhH = pEH = ... = B@) = ...,

1E) = @) = ... = F) = ..

Debido a que ||H(z')|| < ||[H(z°)|| para todo [, existe una subsucesién {7} de {#}

tal que
lim ||H(z9)|| =n < o0
g—00
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Luego para todo € > 0 existe un L > 0 tal que V. m > 0
|H(z"™) — H(E“))|? < e
Esto implica:

€ > ||H(@"™) - H(z")|?
= IE(@H™)*) = Fa(@M) DI + 1Fp((E™)*) — Fe((5))|1?
HIE((@E™)) = By (@) 1) + (@9m) ™ = (@4) 7|12
> [[Fa((@Hm)Y) — Fu((@9))))12

Debido a que:

Fo((54m)*) = Fo((Zh)*) = VFu(0(@-T™)t + (1 - 0)(@5) 1) (@4 — (L))
+VEu(0(zH ™) + (1 - 0)(24)*).0
+VFo, (™) + (1 — 0)(25)1).0

para algin 6 € [0, 1], por la asumida diferenciabilidad de F, se tiene:

IFa((Z5™)%) = Fa((@4) 1|12
= IVFaa(0@H+™)* + (1= 0)@EH)DIPI(E™) — (@) )]I? < e

Haciendo m — oo, se tiene ||((ZXY™)* — (z1)1)||2 — oo, en efecto:
Debido a que ||z*¥|| — o0, luego {z*} no es de cauchy.

Entonces ||((z¥*™)* — (2L)*)||2 — oo

de este modo se debe tener:

lim ||VFu(0@@™) + (1 -0)(@H)))?=0

m—0o0

Lo cual contradice la suposicion de que F es una funciéon P-uniforme.
Entonces concluimos:

lz&ll < oo
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Si 37? » —00 para algin j € y(x ) y por el mismo argumento anterior, existe una
sub ucesién {77} de {x*} tal que los conjuntos indices son constantes para todo g y

|H(z?)|| < ||H(z®)||. Entonces, para cualquier € > 0, existe un L > 0 tal que para
todo m > 0,

IH (@) = HE)|* < e

De este modo

N
v

IH (@) — H(z")||?
> |F(@E™)) = Fy(@H)) + @) - @)1 (5.9)

Debido a que (£“*™)* y (z%)* no son dependientes de los valores de Z2*™ y zL | es
decir, F((zXt™)*) y F((2*)*) son finitos debido a que %, y %3 son acotados. Asi:

lim [|F,((254™)%) = Fy((@8)7*) + @) = (@) | = oo,

m-—00

lo cual contradice (5.9), entonces concluimos
k
la*] < co.
Por los argumentos establecidos decimos que la sucesién {z*} debe ser acotado y de

este modo, el conjunto de nivel de H es acotado. [

Proposiciéon 5.2.1 Sea H definido en (5.8) entonces:

La Deriwvada de H en un vector x estd dado por:

OH; : o
8_5- dj = Fyymaz(0,d;) + Iiymin(0,d;) Si j € B(z)
j
I;5.d; Si j €r(z)
donde
OF;
Fi; = oz,
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1 S j=i,
a(z) = {j : z; > 0},
Blz) ={j :z; =0},
¥(z) = {j : z; <0},

{0 Si j#i,
I.'j_-

Demostracion:

La i-ésima fila de la B-Derivada :

_ F(@+xd)t) - F(e*) . (@t M) -
BH(x)d J‘11‘111: 1 3 R R Ahﬂ;lr —
Debido a que:
e il By ot o
e lim Fi((z +Md)7) = Fila") VE(z*).V(z*)d = VF(z").d*
A1 A
i + M) — =z} :
e [im {i o) =3i Iij-d;
A0 A
Por lo tanto:
+
(91 0
or, R w dz,
0 8_172. .0 drs
SE I A B 1= s
z).d= Or, Oxq oz, . 0 :
oz, dz,
k\ i 0 8zn)

Ahora, tenemos:

e Sij€ a(x):

entonces: SF
aH, ory v d
BH,(x).d; ﬁEiTJJi" HJ_I.dJ = Fiy.d;
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e Sij € fB(x):
;=0 y dr} =d = max(0,d;), ,dz; = d; = min(0,d;)

entonces:

= adH, aF, JF; )

BH;(x).d; = E;(.r}.re'j : r_?j.u‘; bligd; - %}IHEIK“].I{J‘] f-4imin(0.d;)
e Sij € (x):

.’L'j<0 y dl‘;:d;—go, _t‘i!'.]"“r l’f;f'j; -I'f_,'

entonces:

dH, .
BH(z).d; = E[J‘Ld‘? Id; =

Aplicando el algoritmo de Newton(amortiguado) a el sistema (5.8) uno necesita
resolver el siguiente Problema de Complementariedad mixta lineal para generar la

direccién d* durante la iteracién k:

F.((z®)1) + (25) + Foada + Fapmax(0,dug) + Ingmin(0,dg) + Ioydy = 0... (1)
F’Y((-Tk)+) + (1':)‘ + Fhyada + Fypmax(0,dug) + 1,min(0,dg) + Ly,dy = 0... (F1)

Fp((2*)*) + (25)” + Fpada + Fgsmax(0,dug) + Igsmin(0,dg) + Igydy = 0. (t 1 1)
Como Inp = 0 = Iy en (1) tenemos:
Fo((z*)') + (%) + Fuada + Fagmax(0,dug) = 0 (5.10)
Como L; =0y L, = 1 en (ft) tenemos:
F (%)) + (2%) + Flada + Foamax(0,dug) + d, =0 (5.11)

Como Igg =1, Ig, =0y zf =0en (t 1) tenemos:

Fal(x*)') + Faala + Fzpmax(0,dug) + min(0,dg) = 0 (5.12)
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donde: F,, es la matriz

aF; )
( e ) Vi, ] € a

i ;

y las otras matrices F,g, .4, F\,3 y Fpg son definidos de manera anéloga.

Denotamos:

H, = Fo((z*)*) + (z8)”
H, = F,((z*)*) + (z5)"
Hp = Fp((z*)*)

dj = max(0,dg)

Wg = Hg + Fﬁada + Fgﬁd;

Notamos que wg = —min(0,dg) y asi de (5.10) — (5.12) tenemos:

Ho + Fooda + Fopdj =0
wg = H@ + Fﬁada + Fﬂﬂd; Z 0
T

dy = —H, — Fyadq — Fygd}
Demostraremos que wgdg =0

e Sidg = 0 es obvio que wg.dg =0
e Sidg # 0 entonces

— Si dg > 0 tenemos:
wg —min(O,dﬂ) =0= wgdg =0
— Sidg < 0 tenemos:

wg = —dg, d; =0= w};dg =0

En todos los casos wgdg —0. I
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De (5.13), si F,, es no-singular, tenemos:
do = —F‘;(}Faﬁ.dg —FlH,
Reemplazando en (5.14):

wg - H5 + Fga(—FgalFagd; — Fa'alHa) + Fgﬁdg
(Fap — FpaF oy Fap)dj + Hg — FpaFyiHy > 0 ()
+
df > 0
wgd; = 0

Entonces: (*) define un Problema de Complementariedad Lineal.

Las condiciones de Regularidad en este caso es logicamente definido por:

(t) Fau es no-singular.

(17) Fpp — Fpa(Foa) *Fag, el Complemento Schur, es una P-Matriz.

k

Cuando las condiciones (7) y (iz) son satisfechas en z*, z* es llamada un vector

k

regular de H(z). Claramente, si z* es un vector regular de I, el sistema (5.10) —

(5.12) tiene una solucién tinica. Si F' es una funcién P-Uniforme, entonces cualquier
xz € R" es regular. i.e, el sistema (5.13) — (5.16) siempre tendra una solucién tnica

cuando F es uniformemente P.

Si existe una vecindad N de z* tal que para cada vector ' € N,

k

la matriz F, / es no singular, donde a’ = a(z'), entonces llamamos z* vector
(03

regular débilmente. El algoritmo modificado de Newton(amortiguado) obtendra
una direccion descendente para la funcién norma a meno que:
(¢7) Ly = Hy(z) = 0;
(i) Ly = Ha(2)" Faq + Ha(x)T Fsa + H,(2)TFy = 0;
(i3i) La = Ha(x) Fan + Hp(x) Fap > 0;

(iv) Ly = Hg(z) <0.
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Si © es un vector regular y una de las componenetes de Fp(zt) es
po itiva, entonces existe una direccion descendente para la funcion norma debido a
la violacién de (iv). En particular, si z es un vector regular débilmente y Fg(zt) = 0,
entonces z es solucién de (5.8). En el caso donde z es un vector regular débilmente
y algunas de las condiciones (z) — (iv) no es satisfecha, el procedimiento para generar

una direccion descendente es la misma como la que se describié anteriormente: es

decir:

(¢) Para alguna componente /;; de Lj(j 1,%..4) el cual viola la condicién,

fijamos d;;, la direccién asociada con l;;, a ser 1 o —1 tal que l;; xd;; < 0;

(1) Realizar una biisqueda lineal a lo largo de la direccién obtenida en ().

Se puede ver que aunque la clasificacion de los conjuntos a, 8 y v y la funcionH,, Hz
y H, son diferentes bajo dos formulaciones alternativas, la condicién de regularidad

y regularidad débil son muy similares.

En el capitulo anterior, senialamos que el algoritmo basico de Newton(amortiguado)
puede fallar en cualquier paso intermedio si la condicion de regularidad no es
satisfecha, y el algoritmo modificado puede llevarse a cabo bajo condiciones mas

débiles. Los siguientes ejemplos muestran como trabaja el algoritmo modificado.

Ejemplo 5.1 Consideremos el problema de complementariedad no-lineal donde:

3.2 13
F( ) 2*1 2

212 — 219 + 13— 2

La solucién a este NCP(F) es z* = (1,0)” con a(z*) = {1} y B(z*) = {2}.
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En efecto:

Este problema de complementariedad no-lineal NCP(F) es equivalente al siguiente

iIstema de ecuaciones:

=
5
I

Frt)y+z; = —3(z1)2+ L(ef)+2(zf) -5+ 27 =0
Hy(z) = Fy(zt)+z; = 2(cf)?—2(z3)+(z3)? —2+x, =0

Sea el punto inicial 0 = (2,0)7, luego:
Hy = —3(2)%+ 15‘3(2) —5=2
Hy=2(2)2-2=6

Ahora, para encontrar una direccion descendente, resolvemos el sistema de ecuaciones

(5.13) — (5.16). Pero como a(z°) = {1}, B(z°) = {2} y 7(z°) = 0, entonces:

H1 +F11d1+F12d; =0
Hy + Fnd; + Foedg > 0, df>0
(H2 ‘+‘ F21d1 + Fggd;)Td; == 0

Por dehinicion:

_ aF, : 13 .
Fu=4 =321+ S leo = 3
Ak
Py = ot =
Fiz ra
k.
Fy = :.iu_z = 47y |(20) = B
IF. -
Fog= 2 — 975~ 2oy = 2

f-j.f'-:
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Reemplazando en el sistema de ecuaciones anterior, tenemos:

24 0.5dz; + 2z — 0...(I)
6 + 8dx; — 2dxd > 0, dzd >0...(I1)
(6 + 8dxy — 2dz})Td} — 0...(IIT)

Este LCP no tiene una solucién, en efecto:

De (I): dz; = —4 — 4dzx,

Reemplazando en (/]), tenemos:

6 + 8(—4 — 4dxs) — 2dr] = —26 — 34dxy <0

Lo cual no puede ser, por lo tanto, el sistema no tiene solucion.

Ahora, aplicamos el algoritmo modificado de Newton(amortiguado)
Fijamos: drgd =0

Reemplazando en (I), tenemos dr; = —4, por lo tanto:

La direccién descendente sera: d = (—4,0)7.

Luego el siguiente punto sera:

) = 20 4 \d

Para encontrar el valor del parametro A realizamos una busqueda lineal. Después

1
de dicha buisqueda A = —. Por lo tanto:

IU} - {2"}]3—' 4 .‘;{_‘LU}I = (1_[}]?

Reemplazando z(!) en (1), obtenemos:
H(z") =0

Entonces: z* = (1) = (1,0)T es solucion al problema de complementariedad no

lineal NCP(F).

Notemos que el vector z* no es un vector regular, en efecto:
Debido a que z* — (1,0)7, tenemos:

a(z*) = {1}

Blz*) = {2}
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Y(z*) =0
Recordemos que, para que el vector z* sea un vector regular debe satisfacer las dos

condiciones:

(¢) Fio €s no-singular

(44) Fpp — Fpo(Faa) ' Fap, el Complemento Schur, es una P-Matriz.
Como:

VF(z) —3m+ 3 2 |
xTr) —=
Az, 219 — 2

Entonces:

7
e Foo = Fi1 = -3z, + 1—23|(1,0) - 5 # 0, luego F,, es no-singular.

e sabiendo que: Foo = 2, Fag =2, Fpo =4, Fgg— —2
7 0
= Fp — Fpa(Faa) 'Fap = -2 - 4(5) 72 = ‘37 <0.

Luego el Complemento Schur no es una P-Matriz.

Por lo tanto z* no es un punto regular, pero es regular débilmente. En efecto:
Sélo basta tomar una vecindad N de z* de tal forma que a(z*) C a(z’) tal que

L

o(z) S€8 10 singular.

El problema anterior puede también ser formulado como un sistema de ecuaciones
a través del uso del operador "min”.

Esta formulacién nos lleva a:

En el punto inicial z° — (2,0):

H;(z°) = Min{ £} (z°), 29} = Min{—3(z})*+ 32 (z])+2(z7)—5,2:} = Min{2,2} = 2
s Hy(1°) = Fi(e®) =20 = 2. (+)

Ha(z°) = Min{F3(z°), 3} = Min{2(z{)? — 2(z5) + (z3)? — 2,22} = Min{6,0} = 0

= Hy(z°) = 0 = Fp(z°) > 23 (¥%)
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donde lo conjuntos indices:
a(z*) = {i: zf > F(a*))
B(z*) = {i: f = Fi(a*)}
v(z*) = {i: =} < Fi(z*)}
Seguin ésta denotacién, de (*) y (*¥*):
a(z) =0, B(z°) = {1}, ~(z°) = {2}

Luego: tenemos el siguiente problema de complementariedad lineal LCP:

, By 7 estan denotados de la siguiente forma:

Hy + Fyydzf >0, dzf >0

(H1+ Fiidz)Tdzf =0

dx§r = —Hy — ledxfr

Reemplazando valores:

2 +0.5drf >0, drf >0

(2 +0.5dz})Tdz} =0

dzd = —8dz]

La tnica solucion de este sistema de ecuaciones es:

dr! = 0, debido a que dzj = —8dx} = 0, entonces alli no se puede encontrar una
direccion descendente diferente de cero. Por lo tanto, aqui el operador "min” fallara.
Ahora sea el punto inicial z° = (0,0), de manera analoga se puede verificar que es
un vector regular débilmente (no es regular).

El subproblema LCP en este punto se convierte en:

Hp+ Fppdf 20,  d5 20

(Hp + Fﬁﬁdg)ng =0

Como (z) = {1,2} entonces:

—5 + Bdrt + 2dzf >0, def >0, (=5+ Fday +2dzs)Tdzy =0

—2—-2zf >0, drf >0, (—2—2dz})Tdz} = 0 Se observa, que el sistema

de arriba no tiene solucion. Ademas, fijando dr; = dxre = 0, tampoco ayuda a la

situacion.
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Sin embargo, debido a que:

6.5 2
Ha(z%)" Fs = (-5, -2) ( ) = (—325,-6)
0o -2

Usando el algoritmo modificado descrito anteriormente tenemos:
Debido a que —32.5 < 0, entonces fijamos d; — 1
Debido a que —6 < 0, entonces fijamos dy — 1

De este modo obtenemos la direccién descendente d = (1,1)7.
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6 CONCLUSIONES

Una de las dificultades que presenta el método tradicional de Newton
e la diferenciabilidad. Cuando la funcién en consideracién no es F-diferenciable
en ciertos puntos, el método puede fallar. El algoritmo de Newton(Amortiguado)
supera dichas dificultades aplicando el Método de Newton a las funciones B —
diferenciables. La caracteristica de éste nuevo método se basa fundamentalmente en

que identifica aquellas partes en la cual puede causar problemas la no diferenciabilidad

de la funcién.

Bajo la suposicion de regularidad, el algoritmo modificado de Newton
(amortiguado) posee una convergencia cuadratica local. Bajo la suposicién de
regularidad débil y algunas Condiciones Mild, el algoritmo modificado de Newton
crea siempre una direccion descendente y converge a la solucion. Por lo tanto éste
algoritmo de Newton Amortiguado es adecuado para muchas aplicaciones donde la

condicion de regularidad esta ausente.
En el contexto de un programa no-lineal, el algoritmo es del tipo de

programacion secuencialmente cuadratica con dos caracteristica distintas:

e No hace uso de la funcion de penalidad.

e Evita el Efecto de Maratos

Con éste trabajo desarrollado estamos en condiciones de realizar expe-
rimentos numéricos y comparar los resultados de estos experimentos con los métodos
tradicionales como es el método de Newton y se puede mostrar que éste método es

mas eficiente y robusto que aquellos métodos tradicionales para resolver problemas

de complementariedad no-lineal.

114



BIBLIOGRAFIA

[1] M. Avriel. Nonlinear Programming Analysis and Methods. Prentice-
Hall. (1976).

[2] M.S. Bazaraa and C.M Shetty. Nonlinear Programming: Theory and
Algorithms. John Wiley and Sons, 1979

[3] F. Facchinei. “A Simply Constrained optimization reformulation
of KKT y tem arising from variational inequalities”. T cnical

Univer ity of Dre den. Institute of Numerical Mathematics. (1997).

[4] M. Fukushima. “Optimization Based Globally Convergent Methods for

the Nonlinear Complementarity Problem”.

[5] M. Fuku hima. “Equivalent differentiable optimization problem and

de cent m thods for asymmetric variational inequality probl m ”
Technical report 9007. Department of Applied Mathematic and
Physics. Faculty of Engineering. Kyoto Univer ity (Kyoto. Japan.

19 9).

[6] P.T. Harker and J. Pang. “Finite-Dimen ional Variational Inequality
and onlinear Complementarity Problems: Survey of Theory,
Algorithms and Aplication ”. Mathematical Programming B-4 .
(1990) 1-60.

[7] P.T. Harker and B. Xijao. “ ewton’ method for the nonlinear
complementarity problem: A B-diffi rentiable equation approach”.

Mathematical programming 48 (1990) 339-357.

[8] D. Kinderlehrer. “An Introduction to variational In qualiti and th ir

aplications.” Academic Pr s. (19 0).

132



[9] Malcolm Keswell. “ Notes on Second Order ”Sufficient” Conditions for

Characterising Extrema of Bivariate and Multivariate Functions”.

.D. Pang. inimization of Locally Lipschitzian Functions”. Society
[10] J.S. P “Minimizati f Locally Lipschitzian F ions”. Soci
for Industrial and Applied Mathematics (1991) 57-82.

[11] J.S. Pang. ”Newton’s method for B-differentiable equations.”
Mathematics of Operations Research 15 (1990) 311-341.

[12] J.S. Pang. “ A B-differentiable equation based, globally, and
locally quadratically convergent algorithm for nonlinear programs,

complementarity and variational inequality problems”.

Mathematical Programming 51 (1991) 101-131.

[13] S.M. Robinson. “False umerical Convergence in some Generalized
Newton Methods”. Department of Industrial Engineering,
University of Wisconsin (Madison, WI, 1995).

[14] S.M. Robinson. “An implicit—function theorem for a class of non mooth

)

functions.” Manuscript. Department of Industrial Engineering,

1991.

[15] A. Shapiro. “On concepts of directional differentiability”. Research
Report 73/ 8(18). Department of Mathematics and Applied
Mathematics, University of South Africa (Pretoria, South Africa.

1988)

[16] B. Xiao and P. Harker. “ A nonsmooth Newton method for variational
inequalities, I: Theory ”. Department of System Engineering,

University of Pennsylvania, Philadelphia. 1993

133



