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l. INTROOUCCION

El propósito de esta tesis es encontrar una solución general para sis

temas lineales que contienen parámetros que varían con el tiempo. No hay 

sistema en el cual sus parámetros no varían con el tiepmo. Además, hay sis

temas que contienen parámetros que se hacen variar intencionalmente con el 

tiempo. Si los parámetros del sistema varían muy lentamente, es válido de 

analizar el sistema suponiendo parámetros constantes dentro de cierto inter

valo de tiempo. Con el método desarrollado en esta tesis también pueden ser 

analizados algunos tipos de sistemas no lineales. 

La solución en forma cerrada (es decir, una combinación finita de fun

ciones elementales tales como polinomios, exponenciales, logaritmos, integrd-

les indefinidas) de los sistemas de ecuaciones diferenciales con parámetros 

que varían con el tiempo es muy difícil y muchas veces imposible. Por lo 

tanto, se aplicarán para la solución métodos numéricos implementados por una 

computadora. 

El método numérico usado está basada en la solución de sistemas de ecua

clones diferenciales para el problema del valor inicial. La solución nu

mérica tendrá un valor pre-especificado de aproximación. 

Para resolver el problema el sistema tiene que plantearse en forma de 

Variables de Estado XcAX (donde j y X son vectores columna y A es una 

matriz n x n) y las condiciones iniciales tienen que ser también especifi

cadas. 
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11. REVISIOf� DE LA LITERATURA

En la literatura no hay un método general para resolver sistemas que 

varían con el tiempo, pero hay bastante literatura relacionada con la solu

ción de sistemas con parámetros constantes que es un caso especial de los 

sistemas que varían con el tiempo, 

Mucho del material relacionado a las sistemas que varían con el tiempo 

se refieren a problemas especiales y métodos teóricos que en la práctica no 

se pueden aplícar fácilmente. 

El problema principal reside como lo dice R·. G. Brown (1) y S. C. Gupta 

(6), que no hay una transformada que se pueda aplicar satisfactoriamente 

para todos los casos de parámetros que varfan con el tiempo. 

L. A. Zadeh (20) introdujo la idea de la función del sistema H(s,t) pero

la dificultad en el método es que uno intercambia una ecuación diferencial 

de enésimo órden por otra ecuación diferencial, y en muchos casos la ecua

cíón auxiliar de H(s,t) será mucho mas difícil que la ecuación originai. 

Claro está que si llegasemos a conocer de algún modo H(s,t), el comporta

miento general del sistema puede ser fácilmente encontrado y es de gran valor. 

El operador adjunto desarrollado por W. Kaplan (11) da valores satisfac

torios cuando podemos obtener una solución de la ecuación adjunta. 

La idea del matrizant desarrollado en P. M. DeRusso (4) y L. A. Pipes 

(14) presenta el problema en desarrollar la Matriz de Transición en una serie

infinita que es diffcil de evaluar. 

En el área de sistemas de ecuaciones diferenciales, hay bastante infor

mación, la cual se puede encontrar en Earl A. Coddington (2),.E. L. lnce, (9) 

Y H. Tenenbaum (19), También existen en la literatura varias demostraciones 
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de la existencia y unicidad de la solución para sistemas de ecuaciones con 

parámetros que varían con el tiempo. 

También existen varios métodos de solución de ecuaciones diferenciales 

basados en los llamodos métodos de un sólo paso y métodos de varios pasos 

como se puede ver en R. L. Crane (3), P. Henrici (7,8) y A. Ralston (15). 
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111. ELEMENTOS BASICOS EN EL ANALISIS
USANDO LAS VARIABLES DE ESTAQO

La noción de estado es bien general. Cualquier variable de un sistema 

que define algún comportamiento del sistema sujeto a variaciones puede tomarse 

como variable de estado. Conocíendo todas las variables de estado, se de

fine el estado de sistema. En órden de aplicar este concepto de estado a un 

sistema dado, se debe tener presente dos puntos importantes. Primero, el 

número de variables de estado que represe�tan el sistema debe de ser el mismo 

que el órden del sistema y, segundo, se debe tener asfmismo algunas reglas 

sobre qué elementos del sistema deben ser representados por variables. 

Es conveniente el clasificar las variables de estado que caracterizan o 

están asociados con el sistema en (1) variables de entrada, que representan 

el estTmulo al sistema en estudio; (2) variables de salida, que representan 

la salida que se está investigando, y (3) variables de estado, que repre-

sentan el comportamiento dinámico del sistema. 

El conjunto de todos los valores posibles que el vector entrada· puede 

asumir al tiempo t forman el espacio de entrade del sistema. De la misma 

forma, el conjunto de todos los valores posibles de salida al tíempo t forman 

el espacio de salfda del sistema y el conjunto de valores que el vector de 

estado puede asumir al tiempo t forma el espacio de estado que puede asumir 

e I sistema. 

En cualquier instante t, el estado del sistema es una función del estado 

Inicial y del vector entrada. 

Un sistema lineal estacionario puede ser descrito por un conjunto de 

ecuaciones deferenciales de primer órden con coeficientes constantes, el 
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cual puede ser descrito en forma matemática en 

�(tl_ = AX(t) (3-1)

Donde X(t) es un vector columna para la variable de entrada y variables de 

estado. y A es una matriz con elementos constantes. Si las variables de en

trada son tratadas como variables de estado del sistema total. el vector X 

puede ser considerado como vector de estado del sistema total. 

SI se tiene X(O+) como condición inicial. para (3�1) se puede aplicar la

transformación de laplace 

sX(s)-X(O+) • AX(s) 

(sl-A)X(s) = X(O+)

X(s) • (sl=A)-1x(o+)

Invirtiendo 

-1
X(t) • l-l (si-A) X(O+) 

Si �(t) = L-l (s 1-A) 
-1

Entonces X(t) = �(t)X(O=) 

La función 0(t) es referida como la matriz total de transición del 

sistema. 

la solución de la ecuación diferencial (3-1) es 

exp(tA) = l+A+A2t2

2! 

Ya que A es constante 

+ .•.

+
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Sustituyendo en la ecuacíón (3-1) 

+ ••• =

la cual se satisface para coeficientes constantes. 

X(t) • exp(tA)X(O+) 

Por lo tanto 

r6(t) = exp(tA) 

+ ••• )

Para el caso en el cual los elementos de la matriz A no son constantes sino 

que varfan con el tiempo, Ja ecuación diferencial es 

dX ( t) ( ) ( )-dt--
= A t X t (3-2) 

La solución exp{tA) es verdadera en el caso de que la matriz A puede satisfacer 

la condición comutativa. Es decir, A(t1) A(t2) = A(t2) A(t1) para todos t1 y

t
2

• La solución de la ecuación {3-2) puede ser obtenida por el método cono·

cido como el de Peano-Baker. El principio es bastante sencillo. Suponiendo 

que los valores que toma la columna X a t=O es X=X • Integrando directamente 

(3-2) se obtiene 

X(t) D X+ 
o (3-3) 

Esta es una ecuación integral para determinar X. la variable les una variable 

aparente de integración. 
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Esta ecuación integral puede ser resuelta por un método iterativo susti

tuyendo repetidamente el valor obtenido de X en la integral de la ecuación

(3-3). 

Si se introduce el siguiente operador 

Q = ) d 1" 

la ecuación (3-3) puede ser escrita en la forma 

X ( t) = X +Q (A ( -r) X ( ·r)) 
o 

Sustituyendo repetidamente se obtiene 

X(t) = (l+Q(A)+A(AQ(A))+ ..... ) X 
o 

En 1 a serie es la matriz unidad de órden N y la integral de A está dentro de 

los lfmites o y t. Para obtener Q(AQ(A)), A y Q(A) son multiplicados en el si

guiente órden, A Q(A) y el producto es integrado entre los límites o y t. Los 

términos restantes son formados de la misma forma. Si los elementos de la 

matriz A se mantienen dentro del rango de o á t, se puede demostrar que la 

serie es convergente absoluta y uniforme. Se puede definir la matriz cuadró

da G(A). La solución de la ecuación diferencial (3-2) estará dada por 

X= G(A) X 
o 

Y d G(A) = A G(A} expresa la propiedad fundamental de G(A) o matrizant. 
dt 

El problema que resulta de aplicar este método es que G(A) está compuesta 

de una serie infinita y a menos que converga rapidamente la computación se �ac.: 

extensa. 
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La mejor manera de resolver el problema sería tratar con las ecuaciones 

diferenciales directamente y por métodos numéricos. 
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IV. FUNDAMENTO MATEMATICO (NUMERICO)

Considerando el problema del valor inic(al X= AX, ó X'= f(t,X), 

X(t0) • S. Digamos que la función f = f(t,X) sea continua en a� t =b, 

-111 � X -=:: 00, y f(t) satísfaga la condición de Lipschitz en X, es decir, que 

existe una constante L de tal manera que para cualquier X, Z y todos los 

te: �_a,b�, jf(t,X)-f(t,Z)I .L. L!X-ZI. Entonces para cualquier valor inicial 

des, el problema de valor inicial tiene una solución única X= X(t) para 

t 1_ [a,b] como se puede ver en Henríci (8). 

Cualquier algoritmo para resolver ecuaciones diferenciales que usa s61o 

tn y Xn para la aproximación de Xn+l en tn+l de la solución se llama método

en un s61o paso. Si 

, es la función incremental y h es el paso. La función incremental para el 

método clásico de Runge�Kutta es 

Donde 

K = f(t,X} 
o 

K
l 

= f(t+l/2h, X+l/2hK
0

)

½ = f(t+1/2h,X+1/2hK1) 

K3 = f(t+h,X+hK2)

La principal desventaja en este proceso es que cuatro substituciones se 

deben hacer tn f(t,x) por cada paso de integración o solución. Si la funciór, 

f(t,x) es complicada, se consume mucho tiempo en la computadora. 
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Para sobrepasar esta desventaja y ahorrar espacio en la memoria, el 

método de Runge-Kutta por Gill (5) será usado. En este método se define 

nuevas variables r y q, pero el proceso es directo, como se puede ver a 

continuación. 

K = hg (t ,X ) 
o o o 

x1 = X
0
+r1

K1 = hf(t
0

+1/2h,X1) 

x2 = Xrt·r2

K2 = hf(t
0

+1/2h,x2)

X3 = X2+r3 

K3 = h f ( t 
O

+ h , X 3 )

X4 = X3+r4

El punto� en la solución es n+l 

q
0 

= O primera vez 

q
0 

= q4 sucesivamente 

q1 = 0+3r1-1/2K
0

r2 = (1-li/2)K1+(1-11/2)q1

q2 = q1+3r2-(1-/1/2)K1

r3 = {1+/t/2)K2+(t+l1/2)q2

q3 = q2+3r3-(t+/1/2)K2

r4 = 1/6K3+1/3q3

q4 = q3+Jr4-1/2K
J

Cada cantidad es calculada y almacenada en el registro que contenía el 

valor anterior y que ya no es útil, la solución posee en común con Runge

Kutta la ventaja que la variable independiente asume valores en los puntos 

extremos y en el punto medio de cada paso. También ambos· métodos son de cuarto 

6rden. 

Para acelerar la solución, es conveniente usar métodos de múltiple paso. 

Este método es aplicado después que cuatro puntos de solución ya conocidos. 



11 

La solución de la ecuación X' = f(t,X) puede ser aproximada por una ecua

ción de diferencias 

k-1

xn+k = I: j=o
a.X + h r 

J n+j j=o 
b.X .
J n+J (4-1) 

Donde t
n+j = tn+jh, Xn+j 

= X(tn+j), X'n+j = f(tn+j• Xn+j
) y a

j 
y bu son con

stantes de tal manera que X k es una buena aproximación a la solución. Sin+ 

bk = O, la ecuación (4-1) provee en un método explícito para computar Xn+k

cuando los valores de X+· para j=o, 1 •.•• K-1 son conocidos. La ecuaciónn J 

(4-1) con bk=o es una fórmula de prediccfón. 

Cuando bk�º• la ecuación (4-1) provee una ecuación implícita para deter

minar Xn+k desde que Xn+k está en el término X'n+k = f(tn+k' Xn+k). Esta fór

mula es de corrección. 

Para resolver la ecuación X' = f(t,X), se puede usar una fórmula de pre

dicción o generar el valor Xn+k y sucesivamente o iterativamente se puede usar

una fórmula de corrección. 

Henrici (8, página 216) demuestra que si f(t,X) es una función continua y 

satisface la condición de Lipschitz con respecto a X, la ecuación (�-1) tiene 

una solución única y el proceso iterativo converge a una solución única inde

pendiente del valor de Xn+k' si hes lo suficientemente pequeña.

Las constantes usadas para las fórmulas de predicción y corrección están 

especificadas en R. L. Crane (3) y son los siguientes: 

Para la fórmula de predicción: 

a
0 

= -0.69735280 

ª1 = 2.0172069

ª2 = t.8675052



ª3 = 1.5476511

b
0 

= -.7143200166666667 

bl = t.81861065 

b2 = -2.03168765 

b3 = 
2.002747216666667 

Para la fórmula de corrección: 

b1 = 0.04166666666666667 

b2 = -.2083333333333333 

b3 = .7916666666666667

b4 = ,375 

12 
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V. SOLUCION POR COMPUTADORA

A. Descripción del Programa

El programa se compone de un principal y cuatro subrutinas. El pro

grama principal gobierna los datos iniciales y controla los puntos finales 

que deben ser alcanzados, especialmente cuando se trata de función de salto. 

La subrutina COMPD decide a qué tipo de f(t) corresponde a cada elemento 

de la matriz A y evalue la matriz A(COE) para un tiempo e!Jf)ecífico t • 

Subrutina POR evalua la multiplicación X(t) = A(t) X(t). Subrutina 
n n n 

ESCRIB escribe la respuesta que se busca y también comprueba si algún punto que 

debe ser alcanzado ha sido obtenido. Subrutina NODIN es el controlador prin

cipal en el programa. Controla en incremento de la variable independiente el 

método de -Runge-Kutta las fórmulas de predicción y correción, así como el gra

do de aproximación que· se quiere alcanzar. 

En el siguiente diagrama de flujo se puede apreciar los pa�os seguidos 

en el procedimiento. 

Escribir Uatos 

Encontrar si un punto final 
debe ser alcanzado 



14 

Comienza Subrutina NODIN 

Decidir a qué clase de función 
corresponde cada elemento de A y 
evaluar su derivada X para un va

lor de t -------·- �- .. 

�: Las condiciones Iniciales 

l .... _ 
Las derivadas iniciales

·· __ --_ -_ ... - ___ -- r- -------· ___ -_-_·_·_-_- __l 
r Encontrar los siguientes 3 puntos 

de solución y sus derivadas por 
; el método Runge-Kutta-Gill 

� . - - . . .. - --- --- · �---� -- - -··--·-
Usar la fórmula de predicción 

para el siguiente punto 

Usar la fórmula de correción 
y encontrar el máximo error 
entre el valor predecido y 

corregido 

Subrutinas COMPD, POR 

h+h/2 y re-
agrupar tér- j · 

___ m_r_n_o_s _____ 
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Subrutina ESCRIB 
--------·------- ·- . 

Escribir estos 
puntos 

J...-----..c..-·---------� �- ..... 

-------------. ·------------<- ·········. -·.

lscribir eJ último punto, 
calculado 

1-----·-· --- ·· -- ·-· --�----

Reagrupar valores 

Subrutina ESCRIB 

. . . . . - - -------- --· - ..... ·-·- ___ J
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Comienza Subrutina COMPO 

---------'------------

00 60 para cada elemento de A 

NNN = DVA(l ,J, 
1) = ·-·----1 

número que especifica 
la función que corresponde 

a cada elemento de 
A ( 1 ,J) 

__ , -· -----------------·· .----··· ·--- .. _ 

G,:) TO NtJN 

e �ª·'j = 0------ 7 ,, (, ,J) = º

e >,N� ,., 2 )1-------r ;'. ( , , J) ·:--;----�1 -----�-- �- � . 

.-------------·. L -----�--
= j)-�. __ ;..._(_I _, J __ )_=_l-.+U t+C t 2+[1 t -J�É-_! �-2 

__ ... _

.------ ....... ... 

c·ÑN� = 0----I. __ /,(l, J ) = r�t����---· 1--------------·-··· 

Á 

l 80 CONTINUE L..J ----· j 1 

SubrutinJ PO� ¡-j _(_Y
_n_! ---,
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VI. EJEMPLOS Y SOLUCIONES

Para probar el programa propuesto, se han realizado cuatro ejemplos. 

Cada uno de ellos representa un sistema de segundo órden sin entradas pero 

con condiciones iniciales especificadas. 

En la sal(da obtenida en las figuras 1-4, la entrada está escrita de 

la mism� forma que se ha leído (Apéndice B). El incremento inicial de la 

variable independiente también está mostrado. Bajo el título de 11Numerical 

Solution'' están las siguientes cuatro columnas: 

Columna 

X 

Numerical Approximation 

True Value 

Error 

Primer e j emp 1 o: 

Exp 1 i cae i ón 

Tiempo 

Valor encontrado por técnicas númericas. 

Valor encontrado por sustitución en la 
solución analítica. 

La diferencia entre los dos valores an
teriores. Este muestra la aproximación. 

X+ t2+4t+2 X +
t X= o

i2+3t+i �2+3t+2 
(6-1) 

con condiciones iniciales X= 4, X= 12 a t = O. Si definimos las dos varia

bles de estado 

x 1 = X,

la ecuación original (6-1) de segundo órden se puede reducir a dos ecuaciones 

simultáneas de primer órden, 
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t2+Jt+2 

o en forma matricial

= ' ____ -:_.!: ___ _ 
i t2+3t+2 

1 
-t2+4t+2
t2+3t+2

La solución de (6-1) en forma cerrada es 

y a t :a O, X= 4, X = 12

e = 64 
2 

Por lo tanto, la solución es 

X= -28exp(-t)+64(t+2)-l 

(6-2) 

. x2 • 

(6-3) 

Esta ecuación (6-3) nos sirve para comprobar el valor númerico obtenido 

por el progra_m�. y nos dará asimismo el grado de aproximación deseado. La so

lución de este primer ejemplo está en la Fig, 1. 
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Fig. 1. Soluci.ón ,di o,.rimer ejemplo. 

=0.173fi063748lll87500-06. 
-0.41550L24256797f4Q�-06
�0�371410745714?7PPOD-Of 

0.2956�775303635470n-05 
0.5Sl�64f7554J019000-05_ 

1--' 
\O 
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Segundo ejemplo: 

.. 

X-(1+4exp(+t))�+3exp(2t)X = O 

Con condiciones iniciales 

X= O, X= e= 2.7182818 a t = O 

Si definimos las variables de estado 

obtenemos 

x
1 

= X,

1 � ! 1 o 
1 1 

1__�2 l = ! -Jexp(2t) 

La solución de (6-4) en forma cerrada es 

X= C1exp(exp(t))+c2exp(3exp(t))

a t • o, X1 = O, 

Obtenemos 

C1 = -.5

C2 = .5exp(-2) = 0.067665 

Por lo tanto, la solución es 

X= -.Sexp(exp(t))+.067665 exp(3exp(t)) 

La solución de este ejemplo está en la Fig. 2. 

(6-4) 

(6-5) 

{6-6) 
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Fig. 2. Soluci6n al segundo ejemplo. 
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Tercer ejemplo: 
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X-(2tan(t))X-10X • O 
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para t � (2n-1)n/2, n=l,2,3 ... 

con condicfones iniciales X= O, X= 3 a t = O. 

Las variables de estado escojidos son

x
1 

a X, 

Por lo tanto, obtenemos 

- ...... - - -

x 1 j l
o 1 X 1, 

' • 1 .. 
! 

1 

· x ! lo 2tan(t) ) X2 !
... �. '- ..... ...

La solución de (6-7) es 

X= .5(sect)exp(3t)-.S(sect)exp(-3t) 

La solución numérica de este ejemplo está en la Fig. 3, 

Cuarto ejemplo: 

X+(-3+9µ(t+.1))�+(-�+13µ(t+.1))X = O 

donde µ(t-a) es una función de salto unitario en t = a. 

A t • O, X =  0, x = 5 

Las variables de estado son 

X 1 e: X, 

entonces 

(6-7) 

(6-8) 

(6-9) 

(6-1 O) 
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Fig. 3. Solución al tercer ejemplo, 

t-.) 
u, 



-

o 

+4-lJµ(t+.1)

2( 

, 

+J-9µ(t+.1)
(6,-11) 

la solucíón de (6·10) es en dos partes. De ta O a t = .1 y de •. 1 a 

infinito. 

los valores encontrados a t = .1 servirán como condiciones iniciales 

para la segunda parte, La solución de (6•10) para O.� t � .1 con condiciones 
. 

iniciales a t = o, X= o, X= 5, es X= exp(4t)-exp(t), y de t • ,1 a infinito. 

con condiciones iniciales a t = .t de

X= ,586987033838 

x = 6. 872133255 

la solución es 

X= (-,372996286+11.65345777t)exp(-3t) 

La solución numérica de este ejemplo está en la Fig. 4. 



¡ 

-· . -.--,·-
INPUT DATA 

-·--·--··-- - . ·--- --- -· -- --·-· ________ ! _i____ 
:

-- ·-·· --·-·· ·--·-·· --·-·-·- -·----- - -- ---- ·-- ------
• 1 

j 

- --·---·--· ·-·-· --· - 1 __ ----- --- ··-· --.·--;·-··-- -. --·-····-· -·· ··-

1 { , • j t 

_O.O_'_ ____ J .. : _______ .O ._5_000ÜOOO_· O O_ .O; 20 O Ó O ODD. 00 _o·. O ___ __ _ ________ .2 .. 4 00 ___ l O._ --· _____________ .. __ L. ___
. o.o ; 5.0000000 . 1 • i . . 

__ ¡. QOOOÓ ___ º·· o --··- __ O. o ·-----------· o. o-------º ._o -·· --- ---·o_.º· ____ ' : -- o. Q ______ : -----------· ' _____¡
2.00000 1.00000 o.o o.o ' o.o . ,- o.o : 1 o.o - • . • 1 

___ 9-... _ _QQO.O.Q ----�-�.Q_Q.Q_\.1.Q __ .::: 13- ·-ºº no_o ------º--· J o_o o_o ____ o . .o ___ --�-o .• _o :_ ____ ______ o ._o_ ______ __ ___ ________ _ _____ _ 
6.00 000 3.00000 -9.00 000 0.10000 o.o o.o o.o

1 ' 

____ ! ------- 1 1 1 :. ¡ ' . . 

l _ : 1 
;; NUMERICAL SOLUTION 

. . ... . 
1

____ ! : ---�-�------·
! 

: - --:-L __________ , ___________ · __ ; ____________ : __________ . __ --- _,
i • I f i '. 1 \ ! 1 

____ H= __ ._J> __ ._9_s_29_2_s_6ft.2112_1_3 __ Q_1_0D=-0.2. ______ , __ :--·----'-�------------··---------'--· -.-------------------··--
; ¡ 1 

___ X _ :)_ NUMER_I_C!\L APR.CX __ :_
1 

_ . ___ :; _ TRUE VALUE___ _  :_: __________ E.BRDR _____ . _________ : 

------- · l ¡ ___________ : __ ,_______ 
: 
_ _: ____ . ____ :_: --···------;- i -· ---- _; ---··-·-·-------·---- --··--. ·---·-----

' : 

o. o . : o.o 
'· 

. . o.o. 
· 

.. o.o 
____ C�. O_l Q_Q ; _ __ ·q_._5_Q]_� Q93_5._6J 0 9 2!t_l __ 6 00.-:.9.1 __ .Q --� 07 6_0_922013 608_4 70D::: O l. _::O. 13 5.9 7315717817 06 OD-0 7 . 

0.0200. ú.1030d23901075-�67CD 00 0.1030>3835636418470D 00 -0.337Lt3402072516C.:l0Cl-07 
____ Q_!_()_�O_Q �_9_.!__1_5_7_05_1 3Q9.ll 5ó!t.7.B0Q. _QO __ _() .J 510512 5_� 2 3 2_202 000 _ e.o =O·-50O8344 5 83 5 O l 'tl 2 O �-o 7_ 

0.0400. 0.212721347�08837900 00 0.21272135C946�5490D 00 0.31376170550601040Q-08 
0.0500; 0.27017?1920242310CD 00 0.270173229288618100 00 0.3726 1t3e71315S5860n-07_ 

==-�I�-Q_6._0JL'��Q. __ 32 q:4 :9!t!tJJ_3
.
LJ.3 ,s-23 OD . .  "iw _ _ o. 3 2.9.4-84!t 8.7 4.16 89_6 loo_ oo _.o. 84 2 c:,3 �03 7'31 7 s.6 e 2 00-0 7. 

1 • 

_ __________ _ ___ . .DOU BLE C .. __ _ ..... _____ __ _ _ _ _______ ·_ _ 
, ______________ : ___ · ___ -·· _ -· __ . ______________ ---·· --· - .. ---· --- - -·-· ---- ··--· - -

0.0800: 0.454011142 253875700 00  0.454011 23393899360D 00 
--·- 0 •. 1.00. .0 ·_ o _. 5:36_S86S5f,:H.:05:-.0.30D ºº-- D .• 5?.é987033e.3858270D .00 

0.1000 o.53699695��e056o3on oo o.5B698669431402$30D oo
�------C .• 1200 ____ 0.715-410159726161500 00_ 0.715ttl005709437240D CO 

C.1400 0.826�851�0426426500 00 0.826885]4e7A665?600 00
_. O • 1 6 00 u .• 9 2 2 e; 5(·1 -� e � ?t· O S 2 S � O D O O O • _9 2 2 9 5 O 4 1 8 2 6 8 3 9 7 5 O D O O
' O.]ROO o.100so2�041;�01S500 01 0.100502261004596000 01 

O • ?. O O O O • l () 7 ,, !, O .tt 7 1 -:: l¡ -:: 1 � e: 7 C 1) . O 1 O , l O] 4:4 O 5 71 é 1 O l Lt 2 5 O D O 1 

Fig. 4. Solución a1 cuarto ejemp1o, 
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VI 1, CONCLUSIONES 

En el método numérico propuesto, el incremento puede ser disminuído a 

cualquier cantidad deseada. La única limitación en el número de ecuaciones 

diferenciales simultáneas que se pueden resolver, depende solamente en la 

capacidad de la computadora y el único cambio que se debe hacer es en la 

sentencia 11COMMON 11
• 

Si la solución va a infinito para algún tiempo t, el programa comenzará 

a acortar el incremento indefinidamente. Para resolver este problema en el 

programa, se puede insertar una prueba que comparará el valor del incremento 

con un valor mínimo especificado. Si el valor del incremento es menos a este 

valor especificado t la solución asuniirá un valor grande y continuará. En el 

caso de funciones de salto como parámetros del sistema, el método usado en 

este programa es encontr;ir el tiempo más cercano que la función de salto ocu

rrirá y figar este ticr,r,o como un punto que la solución debe alcanzar, Una 

vez alcanzado este tic�po pasa a un nuevo punto de salto al punto final de 

la solución. 

El método permite e1 obtener una solución para todas las variables de 

estado sin el conocir1iento de la Matriz de Transición, que muchas veces r.s 

difícil de obtener. 

El método numérico proruesto también se puede aplicar para el caso de 

parámetros constantes. Pero en este caso la Matriz de Transición se requier0 

de bastante trabajo. Por ejemplo, en el método de Sylvester, primero tenc,no�. 

que encontrar los valores de eigen de la matriz A, esto ya es un problema p�

ra sistemas grandes y ni se díga si los valores de eigen son bastante cercan-

-1 ., 
os. En el método de " = L (SI-A) la inversión de la matriz (SI-A) es ta1,1b:é,¡ 



laboriosa ya que contiene términos algebraicos en S. El método de encontrar 

la Matriz de Transición por inspección de algún diagrama de variables de es

tado es también difícil. 

El método numérico propuesto también admite algunos problemas no 

en el que debemos tener cuidado en no dividir por cero en ningún momento. 

punto en contra del método propuesto es que ta solución se alcanza por íncre• � 

mentos de la variable independiente hasta un punto final, este punto fin.al 

puede estar bastante alejado de las condiciones iniciales por lo cual tenemos J 

bastante tiempo en su solución. En cambio, por el método de la Matriz de 

Transici6n, lo único que debemos hacer es sustituir los valores de t en 

multiplicar por las condiciones iniciales. 

Uno podrfa desarrollar un método numérico para encontrar la Matriz de 

Transición después de tener la solucíón numérica, aunque esto no parece muy 

práctico ya que la Matriz de Transición es diferente para cada t. 



30 

VII l. BIBLIOGRAFIA 

l. Brown, Robert G. and Nilsson� J. W. lntroduction to Linear Systems
Analysis. John Wiley and Sons, lnc., New York, New York. 1962.

2, Coddington, Earl A. Theory of Ordinary Differential Equations. McGraw
Hill Book Co., lnc., New York, New York. 1955. 

3, Crane, Roger L. Stability and Local Accuracy of Numerical Methods for 
Ordinary Differential Equations. Unpublished Ph.D. Thesis. Biblioteca 
de lowa State University, Ames, lowa. 1962, 

4. DeRusso, P. M. and Roy, R. J. State Variables for Engineers, John
Wiley and Sons, lnc., New York, New York, 1965.

5, Gil 1, S. A Process for the Step-by-Step lntegration of Differential 
Equations in an Automatic Digital Computing Machine, Cambridge Philo
sophical Society Proceedings 47:96, 1951. 

6, Gupta, S. C. Transform and State Variable Methods in Linear Systems. 
John Wiley and Sons, lnc., New York, New York • .  1966. 

7, Henrici, P. Elements of Numerical Analysis. John Wiley and Sons, lnc., 
New York, New York. 1962. 

8. Henrici, P. Discrete Variable Methods in Ordinary Differential Equa
tions. John Wiley and Sons, lnc., New York, New York. 1962,

9. lnce, E, L. Ordinary Differential Equations. Dover Publications, New
York, New York. 1956.

1 O. IRE lnternational Convention Record, 
Páginas 251-277. New York, New York. 

Symposium on Time-Varying Networks. 
1961 • 

:11. Kaplan, W. Operational Methods for Linear Systems. Addison-Wesley, 
Reading, Massachusetts. 1962. 

12 Ogata, K. State Space Analysis of Control Systems, Prentice-Hall, lnc., 
Englewood Cliffs, New Jersey, 1967. 

13 • . Pipes, L. A. Four Methods for the Analysis of Time-Variable Circuits. 
IRE Transactions on Circuit Theory CT-2:4, Marzo, 1955, 

14. Pipes, L. A. Matrix Methods for Engineering, · Prentice•Hal 1, lnc.,
Englewood Cliffs, New Jersey, 1963.

·15. Ralston, A. A First Course in Numerical Analysis. McGraw-Hill .Sook Co,,
lnc,, New York, New York. 1965. 



31 

16. Schwarz, R. S. Linear Systems. McGraw�Hill Book Co., lnc., New York,
New York. 1965.

· 17. Stubberud, Al len R. Analysí� and Synthesis of Linear Time-Variable Sys
tems. University of California Press, Berkeley, California. 1964. 

18. Tou, Jul ius T.
York, New York.

Modern Control Theory.- McGraw-HilJ Book Co,, lnc�, New 
1964. 

19. Tenenbaum, M, and Pollard, H. Ordinary Differential Equations. Harper
and Row Publishers, lnc., New York, New Yórk, 1963.

20. Zadeh, L, A. and Desoer, Charles A,
Book Co,, lnc., New York, New York,

Linear System Theory, McGraw-Hill 
1963. 



32 

IX. APENDICE



33 

NOTA 

La persona que desea correr este programa debe copiar este apéndice, 

omitiendo las tarjetas marcadas *** en las columnas 73, 74 y 75, Estas tar

jetas son utilizadas para verificar la solución de los ejemplos en el capítu

lo VI. 



C .. __ --�·,1'IN.. .PROG2A.�·i ___________ : ________________________ . __________________________ :· 
COMMüN COE(2,8),VAR{l4,50),A(4),8{4J,C(4),H,�YHAL,ENDVA,FLAG,X, 

_ --_.l C � L C , E R.RO.R , D V i\ ( 8 , 8 , 7 ) , \! , T , P H S I G , i'J '.J ou B , EN C N O , NO -- . --·--_ _ -- _ --- --· --- . -- --- -- , · _ 
DOU8Lf PRECISION COE,VAR,A,R,C,H,BYHAL,�NDVA,FLAG,X,FIN,CALC,ERRílR 

______ I.NTEGE:R __ fNDNO,T,P.HSJG _ _________ �--------' -- ____ : ____ --:--e------·-· .. 
· NO=O

. 
t 1 ; ; 1 

__ __60 __ _._i\!D=.NO±l ________________ -�---- ___ _ 
WRITE{3,15) ; . : : , 

_._..J.- ., 
---- ------- _. _________ -- -- - ___ "l"'-5:..'I 

___ __l_5_EO_Rr!-A __ T_l_!_ O!_ , 3 5 X , -�- Ill P. U T_ . D A.J A!.. J_f L. ___ _ __ _ ___ . :__ _· --'--- ______ . ____ -·-·· ___ . 
READ(l,l)H,BYHAL,ENDVA,X,N,T,PHSIG,NO�U8,ENDNO 
.W&.LT.E_L3..., lJY1 RYHAL, E NOVA, X, N, T_, PHS IG, N'JOUB, E NONO _____ -�---------- __ : __ �------: 

1 FD R,�,1 A T ( 4 D 14. 7, I 4 , I 2 , 2 I 1 , I 5 ) : ¡ 1 , 1 

___ R..fA.C.(l,.50J LYAq {1,.I), I:=1,NJ _______ : __ · _______ ,_) ____ _________________ _ 
W R. I T E ( 3 , 5 O ) ( V A R ( 1 , I ) , I = 1 , N ) , ¡ ; 

__ _5Q_fOR�t.ti,T_(½!=lO. 7_J __ ----------'.------ -:--:------ ;-;
DO 5 5 I = 1 , N ! . : 

1 
--------------------· - ------- ----. 

___ ll.0_'55_ J=l, N__ _______ · _,_1 
__ • ______ : __ i _______ : ;---- -------------- .. --- ---

REAC ( l, 81) ( DV.A ( I, J ,K l, K= l, 7 l . 1 

_ -- _ 55 ,,,IR I TE { 3 ,__8 l_l _( D\fA_LJ., J_,_K J, K= 1, 7 ) __ _ · _ ______ '_' ----- · -------------- --- --
31 FOf<.fiAT(9Fl0.5} ¡ : 1 

______ '-LB.II.E.13_,_16) __ _______ , _ ____ ._, __ ____ ___ : ______________________ _ 
16 FO��AT{'0',35X,' NU�ERICAL SOLUTION'//) 

__ ______ FP·!=E�DV_A _ ___ ________________ . ------· -------------------------------- ------· --- -- -
40 ENDVl'i.=FIN 

l 

_____ no __ -�1 __ 1=1.,N ___________ · -_______ __ . __ . _____________________________________ _ 
00 31 J= 1, M 

___ __ _ _ I.E ( O V á. ( 1 , J , 1 }-6_._} 3 1, 3 O, 31 
30 JF(fi\,)VA-OV/1{!,J,4)131,31,29 

......... 1-S_ EJ�_;Q\[11_=CVA( l.sJ,4) __ .. ---.--- __ 
31 CrJf\T I �,Uf. 

C.1\LL NCD I r-.1
_ ___ __ _ _  • 

IF(FI�-f��VA-0.00001)32,32,28 
2 ':é G Li 'j 

1
t l = l , l\J 

rH; �'1 J=l, t : 
T F ( 11 V '\ ( T , J , J )- {, • } 3 4 • }-5 • � 4

-----
------ --- --- · ---- --

w�



----- -- ------ ---- - ----------· -·- .  - - . ·-- . ---·- . ------ ------------- -, ----------·-r·r-··--------------------- __ ._ -----.

35 IF(ENDVt.-DVA(I,J,4))34,36,34 i, · 
_, '. , . 

t I J ' 1 
1 • 

____ 3_6_D.Y.l\ LI, J_,_21=0 v1, < 1 , J, z H: DVA r r, J, 3J ___________ L_· _____ · ___ : __ '._ ________ -�-------- ..

OV1\(1,J,4)=FIN :: !; :: - _ ::· .: 
· 

____ _34 _ C[!NT I NUJ= ____ · ________ • __ : ________ ._;_ · ______ ;_' _________ , __ · ____ . ·.. · ... ---------
NO=NO+ 1 

. . , , , 
**� 

1 • • 1 . 

__ · _____ G.0 . .-TC .. 4.0 _______ c-·---- -'--------, _ ' '. :..�- ______ ,_· __ ----

32 C0NTINUE 1 ; i 1 

_____ If (r:i0=5J_6_Q, 6 L,_6_L _______ ' __ �--- __ ,__ · ; ____ . _L_'.
61 CONTJ\JUC ·' ! 1 ! J ! : 

t , _ . I , I I l 
¡ 1 

1 ' ' ' ' ' 
___ STOP __ , : : . ,. ___ _ • 

• 
I ¡ •' l ' 1 

END . · : : : , '' 
' J 1 • • t , 1 

_____ :.:�-�� 

*::�:: 

! t ! j 1 : ' 1 i : 1 _ __ , _L ______ --·- __ , _.!,. _____________ • 
1 ______ .:,. _______ --------· _____ _ 

' • •• 1 
! 1 : 1 

. i 
____ SUBRCUT INE _PCR __________ , ____ . ____________ . ____ .. ---'---- _______________ _ 

C O MM G N C O E ( B , g ) , V AR { 14 , 5 O ) , A ( 4 ) , 8 ( 4 } , C ( 4 ) , H , BY '7 AL , E I\! D V t,, , F L A G , X , 
__ _____..._CALC, ERROR ,DVA (2, 8, 7 )_, N, T, PHS IG, NO�U3, E NONO, �:J - -- - --· - ---- ---- ----- .: 

DOUBLE PRECISION COE,VAR,A,R,C,H,BYHAL,ENDVA,FLAG,X,FIN,CALC,ERPQR 
s: ________ ! �ITEG.EFC.ENDt!O, L, P.HS I.G_ ·_ ____ _ _______ ___ ------------------------ ______________ _ _ 

00 7 O I = 1 , N : ; , 
___ · ____ V_AR.tl::3, I l =0 •---- _________ - __ , ______ ·_ --------------------·------ ________________________ ____ _ 

00 70 .J=l,N 

_7_ O __ V.AR { 8 ,.I )_ �(:O_f: ( I , J ) �V li,R_ { 1, J) +_\/ AP, L8, 1 ). _____________________________________________ .. -- -- -
R. ET Uf{ i\J
FND

w 

(JI 



1 

! l

_ e __ J-lR.1 TE�.OU T _ ..ROUT l NE ___ "'.":_-::_ __ u SER� s_.RES PONS I B I L I TY -- . --- -----··- _! _________________ --· _ 

SU�ROUTINf. ESCRIB 
. 

. 
·
. 

_____ .CDM1:10N. _COE.(B ,-81 _, V.AR ( 14 ,50 l ,A C.4 l, g {4-J, C (4), H, BYHAL, END.V A., FLAG, X, ________ _ 
lC�LC,ERROR,ílVA(B,8,7),N,T,PHSIG,N10UB,ENONO,NO 

_______ 00Uf3LE __ PR.EC1SION COE,VAR,A,B,C,H,3YH.AL,ENDVl\,FLAG,X,FIN,C.ALC,ERRGR ----
INTEGFR. ENDNO, T, PHSIG . ' i

• 
• 

t • ' � 
• j _______ G.O .. .IO_ (1 ,2 ,.3 ,_4 ,5 l, NO __ _________ · __ , __ -----··----------'---!...---·----------·--·---:('·*:::'

1 CALC=-28.000/DEXP(X}+64./(X+2.) , 1 . ***

____________ Go. ·ro ___ 6 __________ : ·----·------ _; ___ ______ -:-------------:-: - ·--·--.------------- -···----*:::·*-
2 ERRCP-=Of-XP(X) , . , ·: *z.* 1 

_______ C.l;L.C_:=..::..0 .•. 5!,•0EX.í?. (.ERRO.B l_t�. 06.7_6_6J_5�<DEX.P..(3 •. *ERROR) ______ . __ : _________ --------*�:::'�_ 
GO TO 6 , _ : ; ***

--·-- 3_c_� u:.==_( O.E XE. l?- ... �' X }_�l • l DE X p_ ( 3 .�J ) / { 2 •. t D C OS { X U --- --- _ ----- '.._ ________ ---·- ·_ --- ·-- �,:n(: _ 

- GO ·TO 6 · :::,:::,:::,
_____ 4...:. C_/:IL.C.=::_DE.XP_l4_.JX } .:-_L._ODO/ O_EXf?. (X} ___ ·_ · __________ : _ ____ -----� _______ -·--· --*::,:::,

G O · TO 6 , . 
; : * :::, :::,' ' . 

-------?--C..� LC"= L=-_._3 __ 7 2-9 S_6 2 S 6_± Ll . _6 5-3 4 :5.717�X.J /9EX P_( 3_. :::,x) ___________________ __ ___ -----*-�*-
6 

-
ERROR=CALC-VAR(l,1) . *** 

---·-· ----�"_g I.IEJ 3_, 15. )"_�, VA.R ( l, 1 )., CJ\L.C_,_ER8_C!_R ____________ ---·----- _ ____ -- -- - --- - ----
15 FORMAT(Fl0.4,3E25.17) 

__ . ____ .I E (X:- EN D VA+ O • O O O 1 J 1 O , 11 , 1.1 _ ___ _ __ __ ___ _ ___ ______ _ _________________ -·-. _ 
11 FLAG=-1.00 

... ___ .1 O l�_F-TLJ.CU! _ _  . ___________ _____________________________ . _ . _ ___ _ _ _ _  
END 

w

(j\ 



: 1 
----- __ su L'ROU T_I N r= . e rM PO - .. -- - -- . -- -- ---- ----- - :·. -------- ---- -'---------------- ------ ---- --------- --- . ··------ - . 

C O !•t M O!'i C O E ( 8 , 8 ) , V AR ( 14 , 5 O ) , A ( 4 ) , R { 4 ) , C ( l� ) , H , BY H .4 L , EN O V A , F L A G , X , 
______ l.C.4 LC, E RR0.8.., .DV 1\ ( .8, 8, 7.) , N, T, P H S lG, NODUB , E NONO, NO ____________ _._ _____________ . ________ · _ 

DOU�LE PRECISTON co�,VAR,A,B,C,H,BYHAL,ENDVA,FLAG,X,FIN,CALC,ERROR 
___ H:!T.E.GE.R __ E�D.N01..T .1.P...HS.I G ___ ' _____________ ._: -- __ . ___ ;__:_ __ �------

1 
--------····--·---- • 

DO 8 O I = 1 , N . . - ¡ : ' i ; 1 

___ ·D.JJ__;_80 __ J_=_l_,N__ ______________ : __ : _________ · _ ;__l__ . : __ ;____ '. ! --,------'---�------ ·
NNN= OVA ( I, J, 1) , i 

: 1 i ; _ j ; · ¡ : 
..:_ _______ GD_;_to__ tl ,2 ,-3. ,.4., 5, .6 ,_7_, 8, 9. ,_l O 1, NNi':I _: ________ :� __ ' ________ ,_1 ______ L_�---- ____ _ 

• 1 1 . ' .• 

1 C O E: ( I , J ) = O • , ¡ 1 
', ' ¡ · 

· 
· : : : ¡ · · Go·.10 80 _: _ _! �--- ____ , ----'--�----------·-:·--�---------�------'-----··-:2c-0É-( r-�-J>

-
,;,,DVA é1�,2·1

-;-

:-·: ; , : : : ' •, · l 
____ GD __ j:_o .80 _ ______ ' ___ · _____________ : .. : ___________ ! __ ! ____________ :_; · _______ , _ _i _______ : __ ; _____________

3 C OE{I,JJ=OVA(I,J,2)+0VA(I,J,3)•X+DVA(I,J,4)*X*X+OVA(I,J,5)/X+ 
. _______ LDVt\Ll-1-J,6 l / C x::,xJ ________ '.---------· i __ : ·--------··-_-: ·-------- __ • _______________ :

GO :TO 80 ; ; 

____ '-l __ C_üE_l.L,.JJ_=:J_Q_V A.LI., J., 2J_ +DV AJ.I., J , 3.Lt X± O.V.AJ L, J , 4J:::�x:::,_x }./. CD VA CJ , J , 5 J+ _______ · _____ ;
1 O V A ( I , J , 6 ) :::, X + O V A ( I , J , 7 ) ,:, X :::, X ) , ¡

• • 
1 

GO TO 80 . . __ ! '. . . . . . f 
-s ·co·E(I,J>-=ovti.c1,J,2>+ov1i,c1,J,3>10ExP(ovA( r,J,4>*X> · · ·

· · · · · 

('LO :30 __ 80 ___ · ___ . · ________ ;_ : ___________ : __ : _________ 
. 

;_. ··-···-----: --- .------ :··---'-----'
6 COE ( I, J) = OVA { I, J, 2) : , : . : . . 

___ Go 'ro Bo ___ - _________ __ : 1 
_______ '_: ____________ , ________ : __ 

1 
___ ___ _ · ___ = _· ____ ; 

7 GO TO 80 · 
. . . ' . 

__ , _____ 8 __ .C.OEJJ_,_J l.=.OV_l\_(J , J., 2) ,:, DS i'N LX l/DC O.S (xJ ___________ �-- ___ ' _________________________________ · _____ _ 
GO ·TO 80 . . 

S GO TO . .RO · : ' t : 
: : . ' .. . . . . __ -------- ···- . .. ____ )_ ·--------·--- ···- ···-·---------.·- --··-···--·--·-------.·--····-····--·--· --····-·····-·-··-···--·---- ·--- --- ··-- -- --

10 GO TO 80 ' . 

_______ J� o_ __ c _o !"'J l I -�j U i= ______ . _____ .. _ ...... ___________ ,-·------------- ___________ .. ____ ..... ___________________ -··-·· . _ 
C4LL PO::: 

.... RETUf-�N 
END 

-- ........ --- .... ___ ···-··- --- ·- -- . ---· - ---- -- --··· ·---. .... ----· -·· .. -- . - -·. 

w 

-,-.J 



___ SUBR CUT l NE NCD IN . _________ ------__ . ---- - . -··- ... - --· --· -- --· --· - -- ... -- - -- ··-- _ 
C IJ � t-1 G � C O E ( 8 , 8 ) , V A ?.. ( 11+ ," 5 O ) , A ( 4 ) , R CLt } , C { 4 ) , H , 13 Y H i\ L , EN [l V t.i. , F L J\ G , X ,

__ ._-1CALC s E P.ROR ,DV.A ( 8 ,.8, 7), N, T, PHS IG, NODUR, ENDNO, NO _ _ --· --- - - -- --· _ . 
DOUALE PRECISION co�,VAR,A,B,C,H.BYHAL,ENDVA,FLAG,X,FIN,CALC,fRROR 

-·---lNTEG.EK...�DtJO, T., PHSI G_ -·----�---------··--·---- ----------·------·- __ ·-- _____ ---·-
NOO=O 

__ _______ .. CHE.CKL_ = _16_. 2196 58/ llO�:.:::TJ __________ ---- --·---------------· ---_____________ _ 
CHECK2 = CHECK! / 200.DO : j 

___ , __ AJ 1) ::=_! 5_QO _ _  . -·· __________ .i _______ ___ : __________ :_ -------- :------·-- -·--··----------- --

A {2)=.2923932138134525 j 1 ¡: 
• • 1 1 

---·- _____ AJ 3J =_l .• 3.0_"'l.1_06_1BJ_l.865_4_7 __________ · __ :_ ______ ...:_: __ '.._ __ . ------·- - ---:. -·---·----__ --· ___ : _____________ · 
. • • 1 1 1 

1 ·· A(4)=.l666666666666657 ·, : , ; ' . 
_______ 8 { lJ =l .J}O ______ _' __ · ··--··-- ______ : ___ . ____ . ___ 1_. _________ . _: • ______ _:_ -----�--·----

8 ( 2 )=A ( 2) 
·' 

, . 

____ .B13J==.A. L.3J _______________ ·_ :_____ ·._:_ _____ . -------· ·--··-···----·--�- : __ --- ------·- -·-··- - ·-
B ( 4) =.3333333 ,333333330 

. __ C_Lll= .... 500 _ ..... · ____ : __ ·_·-- --·-- ----·: __ -'------··· --· --·-- ·--·- --- - .'.__. ___ _ 
C(2l=A(2l . . . , 

·-- C.{3}_=AL·:q ____ -----·-----·-·- --- --·- -----· --··-·-.. ----·--·-- ----··-· ·--· - -· -- -- ..
C(4)=.500 

____ .. _F.LAG=o.no ... -------·-·-·- ---------·--·--··-· ----·- ____ ·- ·-·-- ---·-- _ _______ _ 
IF CENDl\!0)501,504,503 

_ r�)3 __ H=::{FNCVJ\-JU/ENnr--.J.O. ·· - ·--·--·------- --· --- ·- -··-·-- ---·-- -- -· ·- -----··-·
��RITE(3,l) H 

... l __ FO R�! t\ T ( 5 X_t_' H := _!_, � X 1. E 2 5. l 7 )_ ___ .... __ -----· --·-· __ ·-· ____ ---··-__ . _ __ ___ _ _ _ __ 
v,;RITE(3,17) 

l; F0� 1·-4l\J( 'ú'.,5X,'X'.,6X,'N'J�'ERICAL 
.lR'//) 

__ _ 5:'.•, Cf L L C Cf·' P�) 
CALL ESr.�nR 

_ ;Q·�; .CC:,"!T Ii\JUE 

APKOX ',lóX,'TRUE VALUE',15X, 'ERP.O 

C U:.T ··'.JI\ STARTING PDINTS \'1JTH RUNGE-KUTTA-GILL t,.ETHOD 
L '.; ) : f •: C1 4 o ;� I = 1 ' ;� 
1t � -. \'' : �� ( ::> , I ) = O • f) O 

J -= ·  ,'i 

w

0) 



·t-füQ O O . 4 O ,'3 I = 1 , N : 1 
: • 

_ ___ _ _ _ VAR(J:tl., I )=V,\R{l, I) .. _ _ ______ ----� ________ _______ ' �---------------- _____________ , ·-------
.4,.J.:·9 VAK( J+8, I l=VAR (8, 1) : ; ; ; . . 

. · 
_______ _ J=J-1_· ___ --- . ------------· : 

· 
___ · ____ ;_- _______ · ___ : __ :· -- _____ · _.· __________ _ : ____ ._ 

IF(J) 420,420,403 
____ tilID3. 00 -� 07_..K=.l ,4 -- ··--·-- ___ · _: ·------ · . __________ : ___________ : __ : -------· - - ----

DO Li04 I=l,N ; . 
· i

1 
• • 1 

_________ e_� :=r1.1:y4?. .<� ,J > _ ______ -. --------�-'- _ _ ____ :__ ___ · -: _______ --·---: ___ _ 
R=(A(KH<CK)-(R{KH:V.1R(6,I)) .: ; . :, 

______ ___ VAR f 1,.U =VAR (.1, I_) +R ____ . _ _ _ . - . ___ ·. ___ -------· ' ; __________ • _; ________ ' __ : _ _ ___ _ 
4 !',4 V AR, ( b , I ) = V AR ( 6 , I ) + ( 3 • * P ) - ( C ( K )::: C K, )

. 
· : ; ¡ 

_________ I F _( K-1) 40 5_, 405.,_413 _ __________ _____ _ __ __ ____________ . ______ ______ , __ 
<LI_3 .IF (K-3)406,L.i05,406 

' ; ' . 

• .:.,Q)5 X=X+(H/2.00) ' · ; ! ; 
1 

---- - --- -- --- - - --· ----------- ---------- -�-- ·----- --------·-----
CALL CO�PD 

______ _ _____ GG ·1 o _407 _ ___ . _ ____ ____ : ; ____ ___ ________ , __________ , _____ ___ _ ______ ____ _. 
.... Q5 C.llll PGR . : 

1 1 , 1 

f·l7 CC''\!Tli\!Uf= : ' . : -- - -- --- ------ ------------ .------ - --. - -· ---- ---- --�----------- --------------- -· -·- -
-
-

-
------------ --------

______ G.O.J0 __ 4.10 ____ ·_· ________ ' _____________ · __________ · __ ·_ -------·· 1 
: _________ _  '_'. _________ • 

�20 l\j[!f)=-1 : ': : . :
______ .NS�lHF=l _____ '. ·----- ·-_: --------- . _' ______ ---···-: __________ ¡ _'. _____ - - . _________ :

IF :cr.:NDn0}507,5C8,507 , ; . , .. 
_____ 5D 7 __ EN ONO.:: EN ONO::: 3 _________________ ·_ : ______ - -·-__ ·_ --- --------- . '- -- -- ---· :_ ------ --. 

508- M=3 , . . ' 

____ 5_Q9 __ FL!\G_=_O. fJO __ · _ ____________ '. ________ '_ : __________ -· _'__ -. ___________ _______ ; _____ --
X=X+H 

' · 

_:-_ ____ PREDICT __ Y.:::VALUE _ ___ ::_ ______ ! ___ _:_ _ __ __ ,_. ____ _________ : _____________ ,, ___________ - ---·-

DO 4 5 O ! = 1 , f'\! 
__ 4 5.. O __ V b R ( 1 1 U = ( 1 • 5 4 7 6 5 l L * V ·U', L 2 , .I ) ) � ( 1 • 8 6 7 5 O 5 2 ::- \/ .� R { 3 , 1 ) } + C 2 • O 1 7 2 O 6 9 O�:� 

1VA�(�,I)1-(.6�73528000JOOOO *VAR(5,I)}+H*{ (2.002247216666667 *

e 

2 V M<. ( � , I ) ) - ( 2 • O 3 1 6 fi 7 6 5 D O _ .. _ -t;. V /1, R. ( 1 O , I } ) + ( 1 • 8 1 8 6 1 O é =7 C' O ::(, 
3 V /:1 :� ( 1 l , I l l -{ • 7 U+ 3 2 O r) l 6 6 6 6 6 6 f-: 7 -1.: V A';).. ( 1 2 , I ) ) l 

U\LI. (1';,'Pí)

PF:-:�==o.r:io 
U. I t.' p E· (. f Y - V .\ L IJ [

w 

\O 



OC :L�62 I=l�-N - .. - - --- . --- . - - - - . - - ---------

TEM P=VAR(2,I )+H*( (.375*VPR{8,I ))t(.7Slt666666666667 *

1 VAR(9,IU-.C.2083333333333333 *VAR.{IC,I)}+ 
2 ( .C41666666666666670t.'v/\R(11 ,I )))

---
-- 1 F ( P H S I G) 4 6 3 , 4 é 1+ , 4 63 . ·- --..... 

463 TE�P�=CABS{{TEMP-VtR(l,I))/TE�P)---··- - -· ----
GO TO

-
46 5 

. .. - . - · 
�
- --· ·- · - -· ·· - . ·-. - ·-·· . . . ---·· --· · ·--- · ·--· ···-·-· - -

·---···· ---· -·-·- - -- ·-·--

464 TEMPA=DABS(TEMP-VAR(l,I)) 
-·
- -·Lt65-- VAR{ l-,T)=TEMP. -· -·--- --- - - - -- ----------·--

IF (PERR-TEMPA)461,462,462 
4 6 1 P E R R = T E t-' PA ·-· . - - ·- -- ..... -- - -

462 CONTINUE ----- ·- ---
c't, l i.

_ -
PCR 

-- ·- ·· --- -·--------- ---·-·--· ----- --· ::---·-- .. - -- --- ----·· -·- - ·-·-· ·-----.. -· 

IF · (PERR-CHECKl) 517,517,535 
-e-·- -----·N

·
o HAL VI NG NEtESS�RY -· - -- ---- - --·--- -· -----·.-:--·--· ·---'-----·--- ---·--·-

517 NSWHF=O -
--

----- -
-· I F ( t'I 00 ) 5 5 O, 5 l 8 , ·51 8 __ ., _________ ··--- ·--· ----- -· -- - ·-···-· ·----------· · ·--·------·-··-- ---- - ·---·· 

51B IF (ENON0}519,520,519 

• 
1 

-519-ENDNO=ENCN0-1 -- ---- --- ---- -- ---- - ·-------- ----- ---

520 CALL E�CRIB 
----------IF -{FLAG}560,521,'521 -- ------ ------
C IS COUBLING PGSSIBLE -
·-·

·
521--(F -{PERR--CHEC1<2 ) 5z5;525·,s22-·-·-.--------------

-
---·--·- ---··--------· 

522 M=3 -·--s·:z-a· J=l3 ·-- ·------- --------·-- -------- --·---------------------------------- -------------

523 DO 524 I=l,N 
-----524 VAR ( J+t; I )=VAR(J ;I )-

-- -- . ----···- ·---· -- -·-- --· ·-· ·----- --- ·-----· --

e 

J-= J-1 
IF {J)�09,509,523 
OOU8L I t,!G 

525 IF (t,;ODUE 1522 ,526,522 
526 M-=M-1 

IF (M)530,527,52P 
527 JF {Eqc�.ü)530,.5�1,:30 
5 30 MDD =E ND t, C/?

---·· -- . ·-·-· ·-·· ·-·· 

�o



MOU= ENDI\JC1-"'.0D::,2 
_____ __ _ I_F ( MC:D )_')2.B_ ,.?31, 5?._R .... __ ___ _ _______ . _ 

531 \.=R.ITl::(3,?) 
_ _____ J __ F08t1AJ (__!O�, lOX, '_DfJUS.L(O') _ _____ _ 
____ ____ _ DO 53.3 __ l =él, N _ _ _ _ __________________ _____ . _ _____ ------·· --------. -----· --·-- . - _ ... _______ . 

VARC2,I)=V/IR(l,I) 
________ VAR_l4_, Ll =V .AP .. ( 5, I L 

VAR ( 5, I) =VAR ( 7, I ) 
__ ____ VAR(9., IJ=_V/\.R (8, I L. ___ _________ :_ _ __ . _______________ ________ ------ ------ __ ------·-··--

VM{(ll, I )=Vt-.R(12,I) 
·�--53.3. _ _  VAR { 12, l) '=' VA.R f 14, I} __ ______ ___ ____ .: · ________ --____ � -· --- ----- - -- ---- - _· _________

H= 2. DO* f-i
- . 

_________ I.f _(fNDNOJ.534.,508,534_ ----···---------------···-- ----�---------�------- ___ ___ ____ ___ _ _
534 f.NDNn=E"!IJi\J0/2.

. ______ GO T 0 ___ _50 8 ____ . __ _ __ _______ _________ -�- __ ______ __________ ···-- _____ __ ___ __ _ ___ . _ _ ____ __ _ _ __
re HALVrt -lG

· · · 

·---� ;\_5 __ F L J.\G=n A_�S_( Pi Y H l\ LJ ______ . ______________ .'..___. _______ ___ .. _._ ___________ _ __ . __ __ __ __ __ _ _ _ ___ .
WRITf.(3,2}

_____ 2 __ F_CP.M_td. (_'_0 � , l OX, 1 H f'•. L _\/ ED 'J. ____________ ___________________ · _ ___ _ _ _. __ _ __ __
5�8 IF (ENDNíl)543,542,543

_____ 5!t_3 ___ E_t�í)�JC.=2.,:,[f'.:.Df\'G _____ _____________ _____ _ _ . __________________ __ _____ __ __ ·-···· ____ ___ _ _

e 

542 IF (�S�HF)538,540,538 
REP_EAT_EC t..1'LVJ!'!G ______ _____ ______ _  ------·-- --------- -

538 rJ(1 '13S I=l ,N 
_ V_'-1� _( 1, I_)_=Vt\S ( :>, I_) __ 

5 3 S V f','? (fí, l l = V /\P ( 1 2, I l 
X= X:- ( 4 • í1 O,:, H ) 
J F- ( f:= 1 ,¡ D 'J() l 5 z. S , 5 t+ e; , 5 4 4 

5 4 4 f � ' ! -� Í\ 1� = E 1': O 1\ rJ + f.. • 

·Stt,; H=i¡_:: l):\L�5 (�Yll'1L)
r:; 1. , f U. ') D ó 

1:, 4 O D C, S 11 l I = l , �! 
V! 1<- ( 1 , 1 ) = V/\ ri ( ? , I l 

� 
1-' 



541 VAR(8,I)=VAR(9,I) 
___________ X=X-li ___________ ·-··------ ______ ·-·---· _ ________ --· ___ -· __ ---·- --·-···---- ___ ---· __ ---·. 

GO TO 54S 
• 

f 

____ 550_ X=.X:-:CJ •. DO*J-1) .... _ _ _  ---··-·--- - ----· ________ ___ --------· --------------- ·-------·- __ _ 
IF (EN0��)551,552,551 

_____ 5_�.l __ E.tsDJ�O.=:=El!O_N0.±2. ____ --·--· ----------·-----------·'-- --·-- -- ··---·--· ______ _ ------·-
552 K=3 

_______ DO_ 5.53 __ l=l ,N. _ ___ -----------·----------·-----·- -·--·--··----- __________ _______

VAR(6,Il=Vl\?-{1,Il 
. : 

----· 5.5.3 __ V A:-{_(_l 3 ,J l_=V A f< J 8_., I ) ·-- · ___ -·-- _____ '_ -�----- ____ '. _�- -----____ , -�-- __ __ ___ __ -· ·-__
557 DO 554 I=l,�/ 

. ' 
______ \/..}.R.(1,IJ=VAR(1<.+l,l) ··--·; _________ · __________ ·_; _____ · _ ·--· _____ ___ . ----- .. 

554 VAR(8,I)=VAR(K+8,I) 
________ Cf1 L L .E SCRJ R __ ·--------_____ : _____________ · ________________ · _____________________________ _ 

IF .<FLAG)560,562,562 
___ 560 ___ RF 1 URN ______________ -·-·--· _____________________________ ___________ _ . ... __________ . 

·5ó2 X=X+H
.. _____ K= K-1__ ---··· -- ---·-- -- --· -·-----· ------ - - ---- -- -- - - ---· -- -- ·-·-- - . - -- ----- - -- - --···-

IF (K)55E,558,55� 
___ 5 :i :)_ I e (_ t:tjD�rnJ �-� é, 5_5_ 7_, 5 �S__ _ ___ -- --- -- --· --··--··- ·-· ·- ·- --· . ·-·· ------- ···--. --- ---- __ -- ·-_ ··-

556 E�DNO=END�0-1. 
__________ Gr J0 __ 5?7. ___ _ _____ __ _ . ·- _______ ______ ____________ ____ __ ____ __ _ 

55E! OC1 559 J=l,J\f 
_____ ·-- Vt:R(l., I l=V.t.f ?  (6, I) __ _ ___ ____ ___ ____ --··-- __ _ --· __ __ _ 

55S V/\R(fl,I)=\/.l\F-(13,I) 
NCD=O 
Gll JCi �:; ! 8_ 
HID 

� 
N 



B. Formatos

La primera carta de entrada especifica: 

H 

BYHAL 

ENDVA 

X 

N 

T 

PHSIG 

NODUB 

.. 

ENDNO 

Incremento· inicial de la variable independiente. 

1 indica no partimiento (h-+-h/2), .5 indica h+h/2 ó .S 

si, uno quiere reducir a· Sh. 

Valor final _de la variable independiente, 

Valor inicial de la variable independiente. 

Número de ecuaciones del sistema, 

El número de dígitos decimales de aproximación que se 

quiere (1 á 12 en 11Double precision''). 

Comprobación de error: O para error absoluto y 1 para 

error relativo. 

El error es aproximado por ·la diferencia entre el va

lor predécido (Pn+l) y entre el valor corregido (Cn+tl• 

El .error ábsoluto es E= IPn+1-Cn+1I. El error relativo 

es E = I
Pn+t-Cn+l 1 ,

Cn+l 

Cualquier número excepto cero para suprimir el incre

mento de ha 2h • 

Número de puntos en el intervalo de integración !. .,' un 

punto final debe ser alcanzado. En este caso
,. 

H no. 

necesita ser especificado. 
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Descripción 

H 

BYHAL 

ENDVA 

X 

N 

T 

PHSIG 

NODUB 

ENDNO 

Columnas 
de la 
Tarjeta 

1-14

15-28

29-42

43-56

57-60

61-62

63 

64 

65-69

Formato 

D14.7 

D14.7 

D14.7 

D14.7 

14 

12 

1 1 

11 

15 

La segunda tarjeta de entrada especifica las condiciones iniciales del 

sistema de ecuaciones diferenciales y se almacena en la primera fila de la 

Matriz VAR, Cada una d� las condícion�s inici�les e1t& en el Formato fi0,7 

y un máximo de ocho es permitido, 

Los @lem@ntos de 11 Matri! A son datos, un elemento pQr tarJetá en el 
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siguiente 6rden ª11� ª12, .•• , ª1n, ª21, ª22, ..• , ª2n' ·······�··, ªnl' ªn2'

.
.. 

, ªnn· Cada elemento (l,J) _de l_a Matriz A tiene una tarjeta correspondiente

que especifica ,la función quiere decir las constantes que caracterizan esta 

función y están almacenados en DVA(l,J,K), K = 1,7. 

Para cada tarjeta, tenemos 

Descripción 

Tipo de fun
ción 

A 

B 

e 

D 

F 

Columnas 
de la 
Tarjeta 

1-1 O

11-20

21-30

41-50

61-70

. Formato DVA(l,J,K) 

Fl0.5 DVA(l,J,1) 

Fl0.5 OVA(l,J,2) 

Fl0.5 DVA(l,J,3) 

Fl0.5 OVA(l,J,4) 

fl0,5 DVA(l,J,5) 

Fl0,5 DVA(l,J,7) 
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Los siguientes son los tipos de funciones usados en el programa: 

Tipo 

2 

3 

4 

5 

6 

8 

Función 

f{t) = o 

f(t) = A 

f(t) = A+Bt+Ct2/D+Et+Ft2

f(t) = A+Be-Ct

f(t) = A+Bµ(t+C) 

f ( ., i 
r-- I',' ·.'. :· ( 1:) T '\. ¡ 
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C, Diagrama de Flujo 

READ DATA 

WRITE DATA 

FIN = ENDVA 

ENDVA = FIN 

__ _,;:.,¡ 
DO 31 I = l,N 

J = l,N 

-+ 

-o

ENDVA = DVA(I,J,4) 

31 CONTINUE 

---�fl�_L NQiiá��] 
-·---¡

é 
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+ 

DO 34 I = l,N 
J = l,N 

o 

o 

DVA(I,j,2) = DVA(I,J,2)+DVA(I,J,3) 

DVA(I,J,4) = FIN 

34 CONTINUE 

GO TO 



VAR(8,I) 
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i SUBROUT.INE POR 
\1 

DO 70 I = I ,N 1 

1 VAR ( 8, I) = 

o. 1

DO J = l ,N
= COE ( I., J) *VAR ( 1, J) +VAR ( 8, I) 

7 O CONTINUE 1 

,Ir 

! SUBROUTINE ESCRIB

WRITE X, VAR(l,I) 

FLAG==� 
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SUBROUTINE COMPD 

DO 80 I = l,N
J = l,N

1 NNN = DVA ( I , J , 1) 

( ___ G_O_T_ O_N_NN _ __.) 

(NNN = 1 )}--------i! COE(I,J)=O. 1-l -----7 

(NNN = 2 \ 1 COE(I,J)=DVA(I,J,2) ! 
1

-

( NNN = .3)-- COE(I,J)=DVA(I,J,2)+DVA(I,J,3)*X
+DVA(I,J,4)*X*X+DVA(I,J,5)/X 

+DV.A(I,J,6)/(X*X) 

( NNN = 4)- COE(I,J)=(DVA(I,J,2)+DVA(I,J,3)*X 1 

+DVA(I,J,4)*X*X)/(DVA(I,J,5) 
+DVA(I,J,6)*X+DVA(I,J,7)*X*X)

�
. COE (I ,J) =DVA (I ,J, 2) 

+DVA(I,J,3)/DEXP(DVA(I,J,4)*X)

COE(I,J)=DVA(I,J,2) .,� ----�--' 

QNN = 7)
, 7 

. �i:coE ( I ,J) =DVA (I ,J, 2) *DSIN (X) /DCOS (X)�-
¡

( NNN = y)

j �Ü��TNUifl--1
c::NNN = § ---· -··- C'J;At;í':'.

1

-i•\iju 

(RE�t� 
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SUBROUTINE NODIN 

NOD = O 

CHECKl = 16.21/lO
T

CHECK2 = CHECKl/2. i .·-

SET As, Bs, Cs 

FLAG == ODG 

-+ 

H = (ENDVA-X)/ENDNO 

WRITE H 

CALL COMP D 

CALL ESCRIB 



DO I = l,N 
VAR(6,I) = 0D0 

J = 4 

52 

DO I = l,N 
VAR(J+l,I) = VAR(l,I) 
VAR(J+8,I) = VAR(8,I) 

J = J-1 

---:::--iNOD =-1-,-@ 

----_..;� DO 407 K = 1,4 

DO I = l,N 
CK = H*VAR(8,I) 

R = (A(K)*CK)-(B(K)*VAR(6,I)) 
VAR(l,I) = VAR(l,I)+R 

VAR(6,I) = VAR(6,I)+(3.*R)-(C(K)*CK) 

CALL POR 

407 CONTINUE 

GO"TO 

X= X+H/2. 

CALL COMPD 
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-�--.
· NSWHF = 1

ENDNO = ENDNO-3 

FLAG = O. 

X =  X+H 

DO I = l,N 
VAR(l,I)=(l.54765ll*VAR(2,I)) 

-(l.8675052*VAR(3,I)) 
+(2.01720690*VAR(4,I)) 

-(.6973528*VAR(5,I)) 
+H*((2,002247216666667*VAR(9,I))

-(2,03168765DO*VAR(l0,I)) 
+(l.81861065DO*VAR(ll,I)) 

-(.7143200166666667*VAR(l2,I))) 

PERR = O. 
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DO 462 I = l,N 

TEMP=VAR(2,I)+H*((.375*VAR(8,I)} 
+(.7916666666666667*VAR(9,I}} 

-(.2083333333333333*VAR(l0,I)) 
+(.041666666666666670*VAR(ll,I))} 

-+ l. .
TEMPA=DABS(TEMP-VAR(l,I) 

TEMPA = DABS{(TEMP-VAR(l,I})/TEMP) 

VAR(l,I} = TEMP· 

PERR = TEMPA 
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CALL POR 

-==+>----------0 
! NSWHF = O

o 

ENDNO = ENDN0-1

· CALL ESCRIB

--� 
M = 3 � 1-------,.¡¡-----\.10) 

J = 13 '-

DO I .= l ,N 
VAR(J+l,I)=VAR(J,I) 

= J-1

+ ">----------->-@ 



FLAG = DABS(BYHAL) · 

WRITE(HALVED) 

-+ 

ENDNO = 2.*ENDNO 

o 

DO I = l,N 

VAR(l,I) = VAR(S,I) 
VAR(B,I) = VAR(12,I) 

X = X-(4.*H) 

+ 

ENDNO = ENDNO+6 

t.��� __ ;-1 _!-141.Bfi"Ti:l�! H r-.i.1 i --��l

é 

56 

DO I = l,N 
VAR(l,I) = VAR ( 2, I) 
VAR(8,I) = VAR(9 ,I) 

X = X-H



X= X-3.*H 

ENDNO = ENDN0+2. 

K = 3 

DO I = l,N 
VAR(6,I) = VAR (1, I) 

VAR ( 13, I) = VAR(8,I) 

DO I = l,N 
AR(l,I) = VAR(K+l,I) 
AR(8,I) = VAR (K+8, I) 

CALL ESCRIB 

X= X+H 

K = K-1 

IENDNO = ENDN0-1. 

57 

DO I = l,N 
VAR(l,I} = VAR(6,I} 

VAR(8,I} = VAR(l3,I} 



r 

MOD = ENDN0/2 

MOD = ENDNO-MOD**2 

WRITE DOUBLET 

DO I = l,N 
VAR(2,I)=VAR(l,I) 
VAR(4,I)=VAR(5,I) 
VAR(5,I)=VAR(7,I) 
VAR(9,I)=VAR(8,I) 

VAR(ll,I)=VAR(l2,I) 
VAR(l2,I)=VAR(14,I) 

_¡ __ 
H = 2.*H 

o 

ENDNO = ENDN0/2 

58 

·-------'----�€)




