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Resumen

El objetivo del presente trabajo es poder construir secuencias exactas cortas no se-
paradas dentro del álgebra Jacobiana asociada a una superficie.

En el caṕıtulo I introducimos el concepto de carcajes con potenciales, estos nos per-
mitirán definir el concepto del álgebra Jacobiana. En el caṕıtulo II repasamos el
concepto de superficies marcadas, aśı como el de triangulaciones y los carcajes aso-
ciados a estas. Definimos un potencial para los carcajes de este tipo y presentamos
algunos resultados referentes al álgebra Jacobiana asociada a este tipo de carcajes.

En el caṕıtulo III introducimos la herramienta combinatoria que nos ayudará duran-
te todo el trabajo: grafos serpientes. Se presenta la definición general de este tipos
de grafos y además como podemos asociar a una triangulación un grafo serpiente.
Se define la superposición y cruce de estos grafos y se muestra la relación que estas
operaciones tienen con nuestros arcos en la superficie.

En el caṕıtulo IV definimos el concepto de cadenas y módulo cadenas. Estos serán
elementos del álgebra Jacobiana que nos permitirán encontrar las secuencias exac-
tas mencionadas al inicio. Además, establecemos una biyección entre los arcos y las
cadenas.

En el caṕıtulo V establecemos la relación que hay entre suavizar curvas y los módu-
los cadena, aśı como la caracterización de secuencias exactas cortas usando el cruce
de módulos cadena.

Finalmente, en el caṕıtulo VI definimos la categoŕıa de conglomerado asociada a
una superficie marcada, aśı como la relación que existe entre el cruce de arcos y los
triángulos en la categoŕıa.
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Abstract

The objective of the present work is to be able to construct non-separable short
exact sequences within the Jacobian algebra associated to a surface.

In chapter I we introduce the concept of quivers with potentials. These will allow
us to define the concept of Jacobian algebra. In Chapter II we review the concept
of marked surfaces, as well as that of triangulations and the quivers associated with
them. We define a potential for the quivers of this type and present some results
concerning the Jacobian algebra associated to this type of quivers.

In chapter III we introduce the combinatorial tool that will help us throughout the
work: snake graphs. We present the general definition of this type of graphs and also
how we can associate a snake graph to a triangulation. We define the superposition
and crossing of these graphs and show the relationship that these operations have
with our arcs on the surface.

In chapter IV we define the concept of string and string modules. These will be
elements of the Jacobian algebra that will allow us to find the exact sequences men-
tioned at the beginning. We also establish a bijection between arcs and strings.

In Chapter V we establish the relationship between smoothing curves and string
modules, as well as the characterization of short exact sequences using the cross of
string modules.

Finally, in Chapter VI we define the cluster category associated with a marked
surface, as well as the relationship between the crossing of arcs and triangles in the
category.
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6.1 DG Categoŕıas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Índice de figuras

Figura 1 Carcaj Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
Figura 2 Carcaj Q formado por dos flechas . . . . . . . . . . . . . . . . 9
Figura 3 Carcaj con potencial Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
Figura 4 Carcaj Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Figura 12 Premutación de ũ2(Q) en la dirección 3 . . . . . . . . . . . . . 19
Figura 13 Carcaj con espacio de flechas A . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Figura 14 Esfera con cuatro pinchaduras . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Figura 15 Bitoro con un hueco . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Figura 16 Curvas en el toro con un hueco . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Figura 17 Triangulación en el anillo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Figura 72 Triángulo i, j, k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
Figura 73 Curva γ(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Figura 74 Curva γ(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
Figura 75 Cruce en flecha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
Figura 76 Cruce en 3-ciclo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
Figura 77 Cinco posibles casos para el cruce de arcos . . . . . . . . . . . 63
Figura 78 Casos 2 y 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
Figura 79 Primer caso del teorema 5.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
Figura 80 Segundo y tercer caso del teorema 5.5 . . . . . . . . . . . . . . 68

VIII



Figura 81 Configuración local de 1), extráıda de [4], pág. 28 . . . . . . . 76
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∂ξ derivada ćıclica de ξ ∈ A∗

J(S) ideal Jacobiano de un potencial S

uj(Q) mutación del carcaj Q

(A, S) carcaj Q con potencial S

Q(T ) carcaj asociado a una triangulación T
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Introducción

Las Álgebras de Conglomerado fueron definidas por Fomin y Zelevinsky en el art́ıcu-
lo [12] como herramienta para el estudio de la positividad total y las bases canónicas
duales en la teoŕıa de Lie. Sin embargo, este tipo de álgebras han ido apareciendo en
distintas ramas de la matemática a lo largo de los años. Por ejemplo, en el art́ıculo
[28] se asocia un Álgebra de Conglomerado a una superficie de Riemann marcada,
complementando este estudio en el art́ıculo [40], donde se define de manera expĺıcita
una base para el Álgebra de Conglomerado en el caso en que la superficie no tuviera
pinchaduras.

La categoŕıa de conglomerado fue definida en el art́ıculo [36], dando pie a la ca-
tegorificación de las álgebras de conglomerado. Este trabajo se fundamentó en el
estudio de las álgebras Jacobianas, las cuales fueron definidas en los art́ıculos [3] y
[41], definiendo los carcajes con potenciales y sus respectivas mutaciones.

En el caso de las superficies de Riemann marcadas sin pinchaduras, las álgebras
Jacobianas son álgebras gentiles, las cuales fueron estudiadas en el art́ıculo [1]. Este
tipo de álgebras, aśı como la respectiva categoŕıa de módulos, han sido estudiadas a
lo largo de los años en numerosos trabajos de investigación. Gracias a estos trabajos,
en [4] se estudiaron las secuencias exactas cortas no partidas en las álgebras gentiles
que provienen de superficies, encontrando aśı triángulos en la respectiva categoŕıa
de conglomerado.

En el presente trabajo vamos a seguir [4], haciendo un recuento de los resultados
necesarios con referencia a las álgebras Jacobianas, aśı como también de los módu-
los cadena asociados a estas. Aprovecharemos la geometŕıa de nuestra superficie
para entender los cruces de curvas como módulos cadenas, y aśı poder encontrar las
secuencias exactas cortas mencionadas anteriormente; todo esto expuesto en el teo-
rema 5.5, el cuál nos permitirá encontrar dos resultados más (corolario 6.2): definir
una base para el espacio Ext(M,N), aśı como también encontrar una fórmula para
su dimensión, resultados sumamente importantes dentro del estudio de las álgebras
gentiles.

Cabe recalcar que durante la mayoŕıa del trabajo estaremos trabajando con super-
ficies sin pinchaduras; sin embargo, los conceptos mencionados aqúı son de vital
importancia para poder entender trabajos posteriores que abordan el caso de las
superficies con pinchaduras, como por ejemplo, el art́ıculo [42], donde se analiza el
caso en el que haya una pinchadura usando las relaciones de Skein.
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Caṕıtulo 1

Carcajes con potenciales

En este caṕıtulo estudiaremos los carcajes con potenciales y sus respectivas mutacio-
nes. Vamos a utilizar una notación distinta a la expuesta en el apéndice. Seguiremos,
principalmente, las referencias [3] y [23].

1.1 Carcajes y álgebra de caminos

Definición 1.1 ([3], Sección 2.1). Un carcaj es una cuarteta Q = (Q0, Q1, h, t)
donde:

� Q0 es un conjunto finito denominado el conjunto de vértices de Q.

� Q1 es conjunto finito denominado el conjunto de flechas de Q.

� h : Q1 → Q0 es una función denominada head function.

� t : Q1 → Q0 es una función denominada tail function.

Una flecha α ∈ Q1 con h(α) = j e t(α) = i la representaremos por α : i→ j.

Un carcaj se representa como un grafo miltidirigido, esto quiere decir que pueden
haber varias flechas uniendo dos vértices. El grafo subyacente de un carcaj, es aquel
grafo que se obtiene de Q eliminando las orientaciones de sus flechas.

Definición 1.2 ([3], Sección 2.1). Un camino de longitud d > 0 en un carcaj
Q, es una secuencia de flechas a1, . . . , ad tales que t(aj) = h(aj+1) para todo j ∈
{1, . . . , d− 1}. Graficamente, un camino lo podemos ver como:

i = t(ad)
ad−→ h(ad)→ · · · → t(a2)

a2−→ h(a2) = t(a1)
a1−→ h(a1) = j

y lo denotaremos por (i|a1, . . . , ad|j) = α. Un camino será un d-ciclo si es un camino
de longitud d que satisface h(a1) = t(ad). Un carcaj será aćıclico si no tienen ningún
ciclo de cualquier longitud.

Definición 1.3 ([3], Sección 2.1). Dado un carcajQ y dos caminos α = (j2|ad, . . . , a1|k)
y β = (i|br, . . . , b1|j1). El producto de estos caminos, denominado muchas veces la
concatenación, se define como:

ab = δj1j2(i|br, . . . , b1, ad, . . . , a1|k)



Note que el producto de caminos, nos da 0 si j1 ̸= j2. Caso contrario tenemos:

i
br−→ · · · b1−→ j

ad−→ · · · a1−→ k

Dado un carcaj Q y K un cuerpo, denotamos por:

R = KQ0 = {f : Q0 → K | f es función}

A = KQ1 = {f : Q1 → K | f es función}

R es un K-álgebra conmutativa con las operaciones puntuales usuales, esta álgebra
recibe el nombre de álgebra de vértices. Por otro lado A es un (R,R)-bimódulo,
denominado el espacio de flechas, con las acciones:

(e · f)(a) = e(ha)f(a) (f · e)(a) = f(a)e(ta), ∀e ∈ R, ∀f ∈ A

Vamos a ver nuestros vértices como elementos de R y nuestras aristas como elemen-
tos de A. Para esto, dados i ∈ Q0 y α ∈ Q1 vamos a definir:

ei : Q0 → K, ei(j) = δij

1α : Q1 → K, 1α(β) = δαβ

Un cálculo inmediato muestra que {ei}i∈Q0 y {1α}α∈Q1 son bases para R y A respec-
tivamente. La siguiente proposición nos dice que cualquier (R,R, )-bimódulo, tiene
la forma de A para cierto carcaj.

Lema 1.1 ([23], Páginas 5 y 6). Dado Q0 un conjunto finito y R = KQ0. Entonces
todo (R,R)-bimódulo B de dimensión finita B tiene la forma B = KQ1 para cierto
carcaj Q = (Q0, Q1).

Demostración. La base {ei} es una base de idempotentes. Luego podemos expresar:

B =
⊕

i,j∈Q0

Bi,j

donde Bi,j = eiBej ⊆ B para cada i, j ∈ Q0. Como B es de dimensión finita cada
subespacio Bi,j lo es, definimos aśı Q1 como la unión de todas las bases de cada
Bi,j. Note que Q1 es un conjunto finito pues B es de dimensión finita. Aśı para
α ∈ Q1∩Bi,j definimos h(α) = i y t(α) = j. Tenemos aśı un carcaj Q = (Q0, Q1, h, t)
tal que B = KQ1 .

Observación. Vamos a representar un (R,R)-bimódulo B por una matriz (Bij),
donde la entrada (i, j) es el subespacio Bi,j. En este caso, la acción a izquierda (resp.
derecha) de un elemento c =

∑
ciei ∈ R se traduce en multiplicar a izquierda (resp.

derecha) la matriz diagonal cuyas entradas no nulas son exactamente las ci. Con
esto, el producto tensorial resulta en el producto usual de matrices, siendo expĺıcitos:

(B ⊗R C)ij =
⊕

k

Bi,k ⊗ Ck,j
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Para un carcaj Q con espacio de flechas A y d ≥ 0 definimos:

A0 = R

Ad = A⊗R A⊗R · · · ⊗R A (d veces)

Observación. Notemos algunos hechos importantes del bimódulo Ad:

� Podemos expresar A =
⊕

i,j Ai,j donde Ai,j = eiAej.

� Sea α ∈ Q1, entonces 1α ∈ Ai,j si y solo si h(α) = i y t(α) = j. Para ver esto,
solo es necesario usar la definición de las acciones:

1α ∈ Ai,j ⇔ 1α(α) = ei(h(α))f(α)ej(t(α)), f ∈ A

Entonces, una flecha α está en Ai,j si esta va de j a i.

� Tenemos que (A⊗ A)ij =
⊕

k∈Q0
Ai,k ⊗ Ak,j. Luego

A⊗R A =
⊕

i,j∈Q0

⊕

k

(Ai,k ⊗ Ak,j)

Luego {1α ⊗ 1β | α, β ∈ Q1, h(β) = t(α)} es una base para A⊗R A. Note que
si h(β) ̸= t(α) 1α ⊗ 1β = 0, por esta razón podemos pensar en el producto
tensorial como el producto de caminos. A partir de ahora consideraremos αβ
en vez de 1α ⊗ 1β sin confusión.

� De manera general, {1α1 ⊗ · · · ⊗ 1αd
| αi ∈ Q1, h(αi+1) = t(αi),∀i ∈ [1, d− 1]}

es una base para Ad. Resumiendo todo lo anterior, Ad es un espacio vectorial
generado por los caminos de longitud d ≥ 0.

Definición 1.4 ([23], Definiciones 2.1 y 2.2). Dado un carcaj Q:

a) El álgebra de caminos de Q se define como el álgebra tensorial:

R⟨A⟩ =
∞⊕

d=0

Ad

b) El álgebra de caminos completa de Q se define como:

R⟨⟨A⟩⟩ =
∞∏

d=0

Ad

Las componentes R⟨A⟩i,j = eiR⟨A⟩ej se denominan el espacio de caminos de j
a i. La unión de todas las base de Ad se denomina la base de caminos de
R⟨A⟩. Los elementos de R⟨⟨A⟩⟩ son combinaciones lineales (posiblemente infinitas)
de elementos de la base de caminos de R⟨A⟩. La multiplicación en R⟨⟨A⟩⟩ extiende
naturalmente la multiplicación en R⟨A⟩.
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Observación. Los elementos de R⟨⟨A⟩⟩ los denotaremos por x = (xd)d≥0, donde
xd ∈ Ad para cada d ≥ 0.

Ejemplo 1. Consideremos el carcaj que se muestra en la Figura 1:

1
a

1

Figura 1: Carcaj Q

En este caso R = KQ0 ∼= K y A = KQ1 = ⟨1a⟩ ∼= Ka. Aśı el álgebra de caminos es
R⟨A⟩ = K[a] y el álgebra de caminos completa es R⟨⟨A⟩⟩ = K[[a]].

Ahora consideremos m = m(A) el ideal bilátero maximal de R⟨⟨A⟩⟩ dado por:

m(A) =
∞∏

d=1

Ad

Los elementos de m(A) son de la forma (xd)d≥0 con x0 = 0. Como tenemos que
AiAj ⊆ Ai+j, la potencia n-ésima de m resulta ser:

m(A)n =
∞∏

d=n

Ad

De manera general, a partir de un ideal podemos construir una topoloǵıa sobre
nuestro anillo. Lo mostramos a continuación:

Proposición 1.2. Sea A un anillo e I un ideal. El conjunto:

{x+ In | n ∈ N, x ∈ A}

es una base para una topoloǵıa, denominada la topoloǵıa I-ádica. En esta topoloǵıa
se tienen las siguientes propiedades:

a) Un conjunto U es abierto si y solo si para cada x ∈ U , existe n ≥ 0 tal que
x+ In ⊆ U .

b) Para U ⊆ A se tiene que:

U =
∞⋂

n=0

(U + In)

Demostración. La unión de todos los elementos del conjuntos no da A claramente.
Ahora, consideremos x + In e y + Im tal que z ∈ (x + In) ∩ (y + Im). Debemos
encontrar u + Ik conteniendo a z y contenido en la intersección. Supongamos sin
pérdida de generalidad que n ≥ m, en este caso tenemos que In ⊆ Im. Pongamos
que z = x+ a = y + b donde a ∈ In e b ∈ Im, tenemos que x− y = b− a ∈ Im y aśı
x ∈ y + Im. Tenemos que z ∈ x+ In ⊆ (x+ In) ∩ (y + Im) probando que {x+ In}
forma una base.
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a) Sea U abierto y x ∈ U , tenemos que U es una unión de elementos de la base
por lo que x ∈ y + In para algún y ∈ A y n ≥ 0. Aśı, se tiene que x = y + p
con p ∈ In por lo que x + In ⊆ y + In ⊆ U . El rećıproco es evidente, pues
cada x+ In ⊆ U es abierto.

b) Procedemos por doble inclusión.

(⊆) Sea x ∈ U y n ∈ N. El conjunto x+ In contiene a x por lo que intersecta
a U digamos en z. Se tiene entonces que z = x + p donde p ∈ In, luego
x = z−p ∈ U+In. Como el n fue arbitrario se tiene la primera inclusión.

(⊇) Sea x ∈ ∩n(U+In), si suponemos que x /∈ U entonces existe algún abierto
B conteniendo a x tal que B ∩ U = ∅. Por la parte a) existe algún n tal
que x+ In ⊆ B, aśı x+ In ∩ U = ∅ algo imposible.

Por la proposición anterior, R⟨⟨A⟩⟩ junto con la topoloǵıa m-ádica es un espacio
topológico. Veamos algunas propiedades de este espacio.

Proposición 1.3 ([23], Página 7). El único ideal maximal de R⟨⟨A⟩⟩ que tiene
intersección nula con R es m.

Demostración. Sea x ∈ R⟨⟨A⟩⟩ \m. Si probamos que ⟨x⟩ ∩R es no vaćıo se tendŕıa
lo pedido. Aśı, pongamos X = (x(d))d≥0, como x /∈ m podemos escribir:

x = x(0) + y

donde x(0) ∈ R es no nulo e y ∈ m. Si multiplicamos por izquierda y derecha a x
podemos suponer que x(0) = ei y que eiy = y = yei. Definimos:

z = ei − y + y2 − y3 + · · · ∈ R⟨⟨A⟩⟩

Haciendo cálculos obtenemos que: xei = x, xy = y + y2, xy2 = y2 + y3, . . ., entonces
xz = x− y = ei ∈ R ∩ ⟨x⟩ probando lo pedido.

Proposición 1.4. Sea A y A′ dos (R,R)-bimódulos de dimensión finita. Conside-
remos φ : R⟨⟨A⟩⟩ → R⟨⟨A′⟩⟩ un homomorfismo de álgebras tal que φ|R = id.

a) φ−1(m(A′)) = m(A), aśı φ es continua.

b) Si φ es un automorfismo de álgebras, entonces lo es como espacios topológicos
también. Además φ es abierta y cerrada.

c) Sea ϕ : A→ m(A′) un homomorfismo de (R,R)-bimódulos, entonces se puede

extender a un homomorfismo de álgebras topológicas ϕ̃ : R⟨⟨A⟩⟩ → R⟨⟨A′⟩⟩ tal
que ϕ̃|R = id y ϕ̃|A = ϕ.

d) φ está determinado únicamente por φ|A : A→ m(A′).
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Demostración. Veamos cada caso:

a) Procedemos por doble inclusión.

(⊆) Consideramos x ∈ φ−1(m(A′)), entonces φ(x) ∈ m(A′). Supongamos
que x /∈ m(A), al igual que en la proposición anterior podemos encontrar
z ∈ R⟨⟨A⟩⟩ tal que xz = ei. Luego φ(x)φ(z) = ei ∈ m(A′) algo imposible.

(⊇) Sea y ∈ m(A), supongamos que φ(y) /∈ m(A′). Luego y−φ(y)(0) /∈ m(A),
sin embargo φ(y − φ(y)(0)) ∈ m(A′) algo imposible por lo anterior.

Luego para cada n y para cada x se tiene que φ−1(x + m(A′)n) = φ−1(x) +
m(A)n, por lo que φ es continua.

b) Si φ es un automorfismo, por a) (aplicado a φ−1) se tendŕıa que φ−1 es continua
y aśı φ seŕıa un automorfismo como espacios topológicos. Para lo segundo
probemos que φ es cerrado, aśı como es biyectivo tendŕıamos que también es
abierto. Dado U ⊆ R⟨⟨A⟩⟩, entonces:

φ(U) =
∞⋂

n=0

(φ(U) +m(A′)n)

=
∞⋂

n=0

(φ(U) + φ(m(A)n))

= φ

( ∞⋂

n=0

(U +m(A)n)

)

= φ(U)

Esto prueba que φ es cerrada.

c) Como φ es un homomorfismo de bimódulos, podemos extender φ linealmente
a ϕ̂ : R⟨A⟩ → R⟨⟨A′⟩⟩ haciendo:

ϕ̂(a1 . . . ad) = ϕ(a1) . . . ϕ(ad)

Afirmamos que R⟨A⟩ = R⟨⟨A⟩⟩. En efecto, sea x = (x(d))d≥0 ∈ R⟨⟨A⟩⟩ y U
un abierto conteniendo a x. Luego existe n ∈ N tal que x+mn ⊆ U , entonces
definimos z = (x(d))d≥0 − (x(d))d≥n ∈ R⟨A⟩ ∩ U por lo que x ∈ R⟨A⟩.

Por lo anterior, podemos extender (continuamente) ϕ̂ a un único homomorfis-

mo de álgebras topológicas ϕ̃ : R⟨⟨A⟩⟩ :→ R⟨⟨A′⟩⟩ como se queŕıa.

d) La restricción φ|A va de A a m(A′), usando c) podemos extender a ϕ de manera
única por lo que ϕ = φ y aśı φ queda determinada por su restricción.
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Como m(A′) = A′⊕m(A′)2, podemos expresar φ|A = (φ(1), φ(2)) donde φ(1) : A→ A′

y φ(2) : A→ m(A′)2. Una aplicación de la proposición 1.4 nos da lo siguiente.

Proposición 1.5 ([23], Proposición 2.4). El par (φ(1), φ(2)) de homomorfismos
de (R,R)-bimódulos da lugar a un único homomorfismo de álgebras topológicas
φ : R⟨⟨A⟩⟩ → R⟨⟨A′⟩⟩ tal que φ|R = id y φ|A = (φ(1), φ(2)). Además φ es un
isomorfismo si y solo si φ(1) es un isomorfismo.

Demostración. La primera parte de la proposición ya lo probamos en la proposición
1.4. Para la segunda parte:

(⇒) Tenemos que φ es un isomorfismo, entonces:

– φ es sobreyectivo. En efecto, sea y = (y(d))d≥0 ∈ A′, luego existe
x ∈ R⟨⟨A⟩⟩ tal que φ(x) = y. Tenemos:

y = φ(x) = x(0) + φ(x(1)) + φ(x− x(0) − x(1))

Aśı necesariamente x(0) = 0. Despejando:

φ(x(1)) = y − φ(x− x(0) − x(1))

Como x − x(0) − x(1) ∈ m(A)2, entonces φ(x − x(0) − x(1)) ∈ m(A′)2.
Aśı, por la relación anterior tendŕıamos que φ(1)(x(1)) = y probando la
sobreyectividad.

– φ es inyectivo. Sean a, b ∈ A tales que φ(1)(a) = φ(1)(b). Tenemos:

φ(a) + φ(2)(b) = φ(1)(a) + φ(2)(a) + φ(2)(b)

= φ(1)(b) + φ(2)(a) + φ(2)(b)

= φ(b) + φ(2)(a)

Ahora, existe x1 ∈ R⟨⟨A⟩⟩ tal que φ(x1) = φ(2)(b) ∈ m(A′)2. Entonces
x1 ∈ φ−1(m(A′)2) = m(A)2. Análogamente existe x2 ∈ m(A)2 tal que
φ(x2) = φ(2)(a). Reemplazando:

φ(a) + φ(x1) = φ(b) + φ(x2) =⇒ a+ x1 = b+ x2

Aśı a = b y tenemos la inyectividad.

(⇐) Como φ(1) es un isomorfismo, podemos identificar A con A′ y asumir que
el isomorfismo es la identidad. La matriz infinita que expresa φ como un
mapa K-lineal en la base de caminos, es triangular inferior con entradas 1 en
la diagonal (ordenamos los elementos de la base tal que sus grados estén de
manera creciente). Esta matriz es invertible, por lo que φ es invertible.
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1.2 Potenciales e Ideales jacobianos

Recordar que para d ≥ 0:

Ad =
⊕

i,j∈Q0

Adi,j

donde Adi,j = eiA
dej. Este espacio está generado por los caminos a1 . . . ad tales que

t(ad) = j y h(a1) = i.

Definición 1.5 ([23], Definición 3.1). Para un carcaj Q = (Q0, Q1, h, t) definimos:

a) La parte ćıclica de Ad como el sub (R,R)-bimódulo generado por los d-ciclos.

Adcyc =
⊕

i∈Q0

Adi,i

b) Un potencial S como cualquier elemento de R⟨⟨A⟩⟩ que es una combinación
lineal (posiblemente infinita) de ciclos, esto es, si pertenece al sub-espacio
vectorial cerrado:

R⟨⟨A⟩⟩cyc =
∞∏

d=1

Adcyc

c) La derivada ćıclica de ξ ∈ A∗ se define como el mapa K-lineal y continuo
∂ξ : R⟨⟨A⟩⟩cyc → R⟨⟨A⟩⟩ definido en caminos como:

∂ξ(a1 . . . ad) =
d∑

k=1

ξ(ak)ak+1 . . . ada1 . . . ak−1

y extendiendo linealmente a todo R⟨⟨A⟩⟩cyc.

d) El ideal Jacobiano de un potencial S como:

J(S) = R⟨⟨A⟩⟩{∂ξ(S) | ξ ∈ A∗}R⟨⟨A⟩⟩

es decir, como la clausura del ideal bilátero en R⟨⟨A⟩⟩ generado por los ele-
mentos ∂ξ(S) con ξ ∈ A∗.

e) El álgebra Jacobiana de S como el cociente R⟨⟨A⟩⟩/J(S). Denotamos a esta
álgebra como P(Q,S) o P(A, S).
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Observaciones. De las definiciones anteriores, notar que:

1) R⟨⟨A⟩⟩cyc es cerrado, en efecto, sea y ∈ R⟨⟨A⟩⟩cyc, entonces para cada n ≥ 0:

y ∈ (R⟨⟨A⟩⟩cyc +mn)

Supongamos que y = (y(d))d≥0 /∈ R⟨⟨A⟩⟩cyc, entonces existe algún d ≥ 0 tal
que y(d) /∈ Adcyc. Luego por lo anterior se tiene que:

y ∈ (R⟨⟨A⟩⟩cyc +md+1)

Aśı y = (x(k))k≥0 + (z(k))k≥d+1 por lo que y(d) = x(d) ∈ Adcyc algo imposible.

2) Si denotamos Q∗ el carcaj obtenido de Q al invertir las orientaciones de sus
flechas tenemos que A∗ se identifica con el espacio de flechas de Q∗.

3) Recordar que Q1 es una base de A, denotamos Q∗
1 = {a∗ : a ∈ Q1} la base

dual asociada. Para una flecha a ∈ Q1 definimos ∂a = ∂a∗ y aśı:

∂a(a1 . . . ad) =
d∑

k=1

δa,akak+1 . . . ada1 . . . ak−1

4) La derivada ćıclica ∂ξ no depende de la elección de la base de caminos.

Definición 1.6 ([23], Definición 3.2). Diremos que dos potenciales S y S ′ son ćıcli-
camente equivalentes si S − S ′ está en la clausura del espacio generado por los
elementos de la forma a1 . . . ad − a2 . . . ada1, donde a1 . . . ad son d-ciclos.

Proposición 1.6 ([23], Proposición 3.3). Si los potenciales S y S ′ son ćıclicamente
equivalentes entonces ∂ξ(S) = ∂ξ(S

′), para todo ξ ∈ A∗.

Ejemplo 2. Consideremos el carcaj Q mostrado en la Figura 2:

1 2

1

Figura 2: Carcaj Q formado por dos flechas

Tenemos que R = KQ0 = Ke1 ⊕Ke2 y A = KQ1 = Ka⊕Kb. Notar que los ciclos
en Q son de la forma (ab)n o (ba)n para n ≥ 1. Siendo más espećıficos si d es impar
Adcyc = {0} y si d = 2k es par tenemos que Adcyc está generado por (ab)k y (ba)k. Los
potenciales (salvo equivalencia ćıclica) son de la forma:

∞∑

n=1

αn(ab)
n, αn ∈ K
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Ahora calculemos las derivadas ćıclicas, para (ab)n consideremos la siguiente nota-
ción: pongamos ai = a si es que i es impar y ai = b si es que i es par, luego:

∂a((ab)
n) = ∂a((ab)(ab) . . . (ab)) =

2n∑

k=1

δa,akak+1 . . . a2na1 . . . ak−1

=
n∑

k=1

a2k . . . a2na1 . . . a2k−2 =
n∑

k=1

b(ab)n−1 = nb(ab)n−1

Siguiendo la misma idea que en el cálculo anterior, se obtiene que:

∂a((ab)
n) = nb(ab)n−1 = ∂a((ba)

n) y ∂b((ba)
n) = na(ab)n−1 = ∂b((ba)

n)

Introducimos ahora un “cálculo diferencial” con las derivadas ćıclicas, consideremos:

R⟨⟨A⟩⟩⊗̂R⟨⟨A⟩⟩ =
∏

d,e≥0

Ad ⊗K Ae

Dotamos a este espacio de una topoloǵıa que tiene como sistema básico de entornos
alrededor del 0 a los conjuntos de la forma:

∏

d+e≥n
Ad ⊗K Ae, n ≥ 0

Con esta topoloǵıa R⟨⟨A⟩⟩⊗KR⟨⟨A⟩⟩ es denso en R⟨⟨A⟩⟩⊗̂R⟨⟨A⟩⟩ ([23], Prop. 3.7).
Luego, para ξ ∈ A∗ definimos el mapa K-lineal y continuo:

∆ξ : R⟨⟨A⟩⟩ → R⟨⟨A⟩⟩⊗̂R⟨⟨A⟩⟩
haciendo ∆ξ(e) = 0 para todo e ∈ R y para caminos:

∆ξ(a1 . . . ad) =
d∑

k=1

ξ(ak)a1 . . . ak−1 ⊗ ak+1 . . . ad

Observación. Al igual que en el caso de la derivada ćıclica, para a ∈ Q1 definimos
∆a = ∆a∗. Luego por la definición, para un camino a1 . . . ad tenemos que:

∆a(a1 . . . ad) =
d∑

k=1

δa,aka1 . . . ak−1 ⊗ ak+1 . . . ad

Ejemplo 3. Consideremos el mismo carcaj del ejemplo 2, en este caso:

∆a((ab)
n) = ∆a((ab)(ab) . . . (ab)) =

2n∑

k=1

δa,aka1 . . . ak−1 ⊗ ak+1 . . . a2n

=
n∑

k=1

a1 . . . a2k−2 ⊗ a2k . . . a2n =
n∑

k=1

(ab)k−1 ⊗ b(ab)n−k

Realizando un cálculo similar tenemos que: ∆b((ab)
n) =

n∑

k=1

(ab)k−1a⊗ (ab)n−k.
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Definimos ahora el mapa K-bilineal continuo:

□ : (R⟨⟨A⟩⟩⊗̂R⟨⟨A⟩⟩)×R⟨⟨A⟩⟩ → R⟨⟨A⟩⟩

determinado por (u⊗ v)□g = vgu para todo u, v ∈ R⟨A⟩ ([23], Pág. 11).
Proposición 1.7 (Regla ćıclica de Leibniz, [23], Lema 3.8). Sea f ∈ R⟨⟨A⟩⟩ij y
g ∈ R⟨⟨A⟩⟩ji para i, j. Entonces para ξ ∈ A∗:

∂ξ(fg) = ∆ξ(f)□g +∆ξ(g)□f

De manera general para cualquier sucesión finita de vértices en Q i1, . . . , id, id+1 = i1
y cualquier sucesión de elementos de R⟨⟨A⟩⟩ f1, . . . , fd tales que fk ∈ R⟨⟨A⟩⟩ik,ik+1

para todo k, se tiene que:

∂ξ(f1 . . . fd) =
d∑

k=1

∆ξ(fk)□(fk+1 . . . fdf1 . . . fk−1)

Demostración. Como ∆ξ y ∂ξ son bilineales y lineales respectivamente, basta probar
para f = a1, . . . , ad y g = ad+1, . . . , ad+s dos caminos tales que h(a1) = t(ad+s) y
t(ad) = h(ad+1). Aplicando la definición tenemos:

∂ξ(fg) =
d+s∑

k=1

ξ(ak)ak+1 . . . ad+sa1 . . . ak−1

=
d∑

k=1

ξ(ak)(ak+1 . . . ad)g(a1 . . . ak−1)

+
s∑

k=1

ξ(ak+d)(ak+d+1 . . . ad+s)f(ad+1 . . . ad+k−1)

=
d∑

k=1

ξ(ak)(a1 . . . ak−1 ⊗ ak+1 . . . ad)□g

+
s∑

k=1

ξ(ak+d)(ad+1 . . . ad+k−1 ⊗ ad+k+1 . . . ad+s)□f

= ∆ξ(f)□g +∆ξ(g)□f

Para probar el caso general, simplemente se realiza inducción sobre d.

Proposición 1.8 (Regla ćıclica de la cadena, [23], Lema 3.9). Sea φ : R⟨⟨A⟩⟩ →
R⟨⟨A⟩⟩ tal que φ|R = id, para cada potencial S y ξ ∈ A′∗ se tiene que:

∂ξ(φ(S)) =
∑

a∈Q1

∆ξ(φ(a))□φ(∂a(S))

Demostración. Al igual que en la prueba de la proposición anterior, basta probar la
igualdad para un d-diclo S = a1 . . . ad ∈ Adcyc. Por el caso general de la proposición
1.7, aplicado a φ(a1), . . . , φ(ad), tenemos que:

11



∂ξ(φ(S)) =
d∑

k=1

∆ξ(φ(ak))□(φ(ak+1 . . . ada1 . . . ak−1))

Esta suma la podemos expresar de otra manera, note que como φ es un homomor-
fismo, entonces φ(0) = 0. Ahora dada cualquier flecha a ∈ Q1 puede ser que a ̸= ak
para todo k{1, . . . , n}, en este caso la suma:

∑

k,ak=a

ak+1 . . . ada1 . . . ak−1 = 0

Por lo tanto podemos expresar ∂ξ(φ(S)) como una suma sobre todas las flechas, ya
que si a ̸= ak el sumando nos dará 0. Tenemos entonces:

∂ξ(φ(S)) =
∑

a∈Q1

∆ξ(φ(a))□φ(
∑

k,ak=a

ak+1 . . . ada1 . . . ak−1)

=
∑

a∈Q1

∆ξ(φ(a))□φ(∂a(S))

Las dos proposiciones anteriores nos permitirán encontrar una forma de encontrar
isomorfismo entre álgebras Jacobianas asociadas a dos quiver.

Teorema 1.9 ([23], Proposoción 3.7). Todo isomorfismo de álgebras φ : R⟨⟨A⟩⟩ →
R⟨⟨A′⟩⟩ cumpliendo φ|R = id, env́ıa J(S) en J(φ(S)) e induce un isomorfismo
P(Q,S) ∼= P(A′, φ(S)).

Demostración. Procederemos por doble inclusión que φ(J(S)) = J(φ(S)).

(⊇) Sea ξ ∈ A′∗, por la proposición 1.8 se tiene que ∂ξ(φ(S)) está en el ideal
generado por {φ(∂a(S)) : a ∈ Q1} ⊆ {φ(∂ξ(S)) : ξ ∈ A∗}. Como J(S) es
generado por {∂ξ(S) : ξ ∈ A∗} esto prueba lo pedido.

(⊆) Aplicamos lo anterior para el caso de φ−1, en efecto:

J(S) = J(φ−1(φ(S))) ⊆ φ−1(J(φ(S)))

=⇒ φ(J(S)) ⊆ J(φ(S))

El teorema anterior nos da una forma de encontrar isomorfismos entre álgebras
Jacobianas. Comenzamos con un par de homomorfismos de bimódulos φ(1) y φ(2) tal
que φ(1) es isomorfismo. Luego, este par determina de manera única un isomorfismo
φ : R⟨⟨A⟩⟩ → R⟨⟨A′⟩⟩ tal que φ|R = id y aśı tendŕıamos el isomorfismo buscado.
Note que no siempre debe existir tal φ(1) y apriori no tenemos una forma clara de
construirlo.
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1.3 Carcajes con potenciales

Definición 1.7 ([23], Definición 4.1). Sea Q un carcaj con espacio de flechas A =
KQ1 y S ∈ R⟨⟨A⟩⟩cyc un potencial. Decimos que (A, S) es un carcaj con potencial,
abreviado simplemente QP, si cumple las siguientes condiciones:

1) Q no tiene lazos, es decir Ai,i = 0 para todo i ∈ Q0.

2) Ningún par de ciclos que aparecen en S son ćıclicamente equivalentes.

Ejemplo 4. Consideremos el carcaj Qmostrado en la Figura 3. Podemos considerar
dos potenciales S1 = 0 y S2 = abc.

1

2

3
a

bc

1

Figura 3: Carcaj con potencial Q

Observación. Cuando nos refiramos a un QP (A, S) está tácito que este está
determinado por un carcaj Q tal que KQ1 = A.

Definición 1.8 ([23], Definición 4.2). Sean (A, S) y (A′, S ′) dos QP con el mismo
espacio de vértices Q0. Una equivalencia a derecha es un isomorfismo de álgebras:

φ : R⟨⟨A⟩⟩ → R⟨⟨A′⟩⟩

tal que φ|R = id y φ(S) es ćıclicamente equivalente a S ′. Denotaremos en este caso
(A, S) ∼= (A′, S ′) y diremos que son equivalentes a derecha.

Se puede ver que un homomorfismo de álgebras φ como en la definición anterior, lleva
potenciales ćıclicamente equivalentes en potenciales ćıclicamente equivalentes (ver
[23], Pág. 12). Por esta razón si tenemos dos equivalencias a derecha su composición
sigue siendo equivalencia a derecha y aśı también la inversa de una equivalencia a
derecha sigue siéndolo. Aśı ser equivalente a derecha nos define una relación de
equivalencia, a sus clases las denominaremos clases de equivalencia a derecha.

Por la proposición 1.5 un isomorfismo de álgebras φ : R⟨⟨A⟩⟩ → R⟨⟨A′⟩⟩ induce un
isomorfismo φ(1) : A→ A′, aśı que al trabajar con QP equivalentes a derecha pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que A = A′. Además por las proposiciones
1.6 y 1.9 tenemos que si (A, S) ∼= (A′, S ′) entonces P(A, S) ∼= P(A′, S ′).

Definición 1.9 ([23], Página 12). Para (A, S) y (A′, S ′) dos QP con el mismo espacio
de vértices Q0, definimos la suma directa como: (A, S)⊕ (A′, S ′) = (A⊕A′, S + S ′)
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Observación. Lo anterior está bien definido pues hay encajes canónicos de R⟨⟨A⟩⟩
y R⟨⟨A′⟩⟩ en R⟨⟨A⊕ A′⟩⟩.

Consideremos un carcaj con potencial (A, S) donde S ∈ A2, en este caso tenemos
que ∂(S) = {∂ξ(S) : ξ ∈ A∗} ⊆ A. Si se cumple la igualdad es claro que el álgebra
Jacobiana P(A, S) es isomorfa a R.

Definición 1.10 ([23], Definición 4.3). Diremos que un QP (A, S) es trivial si
S ∈ A2 y ∂(S) = A, equivalentemente si P(A, S) = R.

Definición 1.11 ([23], Definición 2.5). Sea φ : R⟨⟨A⟩⟩ → R⟨⟨A⟩⟩ un automorfismo
con φ|A = (φ(1), φ(2)). Si φ(2) = 0 diremos que φ es un cambio de flechas.

Proposición 1.10 ([23], Proposición 4.4). Sea (A, S) un QP con S ∈ A2, entonces
el carcaj es trivial si y solo si consiste de 2N flechas distintas a1, b1, . . . , aN , bN tal
que para cada k ∈ {1, . . . , N} se tiene que akbk es un 2-ciclo y existe φ un cambio
de flechas tal que φ(S) es ćıclicamente equivalente a a1b1 + . . .+ aNbN .

Proposición 1.11 ([23], Proposición 4.5). Sea los QP (A, S) y (C, T ) donde el
segundo es trivial. Entonces el encaje canónico R⟨⟨A⟩⟩ → R⟨⟨A ⊕ C⟩⟩ induce un
isomorfismo de álgebras Jacobianas P(A, S) ∼= P(A⊕ C, S + T ).

Demostración. Sea L la cerradura del ideal en R⟨⟨A⊕C⟩⟩ generado por C, entonces
L contiene combinaciones lineales (posiblemente infinitas) de caminos donde cada
uno de ellos contienen al menos una flecha de C. Luego se tiene que:

R⟨⟨A⊕ C⟩⟩ = R⟨⟨A⟩⟩ ⊕ L
Sea S = (a1, . . . , as) y T = (c1, . . . , cs) se tiene que para ξ = (ξ1, ξ2) ∈ (A ⊕ C)∗ =
A∗ ⊕ C∗:

∂ξ(S + T ) =
s∑

k=1

ξ(ak, ck)(ak+1, ck+1) . . . (as, cs)(a1, c1) . . . (ak−1, ck−1)

=
s∑

k=1

ξ1(ak)(ak+1, ck+1) . . . (as, cs)(a1, c1) . . . (ak−1, ck−1)

+
s∑

k=1

ξ2(ck)(ak+1, ck+1) . . . (as, cs)(a1, c1) . . . (ak−1, ck−1)

= (∂ξ1(S) +
s∑

k=1

∂ai(S), ∂ξ2(S) +
s∑

k=1

∂ci(S))

Por lo anterior se concluye que J(S + T ) = J(S)⊕ L y aśı:

P(A⊕ C, S + T ) =
R⟨⟨A⊕ C⟩⟩
J(S + T )

=
R⟨⟨A⟩⟩ ⊕ L
J(S)⊕ L

∼= R⟨⟨A⟩⟩
J(S)

= P(A, S)
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Definición 1.12 ([23], Página 13). Para un QP (A, S) denotamos por S(2) ∈ A2 la
componente de grado 2 de S. Si S(2) = 0 entonces (A, S) se denomina reducido.

Definición 1.13 ([23], Página 13). Para un QP (A, S) definimos:

� Atriv = Atriv(S) = ∂S(2) el espacio de flechas trivial.

� Ared = Ared(S) = A/∂S(2) el espacio de flechas reducido.

Teorema 1.12 (Splitting theorem, [3], Teorema 10). Para un QP (A, S) existen:

� Un QP trivial (Atriv, Striv).

� Un QP reducido (Ared, Sred).

tales que (A, S) ∼= (Atriv, Striv) ⊕ (Ared, Sred). Más aun, la clase de equivalencia a
derecha de cada uno de los QP (Atriv, Striv) y (Ared, Sred) está determinada por la
clase de equivalencia a derecha de (A, S).

Demostración. Ver en [3].

Denominaremos a los QP (Ared, Sred) y (Atriv, Striv) la parte reducida y la parte trivial
de (A, S) respectivamente. Esta definición está bien definida salvo equivalencia a
derecha.

1.4 Mutación de carcajes QP

Sea Q un carcaj e i ∈ Q0 un vértice, un i-gancho es un camino ab donde se tiene

t(a) = i = h(b); en otras palabras es de la forma · b−→ i
a−→ · Vamos a definir una

operación en un carcaj, denominada mutación, en [3] no se pide que Q sea 2-aćıclico;
sin embargo para el propósito del presente trabajo pediremos está condición.

Definición 1.14 ([3], Definición 1). Dado un carcaj Q sin 2-ciclos ni lazos e i ∈ Q0

un vértice, la premutación de Q en la dirección i es el carcaj ũi(Q) obtenido de Q
siguiendo los pasos:

i) Para un i-gancho ab introducimos la flecha [ab] : t(b)→ h(a).

ii) Para cualquier flecha a que contiene a i se invierte su orientación obteniendo
a∗. Siendo espećıficos, si a : i → h(a) entonces a∗ : h(a) → i y si b : t(b) → i
entonces b∗ : i→ t(b).

La mutación deQ en la dirección i es el carcaj ui(Q) que se obtiene de la premutación
ũi(Q) eliminando los posibles 2-ciclos que se pudieron haber obtenido en el paso i).

Observación. En [12] se define la mutación sobre vértices mutables, haciendo
una clasificación de los vértices en mutables y congelados. En la definición 1.14 no
estamos considerando vértices congelados por lo que podemos mutar en cualquier
dirección.
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Ejemplo 5. Consideremos el carcaj Q mostrado en la Figura 4.

2 3

1 5

4

Q

1

Figura 4: Carcaj Q

Consideramos 3 ∈ Q0, la premutación ũ3(Q) contiene un 2-ciclo como se muestra en
la Figura 5:

2 3 4
a

u3~ (Q)
1 5

cb

d

[cd][ab]

1

Figura 5: Premutación ũ3(Q)

Eliminando el 2-ciclo obtenemos la mutación u3(Q):

2 3 4
a

u3(Q)
1 5

cb

d

[cd]

1

Figura 6: Mutación u3(Q)

Proposición 1.13. La mutación de carcajes satisface las siguientes propiedades:

1) Para todo i ∈ Q0 se tiene que ui(ui(Q)) = Q, es una involución.

2) Sean j, k ∈ Q0 tal que no existan flechas entre si, entonces uj(uk(Q)) =
uk(uj(Q)).

3) Sea r(Q) = Q∗ el quiver opuesto de Q, entonces para i ∈ Q0 se tiene que
ui(r(Q)) = r(ui(Q)).
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Ahora extenderemos la noción de mutación para el caso de carcajes con potenciales
(seguiremos [3]). Fijemos un QP (A, S) e i ∈ Q0, podemos suponer que S no
contiene ningún ciclo empezando en i (si fuera el caso, podemos reemplazar S por

otro potencial ćıclicamente equivalente). Denotamos Ã el espacio de flechas de la
premutación ũi(Q). Definimos:

� [S] el potencial en Ã que se obtiene al reemplazar todo i-gancho ab por [ab].

� ∆i(Q) =
∑

b∗a∗[ab] donde la suma se toma sobre todos los i-ganchos.

Note que ∆i(Q) es la suma de todos los nuevos 3-ciclos tras la premutación.

Definición 1.15 ([3], Definición 11). Definimos la premutación de (A, S) en la

dirección i como el QP ũi(A, S) = (ũi(A), ũi(S)) = (Ã, S̃) donde:

� Ã es el espacio de flechas de ũi(Q).

� S̃ = [S] + ∆i(Q).

La mutación de (A, S) en la dirección i se define como la parte reducida de ũi(A, S),
es decir ui(A, S) = (ũi(A)red, ũi(S)red)

Ejemplo 6. Consideremos los potenciales S1 = 0 y S2 = abc en el carcajQmostrado
en la Figura 7. Calculemos las premutaciones ũ2(A, S1) y ũ2(A, S2).

1

2

3
a

bc

1

Figura 7: Carcaj con potencial Q

En ambos casos debemos encontrar la premutación de Q, note que solo hay un
2-gancho bc por lo que debemos agregar una flecha [bc].

31

2

c*

a

b*

[bc]

1

Figura 8: Premutación ũ2(Q)

Denotamos por Ã al espacio de flechas de la premutación obtenida. Para el primer
potencial tenemos S̃1 = c∗b∗[bc], note que (Ã, S̃1) es reducido por lo que la mutación

es u2(A, S1) = (Ã, S̃1).
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Ahora S̃2 = a[bc] + c∗b∗[bc], la parte reducida de (Ã, S̃2) es u2(A, S2) = (A, 0) donde
A es el espacio de flechas del carcaj:

31

2

c* b*

1

Figura 9: Carcaj con espacio de flechas A

Ejemplo 7. Consideremos el carcaj mostrado en la Figura 10 y el potencial S =
dcba. Vamos a realizar primero la mutación en la dirección 2.

1 2

34

a

bd

c

1

Figura 10: Carcaj Q

La premutación ũ2(Q) se muestra en la Figura 11, note que solo hay un 2-gancho.

El espacio de flechas de este carcaj lo denotamos por Ã.

1

4

d

c

2

3

b*
[ba]

a*

1

Figura 11: Premutación ũ2(Q)

El potencial en este caso es S̃ = dc[ba] + a∗b∗[ba], note que (Ã, S̃) es reducido por

lo que u2(A, S) = (Ã, S̃). Ahora vamos a mutar (Ã, S̃) en la dirección 3, reali-
zando la premutación de ũ2(Q) obtenemos el carcaj de la Figura 12 (hemos puesto
que f = b∗, g = [ba] y e = a∗). Denotamos por A′ al espacio de flechas de este carcaj.

El potencial S ′ = ũ3(S̃) es e[fg] + d[cg] + g∗f ∗[fg] + g∗c∗[cg], luego el QP (A′, S ′)
no es reducido. Su parte reducida resulta (A, 0) donde A es el espacio de flechas del
carcaj mostrado en la Figura 13.
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c
34

f*

21
e

[fg]

d[cg]
g*

1

Figura 12: Premutación de ũ2(Q) en la dirección 3

c
34

f*

21

g*

1

Figura 13: Carcaj con espacio de flechas A

Proposición 1.14 ([23], Teorema 5.2). La clase de equivalencia a derecha del QP

(Ã, S̃) = ũk(A, S) está determinada por la clase de equivalencia a derecha de (A, S).

Corolario 1.15 ([23], Corolario 5.4). Sea un QP (A, S) y ũk(A, S) = (Ã, S̃). Si
(A, S) es un QP reducido tal que:

(Ã, S̃) ∼= (Ãtriv, S̃
(2))⊕ (A, S)

Entonces la clase de equivalencia a derecha de (A, S) está determinada por la clase
de equivalencia a derecha de (A, S).

Demostración. Ver en [23].

La proposición 1.14 y el corolario 1.15 nos dicen que las premutaciones y mutaciones
están bien definidas bajo equivalencia a derecha. Además, al igual que en la mutación
usual, tenemos que la mutación es una involución.

Proposición 1.16 ([23], Teorema 5.7). Sea (A, S) un QP tal que A es el espacio
de flechas de un carcaj Q (sin lazos ni 2-ciclos), entonces u2i (A, S) es equivalente a
derecha a (A, S).

Demostración. Ver en [23].
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Caṕıtulo 2

Triangulaciones y potenciales

En este caṕıtulo haremos un breve repaso sobre la teoŕıa de superficies marcadas
para luego asociar un carcaj con potencial a una triangulación de estas.

Nos centraremos en el caso de superficies marcadas sin pinchaduras. No abordaremos
el caso en que la superficie las tenga. El lector puede consultar el caṕıtulo 7 de [28]
para una referencia más amplia sobre este tema.

2.1 Triangulaciones en superficies marcadas

Definición 2.1 ([28], Definición 2.1). Una superficie marcada es un par (S,M)
donde:

a) S es una superficie de Riemann conexa con borde ∂S posiblemente vaćıo.

b) M ⊆ S es un conjunto finito de puntos que se denominan puntos marcados.
Este conjunto cumple la propiedad de que en cada componente conexa del
borde existe por lo menos algún punto marcado.

Usualmente denotaremos por S a una superficie marcada, obviando el conjunto de
puntos marcados (salvo se diga lo contrario).

Definición 2.2 ([28], Definición 2.1). Sea S una superficie marcada, a los puntos
marcados que se encuentran en el interior de S se les denominan pinchaduras.

A partir de ahora p denotará el número de pinchaduras y c el número de puntos
marcados que están en el borde de S.

Ejemplo 8. La Figura 14 muestra una esfera con 4 puntos marcados. Nuestra
superficie tiene género g = 0, el borde es vaćıo y no tiene componentes conexas
(aqúı b denota el número de componentes conexas del borde).

Ejemplo 9. La Figura 15 muestra un bitoro con un hueco y con 5 puntos marcados.
Nuestra superficie tiene género g = 2 y el borde tiene una componente conexa.



g=0

b=0
p=4

c=0

1

Figura 14: Esfera con cuatro pinchaduras

g=2

b=1
p=2

c=3

1

Figura 15: Bitoro con un hueco

Nuestras triangulaciones tomarán como vértices a los puntos marcados de nuestra
superficie. Por esta razón, por lo menos en el presente trabajo, solo trabajaremos
con superficies con algún punto marcado. Además, queremos obviar el hecho que
una superficie no pueda tener una triangulación o esta sea única. Por esta razón
asumiremos que (S,M) no puede ser:

� Una esfera con p = 1, 2, 3.

� Un m−gon con p = 0, 1 y m = 1.

� Un m−gon con p = 0 y m = 2, 3.

Definición 2.3 ([28], Definición 2.2). Sea (S,M) una superficie marcada, un arco γ
en S es una curva (considerada bajo isotoṕıa) que satisface las siguientes condiciones:

a) Sus extremos son puntos marcados.

b) No tiene autointersecciones, salvo posiblemente en sus extremos.

c) γ es disjunto de M y ∂S, salvo posiblemente en sus extremos.

d) γ no corta a un monogon ni un digon, ambos sin pinchaduras.
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Las curvas que unen dos puntos marcados y caen ı́ntegramente en el borde sin pasar
por un tercer punto marcado, se denominan segmentos de borde. Por la condición
d) este tipo de curvas no se consideran arcos de una superficie marcada pues cortan
a un monogon o digon (el corte se debe a que forman parte del borde de estos). A
una curva cuyos extremos coinciden se le denomina lazo.

Ejemplo 10. Consideremos el toro con un hueco y 5 puntos marcados como muestra
la Figura 16. En este caso γ1 no es un arco, efectivamente es un segmento de borde
(bajo isotoṕıa). Por el contrario γ2 y γ3 si son arcos del toro.

3

2
1

1

Figura 16: Curvas en el toro con un hueco

Definición 2.4 ([28], Definición 2.4). Sean γ y γ′ dos arcos en una superficie mar-
cada S. El número de intersecciones de estos arcos, denotado por e(γ, γ′), se define
como el número entero:

e(γ, γ′) = min{número de intersecciones de α, α′ | α ≃ γ, α′ ≃ γ′}

Dos arcos serán compatibles si e(γ, γ′) = 0. Cabe decir que las intersecciones siempre
se toman en el interior se la superficie.

Definición 2.5 ([28], Definición 2.6). Dada (S,M) una superficie marcada, una
triangulación ideal de S es una colección maximal de arcos compatibles dos a dos
junto con los (posibles) segmentos del borde.

Ejemplo 11. La Figura 17 nos muestra una triangulación del anillo con 4 puntos
marcados, de los cuáles uno es una pinchadura.

Las triangulaciones cortan a la superficie en triángulos, denominados triángulos
ideales. Un triángulo ideal se denomina interior si es que las posibles intersecciones
con el borde son puntos marcados. Un triángulo ideal interior que tiene solo dos
arcos como lados se denomina triángulo auto-plegado, este tipo de triángulo consiste
en un lazo y un arco que une una pinchadura.

22



1

Figura 17: Triangulación en el anillo

Radio

Lazo

1

Figura 18: Triángulo auto-plegado

Teorema 2.1 ([28], Proposición 2.10). Sea (S,M) una superficie marcada y T una
triangulación ideal. El número de arcos de T viene dado por:

n = 6g + 3b+ 3p+ c− 6

El número n se le llama el rango de (S,M).

Demostración. Ver en [28].

Ahora asociaremos un quiver a una triangulación de nuestra superficie. Sea T =
{γ1, . . . , γm} una triangulación en una superficie marcada de rango n, es decir tiene
n arcos. Vamos a suponer que γ1, . . . , γn son los arcos y los restantes los (posibles)
segmentos de borde. Los vértices de nuestro quiver Q(T ) van a estar en relación bi-
uńıvoca con los arcos de T y denotaremos simplemente por i al vértice asociado a γi.

Las flechas en nuestro quiver Q(T ) se definen como sigue. Para cualquier triángulo
ideal ∆ en T que no sea autoplegado, añadiremos una flecha i → j siempre que se
cumpla alguna de las siguientes condiciones:

a) γi, γj son lados de ∆, además γj sigue a γi en sentido horario.

b) γj es el radio de algún triángulo autoplegado con lazo γl y γi, γl son lados de
∆ tal que γl sigue a γi en sentido horario.
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j

l
i

1

Figura 19: Caso b) en la definición de Q(T )

c) γi es el radio de algún triángulo autoplegado con lazo γl y γj, γl son lados de
∆ tal que γj sigue a γl en sentido horario.

i

l

j

1

Figura 20: Caso c) en la definición de Q(T )

d) γi y γj son radios de triángulos autoplegados con lazos γl1 y γl2 tal que γl2
sigue a γl1 en sentido horario.

j i

l1l2

1

Figura 21: Caso d) en la definición de Q(T )

Definición 2.6. Al quiver Q(T ) construido se le denomina el carcaj de adyacencia
asociado a la triangulación T . A la matriz de intercambio (no estamos considerando
vértices congelados) se le denomina la matriz de adyacencia de T y se denota por
B(T ).

Observación. En [9] se define la matriz de adyacencia sin el uso de carcajes;
sin embargo, la definición que hemos dado coincide. Para ver esto, dada T una
triangulación e i un arco, defina πT (i) = r si es que i es el radio de un triángulo
auto-plegado y r el lazo de este o πT (i) = i caso contrario.
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Dado ∆ un triángulo ideal no auto-plegado, definimos la matriz entera B∆
ij por:

B∆
ij =





1; si ∆ tiene como lados a πT (i), πT (j) y
πT (i) sigue a πT (j) en sentido horario

−1; si ∆ tiene como lados a πT (i), πT (j) y
πT (i) sigue a πT (j) en sentido antihorario

0; caso contrario

Luego la matriz de adyacencia es:

B(T ) =
∑

∆

B∆

donde la suma se toma sobre todos los triángulos que no son auto-plegados. De la
misma definición se nota que B(T ) es antisimétrica.

Definición 2.7 ([3], Definición 8). Sea T una triangulación de (S,M). Si una
pinchadura p es incidente a exactamente solo dos arcos i1 y i2, añadimos en Q(T )

las flechas i1 → i2 y i2 → i1. El carcaj resultante se denota por Q̂(T ) y se denomina
el carcaj de adyacencia no reducido.

Note que en Q̂(T ) tenemos un potencial S ∈ A2 formado por el 2-ciclo que añadi-
mos. A continuación veamos algunos ejemplos de triangulaciones con sus respectivos
carcajes.

Ejemplo 12. Consideremos la triangulación ideal T del monogon con dos pincha-
duras mostrada en la Figura 22. Note que existe un triángulo auto-plegado por lo
que debemos usar b) y c) para poder encontrar el carcaj asociado.

2

1

43

1

Figura 22: Triangulación del monogon
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Hemos asignado una numeración a los arcos de T , con esta, el carcaj asociado Q(T )
se muestra en la Figura 23 junto con su respectiva matriz de adyacencia.

1 2

4

0
BBBBBB@

0 0 1 ¡1
0 0 1 ¡1
¡1 ¡1 0 0
1 1 0 0

1
CCCCCCA

3 B(T )

Q(T )

1

Figura 23: Carcaj y matriz de adyacencia

Ejemplo 13. Consideremos la triangulación ideal T del anillo con dos puntos mar-
cados mostrada en la Figura 24. En este caso el carcaj asociado es el quiver de
Kronecker.

12  
0 2
¡2 0

!

Q(T )

B(T )

1 2

1

Figura 24: Carcaj y matriz de adyacencia

Ejemplo 14. En la Figura 25 se ve una triangulación de un cuadrado con una

pinchadura, aśı como Q(T ) y Q̂(T ).

Q(T )Q(T )

1

Figura 25: Carcaj de adyacencia reducido y no reducido
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2.2 Potenciales en superficies

En esta sección definiremos un carcaj con potencial para una triangulación siguiendo
el caṕıtulo 3 de [3]. Consideremos una superficie marcada (S,M) y para cada
pinchadura p ∈ P escogemos xp ∈ K arbitrario. Vamos a fijar las elecciones (xp)p∈P .

Definición 2.8 ([3], Definición 23). Sea T una triangulación ideal de (S,M), aso-
ciaremos un potencial S(T ) ∈ R⟨⟨A(T )⟩⟩ donde A(T ) es el espacio de flechas de

Q(T ). Denotaremos por Â(T ) el espacio de flechas de Q̂(T ).

� Todo triángulo interior no autoplegado ∆ induce un triángulo orientado Ŝ∆

en Q̂(T ) salvo equivalencia ćıclica.

� Si el triángulo interior no autoplegado ∆ con lados j, k, l es adyacente a dos
triángulos autoplegados como muestra la Figura 26 definimos (bajo equivalen-

cia ćıclica) T̂∆ = b2b3b4/xpxq donde p, q son las pinchaduras de los triángulos

autoplegados. En cualquier otro caso ponemos T̂∆ = 0.

k

p q

m i m

k

j l

Q(T )

lj

i

b1

b4

b3b2

a

b5

a1

a2

1

Figura 26: Triángulo ideal incidente a dos triángulos autoplegados

� Si una pinchadura p ∈ P es adyacente a exactamente un arco i de T , entonces
i es radio de algún triángulo autoplegado y se tendŕıa la configuración que se
muestra en la Figura 27. Si k y l son arcos de T y no forman parte del borde
de S, definimos (bajo equivalencia ćıclica) Ŝp = −ab1b2/xp.

� Si una pinchadura p ∈ P es adyacente a más de un arco de T , borramos todos
los lazos adyacentes a p que son lazos de algún triángulo autoplegado. Las
flechas entre los demás arcos adyacentes a p forman un único ciclo ap1 . . . a

p
d

que da una vuelta alrededor de p en sentido anti-horario. Definimos (bajo

equivalencia ćıclica) Ŝp = xpa
p
1 . . . a

p
d.
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j

p

i

lk k

i

j

l

a

b2 b1

a2 a1

Q(T )

1

Figura 27: Pinchadura adyacente a exactamente un arco i

Definición 2.9 ([3], Pág. 13). El potencial no reducido Ŝ(T ) ∈ R⟨⟨Â(T )⟩⟩ se define
como:

Ŝ(T ) =
∑

∆

(Ŝ∆ + T̂∆) +
∑

p∈P
Ŝp

donde la primera suma se toma sobre todos los triángulos interiores no autoplegados.

Definición 2.10 ([3], Pág. 13). Definimos el carcaj con potencial asociado a la

triangulación T , denotado por (A(T ), S(T )), como la parte reducida de (Â(T ), Ŝ(T )).

Ejemplo 15. Si la superficie no tiene pinchaduras, es decir todos los puntos mar-
cados caen en el borde, entonces para cada triangulación T de (S,M) se tiene que

(A(T ), S(T )) = (Â(T ), Ŝ(T )), donde S(T ) es suma de triángulos orientados de Q(T )
provenientes de triángulos ideales interiores. En este caso resulta que el álgebra Ja-
cobiana cumple:

J(Q,W ) ∼= R⟨A⟩
I(T )

donde I(T ) es el ideal generado por todos los 2-caminos determinados por los 3-ciclos
de triángulos interiores de la triangulación.

Ejemplo 16 ([3], Ejemplo 25). Si la triangulación ideal T de (S,M) no tiene triángu-
los autoplegados y cada pinchadura es incidente a almenos 3 arcos de T . En este
caso (Â(T ), Ŝ(T )) = (A(T ), S(T )) donde:

S(T ) =
∑

∆

Ŝ∆ +
∑

p∈P
xpa

p
1 . . . a

p
d

es la suma de los triángulos orientados de Q(T ) provenientes de triángulos ideales
interiores y múltiplos de ciclos alrededor de la pinchadura.
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Ejemplo 17. Consideremos la triangulación ideal T del hexágono con dos pincha-
duras como se muestra en la Figura 28.

p q

1

Figura 28: Triangulación de un hexágono con dos pinchaduras

El carcaj de adyacencia asociado se muestra en la Figura 29.

!

v �

�

�

"

�

�

 �

�

1

Figura 29: Carcaj de adyacencia

En este caso tenemos que Ŝ(T ) = αβγ + δηε+ (ρωξ/xpxq))− (δvξ/xp)− (ερλ/xq).

Aśı (Â(T ), Ŝ(T )) es reducido, por lo que (A(T ), S(T )) = (Â(T ), Ŝ(T )).
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Ejemplo 18. Podemos realizar un flip a la tringulación anterior sobre uno de los
lazos de los triángulos autoplegados, obteniendo la Figura 30.

p q

1

Figura 30: Triangulación del hexágono obtenida tras un flip

El carcaj de adyacencia asociado se muestra en la Figura 31 (note que en q hay
exactamente dos arcos incidentes por lo que añadimos a y b).

!

�*
�

 �

�

a b
�v*

�*

1

Figura 31: Carcaj de adyacencia

En este caso tenemos que Ŝ(T ) = αβγ + δ∗ρb + aλη∗ − (aωv∗/xp) + xqab. En

este caso (Q̂(T ), Ŝ(T )) no es reducido. Consideremos el isomorfismo de R-álgebras

φ : R⟨⟨Â(T )⟩⟩ → R⟨⟨Â(T )⟩⟩ definido en las flechas por a 7→ a − (δ∗ρ/xq), b 7→
b− (λη∗/xq) + (ωv∗/xpxq) y la identidad en el resto de las flechas.
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Este resulta ser un equivalencia a derecha entre (Â(T ), Ŝ(T )) y (Â(T ), xqab+αβγ−
(δ∗ρλη∗/xq) + (δ∗ρωv∗/xpxq)). Luego el QP asociado a T , salvo equivalencia a
derecha, es (Q(T ), S(T )) donde S(T ) = αβγ − (δ∗ρλη∗/xq) + (δ∗ρωv∗/xpxq).

Teorema 2.2 ([3], Teorema 30). Sea T y T ′ dos triangulaciones ideales de (S,M)
tal que T ′ = ui(T ). Entonces ui(A(T ), S(T )) y (A(T ′), S(T ′)) son QP equivalentes
a derecha.

Finalizamos este caṕıtulo con un resultado sobre la dimensión del álgebra Jacobiano.
Denotaremos al álgebra Jacobiana asociada a una triangulación T (más precisamente
a su quiver asociado (Q(T ), S(T )) = (Q(T ),W (T ))) como J(Q,W ).

Teorema 2.3 ([3], Teorema 36). Sea (S,M) una superficie con borde no vaćıo. Para
una triangulación T de (S,M) el álgebra Jacobiana J(Q,W ) es de dimensión finita.

Demostración. Supongamos que (S,M) no tenga pinchaduras y sea T una trian-
gulación de (S,M). Para cada punto marcado m tenemos una configuración local
como muestra la Figura 32.

� � �

adm

m

a1
m

m

1

Figura 32: Configuración local alrededor de un punto marcado

Las flechas am1 , . . . , a
m
dm

están determinados únicamente por m. Sea:

N = max{dm |m ∈M}

Luego, cada camino en Q(T ) que tiene longitud mayor que N debe tener como factor
a ab = ∂c(S(T )), para algún triángulo orientado abc que aparece en S(T ).

Sea T1 la triangulación de (S,M ∪ P1) obtenida al agregar una pinchadura dentro
de algún triángulo y añadir tres aristas conectando P1 con los vértices del triángulo.
Tenemos que J(T ) ⊆ J(T1) y aśı todo camino en Q(T1) de longitud mayor que N+2
está en J(T1). Esto prueba lo pedido para este caso.

Para ver la prueba en el caso de pinchaduras, el lector puede consultar [3].
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Caṕıtulo 3

Grafos serpientes

3.1 Definición y grafo de banda

En este caṕıtulo introducimos el concepto de grafos serpiente. Asociaremos un
grafo serpiente a las triangulaciones de superficies e interpretaremos la intersección
de arcos en términos de estos. Principalmente seguiremos las referencias [9], [16],
[17] y [18]. El lector interesado en el cálculo de grafos serpiente puede revisar [16]
con más detalle.

Definición 3.1 ([16], Página 2). Una tesela G es un cuadrado (de longitud fija) en
el plano cuyos lados son paralelos a la base canónica.

Entenderemos una tesela G como un grafo de 4 vértices y cuatro aristas como se
muestra en la Figura 33. En una tesela distinguiremos sus cuatro lados por los
puntos cardinales: norte,sur,este y oeste.

G

Norte

Sur

EsteOeste

1

Figura 33: Tesela G

Definición 3.2 ([16], Página 2). Una grafo serpiente es un grafo plano conexo
conformado por una secuencia de teselas G1, . . . , Gd con d ≥ 1 satisfaciendo la
siguiente condición:

� Las teselas Gi y Gi+1 comparten una arista en común ei, donde o bien ei es el
norte de Gi y el sur de Gi+1 o bien ei es el este de Gi y oeste de Gi+1.

Ejemplo 19. Por convención asumiremos que si d = 0, el grafo de serpiente será
dos vértices unidos con una sola arista. En al Figura 34 se muestran grafos serpiente
para d = 4, 9.



e1 e2

e3
e1

e2

e3

e4
e5

e6
e7 e8

d=4 d=9

d=0

1

Figura 34: Ejemplos de grafos serpiente

Denotaremos un grafo serpiente por G = (G1, . . . , Gd) indicando las teselas que la
definen. Note que estas no definen un único grafo, podemos pegarlas de distinta
forma y obtener dos grafos no isomorfos.

Definición 3.3 ([16], Página 2). Sea G = (G1, . . . , Gd) un grafo serpiente, entonces:

a) Las aristas e1, . . . , ed−1 se denominan aristas interiores y las restantes aristas
de borde.

b) El interior de G se define como: int(G) = {e1, . . . , ed−1}.

c) El sur-oeste de G se define como: SWG = {sur de G1, oeste de G1}.

d) El nor-este de G se define como: GNE = {norte de Gd, este de Gd}.

Observación. Si d = 0 entonces los conjuntos SWG y GNE son vaćıos. Un grafo
serpiente se denomina recto si sus teselas se encuentran en una misma fila o columna
y se denomina zig-zag si no hay tres teselas consecutivas rectas.

Definición 3.4 ([16], Sección 2.1). Sea G = (G1, . . . , Gd) un grafo serpiente, una
función signo en G es una función φ : {aristas de G} → {±} que satisface:

a) Para todo i, el norte y oeste de Gi tienen el mismo signo.

b) Para todo i, el sur y este de Gi tienen el mismo signo.

c) Para todo i, el norte y el sur de Gi tienen signos opuestos.

Si fijamos el signo de una arista, definimos toda la función signo haciendo cumplir
cada una de las condiciones de la definición. Aśı solo existen dos funciones signo
para un grafo serpiente.

Ejemplo 20. En la Figura 35 se muestran las dos funciones signos asociadas al
grafo serpiente G con 9 teselas.

33



1

Figura 35: Funciones signo para un grafo serpiente

3.2 De triangulaciones a grafos serpiente

En esta sección trabajaremos con superficies sin pinchaduras, la principal razón es
que queremos evitar los triángulos auto-plegados en nuestras triangulaciones ideales.
Consideremos una triangulación ideal T de (S,M), el objetivo de esta sección es
asignar un grafo serpiente a T . Sea γ un arco en S que no está en T , fijemos una
orientación en γ, s ∈M su punto inicial y t ∈M su punto final. Denotaremos por:

s = p0, p1, p2, . . . , pd+1 = t

a todos los puntos de intersección de γ con T (en orden con la orientación fijada).
Para cada j ∈ {1, . . . , d} consideramos las siguientes notaciones:

� τij el arco de T que contiene a pj.

� ∆j−1,∆j los dos triángulos ideales en T que están a cada lado de τij .

� Con lo anterior tenemos que τij y τij+1
son arcos de ∆j, denotamos por ej al

tercer arco de ∆j.

s

t

�i1

�i2 �i3

e1

e2

p1
p2 p3

�2

�3
�1

�0



1

Figura 36: Arco γ cortando a una triangulación
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Ahora, sea Gj el cuadrilátero en T que tiene a τij como diagonal, vamos a pensar
en este cuadrilátero como una tesela etiquetada por los arcos de S. Por ejemplo, en
la Figura 36 tenemos G1 y G2 como muestra la Figura 37. Note que pueden haber
dos formas de obtener la tesela respetando o no la orientación de nuestra superficie.

�0

�1

�i1 �i2
�2

�1

G1 G2

e1 e2e1

1

Figura 37: Teselas G1 y G2

Definición 3.5 ([9], Definición 4.1). Diremos que la tesela Gi tiene orientación
relativa +1 si es que respeta la orientación de S y −1 si no la respeta. Denotaremos
a esta por rel(Gi, T ).

Para obtener el grafo serpiente seguiremos los siguientes pasos:

� Fijar una orientación relativa en la primera tesela G1, o bien +1 o bien −1.

� Para i > 1 las teselas Gi−1 y Gi cumplen que rel(Gi−1, T ) ̸= rel(Gi, T ). En
otras palabras, alternamos las orientaciones.

� Pegar Gi y Gi+1 a lo largo de ei. Obtenemos un grafo Gγ.

� Por último, eliminar todas las diagonales de cada tesela.

Definición 3.6 ([9], Sección 4.2). Dado γ /∈ T , el grafo serpiente que acabamos de
construir lo denotaremos por GT,γ o simplemente Gγ y lo denominaremos el grafo
serpiente asociado a γ.

A este grafo serpiente podemos asignarle una función signo f como sigue:

a) f(ej) = + si ej cae a la derecha de γ cuando pasa a travéz de ∆j.

b) f(ej) = − cualquier otro caso.

Observación. La orientación de la primera tesela siempre se considerará +1 salvo
se diga lo contrario. Cuando nos refiramos al grafo serpiente asociado a una arco,
siempre consideraremos la función signo mencionada anteriormente.

Ejemplo 21. Consideremos el anillo con dos pinchaduras junto con la triangulación
T mostrada en la Figura 38. Consideramos el arco γ /∈ T con la orientación indicada,
este intersecta a la triangulación en tres puntos p1, p2 y p3.
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p1

p2p3



b

1

2

a

1

Figura 38: Anillo con dos pinchaduras

En este caso solo hay tres triángulos ideales, el grafo serpiente asociado a γ se mues-
tra en la Figura 39 (parte de arriba). Si hubieramos considerado la otra orientación
en γ se hubiera obtenido el grafo serpiente de abajo.

21 1

1 12

a

2

2

1

1

2

2

bab

b a

2

2

a

1

1

2

2

b

1

Figura 39: Grafo serpiente asociado al anillo

Ejemplo 22. Consideremos un hexágono con la triángulación formada por las dia-
gonales 1, 2 y 3 como muestra la Figura 40. Consideramos la orientación de γ de
izquierda a derecha, el grafo asociado se muestra en la Figura 41.

a

b

d

c

ef

1



2

3

1

Figura 40: Hexágono (6-gon)
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21 3b

a

2 d

c

1

1

Figura 41: Grafo serpiente asociado a γ en el hexágono

Ejemplo 23. Consideremos el anillo con 4 puntos marcados en el borde con la
triangulación formada por los arcos 1, 2, 3 y 4 como se muestra en la Figura 42.

1

2 3

4



5 6

a

b

1

Figura 42: Anillo con 4 puntos marcados

En este caso tenemos cuatro puntos de intersección, las aristas interiores de nuestro
grafo serpiente son a, b, 6 y 5, este se muestra en la Figura 43. La función signo,
por ejemplo, sobre la arista interior nos da +1 pues el segmento de borde a está a
la derecha de γ cuando pasa por el segundo triángulo ideal.

1 2

3

4 1

6

b

a

4

3

21

2

14

5

2

3 a5

4

1

Figura 43: Grafo serpiente asociado a γ en el anillo
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3.3 Superposición y cruces

La intersección de dos arcos se pueden interpretar en términos de sus grafos serpien-
te asociados. Para esto vamos a definir el concepto de superposición de dos grafos
serpientes y también la noción de cuando dos grafos se cruzan.

Sea G = (G1, . . . , Gd) un grafo serpiente denotaremos por G[i, i+ t] al subgrafo de G
formado por las teselas Gi, . . . , Gi+t donde 1 ≤ i ≤ d y 0 ≤ t ≤ d− i. Similarmente
para i ≥ 2 e i+ t ≤ d− 1 definimos G(i, i+ t) como G[i, i+ t] \ {ei−1, ei+t}.

Definición 3.7 ([17], Página 4). Sea G = (G1, . . . , Gd) un grafo serpiente y ei una
arista interior. Definimos el grafo serpiente G \ pred(ei) como el grafo obtenido de
G removiendo los vértices y aristas que son predecesores de ei, es decir:

G \ pred(ei) = G[i+ 1, d]

Similarmente, si e ∈ GNE definimos G \ pred(e) = {e}.

Definición 3.8 ([17], Página 4). Sea G = (G1, . . . , Gd) un grafo serpiente y ei una
arista interior. Definimos el grafo serpiente G \ succ(ei) como el grafo obtenido de
G removiendo los vértices y aristas que son sucesores de ei, es decir:

G \ succ(ei) = G[1, i]

Similarmente, si e ∈ SWG definimos G \ succ(e) = {e}.

Ejemplo 24. Consideremos el grafo G como muestra la Figura 44. En este caso
para e2 se define G \ pred(e2) y G \ succ(e2).

e1 e2
e3

Gnpred(e2)

Gn succ(e2) G1 G2

G3

G4

G

1

Figura 44: Grafos G \ pred(e2) y G \ succ(e2)

Cuando tengamos dos grafos serpientes G1 y G, consideraremos que un encaje (em-
bedding) i : G → G1 siempre cumple que i(G) es o bien G o bien una rotación de
180◦ de G o bien una reflexión respecto a y = x o y = −x. En particular siempre
se mapeará el vértice sur-oeste de la primera tesela de G al vértice sur-oeste de la
primera tesela en i(G) o al nor-este de la última tesela en i(G)
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Definición 3.9 ([17], Sección 2.5). Sean G1 = (G1, G2, . . . , Gd) y G2 = (G′
1, . . . , G

′
d′)

dos grafos serpientes. Diremos que G1 y G2 tiene una superposición G si G es un
grafo serpiente con al menos una tesela y además existen dos encajes i1 : G → G1 e
i2 : G → G2 que cumplen lo siguiente:

a) Si G tiene al menos dos teselas y existe G ′ con encajes i′1 : G ′ → G1, i′2 : G ′ → G2
tal que i1(G) ⊆ i′1(G ′) y i2(G) ⊆ i′2(G ′), entonces i1(G) = i′1(G ′) y i2(G) = i′2(G ′).
Los encajes ij, i

′
j deben respetar el orden de las teselas (j = 1, 2).

b) Si G tiene una tesela, ponemos Gk = i1(G), G′
k = i2(G). Entonces:

a) k ∈ {1, d} o k′ ∈ {k′, d′} o
b) 1 < k < d, 1 < k′ < d′ y (Gk−1, Gk, Gk+1), (G

′
k′−1, G

′
k, G

′
k+1) son ambos

rectos o ambos zig-zag.

Ejemplo 25. En la Figura 45 se muestra dos grafos serpientes G1 y G2 con una
superposición G. En este caso G tiene 4 teselas.

G

i1 i2

G2G1

1

Figura 45: Superposición G caso a)

Ejemplo 26. En la Figura 46 se muestra dos grafos serpientes G1 y G2 con una
superposición G. En este caso G tiene solo 1 tesela.

Gk 0

Gk

G2G1

1

Figura 46: Superposición G caso b)
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Extendamos lo anterior para el caso de una superposición en el mismo grafo ser-
piente. Para esto consideremos G1 un grafo serpiente y i1 : G → G1, i2 : G → G2
dos encajes tales que i1(G) = G1[s, t] ̸= i2(G) = G1[s′, t′] donde s < t y s′ < t′.
Asumiremos que i1 mapea el sur-oeste de la primera tesela de G en el sur-oeste de
Gs en G[s, t].

� Diremos que i1, i2 están en la misma dirección si i2 mapea el sur-oeste de la
primera tesela de G al sur-oeste de G′

s en G1[s′, t′].

� Diremos que i1, i2 están en dirección opuesta si i2 mapea el sur-oeste de la
primera tesela de G al nor-este de G′

t en G1[s′, t′].

Definición 3.10 ([17], Página 7). Diremos que G1 tiene una auto-superposición G
en la misma dirección, si G es un grafo serpiente con una función signo f y además
existen i1 : G → G1, i2 : G → G2 encajes en la misma dirección tal que:

� i1(G) ̸= i2(G).

� Satisfacen a) y b) de la definición de superposición.

� Las 2 funciones signo inducidas por f son iguales.

Definición 3.11 ([17], Página 8). Diremos que G1 tiene una auto-superposición G
en la dirección opuesta, si G es un grafo serpiente con una función signo f y además
existen i1 : G → G1, i2 : G → G2 encajes en la misma dirección tal que:

� i1(G) ∩ i2(G) = ∅ y hay como mı́nimo una tesela entre ellos.

� Satisfacen a) y b) de la definición de superposición.

� Las 2 funciones signo inducidas por f son opuestas.

Ejemplo 27. En la Figura 47 se muestra una auto-superposición G en la misma
dirección. Note que las funciones signo coinciden.

G

G1

+

+

t

s0
t 0

s

1

Figura 47: Auto-superposición G en la misma dirección
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Ejemplo 28. En la Figura 48 se muestra una auto-superposición G en la dirección
opuesta. Note que las funciones signo son opuestas.

Gs

s0

t 0
t

G1

1

Figura 48: Auto-superposición G en dirección opuesta

Diremos que una auto-superposición tiene intersección si es que i1(G)∩i2(G) contiene
al menos una tesela.

Ejemplo 29. En la Figura 49 se muestra una auto-superposición G en la misma
dirección con intersección, en este caso tiene tres teselas.

t 0

G

s

t

s0

G1

1

Figura 49: Auto-superposición G con intersección

Sea G1 = (G1, . . . , Gd),G2 = (G′
1, . . . , G

′
d) con una superposición en G con encajes

i1(G) = G1[s, t] y i2(G) = G2[s′, t′]. Fijemos una función signo f en G, esta induce dos
funciones signo f1 y f2 en G1 y G2 respectivamente. Por la maximalidad tenemos:

f1(es−1) = −f2(e′s′−1)

f1(et) = −f2(e′t′)
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Definición 3.12 ([16], Definición 2.4). Con las notaciones anteriores, diremos que
los grafos serpientes G1 y G2 se cruzan en G si se cumple una o ambas de las siguientes
condiciones:

i) a) f1(es−1) = −f1(et), si s > 1, t < d o bien

b) f2(e
′
s′−1) = −f2(e′t′) si s′ > 1, t′ < d′

ii) a) f1(et) = f2(e
′
s′−1), si s = 1, t < d, s′ > 1, t′ = d′ o bien

b) f1(es−1) = f2(e
′
t′), si s > 1, t = d, s′ = 1, t′ < d′

La definición anterior no depende de la función signo, simplemente depende del
mismo grafo serpiente. En la práctica podemos asignar + o − sin problemas a una
de las aristas.

Ejemplo 30. Consideremos los dos grafos mostrados en la Figura 50, fijemos cual-
quier función signo, note entonces que:

f1(es−1) = −f1(et)

s

t

s0

t 0

es¡1

es

et

es0

et0

1

Figura 50: Cruce en G

Al igual que en el caso de una superposición, extendemos la definición de cruce
al caso que se de en un mismo grafo. Sea G1 = (G1, . . . , Gd) un grafo serpiente
con auto-superposición en G y encajes i1(G) = G1[s, t], i2(G) = G1[s′, t′] con s ≤ s′.
Fijamos una función signo f en G1 arbitraria.

Definición 3.13 ([16], Definición 2.6). Diremos que G1 se auto-cruza en G si se
cumple las siguiente condiciones:

i) f(es−1) = −f(et), si s > 1 o bien f(e′s′−1) = −f(e′t′) si t′ < d′.

ii) f(et) = f(es′−1)

Al igual que en las auto-superposiciones, la definición anterior no depende de la
función signo. Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 31. Consideremos el grafo serpiente mostrado en la Figura 51. Las aristas
es′−1, et′ y et se muestran también. Es inmediato verificar que:

f(es′−1) = −f(et′)

f(et) = f(es′−1)

s

t

s0

t 0es0¡1

et0

et

1

Figura 51: Auto-cruce en G

Ejemplo 32. Consideremos el grafo serpiente mostrado en la Figura 52. Las aristas
es′−1, et′ y et se muestran también. Es inmediato verificar que:

f(es′−1) = −f(et′)

f(et) = f(es′−1)

s

t

t0

s0es0¡1

es0

et

et0

1

Figura 52: Auto-cruce en G

43



3.4 Resolución de cruce

En esta sección definiremos ciertos tipos de grafos serpientes para aśı poder en-
contrar correspondencias entra las intersecciones de arcos y nuestros grafos. Estos
grafos serán elementos de un grupo abeliano libre, que nos permitirá operar grafos
serpientes.

Definición 3.14. Definimos R el grupo abeliano libre generado por todas las clases
de isomorfismo de uniones disjuntas de grafos serpientes y de banda.

Recordar que G es el grafo opuesto de G, que se obtiene al reflejar adecuadamante
y aśı obtener la secuencia de teselas opuestas a la inicial.

Sean G1,G2 dos grafos serpientes con superposición G, que se cruzan en G con encajes
G = G1[s, t] = G2[s′, t′]. Vamos a definir 2 grafos G ′5 y G ′6 como sigue:

a) G ′5 = G1[1, s− 1] ∪ G2[s′ − 1, 1].

b) G ′6 = G2[d′, t′ + 1] ∪ G1[t+ 1, d].

donde:

a) G ′5 se pega como sigue:

– Si Gs está al este de Gs−1, entonces se pega a lo largo del norte de Gs−1

y del este de G′
s′−1.

– Si Gs está al norte de Gs−1, entonces se pega a lo largo del este de Gs−1

y norte de G′
s′−1.

a) G ′6 se pega como sigue:

– Si Gs está al este de Gs−1, entonces se pega a lo largo del norte de Gs−1

y del este de G′
s′−1.

– Si Gs está al norte de Gs−1, entonces se pega a lo largo del este de Gs−1

y norte de G′
s′−1.

Fijamos f5 y f6 funciones signo en G ′5 y G ′6 respectivamente. Ahora, definimos los
grafos G3,G4,G5 y G6 como sigue:

G3 = G1[1, t] ∪ G2[t′ + 1, d′]

donde los grafos se pegan a lo largo de e′t′ ∈ GNE
t ∩ SWG

′
t′+1,

G4 = G2[1, t′] ∪ G1[t+ 1, d]

donde los grafos se pegan a lo largo de et ∈ G′NE
t′ ∩ SWGt+1.
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G5 =




G ′5 si s > 1, s′ > 1
G ′5 \ succ(e) si s′ = 1
G ′5 \ pred(e) si s = 1

donde en el caso s′ = 1, e es la última arista en int(G5)∪SWG′
5 tal que f5(e) = f5(es−1)

y en el caso s = 1, e es la primer arista en int(G ′5) ∪G′NE
5 tal que f5(e) = f5(e

′
s′−1),

G6 =




G ′6 si t < d, t′ < d′

G ′6 \ succ(e) si t = d
G ′6 \ pred(e) si t′ = d′

donde en el caso t = d, e es la última arista en int(G ′6)∪SWG′
6 tal que f6(e) = f6(e

′
t′)

y en el caso t′ = d′, e es la primer arista en int(G ′6) ∪G′NE
6 tal que f6(e) = f6(et).

Definición 3.15 ([17], Definición 3.1). Con las notaciones anteriores, diremos que
(G3 ∪G4) + (G5 ∪G6) ∈ R es la resolución de cruce de G1 y G2 en la superposición G.
Lo denotaremos por ResG(G1,G2) o simplemente Res(G1,G2).

Ejemplo 33. Consideremos los grafos mostrados en la Figura 53, estos tienen una
superposición. Note además que s > 1, t < d, s′ > 1, t′ < d′.

G1 G2

1

Figura 53: Grafos G1 y G2

El grafo G3 se obtiene pegando dos grafos como sigue:

=

G2[t
0+1; d]

G1[1; t] G3

1

Figura 54: Grafo G3
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El grafo G4 se obtiene pegando dos grafos como sigue:

G1[t+1; d]G2[1; t
0]

=

G4

1

Figura 55: Grafo G4

Los grafos G ′5 y G ′6 son:

=

G2[s
0¡ 1; 1]

G5
0

G1[1; s¡ 1]

= G6
0

G1[t+1; d]
G2[d

0; t 0+1]

1

Figura 56: Grafos G ′5 y G ′6

Como s > 1, t < d, s′ > 1, t′ < d′ entonces los grafos G5 y G6 coinciden.

Ejemplo 34. Consideremos los grafos mostrados en la Figura 57, estos tienen una
superposición. Note que s = 1 y t′ = d por lo que G5 y G6 no coinciden con G ′5 y G ′6.

G1 G2

s

t

t 0

s0

1

Figura 57: Grafos G1 y G2

Los grafos G3 y G4 se muestran en la Figura 58:
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G3= G1[1; t]

G1[t+1; d]

G2 [ = G4

1

Figura 58: Grafos G3 y G4

Los grafos G ′5,G ′6 se muestran en la Figura 59 y G5,G6 en la Figura 60.

G5
0 = G2[s0¡ 1; 1]

G6
0 = G1[t+1; d]

e

e

1

Figura 59: Grafos G ′5 y G ′6

G5

G6

1

Figura 60: Grafos G5 y G6

Ejemplo 35. Consideremos los grafos mostrados en la Figura 61, estos tienen una
superposición. Note que s = 1 y t′ = d por lo que G5 y G6 no coinciden con G ′5 y G ′6.

Los grafos G3 y G4 se muestran en la Figura 62 y los grafos G5 y G6 en la Figura 63
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s

t

s0

t 0

G1

G2

1

Figura 61: Grafos G1 y G2.

G3

G4

Figura 62: Grafos G3 y G4.

3.5 Grafting

En esta sección definiremos otra operación que asigna dos pares de grafos serpientes
a dos grafos. Esta operación no involucra las superposiciones estudiadas anterior-
mente y servirán más adelante en la prueba de algunos teoremas.

Sea G1 = (G1, . . . , Gd), G2 = (G′
1, . . . , G

′
d′) dos grafos serpiente y f1 una función

signo en G1. Sea 1 ≤ s ≤ d tal que Gs ̸= G′
1. Tenemos dos casos:

� Si s ̸= d.

– Si Gs+1 está al norte de Gs, denotaremos por δ3 la arista este de Gs, por
δ5 la arista oeste de Gs+1, por δ

′
3 la arista oeste de G′

1 y por δ′5 la arista
sur de G′

1.

– Si Gs+1 está al este de Gs, denotaremos por δ3 la arista norte de Gs, por
δ5 la arista sur de Gs+1, por δ

′
3 la arista sur de G′

1 y por δ′5 la arista oeste
de G′

1.

Las notaciones anteriores se pueden observar en la Figura 64
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G5 G6

Figura 63: Grafos G5 y G6.

Gs+1

Gs Gs Gs+1 G1
0G1

0�3

�5

�3
0

�5
0

�3

�3
0

�5
0

�5

1

Figura 64: Posibles casos para Grafting

Definiremos cuatro grafos serpientes:

– G3 = G1[1, s] ∪ G2, donde los subgrafos se pegan a lo largo de δ3 y δ′3.

– G4 = G1 \ pred(e), donde e ∈ Int(G1[s + 1, d]) ∪ GNE1 es la primera arista
tal que f1(e) = f1(δ3).

– G5 = G1 \ succ(e), donde e ∈ Int(G1[1, s]) ∪ SWG1 es la última arista tal
que f1(e) = f1(δ3).

– G6 = G2[d′, 1]∪G1[s+1, d], donde los subgrafos se pegan a lo largo de las
aristas δ5 y δ′5.

� Si s = d. Escogemos un par de aristas (δ3, δ
′
3) tal que δ3 sea la arista norte en

Gs y δ
′
3 la arista sur en G′

1 o δ3 la arista este de Gs y δ
′
3 la arista oeste de G′

1.
Sea f2 una función signo en G2 tal que f2(δ′3) = f1(δ3), definimos cuatro grafos
serpientes como sigue:

– G3 = G1[1, s] ∪ G2, donde los dos grafos serpientes se pegan a lo largo de
las aristas δ3 y δ′3.

– G4 = {δ3}.
– G5 = G1 \ succ(e), donde e ∈ SWG1 ∪ Int(G1[1, 2]) es la última arista tal

que f1(e) = f1(δ3).

– G6 = G2 \ pred(e), donde e ∈ Int(G2) ∪ GNE2 es la primera arista tal que
f2(e) = f2(δ

′
3).

Definición 3.16 ([17], Definición 3.6). Con las notaciones anteriores, diremos que
el elemento (G3 ∪ G4) + (G5 ∪ G6) ∈ R es la resolución del grafting de G2 en G1 y lo
denotaremos por Grafts,δ3(G1,G2).
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Ejemplo 36. Consideremos los grafos serpientes G1 y G2 mostrados en la Figura
65. Siguiendo los pasos establecidos, se muestran también las aristas δ3, δ5, δ

′
3 y δ′5.

G2G1

�3

�5 �5
0

�3
0

1

Figura 65: Grafos G1 y G2

En la Figura 66 se muestran cada uno de los cuatro grafos que constituyen la reso-
lución del grafting.

G3

G4 G5

G6

1

Figura 66: Grafting

3.6 Intersectando arcos

Las nociones definidas anteriormente tienen una razón en su complicada definición.
En nuestra superficie intersectar dos arcos va a tener una noción dual con la de
superponer grafos serpientes. Uno de los principales usos de la teoŕıa que esta-
mos desarrollando es para poder evitar la homotoṕıa dentro de nuestra superficie,
suavizar arcos puede terminar siendo un trabajo complicado, por lo que los grafos
serpientes nos dan una mano en ese aspecto.

Consideremos γ1 y γ2 dos arcos que no están en una triangulación T y que se
intersectan en p ∈ S \ ∂S.
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Fijemos una orientación en γ1 y γ2 y denotaremos por p0, p1, . . . , pd+1 (respectiva-
mente p′1, p

′
2, . . . , p

′
d′+1) a los puntos de intersección de γ1 (respectivamente γ2) con

T teniendo en cuenta sus puntos de inicio y final.

Denotaremos por τij al arco de T que contiene a pj y a ∆j el triángulo que contiene
a τij y τij+1

. Al tercer lado de ∆j lo denotaremos por ej o τ[j]. Análogamente, τ ′i′
j′

es el arco de T que contiene a p′j y ∆′
j el triángulo que contiene a τ ′i′

j′
y τ ′i′

j′+1
. Al

tercer lado de ∆′
j lo denotaremos por e′j′ o τ

′
[j′].

p0

p4

�i1

�i2 �i3

e1

e2

p1
p2 p3

�2

�3
�1

�0



1

Figura 67: Curva γ1

Podemos asumir que p está en el interior de algún triángulo de T , este triángulo
resulta ser ∆j para algún j y ∆′

j′ para algún j′. Tenemos algunos casos:

- Si ∆j es el primer o el último triángulo, podemos suponer que ∆j = ∆1.
Análogamente si ∆′

j′ es el primer o el último triángulo, podemos suponer que
∆′
j′ = ∆′

1.

- En otro caso, habrá por lo menos un lado de ∆j que es cortado por γ1 y γ2, en
otras palabras se puede tener que τij = τ ′i′

j′
o τij = τ ′i′

j′+1
o τij+1

= τ ′i′
j′
o τij+1

=

τ ′i′
j′+1

. Podemos asumir, intercambiando la orientación si fuera necesario, que:

τij = τ ′i′
j′
o τij+1

= τ ′i′
j′+1

Los casos expuestos anteriormente se muestran en las Figuras 68 y 69.

Definición 3.17. Si se cumple las condiciones de la Figura 68 diremos que los
arcos γ1 y γ2 se cruzan en p con una superposición no vaćıa. En el caso que se
cumplan las condiciones de la Figura 69, diremos que los arcos se cruzan en p con
una superposición vaćıa.
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11

22

2

1

1

Figura 68: Cruce con superposición

1

2 2

1

1

Figura 69: Cruce sin superposición

Ahora, si recordamos la noción de superposición en grafos serpiente, estaba presenta
una cierta maximalidad en el sentido de no poder agregar a la izquierda o derecha
nuevas teselas. Esta noción de maximalidad la vamos a trasladar a las curvas.

Supongamos que los arcos se cruzen en p con una superposición no vaćıa. Ponemos:

s =

{
j + 1 si τij ̸= τ ′i′

j′

j − k si τij = τ ′i′
j′

donde k es el mayor entero tal que τij−1
= τ ′i′

j′−1
, . . . , τij−k

= τ ′i′
j′−k

. Ponemos también:

t =

{
j si τij+1

̸= τ ′i′
j′+1

j + l si τij+1
= τ ′i′

j′+1

donde l es el mayor entero tal que τij+1
= τ ′i′

j′+1
, . . . , τij+l

= τ ′i′
j′+l

.
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Definición 3.18. A la secuencia (τis , . . . , τit) = (τ ′i′
s′
, . . . , τ ′i′

t′
) la denominaremos la

supoerposición local de γ1 y γ2 en p.

Observación. Las definiciones anteriores se pueden aplicar para el caso de un solo
arco γ, para esto se consideran dos copias de γ.

La noción de superposición de arcos esta estrechamente ligada a la cruze y auto-cruze
en grafos serpientes. El siguiente teorema nos da muestra de dicha relación.

Teorema 3.1 ([17], Teorema 6.1). Sean γ1 y γ2 arcos generalizados y G1,G2 los
correspondientes grafos serpientes asociados. Entonces:

a) γ1, γ2 se cruzan con una superposición local no vaćıa (τis , . . . , τit) = (τi′
s′
, . . . , τi′

t′
)

si y solo si G1,G2 se cruzan en G1[s, t] ∼= G2[s′, t′].

b) γ se auto-cruza con una superposición local no vaćıa (τis , . . . , τit) = (τi′
s′
, . . . , τi′

t′
)

si y solo si Gγ tiene un autocruce en Gγ[s, t] ∼= Gγ[s′, t′].

Demostración. Ver en [17].

La relación que existe entre las resoluciones y la intersección de arcos viene dada
por los siguientes teoremas. Suavizar dos arcos que se intersectan tendrá su análogo
en los grafos serpientes asociados: la resolución.

Teorema 3.2 ([17], Teorema 6.2). Sean γ1, γ2 dos arcos generalizados que se cruzan
con una superposición local no vaćıa y G1,G2 los grafos serpientes asociados (con
superposición en G). Entonces los grafos serpientes de los cuatro arcos obtenidos al
suavizar los arcos se obtienen por la resolución de cruce ResG(G1,G2) de los grafos
serpiente G1 y G2 en la superposición G.

Demostración. Ver en [17].

Similarmente tenemos un resultado análogo para el caso de Grafting, en este caso
consideraremos un auto-cruce particular que no se corresponde con un cruce con
superposición.

Teorema 3.3 ([17], Teorema 6.4). Sea γ1 y γ2 dos arcos que se cruzan en un
triángulo ∆ con una superposición local vaćıa y G1,G2 los correspondientes grafos
serpientes. Supongamos que ∆ = ∆′

0 es el primer triángulo que γ2 corta. Entonces,
los 4 grafos serpientes que se obtienen al suavizar la intersección de γ1 y γ2 en ∆ se
obtienen por la resolución Grafts,δ3(G1,G2) del Grafting de G1 en Gs donde 0 ≤ s ≤ d
es tal que ∆ = ∆s y si s = 0 o s = d entonces δ3 es el único lado de ∆ que no es
intersectado ni por γ1 ni por γ2.

Demostración. Ver en [17].
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Caṕıtulo 4

Módulos cadena

4.1 Definiciones principales

Fijemos un carcaj Q = (Q0, Q1) e I un ideal admisible. Denotaremos por A al
álgebra KQ/I formada al cocientar el ideal con el álgebra de caminos.

Para una flecha α ∈ Q1 definimos la inversa formal como la flecha α−1 que se obtiene
tomando como inicio el final de α y como final el inicio de α, en otras palabras
s(α−1) = t(α) y t(α−1) = s(α). Denotaremos:

Q−1 = {α−1 : α ∈ Q}

el conjunto de todas las inversas formales posibles deQ1. A los elementos deQ1∪Q−1
1

los denominaremos letras, además diremos que:

� u es directa si u ∈ Q1.

� u es inversa si u ∈ Q−1
1 .

Definición 4.1. Una palabra w = u1 · · ·un es una cadena si:

a) t(ui) = s(ui+1) para todo i ∈ {1, . . . , n− 1}.

b) ui o u
−1
i son elementos de Q1.

c) ui+1 ̸= u−1
i .

d) Ninguna subpalabra de w o su inversa está en I.

Para una cadena w ponemos s(w) = s(u1) y t(w) = t(un) su inicio y final. De
manera natural definimos la inversa de w como la cadena w−1 = u−1

n · · ·u−1
1 . Para

un vértice x ∈ Q0 tenemos dos cadenas de longitud cero, que denotaremos por 1(x,1)
y 1(x,−1), en esencia son las mismas y tienen como inicio y final a x.

Definición 4.2. Diremos que una cada w es directa si todas las letras que la con-
forman son directas. Análogamente, diremos que w es inversa si todas las letras que
la conforman son inversas.



Dadas dos cadenas u y v, diremos que están relacionadas si es que u = v o u = v−1.
Esta relación es una de equivalencia, denotaremos por S al conjunto de las cadenas
v́ıa cociente esta relación.

Definición 4.3. Para una cadena u = u1 · · ·un en A = KQ/I, definimos la función:

t : {0, 1 . . . , n} → Q0

t(i) =

{
s(u1) si i = 0
t(ui) si i ̸= 0

Para un vértice x ∈ Q0 ponemos:

Ix = {i | t(i) = x}

El módulo cadena asociado a u, denotado M(u), se define como:

a) Para cada x ∈ Q0 consideramos el espacio vectorial:

Mx =
⊕

i∈Ix
Ki

donde Ki
∼= K para cada i.

b) Para una flecha a : x→ y definimos el morfismo:

Ma :
⊕

i∈Ix
Ki →

⊕

i∈Iy
Ki

donde la matriz que lo define tiene entradas:

(Ma)ij =





1 si j = i+ 1, uj = a
1 si i = j + 1, ui = a−1

0 caso contrario

Observación. Para x se suele fijar una base para Mx, a los elemento básicos los
denotaremos por zi con i ∈ Ix y a zi se denomina el elemento básico entre ui y ui+1.

Ejemplo 37. Consideremos el carcaj que se muestra en la Figura 70 con el ideal
admisible I = ⟨ab, a2, b2⟩. Note que solo existen dos flechas a y b.

ba
1

1

Figura 70: Carcaj Q
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Ahora, consideremos la cadena u = ba−1b−1ab−1 (es inmediato verificar que cumple
las cuatro condiciones de la definición). En este caso solo hay un vértice 1 para el
cuál se tiene:

I1 = {i : t(i) = 1} = {0, 1, . . . , 5}

Lo anterior se debe a que todas las flechas de nuestro quiver inician y terminan en
el vértice 1. Por esta razón, el espacio vectorial asociado seŕıaM1 = K6. Ahora bien
el morfismo respecto a a será:

φa : K6 → K6

con matriz:



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




esto debido a que u4 = a y u2 = a−1 por lo que las entradas 3-4 y 2-1 serán 1. El
morfismo respecto a b será:

φb : K6 → K6

con matriz:



0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




esto debido a que u1 = b y u3 = b−1 por lo que las entradas 0-1 y 3-2 serán 1.

Dada una cadena w vamos a definir 4 sub-cadenas hw,wh, cw,wc que nos permitirán
manipular la intersección de módulos cadena.

Definición 4.4 ([4], Página 8). Sea w una cadena:

a) Obtenemos hw siguiendo los siguientes pasos. Si w es una cadena inversa
ponemos hw = 0, caso contrario hw se obtiene de w eliminando la primera
flecha directa en w y la cadena inversa que la precede. En este caso diremos
que hw se obtiene de w eliminando un gancho en s(w).

b) Obtenemos cw siguiendo los siguientes pasos. Si w es una cadena directa
ponemos cw = 0, caso contrario cw se obtiene de w eliminando la primera
flecha inversa en w y la cadena directa que la precede. En este caso diremos
que cw se obtiene de w eliminando un co-gancho en s(w).
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c) Obtenemos wh siguiendo los siguientes pasos. Si w es una cadena directa
ponemos wh = 0, caso contrario wh se obtiene de w eliminando la última
flecha inversa en w y la cadena directa que le sigue. En este caso diremos que
wh se obtiene de w eliminando un gancho en t(w).

d) Obtenemos wc siguiendo los siguientes pasos. Si w es una cadena inversa
ponemos wc = 0, caso contrario wc se obtiene de w eliminando la última flecha
directa en w y la cadena inversa que le sigue. En este caso diremos que wc se
obtiene de w eliminando un co-gancho en t(w).

Ahora volvamos a las superficies marcadas sin pinchaduras, fijemos T una triangula-
ción de (S,M) y (Q,W ) el carcaj con potencial asociado. De los caṕıtulos anteriores
sabemos que el potencial W está formado por sumas de ciclos orientados, cada uno
proveniente de los triángulos interiores de T .

Sea J(Q,W ) el álgebra Jacobiana asociada, en [1] se prueba que esta álgebra coincide
con el álgebra gentil que vamos a construir a continuación. Antes recordemos la
definición de lo que es un álgebra gentil.

Definición 4.5. Sea Q = (Q0, Q1) un carcaj e I un ideal admisible. Un álgebra A
es gentil si es que es Morita equivalente a KQ/I y cumple las siguientes condiciones:

a) Cada vértice de Q es el punto de inicio de como máximo dos flechas y es el
punto final de como máximo dos flechas.

b) Para cada flecha α ∈ Q1, existe como máximo una flecha β ∈ Q1 tal que
αβ /∈ I y existe como máximo una flecha γ ∈ Q1 tal que γα /∈ I.

c) I es generado por caminos de longitud 2.

d) Para cada flecha α ∈ Q1 existe como máximo una flecha δ ∈ Q1 tal que αδ ∈ I
y existe como máximo una flecha ε ∈ Q1 tal que εα ∈ I.

Observación. Al par (Q, I) satisfaciendo las condiciones anteriores se denomina
un carcaj gentil acotado.

Definición 4.6. Un álgebra A = KQ/I donde I está generado por caminos y (Q, I)
satisface las condiciones a) y b) se denomina un álgebra de cadenas.

Los módulos cadena resultan ser módulos indescomponibles en A = KQ/I pero
no son los únicos. En [5] se clasifican todos los módulos indescomponibles usando
palabras w como al inicio del caṕıtulo, definiendo el concepto de módulo de banda.
Resulta que todo A-módulo indescomponible es o bien un módulo cadena o un
módulo de banda.
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Para una superficie (S,M) donde no existen pinchadura, se puede probar que el
álgebra Jacobiana J(Q,W ) es isomorfa a KQ/I(T ) donde I(T ) es el ideal generado
por α∆β∆, β∆γ∆, γ∆α∆ donde ∆ es un triángulo interior de T .

Proposición 4.1. Sea T una triangulación de una superficie (S,M) sin pinchadu-
ras. Entonces J(Q,W ) es un álgebra de cadenas.

Demostración. Sabemos que J(Q,W ) es de dimensión finita, por lo que basta probar
que el carcaj (Q(T ), I(T )) cumple las condiciones a) - d) de la definición.

c) Es evidente que el ideal I(T ) está generado por caminos de longitud dos.

a) Sea a un vértice de Q(T ) que corresponde a un arco a de T . En este caso, a
debe ser diagonal de algún cuadrilátero en T como muestra la Figura 71.

a

b1

b2

c1

c2

1

Figura 71: Carcaj Q(T )

Entonces existen como máximo dos flechas que comienzan en a que seŕıan
a → c1 y a → c2. Análogamente habŕıan como máximo dos flechas que
terminan en a que seŕıan b1 → a y b2 → a.

b) Sea α ∈ Q1 digamos que α : i → j, la flecha a proviene de un triángulo
con lados i, j, k (ver Figura 72). Si hay algún triángulo a la derecha podemos
encontrar como mucho una flecha β tal que αβ /∈ I (note que el triángulo
no puede existir o que hayan segmentos de borde, pero si lo hay a lo mucho
encontraremos una sola flecha). Del mismo modo analizamos para el lado
izquierdo.

�
ji

k

1

Figura 72: Triángulo i, j, k

d) Se procede de manera análoga al item b) en este caso solo tenemos que analizar
en el triángulo i, j, k.
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4.2 Cadenas vs arcos

En esta pequeña sección vamos a encontrar una biyección entre arcos y cadenas, por
lo que los resultados obtenidos para arcos lo podemos establecer para cadenas y aśı
para módulos cadena, esto se verá de mejor forma en el próximo caṕıtulo.

Proposición 4.2. Sea T una triangulación de una superficie marcada (S,M) sin
pinchaduras. Entonces, existe una biyección γ 7→ w(γ) entre las curvas (clases de
homotoṕıa) que no están en T y las cadenas de J(Q,W ).

Demostración. Sea una cadena:

w = x1
α1←→ x2

α2←→ · · · αs−1←−→ xs

Definiremos una curva γ(w) como sigue. Los arcos x1 y x2 pertenecen a un mismo
triángulo que lo denotaremos por T1, esto debido a que están unidos por una flecha
en J(Q,W ). Unimos los puntos medios de x1 y x2 mediante una curva γ1 en el
interior de T1. Procediendo de manera análoga para los arcos restantes, obtenemos
curvas γ2, . . . , γs−1 que unen los puntos medios de sus respectivos arcos.

Ahora, x1 pertenece a dos triángulos, el triángulo T1 y otro triángulo T0. Sea P ∈M
el punto marcado en T0 opuesto al arco x1. Unimos P con el punto medio de x1 por
una curva γ0 en el interior de T0. Análogamente para el final de la cadena, unimos
el punto medio de xs con un punto marcado Q mediante una curva γs.

Finalmente γ(w) = γ0γ1 . . . γs, como se muestra en la Figura 73.

QP
x1 x2 x3

0 1 2 3

� � �

� � �

� � �

s¡1

xs

s

1

Figura 73: Curva γ(w)

Ahora sea una curva γ que no está en T . Podemos asumir que la curva intersecta
transversalmente a la triangulación T (si no lo es, bajo homotoṕıa podemos obtener-
lo). Sea P y Q el inicio y final respectivamente de la curva, denotamos {x1, . . . , xs}
los arcos internos que γ corta (no todos distintos). Podemos suponer que el número
de intersecciones es mı́nimo, aśı xi ̸= xi+1. Aśı tenemos que:

αi : xi → xi+1 o αi : xi+1 → xi en Q(T )

La cadena que buscamos es:

w(γ) = x1
α1←→ x2

α2←→ · · · αs−1←−→ xs
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Caṕıtulo 5

Extensiones para el álgebra
Jacobiana

5.1 Cruce de módulos

Sea J(Q,W ) el álgebra Jacobiana asociada a una triangulación de una superficie
marcada (S,M) sin pinchaduras, tal que cada componente del borde tiene por lo
menos un punto marcado. En este caṕıtulo vamos a interpretar el cruce de arcos en
términos de los correspondientes módulos cadena sobre J(Q,W ).

Denotaremos por Pred(α) a la subcadena que precede una flecha o una flecha inversa
α en una cadena w. Similarmente, denotaremos por Succ(α) la subcadena que sucede
a una flecha o flecha inversa α en una cadena w.

Definición 5.1 ([4], Definición 3.1). Diremos que un módulo cadena M cruza a un
módulo cadena N si existen cadenas wM y wN tales queM ∼= M(wM) y N ∼= M(wN)
y además alguna de las siguientes tres condiciones se cumplen:

1) Existe una cadena w ∈ S, que puede ser que solo tenga un vértice, tal que
wM , wN no empiezen ambos en s(w) o no terminen ambos en t(w) y además:

wM = Pred(α)
α−→ w

β←− Succ(β)

wN = Pred(ε)
ε−→ w

δ←− Succ(δ)

donde α, β, ε, δ son flechas en Q1. Si α (resp. ε) no existe, entonces wM (resp.
wN) comienza con w y si β (resp. δ) no existe, entonces wM (resp. wN)
termina con w.

2) Existe una flecha α en Q1 tal que wM
α−→ wN ∈ S.

3) Existe un 3-ciclo:



a b

c

α

δ
β

en Q tal que αδ, δβ, βα ∈ I y tal que α está en wM , s(wN) = c y no empieza
ni termina en δ o β ni sus inversos.

Si se cumple 1) diremos queM y N se cruzan en unmódulo, si se cumple 2) diremos
que M y N se cruza en una arista y si se cumple 3) diremos que M y N se cruzan
en un 3-ciclo.

Teorema 5.1 ([4], Proposición 3.3). Sea M y N dos módulos cadena sobre J(Q,W )
con arcos asociados γM y γN en (S,M). Entonces γM y γN se cruzan si y solo si
M se cruza con N o N se cruza con M .

Demostración. Primero supongamos que M y N se cruzan y que M ∼= M(wM) y
N ∼= N(wN). Veamos caso por caso:

a) Se cruzan en módulo. En este caso existe w ∈ S tal que:

wM = Pred(α)
α−→ w

β←− Succ(β)

wN = Pred(ε)
ε←− w

δ−→ Succ(δ)

Si las aristas α, β, ε y δ existen, tenemos la configuración local como se muestra
en la Figura 74. En este caso, es evidente que los arcos se cruzan con una
superposición no vaćıa.

��� ���

A B

C

A0

C 0

B 0
� �

� "

p

NM

w

1

Figura 74: Curva γ(w)

Si α no existe, por ejemplo, entonces wM tiene que comenzar en w y aśı γM
comienza en C. Por hipótesis debemos tener necesariamente que ε si existe,
por lo que γM y γN se cruzan con superposición vaćıa. Caso análogo sucede si
no existe δ.
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b) Se cruzan en flecha. En este caso tenemos que:

wM
α−→ wN

Escribimos: x0 ↔ x1 ↔ · · · ↔ xs
α−→ y1 ↔ y1 ↔ · · · ↔ yr. En la Figura 75 se

muestra la configuración obtenida, es claro que en este caso los arcos se cruzan
con superposición vaćıa.

x0 x1
M

N

C

A

B

�

1

Figura 75: Cruce en flecha

c) Se cruzan en un 3-ciclo. El ciclo en cuestión es:

a b

c

α

δ
β

que cumple α ∈ wM , s(wN) = c y que wN no empieza ni termina en δ, β o sus
inversas. En este caso la configuración que se obtiene se muestra en la Figura
76 y nuevamente tenemos un cruce con superposición vaćıa.

�

� �

C

A B

M

N

1

Figura 76: Cruce en 3-ciclo
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Ahora rećıprocamente, si γM y γN se cruzan. En este caso tenemos cinco posibili-
dades que se muestran en la Figura 77.

1

Figura 77: Cinco posibles casos para el cruce de arcos

El primer caso se reduce al segundo y los dos últimos casos corresponden a cruce
en un 3-ciclo y cruce en flecha de los módulos cadena asociados como se vió en la
primera parte de la prueba. Resta ver el segundo y tercer caso. En cualquiera de
ellos tenemos la configuración que se muestra en la Figura 78. Los arcos τ1, . . . , τn
son los arcos que son intersectados por los arcos, donde posiblemente se repitan
algunos.

A

B

C

A0

B 0

C 0
" �

��

�CA

�CB

�AB �n

w

� � �

� � �

N

M

1

Figura 78: Casos 2 y 3

Tenemos varios casos:

� Si γM corta a τCB ponemos wM = uMαwβvM donde uM , w y vM son cadenas.

� Si γN corta a τCA ponemos wN = uNε
−1wδvN donde uN , w, vN son cadenas.

� Si γM inicia en C ponemos wM = wβ−1vM .
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� Si γN inicia en C ponemos wN = wδvN .

Si vamos combinando los casos, vamos a obtener todas las posibilidades. Por ejemplo
si γM corta a τCB y γN corta a τCA entonces tenemos que los módulos M(wM) y
M(wN) se cruzan en módulo. Análogamente con los demás casos.

Lema 5.2 ([4], Lema 3.4). Sea Q un quiver asociado a una triangulación de (S,M).
Dados dos cadenas w y v de la forma:

w = Pred(α)
α−→ u

β←− Succ(β)

v = Pred(γ)
γ←− u

δ−→ Succ(δ)

donde u ∈ S y α, β, γ, δ son flechas en Q1. Si las flechas α y γ existen, entonces
αγ ∈ I y existe una flecha γ en Q tal que:

a b

c

α

γ
σ

es un 3-ciclo en Q con γα ∈ I, σα ∈ I y b = s(u). Análogamente, si las flechas β y
δ existen, entonces βδ ∈ I y existe una flecha ρ en Q tal que:

d e

f

α
δ
β

es un 3-ciclo en Q y βρ ∈ I, ρδ ∈ I y d = t(u).

Demostración. Probaremos el primer caso, el segundo se procede de manera análoga.
Digamos que la cadena u tiene la forma:

u = u1
µ1←→ u2

µ2←→ u2
µ3←→ u3 · · ·ur µr←→ ur

Luego tenemos que αµ1 ∈ S y γ−1µ1 ∈ S. Debemos tener µ1 ∈ Q1 o µ−1
1 ∈ Q1,

en el primer caso tendŕıamos que αµ1 ∈ kQ y αµ1 /∈ I y en el segundo µ−1
1 γ ∈ kQ

y µ−1
1 γ /∈ I. Como J(Q,W ) es gentil, debemos tener que αγ ∈ I. Como J(Q,W )

proviene de una superficie existe σ flecha que cumple la propiedad pedida.
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5.2 Suavizando módulos cadena

Si tenemos dos curvas que se intersectan, podemos suavizarlas y aśı obtener cuatro
curvas más. Esta acción se puede codificar mediante grafos serpientes, como vimos
en caṕıtulos anteriores mediante el uso de la resolución y el grafting. Haremos algo
análogo para el caso de módulos cadena.

Sean dos módulos cadena M1 = M(w1) y M2 = M(w2) en modJ(Q,W ) tal que los
arcos asociados γ1 y γ2 se cruzan en (S,M). Definiremos cuatro nuevos módulos.

Definición 5.2 ([4], Definición 3.5). Sean M1 y M2 dos módulos cadena sobre
J(Q,W ) con cadenas asociadas w1 y w2 respectivamente.

1) Supongamos que M1 y M2 se cruzan en un módulo M(w). Por definición
tenemos que:

w1 = Pred(α)
α−→ w

β←− Succ(β)

w2 = Pred(γ)
γ←− w

δ−→ Succ(δ)

donde α, β, γ, δ son flechas en Q. Definimos:

a) w3 = Pred(α)
α−→ w

δ−→ Succ(δ).

b) w4 = Pred(γ)
γ←− w

β←− Succ(β).

c) w5 =





Pred(α)
σ←− Pred−1(γ) si s(w1) ̸= s(w), s(w2) ̸= s(w)

Pred(α)c si s(w2) = s(w)
Pred(γ)h si s(w1) = s(w)

d) w6 =





Succ−1(β)
ρ←− Succ(δ) si t(w1) ̸= t(w), t(w2) ̸= t(w)

cSucc(β) si t(w2) = t(w)

hSucc(δ) si t(w1) = t(w)

donde σ, ρ son como en el lema 5.2.

2) Supongamos queM1 yM2 se cruzan en una flecha α. Supongamos sin pérdida
de generalidad que s(α) = t(w1) y t(α) = s(w2). Definimos:

a) w3 = w1
α−→ w2.

b) w4 = 0.

c) w5 = (w1)c.

d) hw2.
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3) Supongamos que M1 y M2 se cruzan en un 3-ciclo:

s(w2) s(α)

t(α)

γ

α
β

donde w1 = Pred(α)
α−→ Succ(α). Definimos:

a) w3 = Pred(α)
γ←− w2.

b) w4 = c(s(α)
α−→ Succ(α)).

c) w5 = (Pred(α)
α−→ t(α))h.

d) w6 = w−1
2

β←− Succ(α).

A los 4 módulos cadenas definidos anteriormente se les denominan el suavizamiento
de M1 y M2.

Proposición 5.3 ([4], Proposición 3.6). Sea γ1 y γ2 dos arcos que se cruzan en
(S,M) con cadenas w1 y w2 respectivamente. Consideremos una intersección de
γ1 y γ2, entonces los arcos γ3, γ4, γ5 y γ6 definidos por las cadenas de la definición
anterior, corresponden a los arcos obtenidos al suavizar el cruce entre γ1 y γ2.

Antes de ver la prueba de esta proposición veremos una correspondencia entre los
grafos serpiente y S. Dado un arco γ, consideremos wγ,M(wγ) y Gγ la cadena,
módulo cadena y grafo serpiente asociados a este arco. Pongamos que:

wγ = ϵ1 · · · ϵd−1

y (σ1, . . . , σd−1) las aristas interiores de Gγ. Definimos una función signo fγ en Gγ
haciendo fγ(σi) = ϕ(ϵi) donde para cada 1 ≤ i ≤ d− 1:

ϕ(ϵi) =

{
+ si ϵi ∈ Q1

− si ϵ−1
i ∈ Q1

Denotamos por R al conjunto de pares (Gγ, fγ) donde γ es un arco tal que γ no está
en la triangulación T . Tenemos la siguiente proposición que es inmediata del hecho
que hay una relación biunivoca entre cadenas y arcos.

Proposición 5.4. Existe una biyección entre el conjunto de cadenas S sobre J(Q,W )
y el conjunto R dada por el mapa que asocia a (Gγ, fγ) la cadena wγ para cada arco
γ /∈ T .
Demostración de 5.3. Por el teorema 5.1 dos arcos se cruzarán si y solo si sus módu-
los cadena asociados se cruzan. Por la proposición anterior los grafos serpientes estan
en relación uno a uno con las cadenas (arcos) por lo que si observamos la definición
de suavizamiento de módulos veremos que estas son compatibles con la de suaviza-
miento de arcos terminando la prueba.
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5.3 Extensiones

Usando la noción de cruce de módulos cadena, vamos a caracterizar cuando tenemos
una secuencia exacta corta en J(Q,W ) y cuando no. En el caso que la haya, vamos
a describir los términos medios en términos de los arcos obtenidos al suavizar la
intersección.

Teorema 5.5 ([4], Teorema 3.7). SeaM1 yM2 dos módulos cadena en modJ(Q,W ).

1) Si M1 y M2 se cruzan en módulo, entonces los módulos M3 y M4 obtenidos al
suavizar los módulos cadena nos dan una secuencia exacta corta no separada
en mod J(Q,W ) de la forma:

0→M2 →M3 ⊕M4 →M1 → 0

2) Si M1 y M2 se cruzan en una flecha, entonces el módulo M3 obtenido al sua-
vizar los módulos cadena, nos da un secuencia exacta corta no separada en
mod J(Q,W ) de la forma:

0→M2 →M3 →M1 → 0

3) SiM1 yM2 se cruzan en un 3-ciclo, entonces los módulosM3 yM4 obtenidos al
suavizar los módulos cadena, no nos dan ningún elemento de Ext1J(Q,W )(M1,M2).

Demostración. Ver en [4].

El teorema anterior tiene una interpretación geométrica. En el caso 1) el cruce de
los módulos M1 y M2 se corresponde con el cruce de los arcos γ1 y γ2 y los módulos
M3 y M4 se corresponden con los arcos γ3 y γ44 de la Figura 79.

3 4

21

1

Figura 79: Primer caso del teorema 5.5

En la Figura 80 (izquierda) se muestra el caso 2), en este, γ4 es o bien un segmento
de borde o un arco de la triangulación y el respectivo módulo M4 es el módulo cero.

67



En la Figura 80 (derecha) es muestra el caso 3).

1

2

43
1 3

2

4

Figura 80: Segundo y tercer caso del teorema 5.5
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Caṕıtulo 6

Categoŕıas de conglomerado

En este caṕıtulo daremos una breve y no rigurosa presentación de la categoŕıa de
conglomerado, aśı como una extensión del teorema 5.5 para este caso. El lector
interesado en conocer más sobre estas categoŕıas puede revisar [33], [34], [35] y [36].

6.1 DG Categoŕıas

Fijemos k un anillo conmutativo.

Definición 6.1 ([34], Página 2). Una k-categoŕıa A es una categoŕıa donde el
conjunto de morfismos es un k-módulo y la composición es un mapa k-bilineal.

Definición 6.2. Un k-módulo graduado es un k-módulo V que tiene una descom-
posición como suma directa de k-módulos indexada por los enteros:

V =
⊕

p∈Z
V p

Los elementos v ∈ V n se denominan homogéneos de grado n y escribiremos en este
caso |v| = n o también deg(v) = n.

Definición 6.3. Un morfismo de k-módulos graduados de grado n es un morfismo
k-lineal f : V → V ′ tal que:

f(V p) ⊆ V p+n para todo p ∈ Z

El producto tensorial de los k-módulos graduados V y W es el k-módulo graduado
V ⊗W que tiene como componentes:

(V ⊗W )n =
⊕

p+q=n

V p ⊗W q

El producto tensorial de dos morfismos de k-módulos graduados f : V → V ′ y
g : W → W ′ se define como:

(f ⊗ g)(v ⊗ w) = (−1)pqf(v)⊗ g(w)

donde g tiene grado p y v tiene grado q.



Definición 6.4. Una k-algebra graduda es un k-módulo A junto con morfismo
multiplicación A⊗A→ A que tiene grado 0, es asociativo y admite unidad 1 ∈ A0.

Definición 6.5. Un k-módulo graduado diferencial, abreviado simplemente por dg
k-módulo, es un k-módulo graduado V junto con un morfismo de grado 1 dV : V → V
que cumple d2V = 0.

El producto tensorial de dos dg k-módulos es el k-módulo graduado V ⊗W junto
con el diferencial:

dV ⊗ 1W + 1V ⊗ dW

Definición 6.6 ([34], Sección 2.1). Una categoŕıa graduada diferencial, abreviada
simplemente por dg categoŕıa, es una k-categoŕıa A donde el conjunto de morfismos
son dg k-módulos y sus composiciones son morfismos de k-módulos graduados.

Sea B un k-álgebra y C(B) la categoŕıa de complejos de B-módulos a derecha:

· · · →Mp dM−−→Mp+1 → · · ·

Para dos complejos L y M y un entero n definimos Hom(L,M)n como el k-módulo
formado por los morfismos de B-módulos f = (fp) : Lp → Mp+n, p ∈ Z. Defini-
mos Hom(L,M) como el k-módulo graduado con componentes Hom(L,M)n y cuyo
diferencial se define por:

d(f) = dM ◦ f − (−1)nf ◦ dL

Definición 6.7. La dg categoŕıa Cdg(B) es aquella que:

� Tiene como objetos a todos los complejos.

� El conjunto de morfismos se define como: Cdg(B)(L,M) = Hom(L,M).

Lo anterior nos dice que si tenemos un k-álgebra podemos asociar una dg categoŕıa.

Definición 6.8. Sea A una dg categoŕıa arbitraria, la dg categoŕıa opuesta, deno-
tada por Aop, es aquella que:

� Tiene los mismos objetos que A.

� Los morfismos se definen por:

HomAop(X, Y ) = HomA(Y,X)

� Para f ∈ HomAop(Y,X)p y g ∈ HomAop(Z, Y )q se tiene que la composición es:

(−1)pqg ◦ f
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Definiremos ahora dos categoŕıas siguiendo [31]. La categoŕıa Z0(A) es aquella que:

� Tiene los mismos objetos que A.

� Los morfismos se definen por:

HomZ0(A)(X, Y ) = Z0(HomA(X, Y ))

donde Z0 es el kernel de d : HomA(X, Y )0 → HomA(X, Y )1.

La categoŕıa H0(A) es aquella que:

� Tiene los mismos objetos que A.

� Los morfismos se definen por:

HomH0(A)(X, Y ) = H0(HomA(X, Y ))

donde H0 es la 0-homoloǵıa de HomA(X, Y ).

Cuando B es una k-álgebra tenemos que:

Z0(Cdg(B)) = C(B) y H0(Cdg(B)) = H(B)

donde H(B) es la categoŕıa de complejos homotópica (ver [34], página 4).

Definición 6.9. Sean A y A′ dos dg categoŕıas. Un dg funtor F : A → A′ es un
funtor entre ambas categoŕıas donde la asignación entre morfismos es un morfismo
de dg k-módulos.

Definición 6.10. El producto tensorial A ⊗ B de dos dg categoŕıas es aquella
categoŕıa que tiene como objetos a Obj(A)×Obj(B) y como espacio de morfismos:

HomA⊗B((X, Y ), (X ′, Y ′)) = HomA(X,X ′)⊗ HomB(Y, Y ′)

Definición 6.11 ([31], Sección 31). Sea A una dg categoŕıa pequeña. Un dg A-
módulo a izquierda es un dg funtor:

L : A → Cdg(k)

Análogamente un dg A-módulo a derecha es un dg funtor:

M : Aop → Cdg(k)

Observación. Un dg A-móduloM viene dado por un conjunto de complejosM(X)
de k-módulos, donde X es un objeto de A y, además, morfismos de complejos:

M(Y )⊗ HomA(X, Y )→M(X)
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Consideremos dos dg funtores F,G : A → B. El complejo de morfismos gra-
duados, denotado Hom(F,G), tiene como componente n al módulo formado por
los morfismos ϕX ∈ HomB(FX,GX)n tal que (Gf)(ϕX) = (ϕY )(Ff) para todo
f ∈ HomA(X, Y ). A los elementos de Hom(F,G) se les llama morfismos entre los
funtores F y G.

Definición 6.12 ([34], Página 5). La categoŕıa de dg módulos, denotada por C(A),
tiene como objetos a los dg A-módulos y como morfismos a los morfismos L → M
entre dg funtores.

Aśı como para una k-álgebra asociamos una dg categoŕıa, para una dg categoŕıa A
haremos lo mismo. Sean A y B categoŕıas, la categoŕıa Hom(A,B) es aquella que:

� Tiene como objetos a los dg funtores.

� Tiene como morfismos a Hom(F,G).

Definición 6.13 ([34], Sección 3.1). Sea A una dg categoŕıa, definimos la categoŕıa
Cdg(A) como:

Cdg(A) = Hom(Aop, Cdg(k))

Definición 6.14 ([34], Sección 3.1). Sea A una dg categoŕıa, la categoŕıa de los dg
A-módulos bajo homotoṕıa se define como:

H(A) = H0(Cdg(A))

Sea A una dg categoŕıa con un solo objeto asociado a una k-álgebra B. En este caso
los A-módulos coinciden con los compleejos de B-módulos. Tenemos entonces que
C(A) = C(B) y H(A) = H(B).

Definición 6.15 ([34], Sección 3.2). La categoŕıa derivada D(A) es la localización
de la categoŕıa H(A) respecto a la clase de cuasi-isomorfismos.

Observaciones.

1) Los cuasi-morfismos en el contexto de dg categoŕıas es análogo al visto en el
apéndice D.9, con la diferencia que ahora son funtores que bajo homoloǵıa
(H0) es una equivalencia de categoŕıas. Para más detalles ver [34], sección 2.3.

2) La noción de localización requiere un espectro amplio de conocimientos de
teoŕıa de categoŕıas. En el apéndice D.9 definimos la categoŕıa derivada sin
mencionar el concepto de localización; sin embargo, de una manera informal
usamos este concepto. D(A) es la localización de la categoŕıa homotópica
respecto a los cuasi-isomorfismos. El lector interesado en profundizar sobre
este tema puede revisar [37]

c) En [33] partiendo de una dg algebra A definen dos categoŕıas C(A) y H(A).
Estas dos categoŕıas, junta con la categoŕıa derivada, siguen la misma construc-
ción que hemos dado aqúı para el caso de dg categoŕıas. El lector interesado
puede revisar la sección 2.12 de [33].
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6.2 La dg álgebra de Ginzburg

De la observación c) de la sección anterior, tenemos que si tenemos una dg algebra
podemos construir una categoŕıa derivada asociada. En esta sección definiremos una
dg algebra que servirá para la definición de categoŕıa de conglomerado.

Definición 6.16. Un carcaj graduado es un carcaj junto con una función grado
sobre cada una de las flechas.

Observación. Los grados en un carcaj graduado son números enteros (positivos o
negativos). El grado de un camino se define como la suma de grados de todas las
flechas que lo involucran.

Sea (Q,W ) un carcaj con potencial, construiremos un carcaj graduado Q̃ como
sigue:

1) Los vértices de Q̃ son los mismos que los de Q.

2) Las flechas de Q̃ son:

– Las flechas de Q, estas tienen grado 0.

– La flecha a∗ : j → i de grado −1 para cada flecha a : i→ j en Q.

– El lazo ti : i→ i de grado −2 para cada vértice i de Q.

En palabras simples estamos agregando las “inversas” de cada flecha en Q y también
lazos para cada vértice.

Definición 6.17 ([36], Definición 3.1). Sea (Q,W ) un carcaj con potencial y Q̃ el
carcaj construido anteriormente. La dg álgebra de Ginzburg, denotada Γ(Q,W ), es

la dg k-álgebra cuya álgebra graduada es el álgebra de caminos R⟨A⟩ = kQ̃ y el
diferencial es el único endomorfismo lineal homogeneo de grado 1 que satisface la
regla de Leibniz

d(uv) = (du)v + (−1)pudv

donde u es homogéneo de grado p y v es cualquier elemento, y toma los siguientes
valores en las flechas de Q̃:

� da = 0 para toda flecha a de Q.

� d(a∗) = ∂aW para toda flecha a de Q.

� d(ti) = ei(
∑

a[a, a
∗])ei para todo vértice i de Q.

Observación. En la sección 2.6 de [33] se define la dg álgebra de Ginzburg completa
Γ̂(Q,W ). A diferencia de Γ(Q,W ), el álgebra graduada asociada de Γ̂(Q,W ) es el
álgebra de caminos completa.
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6.3 Extensiones en la categoŕıa de conglomerado

Definición 6.18 ([36], Definición 3.5). Sea (Q,W ) un carcaj con potencial y Γ =
Γ(Q,W ) la dg álgebra de Ginzburg. Sea PerΓ la subcategoŕıa triangulada más pe-
queña de D(Γ) que contiene a Γ y que es estable tomando sumas directas. También
consideremos DbΓ la subcategoŕıa de D(Γ) formada por los Γ-módulos cuyas homo-
loǵıas son de dimensión finita. La categoŕıa de conglomerado asociada a (Q,W ),
denotada C(Q,W ), se define como el cociente de categoŕıas trianguladas PerΓ/DbΓ.

Observación. La definición anterior, al igual que en otros pasajes de este caṕıtulo,
necesita conocimientos álgidos sobre teoŕıa de categoŕıas que escapan al propósito
de este trabajo. El lector interesado puede revisar [33], [34], [36] y [30] para obtener
más información acerca de la teoŕıa de categoŕıas envuelta en la categoŕıa de conglo-
merado, además, puede revisar [38] para encontrar la definición exacta de cociente
de categoŕıas trianguladas.

Sea (S,M) una superficie marcada y T, T ′ dos triangulaciones. Consideremos los
carcajes con potenciales asociados (Q,W ) y (Q′,W ′) respectivamente. En [33],
teorema 3.1, se prueba que C(Q,W ) y C(Q′,W ′) son equivalentes, por lo que la
categoŕıa de conglomerado asociada a una superficie no depende de la triangulación
elegida.

Definición 6.19. Sea una categoŕıa C cualesquiera. Un objeto X se denominara
indescomponible si es que no se puede expresar como un coproducto no trivial de
objetos de C.

En [5] se clasifican los módulos indescomponibles sobre una álgebra de cadenas, ob-
teniendo que o bien son isomorfos a módulos cadena o bien a módulos de banda. En
[2] se estudia los objetos indescomponibles de C(S,M), obteniedo que, por ejemplo,
los objetos cadena están en relación biyectiva con las clases de homotoṕıa de curvas
no contráctiles que no son homotópicas a un segmento de borde. El resultado exacto
se puede revisar en el teorema 1.1 de [2]. En el apéndice de [4] se prueba que los
indescomponibles en la categoŕıa de conglomerado se corresponden biyectivamente
con los arcos en la superficie.

Sea M1 = M(γ1) y M2 = M(γ2) dos módulos cadena en J(Q,W ) correspondientes
a objetos cadena γ1 y γ2 en C(S,M). Por el teorema 5.5 tenemos que:

� Si M1 y M2 se cruzan en un módulo, entonces se encuentra una secuencia
exacta corta no partida en ModJ(Q,W ) de la forma:

0→M2 →M3 ⊕M4 →M1 → 0

� Si M1 y M2 se cruzan en una flecha, nuevamente se encuentra una secuencia
exacta corta no partida en ModJ(Q,W ) de la forma:

0→M2 →M3 →M1 → 0
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En [34], lema 4.4, se prueba que toda secuencia exacta corta en modJ(Q,W ) se
levanta a un triángulo en C(S,M). Más precisamente, para una secuencia exac-
ta corta en modJ(Q,W ), existe un triángulo en C(S,M) tal que su imagen v́ıa
HomC(S,W )(Γ, .) es isomorfa a la secuencia dada. Usando lo anterior obtenemos:

� Si M1 y M2 se cruzan en un módulo y M3 = M(γ3) y M4 = M(γ4) son los
módulos obtenidos al suavizar los módulos cadena, entonces existe un triángulo
no partido en C(S,M) dado por:

γ2 → γ3 ⊕ γ4 → γ1 → γ2[1]

� Si M1 y M2 se cruzan en una flecha y M3 = M(γ3) es el módulo obtenido
al suavizar los módulos cadena, entonces existe un triángulo no partido en
C(S,M) dado por:

γ2 → γ3 ⊕ γ4 → γ1 → γ2[1]

donde γ4 ̸= 0 si y solo si γ4 no es un segmento de borde.

Teorema 6.1 ([4], Teorema 4.1). Sean γ1 y γ2 dos objetos cadena en C(S,M) tal
que los arcos correspondientes se cruzan en (S,M). Sean γ3, γ4, γ5 y γ6 los objetos
cadena correspondientes al suavizamiento de los arcos γ1 y γ2. Entonces existe un
triángulo no partido en C(S,M) de la forma:

γ2 → γ3 ⊕ γ4 → γ1 → γ2[1]

y si el cruce de γ1 y γ2 no es un auto-cruce son superposición en una triangulación
de (S,M), entonces se obtiene un triángulo no partido de la forma:

γ1 → γ5 ⊕ γ6 → γ2 → γ1[1]

donde γ3, γ4, γ5 y γ6 son objetos cero en C(S,M) si es que se corresponden con
segmentos de borde.

Corolario 6.2 ([4], Corolario 4.4). Sean M y N dos módulos cadena sobre J(Q,W )
y γM y γN los arcos correspondientes en (S,M) tal que γM y γN no se cruzan en
un auto-cruce con superposición. Entonces:

1) Una base de Ext1J (Q,W )(M,N) viene dada por todas las secuencias cortas exac-
tas encontradas en el teorema 5.5.

2) Se tiene la igualdad:

dimExt1J(Q,W )(M,N) + dimExt1J(Q,W )(N,M) = Int(γM , γN)− k − k′

donde k (resp. k′) es el número de veces que M cruza a N (resp. N cruza a
M) en un 3-ciclo. En particular si M = N tenemos que:

2dimExt1J(Q,W )(M,N) = Int(γM , γN)− 2k
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En [39] se define la acción de cortar una superficie a lo largo de un arco. Siendo
espećıficos, consideremos una triangulación T de la superficie que contiene al arco
α. La superficie se puede obtener pegando los triángulos de T a lo largo de cada
uno de los lados emparejados (compartidos). Ahora, la superficie obtenida al cortar
a lo largo de α, denotada por (S,M)/α, se obtiene de los mismos triángulos de
T respetando el pegado, salvo por los lados que corresponden a α. Esta nueva
superficie tiene la propiedad de que la categoŕıas de conglomerados asociadas son
equivalentes. Para más detalles y una prueba de esto el lector puede consultar [39],
teorema 5.

Prueba del teorema 6.1 (extráıda de [4]). Realizaremos la prueba para los tres tipos
de cruces que hemos definido en el caṕıtulo anterior. Consideremos los módulos
cadena asociados a γ1 y γ2: M1 y M2 respectivamente.

a) Cruce en módulo. Consideremos el caso en que el módulo M1 = M(w1)
cruza a M2 =M(w2) en un módulo. Por el teorema 3.1, en términos de grafos
serpientes este cruce se corresponde con un cruce de grafos serpientes en G.
Como se comentó anteriormente, usando el teorema 5.5 obtenemos el triángulo
no partido:

γ2 → γ3 ⊕ γ4 → γ1 → γ2[1]

Ponemos w1 = P1wS1 y w2 = P2wS2 donde w se corresponde con G. Sean
τ1, τ2, . . . , τn los arcos correspondientes a G (en orden). Ahora probaremos la
segunda parte del teorema, es decir, los triángulos que involucran a γ5 y γ6.

1) Si P1 ̸= 0, S1 ̸= 0, P2 ̸= 0, S2 ̸= 0. En este caso en la superficie tenemos
la configuración que se muestra en la Figura 81

Figura 81: Configuración local de 1), extráıda de [4], pág. 28

Como el cruce de los arcos no es un auto-cruce, existe un arco a = τAB
que une A y B y cruza a los arcos τi. Si consideramos T ′ la triangulación
que contiene a τAB y que, además, cualquier flip de los arcos τi que estén
en T ′ están conectado a A pero no cortan a τAB, entonces la configuración
local de T ′ se veŕıa como se muestra en la Figura 82
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Figura 82: Triangulación T ′, extráıda de [4], página 29

Sea J(Q′,W ′) el álgebra Jacobiana respecto a la triangulación T ′, w′
1

la cadena asociada a γ1 en (S,M, T ′) y w2 la cadena asociada a γ2 en
(S,M, T ′). De la Figura 82 se tiene que w′

1 contiene la palabra b← a→ d
y que w−1

2 (orintación invertida) contiene la palabra e→ a← c. Entonces
el móduloM ′

2 =M(w′
2) cruza al móduloM ′

1 =M(w′
1) en el móduloM(a).

Por el teorema 5.5 obtenemos una secuencia exacta corta no partida:

0→M ′
1 →M ′

3 ⊕M ′
4 →M ′

2 → 0

donde M ′
3 y M ′

4 son los módulos cadena en J(Q′,W ′) correspondientes a
los arcos γ5 y γ6 en T

′. Como la categoŕıa no depende de la triangulación,
obtenemos el triángulo:

γ1 → γ5 ⊕ γ6 → γ2 → γ1[1]

2) Si P1 = 0, S1 ̸= 0, P2 ̸= 0, S2 ̸= 0. Primero supongamos que P2 no es una
cadena directa. Tenemos la configuración mostrada en la Figura 83

Figura 83: Configuración local de 2), extráıda de [4], página 29
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En la figura se tiene que A es un punto marcado, necesario para que la
cadena no sea directa. Consideremos B el vértice del último triángulo.
Siguiendo la misma estrategia del caso anterior (encontrar la tringulación
T ′) se obtiene el mismo triángulo.

Supongamos ahora que P2 es una cadena directa. Sea B la componente
del borde que contiene a s(γ1). Hay algunos casos que ver:

i) Si es que B contiene otro punto marcado A diferente de s(γ1) y s(γ2) no
está en B, entonces se procede como en el caso en el que P2 no era directo
(ver lado izquierdo de la figura 84)

Figura 84: Casos i) y ii), extráıda de [4], página 29.

ii) Si s(γ1) es el único punto marcado y s(γ1) ̸= s(γ2). Consideremos el
conjunto M ⊆M ′, que resulta de agregar un punto marcado A ∈ B (ver
lado derecho de la figura 84) Añadimos el arco τ = AX y completamos
la triangulación T a una nueva triangulación T ′ de (S,M ′). Usando el
mismo argumento que en el caso en el que P2 no era directa, encontramos
un triángulo C(S,M ′) dado por:

γ1 → γ5 ⊕ γ6 → γ2 → γ1[1]

Obtenemos ahora una triangulación T ∗ realizando un flip a T ′, tal que T ∗

contiene el arco τ ′ alrededor de B (ver circunferencia punteada en la figura
84). Este nuevo arco forma un triángulo ∆ en T ∗. Ahora cortamos la
superficie a lo largo de τ ′, encontrando una superficie isotópica a (S,M),
ya que toda componente homemomorfa al triángulo ∆ la borramos. Como
las categoŕıas son equivalentes se obtiene el triángulo en C(S,M):

γ1 → γ5 ⊕ γ6 → γ2 → γ1[1]
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Si s(γ2) está en B. Este caso se reduce al caso en el que P2 no era directo
y al caso ii). Análogo si s(γ1) = s(γ2).

3) Los caso restantes se reducen a los anteriores (ver [4] para más detalles).

b) Cruce en flecha. Supongamos que M1 y M2 se cruzan en flecha.

1) Si el cruce ocurre en un triángulo interior de T . Sea τ = BC (ver Figura
85 (a)). Realizando un flip a τ , obtenemos τ ′ que nos da una superposición
y nos permite aplicar el método que se usó en el cruce de módulo para
obtener el triángulo:

γ1 → γ5 ⊕ γ6 → γ2 → γ1[1]

Figura 85: Cruce en flecha, extráıda de [4], página 33.

2) Si el cruce ocurre en un triángulo de T donde BC es un segmento de
borde. En este caso se tiene la configuración mostrada en la Figura 85 (b).
Consideremos (S,M ′) donde M ′ se obtiene al agregar un punto marcado
X que está en BC. Completamos la triangulación T añadiendo τ =
AX, obteniendo una superposición por este arco. Nuevamente usando
los métodos de cruce de módulos obtenemos un triángulo en C(S,M ′):

γ1 → γ5 ⊕ γ6 → γ2 → γ1[1]

Si cortamos a lo largo de τ ′, entonces γ6 se corresponde con un segmento
de borde, por lo que el triángulo se convierte en un triángulo en C(S,M)
de la forma:

γ1 → γ5 → γ2 → γ1[1]

c) Cruce en un 3-ciclo. Se aplican las mismas ideas que en el caso de cruce de
flechas. Para ver más detalles revisar [4].
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Conclusiones

� Utilizando los grafos serpientes se expresó los cruces de curvas en el lenguaje de
módulos cadena y aśı se evitó el problema de la isotoṕıa en nuestra superficie.

� Usando el cruce de módulos cadena se encontró sucesiones exactas no partidas
en la categoŕıa modJ(Q,W ).

� Las secuencias exactas en la categoŕıa de módulos dan lugar a triángulos en la
categoŕıa de conglomerado.

� En el corolario 6.2 se definió una base de Ext1J(Q.W ) formada por las secuencias
exactas cortas obtenidas al suavizar los módulos cadena; aśı como también se
encontró una fórmula para la dimensión de este espacio.
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Apéndice A

Teoŕıa de módulos

A.1 Definiciones básicas

Definición A.1. Sea R un anillo con 1 ̸= 0, un R-módulo a izquierda es un conjunto
M , donde:

a) (M,+) un grupo abeliano.

b) Una función · : R × M → M (denotaremos ·(r,m) = rm) que cumple las
siguientes condiciones:

- (r + s)m = rm+ sm, ∀r, s ∈ R, ∀m ∈M .

- (rs)m = r(sm), ∀r, s ∈ R, ∀m ∈M .

- r(m+ n) = rm+ rn, r ∈ R, ∀m,n ∈M .

- 1m = m, ∀m ∈M .

Observaciones.

� Si R es un cuerpo, entonces un R-módulo resulta ser un espacio vectorial sobre
R, de ah́ı que se considere a estos como un caso particular de los módulos.

� Se define un R-módulo a derecha considerando una función · : M × R →
M que cumple las mismas condiciones (salvo por el orden de los factores).
Salvo se diga lo contrario, siempre consideraremos que nuestros módulos son
a izquierda.

� Si R es conmutativo y M es un R-módulo a izquierda, podemos considerarlo
también como un R-módulo a derecha definiendo mr = rm.

Definición A.2. Sea R un anillo y M un R-módulo. Un subconjunto no vaćıo
N ⊆ M es un sub R-módulo de M si para todo r ∈ R y x, y ∈ N se tiene que
x+ ry ∈ N .

Si se restringe las operaciones de M a N un sub R-módulo resulta ser un R-módulo
por śı mismo.



Definición A.3. Sea R un anillo con 1, M y N dos R-módulos. Un homomorfismo
de módulos a izquierda es un mapa φ :M → N tal que para todo x, y ∈M y r ∈ R:

φ(rx+ y) = rφ(x) + φ(y)

De manera análoga, un homomorfismo de módulos a derecha es un mapa φ :M → N
que satisface φ(xr+ y) = φ(x)r+φ(y). Diremos que un homomorfismo de módulos
es un isomorfismo de R-módulos si es biyectivo y se denotará por M ∼= N .

Definición A.4. Dado φ : M → N un homomorfismo de R-módulos, el kernel de
φ es el conjunto:

Ker(φ) = {m ∈M | φ(m) = 0}

Se puede verificar fácilmente que Ker(φ) es un R-módulo.

Proposición A.1. Sean R un anillo conmutativo con 1,M y N dos R-módulos,
denotamos por HomR(M,N) al conjunto de todos los homomorfismos de R-módulos
de M a N . Considerando la suma puntual y la acción:

(rφ)(m) = rφ(m), ∀m ∈M

donde r ∈ R y φ ∈ HomR(M,N), se tiene que HomR(M,N) es un R-módulo.

Definición A.5. Sea M un R-módulo y N un sub R-módulo de M . El grupo
abeliano (M/N,+) se puede convertir en un R-módulo haciendo:

r(x+N) = (rx) +N

Este módulo se denomina el módulo cociente de M por N . La proyección canónica
π : M → M/N definida por π(x) = x +N es un homomorfismo de R-módulos con
kernel N .

Teorema A.2 (Teoremas del isomorfismo). Fijemos un anillo R con 1 ̸= 0.

1) Sean M y N dos R-módulos y φ :M → N un homomorfismo. Entonces:

M

Ker(φ)
∼= φ(M)

2) Sean A y B dos submódulos de M , entonces A+B es un submódulo y:

A+B

B
∼= A

A ∩B

3) Sean A y B dos submódulos de M con A ⊆ B, entonces:

M/A

B/A
∼= M

B

4) Sea N un submódulo deM , entonces el conjunto de submódulos deM que con-
tienen a N está en relación biyectiva con el conjunto de todos los submódulos
de M/N . Esta relación viene dada por A↔ A/N .
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Sea M un módulo y N1, . . . , Nk submódulos de M . Se define:

N1 + . . .+Nk = {a1 + . . .+ ak | ai ∈ Ni}

Efectivamente, este conjunto resulta ser un submódulo de M , pues para r ∈ R:

(a1 + . . .+ ak) + r(b1 + . . .+ bk) = (a1 + rb1) + . . .+ (ak + rbk)

Se puede verificar fácilmente que la intersección arbitraria de submódulos es un
submódulo. Con este comentario, para un subconjuntoA deM definimos el submódu-
lo generado por A como la intersección de todos los submódulos deM que contienen
a A. Al submódulo generado lo denotamos por ⟨A⟩.

Proposición A.3. Sea M un R-módulo y A ⊆M no vaćıo. Entonces:

⟨A⟩ = RA = {r1a1 + r2a2 + . . .+ rmam | ri ∈ R, ai ∈ A,m ∈ N}

Si ⟨A⟩ = N , diremos que N genera el módulo A. Si N es finito, diremos que N es
finitamente generado. Note que en este caso, todo elemento de N se expresa como
una combinación lineal finita de elementos de A.

Ejemplo 38. Sea R un anillo con 1 y n ∈ Z, tenemos que Rn es un R-módulo con
las operaciones:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn)

r(a1, . . . , an) = (ra1, . . . , ran)

Si denotamos por ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) al vector entero cuya única coordenada no
nula es justo la i-ésima, entonces:

Rn = Re1 + . . .+Ren

A.2 Productos directos y sumas directas

Dada una colección finita o no, vamos a construir un módulo a partir de estos, en
esta sección salvo se diga lo contrario consideraremos R un anillo con 1 ̸= 0.

Definición A.6. Sea I un conjunto arbitrario no vaćıo y {Ai}i∈I una familia de
conjuntos. El producto cartesiano de {Ai} se define como el conjunto de todas las
funciones:

f : I →
⋃

i∈I
Ai

que satisfacen f(i) ∈ Ai para todo i ∈ I. El producto cartesiano se denota por∏

i∈I
Ai y a sus elementos

∏

i∈I
ai, haciendo referencia que f(i) = ai ∈ Ai. Para cada j,

el conjunto Aj se denomina la j-ésima componente del producto cartesiano.
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Definición A.7. Sea {Mi}i∈I una familia arbitraria de R-módulos. El producto
directo de los Mi se define como el producto directo de los Mi vistos como grupos
abelianos (considerar el producto cartesiano y la operación definida componente a
componente), con la acción:

r

(∏

i∈I
ai

)
=
∏

i∈I
rai

Denotaremos al producto directo como
∏

i∈I
Mi, se puede ver que es un R-módulo.

Definición A.8. Sea {Mi}i∈I una familia arbitraria de R-módulos. La suma directa
de los Mi es el subconjunto de

∏
Mi que consiste en todos los elementos

∏
mi tal

que solo una cantidad finita de componentes mi son no nulas junto con la acción:

r

(∏

i∈I
mi

)
=
∏

i∈I
rmi

Denotaremos la suma directa como
⊕

i∈I
Mi, se puede ver que es un sub R-módulo

del producto directo.

En el caso en que I sea un conjunto finito, las nociones de producto directo y suma
directa coinciden. Sin embargo, en el caso general esto no sucede.

Proposición A.4. Sea {Ni}i∈I una familia de sub R-módulos de un módulo M .
Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) El submódulo de M generado por todos los Ni es isomorfo a la suma directa
de los Ni.

ii) Si {i1, . . . , ik} es cualquier subconjunto finito de I, entonces Ni1 ∩ (Ni2 + . . .+
Nik) = 0.

iii) Si {i1, . . . , ik} es cualquier subconjunto finito de I, entonces N1 + · · · +Nk =
N1 ⊕ . . .+⊕Nk.

iv) Para todo elemento x de M , el módulo generado por los Ni, existen únicos
elementos ai ∈ Ni tal que x =

∑
ai, donde los ai son cero salvo un número

finito de ı́ndices.

Definición A.9. Un R-módulo F se denomina libre sobre el subconjunto A de F ,
si para cada elemento no nulo x ∈ F , existen únicos r1, . . . , rn ∈ R y a1, . . . , an ∈
A tales que x = r1a1 + r2a2 + . . . + rnan. En este caso, diremos que A es un
base o conjunto de generadores libres de F . En el caso que R sea conmutativo, la
cardinalidad de A se denomina el rango de F .
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Proposición A.5. Dado A un conjunto, existe un R-módulo libre F (A) sobre A que
satisface la siguiente propiedad universal: si M es cualquier R-módulo y φ : A→M
es cualquier mapa, entonces existe un único homomorfismo de módulos ψ : F (A)→
M tal que ψ(a) = φ(a) para todo a ∈ A, esto es, que el siguiente diagrama conmute:

A F (A)

M

i

φ
ψ

Si A = {a1, . . . , an}, entonces se tiene que F (A) = Ra1 ⊕ . . .⊕Ran ∼= Rn.

A.3 Producto tensorial

Sean A un R-módulo a derecha y B un R-módulo a izquierda. Consideremos F
el grupo abeliano libre en A × B y K el subgrupo de F generado por todos los
elementos de la forma:

(a+ a′, b)− (a, b)− (a′, b)

(a, b+ b′)− (a, b)− (a, b′)

(ar, b)− (a, rb)

donde r ∈ R, a, a′ ∈ A y b, b′ ∈ B. Definimos el producto tensorial de A y B
(bajo R), denotado A ⊗R B, como el cociente F/K. A las clases de A ⊗R B, las
denotaremos:

(a, b) +K = a⊗ b

y en este caso decimos que a ⊗ b es el producto tensorial de a y b. Los elementos
del producto tensorial son de la forma:

∑

finito

ni(ai ⊗ bi)

De la misma definición, el producto tensorial satisface las siguientes propiedades:

� (a1 + a2)⊗ b = a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b.

� a⊗ (b1 + b2) = a⊗ b1 + a⊗ b2.

� (ar)⊗ b = a⊗ (rb).

Tenemos el mapeo canónico i : A × B → A ⊗ B definido por i(a, b) = a ⊗ b.
Reescribiendo las propiedades anteriores, podemos definir un tipo de mapa que nos
permitirá caracterizar el producto tensorial.
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Definición A.10. Sea M un R-módulo a derecha, N un R-módulo a izquierda y L
un grupo abeliano (escrito aditivamente). Un mapa φ : M × N → L se denomina
R-balanceado si satisface:

1) φ(m1 +m2, n) = φ(m1, n) + φ(m2, n).

2) φ(m,n1 + n2) = φ(m,n1) + φ(m,n2).

3) φ(m, rn) = φ(mr, n).

para todo m,m1,m2 ∈M , n, n1, n2 ∈ N y r ∈ R.
Como se menciono antes, i resulta ser un mapa R-balanceado. Este tipo de mapas
nos dan otra propiedad universal para el producto tensorial.

Proposición A.6. Sea R un anillo con 1, M un módulo a derecha y N un módulo
a izquierda. Entonces:

1) Si ϕ : M ⊗ N → L es un homomorfismo de grupos (L es un grupo abeliano)
entonces φ = ϕ ◦ i es R-balanceado.

2) Rećıprocamente, supongamos que L es un grupo abeliano y φ : M × N → L
un mapa R-balanceado. Entonces existe un único homomorfismo de grupos
ϕ :M ⊗N → L, tal que φ = ϕ ◦ i.

Equivalentemente, la correspondencia φ↔ ψ en el diagrama conmutativo:

M ×N M ⊗N

L

i

φ ϕ

establece una biyección entre los mapas R-balanceados φ y los homomorfismos de
grupos ϕ :M ⊗N → L.

Corolario A.7. Si D es un grupo abeliano y i′ : M × N → D es un mapa R-
balanceado tal que:

1) La imagen de i′ genera D como grupo abeliano

2) Para todo mapa R-balanceado φ definido en M × N , existe ϕ satisfaciendo:
φ = ϕ ◦ i′.

Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos f :M⊗N → D tal que i′ = f ◦i.
Definición A.11. Si R y S son anillos con 1, un grupo abeliano M se denomina
un (S,R)-bimódulo si M es un S-módulo a izquierda, un R-módulo a derecha y
s(mr) = (sm)r para todo s ∈ S, r ∈ R y m ∈M .

Ejemplo 39. Sea R un anillo conmutativo, entonces un R-módulo a izquierda M ,
siempre se le puede dar una estructura de R-módulo a derecha, haciendo mr = rm.
Entonces, podemos ver a un R-módulo a izquierda como un (R,R)-bimódulo. De
manera análoga podemos hacerlo para módulos a derecha, haciendo rm = mr.
Cuando dotamos de esta estructura a un R-módulo, diremos que tiene la estructura
estándar.
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Supongamos ahora que M es un (S,R)-bimódulo y N un R-módulo a izquierda.
Podemos definir una acción en S a izquierda por:

s

(∑

finito

mi ⊗ ni
)

=
∑

finito

(smi)⊗ ni

Faltaŕıa ver que está bien definida, en efecto, para s ∈ S el mapa (m,n) 7→ (sm)⊗n
es R-balanceado deM ×N aM ⊗N . Por la proposición A.6, existe un homomorfis-
mo de grupos (bien definido) λs deM⊗N en śı mismo, tal que λs(m⊗n) = (sm)⊗n.
Luego λs (

∑
mi ⊗ ni) no depende de la representación del tensor y usando el hecho

que λs es un homomorfismo se llega a que coincide con
∑

(smi)⊗ ni.

Con esta acción M ⊗ N es un S-módulo a izquierda. Análogamente, si M es un
R-módulo a derecha y N es un (R, S)-bimódulo, entonces M ⊗ N es un S-módulo
a derecha con la acción:

(∑

finito

mi ⊗ ni
)
s =

∑

finito

mi ⊗ (nis)

Consideremos ahora que M es un (R,R)-módulo, donde R es un anillo con 1. El
producto tensorial de M n veces:

M⊗n =M ⊗M . . .⊗M

por lo anterior será un R-bimódulo a izquierda y derecha, por lo que será un (R,R)-
b́ımodulo por śı mismo.

Proposición A.8. Sean M un R-módulo a derecha, N un (R, S)-bimódulo y L un
S-módulo a izquierda. Entonces la correspondencia (m ⊗ n) ⊗ l 7→ m ⊗ (n ⊗ l)
establece un isomorfismo de grupos abelianos :

(M ⊗N)× L ∼= M ⊗ (N ⊗ L)

Cabe decir, que si R es conmutativo y M,N son R-módulos (a izquierda y por lo
tanto a derecha) entonces M ⊗N es un R-módulo con la acción:

r(m⊗ n) = (rm)⊗ n = m⊗ (rn)

En este caso el mapeo canónico i satisface ri(m,n) = i(rm, n) = i(m, rn), este tipo
de mapa los denominaremos R-bilineal.

Definición A.12. Sea R un anillo conmutativo con 1 y M,N,L R-módulos. Un
mapa φ :M ×N → L se denomina R-bilineal si:

i) φ(r1m1 + r2m2, n) = r1φ(m1, n) + r2φ(m2, n).

ii) φ(m, r1n1 + r2n2) = r1φ(m,n1) + r2φ(m,n2).
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Proposición A.9. Supongamos que R es un anillo conmutativo con 1 y M,N dos
R-módulos a izquierda (donde M tiene la estructura estándar). Entonces M ⊗N es
un R-módulo a izquierda tal que:

r(m⊗ n) = (rm)⊗ n = m⊗ (rn)

y el mapeo canónico i es R-bilineal. Si L es cualquier otro R-módulo a izquierda
hay una biyección entre los mapas R-bilineales y los homomorfismo de módulos entre
M ⊗N y L.
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Apéndice B

Teoŕıa de álgebras

B.1 Álgebras y módulos sobre álgebras

Fijamo un cuerpo K arbitrario. Siempre que nos referiramos a un anillo, estamos
suponiendo que es un anillo con 1 ̸= 0.

Definición B.1. Un K-álgebra A, es un anillo que tiene una estructura de K-
espacio vectorial (a izquierda) satisfaciendo:

λ(ab) = (λa)b = a(λb)

para todo λ ∈ K y a, b ∈ A y también que 1K1A donde 1K es la identidad de K y
1A es la identidad de A. Diremos que A es de dimensión finita si su dimensión como
espacio vectorial es finita.

Definición B.2. Sean A y B dos R-álgebras, un homomorfismo (resp. isomorfismo)
entre A y B es un homomorfismo (resp. isomorfismo) de anillos φ : A → B que
cumple:

� φ(1) = 1.

� φ(λa) = λφ(a) para λ ∈ K y a ∈ A.

Un K-espacio vectorial B de un K-álgebra A se denomina una K-subálgebra de A si
es que 1A ∈ B y además bb′ ∈ B para todo b, b ∈ B. Un K-espacio vectorial I de A
es un ideal a izquierda (resp. a derecha) si ax ∈ I (resp. xa ∈ I) para x ∈ I y a ∈ A.
Un ideal bilátero de A es un ideal a izquierda y a derecha. En este caso podemos
cocientar y obtener el álgebra cociente A/I junto con la proyección canónica π : A→
A/I definida por π(a) = a+ I. Esta proyección es un homomorfismo de K-álgebras.

Ejemplo 40. El cuerpo C = R ⊕ Ri es un R-álgebra 2-dimensional, pero como
Q-álgebra es de dimensión infinita.

Ejemplo 41. Sea Rn×n el conjunto de todas las matrices de orden n × n sobre
R. Este conjunto es un R-álgebra de dimensión n2. A su vez, el conjunto Tn(K)
formado por las matrices triangulares inferiores es un subálgebra de Rn×n.



Ejemplo 42. Sean A1 y A2 dos K-álgebras, el producto de K-álgebras A1 y A2

es el producto A = A1 × A2 como espacios vectoriales con la operación adicional
(a1, a2)(b1, b2) = (a1b1, a2b2) para a1, b1 ∈ A1 y a2, b2 ∈ A2.

Ejemplo 43. Sea A un K-álgebra, el álgebra opuesta de A, denotada Aop es el
K-álgebra que como espacio vectorial es A pero su operación de multiplicación se
define como a ∗ b = ba para a, b ∈ A.
Definición B.3. Sea K un cuerpo y A una K-álgebra, un A-módulo a izquierda es
un conjunto M , donde:

a) (M,+) es un K-espacio vectorial.

b) · : A×M →M es una operación binaria que satisface las condiciones:

i) a(x+ y) = ax+ ay.

ii) (a+ b)x = ax+ bx.

iii) (ab)x = a(bx).

iv) 1Ax = x.

v) a(λx) = (λa)x = λ(ax).

Definición B.4. Sea K un cuerpo y A una K-álgebra, un A-módulo a derecha es
un conjunto M , donde:

a) (M,+) es un K-espacio vectorial a derecha.

b) · :M × A→M es una operación binaria que satisface las condiciones:

i) (x+ y)a = xa+ ya.

ii) x(a+ b) = xa+ xb.

iii) x(ab) = (xa)b.

iv) x1A = x.

v) (xλ)a = x(λa) = (xa)λ.

Diremos que un A-módulo es de dimensión finita, si la dimensión como espacio
vectorial es finita.

Definición B.5. SeeanM,N dos A-módulos a izquierda(resp. a derecha). Un mapa
lineal f : M → N a izquierda (resp. a derecha) se denomina un homomorfismo de
A-módulos si f(ax) = af(x) (resp. f(xa) = f(x)a) para todo x ∈ M y a ∈ A.
Si f es biyectivo, diremos que es un isomorfismo y que los módulos son isomorfos
(M ∼= N).

Sea A un K-álgebra y M un A-módulo a derecha. Un subespacio M ′ de M se
denomina un submódulo de M si xa ∈ M ′ para todo x ∈ M ′ y a ∈ A. El espacio
vectorial cociente M/M ′ tiene una estructura de A-módulo a derecha definida por
(x+M ′)a = xa+M ′ (de manera análoga para el caso de módulos a izquierda). Un
submódulo M ′ de M es propio si M ̸=M ′.
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Definición B.6. Para un ideal a derecha I yM un A-módulo a derecha, el conjunto:

MI = {x1a1 + . . .+ xsas | xi ∈M,ai ∈ I, s ∈ N}

es un submódulo de M denominado el submódulo generado por I.

Definición B.7. UnmóduloM se denomina finitamente generado si existen x1, . . . , xs ∈
M tal que para cada x ∈M existen ai ∈ A tales que x = x1a1 + · · ·+ xsas. En este
caso denominamos a los xi los generadores de M .

Para M1, . . . ,Ms submódulos de M , definimos:

M1 + · · ·+Ms = {x1 + . . .+ xs | xi ∈Mi}

Es inmediato ver que M1 + . . .+Ms es un submódulo de M .

Proposición B.1. Sea A un K-álgebra de dimensión finita y M un A-módulo a
derecha. Entonces M es finitamente generado si y solo si M es de dimensión finita.

Sean A unaK-álgebra yM,N A-módulos a derecha. Denotaremos por HomA(M,N)
el conjunto de todos los homomorfismo deM aN . Es inmediato ver que HomA(M,N)
es unK-espacio vectorial con la adición y producto por un escalar usual: (f+g)(x) =
f(x) + g(x) y (fλ)(x) = f(xλ) = f(x)λ. Si M,N son de dimensión finita, enton-
ces HomA(M,N) también lo es pues es un subespacio de HomK(M,N). El mapa
composición:

· : HomA(M,N)× HomA(L,M)→ HomA(L,N)

esK-bilineal, como se puede verificar fácilmente. Denotaremos EndA(M) = HomA(M,M),
este espacio vectorial resulta ser un K-álgebra con identidad la función identidad.

Definición B.8. Sea f ∈ HomA(M,N):

a) El kernel de f es el conjunto:

Ker(f) = {x ∈M | f(x) = 0}

b) El cokernel de f es Coker(f) = N/Im(f).

Se verifica que Ker(f), Im(f) y Coker(f) son A-módulos a derecha. Además la co-
rrespondencia x + Ker(f) 7→ f(x) establece un isomorfismo de A-módulos entre
M/Ker(f) y Im(f).

Definición B.9. La suma directa de A-módulos a derecha M1, . . . ,Mr se define
como la suma directa como subespacios vectoriales M1 ⊕ . . . ⊕ Mr junto con la
operación:

(x1, . . . , xr)a = (x1a, . . . , xra)
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donde xi ∈Mi y a ∈ A. DenotaremosM r como la suma directaM⊕· · ·⊕M m veces.
Diremos que un A-módulo M es la suma directa de los A-submódulos M1, . . . ,Mr

si todo elemento m ∈ M se expresa de manera única como m = m1 + . . .+mr con
mi ∈Mi. Esto lo denotaremos M =M1 ⊕ . . .⊕Mr.

Definición B.10. Un A-módulo a derecha M se denomina indescomponible si M
es no nulo y no es suma directa de dos submódulos a derecha de M .

Proposición B.2. Sea A una K-álgebra,M es un A−módulo a derecha yM1, . . . ,Mr

submódulos a derecha de M . Entonces M = M1 ⊕ . . .⊕Mr si y solo si se cumplen
las siguientes condiciones:

1) M =M1 + · · ·+Mr.

2) Mi ∩
(∑

j∈{1,...,r}\{i}Mj

)
= 0 para cada i ∈ {1, . . . , r}.

Definición B.11. Sean A,B,C K-álgebras. Un (A,B)-bimódulo M , es un K-
espacio vectorial que es un A-módulo a izquierda y un B-módulo a dereceha y
además satisface:

a(xb) = (ax)b

para x ∈ M,a ∈ A, b ∈ B. Un (A,A)-bimódulo simplemente se denomina un
A-bimódulo.

Todo A-módulo a derecha M es un (K,A)-bimódulo considerando λm = mλ para
m ∈M,λ ∈ K. Análogamente todo A-módulo a izquierda N es un (A,K)-bimódulo
haciendo nλ = λn para n ∈ N, λ ∈ K.

B.2 Producto tensorial

Sea A un K-álgebra, X un A-módulo a derecha e Y un A-módulo a izquierda.
Consideremos F el K-espacio vectorial con base X × Y y F0 el subespacio de F
generado por los elementos de la forma:

(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y)

(x, y + y′)− (x, y)− (x, y′)

(xa, y)− (x, ay) λ(x, y)− (λx, y)

donde x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y, a ∈ A y λ ∈ K. Consideramos el espacio cociente:

X ⊗A Y := F/F0

Denotaremos x⊗ y a la clase (x, y) + F0. De la misma definición se tiene que:

(x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y
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x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′

(xa)⊗ y = x⊗ (ay) λ(x⊗ y) = (λx)⊗ y

donde x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y, a ∈ A y λ ∈ K. Los elementos de X⊗AY son expresiones
de la forma:

n∑

i=1

xi ⊗ yi

donde xi ∈ X, yi ∈ Y . El K-espacio vectorial X ⊗A Y se denomina el producto
tensorial de X e Y sobre A.

Definición B.12. Dado V un K-espacio vectorial, un mapa ϕ : X × Y → V es
A-bilineal si para todo x, x1, x2 ∈ X, y, y1, y2 ∈ Y y α1, α2 ∈ K:

1) ϕ(x, α1y1 + α2y2) = α1ϕ(x, y1) + α2ϕ(x, y2).

2) ϕ(α1x1 + α2x2, y) = α1ϕ(x1, y) + α2ϕ(x2, y).

3) ϕ(xa, y) = ϕ(x, ay).

La proyección canónica π : X×Y → x⊗AY definida por π(x, y) = x⊗y claramente
es A-bilineal.

Proposición B.3 (Propiedad universal). Sea X un A-módulo a derecha, Y un A-
módulo a izquierda, V un K-espacio vectorial y ϕ : X×Y → V un mapa A-bilineal.
Entonces, existe un único mapa lineal φ : X ⊗A Y → V tal que φ(x ⊗ y) = ϕ(x, y)
para todo x ∈ X, y ∈ Y , en otras palabras que el siguiente diagrama conmute:

X × Y X ⊗A Y

V

π

ϕ φ

SeaM un (A,B)-bimódulo, X un A-módulo a derecha e Y un B-módulo a izquierda.
Los productos tensoriales X ⊗AM y M ⊗B Y tienen una estructura de B-módulo a
derecha y A-módulo a izquierda respectivamente definidas por:

(x⊗m)b = x⊗ (mb) a(m⊗ y) = (am)⊗ y

para x ∈ X, y ∈ Y,m ∈ M,a ∈ A, b ∈ B. Más aún si X es un (A,C)-bimódulo e Y
es un (C,B)-bimódulo, se tiene que X⊗CY es un (A,B)-bimódulo con la estructura:

a(x⊗ y)b = (ax)⊗ (yb)

para x ∈ X, y ∈ Y, a ∈ A, b ∈ B. La siguiente proposición nos dice que se cumple la
asociatividad para el producto tensorial.
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Proposición B.4. Sea XA un A-módulo a derecha, Y un (A,B)-bimódulo y Z un
B-módulo a izquierda. Entonces el mapa:

φX,Y,Z : (X ⊗A Y )⊗B Z → X ⊗A (Y ⊗B Z)
definido por φX,Y,Z((x ⊗ y) ⊗ z) = x ⊗ (y ⊗ z), para x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z es un
isomorfismo.

Finalizamos esta sección con la definición del álgebra tensorial. Dado K un cuerpo
y A1, . . . , An K-álgebras. Entonces el producto tensorial:

A1 ⊗K A2 ⊗K · · · ⊗K An

es una K-álgebra con multiplicación definida por:

(a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an)(b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bn) = (a1b1 ⊗ a2b2 ⊗ · · · ⊗ anbn)

donde ai, bi ∈ Ai y:

1A1⊗KA2⊗K ···⊗KAn = 1A1 ⊗K 1A2 ⊗K · · · ⊗K 1An

En el caso en que Ai = A denotaremos:

A⊗n = A⊗K A⊗K · · · ⊗K A (n veces)

Esta álgebra se denomina la n-ésima algebra tensorial de A.

Ahora sea M un A-bimódulo, definimos:

T 0(M) = A

T n(M) =M ⊗AM ⊗A · · · ⊗AM (n veces)

Entonces, el K-espacio vectorial:

T (M) =
∞⊕

n=0

T n(M)

es un K-álgebra donde la multiplicación viene dada por:

(x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xm)(y1 ⊗ y2 ⊗ · · · ⊗ yn) = (x1 ⊗ · · · ⊗ xm ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ yn)

para (x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xm) ∈ Tm(M), (y1 ⊗ y2 ⊗ · · · ⊗ yn) ∈ T n(M) y la identidad 1A
es la misma que la identidad de T (A).

Además T (A) también es un A-módulo, basta considerar las estructuras:

a(x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xm) = (ax1)⊗ · · · ⊗ xm

(x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xm)a = x1 ⊗ · · · ⊗ (xma)

para a ∈ A = T 0(M) y x1 ⊗ · · · ⊗ xm ∈ Tm(M).
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B.3 Módulos proyectivos e inyectivos

Sea A una K-álgebra de dimensión finita. Un módulo F se denomina libre si es que
F es isomorfo a una suma directa del módulo A (el álgebra vista como un módulo).

Definición B.13. Un módulo P se denomina proyectivo si es que para cada epifor-
mismo h : M → N y f ∈ HomA(P,N), existe g ∈ HomA(P,M) tal que hg = f . En
otras palabras, si el siguiente diagrama es conmutativo:

P

M N 0

g
f

h

Lema B.5. Sea P un módulo, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) P es un módulo proyectivo.

ii) Todo epimorfismo h :M → P es una retracción.

iii) Existe un módulo libre F y un módulo P ′ tal que P ⊕ P ′ ∼= F .

Demostración. Ver en [25].

Definición B.14. Sea A un álgebra de dimensión finita, un módulo E se denomina
inyectivo si es que para cualquier monomorfismo u : M → N y w ∈ HomA(M,E)
existe v ∈ HomA(N,E) tal que w = vu. En otras palabras si el siguiente diagrama
es conmutativo:

M N

E

w

u

v

Lema B.6. Sea E un módulo, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) E es un módulo inyectivo.

ii) Todo monomorfismo f : E →M es una sección.

Demostración. Ver en [25].
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B.4 El espacio de extensiones

Definición B.15. Una secuencia de homomorfismos (finita o infinita):

· · · → Xn−1
hn−1−−−→ Xn

hn−→ Xn+1 → · · ·

se denomina exacta si Ker(hn) = Im(hn−1) para todo n. En particular:

0→ L
u−→M

r−→ N → 0

se denomina una sucesión exacta corta si u es un monomorfismo, r un epimorfismo
e Im(u) = Ker(r).

Definición B.16. Sea una secuencia exacta corta:

0→ A
a−→ B

b−→ C → 0

Diremos que es partida si existe un isomorfismo f : B → A⊕C tal que f ◦ a : A→
A⊕C es la inclusión y p◦f = b. Esto se puede representar por el siguiente diagrama
conmutativo:

Figura 86: Diagrama conmutativo de una secuencia partida

Una resolución proyectiva de un módulo M es una secuencia exacta de la forma:

· · · → Pn+1
dn+1−−−→ Pn

dn−→ Pn−1 → · · · → P1
d1−→ P0

d0−→M → 0

donde todos los módulos Pn son proyectivos. Diremos que una resolución proyectiva

es minima si P0
d0−→M y dn : Pn → Im dn son cubiertas proyectivas para cada n.

Dualmente, una resolución inyectiva de un módulo M es una secuencia exacta de la
forma:

0→M
d0−→ I0

d1−→ I1 → · · · → In−1
dn−→ In

dn+1

−−−→ In+1 → · · ·

donde todos los módulos In son inyectivos. Diremos que una resolución proyectiva

es minima si M
d0−→ I0 y Im dn → In son sobres inyectivos para cada n.

Vamos a estudiar a partir de ahora lo que es una extensión y el espacio de extensiones
correspondiente. Fijemos A un K- álgebra de dimensión finita.
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Definición B.17. Una secuencia exacta corta de A-módulos:

E : 0→ L
f−→M

g−→ N → 0

se denomina extensión de L por N . Diremos que dos extensiones son equivalentes
si existe h ∈ HomA(M,M ′) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

0 L M N 0

0 L M ′ N 0

f

idL

g

h idN

f ′ g′

En este caso escribiremos E ∼= E′ y es fácil ver que h es un isomorfismo.

Para dos módulos L y N denotaremos por εA(N,L) el conjunto de todas las exten-
siones de L por N . Tenemos que ser equivalente es una relación de equivalencia y
denotaremos:

εxt1A(N,L) = εA(N,L)/ ∼=

Lema B.7. Sean L y N módulos sobre A y:

E : 0→ L
f−→M

g−→ N → 0

E′ : 0→ L
f ′−→M ′ g′−→ N → 0

dos extensiones de L por N . Entonces existe una extensión:

E′′ : 0→ L
f−→

′′
M ′′ g−→′′

N → 0

de L por N donde M ′′ = V/U ,

V = {(m,m′) ∈M ⊕M ′ | g(m) = g′(m′)}

U = {(f(x),−f ′(x)) ∈M ⊕M ′ | x ∈ L}

f ′′ : L→M ′′ viene dado por f ′′(x) = (f(x), 0)+U para x ∈ L y g′′ :M ′′ → N viene
dado por g′′((m,m′) + U) = g(m) = g′(m′) para (m,m′) ∈ V .

Demostración. Ver en [25].

La extensión E′′ del lema anterior se denota por E+ E′. El siguiente lema nos dice
que esta extensión define una operación.
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Lema B.8. Sean L y N dos módulos y:

E : 0→ L
f−→M

g−→ N → 0, E′ : 0→ L
f ′−→M ′ g′−→ N → 0

E : 0→ L
f−→M

g−→ N → 0, E′
: 0→ L

f
′

−→M
′ g′−→ N → 0

extensiones de L por N tales que E ∼= E y E′ ∼= E′
. Entonces E+ E′ ∼= E+ E′

.

Demostración. Ver en [25].

Podemos definir una adición en εxt1A(N,L) dada por la suma de clases:

[E] + [E′] = [E+ E′]

Ahora, sean L,N módulos sobre A y:

E : 0→ L
f−→M

g−→ N → 0

una extensión de L por N . Para un homomorfismo v : V → N de módulos, existe
un diagrama conmutativo:

0 L M ×N V V 0

0 L M N 0

i

idL

v′

g′ v

f g

Un resultado análogo se tiene para u : L→ U . Aśı, tenemos dos mapas:

εxt1A(N, u) : εxt
1
A(N,L)→ εxt1A(N,U)

εxt1A(v, L) : εxt
1
A(N,L)→ εxt1A(V, L)

tal que εxt1A(N, u)([E]) = [uE] y εxt1A(v, L)([E]) = [Ev]. Más aún, estos mapeos
resultan ser lineales.

Sean L,N modulos, definiremos un espacio vectorial Ext1A(N,L), que consistirá en
una resolución proyectiva minimal y dos morfismos lineales:

Ext1A(N, u) : Ext
1
A(N,L)→ Ext1A(N,U)

Ext1A(v, L) : Ext
1
A(N,L)→ Ext1A(V, L)

Consideramos la resolución proyectiva minimal:

· · · → Pn+1
dn+1−−−→ Pn

dn−→ Pn−1 → · · · → P1
d1−→ P0

d0−→ N → 0
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Aplicamos el funtor contravariante HomA(−, L) : mod(A)→ mod(K) que nos da:

HomA(P0, L)
HomA(d1,L)−−−−−−−→ HomA(P1, L)

HomA(d2,L)−−−−−−−→ HomA(P2, L)

donde HomA(d2, L)HomA(d1, L) = HomA(d1d2, N) = 0.

Definición B.18. Definimos el espacio de extensiones como:

Ext1A(N,L) =
Ker(HomA(d2, L))

Im(HomA(d1, L))
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Apéndice C

Carcajes y sus representaciones

Definición C.1. Un quiver o carcaj es un cuarteto Q = (Q0, Q1, s, t) donde:

� Q0 es un conjunto cuyos elementos se les denominan vértices.

� Q1 es un conjunto cuyos elementos se les denominan flechas.

� s, t : Q1 → Q0 que asocia una flecha α ∈ Q1 su punto de inicio a = s(α) y su
punto final b = t(α). Esto lo denotaremos simplemente por α : a→ b.

Observaciones. Diremos que un carcaj es finito si Q0 y Q1 son conjuntos finitos.

Definición C.2. Sea Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj y a, b ∈ Q0. Un camino de
longitud l ≥ 1 con inicio a y final b es una secuencia de flechas αk ∈ Q1 tales que
s(α1) = a, t(αk) = s(αk+1) y t(αl) = b para cada k{1, . . . , l − 1}. Esto lo podemos
ver como:

a = a0
α1−→ a1

α2−→ a2 → · · · → al−1
al−→ al = b

Denotaremos por Ql al conjunto de caminos de Q que tienen longitud l. Un camino
se denominará ćıclico si su inicio y final coinciden. Un quiver que no tiene ciclos se
denominará aćıclico.

Observación. Para abreviar, denotaremos a un camino como en la definición an-
terior simplemente por: (a | α1, α2, · · · , αl | b).

Dados dos caminos (a |α1, α2, · · · , αl |b) y (c |β1, β2, · · · , βk |d) de longitud l y k
respectivamente, definimos el producto de estos como su concatenación, en otras
palabras:

(a |α1, α2, · · · , αl |b)(c |β1, β2, · · · , βk |d) = δbc(a |α1, α2, · · · , αl, β1, · · · , βk |d)

donde δbc es el delta de Kronecker. Si el punto final del primer camino no coincide
con el inicio del segundo, entonces su producto será el camino cero.



Definición C.3. Sea Q un carcaj finito y K un cuerpo. El álgebra de caminos
KQ es el K−álgebra que visto como espacio vectorial es aquel que tiene como base
a todos los caminos de longitud l ≥ 0 y como producto al producto de caminos
definido anteriormente.

Tenemos que el álgebra de caminos se puede descomponer como:

KQ = KQ0 ⊕KQ1 ⊕KQ2 ⊕ · · · ⊕KQl ⊕ · · ·

donde para cada l ≥ 0 KQl es el subespacio de KQ generado por todos los caminos
de longitud l. Más aún, tenemos que (KQl)(KQm) ⊆ KQl+m para todo l,m ≥ 0
por lo que KQ es un álgebra n-graduada sobre K.

Definición C.4. Sea Q un carcaj finito, el ideal de flechas es el subespacio:

RQ = KQ1 ⊕KQ2 ⊕ · · · ⊕KQl ⊕ · · ·

del álgebra de caminos KQ. De manera similar, para l ≥ 1 definimos:

Rl
Q =

⊕

m≥l
KQm

Definición C.5. Un ideal bilátero I de KQ se denomina admisible si es que existe
m ≥ 2 tal que:

Rm
Q ⊆ I ⊆ R2

Q

En este caso al par (Q, I) lo denominamos carcaj acotado y al álgebra cociente
KQ/I el álgebra de carcaj acotada.

Proposición C.1. Sea Q un carcaj finito e I un idela admisible de KQ. Entonces
KQ/I es un álgebra de dimensión finita.

Demostración. Ver en [25].

Definición C.6. Sea Q un carcaj, una relación en KQ es una combinación lineal
de la forma:

n∑

i=1

λiwi

donde wi son caminos en Q de longitud al menos 2 que tienen el mismo inicio y el
mismo final.

Proposición C.2. Sea Q un carcaj finito, K un cuerpo e I un ideal admisible en
KQ. Entonces I está generado por un número finito de relaciones.

Demostración. Ver en [25].
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Definición C.7. Sea Q un carcaj finito, una representación de Q es una colección:

M = (Ma, φα), a ∈ Q0, α ∈ Q1

donde Ma son espacios vectoriales y φα : Ms(α) → Mt(α) son mapeos lineales. Di-
remos que la representación es finita si es que cada espacio Ma es de dimensión
finita.

Definición C.8. Sean M = (Ma, φα) y N = (Na, ψα) dos representaciones de Q
sobre K. Un morfismo de representaciones f :M → N es una familia f = (fa)a∈Q0

de mapas lineales fa :Ma → Na tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Ms(α) Mt(α)

C D

φα

fs(α) ft(α)

ψα

Un morfismo f = (fa)a∈Q0 de representaciones se denomina isomorfismo si todos
los fa son isomorfismos. Denotaremos por HomQ(M,N) el conjunto de todos los
morfismos de representaciones de M a N .

Sea Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj finito e I un ideal admisible de KQ. Consideremos
una representación M = (Ma, φα) y un camino w = α1α2 · · ·αl de longitud l ≥ 1 en
Q. Definimos el siguiente mapa lineal:

φw = φαl
φαl−1 · · ·φα2φα1 :Ms(α1) →Mt(αl)

que se denomina mapa de evaluación de M en el camino w. Para una combinación
lineal (relación):

τ =
r∑

i=1

λiwi

de caminos en Q teniendo el mismo inicio a y final b. Definimos:

φτ =
r∑

i=1

λiφwi
:Ma →Mb

Definición C.9. Diremos que una representación M está acotada por I o que
satisface las relaciones en I, si tenemos φτ = 0 para todas las relaciones τ ∈ I.

Para un carcaj acotado (Q, I) denotaremos RepK(Q, I) a la categoŕıa de represen-
taciones de Q acotadas por I. Se puede verificar que es una K-categoŕıa.

Teorema C.3. Sea A = KQ/I, existe una equivalencia lineal entre categoŕıas:

F : Mod A→ RepK(Q, I)
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Expondremos como asociar una representación a un módulo Consideremos Q =
(Q0, Q1, s, t) y para cada vértice a ∈ Q0 tenemos el idempotente εa = (a||a) de KQ
que nos da el idempotente ea = εa + I.

Dado un módulo M , para cada vértice a ∈ Q0 hacemos Ma = Mea y para cada
flecha α ∈ Q1 definimos:

φα :Ms(α) →Mt(α)

por φα(x) = xα donde x ∈Ms(α) y α = α+I. Se puede comprobar que efectivamente
F (M) definido como lo hemos hechos está acotada por I. Para poder ver más detalles
sobre la prueba de este teorema el lector puede consultar [25].
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Apéndice D

Teoŕıa de Categoŕıas

D.1 Conceptos básicos

Definición D.1 (Categoŕıa). Una categoŕıa C consiste en la siguiente información:

1) Clase de objetos: Ob(C).

2) Para A,B ∈ Ob(C) existe un conjunto HomC(A,B) de morfismos que cumple
las siguientes condiciones:

– Para todo A ∈ Ob(C) existe 1A ∈ HomC(A,A).

– Para f ∈ HomC(A,B) y g ∈ HomC(B,C) existe una función:

◦ : HomC(A,B)× HomC(B,C)→ HomC(A,C)

que asocia al par (f, g) el morfismo g ◦ f . Esta operación se conoce como
composición. Denotaremos al morfismo f ∈ HomC(A,B) simplemente
por f : A→ B.

3) La composición de morfismos es asociativa, es decir:

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

4) Para todo morfismo f : A→ B se cumple que f ◦ 1A = 1B ◦ f = f .

Definición D.2 (Isomorfismos). Sea C una categoŕıa. Diremos que f ∈ HomC(A,B)
es un isomorfismo si existe g ∈ HomC(B,A) tal que:

g ◦ f = 1A y f ◦ g = 1B

Se prueba que g, si existe, es única. Denotaremos, usualmente, g = f−1.

Diremos que los objetos A,B ∈ Ob(C) son isomorfos si y solo si existe un isomorfismo
f : A→ B. A un morfismo de la forma f : A→ A lo denominaremos endomorfismo
y denotaremos End(A) = Hom(A,A). Si f ∈ End(A) es un isomorfismo, diremos
que es un automorfismo.



Ejemplo 44. La categoŕıa de grupos Grp donde los objetos son los grupos y los
morfismos son los homomorfismos de grupos. La categoŕıa de R-módulos Mod
donde los objetos son los R-módulos y los morfismos son los homomorfismos de
módulos. La categoŕıa de espacios topológicosTop donde los objetos son los espacios
topológicos y los morfismos son las funciones continuas.

Definición D.3 (Monomorfismo). Diremos que f : A→ B es un monomorfismo si
para todo objeto Z y todo par de morfismos α′, α′′ : Z → A se cumple:

f ◦ α′ = f ◦ α′′ =⇒ α′ = α′′

Definición D.4 (Epimorfismo). Diremos que f : A→ B es un epimorfismo si para
todo objeto Z y todo par de morfismos β′, β′′ : B → Z se cumple:

β′ ◦ f = β′′ ◦ f =⇒ β′ = β′′

Definición D.5 (Objeto inicial y final). Sea C una categoŕıa, diremos que:

a) I ∈ Ob(C) es inicial si para todo objeto A se tiene que Hom(I, A) es un
singleton.

b) F ∈ Ob(C) es final si para todo objeto A se tiene que Hom(A,F ) es un
singleton.

c) Si un objeto es inicial y final diremos que es un objeto cero de la categoŕıa.

Productos y coproductos. Consideremos dos conjuntos A,B y su producto car-
tesiano A×B. Existen dos funciones πA : A×B → A y πB : A×B → B definidas
por πA(a, b) = a y πB(a, b) = b. El par (πA, πB) satisface una propiedad univer-
sal que detallamos a continuación. Sea Z cualquier otro conjunto y dos funciones
fA : Z → A, fB : Z → B. Entonces existe una única función σ : Z → A×B tal que
el siguiente diagrama conmuta:

A

B
fB

fA

�A

�B

Z A�B
�

1
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La construcción de σ es sencilla, basta considerar σ(z) = (fA(z), fB(z)). Podŕıamos
haber considerado, en vez de simples conjuntos, espacios topológicos. En este caso la
propiedad universal tiene sus refinamientos, encontrando que σ debeŕıa ser continuo
por ejemplo. Con este pequeño ejemplo nos damos cuenta que podemos tener la
noción de productos en un contexto totalmente general.

En una categoŕıa C consideremos dos objetos A y B. El producto de A y B, deno-
tado A×B, es un objeto equipado con morfismos πA, πB que cumplen la propiedad
universal mencionado al inicio de la sección.

Ejemplo 45. Consideremos A y B dos conjuntos (o objetos de cierta categoŕıa).
Vamos a construir una categoŕıa C(A,B) como sigue.

� Los objetos serán los diagramas de la forma:

A

Z

B
fB

fA

1

� Dados dos objetos:

A

B

f1 A

B
g2

f2

g1

Z1 Z2

1

Un morfismo entre estos objetos es el diagrama conmutativo:

A

B
g1

f1

f2

g2

Z2Z1

�

1

En esta categoŕıa los productos son los objetos finales. Es decir, el producto de A y
B existirá si es que C(A,B) tiene objetos finales.
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Diremos que una categoŕıa tiene finitos productos si es que para cualquier par de
objetos A y B existe el producto de ellos.

Nuevamente regresemos al caso de los conjuntos. Sean A y B dos conjuntos dis-
juntos, tenemos ahora dos funciones inclusión iA : A → A ∪ B e iB : B → A ∪ B
definidas por iA(a) = a e iB(b) = b. El par (iA, iB) satisface una propiedad univer-
sal que detallamos a continuación. Sea Z cualquier otro conjunto y dos funciones
fA : A→ Z, fB : B → Z. Entonces existe una única función σ : A ∪B → Z tal que
el siguiente diagrama conmuta:

fB

A[B
�

B

A iA

iB

fA

Z

1

La función sigma se construye fácilmente, basta tomar σ(a) = fA(a) para a ∈ A y
σ(b) = fB(b) para b ∈ B.

De manera general, sea C una categoŕıa y A,B dos objetos. El coproducto de A y
B es un objeto, denotado por A ⊔ B, equipado con dos morfismos iA : A → A ⊔ B
e iB : B → A ⊔B que satisfacen la propiedad universal mencionada anteriormente.

Diremos que una categoŕıa C tiene finitos coproductos si para dos objetos A y B
existe el coproducto de ambos.

Al igual que en el ejemplo 45 se puede construir una categoŕıa donde los coproductos
sean los objetos iniciales de esta.

Ejemplo 46. Sean A y B dos conjuntos cualesquiera en Set, la categoŕıa de con-
juntos. Esta categoŕıa tiene finitos coproductos, basta considerar:

A ⊔B = A′ ⊎B′

donde A′ ∼= A, B′ ∼= B y A′∩B′ = ∅. Por ejemplo, podemos considerar A′ = {0}×A
y B′ = {1} × B. Es claro que se cumple cada una de las condiciones anteriores.
Ahora, los morfismos iA e iB se definen por:

iA(a) = (0, a) y iB(b) = (1, b)
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Definición D.6 (Categoŕıa aditiva). Una categoŕıa A es aditiva si satisface las
siguientes condiciones:

a) Tiene un objeto cero.

b) Tiene finitos productos.

c) Tiene finitos coproductos.

d) Hom(A,B) es abeliano y ◦ es bilineal.

Observación. En algunos textos a las categoŕıas que cumplen d) se les denomina
pre-aditivas. Se puede demostrar que en este tipo de categoŕıas si existe el producto
también existirá el coproducto y viceversa.

Ejemplo 47. La categoŕıa Ab de los grupos abelianos es aditiva, basta ver que:

� Los grupos triviales son los objetos ceros.

� Los productos y los coproductos de dos grupos G y H son G×H.

� Hom(A,B) es un grupo abeliano.

Definición D.7 (Kernel de un morfismo). Sea A una categoŕıa aditiva y φ : A→ B
un morfismo. Diremos que un morfismo k : K → A es el kernel de φ si φ◦k = 0 y si
para todo γ : Z → A con φ◦γ = 0 se tiene que existe un único morfismo γ̃ : Z → K
tal que el siguiente diagrama conmuta:

A B
'

k~

Z


K

1

Definición D.8 (Cokernel de un morfismo). Sea A una categoŕıa aditiva y φ :
A → B un morfismo. Diremos que un morfismo π : B → C es el cokernel de φ si
π ◦ φ = 0 y si para todo β : B → Z con β ◦ φ = 0 se tiene que existe un único
morfismo β̃ : C → Z tal que el siguiente diagrama conmuta:

A B

C

Z

�~
�

�'

1

Al kernel y cokernel lo denotaremos por Ker y Coker respectivamente.
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Lema D.1. Un morfismo φ : A→ B en una categoŕıa aditiva:

a) Es un monomorfismo si y solamente si para todo morfismo γ : Z → A se tiene
que φ ◦ γ = 0 =⇒ γ = 0.

b) Es un epimorfismo si y solamente si para todo morfismo β : B → Z se tiene
que β ◦ φ = 0 =⇒ β = 0.

Demostración. Sea φ : A→ B un morfismo.

a) Si φ es un monomorfismo, sea γ : Z → A con φ ◦ γ = 0. Luego se tiene que
φ ◦ γ = 0 = φ ◦ 0 y aśı γ = 0. Rećıprocamente, veamos ahora que φ es un
monomorfismo. Para esto tomemos un objeto Z cualesquiera y α′, α′′ : Z → A
dos morfismos tales que φ ◦ α′ = φ ◦ α′′. Tenemos que:

φ ◦ (α′ − α′′) = 0

Luego por la hipótesis obtenemos que α′−α′′ = 0 y aśı α′ = α′′, es decir, φ es
un monomorfismo.

b) Si φ es un epimorfismo, sea β : B → Z con β ◦ φ = 0. Luego se tiene que
β ◦ φ = 0 = 0 ◦ φ y aśı β = 0. Rećıprocamente, veamos ahora que φ es un
epimorfismo. Para esto tomemos un objeto Z cualesquiera y β′, β′′ : B → Z
dos morfismos tales que β′ ◦ φ = β′′ ◦ φ. Tenemos que:

(β′ − β′′) ◦ φ = 0

Luego por la hipótesis obtenemos que β′− β′′ = 0 y aśı β′ = β′′, es decir, φ es
un epimorfismo.

Lema D.2. En una categoŕıa aditiva los kernel son monomorfismos y los cokernel
son epimorfismos.

Demostración. Sea φ : A→ B un morfismo y cokerφ : B → C su cokernel. Veamos
que cokerφ es un epimorfismo, para eso usaremos el lema anterior. Sea γ : C → Z
morfismo tal que γ ◦ Cokerφ = 0, queremos ver que γ = 0. Tenemos que:

(γ ◦ Cokerφ) ◦ φ = 0

Por la propiedad del cokernel tenemos que existe un único morfismo σ : C → Z tal
que σ ◦ Cokerφ = γ ◦ Cokerφ = 0. Como γ y 0 cumple la relación anterior, por la
unicidad tenemos que γ = 0 necesariamente. Análogo se prueba para el caso del
kernel.
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Ejemplo 48. Consideremos la categoŕıa Ab. Dado φ : G1 → G2 un morfismo
(homomorfismo de grupos) y el grupo abeliano:

H = {g ∈ G1 |φ(g1) = 0}

Consideremos el morfismo i : H → G1 definido por i(h) = h para todo h ∈ H. Se
tiene que (φ ◦ i)(h) = φ(i(h)) = φ(h) = 0 para todo h ∈ H, aśı φ ◦ i = 0.

Ahora, sea ξ : H ′ → G1 morfismo tal que φ ◦ ξ = 0. Como (φ ◦ ξ)(h) = 0 se tiene
que ξ(h) ∈ H para todo h ∈ H ′. Entonces H ′ ⊆ ξ−1(H), por lo que podemos definir
ξ′ : H ′ → H por ξ′(h) = ξ(h). De la misma definición se tiene que el diagrama
mostrado abajo conmuta, por lo que Kerφ = i.

G2

H
i~

'
H 0 G1

�

1

Lo anterior coincide con la noción que tenemos de Kernel en el álgebra abstracta.
Normalmente el grupo H se denomina el Kernel de φ; sin embargo, para nosotros
el Kernel es el morfismo i, que no es más que una inclusión.

Consideremos ahora el grupo abeliano L =
G2

Im(φ)
y el morfismo π : G2 → L definido

por π(g) = g. No es d́ıficil probar que Cokerφ = π.

Definición D.9. Una categoŕıa aditiva A es abeliana si:

� Los kernel y cokernel existen.

� Todo monomorfismo es el kernel de algún morfismo.

� Todo epimorfismo es el cokernel de un morfismo.

Ejemplo 49. La categoŕıa Ab es una categoŕıa abeliana. Sea R un anillo conmu-
tativo, la categoŕıa de R-módulos es una categoŕıa abeliana también.

Definición D.10 (Imagen y coimagen). Sea φ : A → B un morfismo en una
categoŕıa abeliana A. Definimos:

� β = Imφ = Ker(Cokerφ).

� α = Coimφ = Coker(Kerφ).

Observación. En [29] (sección 1.4 del caṕıtulo IX) se prueba que para una categoŕıa
abeliana los productos y coproductos coinciden, denotándolos por A⊕B.
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Definición D.11 (Funtor contravariante). Sean C y D dos categoŕıas. Un funtor
contravariante es una correspondencia F que satisface lo siguiente:

� Para todo A ∈ Obj(C) se tiene que F(A) ∈ Obj(D) (asocia a cada objeto de
C un objeto en D).

� Para cada morfismo f : A→ B se asocia un morfismo F(f) : F(A)→ F(B).
Esta asociación satisface cada una de las siguiente condiciones:

a) F(1A) = 1F(A).

b) F(β ◦ α) = F(β) ◦ F(α).

Denotaremos al funtor como F : C → D, teniendo en cuenta que F actúa en los
objetos y en los morfismos de la categoŕıa C.

Observación. Dada una categoŕıa C, vamos a definir la categoŕıa opuesta Cop.

� Los objetos de Cop son los mismos que C.

� f ∈ HomCop(A,B) =⇒ f ∈ HomC(B,A), es decir, los morfismos en la
categoŕıa opuesta son morfismos “invertidos” de la categoŕıa inicial.

� Sea f ∈ HomCop(A,B) y g ∈ HomCop(B,C), entonces:

g ◦ f = f ◦ g ∈ HomCop(A,C)

Cabe decir que la composición de la izquierda no es la misma que la de la
derecha, pero por fines prácticos no haremos ninguna distinción entre ambas.

Definición D.12 (Funtor contravariante). Un funtor contravariante F : C → D es
un funtor covariante entre Cop y D.

Sea G : C → D funtor contravariante. Si en C tenemos lo siguiente:

BA C
��

� ��

1

Vı́a G se invierten las flechas:

G(C)G(B)G(A) G(�) G(�)

G(� ��)

1

111



Definición D.13. Sean C,D dos categoŕıas y F : C → D un funtor covariante.
Diremos que:

� F es fiel si para todo A,B ∈ Obj(C) se tiene que la función:

F : HomC(A,B)→ HomD(F(A),F(B))

es inyectiva, es decir, si f : A → B y g : A → B son tales que F(f) = F(g)
entonces necesariamente f = g.

� F es total si la función anterior es sobreyectiva.

� F es esencialmente sobreyectivo si F induce una biyección y además se cumple
que para todo Y ∈ Obj(D) existe X ∈ Obj(C) tal que F(X) ∼= Y .

Definición D.14 (Equivalencia de categoŕıas). Diremos que un funtor F : C → D
covariante es una equivalencia de categoŕıas si es totalmente fiel y esencialmente
sobreyectivo.

Ejemplo 50. Sea R un anillo, denotemos por R∗ al grupo de unidades de R. Todo
homomorfismo de anillos R→ S induce un homomorfismo de grupos R∗ → S∗. Esta
operación define un funtor covariante entre Ring y Grp.

Ejemplo 51. Consideremos la categoŕıa que tiene como objetos a los enteros no ne-
gativos y como Hom(m,n) al conjunto de matrices de orden n×m sobre un cuerpo
K. En esta categoŕıa la composición es la multiplicación usual de matrices.

La categoŕıa constrúıda anteriormente, que denotaremos por Matn, es equivalente a
la categoŕıa de los K- espacios vectoriales de dimensión finita. Para ver esto vamos
a construir un funtor F como sigue.

Al número n lo vamos a enviar al espacio vectorial Kn, es decir F(n) = Kn. A una
matriz A de cualquier orden la vamos a enviar al mapa lineal que tiene como matriz
representante a A (todo con respecto a la base canónica).

El funtor anterior es fiel, pues si tomamos dos matrices que representan al mismo
mapeo lineal (en la base canónica) entonces necesariamente son iguales. Además es
total, pues todo mapeo lineal (sobre espacios vectoriales de dimensión finita) siem-
pre tiene una matriz que la representa.

Finalmente, es esencialmente sobreyectivo, pues si tomamos un espacio vectorial V
de dimensión finita, digamos n; entonces n 7→ Kn ∼= V , por lo que F(n) ∼= V .

Ejemplo 52. Sea Q un carcaj, entonces la categoŕıa de representaciones de Q es
equivalente a la categoŕıa de módulos sobre el álgebra de caminos de Q.
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D.2 Categoŕıas de complejos

Definición D.15 (Complejos). Sea A una categoŕıa aditiva, un complejo es una
familia:

X = (Xn, d
X
n )

donde Xn ∈ Obj(A) y dXn : Xn → Xn−1 son morfismos que cumplen dn ◦ dn+1 = 0
para todo n ∈ Z. Un complejo lo podemos representar gráficamente como se muestra
a continuación:

Xn
dndn+1Xn+1 Xn¡1

1

Definición D.16 (Morfismo de complejos). Consideremos dos complejos sobre A
X = (Xn, d

X
n ) e Y = (Yn, d

Y
n ). Un morfismo entre X e Y , f : X → Y , es una familia

de morfismos:

fn : Xn → Yn, n ∈ Z

que cumple: dYn ◦ fn = fn−1 ◦ dXn para todo n ∈ Z. Esto último equivale a decir que
el siguiente diagrama conmuta:

Xn Xn¡1Xn+1

Yn+1 Yn Yn¡1

dn+1

X

dn
X

fn+1 fn fn¡1

dn+1

Y

dn
Y

1

Si consideramos como objetos a los complejos y como morfismos a los morfismos
entre complejos, se puede comprobar que, en efecto, estos forman una categoŕıa.

Definición D.17 (Categoŕıa de complejos). Sea A una categoŕıa aditiva. La cate-
goŕıa de complejos, denotada por C(A), es aquella que:

� Tiene como objetos a los complejos sobre A.

� Tiene como morfismos a los morfismos entre complejos.
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Teorema D.3. La categoŕıa C(A) es aditiva.

Demostración. Probaremos cada una de las condiciones necesarias.

� HomC(A)(A,B) es abeliano y ◦ es bilineal. En efecto, basta ver que el con-
junto de morfismos es abeliano, pues si esto se cumple la bilinealidad es una
consecuencia inmediata. Sean f, g ∈ HomC(A)(A,B) morfismos cualesquiera,
entonces definimos la suma de morfismos como sigue:

f + g := (fn + gn)n∈Z

Tenemos que fn, gn : An → Bn ∈ Hom(An, Bn). Como A es aditiva, tenemos
que HomA(An, Bn) es un grupo abeliano, por lo que la operación definida hace
de HomC(A)(A,B) un grupo abeliano también. Lo único que faltaŕıa probar es
que, en efecto, f+g también es un morfismo de complejos. Para esto debemos
de probar que para n ∈ Z se cumple:

dBn ◦ (fn+1 + gn+1) = (fn + gn) ◦ dAn

Como f y g ya son morfismos de complejos, tenemos que:

dBn ◦ fn+1 = fn ◦ dAn y dBn ◦ gn+1 = gn ◦ dAn

Como ◦ es bilineal, ya que A es aditiva, tenemos que:

dBn ◦ (fn+1 + gn+1) = dBn ◦ fn+1 + dBn ◦ gn+1

= fn ◦ dAn + gn ◦ dAn
= (fn + gn) ◦ dAn

� Tiene objeto cero. En este caso el objeto cero es 0 = (0A, d) donde d : 0A → 0A.
Para ver esto consideremos cualquier complejo A = (An, d

A
n ). Como 0A es

objeto cero, en particular inicial, existen únicos morfismos fn : 0A → An, tal
que el siguiente diagrama conmuta:

An¡1

fn+1 fn fn¡1

0A0A0A d d

An+1 An

1
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Hemos encontrado un morfismo de complejos f : 0→ A y, debido a la unicidad
de los fn, este es único. De manera análoga se razona para encontrar un
morfismos g : A→ 0, por lo que 0, en efecto, es un objeto cero de C(A).

� Existen productos y coproductos. Veamos la existencia de los coproductos, la
idea es análoga para el caso de los productos.

Sean X = (Xn, d
X
n ) e Y = (Yn, d

Y
n ) dos complejos. Definimos:

X ⊔ Y = (Xn ⊔ Yn, dn)n∈Z

donde dn es el único morfismo obtenido de la propiedad universal como muestra
el siguiente diagrama:

iXn¡1 � dn
Y

iXn

iYn

iXn¡1 � dn
X

Xn¡1 tYn¡1

Xn

Yn

Xn tYn
dn

1

Afirmación 1. X ⊔Y es el coproducto de X e Y . En efecto, veamos primero
que dn−1 ◦ dn = 0. Consideremos el diagrama mostrado abajo, como X e Y
son complejos se tiene que dXn−1 ◦ dXn = 0 y dYn−1 ◦ dYn = 0.

Xn¡1 Xn¡2Xn
dn

X

dn¡1

X

dn dn¡1

dn
Y

dn¡1

Y

iXn

Xn tYn

Yn¡1

Xn¡1tYn¡1

Yn

Xn¡2tYn¡2

Yn¡2

iYn

iXn¡2

iYn¡2

1
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Todo el diagrama anterior se puede simplificar al siguiente diagrama:

iXn

iYn

0

Xn¡2tYn¡2

0

Xn tYn

Xn

Yn

dn¡1 � dn

1

Por la unicidad de los dn se tiene que dn−1 ◦ dn = 0 como se queŕıa. Ahora,
veamos que X ⊔ Y satisface la propiedad universal. Definamos:

iX = (iXn)n∈Z e iY = (iYn)n∈Z

En efecto, iX e iY son morfismos debido a la misma definición de los dn. Re-
cordar que se cumple dn ◦ iXn = iXn−1 ◦dXn , que justamente es el requerimiento
para que iX sea un morfismo. Análogo con iY .

Resta ver que X ⊔ Y junto con los morfismos iX e iY cumplen la propiedad
universal. Sean fX : X → Z y fY : Y → Z dos morfismos cualesquiera donde
Z = (Zn, d

Z
n ) es un complejo. Trabajando en las componentes n-ésimas, por la

propiedad universal tenemos que existe único fn tal que el siguiente diagrama
conmuta:

iXn

iYn

(fX)n

Zn

(fY )n

Xn tYn

Xn

Yn

fn

1

Definimos f = (fn)n∈Z. Como fn ◦ iXn = (fx)n y fn ◦ iYn = (fy)n se tiene que
f ◦ iX = fx y f ◦ iY = fy. Todo lo anterior equivale a decir que el siguiente
diagrama conmuta:
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iX

iY

fX

Z

fY

X

Y

X tY
f

1

Lo único que faltaŕıa ver es que, efectivamente, f es un morfismo y también
que este es el único. Consideremos el diagrama que se muestra a continuación:

Xn¡1Xn

dn

iXn

Zn

Xn tYn

iXn¡1

Xn¡1tYn¡1

Zn¡1
dn

Z
fn¡1fn

(fX)n¡1

dn
X

(fX)n

1

Como iX es un morfismo el cuadrado de arriba conmuta. Además, como fx
también es un morfismo el cuadrando grande también conmuta, todo esto
quiere decir que:

fn−1 ◦ dn ◦ iXn = dZn ◦ fn ◦ iXn

Como iXn es un epimorfismo (o usando la unicidad de la propiedad universal
de los coproductos) se tiene que:

fn−1 ◦ dn = dZn ◦ fn

Esto último prueba que f es un morfismo. La unicidad de f es consecuencia
de la unicidad de los fn; si existe otro morfismo g que cumpla la propiedad,
encontraremos otros gn satisfaciendo la misma propiedad que los fn.
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D.3 Categoŕıa de complejos homotópica

Fijemos A una categoŕıa aditiva y f, g : X → Y dos morfismos en C(A).

Definición D.18 (Homotoṕıa de morfismos). Diremos que f y g son homotópicos,
denotado f ∼ g, si es que existe una familia de morfismos sn : Xn → Yn+1 tales que
para todo n ∈ Z se cumple:

fn − gn = dYn+1sn + sn−1d
X
n

Lema D.4. La relación ∼ es una relación de equivalencia.

Demostración. Probaremos las tres condiciones que son necesarias.

� Como fn − fn = 0 se sigue que f ∼ f .

� Si f ∼ g, existen sn : Xn → Yn+1 tales que para todo n ∈ Z se cumple:

fn − gn = dYn+1sn + sn−1d
X
n

Esto equivale a:

gn − fn = dYn+1(−sn) + (−sn−1)d
X
n

Aśı los −sn : Xn → Yn+1 cumplen por lo que tenemos que g ∼ f .

� Sean f, g, h : X → Y tales que f ∼ g y g ∼ h. Entonces existen morfismos
sn : Xn → Yn+1 y tn : Xn → Yn+1 tales que:

fn − gn = dYn+1sn + sn−1d
X
n

gn − hn = dYn+1tn + tn−1d
X
n

Sumamos ambas igualdades y obtenemos que:

fn − hn = dYn+1(sn + tn) + (sn−1 + tn−1)d
X
n

Aśı los sn + tn : Xn → Yn+1 cumplen por lo que tenemos que f ∼ h.

Lema D.5. Sean f, g : X → Y morfismos tales que f ∼ g y α : W → X, β : Y → Z
morfismos arbitrarios. Se tiene que:

fα ∼ gα y βf ∼ βg
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Demostración. Probaremos que fα ∼ gα, el otro caso se analiza de manera análoga.
Como f ∼ g existen sn : Xn → Yn+1 tales que:

fn − gn = dYn+1sn + sn−1d
X
n

Multuplicando por αn y simplificando tenemos que:

fnαn − gnαn = dYn+1(snαn) + sn−1d
X
n αn

Como α es un morfismo tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

Wn¡1

Xn¡1

�n �n¡1

Wn

Xn

dn
W

dn
X

1

Entonces dXn ◦ αn = αn−1 ◦ dWn , por lo que tendŕıamos lo que queŕıamos:

fnαn − gnαn = dYn+1(snαn) + (sn−1αn−1)d
W
n

El lema anterior nos dice que la composición, en cualquier sentido, está bien definida
sobre las clases de homotoṕıa. Esto nos permite definir lo siguiente.

Definición D.19 (Categoŕıa de complejos homotópica). Sea A una categoŕıa adi-
tiva. La categoŕıa de complejos homotópica, denotada por K(A), es aquella que:

� Tiene como objetos a los complejos al igual que C(A).

� Los morfismos son las clases de homotoṕıa de los morfismos de complejos:

HomK(A)(X, Y ) =
HomC(A)(X, Y )

∼

Proposición D.6. Sea A una categoŕıa aditiva, entonces K(A) también es aditiva.

Demostración. Definimos una suma en K(A) por:

[f ] + [g] = [f + g]

Esta operación está bien definida, pues si f ∼ f ′ y g ∼ g′ tenemos que:

fn − f ′
n = dYn+1sn + sn−1d

X
n

gn − g′n = dYn+1tn + tn−1d
X
n

donde sn, tn : Xn → Yn+1. Sumando estas dos expresiones obtenemos que:
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(fn + gn)− (f ′
n + g′n) = dYn+1(sn + tn) + (sn+1 + tn−1)d

X
n

Aśı f+g ∼ f ′+g′ por lo que [f+g] = [f ′+g′]. Con esta operación es fácil demostrar
que HomK(A)(X, Y ) es un grupo abeliano y que ◦ es bilineal. Además, el elemento
cero de K(A) es el mismo que el de C(A).

Resta ver que existen los coproductos. Recordemos el diagrama que obtuvimos en
la prueba de que C(A) es aditiva:

iX

iY

fX

Z

fY

X

Y

X tY
f

1

Tomemos i′X ∼ iX , entonces por los lemas vistos anteriormente obtendŕıamos que
f ◦ i′X ∼ f ◦ iX = fx. Aśı [f ] ◦ [i′X ] = [f ] ◦ [iX ] = [fx], por lo que el diagrama sigue
conmutando si consideramos las clases de homotoṕıa.

A continuación probaremos que la categoŕıa C(A) es abeliana, pero que K(A) no lo
es, necesariamente. Consideremos un morfismo cualesquiera φ : A→ B y suponga-
mos que existen α = Coimφ = Coker(Kerφ) y β = Imφ = Ker(Cokerφ). Tenemos
el siguiente diagrama:

CK
Coker'Ker' '

A0 B 0

A B

��
00

1

Como Cokerφ ◦ φ = 0, de la definición de β = Ker(Cokerφ) se tiene que existe un
único morfismo γ : A→ B′ tal que el triángulo mostrado en la Figura 87 conmuta.

Por lo anterior tenemos que β ◦ γ ◦Kerφ = 0, por lo que γ ◦Kerφ. Por la definición
de α = Coker(Kerφ), existe un único morfismo φ′ : A′ → B′ tal que el diagrama
mostrado en la Figura 88 conmuta.
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CK
Coker'Ker' '

A0 B 0

A B

��
00



1

Figura 87: Propiedad universal de Ker(Cokerφ)

CK
Coker'Ker' '

A0 B 0

A B

��
00



' 0

1

Figura 88: Propiedad universal de Coker(Kerφ)

Entonces, si los kernel y cokernel existen, para un morfismo φ : A → B hemos
encontrado un único morfismo φ′ : A′ → B′ tal que el diagrama anterior conmuta.

Definición D.20. Una categoŕıa aditiva A es abeliana si satisface las siguientes
condiciones:

1) Los kernel y cokernel existen.

2) Para todo morfismo φ : A→ B, el morfismo φ′ : A′ → B′ es un isomorfismo.

Observación. La definición anterior y la que dimos anteriormente coinciden, el
lector puede ver esto en [30].

Proposición D.7. Sea A una categoŕıa abeliana. La categoŕıa de complejos C(A)
es abeliana también.

Demostración. Ya probamos que C(A) es aditiva, por lo que solo resta probar las
dos condiciones de la definición D.20.

a) Sea f : X → Y un morfismo. Como A es abeliana tenemos que cada morfismo
fn : Xn → Yn tiene un kernel, digamos:

Kerfn : Kn → Xn

Usando el hecho f es un morfismo de complejos tenemos que:

fn−1 ◦ dXn ◦Kerfn = dYn ◦ fn ◦Kerfn = 0
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Por la propiedad de los kernel existe un único morfismo dKn : Kn → Kn−1 tal
que el siguiente diagrama conmuta:

Xn¡1 Yn¡1Kn

Kerfn¡1
dn

K

fn¡1

Kn¡1

dn
X �Kerfn

1

Luego, usando lo anterior tenemos que:

Kerfn−1 ◦ dKn ◦ dKn+1 = dXn ◦Kerfn ◦ dKn+1

= dXn ◦ dXn+1 ◦Kerfn+1

= 0

Si llevamos lo anterior al diagrama 89 y usamos la unicidad de los dKn ob-
tenemos que dKn ◦ dKn+1 = 0, por lo que K = (Kn, d

K
n ) es un complejo.

Usando las propiedades de los objetos Kn se puede probar que, en efecto,
d = (kerfn) : K → X es el kernel buscado.

Xn¡1 Yn¡1

Kerfn¡1

fn¡1

Kn¡1

Kn+1

dn
K � dn+1

K

0

1

Figura 89: Propiedad universal de Kerfn−1

b) Afirmación. f = (fn) : X → Y es un isomorfismo si y solo si cada fn también
es un isomorfismo. En efecto, si f es un isomorfismo es evidente que cada fn
lo es también. Rećıprocamente, supongamos que cada fn es un isomorfismo.
En este caso existe para cada n la inversa gn = f−1

n . La inversa buscada es
g = (gn) : Y → X. Que g sea la inversa es evidente del hecho de que cada gn
es la inversa de fn. Lo único que resta por demostrar es que, en efecto, g es
un morfismo de complejos. Esto es cierto debido a que:

dXn+1 ◦ gn+1 = gn ◦ fn ◦ dXn+1 ◦ gn+1

= gn ◦ dYn+1 ◦ fn+1 ◦ gn+1

= gn ◦ dYn+1

Sea f : X → Y un morfismo y f ′ : X ′ → Y ′ el morfismo asociado. Como A es
abeliano, se tiene que cada f ′

n es un isomorfismo, por lo que se concluye que
f ′ es un isomorfismo también.
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Como se mencionó al inicio de la sección, la categoŕıa K(A) no es abeliana. Veamos
un ejemplo en donde la condición a) falla.

Ejemplo 53 ([31], Ejemplo 2.6). Consideremos la categoŕıa abeliana Ab y el mor-
fismo f : X → Y mostrado en la Figura 90. El complejo X solo es no nulo en la
entrada 0 y el complejo Y en las entradas 1 y 0 (estamos considerando un orden
descendente en la indexización).

Z 00

0

0

Z Z 0
Id

Id

1

Figura 90: Morfismo f .

En C(Ab) el morfismo f es no nulo; sin embargo, en K(Ab) es nulo ya que es ho-
motópico al morfismo 0 v́ıa la función identidad. Lo que vamos a ver es que f no
tiene kernel en K(Ab). En efecto, supongamos lo contrario. Consideremos el mor-
fismo Kerf : K → X, como X solo es no nulo en la entrada 0 podemos considerar
que Kerf = f0 : K0 → Z, pues los demás morfismos serán 0. Como f0(K0) es un
subgrupo de Z tiene la forma de rZ con r ∈ Z.

Pongamos K ′ = X y definamos para cada i ∈ Z el morfismo i : Z→ Z por i(x) = ix.
Podemos considerar i : K ′ → X, simplemente basta considerar i en la componente 0
y en las demás los morfismos 0. Como f = 0 (bajo homotoṕıa) tenemos que f ◦i = 0.
Por la propiedad universal de los kernel existe un único morfismo ui : K

′ → K tal
que Kerf ◦ ui = i bajo homotoṕıa. Como ui va de X a K y X solo es no nulo en la
entrada 0, es imposible que exista algún morfismo no nulo homotópico a ui, por lo
que la igualdad anterior se cumple como morfismos.

Nuevamente, podemos considerar ui como un morfismo que va de Z a K0, pues los
demás morfismos serán 0. Como la imagen de f0 ◦ ui está contenida en la imagen
de f0 que es rZ, entonces la igualdad f0 ◦ ui = i es imposible para un i ̸= r.

Si bien K(A) en general no es abeliana, la categoŕıa de complejos homotópica nos
da la estructura para un nuevo tipo de categoŕıas: las categoŕıas trianguladas.

D.4 Categoŕıas trianguladas

Definición D.21 (Funtor aditivo). Un funtor Σ entre dos categoŕıas aditivas A y
B se denomina aditivo si es que para cualquier par de objetos X, Y en A se tiene
que el mapeo:

Σ : Hom(X, Y )→ Hom(Σ(X),Σ(Y ))

es un homomorfismo de grupos abelianos. Si Σ : A → A, en otras palabras si es un
automorfismo, se denomina funtor de traslación.

Fijemos una categoŕıa aditiva A y Σ : A → A un funtor de traslación.
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Definición D.22 (Triángulos, [31], Página 9). Un triángulo en A es una sucesión:

X ZY �X
u wv

1

Definición D.23 ([31], Página 9). Sean dos triángulos X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ ΣX y

X ′ u′−→ Y ′ v′−→ Z ′ w′
−→ ΣX ′. Un morfismo de triángulos es una tripleta (f, g, h) de

morfismos tales que el siguiente diagrama conmuta:

X

X 0 Y 0

Y Z

Z 0

�X

�X 0

hf g �f

u v w

u0 v 0 w 0

1

Diremos que el morfismo (f, g, h) es un isomorfismo de triangulos si y solo si los
morfismos f, g y h lo son también.

Definición D.24 (Categoŕıa triangulada, [31], Definición 3.1). Una categoŕıa trian-
gulada es una categoŕıa aditiva T junta con un funtor de traslación Σ y una colección
de triángulos distinguidos que satisfacen los siguientes axiomas:

1) Todo triángulo isomorfo a un triángulo distinguido es distinguido también.

2) Para todo objeto X en T , el triángulo X Id−→ X → 0→ ΣX es distinguido.

3) Para todo morfismo f : X → Y en T existe un triángulo distinguido de la

forma X
f−→ Y → Z → ΣX.

4) El triángulo X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ ΣX es distinguido si y solamente si el triángulo

Y
v−→ Z

w−→ ΣX
−Σu−−→ ΣY es distinguido.

4) Sean X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ ΣX y X ′ u′−→ Y ′ v′−→ Z ′ w′

−→ ΣX ′ triángulos distinguidos,
entonces todo diagrama conmutativo:

X

X 0 Y 0

Y Z

Z 0

�X

�X 0

f g �f

u v w

u0 v 0 w 0

1

se puede completar a un morfismo de triángulos, es decir, encontrar un mor-
fismo h : Z → Z ′ tal que el diagrama anterior sea conmutativo.

5) Sean los triángulos distinguidos X
u−→ Y → Z ′ → ΣX, Y

v−→ Z → X ′ → ΣY
y X

uv−→ Z → Y ′ → ΣX, entonces existe Z ′ → Y ′ → X ′ → ΣZ ′ un triángulo
distinguido tal que el siguiente diagrama es conmutativo:
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X Y �X

IdX Id�X

u

vu
Z

Z 0

X Y 0 �X

Y Z X 0 �Y

v

u �uIdZ

v

Z 0 Y 0 X 0 �Z 0

IdX 0

1

Observación. El axioma 5) se conoce como el axioma octaedral. En [31] se pueden
encontrar dos equivalencias de este axioma, además de las referencias para otras
equivalencias más.

Teorema D.8 ([31], Teorema 6.7). Sea A una categoŕıa aditiva, entonces la ca-
teogŕıa de complejos homotópica K(A) es una categoŕıa triangulada.

D.5 Categoŕıas derivadas

En esta sección consideraremos A la categoŕıa de R-módulos sobre un anillo R.

Definición D.25 ([31], Definición 7.1). Sea X = (Xn, d
X
n ) un complejo en C(A).

La n-homoloǵıa de X se define como:

Hn(X) =
KerdXn
ImdXn+1

Diremos que X es exacto si Hn(X) = 0 para todo n ∈ Z.

Definición D.26. Sea f : X → Y un morfismo de complejos. Definimos:

Hn(f) : Hn(X)→ Hn(Y )

por x+ImdXn+1 7→ fn(x)+ImdXn+1. Esto nos permite definir los funtores de homoloǵıa
Hn : C(A)→ A, donde n ∈ Z.

Observación. El mapa Hn(f) se denomina el mapa inducido por f en homoloǵıa.

Definición D.27 ([31], Definición 7.4). Un morfismo f : X → Y de complejos se
denomina cuasi-isomorfismo si los mapas Hn(f) son isomorfismos para todo n ∈ Z.
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Teorema D.9 ([31], Teorema 7.10). Sea A una categoŕıa abeliana. Existe una
categoŕıa D(A), denominada la categoŕıa derivada de A, y un funtor L : K(A) →
D(A) que cumple las siguientes condiciones:

a) Para todo cuasi-isomorfismo q en K(A), L(q) es un isomorfismo en D(A).

b) Sea D cualquier categoŕıa y un funtor F : K(A) → D que mapea cuasi-
isomorfismos a isomorfismos. Entonces existe un funtor G : D(A) → D tal
que G ◦ L = F . Esto implica que D(A), si existe, es única salvo equivalencia
de categoŕıas.

Demostración. Ver en [31].

Lema D.10 ([31], Lema 7.11). La clase Q de cuasi-isomorfismos en K(A) satisface
las siguientes condiciones:

a) Para todo objeto X en K(A) la identidad IdX está en Q.

b) Q es cerrado bajo composiciones.

c) Dado un cuasi-isomorfismo q ∈ Q y un morfismo f en K(A), existe un objeto
W , un morfismo g y un cuasi-isomorfismo t ∈ Q tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

ZW

X Y

qt
f

g

1

Análogamente, dado un cuasi-isomorfismo q ∈ Q y un morfismo f en K(A),
existe un objeto V , un morfismo h y un cuasi-isomorfismo r ∈ Q tal que el
siguiente diagrama es conmutativo:

X

X V

r
h

f
Y

q

1

d) Para dos morfismos f, g : X → Y en K(A) son equivalentes:

i) Existe un cuasi-isomorfismo q : Y → Y ′ en Q tal que q ◦ f = q ◦ g.
ii) Existe un cuasi-isomorfismo t : X ′ → X en Q tal que f ◦ t = g ◦ t.

Demostración. Ver en [31].
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El lema D.10 nos permitirá describir los morfismos en la categoŕıa derivada. En el
teorema D.9 (ver en [31]) se establece que los morfismos en D(A) son la clase de
equivalencia de una expresión de la forma:

f1 ◦ q−1
1 ◦ f2 ◦ q−1

2 ◦ . . . ◦ fr ◦ q−1
r

donde los fi son morfismos en K(A) y los qi son cuasi-isomorfismos. Usando la
propiedad c) del lema anterior tenemos que para un morfismo f y un cuasimorfismo
q se tiene que:

q−1 ◦ f = g ◦ t−1 y f ◦ q−1 = r−1 ◦ h

donde g, h son morfismos y t, r son cuasi-isomorfismos. Usando lo anterior podemos
mover todos los cuasi-morfismos (las inversas formales) a la derecha, por lo que los
morfismos en la categoŕıa derivada se pueden representar de la forma f ◦ q−1 donde
f es un morfismo y q un cuasi-isomorfismo. Esto se representa como un “techo”:

X 0

X Y

q f

1

Sean dos techos (q, f) y (t, g). Diremos que son equivalentes si existe otro techo
(r, h) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

X 000

X Y

X 00X 0
r h

q g

t f

1

Se puede probar que la relación anterior es de equivalencia, para ver detalles de esto
el lector puede revisar [32] o [31]. Ahora vamos a definir la composición de techos.
Para esto consideremos (q, f) y (t, g) techos, usando c) del lema D.10 obtenemos un
techo (t′, g′) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

X Z

X 0
t 0 g 0

q g

W

Y

Y 0
f t

1
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La composición de techos (t, g) ◦ (q, f) se define como la clase de equivalencia repre-
sentada por (q ◦ t′, g ◦ g′). Se puede probar que esta composición no depende de las
clases (ver [31]).

Definimos la categoŕıa D̃(A) como sigue:

� Tiene los mismos objetos que D(A) y por lo tanto que K(A) también.

� Los morfismos en D̃(A) se definen como la clase de equivalencias de los techos.

Teorema D.11 ([31], Proposición 7.13). Sea A una categoŕıa abeliana. La categoŕıa

D̃(A) es equivalente a la categoŕıa derivada D(A).

Demostración. Ver en [31].

Proposición D.12 ([31], Proposiciones 7.15 y 7.18). Sea A una categoŕıa abeliana.
Entonces D(A) es una categoŕıa aditiva, es más, también es triangualada.

Demostración. Ver en [31].
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