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Resumen

Los objetivos de esta tesis son principalmente dos. El primer objetivo es
dar una visión general de la clase de universalidad KPZ y algunos modelos
que se encuentran dentro de esta clase. El segundo y principal objetivo es
probar una conjetura de Barraquand y Corwin en [BC17] donde se plantea
que las fluctuaciones de la enerǵıa libre del poĺımero beta y, análogamente,
las fluctuaciones del logaritmo de la posición del camino aleatorio beta, son
del orden t1/3 y convergen débilmente a la distribución de Tracy-Widom
la cual surge del estudio de las fluctuaciones del mayor autovalor de cierta
matriz aleatoria gaussiana. Barraquand y Corwin prueban dicha conjetura
solo para el caso particular en el que los parametros α y β que definen las
probabilidades de transición en el camino aleatorio beta, son ambos iguales a
1. En la presente tesis abordamos el caso general en donde estos parametros
pueden tomar cualquier valor positivo y también el caso en el que ambos
parametros vaŕıan con el tiempo. En ambos casos conseguimos probar que las
fluctuaciones siguen siendo del orden t1/3 y la convergencia a la distribución
de Tracy-Widom.

En la introducción mencionamos brevemente algunos resultados previos
sobre algunos modelos dentro la clase de universalidad KPZ y mencionamos
algunas referencias importantes para quienes deseen profundizar en dichos
resultados.

En el caṕıtulo 1 iniciamos introduciendo brevemente una herramienta que
será usada de manera intensiva a lo largo de toda la tesis, el determinante
de Fredholm. Aqúı damos una idea que motiva su definición formal y enun-
ciamos un teorema de convergencia. En el resto de este caṕıtulo presentamos
algunos modelos solubles en la clase KPZ: dos modelos de matrices aleato-
rias y el poĺımero log-gamma. Nos enfocamos principalmente en el estudio
de las fluctuaciones del mayor autovalor en las matrices aleatorias y de las
fluctuaciones de la enerǵıa libre en el caso del modelo poĺımero.

En el caṕıtulo 2 definimos el camino aleatorio beta y el poĺımero beta y
enunciamos el teorema de fluctuaciones para el caso α = β = 1. Presentamos
parte de la prueba de este teorema comenzando con la fórmula que expresa
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la transformada de Laplace del logaritmo de la función P (t, x) que describe
la posición del camino aleatorio como un determinante de Fredholm. Pre-
sentamos la prueba de esta fórmula que involucra el método conocido como
Bethe ansatz que además es usado para obtner fórmulas análogas en otros
modelos dentro de la clase KPZ. La parte final de la prueba se deja para el
caṕıtulo 3.

En el caṕıtulo 3 enunciamos el teorema de fluctuaciones del logaritmo de
la función P (t, x) en el camino aleatorio beta con parametros α y β arbitrarios
y con parametros αt y βt que dependen del tiempo bajo cierto régimen de
convergencia. Presentamos la prueba completa que involucra varios pasos.

Finalmente, presentamos en el apéndice varios cálculos que involucran
a las funciones poligamma que son necesarios para probar los resultados
presentados en el caṕıtulo 3.
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1.4. Poĺımero Log - gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. Camino aleatorio en ambiente Beta distribúıdo 9
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Introducción

Los estudios sobre la clase de universalidad KPZ surgen en 1986 con el
trabajo de Mehran Kardar, Giorgio Parisi y Vi-Cheng Zhang en [KPZ86] don-
de los autores estudian el comportamiento de una superficie en crecimiento
cuya dinámica está governada por la ecuación diferencial estocástica

∂th(t, x) = ν∂2xh(t, x) +
λ

2
[∂xh(t, x)]

2 +W (t, x)

conocida como ecuación KPZ y donde h(t, x) es la altura de la superficie en
el punto x al tiempo t y W (t, x) es un ruido blanco gaussiano.

Los modelos en la clase de universalidad KPZ se caracterizan por tener
fluctuaciones con un comportamiento inusual, independiente del modelo pero
que depende de algunas condiciones iniciales. Se conjetura que estas fluctua-
ciones son de orden N1/3 y que convergen a cierta distribución conocida como
distribución de Tracy – Widom, sin embargo, esto ha sido probado de manera
rigurosa solo para unos pocos modelos aleatorios.

Uno de los primeros modelos en los que se obtuvieron pruebas rigurosas
son las matrices aleatorias GUE (Gaussian unitary ensemble) en [TW94] el
año 1994 y las matrices aleatorias GOE (Gaussian orthogonal ensemble) en
[TW96] el año 1996. En ambos casos el mayor autovalor de una matriz de
orden N fluctúa al rededor de 2N con fluctuaciones de orden N1/3 y que
convergen a un tipo de distribución de Tracy-Widom.

En el año 2000 y 2005 respectivamente, Kurt Johansson en [Joh00] y
Sasamoto en [Sas05] obtuvieron resultados para el total assymetric exclusion
process (TASEP) probando que este modelo está en la clase de universalidad
KPZ. Cabe mencionar que el TASEP es, en cierto sentido, equivalente al
modelo de percolación de última pasada, y este último es un caso ĺımite de
los modelos de poĺımeros aleatorios por lo se conjeturó que los poĺımeros
aleatorios también se encuentran dentro de la clase de universalidad KPZ.

El primer modelo de poĺımero aleatorio donde se obtuvieron pruebas ri-
gurosas fue el poĺımero log-gamma. El año 2012 Borodin, Corwin y Remenik
probaron en [BCR13] que las fluctuaciones de la enerǵıa libre del poĺımero
log-gamma son del orden de N1/3 y converge débilmente a la distribución
de Tracy-Widom bajo la condición de que el parametro θ de la distribución
log-gamma que define el ambiente aleatorio sea suficientemente pequeño. Pos-
teriormente, el año 2018, Krishnan y Quastel, probaron en [KQ18] que dicho
resultado se sigue cumpliendo para cualquier θ positivo y además cuando
este parametro vaŕıa con N bajo cierto régimen de convergencia.

En [BC17] Barraquand y Corwin introdujeron el poĺımero beta y el ca-
mino aleatorio beta probando que el logaritmo de la función P (t, x) que define
la posición del camino aleatorio tiene fluctuaciones de orden t1/3 y converge a
la distribución de Tracy-Widom. Sin embargo los resultados de Barraquand
y Corwin son probados en el caso particular en el que los parametros de
la distribución beta que define el desorden o ambiente aleatorio son ambos
iguales a 1. En la presente tesis abordamos algunas generalizaciones de este
modelo que incluyen el caso en el que los parametros de esta distribución
beta son arbitrarios y el caso en el que vaŕıan con el tiempo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

El objetivo de este caṕıtulo preeliminar es introducir algunos modelos
aleatorios en los que se cumple que las fluctuaciones de cierta cantidad son del
orden de N1/3 y convergen débilmente a una distribución de Tracy-Widom.
Esta es una caracteŕıstica que comparten los modelos dentro de la clase
de universalidad KPZ y será el resultado que probaremos en los siguientes
caṕıtulos para el modelo del camino aleatorio beta.

Para llegar a este tipo de resultados se hace un uso intensivo del de-
terminante de Fredholm por lo que en la primera sección de este caṕıtulo
introducimos de manera breve este concepto.

1.1. El determinante de Fredholm

El determinante de Fredholm es una de las herramientas básicas en el
estudio de modelos solubles ya que varias de las cantidades que aparecen en
estos modelos se pueden expresar como determinantes de Fredholm. Antes
de dar la definición formal en forma de serie infinita, mostramos una heuŕısti-
ca basada en [Lax02] para obtener esta definición partiendo de la siguiente
ecuación integral.

u(x) +

∫ 1

0

K(x, y)u(y)dy = f(x)

donde f es una función continua en el intervalo [0, 1], u es una función con-
tinua desconocida y K es un kernel continuo en sus dos variables. Discreti-
zando el intervalo [0, 1] tomando n puntos j/n para j = 1, · · · , n obtenemos
el siguiente sistema de n ecuaciones lineales

ui + h
n∑

j=1

Ki,juj = fi, i = 1, · · · , n

2



donde fi := f(ih), h := 1/n y Ki,j := K(ih, jh).
Si denotamos por D(h) al determinante de la matriz actuando sobre el

vetor u:
D(h) := det(I + hK)

tenemos que D(h) es un polinomio en h:

D(h) =
n∑

m=0

amh
m

cuyos coeficientes están dados por

am =
1

m!

(
d

dh

)m

D(h)|h=0

Para calcular la derivada de un determinante usamos la regla:

d

dh
det(C1, · · · , Cn) =

n∑
l=1

det

(
C1, · · · ,

d

dh
Cl, · · · , Cn

)
con la que es posible obtener una expresión para D(h) que involucra los
determinantes de las submatrices de K

D(h) = 1 + h
∑
i

Ki,i +
h2

2!

∑
i,j

det

(
Ki,i Ki,j

Kj,i Kj,j

)
+ · · ·

El ĺımite formal de la suma anterior cuando n → ∞ y h = 1/n es la serie
infinita

D =
∞∑
k=0

1

k!

∫
· · ·
∫

det [K(xi, xj)] dx1 · · · dxk

Donde las integrales son sobre el intervalo [0, 1]. La siguiente definición ge-
neraliza este concepto.

Definición 1.1. Consideremos el espacio de Hilbert L2(X,µ) donde µ es
una medida sobre el espacio medible X. Sea K un operador integral actuan-
do sobre f ∈ L2(X,µ) según [K(f)](x) =

∫
X
K(x, y)f(y)dµ(y). La función

K(x, y) que asumiremos continua en ambas variables es el kernel del opera-
dor K. El determinante de Fredholm con kernel K se define como la siguiente
serie:

det(I +K)L2(X,µ) = 1 +
∞∑
k=1

1

k!

∫
X

· · ·
∫
X

det[K(xi, xj)]
k
i,j=1dµ(x1) · · · dµ(xk)
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SiK es un operador clase traza la serie anterior es convergente. Un criterio
útil para determinar si un operador cumple dicha condición es el siguiente:

Lema 1.1.1. Un operador K actuando sobre L2(Γ) donde Γ es un contorno
suave en C con kernel K(x, y) es de clase traza si K(x, y) : Γ2 → R es
continua y la derivada de K(x, y) respecto a la segunda variable es también
continua.

1.2. Distribución de Tracy - Widom en ma-

trices aleatorias

La distribución de Tracy - Widom surge naturalemnte en el estudio de
los autovalores de matrices aleatorias gaussianas. Además también aparece
en los modelos que describiremos más adelante, en particular, en el camino
aleatorio beta y en el poĺımero beta.

Una matriz GUE (gaussian unitary ensemble) de orden N es una matriz
hemitiana A tal que Ai,j = N (0, N/

√
2) + iN (0, N/

√
2) para i > j y Ai,i =

N (0, N) donde cada una de las variables aleatorias son independientes. Si
λ(N) es el mayor autovalor de una matriz GUE de orden N , se prueba en
[TW94] que se cumple lo siguiente:

ĺım
N→∞

P
(
λ(N)− 2N

N1/3
< s

)
= FGUE(s)

Donde la distribución ĺımite FGUE se conoce como la distribución de Tracy
- Widom GUE. El resultado anterior nos dice que para N grande, el mayor
autovalor de una matriz GUE fluctúa aleatoriamente al rededor de 2N donde
estas fluctuaciones son del orden N1/3 y, en el ĺımite, tienen una distribución
de Tracy - Widom. De manera un poco más informal podemos escribir el
ĺımite anterior de la siguiente manera:

λ(N) ∼ 2N +N1/3ξ2

cuando N → ∞ y donde ξ2 tiene distribución de Tracy - Widom GUE.
La función de distribución de Tracy - Widom GUE se puede expresar en

términos de un determinante de Fredholm:

FGUE(s) = det (I −KAi)L2[s,∞)

donde KAi es el kernel de Airy

KAi(x, y) =

∫ ∞

0

Ai(x+ λ)Ai(y + λ)dλ

=
Ai(x)Ai′(y)− Ai′(x)Ai(y)

x− y

4



Aqúı Ai(·) es la función de Airy

Ai(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e
i
(

t3

3
+xt

)
dt.

Otra forma equivalente de definir la función de distribución de Tracy - Widom
GUE es en términos de la solución de la ecuación de Painlevé II

q′′(s) = 2q3(s) + sq(s)

con la condición q(s) ∼ Ai(s) cuando s→ ∞. Si q es la solución de la ecuación
anterior entonces la función de distribución de una variable aleatoria Tracy-
Widom GUE está dada por

FGUE(s) = exp

[
−
∫ ∞

0

(x− s)2q2(x)dx

]
De manera similar se define una matriz GOE (gaussian orthogonal ensam-
ble) de orden N como una matriz simétrica A (de valores reales) tal que
Ai,j = N (0, N) para i > j y Ai,i = N (0,

√
2N) y además estas variables son

independientes. Análogamente al caso anterior, tenemos [TW96]:

ĺım
N→∞

P
(
λ(N)− 2N

N1/3
< s

)
= FGOE(s)

Es decir, nuevamente se cumple que el valor del mayor autovalor fluctúa al re-
dedor de 2N con desviaciones de orden N1/3 y convergiendo a la distribución
de Tracy - Widom GOE.

λ(N) ∼ 2N +N1/3ξ1

cuando N → ∞ y donde ξ1 es una variable aleatoria con distribución Tracy
- Widom GOE.

En este caso esta distribución se puede expresar en términos del siguiente
determinante de Fredholm [FS05]:

FGOE(s) = det (I −Bs)L2[0,∞)

donde Bs(x, y) = Ai(x + y + s). La fórmula original derivada por Tracy y
Widom expresa la distribución FGOE en función de la solución de la ecuación
de Painlevé II:

FGOE(s) =
√
FGUE(s) exp

[
−1

2

∫ ∞

s

q(x)dx

]
.
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(M,N)

wi,j

Figura 1.1: Solo consideramos caminos que avanzan hacia arriba o hacia la
derecha.

1.3. Percolación de última pasada

Para definir este modelo comenzamos con una familia de variables alea-
torias w(i, j), con (i, j) ∈ Z2

+ independientes y geométricamente distribúıdas

P [w(i, j) = k] = (1− q)qk k ∈ N

donde 0 < q < 1.
Vamos a denotar por ΠM,N al conjunto de todos los caminos π sobre Z2

+

que se mueven hacia arriba o hacia la derecha partiendo del punto (1, 1) y
llegando al punto (M,N) como en la Figura 1.1.

Habiendo definido los pesos aleatorios en cada vértice, ahora podemos
definir la siguiente variable aleatoria que representa el mayor peso que puede
alcanzar un camino admisible:

G(M,N) = máx
π∈ΠM,N

∑
(i,j)∈π

w(i, j).

Kurt Johansson prueba en [Joh00] que se cumple el siguiente resultado

ĺım
N→∞

1

N
E [G(N,N)] = w(q)

6



donde w(q) :=
2
√
q

1−√
q
.

Este resultado nos dice que G(N,N), en promedio y para N grande, crece
linealmente a velocidad w(q) mientras que el siguiente resultado nos dice que
las fluctuaciones de G(N,N) al rededor de su media Nw(q) son del orden de
N1/3

ĺım
N→∞

P
[
G(N,N)−Nw(q)

σ(q)N1/3
≤ s

]
= FGUE(s)

donde σ(q) = q1/6

1−q
(1 +

√
q)4/3.

1.4. Poĺımero Log - gamma

El poĺımero log-gamma fue introducido por Seppäläinen en [Sep12]. Antes
de entrar a definir este modelo poĺımero recalcamos que una variable aleatoria
X tiene distribución inversa gamma con parametro θ > 0 si toma valores
sobre los reales positivos y su función de densidad está dada por

P (X ∈ dx) =
1

Γ(θ)
x−θ−1e−1/xdx

lo que será denotado por X ∼ Γ−1(θ).
Para definir el poĺımero log-gamma consideremos nuevamente la familia

de caminos denotada por ΠN,N como en el modelo de percolación de última
pasada, pero en esta ocación en cada vértice (i, j) asignamos un peso aleatorio
w(i, j) de manera independiente y con distribución inversa gamma. Definimos
el peso de un camino π ∈ ΠN,N como el producto de los pesos de los vértices
que recorre el camino π ∏

(i,j)∈π

wi,j

Entonces la función de partición del poĺımero log-gamma con parametro θ
está dada por la suma de todos pesos de los caminos en ΠN,N

Z(N,N) =
∑

π∈ΠN,N

∏
(i,j)∈π

w(i, j)

Seppalainen prueba en [Sep12] (véase también [OY01]) el siguiente resultado
importante sobre el poĺımero log-gamma

ĺım
n→∞

logZ(N,N)

N
= fθ

donde fθ := −2Ψ(θ/2) y Ψ(x) = [log Γ]′(x) es la función digamma.
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Este resultado nos dice que el logaritmo de la función de partición del
poĺımero log-gamma crece linealmente para N grande a una velocidad fθ.
Posteriormente Borodin et al. prueban en [BCR13] que, para θ suficiente-
mente pequeño, las fluctuaciones del logaritmo de la función de partición al
rededor de su media asintótica son del orden N1/3.

ĺım
n→∞

P
[
logZ(N,N)−Nfθ

σ(θ)N1/3
≤ r

]
= FGUE(r) (1.4.1)

donde σ(θ) := [−Ψ′′(θ/2)]1/3.
La restricción de tomar θ suficiente pequeño era una restricción técni-

ca que fue generalizada posteriormente por Krishnan y Quastel en [KQ18]
quienes probaron el mismo resultado para todo θ positivo.

La prueba de estos resultados se basa en que la transformada de Laplace
de la función de partición Z(N,N) se puede expresar como un determinante
de Fredholm para cierto kernel Ku y sobre cierto contorno Cδ de la siguiente
manera

E
[
e−uZ(N,N)

]
= det (I +Ku)L2(Cδ)

(1.4.2)

Además resulta que si tomamos u como u = u(r) = exp(−Nfθ − rN1/3)
entonces el lado izquierdo de (1.4.2) en el ĺımite es igual al lado izquierdo de
(1.4.1).

ĺım
N→∞

E
[
e−uZ(N,N)

]
= ĺım

N→∞
P
[
logZ(N,N)−Nfθ

σ(θ)N1/3
≤ r

]
(1.4.3)

Teniendo estás dos últimas ecuaciones el resto de la prueba se reduce a un
análisis asintótico del determinante de Fredholm en (1.4.2) para demostrar
que converge a la función de distribución de Tracy - Widom GUE.

Otra generalización importante en este modelo que también se prueba en
[KQ18] incluye hacer variar al parametro θ conN . En este caso es conveniente
hacer el cambio de varible θ = β−2 y con la hipótesis de que βN → β ∈ [0,∞)
y σ(βN)N

1/3 → ∞ se obtiene que las fluctuaciones continúan en el reǵımen
de orden N1/3

ĺım
N→∞

P
[
logZ(N,N)−NfN

σ(N)N1/3
≤ r

]
= FGUE(r). (1.4.4)

Notemos que como ahora el parametro θ (o β) vaŕıa, entonces los valores de
f y σ dependen de N además de la secuencia {βN}N∈N.
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Caṕıtulo 2

Camino aleatorio en ambiente
Beta distribúıdo

En este caṕıtulo exponemos los resultados más importantes del trabajo
de Barraquand y Corwin en [BC17] con cierto detalle ya que serán necesa-
rios para entender los resultados y generalizaciones del caṕıtulo siguiente.
Comenzamos definiendo con presición el camino aleatorio beta y el poĺımero
beta.

2.1. Camino aleatorio beta y poĺımero beta

Recalcamos que la distribución de una variable aleatoria con distribución
beta de parametros α y β está dada por

P(B ≤ r) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

∫ r

0

xα−1(1− x)β−1dx

Definición 2.1 (Camino aleatorio beta). Sea (Bx,t)x∈Z,t∈Z≥0
una colección

de variables aleatorias independientes con distribución beta de parametros α
y β. Llamamos a esta colección, el ambiente del camino aleatorio. Definido
el ambiente aleatorio, pasamos ahora a definir el camino aleatorio beta como
un camino aleatorio (Xt)t∈Z≥0

en Z, comenzando siempre desde 0 y tal que

Xt+1 = Xt + 1 con probabilidad BXt,t

Xt+1 = Xt − 1 con probabilidad 1−BXt,t

Además denotamos por P y por E a la medida y la esperanza asociadas al
camino aleatorio beta.

9



t

Xt

Bx,t

1−Bx,t

(x, t)

Figura 2.1: Camino aleatorio beta. Cuando el camino se encuentra en un
punto (t, x) avanza con probabilidad Bt,x.

Una cantidad importante en este modelo y análoga al concepto de fun-
ción de partición en el caso de poĺımeros aleatorios es la función aleatoria
P (t, x) = P (Xt ≥ x). El objetivo principal de esta tesis es demostrar que
las fluctuaciones de esta cantidad P son del orden de t1/3 y convergen a una
distribución de Tracy - Widom GUE para un amplio rango de los parametros
α y β de la distribución beta que define el ambiente aleatorio.

A continuación definimos el modelo poĺımero beta que, como veremos más
adelante, está muy relacionado y es en cierta forma equivalente al camino
aleatorio beta.

Definición 2.2. El poĺımero beta de punto a punto es una medida Qt,n sobre
el espacio de caminos π entre (0, 1) y (t, n). Los saltos permitidos para estos
caminos desde un punto (s, k) son:

horizontalmente hacia (s+ 1, k),

diagonalmente hacia (s+ 1, k + 1)

Sea Bi,j una familia de variables aleatorias independientes con distribución
beta de parametros µ y ν − µ donde 0 < µ < ν, la medida Qt,n es definida
según:

Qt,n(π) =

∏
e∈π we

Z(t, n)
(2.1.1)
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donde el producto es tomado sobre los ejes del camino π y los pesos we se
definen según

we =


Bi,j si e = (i− 1, j) → (i, j)

1 si e = (i− 1, i) → (i, i+ 1)

1−Bi,j si e = (i− 1, j − 1) → (i, j) con i ≥ j

La función de partición está dada por la suma de los pesos de todos los
caminos admisibles uniendo el punto (0, 1) con (t, n):

Z(t, n) =
∑

π:(0.1)→(t,n)

∏
we.

La función de partición cumple la siguiente recurrencia que se prueba
fácilmente usando la regla de probabilidad total

Z(t, n) = Z(t− 1, n)Bt,n + Z(t− 1, n− 1)(1−Bt,n) para t ≥ n > 1

Z(t, t+ 1) = Z(t− 1, t) para t > 0

Z(t, 1) = Z(t− 1, 1)Bt,1 para t > 0

con la condición inicial Z(0, 1) = 1.
Una forma equivalente para definir la función de partición del poĺımero

beta es mediante el modelo ĺınea - punto el cual es una variante del modelo
anterior (punto - punto). En este modelo se consideran todos los caminos
que comienzan en un punto (0,m) para algún m tal que 0 < m ≤ n y
terminando en (t, n). Al igual que el caso punto - punto, los caminos de este
modelo pueden avanzar horizontalmente hacia la derecha o diagonalmente
hacia el vértice superior derecho y el peso de cada camino está dado por el
producto de los pesos de cada eje los cuales vienen dados, en este modelo,
por

w̃e =

{
Bi,j si e = (i− 1, j) → (i, j)

1−Bi,j si e = (i− 1, j − 1) → (i, j)

Definiendo de esta forma los pesos en los ejes y considerando los caminos
antes mencionados, usando nuevamente el teorema de probabilidad total se
tiene que la función de partición Z̃(t, n) del modelo poĺımero beta de ĺınea a
punto cumple también con una recurrencia:

Z̃(t, n) = Z̃(t− 1, n)Bt,n + Z̃(t− 1, n− 1)(1−Bt,n)

para todo t, n > 0 y fijando la condición inicial Z̃(0, n) = 1. Con los pesos
aśı definidos podemos ver por inducción que la función de partición Z̃(t, n)

11



t

n

(0, 1)

Z(t, n)

Figura 2.2: Poĺımero aleatorio beta.

del modelo ĺınea - punto es igual a 1 para n > t mientras que para el caso
n ≤ t + 1 la función de partición del modelo punto - punto coincide con la
función de partición del modelo ĺınea - punto, es decir, Z(t, n) = Z̃(t, n).
El camino aleatorio beta y el poĺımero beta están relacionados mediante el
siguiente resultado demostrado por Barraquand y Corwin en [BC17]:

Proposición 2.1. Considerando el camino aleatorio beta con parametros α
y β positivos y el poĺımero beta con parametros µ = α y ν = α + β. Para
cualquier par de enteros no negativos t y n tal que n ≤ t + 1, se cumple la
siguiente igualdad en distribución

Z(t, n) = P (t, t− 2n+ 2) (2.1.2)

Demostración. Primero notemos que debido a que µ = α y ν = α + β la
colección de variables aleatorias beta que define el poĺımero beta tiene la
misma ley que la colección de variables aleatorias beta que define el camino
aleatorio beta.

Ya que la función de partición del camino poĺımero beta punto - punto
es igual a la función de partición del poĺımero beta ĺınea - punto, podemos
trabajar con este último modelo.
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(t, n)Bt,n

1−Bt,n

(x, t)

Bx,t

1−Bx,t

Figura 2.3: Equivalencia entre el poĺımero beta y el camino aleatorio beta.

Fijemos t y n con la misma paridad y notemos que la variable aleatoria
P (t, t−2n+2) es la probabilidad de que al tiempo t el camino aleatorio beta
se ubique en la posición t− 2n+ 2 o en una posición superior. Dicho evento
es equivalente a que el camino aleatorio beta al tiempo haya realizado a lo
más n− 1 pasos haćıa atrás.

Podemos identificar cada camino poĺımero que llega al punto (t, n) con un
camino aleatorio mirando el camino poĺımero en reversa e identificando cada
eje vertical en el poĺımero con un paso haćıa adelante en el camino aleatorio
beta. Bajo dicha equivalencia de caminos, el evento de que al tiempo t el
camino aleatorio beta haya realizado a lo más n − 1 pasos haćıa atrás es
equivalente a que el camino poĺımero (visto en reversa) iniciar en (t, n) y
llegue a algún punto (0,m) con 1 ≤ m ≤ n.

2.2. Transformada de Laplace de Z como un

determinante de Fredholm

Uno de los resultados más importantes en el trabajo de Barraquand y
Corwin es expresar la transformada de Laplace de la función de partición del
poĺımero beta como un determinante de Fredholm. Barraquand y Corwin
prueban el siguiente teorema de dos formas independientes en [BC17]. La
primera prueba usa un resultado análago para un modelo discreto de siste-
mas de part́ıculas conocido como q-Hann TASEP y prueban que, en cierto
sentido, este sistema de part́ıculas converge al poĺımero beta. En esta sec-
ción se analizará la segunda prueba de Barranquan y Corwin la cual usa el
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método conocido como Bethe ansatz para hallar una fórmula integral para
los momentos de la función de partición del poĺımero beta.

Teorema 2.2.1. Sea u ∈ C\R>0. Fijando n y t enteros no negativos tal que
n ≤ t+ 1 y ν > µ > 0. Entonces se cumple

E
[
euZ(t,n)

]
= det

(
I +KBP

u

)
L2(C0)

donde el contorno C0 es un ćırculo pequeño positivamente orientado que con-
tiene el origen pero no contiene −ν ni −1 y el operador KBP

u : L2(C0) →
L2(C0) está definido por el kernel

KBP
u (v, v′) =

1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞

π

sin(πs)
(−u)s gBP(v)

gBP(v + s)

ds

s+ v − v′

y donde la función gBP viene dada por

gBP(v) =

[
Γ(v)

Γ(ν + v)

]n [
Γ(ν + v)

Γ(µ+ v)

]t
Γ(ν + v)

Antes de pasar a la prueba del teorema presentamos un lema que será de
utilidad.

Lema 2.2.1. Sean X, Y dos elementos generadores de un álgebra asociativa
tal que

Y X =
1

1 + ν
XX +

ν − 1

1 + ν
XY +

1

1 + ν
Y Y

Entonces se tiene la siguiente identidad binomial no conmutativa

[pX + (1− p)Y ]n =
n∑

j=0

(
n

j

)
(ν − µ)j(µ)n−j

(ν)n
XjY n−j

donde p = 1 − µ
ν
y (a)k son los śımbolos de Pochhammer definimos por

(a)k = a(a+ 1) · · · (a+ k − 1) y (a)0 = 1.

El primer paso para la prueba del teorema (2.2.1) es conseguir una ex-
presión integral para los momentos de la función de partición del poĺımero
beta para lo que necesitamos la siguiente proposición.

Proposición 2.2. Sean n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nk ≥ 1, se cumple que

E [Z(t, n1) · · ·Z(t, nk)] =

1

(2πi)k

∫
· · ·
∫ ∏

1≤A<B≤k

zA − zB
zA − zB − 1

∏(
ν + zj
zj

)nj
(
µ+ zj
ν + zj

)t
dzj
ν + zj

(2.2.1)
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donde el contorno para zk es una circunferencia pequeña al rededor del origen
mientras que para cada j = 1, · · · , k − 1 el contorno para zj contiene el
contorno para zj+1 y ninguno de estos contornos contiene el punto −ν.

Demostración. Denotamos como u(t, n⃗) el lado izquierdo de la igualdad (2.2.1)
y por Wk el conjunto

{
n⃗ ∈ Zk : n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nk

}
.

Usando la relación de recurrencia para la función de partición del poĺımero
beta se obtiene la siguiente recurrencia para u(t, n):

u(t+ 1, n⃗) =

c1∑
j1=0

· · ·
cl∑

jl=0

[
l∏

i=1

(
ci
ji

)
(ν − µ)ji(µ)ci−ji

(ν)ci

ji−1∏
r=0

τ (c1+···+ci−r)

]
u(t, n⃗)

(2.2.2)
donde τ (i) es un operador que actúa sobre una función f : Wk → R de la
siguiente manera:

τ (i)f(n⃗) = f(n1, · · · , ni − 1, · · · , nk).

La equación de recurrencia (2.2.2) se conoce como true evolution equation la
cual se puede expresar en términos de dos ecuaciones más sencillas las cuales
se definen en base a los siguientes operadores

Lcluster
c =

c∑
j=0

(
c

j

)
(ν − µ)j(µ)c−j

(ν)c

c∏
r=0

τ (c−r)

Note que este operador aparece al lado derecho de la true evolución equation.
Definimos también el siguiente operador

Lfree
c =

c∏
i=1

∇i

donde ∇i = pτ (i) + (1− p). Además note que para c = 1 tenemos Lcluster
c =

Lcluster
c .
Para una función f : Zc → C identificamos el monomio X1X2 · · ·Xc

donde Xi ∈ {X, Y } con f(n⃗) donde para todo 1 ≤ i ≤ c se tiene nc−i = n−1
si Xi = X y nc−i = n si Xi = Y . Usando esta identificación la fórmula
binomial del lema (2.2.1) nos dice que los operadores Lcluster

c y Lfree
c actúan

idénticamente sobre las funciones f que satisfacen la siguiente condición para
toda 1 ≤ i < c:[

1

1 + ν
τ (i)τ (i+1) +

ν − 1

1 + ν
τ (i+1) +

1

1 + ν
− τ (i)

]
f(n, · · · , n) = 0
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Note que el operador que define la true evolution equation actúa indepen-
diantemente sobre cada cluster como el operador Lcluster

c . Se sigue que si una
función u : Z≥0 × Zk → C satisface la siguiente condición de frontera:[

1

1 + ν
τ (i)τ (i+1) +

ν − 1

1 + ν
τ (i+1) +

1

1 + ν
− τ (i)

]
u(t, n⃗) = 0

para todo n⃗ tal que ni = ni+1 para algún 1 ≤ i < k y si además se satisface
la free evolution equation

u(t+ 1, n⃗) =

[
k∏

i=1

∇i

]
u(t, n⃗)

para toda n⃗ ∈ Zk, entonces la restricción de u(t, n⃗) a Wk satisface la true
evolution equation.

Ahora nos queda verificar que la expresión del lado derecho de (2.2.1)
satisface la free evolution equation, las condiciones de frontera y la condición
inicial de u(0, n⃗) para n⃗ ∈ Wk.

Por la definición de la función u tenemos que u(0, n⃗) =
∏k

i=1 1ni≥1 =
1nk≥1 donde las segunda igualdad se debe a que los ni están ordenados. Por
otro lado, en la expresión del lado derecho en (2.2.1) cuando t = 0 y nk ≤ 0
note que no hay polos en el origen y por lo tanto la integral es igual a cero.
Cuando nk > 0 entonces todos los ni también son positivos y no hay polos
en −ν (para t = 0). Luego, el residuo en el infinito para cada variable zk,
zk−1, · · · es igual a uno y por lo tanto la considición inicial es satisfecha.

Para probar que se satisface la condición de frontera, asumimos que ni =
ni+1 para algún i. Note que al aplicar el operador

1

1 + ν
τ (i)τ (i+1) +

ν − 1

1 + ν
τ (i+1) +

1

1 + ν
− τ (i)

al integrando, se obtiene que el integrando queda multiplicado por el factor

1

1 + ν

zi
ν + zi

zi+1

ν + zi+1

+
ν − 1

ν + 1

zi+1

ν + zi+1

+
1

1 + ν
− zi
ν + zi

=

−ν2(zi − zi+1 − 1)

(1 + ν)(ν + zi)(ν + zi+1)

cancelando de este modo el polo en zi = zi+1 + 1 de modo que se puede usar
el mismo contorno para ambas variables y, ya que el integrando es ahora
antisimétrico para las variables zi y zi+1, la integral es cero.

Finalmente, para mostrar que se satisface la free evolution equation es
suficiente notar que aplicar el operador pτ (i) + (1 − p) a la integral del lado
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derecho de la ecuación (2.2.1) es equivalente a multiplicar el integrando por
el factor

∏k
j=1

µ+zj
ν+zj

lo cual se infiere a partir de la igualdad:

[
pτ (i) + (1− p)

]
=

(
ν + zi
zi

)ni µ+ zi
ν + zi

.

Un segundo paso para la prueba del teorema (2.2.1) consiste en expresar
los momentos de la función de partición como una suma de integrales múlti-
plies sobre un mismo contorno. Presentamos dicho resultado en la siguiente
proposición.

Proposición 2.3. Para toda n, t ≥ 0 se cumple la siguiente igualdad:

E
[
Z(t, n)k

]
= k!

∑
λ⊢k

1

m1!m2! · · ·
1

(2πi)l(λ)

∫
· · ·
∫

det

(
1

vi − vj − λi

)l(λ)

i,j=1

×
l(λ)∏
j=1

f(vj)f(vj + 1) · · · f(vj + λj − 1)dv1 · · · dvl(λ)

donde

f(v) =
gBP (v)

gBP (v + 1)
=

(
ν + v

v

)n(
µ+ v

ν + v

)t
1

v + ν

Cada contorno de integración es una circunferencia pequeña al rededor del
origen y excluyendo el punto −ν. Cada partición λ ⊢ k (es decir,

∑
i λi = k)

se puede denotar por λ = 1m12m2 · · · lo cual significa que el número i se
repite mi veces en la partición λ y l(λ) es la cantidad de componentes no
nulos en la partición λ.

Demostración. Una aplicación directa de la proposición (2.2.1) cuando n1 =
n2 = · · · = nk nos da el siguiente resultado

E
[
Z(t, n)k

]
=

1

(2πi)k

∫
· · ·
∫ ∏

A<B

zA − zB
zA − zB − 1

k∏
j=1

f(zj)dzj.

Para completar la prueba recurrimos a la proposición 3.2.1 de [BC14] en su
caso ĺımite cuando q → 1 de donde directamente se obtiene el resultado.

Teniendo estas dos proposiciones a la mano podemos completar la prueba
del teorema (2.2.1).
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Demostración de la Proposición (2.2.1). Primero establecemos la notación
µk = Z

[
(t, n)k

]
. El caso ĺımite cuando q → 1 de la proposición 3.2.8 en

[BC14] muestra que

∑
k≥0

µk
uk

k!
= det(I +K)L2(Z>0×C0)

donde det(I +K) es el determinante de Fredholm del operador K definido
por el kernel

K(n1, v1;n2, v2) =
un1f(v1)f(v1 + 1) · · · f(v1 + n1 − 1)

v1 + n1 − v2

y C0 es una circunferencia positivamente orientada al rededor del origen y
que excluye el punto −ν.

Ya que |Z(t, n)| ≤ 1 podemos usar el teorema de convergencia dominada
para intercambiar la suma y la esperanza en la expresión anterior, de modo
que tenemos la siguiente igualdad:∑

k≥0

µk
uk

k!
= E

[
euZ(t,n)

]
Por lo tanto, la prueba concluye si demostramos el siguiente lema.

Lema 2.2.2. Para cualquier u ∈ C \ R>0 tal que |u| < 1 se cumple lo
siguiente:

∞∑
n=1

un
gBP (v)

gBP (v + n)

1

v + n− v′
=

1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
Γ(−s)Γ(1 + s)(−u)s gBP (v)

gBP (v + s)

ds

v + s− v′

Demostración. Para probar este lema usamos el hecho de que el residuo de
la función Γ(−s)Γ(1 + s) en el punto s = k es (−1)k+1, por lo tanto usando
el teorema de residuos tenemos

∞∑
n=1

un
gBP (v)

gBP (v + n)

1

v + n− v′
=

1

2πi

∫
H
Γ(−s)Γ(1 + s)(−u)s gBP (v)

gBP (v + s)

ds

v + s− v′
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donde H es un contorno negativamente orientado encerrando todos los ente-
ros positivos, por ejemplo el contorno uniendo los puntos desde ∞− i hacia
1/2− i, luego hacia 1/2 + i y luego hacia ∞+ i.

En [Erd+53] se prueba que la función gamma tiene la propiedad de que
para cualquier δ > 0 se cumple:

Γ(z) =
√
2πe−zzz−1/2 (1 +O(1/z))

cuando |z| → ∞ y |arg(z)| < π − δ.
Recordando además que

gBP (v + s) =

[
Γ(v + s)

Γ(ν + v + s)

]n [
Γ(ν + v + s)

Γ(µ+ v + s)

]t
Γ(ν + v + s)

se obtiene la siguiente expresión:

gBP (v + s) =

√
2πe−ν−v−s(ν + v + s)ν+v+s−1/2 (ν + v + s)(ν−µ)t

(ν + v + s)νn

[
1 +O

(
1

s

)]
Esto implica que cuando s tiende a ∞eiϕ con ϕ ∈ [−π/2, π/2], entonces
1/gBP (v + s) decae exponencialmente en |s| y además la expresión

(−u)s π

sin(πs)

1

v + s− v′

está acotada cuando ϕ ̸= 0. Por lo tanto, podemos deformar el contorno de
integraciónH a la ĺınea recta ℜ(z) = 1/2 y de este modo tenemos el resultado
buscado.

Dada la equivalencia entre el poĺımero beta y el camino aleatorio beta
en el sentido de la proposición (2.1), este último teorema nos proporciona
el siguiente resultado análogo para el camino aleatorio beta que permite
expresar la función P (t, x) como un determinante de Fredhom.

Teorema 2.2.2. Sea u ∈ C \ R>0. Sea t un entero no negativo y x ∈
{−t, · · · , t} con la misma paridad y además α y β positivos. Entonces se
cumple

E
[
euP (t,x)

]
= det

(
I +KRW

u

)
L2(C0)

donde el contorno C0 es una circunferencia pequeña positivamente orientada
que contiene el origen pero no contiene a −α− β ni −1 y el operador KRW

u :
L2(C0) → L2(C0) está definido por el kernel

KRW
u (v, v′) =

1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞

π

sin(πs)
(−u)s gRW(v)

gRW(v + s)

ds

s+ v − v′
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y donde la función gRW viene dada por

gRW(v) =

[
Γ(v)

Γ(α + v)

](t−x)/2 [
Γ(α + β + v)

Γ(α + v)

](t+x)/2

Γ(v) (2.2.3)

2.3. Fluctuaciones en el camino aleatorio be-

ta

Al igual que en los modelos vistos en el caṕıtulo anterior, este tipo de re-
sultados que relacionan la transformada de Laplace de la cantidad a estudiar
en el modelo con un determinante de Fredholm resulta clave para estudiar
las fluctuaciones de la cantidad de interés que en el caso del poĺımero beta
es la función de partición y en el caso del camino aleatorio beta es la función
aleatoria P (t, x).

Antes de ver el teorema referente a las fluctuaciones de P (t, x) y su dis-
tribución ĺımite, enunciamos el siguiente resultado de [RSY13]

ĺım
t→∞

1

t
logP (t, xt) = −I(x) P c.s.

Este resultado fue obtenido por Rassoul-Agha et al. quienes expresan la fun-
ción I(x) como la transformada de Legendre de otra función. Posteriormente
Barraquand y Corwin obtienen el mismo resultado expresando la función
I(x) de forma más expĺıcita mediante las siguientes ecuaciones

x(θ) =
Ψ1(θ + α + β) + Ψ1(θ)− 2Ψ1(θ + α)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)
(2.3.1)

y

I(x(θ)) =
Ψ1(θ + α + β)−Ψ1(θ + α)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)
[Ψ(θ + α + β)−Ψ(θ)]

+ Ψ(θ + α + β)−Ψ(θ + α) (2.3.2)

donde, como antes, Ψ es la función digamma y Ψ1 es la función trigamma
(Ψ1(z) = Ψ′(z)).

Barraquand y Corwin prueban en [BC17] que las fluctuaciones del loga-
ritmo de P (t, xt) al rededor de su media asintótica −I(x)t son del orden de
t1/3 y convergen a la distribución de Tracy - Widom GUE cuando x está
dada por la ecuación (2.3.1). Sin embargo dicha prueba solo abarca el caso
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particular donde los parametros α y β son ambos iguales a 1 y dejan como
conjetura que el mismo resultado se cumple para cualquier par de parametros
α y β positivos.

Notemos que en caso particular α = β = 1 el ambiente beta es equivalente
a un ambiente definido por una variable aleatoria uniforme en (0, 1) y las
ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2) se simplifican:

x(θ) =
1 + 2θ

θ2 + (θ + 1)2
(2.3.3)

y

I(x(θ)) =
1

θ2 + (θ + 1)2
(2.3.4)

de modo que para este caso particular la función de tasa I se puede expresar
expĺıcitamente según I(x) = 1−

√
1− x2.

El siguiente teorema es el resultado más importante de Barraquand y
Corwin y en el siguiente caṕıtulo extedermos su validez para conjunto más
amplio de parametros.

Teorema 2.3.1. Sean 0 < θ < 1
2
y los parametros α y β ambos iguales a 1,

entonces se cumple:

ĺım
t→∞

P
[
logP (t, x(θ)t) + I(x(θ))t

t1/3σ(x(θ))
≤ y

]
= FGUE(y) (2.3.5)

donde σ(θ) está definida por:

2σ3(θ) = Ψ2(θ + α)−Ψ2(α + β + θ)

+
Ψ1(α + θ)−Ψ1(α + β + θ)

Ψ1(θ)−Ψ1(α + β + θ)
[Ψ2(α + β + θ)−Ψ2(θ)] . (2.3.6)

En el siguiente caṕıtulo damos más detalles sobre la prueba de una versión
más general de este último teorema en el que levantamos la restricción de
que α y β sean ambos iguales a uno. Antes de pasar al siguiente caṕıtulo,
terminamos esta sección con un lema estándar que será necesario para la
prueba del teorema (2.3.1) y cuya prueba se puede encontrar [BC14].

Lema 2.3.1. Considerar una secuencia de funciones {fn}n≥1 que toman
valores reales y llegan al intervalo [0, 1] tal que para cada n, la función fn(x)
es estrictamente decreciente en x con ĺımite igual a 1 cuando x → −∞ y
con ĺımite igual a 0 cuando x → ∞. Además para cada δ > 0,en R \ [−δ, δ]
cada fn converge uniformemente a 1{x≤0}. Para cualquier r real definimos
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f r
n(x) = fn(x − r) y consideramos una secuencia de variables aleatorias Xn

tal que para cada r
E [f r

n(Xn)] → p(r) (2.3.7)

y si además p es una función de distribución de probabilidad continua, en-
tonces Xn → p en distribución.

Demostración. Sean s < t < u, por las hipótesis para fn se sigue que para
todo ϵ > 0 existe n0 > 0 tal que para todo n > n0

E [f s
n(Xn)]− ϵ ≤ P(Xn ≤ t) ≤ E [f ϵ

n(Xn)] + ϵ (2.3.8)

Estás desigualdades se siguen de la convergencia uniforme fuera de cualquier
intervalo que contenga el origen. Además por la convergencia E [f s

n(Xn)] →
p(s) cuando n→ ∞ se sigue que existe un n1 > n0 tal que para toda n > n1

p(s)− 2ϵ ≤ P(Xn ≤ t) ≤ p(u) + 2ϵ

Esto implica que

p(s)− 2ϵ ≤ ĺım inf
n→∞

P(Xn ≤ t) ≤ ĺım sup
n→∞

P(Xn ≤ t) ≤ p(u) + 2ϵ

ya que lo anterior se cumple para cualquier ϵ > 0 tenemos

p(s) ≤ ĺım inf
n→∞

P(Xn ≤ t) ≤ ĺım sup
n→∞

P(Xn ≤ t) ≤ p(u)

Lo anterior se cumple para s < t < u por lo que podemos tomar ĺımites de s
y u tendiendo hacia t para obtener

ĺım
s→t−

≤ ĺım inf
n→∞

P(Xn ≤ t) ≤ ĺım sup
n→∞

P(Xn ≤ t) ≤ ĺım
u→t+

p(u)

Ya que p es continua se sigue que las cotas de la derecha e izquierda en la
ecuación anterior son iguales y por lo tanto

ĺım
n→∞

P(Xn ≤ t) = p(t)

Usando el lema anterior con

ft(x) = e−eσ(θ)t1/3x

Xt =
logP (t, x(θ)t) + I(x(θ))t

t1/3σ(θ)
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se tiene el siguiente resultado válido para cualquier α y β positivos:

ĺım
t→∞

E
[
euP (t,x(θ)t)

]
= ĺım

t→∞
P
[
logP (t, x(θ)t) + I(x(θ))t

t1/3σ(θ)
≤ y

]
(2.3.9)

donde u = − exp{tI(x(θ)) − t1/3σ(θ)y} y siempre y cuando el ĺımite de la
izquierda converja a una función de distribución lo cual está asegurado por
el teorema (2.2.2) y el hecho de que

ĺım
t→∞

det
(
I +KRW

u(t)

)
L2(C0)

= det (I −KAi)L2(y,∞) = FGUE(y) (2.3.10)

Finalmente, note que por las ecuaciones (2.3.9) y (2.3.10) junto con el teorema
(2.2.2) tenemos como resultado el teorema (2.3.1).

Queda entonces por probar la igualdad anterior (2.3.10) que nos da el
ĺımite del determinante de Fredholm del kernel KRW

u(t) como una función de
densidad. La prueba que presentamos para dicho resultado es válida sin la
restricción α = β = 1 y se detallará en el siguiente caṕıtulo después de
enunciar las versiones más generales de los teoremas vistos en este caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Generalización de resultados
para el beta RW

En este caṕıtulo enunciamos los resultados que generalizan teoremas prin-
cipales del caṕıtulo anterior y presentamos las pruebas que aplican tanto para
este caso más general como para los casos particulares expuestos en el caṕıtu-
lo anterior. Las resultados y las pruebas presentadas en este caṕıtulo fueron
publicadas en [OPR22].

A lo largo del presente caṕıtulo conservamos las notaciones establecidas
en el caṕıtulo anterior para el camino aleatorio beta y el poĺımero beta,
en particular recordemos que P (t, x) = P (Xt ≥ x) describe la posición del
camino aleatorio.

3.1. Teoremas generalizados para el camino

aleatorio beta

Uno de los principales resultados de este trabajo es la siguiente extensión
del teorema (2.3.1) sobre las fluctuaciones de P en el camino aleatorio beta.
En la versión que presentamos a continuación ampliamos el rango de valores
admisibles para los parametros α y β:

Teorema 3.1.1. Para cualquier α y β positivos y θ ∈ (0,mı́n{0.5, 0.69α})
tenemos que

ĺım
t→∞

Pα,β

[
logPω(t, x(θ)t) + I(x(θ))t

t1/3σ(θ)
≤ y

]
= FGUE(y) (3.1.1)
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En particular, si α ≥ 0.73 entonces el resultado anterior se cumple para
toda β > 0 y θ ∈ (0, 0.5). Cabe mencionar que el caso α = β = 1 y
θ ∈ (0, 0.5) fue probado por Barraquand y Corwin (lo exponemos en el
caṕıtulo anterior) y el caso α = 1 y β > 0 fue probado recientemente por
Kortkikh en [Kor22]. Para levantar estas limitaciones sobre los parametros se
requiere de cuidadosas estimaciones que involucran a las funciones poligamma
que detallamos en el anexo.

Nuestro segundo resultado importante muestra que las fluctuaciones con-
tinúan siendo del orden de t1/3 y convergen a la distribución de Tracy-Widom
cuando los parametros α y β tienden a infinito. Notemos que cuando θ per-
manece constante y α y β tienden al infinito, de la definición de x(θ) en la
ecuación (2.3.1), se tiene que x(θ) → 1.

Para enunciar este segundo resultado, introducimos la siguiente función
que determinará la tasa a la cual α y β pueden converger al infinito:

g(x, y) :=
y

x(x+ y)
for x > 0, y > 0. (3.1.2)

En el teorema anterior los parametros α y β permanećıan constantes mientras
que en el siguiente teorema, que es nuestro segundo resultado importante,
estos parametros vaŕıan con el tiempo cumpliendo las siguientes condiciones

ĺım
t→∞

αt = ∞, ĺım
t→∞

βt = ∞ (3.1.3)

y
ĺım
t→∞

tg(αt,βt) = ∞ (3.1.4)

Note que como ahora α y β vaŕıan con el tiempo, entonces las cantidades
x(θ) y σ(θ) también dependen del tiempo ya que según las ecuaciones 2.3.1
y 2.3.6 estas dependen de α y β.

Teorema 3.1.2. Consideremos una familia de caminos aleatorios beta de
parametros (αt,βt) que cumplen las condiciones 3.1.3 y 3.1.4. Entonces para
toda θ ∈ (0, 1

2
) se tiene

ĺım
t→∞

Pαt,βt

[
logPω (t, x(θ)t) + I(x(θ))t

t1/3σ(θ)
≤ y

]
= FGUE(y) (3.1.5)

Recalcamos que en el caso particular en el que αt = c1t
r y βt = c2t

s para
ciertas constantes c1 y c2 positivas cumpliendo además

r +máx(r − s, 0) < 1 (3.1.6)

entonces las hipótesis 3.1.3 y 3.1.4 son satisfechas.
En las siguientes secciones abordamos la prueba de estos teoremas.
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3.2. Prueba de los teoremas 3.1.1 y 3.1.2

Comenzamos mencionando que siendo válido el teorema 2.2.2 que relacio-
na la transformada de Laplace de la función P del camino aleatorio beta con
un determinante de Fredholm de kernel KRW

u definido en la ecuación 2.2.3.
También continúa siendo válido el lema (2.3) y por lo tanto nuevamente la
prueba se reduce a un análisis aśıntótico del determinante de Fredholm de
kernel KRW

u sobre el contorno C0 para probar que converge a la función de
densidad de la distribución de Tracy-Widom tal como en la ecuación (2.3.10)

Notemos que, tomando u = u(y) como en la ecuación 2.3.9, es posible
reescribir este kernel de la siguiente manera

KRW
u (v, v′) =

1

2πi

∫ 1
2
+i∞

1
2
−i∞

π

sin(π(z − v))
et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)Γ(v)

Γ(z)

dz

z − v′

(3.2.1)
con h(z) definido según

h(z) := I(x(θ))z +
1− x(θ)

2
log

[
Γ(α+ z)

Γ(z)

]
+

1 + x(θ)

2
log

[
Γ(α+ z)

Γ(α+ β+ z)

]
(3.2.2)

Se puede verificar fácilmente que θ es un punto cŕıtico de la función h de
modo que h′(θ) = h′′(θ) = 0 por lo que es conveniente deformar el contorno
de integración del determinante de Fredholm de C0 al contorno Cθ definido
por

Cθ := {z ∈ C : |z| = θ} (3.2.3)

También necesitamos modificar el contorno de integración del kernel KRW
u de

modo que intersecte el punto cŕıtico θ

Dθ = {θ + iy : y ∈ R} (3.2.4)

Al hacer estos cambios de contornos el determinante de Fredhoml no se altera
ya que las deformaciones correspondientes no tocan ningún polo del integran-
do siempre y cuando θ < mı́n{α+β, 1

2
} y además en estos nuevos contornos

la función h tiene un comportamiento particularmente adecuado que se deta-
lla en la siguiente subsección y que será útil para realizar el análisis asintótico
del determinante de Fredholm.

Introducimos también las siguientes notaciones para la parte de los con-
tornes cercanas al punto cŕıtico θ

Cϵ
θ := Cθ ∩B(θ, ϵ)

y
Dϵ

θ := Dθ ∩B(θ, ϵ)
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donde B(θ, ϵ) es la bola centrada en θ de radio ϵ.
Como ya hemos mencionado, la prueba de los teoremas 3.1.1 y 3.1.2 se

reducen al análisis asintótico del determinante de Fredholm que aparece en
el teorema (2.2.2) y para este fin es conveniente modificar el contorno Cϵ

θ a
un contorno en forma de cuña cerca al punto cŕıtico θ

WL
θ :=

{
θ + |y|ei(π−ϕ) sgn(y) : y ∈ [−L,L]

}
donde los valores de L y ϕ son escogidos de modo que los puntos extremos
de los contornos Cϵ

θ y WL
θ coincidan. Notemos que para ϵ suficientemente

pequeño podemos reemplazar el contorno Cϵ
θ por WL

θ y definimos también
el contorno que resulta de reemplazar este pequeño pedazo de cuña en la
circunferencia (ver figura (3.1)). Para esto primero denotamos por Cϵ,+

θ :=
Cθ \ B(θ, ϵ) a la parte de la circunferencia de radio θ que está alejada una
distacia mayor a ϵ del punto cŕıtico θ. Teniendo esto en cuenta definimos:

V ϵ
θ := WL

θ ∪ Cϵ,+
θ

θ

Cϵ,+
θ

WL
θ

Cϵ,+
θ

Figura 3.1: Contorno V ϵ
θ compuesto por la unión de los contornos Cϵ,+

θ yWL
θ ,

y en ĺıneas discontinuas el contorno Cϵ
θ.

Finalmente, definimos también la cuña compuesta por dos rayos partiendo
del punto θ:

W∞
θ :=

{
θ + |y|ei(π−σ) sgn(y) : y ∈ R

}
Para enunciar la siguiente proposición introducimos la definición del kernel
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Ky para todo y ∈ R

Ky(w,w
′) :=

1

2πi

∫ ∞eiπ/3

∞e−iπ/3

1

(z − w′)(w − z)

ez
3/3−yz

ew3/3−yw
dz (3.2.5)

donde el contorno de integración es sobre un contorno en forma de cuña
infinita formada por dos rayos en las direcciones −π/3 y π/3.

Proposición 3.1. Considerar la siguiente igualdad

ĺım
t→∞

det
(
I −KRW

u

)
L2(Cθ)

= det (I +Ky)L2(W∞
θ ) (3.2.6)

(i) Para todo α y β positivos y θ ∈
(
0,mı́n{1

2
, 0.69α}

)
la igualdad anterior

es satisfecha.

(ii) Asumir que (αt)t≥0 y (βt)t≥0 satisfacen las condiciones (3.1.3) y (3.1.4).
Entonces para todo θ ∈ (0, 1

2
) la igualdad anterior es satisfecha.

La prueba de esta proposición está dividida en dos partes. En la primera
parte reducimos los contornos de integración para quedarnos solo con los con-
tornos cercanos a θ mostrando que el valor ĺımite continúa siendo el mismo,
es decir:

ĺım
t→∞

det
(
I −KRW

u

)
L2(Cθ)

= ĺım
t→∞

det
(
I −KRW

y,ϵ

)
L2(Cϵ

θ)
(3.2.7)

donde

KRW
y,ϵ (v, v′) =

1

2πi

∫
Dϵ

θ

π

sin(π(z − v))
et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)Γ(v)

Γ(z)

dz

z − v′

(3.2.8)
Mientras que la segunda parte de la prueba aborda la siguiente igualdad

ĺım
t→∞

det
(
I −KRW

y,ϵ

)
L2(Cϵ

θ)
= det (I +Ky)L2(C) (3.2.9)

Los detalles de la prueba serán dados en las siguientes secciones. A partir
de la proposición (3.1), los teoremas (3.1.1) y (3.1.2) se siguen directamente
teniendo en cuenta la identidad

det (I +Ky)L2(C) = det (I −KAi)L2(y,∞) (3.2.10)

válida para toda y ∈ R y cuya prueba se puede encontrar, por ejemplo, en
[BCF14]. Queda entonces por probar la proposición (3.1). Primero proba-
remos algunas estimaciones necesarias para la prueba del teorema (3.1.1) y
las versiones cuantitativas de estas estimaciones que serán necesarias para la
prueba del teorema (3.1.2).
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3.2.1. Comportamiento de la función h a lo largo de
los contornos de integración

En esta subsección enunciamos tres lemas que describen las propiedades
de la función h a lo largo de los contornos Cθ y Dθ. El primero es una versión
cuantitativa del lema 5.5 de Barraquand y Corwin el cual tiene la restricción
α = β = 1. En este trabajo se levanta dicha restricción con el costo de tener
que escoger el parametro θ suficientemente pequeño.

Lema 3.2.1. Para todo α > 0, β > 0, θ ∈ (0,mı́n{0.5, 0.69α}) y con ϕ ∈
[0, 2π] se cumple que

ℜ
[
iθeiϕh′

(
θeiϕ

)]
> 0 (3.2.11)

Además, existe un α0 > 0 tal que para α ≥ α0, β > 0, ϕ ∈ [0, 2π] y θ ∈ (0, 0.5)
se cumple lo siguiente

ℜ
[
iθeiϕh′

(
θeiϕ

)]
≥ C3θ

2g(α + 1, β)(1− cosϕ) sinϕ

para alguna constante C3 > 0 dependiendo solo de α y además creciente en
α.

Algunos cálculos numéricos realizados sugieren que la desigualdad (3.2.11)
es falsa para algunos valores de α > 0, β > 0 y θ > 0, inclusive cuando
θ ∈ (0, 0.5). Sin embargo, se conjetura que los teoremas (3.1.1) y (3.1.2)
siguen siendo válidos para α > 0, β > 0 y θ > 0.

El segundo lema que presentamos en esta subsección es una versión cuan-
titativa del lema 5.4 de Barraquand y Corwin.

Lema 3.2.2. Para todo α > 0, β > 0 y θ > 0 tenemos que

(i) ℑ[h′(θ + iy)] > 0 para y > 0 y ℑ[h′(θ + iy)] < 0 para y < 0.

(ii) ℑ[h′(θ + iy)] = yH(θ, y, α, β) donde

H(θ, y, α, β) ≥

8
Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)

∫ θ+α

θ

∑
n≥0

y2(x− θ)

[(x+ n)2 + y2]3
dx (3.2.12)

Finalmente, el tercer lema de esta subsección es el siguiente requerimiento
técnico

Lema 3.2.3. Para todo α > 0, β > 0 y θ ∈ (0,mı́n{0.5, α}) tenemos lo
siguiente

σ3(θ)

2θ
+
h(4)(θ)

4!
> 0
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Nuevamente, cálculos numéricos nos indican que el lema anterior no se
cumple para algunos valores α > 0, β > 0 y θ ∈ (0, 0.5) pero se conjetura que
el teorema (3.1.1) sea verdadero en este régimen más amplio de parametros.

Las pruebas de estos tres lemas importantes (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.3) serán
desarrolladas en una sección posterior. Por ahora continuaremos con algunas
consecuencias importantes.

Del lema (3.2.1) obtenemos el siguiente corolario que extiende el lema 5.5
de Barraquand y Corwin para α > 0 y β > 0 arbitrarios.

En lo que sigue, diremos que el contorno Cθ tiene la propiedad de descenso
más rápido para la función −ℜ(h) si ℜ

[
h(θeiϕ)

]
es estrictamente creciente

para ϕ ∈ (0, π) y estrictamente decreciente para ϕ ∈ (−π, 0).

Corolario 3.2.1. Para todo α > 0, β > 0 y θ ∈ (0,mı́n{0.5, 0.69α}) el con-
torno Cθ tiene la propiedad de descenso más rápido para la función −ℜ(h).

Por otro lado, de la parte (i) del lema (3.2.2), obtenemos el siguiente
corolario

Corolario 3.2.2. Para todo α > 0, β > 0 y θ > 0 el contorno Dθ tie-
ne la propiedad de descenso más rápido para la función ℜ(h) en el sentido
que ℜ[h(θ+ iy)] es estrictamente decreciente para y positivo y estrictamente
decreciente para y negativo.

Los resultados anteriores describen importantes propiedades del compor-
tamiento de la función h sobre los contornos de integración Cθ y Dθ, sin
embargo, con la finalidad de evitar la singularidad de h en el punto θ de-
bemos modificar estos contornos ligeramente y obtener resultados sobre el
comportamiento de h en estos nuevos contornos. Con esta finalidad, para
cada r > 0, definimos

Dr,+
θ := Dθ −B(θ, r)

V r,+
θ := V ϵ

θ −B(θ, r)

También definimos la semicircunferencia

St
θ :=

{
z ∈ C : |z − θ| = 1

σ(θ)t1/3
,ℜ(z − θ) ≥ 0

}
y el contorno

Dt
θ := Dσ−1t−1/3,+

θ ∪ St
θ

Ver la figura para una representación de estos contornos junto con el contorno
V ϵ
θ .
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La presencia del factor σ−1 en la definición de Dt
θ será irrelevante en

la prueba del teorema (3.1.1), ya que solo representa el producto por una
constante independiente de t. Sin embargo, este factor será un tema delicado
en la prueba del teorema (3.1.2) donde σ(θ) → 0 cuando t → ∞. En lo que
sigue adoptaremos la notación σt = σt(θ) para mostrar la dependencia del
tiempo ya que σ depende intŕınsicamente de los parametros αt y βt.

θ

V ϵ
θ

Dt
θ

θ + 1
σt1/3

•• •
θ + ϵ

Figura 3.2: Los contornos V ϵ
θ y Dt

θ evitan la singularidad en θ.

Lema 3.2.4. Para todo α > 0, β > 0, θ > 0 y t ≥ t0, donde σt0t
1/3
0 θ ≥ 2,

tenemos que para toda z ∈ Dt
θ

ℜ[h(z)− h(θ)] ≤ 128g(α, β)
1

θ5σ3t

Demostración. Para z ∈ Dθ − B(θ, σ−1t−1/3), el lema se sigue directamente
del corolario (3.2.2). Para z ∈ Dt

θ ∩ B(θ, σ−1t−1/3) tenemos que, para t ≥ t0
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donde t0 es tal que σt
1/3
0 θ ≥ 2,

|h(z)− h(θ)| ≤
∞∑
k=3

1

k!

1

σktk/3
|h(k)(θ)|

≤ 64g(α, β)
∞∑
k=3

1

σktk/3θk+2

= 64g(α, β)
1

θ5
1

σ3t

∞∑
k=0

1

σktk/3θk

≤ 128g(α, β)
1

θ5σ3t

donde hemos usado la expansión de Taylor en la primera desigualdad y la
parte (iii) del corolario (A.0.1) para la segunda desigualdad.

Corolario 3.2.3. Para α > 0, β > 0 y θ ∈ (0,mı́n{0.5, 0.69α}) se satisface
lo siguiente

(i) Existe una constante C4 > 0 tal que para toda z ∈ Dϵ,+
θ y v ∈ Cθ

tenemos que
ℜ[h(z)− h(v)] ≤ −C4h(α, β, θ)ϵ

4

donde h(α, β, θ) > 0 y para α ≥ 1 y β ≥ 1 tenemos que

h(α, β, θ) ≥ C5(θ)g(α, β) (3.2.13)

para alguna C5(θ) > 0 que no depende de α ni de β

(ii) Existe una constante C6 > 0 tal que para toda z ∈ Dt
θ y v ∈ Cϵ,+

θ = V ϵ,+
θ

tenemos que

ℜ[h(z)− h(v)] ≤ −C6ϵ
4g(α + 1, β) + 128g(α, β)

1

θ5σ3t

Demostración. Prueba de la parte (i). Por el corolario (3.2.1) tenemos que
ℜ[h(θ)− h(v)] ≤ 0 lo cual implica que ℜ[h(z)− h(v)] ≤ ℜ[h(z)− h(θ)]. Por
otro lado, por el corolario (3.2.2), tenemos que ℜ[h(z)] es decreciente en y
para z = θ + iy cuando y ≥ ϵ y es creciente en y para z = θ + iy cuando
y ≤ −ϵ, de modo que ℜ[h(z)− h(θ)] ≤ ℜ[h(θ+ iϵ)− h(θ)] para z ∈ Dϵ,+

θ . De
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lo anterior se sigue que

ℜ[h(z)− h(v)] = ℜ[h(z)− h(θ)] + ℜ[h(θ)− h(v)]

≤ ℜ[h(θ + iϵ)− h(θ)]

=

∫ ϵ

0

dℜ[h(θ + iy)]

dy
dy

= −
∫ ϵ

0

ℑ[h′(θ + iy)]dy

≤ −H(θ, ϵ, α, β)

4
ϵ4

donde en la última desigualdad hemos recurrido a la parte (ii) del lema
(3.2.2). Ahora,

H(θ, y, α, β) ≥ 8y2
Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)

∫ θ+α

θ

∑
n≥0

(x− θ)dx

[(x+ n)2 + 1]3
.

Definiendo

h(α, β, θ) :=
Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)

∫ θ+α

θ

∑
n≥0

(x− θ)dx

[(x+ n)2 + 1]3

finalizamos la prueba.
Prueba de la parte (ii). por el corolario (3.2.1) y el hecho de que v ∈

Cϵ,+
θ , tenemos que ℜ[h(θ) − h(v)] ≤ ℜ[h(θ) − h(θeiϕ∗)], donde ϕ∗ es tal que

|θeiϕ∗ − θ| = ϵ. Luego, por el lema (3.2.4) tenemos que

ℜ[h(z)− h(v)] = ℜ[h(z)− h(θ)] + ℜ[h(θ)− h(v)]

≤ 128g(α, β)
1

θ5σ3t
+ ℜ[h(θ)− h(θeiϕ∗)]

= 128g(α, β)
1

θ5σ3t
−
∫ ϕ∗

0

d

dϕ
ℜ[h(θeiϕ)]dϕ

= 128g(α, β)
1

θ5σ3t
−
∫ ϕ∗

0

ℜ[iθeiϕh′(θeiϕ)]dϕ

≤ 128g(α, β)
1

θ5σ3t
− ϵ4c1g(α + 1, β)

para alguna constante c1, donde en la última desigualdad hemos usado el
lema (3.2.1).
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3.2.2. Cotas para el integrando

En esta subsección aplicamos las estimaciones de la subsección anterior
para hallar algunas cotas del integrando que aparece en el determinante de
Fredholm.

Lema 3.2.5. Para cualquier α y β positivas, con θ ∈
(
0,mı́n{1

2
, 0.69α}

)
y

ϵ ∈ (0, θ
2
), tenemos las siguientes cotas importantes:

(i) Para toda v ∈ Cθ, z ∈ Dϵ,+
θ y t ≥ 0 tenemos∣∣∣et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)

∣∣∣ ≤ e−tC4ϵ4h(α,β,θ)+t1/3σ(θ)|y|ϵ (3.2.14)

(ii) Para toda v ∈ Cϵ,+
θ = V ϵ,+

θ , z ∈ Dt
θ y t ≥ 0 tenemos∣∣∣et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)

∣∣∣ ≤ e−tC6ϵ4g(α+1,β)+128g(α,β) 1
θ5σ3+2t1/3σ(θ)|y|

(3.2.15)

(iii) Existe una constante C7(θ, ϵ,α,β) > 0 independiente de α y β cuando
α ≥ 1 y β ≥ 1, tal que para toda v ∈ WL

θ,ϵ, z ∈ Dt
θ o v ∈ Cϵ

θ, z ∈ Dt
θ y

t ≥ 1, tenemos∣∣∣et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)
∣∣∣ ≤ 1

C7(θ, ϵ,α,β)
e−C7(θ,ϵ,α,β)tσ3(θ)|v−θ|3 (3.2.16)

Demostración. Prueba de la parte (i) y parte (ii). La parte (i) se sigue del
corolario (3.2.3) en su primer item junto con la siguiente desigualdad∣∣∣et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)

∣∣∣ = etℜ[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)yℜ(z−v)

≤ e−tC4ϵ4h(α,β,θ)+t1/3σ(θ)|y|

De manera similar, la parte (ii) se sigue del corolario (3.2.3) en su segundo
item.

Prueba de la parte (iii). En este caso usamos la desigualdad ℜ(z − v) ≤
ℜ(v − θ) + ℜ(θ − v) ≤ σ−1t−1/3 + |v − θ| y el lema (3.2.4) para concluir que
la expresión

ℜ
{
t[h(z)− h(v)]− t1/3σ(θ)y(z − v)

}
=

ℜ{t[h(z)− h(θ)]}+ ℜ
{
t[h(θ)− h(v)]− t1/3σ(θ)y(z − v)

}
está acotada superiormente por

ℜ{t[h(θ)− h(v)]}+ 128g(α, β)
1

θ5σ3
+ t1/3σ(θ)|y||v − θ|+ |y| (3.2.17)
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donde para acotar el primer término de la expresión anterior usaremos una
aproximación por seŕıe de Taylor de h(v) al rededor de θ. Recalcamos que
v ∈ WL

θ,ϵ o v ∈ Cϵ
θ y definamos v̄ por

v = θ +
v̄

σ(θ)t1/3

y h̄(v̄) = h(v). Entonces

th̄(v̄) = th(θ) +
v̄3

3!

1

σ3
h(3)(θ) +

v̄4

4!

1

σ4t1/3
h(4)(θ) +

∞∑
k=5

v̄k

k!

1

σkt(k−3)/3
h(k)(θ)

Aśı tenemos∣∣∣∣th̄(v̄)− th(θ)− v̄3

3!

1

σ3
h(3)(θ)− v̄4

4!

1

σ4t1/3
h(4)(θ)

∣∣∣∣ ≤ |v̄3|
σ3

∞∑
k=5

ϵk−3

k!
h(k)(θ)

(3.2.18)
Ahora a partir de la parte (iii) del corolario (A.0.1), tenemos que∣∣∣∣∣ v̄3σ3

∞∑
k=5

ϵk−3

k!
h(k)(θ)

∣∣∣∣∣ ≤ 64
g(α, β)

σ3

∣∣v̄3∣∣ ∞∑
k=5

ϵk−3

θk+2

≤ 128
g(α, β)

σ3
ϵ2

1

θ7
∣∣v̄3∣∣

donde en la última desigualdad hemos usado que ϵ < θ
2
. Se sigue que∣∣∣∣tℜ[h̄(v̄)− h(θ)]− ℜ (v̄3)

3
− ℜ (v̄4)

4!

1

σ4t1/3
h(4)(θ)

∣∣∣∣ ≤ 128
g(α, β)

σ3
ϵ2

1

θ7
∣∣v̄3∣∣
(3.2.19)

Por otro lado, ya que v ∈ WL
θ,ϵ o v ∈ Cϵ

θ, se tiene que el argumento de v̄

es ±
[
π
2
+ ϵ

2θ
+ o(ϵ)

]
. Luego, a partir de que h(4)(θ) < 0 (ver parte (v) del

corolario A.0.1) y
(
σt1/3

)−1 |v̄| < ϵ tenemos que

−ℜ (v̄3)

3
− ℜ (v̄4)

4!

1

σ4t1/3
h(4)(θ) = sin

(
3ϵ

2θ
+ o(ϵ)

)
|v̄3|
3

− cos

(
2ϵ

θ
+ o(ϵ)

)
h(4)(θ)

σ4t1/3
|v̄|4

4!

≤ −ϵ|v̄3| 1
σ3

[
σ3

2θ
+
h(4)(θ)

4!
+ o1(ϵ)

σ3

ϵ
+ o2(ϵ)h

(4)(θ)

]
= −ϵ|v̄|3 1

σ3

[
σ3

2θ
+
h(4)(θ)

4!

]
+ o1(ϵ)|v̄|3 + o2(ϵ)|v̄|3

h(4)(θ)

σ3

≤ −ϵ|v̄|3c2(θ, α, β)
(3.2.20)
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donden, en la última desigualdad, hemos asumido que ϵ es suficientemente
pequeña. Además, por las partes (iii) y (iv) del corolario (A.0.1) y por el
lema (3.2.3), tenemos que c2(θ, α, β) es una constante positiva independiente
de α y β cuando α ≥ 1 y β ≥ 1. Luego, de las ecuaciones (3.2.19) y (3.2.20)
y usando nuevamente la parte (iv) del corolario (A.0.1), tenemos que para ϵ
suficientemente pequeño

−tℜ[h̄(v̄)− h(θ)] ≤ −c3(θ, α, β)ϵ|v̄|3

donde c3(θ, α, β) no depende de α y β para α ≥ 1 y β ≥ 1. Luego

−tℜ[h(v)− h(θ)] ≤ −c3(θ, α, β)ϵσ3(θ)t|v − θ|3

y a partir de la cota en la expresión (3.2.17) y el lema (3.2.4) tenemos que∣∣∣et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣et[h(z)−h(θ)]+t[h(θ)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)

∣∣∣
≤ e128g(α,β)

1
θ5σ3 etℜ[h(θ)−h(v)]+t1/3σ(θ)|y(z−v)|

≤ e−c3(θ,α,β)ϵtσ3(θ)|v−θ|3+128g(α,β) 1
θ5σ3+c4t1/3σ(θ)|y||v−θ|

lo cual prueba la parte (iii).

3.2.3. Prueba de la proposición (3.1)

La prueba se basa en las propiedades de descenso más rápido a lo largo
de ciertos contornos apropiados que ya hemos definido. A lo largo de algunos
pasos iremos deformando el contorno Cθ a V

ϵ
θ y el contornoDϵ

θ con la finalidad
de evitar singularidades en el kernel KRW

u (v, v′) cuando v = v′ = θ. Se prueba
que la integral del determinante de Fredholm sobre el contorno fuera de la
bola B(θ, ϵ) tiene contribución nula en el ĺımite.

Paso 0. Como se mencionó ĺıneas arriba, primero deformamos el contorno
de integración que aparece en la definición del kernel KRW

u (v, v′) de D1/2 a
Dt

θ, de modo que

KRW
u (v, v′) =

1

2πi

∫
Dt

θ

π

sin(π(z − v))
et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)Γ(v)

Γ(z)

dz

z − v′

(3.2.21)
Paso 1. En este paso mostraremos que cuando v, v′ ∈ Cθ tenemos que∣∣KRW

u (v, v′)−KRW
y,ϵ (v, v′)

∣∣ ≤ 1

c5
e−a1t (3.2.22)
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para alguna costante c5 = c5(θ, ϵ, y) > 0 independiente de α y β y a1 =
a1(θ, ϵ, α, β, y) > 0, tal que

a1(θ, ϵ, α, β, y) ≥ c5g(α, β) para α ≥ 1 y β ≥ 1

donde el kernel Ky,ϵ fue definido en la ecuación (3.2.8). Para probar este paso
note que

KRW
u (v, v′)−KRW

y,ϵ (v, v′) =∫
Dϵ,+

θ

π

sin(π(z − v))
et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)Γ(v)

Γ(z)

dz

z − v′
(3.2.23)

ya que v ∈ Cθ y z ∈ Dϵ,+
θ , por la parte (i) del lema (3.2.5) podemos acotar

la exponencial en el integrando∣∣∣et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)
∣∣∣ ≤ e−tC4ϵ4h(α,β,θ)+t1/3σ|y|ϵ (3.2.24)

Ahora, para acotar la función gamma recalcamos que |Γ(x+ iy)| eπ
2
|y||y|1/2−x →√

2π cuando y → ±∞ para x e y reales (ver por ejemplo [Bat53]). Esto im-
plica que

|Γ(z)| ≥ 1

c6
e−

π
2
|ℑ(z)| (3.2.25)

para z ∈ Dθ para algún c6(ϵ) > 0. Además tenemos que

| sin(π(z))| ≥ c7e
π|ℑ(z)| (3.2.26)

para algún c7 > 0. Por lo tanto, por la ecuación 3.2.24 tenemos que para
v, v′ ∈ Cθ y z ∈ Dϵ,+

θ se cumple que∣∣∣∣ π

sin(π(z − v))
et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)Γ(v)

Γ(z)

1

z − v′

∣∣∣∣ ≤
c8|Γ(v)|e−

π
2
|ℑ(z)|e−tC4ϵ4h(α,β,θ)+t1/3σ(θ)|y|ϵ (3.2.27)

para algún c8 = c8(θ, ϵ) > 0. Note que, ya que v ∈ Cθ, se tiene |Γ(v)| ≤ c9(θ).
Luego, a partir de la desigualdad (3.2.27) y usando el hecho de que

h(α, β, θ) ≥ C5(θ)g(α, β) para α ≥ 1 y β ≥ 1 (3.2.28)

(ver parte (i) del corolario 3.2.3 y parte (i) del lema 3.2.5) junto con la parte
(iii) del corolario A.0.1 y el lema 3.2.3 para obtener una cota superior para
σ, obtenemos la desigualdad (3.2.22).
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Paso 2. En este paso probaremos que para v ∈ Cϵ,+
θ y v′ ∈ Cθ se cumple

que ∣∣KRW
y,ϵ (v, v′)

∣∣ ≤ ∣∣KRW
u (v, v′)

∣∣ ≤ 1

c10
e−a2t (3.2.29)

para cierto par de constantes a(θ, α, β, y) y c10 = c10(θ, ϵ, y) positivas tales
que

a = a(θ, α, β, y) ≥ c10g(α, β) para α ≥ 1 y β ≥ 1. (3.2.30)

Usando nuevamente las estimaciones (3.2.25) y (3.2.26) y la parte (ii) del
lema (3.2.5) obtenemos que (aqúı z ∈ Dt

θ)∣∣∣∣ π

sin[π(z − v)]
et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)Γ(v)

Γ(z)

1

z − v′

∣∣∣∣ ≤
c11|Γ(v)|e−

π
2
|ℑ(z)|e−tCeϵ4g(α+1,β)+128g(α,β) 1

θ5σ3+2t1/3σ(σ)|y|

para alguna constante c11 = c11(θ, ϵ) > 0. Integrando sobre z y usando la
parte (iii) del corolario (A.0.1) para acotar σ obtenemos (3.2.29).

Paso 3. En este paso probaremos que cuando v ∈ Cϵ
θ y v′ ∈ Cθ tenemos

que ∣∣KRW
y,ϵ (v, v′)

∣∣ ≤ ∣∣KRW
u (v, v′)

∣∣ ≤ 1

c12
σt1/3e−c12tσ3|v−θ|3 (3.2.31)

para alguna constante c12 = c12(θ, ϵ, α, β) ≥ 0 tal que

c12(θ, ϵ, α, β) ≥ c13 for α ≥ 1 y β ≥ 1

para alguna constante ppsitiva c13 independiente de α y β. En efecto, por
la parte (iii) del lema (3.2.5) junto con las expresiones (3.2.25) y (3.2.26),
usando la desigualdad ∣∣∣∣ z − v

sin[π(z − v)]

∣∣∣∣ ≤ c14 (3.2.32)

y el hecho de que |z − v′| ≥ c15
(
σt1/3

)−1
, obtenemos lo siguiente∣∣∣∣ π

sin[π(z − v)]
et[h(z)−h(v)]−t1/3σ(θ)y(z−v)Γ(v)

Γ(z)

1

z − v′

∣∣∣∣ ≤
c16σt

1/3|Γ(v)|e−
π
2
|ℑ(z)| 1

C7
tσ3(θ)|v−θ|3

para alguna constante positiva c16 y donde C7(θ, ϵ, α, β) > 0 no depende de
α ni de β cuando α ≥ 1 y β ≥ 1, lo cual prueba (3.2.31).
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Paso 4. En este paso probaremos que

ĺım
t→∞

det
(
I −KRW

u

)
L2(Cθ)

= ĺım
t→∞

det
(
I −KRW

u

)
L2(Cϵ

θ)
(3.2.33)

siempre que el ĺımite de la derecha exista. Considere la expansión del deter-
minante de Fredholm

det
(
I −KRW

u

)
L2(Cθ)

= 1+
∞∑
n=1

(−1)n

n!

∫
(Cθ)

n
det
[
KRW

u (wi, wj)
]n
i,j=1

dw1 · · · dwn

Ahora note que la integral de la serie anterior sobre el contorno (Cθ)
n se

puede descomporner como suma de dos integrales sobre los contornos (Cϵ
θ)

n

y (Cθ)
n \ (Cϵ

θ)
n∫

(Cϵ
θ)

n
det
[
KRW

u (wi, wj)
]n
i,j=1

dw1 · · · dwn

+

∫
(Cθ)

n\(Cϵ
θ)

n
det
[
KRW

u (wi, wj)
]n
i,j=1

dw1 · · · dwn

Vamos a probar que el ĺımite cuando t tiende al infinito del segundo sumando
en la expresión de arriba se anula.

Combinando las expresiones (3.2.29) y (3.2.31) con la desigualdad de
Hadamard y usando la parte (iii) del corolario (A.0.1) tenemos que∣∣∣det [KRW

u (wi, wj)
]n
i,j=1

∣∣∣ ≤ nn/2
(
c17σ

3t
)n/3

e−c18σ3t (3.2.34)

para ciertas costantes c17 = c17(θ, ϵ, α, β) > 0 y c18 = c18(θ, ϵ, α, β) > 0 con
la propiedad de que ambas constantes son independientes de α y β cuando
α ≥ 1 y β ≥ 1. También notemos que el lado derecho de la desigualdad
(3.2.34) define una serie convergente ya que

∞∑
n=1

nn/2

n!

(
c17σ

3t
)n/3

e−c18σ3t ≤ e−c18σ3t+2c217(σ3t)
2/3

(3.2.35)

Ahora, en el caso en el que α y β son fijos es obvio que el lado de la desigualdad
anterior converge a cero cuando t tiende a infinito. Por otro lado, bajo la
hipótesis de que (αt)t≥0 y (βt)t≥0 satisfacen (3.1.3) y (3.1.4) tenemos que el
ĺımite de σ3t cuando t tiende a infinito es infinito, de modo que en este caso
también tenemos que el lado derecho de la desigualdad (3.2.35) tiende a cero
cuando t tiende a infinito. Se sigue entonces que

ĺım
t→∞

(−1)n

n!

∫
(Cθ)

n\(Cϵ
θ)

n
det
[
KRW

u (wi, wj)
]n
i,j=1

dw1 · · · dwn = 0
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lo cual prueba el paso 4.
Paso 5. En este paso probaremos lo siguiente

ĺım
t→∞

det
(
I − kRWu

)
L2(Cϵ

θ)
= ĺım

t→∞
det
(
I − kRWy,ϵ

)
L2(Cϵ

θ)
(3.2.36)

para lo cual usaremos la siguiente desigualdad para la diferencia entre los
determinantes de dos matrices de ornden n, A = (A1, · · · , An) y B =
(B1, · · · , Bn), donde Ai es la columna i-ésima de la matriz A y análogamente
para la matriz B.

|det(A)− det(B)| ≤
n∑

j=1

|det(B1, · · · , Bj−1, Aj −Bj, Aj+1, · · · , An)| .

(3.2.37)
Ahora, escogemos A =

[
KRW

u (wi, wj)
]n
i,j=1

y B =
[
KRW

y,ϵ (wi, wj)
]
, y aplicamos

la desigualdad (3.2.37) junto con las cotas (3.2.22) del paso (i) y (3.2.31) del
paso 4 y la desigualdad de Hadamard para concluir que∣∣∣det [KRW

u (wi, wj)
]n
i,j=1

− det
[
KRW

y,ϵ (wi, wj)
]n
i,j=1

∣∣∣ ≤
n

(
n
1

c5
e−2a1t

)1/2 [
nc19

(
σ3t
)2/3]n/2

= c
n/2
20 n

(n+1)/2
(
σ3t
)n/2

e−a1t

para cierto par de constantes positivas c19 = c19(θ, ϵ, y, α, β) > 0 y c20 =
c20(θ, ϵ, y, α, β) > 0 las cuales son independientes de α y β cuando α ≥ 1 y
β ≥ 1. Al igual que en el paso 4, esto implica que

∞∑
n=1

1

n!

∣∣∣∣∣
∫
(Cϵ

θ)
n
det
[
KRW

u (wi, wj)
]n
i,j=1

dw1 · · · dwn

−
∫
(Cϵ

θ)
n
det
[
KRW

i,ϵ (wi, wj)
]n
i,j=1

dw1 · · · dwn

∣∣∣∣∣ ≤ e−c21σ3t+2c222(σ3t)
2/3

(3.2.38)

para cierto par de constantes positivas c21 = c21(θ, ϵ, y, α, β) > 0 y c22 =
c22(θ, ϵ, y, α, β) > 0 las cuales son independientes de α y β cuando α ≥ 1 y
β ≥ 1 y, como en el paso 3, conclúımos que en el caso en el que α y β son
constantes y en el caso en el que (αt)t≥0 y (βt)t≥0 satisfacen las condiciones
(3.1.3) y (3.1.4) el lado derecho de la desigualdad (3.2.38) tiende a cero
cuando t tiende a infinito, lo cual combinado con el paso 4 implica (3.2.36).

Paso 6. En este paso mostraremos lo siguiente

limt→∞ det
(
I −KRW

y,ϵ

)
L2(Cϵ

θ)
= det (I + ky)L2(C)

40



Primero notemos que podemos deformar el contorno Cϵ
θ a WL

θ , de modo que
es suficiente probar

ĺım
t→∞

det
(
I −KRW

y,ϵ

)
L2(WL

θ )
= det (I + ky)L2(C)

Para probar esto, primero hacemos un cambio de coordenadas en las variables
de integración del determinante de Fredholm y en el kernel KRW

y,ϵ introducien-
do las nuevas variables z̄, v̄ y v̄′ definidas por

z = θ +
z̄

σ(θ)t1/3

v = θ +
v̄

σ(θ)t1/3

v′ = θ +
v̄′

σ(θ)t1/3

(3.2.39)

Entonces tenemos lo siguiente

det
(
I −KRW

y,ϵ

)
L2(WL

θ )
= det

(
I − K̄t

ϵ

)
L2(W∞

θ )

donde el determinante de la derecha está definido por el siguiente kernel

K̄t
ϵ(v̄, v̄

′) := 1|v̄|,|v̄′|≤ϵσt1/3
1

σ(θ)t1/3
KRW

y,ϵ

[
θ +

v̄

σ(θ)t1/3
, θ +

v̄′

σ(θ)t1/3

]
(3.2.40)

Primero probaremos la convergencia puntual del kernel K̄t
ϵ . Para esto conside-

remos el contorno Lϵ := D1,ϵσt1/3,+
0 ∪ S1

0 formado por las dos ĺıneas verticales

D1,ϵσt1/3,+
0 :=

{
yi : y ∈

[
1, ϵσt1/3

]}
∪
{
yi : i ∈

[
−1,−ϵσt1/3

]}
y la semicir-

cuenferencia S1
0 := {z : |z| = 1,ℜ(z) ≥ 0}. Además denotamos con L∞ como

el contorno Lϵ con ϵ = ∞. Entonces tenemos

K̄t
ϵ(v̄, v̄

′) =

1|v|,|v′|≤ϵσt1/3

2πi

∫
Lϵ

σ−1t−1π

sin [σ−1t−1/3π(z̄ − v̄)]
et[h̄(z̄)−h̄(v̄)]−y(z̄−v̄) Γ̄(v̄)

Γ̄(z̄)

1

z̄ − v̄′
dz̄

donde

h̄(w) = h
(
θ + σ−1t−1/3w

)
y Γ̄(w) = Γ

(
θ + σ−1t−1/3w

)
Ahora, notemos que los siguientes ĺımites se cumplen en el caso α y β
constantes, y también en el caso en el que ambos parametros depende de

41



t cumpliendo las condiciones (3.1.3) y (3.1.4) (ya que en este caso se cumple
ĺımt→∞ σt3 = ∞ por la parte (iv) y parte (v) del corolario (A.0.1))

ĺım
t→∞

σ−1(θ)t−1/3π

sin [σ−1(θ)t−1/3π (z̄ − v̄)]
=

1

z̄ − v̄

ĺım
t→∞

Γ̄(v̄)

Γ̄(z̄)
= 1

ĺım
t→∞

t
[
h̄(z̄)− h̄(v̄)

]
=

1

3

(
z̄3 − v̄3

)
De los ĺımites anteriores se sigue que

ĺım
t→∞

σ−1(θ)t−1/3π

sin [σ−1(θ)t−1/3π (z̄ − v̄)]
et[h̄(z̄)−h̄(v̄)]−y(z̄−v̄) Γ̄(v̄)

Γ̄(z̄)

1

z̄ − v̄′

=
1

(z̄ − v̄) (z̄ − v̄′)
e

1
3(z̄3−v̄3)−y(z̄−v̄)

Ahora necesitamos justificar que el ĺımite anterior puede ser conmutado con
la integral sobre z̄. Note que v ∈ WL

θ,ϵ y z ∈ Dt
θ implican que v̄ ∈ W∞ y

z̄ ∈ L∞, de modo que podemos aplicar la parte (iii) del lema (3.2.5) para
acotar la exponencial y concluir que∣∣∣∣ σ−1(θ)t−1/3π

sin [σ−1(θ)t−1/3π (z̄ − v̄)]
et[h̄(z̄)−h̄(v̄)]−y(z̄−v̄) Γ̄(v̄)

Γ̄(z̄)

1

z̄ − v̄′

∣∣∣∣ ≤ c23
|Γ(v̄)|

|z̄ − v̄||z̄| − v̄′
e−C7|v̄|3

(3.2.41)
Ya que el lado derecho tiene un decaimiento cuadrático, se concluye por el
teorema de convergencia dominada que

ĺım
t→∞

Kt
ϵ(v̄, v̄

′) =

∫
L∞

1

(z̄ − v̄)(z̄ − v̄′)
e

1
3(z̄3−v̄3)−y(z̄−v̄)dz̄ (3.2.42)

Ahora, de la desigualdad (3.2.41), podemos concluir que

Kt
ϵ(v̄, v̄

′) ≤ c24e
−C7|v̄|3

para alguna constante positiva c24. Luego, por la desigualdad de Hadamard,
la desigualdad anterior implica lo siguiente

det
[
Kt

ϵ(w̄i, w̄j)
]n
i,j=1

≤ nn/2

n∏
i=1

c24e
−C7

2
|w̄i|3
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De esta última desigualdad junto con la convergencia en (3.2.42) y usando el
teorema de convergencia dominada tenemos que

ĺım
t→∞

∫
(WL

θ )
n
det
[
KRW

y,ϵ (wi, wj)
]
dw1 · · · dwn

=

∫
(W∞

θ )
n
det [Ky (w̄i, w̄j)] dw̄1 · · · dw̄n

Aplicando nuevamente el teorema de convergencia dominada para intercam-
biar la suma en la expansión del determinante de Fredholm con el ĺımite,
finalizamos la prueba de la parte 6 y con esto terminamos la prueba de los
ı́tems (i) y (ii) de la proposición (3.1).

3.2.4. Prueba del lema (3.2.3)

Para probar este lema usaremos la siguiente notación

Ξ(x) :=
ψ2(x)

4θ
+
ψ3(x)

4!
=

1

4

∞∑
n=0

1

x4n
− 1

2

∞∑
n=0

1

θ

1

x3n
.

Ahora, notemos que se cumple

σ3(θ)

2θ
+
h(4)(θ)

4!
=
h(3)(θ)

4θ
+
h(4)(θ)

4!

= Ξ(θ + α)− Ξ(θ) +
ψ1(θ)− ψ1(θ + α)

ψ1(θ)− ψ1(θ + α + β)
[Ξ(θ)− Ξ(θ + α + β)]

Además esta expresión tiende a cero cuando beta tiende a cero. Luego, es
suficiente probar que la derivada con respecto a β de la expresión anterior es
positiva. En otras palabras, haciendo el cambio de variable y = θ + α + β,
debemos probar que

ψ1(θ)− ψ1(θ + α)

[ψ1(θ)− ψ1(y)]
2 {−Ξ′(y) [ψ1(θ)− ψ1(y)] + ψ2(y) [Ξ(θ)− Ξ(y)]} > 0

para y > 2θ. Se ve fácilmente que el primer factor es positivo. El segundo
factor (entre llaves) lo desarrollamos a continuación

−
∑
m≥0

(
3

2θ
− 1

ym

)
1

y4m

∑
n≥0

(
1

θ2n
− 1

y2n

)
+
∑
m≥0

1

y3m

[∑
n≥0

(
1

θ
− 1

2θn

)
1

θ3n
−
∑
n≥0

(
1

θ
− 1

2yn

)
1

y3n

]
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lo cual es igual a lo siguiente

−
∑
m≥0

3ym − 2θ

2θy5m

∑
n≥0

y2n − θ2n
θ2ny

2
n

+
∑
m≥0

1

y3m

[∑
n≥0

2θn − θ

2θθ4n
−
∑
n≥0

2yn − θ

2θy4n

]
A continuación probaremos la positividad de esta última expresión. Primero
analizaremos los términos correspondientes a cuando los ı́ndices n y m son
iguales

−3yn − 2θ

2θy5n

y2n − θ2n
θ2ny

2
n

+
1

y3n

2θn − θ

2θθ4n
− 1

y3n

2yn − θ

2θy4n
Si desarrollamos la expresión anterior obtenemos una cantidad positiva en el
denominador y como numerador obtenemos la siguiente expresión

− (3yn − 2θ)(y2n − θ2n)θ
2
n + (2θn − θ)y4n − (2yn − θ)θ4

= −(3a+ 3t− 2θ)
[
(a+ t)2 − a2

]
a2(2a− θ)(a+ t)4 − (2a+ 2t− θ)a4

donde estamos abreviando θn como a y α+β como t de modo que yn = a+t y
t > θ. Después de expandir los binomios elevados a la cuarta potencia vemos
que los términos independientes y lineales con respecto a t se cancelan

− (3a+ 3t− 2θ)(2a+ t)ta2 + (2a− θ)(4a3t+ 6a2t2 + 4at3 + t4)− 2ta4

= −(9at+ 3t2 − 2tθ)ta2 + (2a− θ)(6a2t2 + 4at3 + t4)

= t2
[
3a3 − 4a2θ + (5a2 − 4aθ)t+ (2a− θ)t2

]
Como a ≥ θ, es claro que esta última expresión es positiva para t > θ. Ahora
analizamos los términos correspondientes a ı́ndices distintos (m ̸= n)

− 3ym − 2θ

2θy5m

y2n − θ2n
θ2y2n

+
1

y3n

2θn − θ

2θθ4n
− 1

y3m

2yn − θ

2θy4n

− 3yn − 2θ

2θy5n

y2m − θ2m
θ2my

2
m

+
1

y3n

2θm − θ

2θθ4m
− 1

y3n

2ym − θ

2θy4m

La primera mitad puede escribirse como

−(3ym − 2θ)(y2n − θ2n)y
2
n

2θy5mθ
2
ny

4
n

+
(2θn − θ)y4n − (2yn − θ)θ4n

2θy3mθ
4
ny

4
n

Lo anterior es igual a

−(3ym − 2θ)(y2n − θ2n)y
2
n + (3yn − 2θ)(y2n − θ2n)y

2
m

2θy5mθ
2
ny

4
n

+
−(3yn − 2θ)(y2n − θ2n)θ

2
n + (2θn − θ)y4n − (2yn − θ)θ4n
2θy3mθ

4
ny

4
n
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Ya fue probado que el último numerador es positivo. Para la segunda mitad
de la expresión de arriba se procede de manera similar, de modo que resta
probar que la siguiente cantidad

−(3ym − 2θ)(y2n − θ2n)y
2
n + (3yn − 2θ)(y2n − θ2n)y

2
m

2θy5mθ
2
ny

4
n

+
−(3yn − 2θ)(y2m − θ2m)y

2
m + (3ym − 2θ)(y2m − θ2m)y

2
n

2θy5nθ
2
my

4
m

es positiva para y > 2θ. Esto es equivalente a probar la positividad de la
siguiente expresión

− (3ym − 2θ)(y2n − θ2n)y
3
nθ

2
m + (3yn − 2θ)(y2n − θ2n)y

2
mynθ

2
m

− (3yn − 2θ)(y2m − θ2m)y
3
mθ

2
n + (3ym − 2θ)(y2m − θ2m)y

2
nymθ

2
n

Factorizando tenemos que lo anterior es igual a[
(y2n − θ2n)θ

2
myn − (y2m − θ2m)θnym

] [
(3yn − 2θ)y2m − (3ym − 2θ)y2n

]
Denotando a = θn y b = θm para abreviar tenemos que lo anterior es igual a[
(2a+ t)tb2(a+ t)− (2b+ t)ta2(b+ t)

]
[3(a+ t)(b+ t)(b− a)− 2θ(a+ b+ 2t)(b− a)]

Operando convenientemente notamos que la expresión anterior es igual a[
(a+ b)t3 + 3abt2

] [
3ab+ 3t2 + (a+ b)(3t− 2θ)− 4θt

]
(b− a)2

la cual es positiva bajo nuestras hipótesis.

3.2.5. Prueba del lema (3.2.1)

La mayor dificultad técnica de la prueba del lema (3.2.1) será extraer el
cero de la función ℜ [izh′(z)] para z = eiϕ en ϕ = 0 restándole funciones
apropiadas. Esto nos permitirá separar los factores sin(ϕ) y 1 − cos(ϕ) de
ℜ [izh′(z)].

Comenzamos mostrando algunas propiedades importates de la siguiente
función auxiliar definida para x > 0

P(x) = −
∞∑
n=o

θ2 + 2θxn cosϕ

(θ2 + 2θxn cosϕ+ x2n) (θ + xn)
2 (3.2.43)

donde nuevamente estamos adoptando la notación xn = n+ x.
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Lema 3.2.6. Para θ > 0, se cumple lo siguiente

(i) Para todo ϕ ∈ (0, π) tal que cosϕ ≥ 0, la función −P(x) es positiva y
decreciente en x > 0.

(ii) Para todo ϕ ∈ (0, π) y x > 0 tales que cosϕ ≤ − θ
2x
, −P(x) es negativa.

(iii) Para toda ϕ ∈ (0, π) y x > 0 tales que cosϕ ≤ − θ
x
, −P(x + y) es

creciente en y > 0.

(iv) Para toda ϕ ∈ (0, π), x ≥ 0, y y ≥ 0 tenemos que

− [P(x)− P(x+ y)] ≤ v(ρ, ϕ)1(cosϕ > −ρ) [Ψ1(θ + x)−Ψ1(θ + x+ y)]

donde

v(ρ, ϕ) =
ρ2 + 2ρ cosϕ+ ρ

ρ2 + 2ρ cosϕ+ 1
≤ ρ2 + 3ρ

(ρ+ 1)2

y ρ = θ
x

Demostración. la positividad de −P(x) para cosϕ ≥ 0 es inmediata. Tam-
bién la negatividad de −P(x) para cosϕ ≤ − θ

2x
, lo que prueba la parte (ii).

Ahora probaremos que −P(x) es decreciente en x para cosϕ ≥ 0 (parte (i)),
la parte (iii) y parte (iv). Para simplificar un poco la notación definimos

C(u) := θ + 2u cosϕ

A(u) := θ2 + 2θu cosϕ+ u2

y
B(u) := (θ + u)2

Luego, notemos que la expresión

C(xn)

A(xn)B(xn)
− C((x+ y)n)

A((x+ y)n)B((x+ y)n)

es igual a

θ + 2xn cosϕ

A(xn)

[
1

B(xn)
− 1

B((x+ y)n)

]
− 2y cosϕ

A(xn)

1

B((x+ y)n)

+
θ + 2(x+ y)n cosϕ

A((x+ y)n)

2y(θ cosϕ+ xn) + y2

A(xn)B((x+ y)n)
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que a su vez es igual a

θ + 2xn cosϕ

A(xn)

[
1

B(xn)
− 1

B((x+ y)n)

]
− 2 cosϕ

2θ + 2xn + y

B(xn)

A(xn)

2yθ + 2xny + y2

B(xn)B((x+ y)n)

+
θ + 2(x+ y)n cosϕ

A((x+ y)n)

B(xn)

A(xn)

2(θ cosϕ+ xn) + y

2θ + 2xn + y

2θy + 2xny + y2

B(xn)B((x+ y)n)

que finalmente se puede expresar, de manera más compacta, como

(b+ c+ a)

[
1

B(xn)
− 1

B((x+ y)n)

]
donde

b =
θ + 2xn cosϕ

θ2 + 2xnθ cosϕ+ x2n

c = − 2 cosϕ

2θ + 2xn + y

(θ + xn)
2

θ2 + 2θxn cosϕ+ x2n

a =
θ + 2(xn + y) cosϕ

θ2 + 2θ(xn + y) cosϕ+ (xn + y)2
(xn + θ)2

θ2 + 2θxn cosϕ+ x2n

2(θ cosϕ+ xn) + y

2(θ + xn) + y

Note que, entonces, a+ c es igual a

[2(xn + y)(θ + xn cosϕ)− θy] (xn + θ)2

(θ2 + 2θxn cosϕ+ x2n) [θ
2 + 2θ(xn + y) cosϕ+ (xn + y)2] (2θ + 2xn + y)

(3.2.44)
De esta última expresión podemos verificar fácilmente que a+ c ≥ 0 cuando
cosϕ ≥ 0. Esto junto al hecho de que bajo la condición sobre ϕ tenemos que
b ≥ 0, prueban que −P(x) es decreciente cuando cosϕ ≥ 0, lo cual prueba
la parte (i).

Por otro lado, la expresión (3.2.44) también prueba que a+ c ≤ 0 cuando
cosϕ ≤ θ

x
. Además, esta última condición para ϕ también implica que b ≤ 0

y por lo tanto −P(x+y) es creciente en y cuando cosϕ ≤ − θ
x
, lo cual prueba

la parte (iii).
Para probar la parte (iv) notemos que

a+c ≤ 2(xn + y)(θ + xn cosϕ)(xn + θ)2

(θ2 + 2θxn cosϕ+ x2n) [θ
2 + 2θ(xn + y) cosϕ+ (xn + y)2] (2θ + 2xn + y)

Ahora notemos que para todo ϕ ∈ (0, π), la función

f1(v) =
v

θ2 + 2θv cosϕ+ v2
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es decreciente en v siempre que v ≥ θ. Por lo tanto, ya que por hipótesis
tenemos que x ≥ θ, se sigue que xn + y ≥ θ, de modo que para todo n ≥ 0

(a+ c)θ ≤ θxn(θ + xn cosϕ)(xn + θ)

(θ2 + 2θxn cosϕ+ x2n)
2 1(cosϕ > −θ/xn)

≤ ρn(ρn + cosϕ)(ρn + 1)

(ρ2n + 2ρn cosϕ+ 1)2
1(cosϕ > −ρn)

donde ρn := θ
xn
. Ahora, consideremos la siguiente función

f2(u, a) :=
u+ a

u2 + 2ua+ 1

Notemos que para u ∈ (0, 1) se cumple

∂f2(u, a)

∂a
=

1− u2

(u2 + 2ua+ 1)2
> 0

Lo cual prueba que para u fijo, la función f2(u, a) es creciente en a. Luego,
para todo n ≥ 0

ρn(ρn + cosϕ)(ρn + 1)

(ρ2n + 2ρn cosϕ+ 1)2
≤ ρn
ρ2n + 2ρn cosϕ+ 1

se sigue que
(a+ b+ c)θ ≤ f3(ρn, cosϕ)1(cosϕ > −ρn)

donde hemos definido para u ∈ [0, 1] y a ∈ (−1, 1)

f3(u, a) =
u2 + 2ua+ u

u2 + 2ua+ 1

Ahora notemos que para u ∈ (0, 1) y a arbitrario se cumple

∂f3(u, a)

∂a
=

2u(1− u)

(u2 + 2ua+ 1)2
> 0

También para a ∈ (−u, 1) y u ∈ (0, 1) se cumple

∂f3(u, a)

∂u
=

1 + 2u+ 2a− u2

(u2 + 2ua+ 1)2
> 0

Luego
f3(ρn, a) ≤ f3(ρ0, a)
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Se sigue también que f3(u, a) es creciente en a para u fijo y creciente en
u para a fijo y siempre que u, a ∈ (0, 1). Por lo tanto, ya que ρn ≤ ρ0, se
concluye que

(a+ b+ c)θ ≤ ρ20 + 2ρ0 cosϕ+ ρ0
ρ20 + 2ρ0 cosϕ+ 1

1(cosϕ > −ρ0) ≤
ρ20 + 3ρ0
(ρ0 + 1)2

1(cosϕ > −ρ0)

Procedemos ahora con la prueba del lema (3.2.1)
Sea z = θeiϕ, notemos que

ℜ [izh′(z)] = Θ(α)−Θ(α+β)+
Ψ1(α + θ)−Ψ1(α + β + θ)

Ψ1(θ)−Ψ1(α + β + θ)
[Θ(α + β)−Θ(0)]

donde para γ real definimos

Θ(γ) := ℜ{iz [Ψ(z + γ)−Ψ(θ + γ)]}

Ahora, para γ > 0 tenemos que la siguiente expansión es válida para cualquier
z /∈ {0,−1,−2, · · · }

Ψ(z + γ)−Ψ(θ + γ) =
∑
n≥0

z − θ

(z + γ + n)(θ + γ + n)
(3.2.45)

y también

ℜ
(
iz
z − θ

γn + z

)
= θ2 sinϕ

−θ − γn(2 cosϕ− 1)

θ2 + 2θγn cosϕ+ γ2n
Esto implica que

Θ(γ) = R(γ)θ2 sinϕ

donde definimos

R(γ) := −
∞∑
n=0

θ + γn(2 cosϕ− 1)

(θ2 + 2θγn cosϕ+ γ2n)(θ + γn)

Luego, es suficiente probar que para ϕ ∈ (0, π) se cumple

R(α)−R(α + β) +
Ψ1(α + θ)−Ψ1(α + β + θ)

Ψ1(θ)−Ψ1(α + β + θ)
[R(α + β)−R(0)] > 0

Por otro lado, notemos que

R(γ) + Ψ1(θ + γ) =
∞∑
n=0

[
1

(θ + γn)2
− θ + γn(2 cosϕ− 1)

(θ2 + 2θγn cosϕ+ γ2n)(θ + γn)

]
= 2Q(γ)(1− cosϕ)

(3.2.46)
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donde hemos definido

Q(γ) =
∞∑
n=0

γ2n
(θ2 + 2θγn cosϕ+ γ2n)(θ + γn)2

Por lo tanto es suficiente probar que para ϕ ∈ (0, π) se cumple

Q(α)−Q(α + β) +
Ψ1(α + θ)−Ψ1(α + β + θ)

Ψ1(θ)−Ψ1(α + β + θ)
[Q(α + β)−Q(0)] > 0

(3.2.47)
Para esto notemos que

Q(γ)−Ψ1(θ + γ) =
∞∑
n=0

[
γ2n

(θ2 + 2θγn cosϕ+ γ2n)(θ + γn)2
− 1

(θ + γn)2

]
= P(γ)

(3.2.48)

donde nuevamente estamos usando la función P definida en la ecuación
(3.2.43). Por lo anterior tenemos que es suficiente probar que para ϕ ∈ (0, π)

P(α)− P(α + β) +
Ψ1(α + β)−Ψ1(α + β + θ)

Ψ1(θ)−Ψ1(α + β + θ)
[P(α + β)− P(0)] > 0

(3.2.49)
En efecto, teniendo esto, la desigualdad (3.2.11) se sigue del hecho de que las
ecuaciones (3.2.5), (3.2.46), (3.2.48) y (3.2.49) implican que

ℜ[izh′(z)] =

2θ2 sinϕ(1−cosϕ)

{
P(α)− P(α + β) +

Ψ1(α + β)−Ψ1(α + β + θ)

Ψ1(θ)−Ψ(α + β + θ)
[P(α + β)− P(0)]

}
De aqúı vemos que para θ ∈ [0, 1

2
] (θ = 0 se interpreta como el ĺımi-

te cuando θ tiende a cero por la derecha), α ≤ 1 y β ≤ 1, se tiene que
el factor 2θ2(1 − cosϕ) sinϕ en la expresión anterior es positivo, mientras
que cuando α → ∞ y β → ∞, el término dominante en este factor es
− P(0)

Ψ1(θ)
[Ψ1(α + θ)−Ψ1(α + β + θ)] lo cual nos da, por compacidad, la segun-

da desigualdad del lema (3.2.1). Ahora introducimos el parametro ρ := θ
α
.

Ahora procederemos a porbar la desigualdad (3.2.49) la cual será dividida
en cuatro casos: el caso 1 cuando cosϕ ≤ −ρ, el caso 2 cuando −ρ ≤ cosϕ ≤
−ρ/2, el caso 3 cuando −ρ/2 ≤ cosϕ ≤ 0 y el caso 4 cuando 0 ≤ cosϕ ≤ 1.
Para esto, primero notemos que:

−P(0) =
∞∑
n=0

θ2 + 2θn cosϕ

(θ2 + 2θn cosϕ+ n2)(θ + n)2
(3.2.50)
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En lo que sigue asumiremos que ρ ≤ 1 y usaremos la siguiente consecuencia
de la parte (iv) del lema (3.2.6) válido para θ < mı́n{0.5, α} y β > 0

− [P(α)− P(α + β)] ≤ ρ2 + 2ρ cosϕ+ ρ

ρ2 + 2ρ cosϕ+ 1
1(cosϕ > −ρ) [Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)]

(3.2.51)
Caso 1: cosϕ ≤ −ρ. Por la parte (ii) del lema (3.2.6) tenemos que P(α+β) >
0 mientras que por la desigualdad (3.2.51) tenemos que− [P(α)− P(α + β)] ≤
0. Por lo tanto es suficiente probar que −P(0) > 0 cuando θ ∈ (0, 0.5). No-
temos que la serie (3.2.50) alncanza su mı́nimo en ϕ = −π, de modo que

−P(0) ≥
∞∑
n=0

θ2 − 2θn

(n2 − θ2)2

=
1

θ2
+

θ2 − 2θ

(1− θ2)2
−

∞∑
n=2

2θn− θ2

(n2 − θ2)2

≥ 1

θ2
+

θ2 − 2θ

(1− θ2)2
−

∞∑
n=2

n− 1
4(

n2 − 1
4

)2
≥ 1

θ2
+

θ2 − 2θ

(1− θ2)2
− 0.2

≥ 4− 4

3
− 1

5
> 0

(3.2.52)

donde hemos usado el hecho de que los términos en la serie sin decrecientes
en θ y el valor mı́nimo es alcanzado en θ = 0.5.

Caso 2 (−ρ ≤ cosϕ ≤ −ρ/2). Por la hipótesis de que cosϕ ≤ −ρ
2

y la parte (ii) del lema (3.2.6), tenemos que −P(α + β) ≤ 0. Esta vez la
serie alcanza su mı́nimo cuando cosϕ = −ρ y como, por hipótesis, ρ ≤ 0.69
tenemos que gracias a (3.2.52) es suficiente probar que

1

Ψ1(θ)−Ψ1(α + β + θ)

[
1

θ2
+

θ2 − 2θ(0.69)

(θ2 − 2θ(0.69) + 1)(1 + θ)2
− 0.2

]
≥ ρ ≥ ρ2 + 2ρ cosϕ+ ρ

ρ2 + 2ρ cosϕ+ 1

y como Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α) ≤ Ψ1(θ) seŕıa suficiente probar que

1

θ2Ψ1(θ)

[
1− θ2

2θ(0.69)− θ2

(θ2 − 2θ(0.69) + 1)(1 + θ)2
− 0.2θ2

]
≥ ρ

Ahora, ya que θ2Ψ1(θ) es creciente en θ, vemos que la desigualdad es satis-
fecha para toda ρ ≤ 0.69 tal que

1
1
4
Ψ1(

1
2
)

[
1− 1

4

0.69− 1
4

(1
4
− 0.69 + 1)(1 + 1

2
)2

− 0.2(
1

4
)

]
≥ ρ
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o
ρ ≤ 0.6994 · · ·

Caso 3. (−ρ/2 ≤ cosϕ ≤ 0). Consideremos las siguientes desigualdades

−P(α + β) ≤ θ2

[θ2 + (α + β)2] (α + β + θ)2
+

∞∑
n=1

θ2

[θ2 + (α + β)2n] [(α + β)n + θ]2

≤ 1

θ2
ρ4

(1 + ρ2)(1 + ρ)2
+

θ2

θ2 + 1
Ψ1(1)

(3.2.53)

Por otro lado

−P(0) ≥
∞∑
n=0

θ2 − θn

(θ2 − θn+ n2)(θ + n)2

=
1

θ2
− θ − θ2

[1− (θ − θ2)] (θ + 1)2
−

∞∑
n=2

nθ − θ2

[n2 − (nθ − θ2)] (θ + n)2

≥ 1

θ2
− 1

3
−

∞∑
n=2

2n− 1

(4n2 − 2n+ 1)n2

≥ 1

θ2
− 1

3
− 0.65

Al igual que en el caso (ii), observamos que es suficiente probar que

1
1
4
Ψ1(

1
2
)

{
1

θ2

[
1− ρ4

(1 + ρ2)(1 + ρ)2

]
− 1

3
− 0.65− θ2

θ2 + 1
Ψ1(1)

}
≥ ρ2 + ρ

ρ2 + 1

Ya que el lado izquierdo de esta última desigualdad está acotado por el caso
en el que θ = 0.5, es suficiente probar

1
1
4
Ψ1(

1
2
)

{
4

[
1− ρ4

(1 + ρ2)(1 + ρ)2

]
− 1

3
− 0.65− θ2

θ2 + 1
Ψ1(1)

}
≥ ρ2 + ρ

ρ2 + 1

lo cual se satisface para todo ρ > 0.
Caso 4. (0 ≤ cosϕ ≤ 1). Notemos primero que por la parte (i) del

corolario (A.0.1) la diferencia Ψ1(α + θ) − Ψ1(α + β + θ) es positiva y por
lo tanto dividiendo la expresión (3.2.49) por esta cantidad notamos que es
suficiente probar

P(α + β)− P(0)

Ψ1(θ)−Ψ1(α + β + θ)
>
ρ2 + 2ρ cosϕ+ ρ

ρ2 + 2ρ cosϕ+ 1
1(cosϕ > −ρ) (3.2.54)
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Para probar eso, primero notemos que

−P(0) =
∞∑
n=0

θ2 + 2θn cosϕ

(θ2 + 2θn cosϕ+ n2)(θ + n)2

Por lo tanto, el valor mı́nimo de −P(0) se alcanza cuando cosϕ = 0, de modo
que

−P(0) ≥
∞∑
n=0

θ2

(θ2 + n2)(θ + n)2
=

1

θ2
− P(1)

donde −P(1) en el lado izquierdo es evaluado en ϕ = π/2. Por otro lado,
tenemos que P(α + β) es igual a

θ2 + 2θ(α + β) cosϕ

[θ2 + 2θ(α + β) cosϕ+ (α + β)2] (α + β + θ)2

+
∞∑
n=1

θ2 + 2θ(α + β)n cosϕ

[θ2 + 2θ(α + β)n cosϕ+ (α + β)2n] ((α + β)n + θ)2

y por lo tanto tenemos las siguientes desigualdades

−P(α + β) ≤ θ2 + 2θα cosϕ

(θ2 + 2θα cosϕ+ α2)(α + θ)2
− P(α + 1)

≤ 1

θ2
ρ2 + 2ρ

(ρ+ 1)4
− P(α + 1)

(3.2.55)

donde hemos usado la parte (i) del lema (3.2.6). Usando nuevamente este
lema podemos concluir que

P(α + β)− P(0)

Ψ1(θ)−Ψ1(α + β + θ)
≥ 1

θ2Ψ1(θ)

[
1− ρ2 + 2ρ

(ρ+ 1)2

]
≥ 1

1
4
Ψ1(

1
2
)

[
1− ρ2 + 2ρ

(ρ+ 1)4

]
Por lo tanto, por la parte (iv) del lema (3.2.6), es suficiente mostrar que

1
1
4
Ψ1(

1
2
)

[
1− ρ2 + 2ρ

(ρ+ 1)4

]
≥ ρ2 + 3ρ

(ρ+ 1)4

lo cual se satisface para todo ρ > 0.
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3.2.6. Prueba del lema (3.2.2)

Utilizaremos el siguiente lema

Lema 3.2.7. Sean f y g funciones reales dos veces continuamente diferen-
ciable definidas sobre un intervalo que contiene u < v < w. Si f es convexa
y estrictamente decreciente y además (g′′f ′ − g′f ′′)(x) ≥ ρ(x) con ρ ≥ 0
medible, entonces

g(v)− g(w)− f(v)− f(w)

f(u)− f(w)
[g(u)− g(w)] ≥ f(v)− f(w)

f(u)− f(w)

∫ v

u

(u− x)
ρ(x)

f ′(x)
dx

Demostración. Por la regla de la cadena y el teorema de la función inversa
G = g ◦ f−1 es continuamente diferenciable sobre un intervalo abierto que
contiene a < b < c, las imágenes de w, v y u respectivamente. Además, como
G′ = (g′/f ′) ◦ f−1, tenemos que G′ es también continuamente diferenciable
en dicho intervalo con

G′′ =
g′′f ′ − g′f ′′

(f ′)3
◦ f−1

Por hipótesis, f ′ es negativa de modo que G′′ ≤ ρ/(f ′)3 ≤ 0, es decir, G es
cóncava. Ahora vamos a integrar desde b hasta y ≥ b y aplicamos el cambio
de variable u = f(x) para obtener

G′(y)−G′(b) ≤
∫ y

b

ρ

(f ′)3
◦ f−1(u)du =

∫ f−1(y)

f−1(b)

ρ(x)

f ′(x)2
dx

Integrando desde b hasta c obtenemos

G(c)−G(b)− (c− b)G′(b) ≤
∫ c

b

∫ f−1(y)

f−1(b)

ρ(x)

f ′(x)2
dxdy

Intercambiando el orden de integración y recordando que f es decreciente
obtenemos ∫ f−1(c)

f−1(b)

∫ c

f(x)

ρ(x)

f ′(x)2
dydx =

∫ v

u

[f(x)− f(u)]
ρ(x)

f ′(x)2
dx

Ahora, sea t ∈ [a, b] tal que G′(t) = [G(b)−G(a)] /(b − a). Ya que G′ es
decreciente tenemos G′(t) ≥ G′(b). De forma similar tenemos que f(x) −
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f(u) = f ′(η)(x − u) para algún η ∈ [u, x] y f ′(η) ≤ f ′(x). Teniendo ambas
desigualdades podemos escribir

G(c)−G(b)− c− b

b− a
[G(b)−G(a)] ≤

∫ v

u

(x− u)
ρ(x)

f ′(x)
dx

Finalmente, ya que

G(b)−G(a)−b− a

c− a
[G(c)−G(a)] = [G(b)−G(a)]

c− b

c− a
−[G(c)−G(b)]

b− a

c− a

multiplicando la última desigualdad por −(b − a)/(c − a) obtebemos el re-
sultado deseado.

Para concluir con la prueba del lema (3.2.2) notemos que para x > 0 e y
reales tenemos

ℑΨ(x+ iy) = yΦ(x, y)

donde Φ es definido para toda x, y ∈ R según

Φ(x, y) =
∞∑
n=0

1

(n+ x)2 + y2
.

Notemos también que ℑh′(θ + iy) = yH(θ, y, α, β) y

H(θ, y, α, β) = Φ(θ+α, y)−Φ(θ+α+ β, y)−K1 [Φ(θ, y)− Φ(θ + α + β, y)]

Aplicando el lema (3.2.7) solo necesitamos probar que

(Φ′′Ψ′
1 − Φ′Ψ′′

1) (x) ≥ −8y2Ψ′
1(x)

∑
n≥0

1

(x2n + y2)3

donde las derivadas de Φ se toman cos respecto a su primera variable y la
segunda variable se fija en y. Calculando las derivadas y reemplazando, en
particular

Φ′′(x) =
∑
n≥0

6

(x2n + y2)2
−
∑
n≥0

8y2

(x2n + y2)3
,

la desigualdad anterior es equivalente a(∑
n≥0

1

x4n

)[∑
n≥0

xn

(x2n + y2)2

]
−

(∑
n≥0

xn
x4n

)[∑
n≥0

1

(x2n + y2)2

]
≥ 0
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y esta desigualdad se sigue de que para n ̸= m se cumple

1

x4m

xn

(x2n + y2)2
+

1

x4n

xm

(x2m + y2)2
− xm
x4m

1

(x2n + y2)2
− xn
x4n

1

(x2m + y2)2

= (xm − xn)

[
1

x4n

1

(x2m + y2)2
− 1

x4m

1

(x2n + y2)2

]
Finalmente, lo anterior es igual a

y2 (xm + xn) (xm − xn)
2 2x2mx

2
n + y2 (x2m + x2n)

x4n (x
2
m + y2)2 x4m (x2n + y2)2

≥ 0.
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Anexo A

Estimaciones preliminares
sobre las funciones poligamma

En esta subsección probaremos algunas estimaciones que serán necesarias
para verificar las propiedades de descenso más rápido de las integrales a lo
largo de contornos complejos que aparecen en los determinantes de Fredholm
sus respectivos kernels.

Recalcamos que la función poligamma de orden k, para k ≥ 1 es definida
de la siguiente manera

Ψk(z) :=
dk

dzk
Ψ(z) (A.0.1)

Comenzamos con algunas estimaciones respecto a estas funciones

Lema A.0.1. Las siguientes desigualdades son satisfechas

(i) Para toda k ≥ 1 y x > 0

k!

(
1

xk+1
+

1

k

1

((x+ 1)k

)
≤ (−1)k+1Ψk(x) ≤ k!

(
1

xk+1
+

1

k

1

xk

)
(A.0.2)

(ii) Para toda x > 0, y > 0 y k > 1 tenemos que

k!g(x+ 1, y)

(
1

xk
+

1

k

1

(x+ 1)k−1

)
≤ k!g(x, y)

1

xk
+ (k − 1)!

1

(x+ 1)k−1
g(x+ 1, y)

≤ (−1)k+1 [Ψk(x)−Ψk(x+ y)]

≤ (k + 1)!g(x, y)

[
1

xk
+

1

k + 1

1

xk−1

]
(A.0.3)
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Demostración. Primero note que para toda k ≥ 1,

Ψk(z) = (−1)k+1k!
∞∑
j=0

1

(z + j)k+1
(A.0.4)

Para probar la parte (i) note que por la ecuación (A.0.4) tenemos

(−1)k+1Ψk(x) = k!

(
1

xk+1
+

∞∑
j=1

1

(x+ j)k+1

)

≤ k!

(
1

xk+1
+

1

k

1

xk

) (A.0.5)

De forma similar, tenemos:

(−1)k+1Ψk(x) = k!

(
1

xk+1
+

∞∑
j=1

1

(x+ j)k+1

)

≥ k!

(
1

xk+1
+

1

k

1

(x+ 1)k

) (A.0.6)

Para probar la cota superior de la parte (ii) note que

(−1)k+1 [Ψk(x)−Ψk(x+ y)] =

∫ x+y

x

(−1)k+2Ψk+1(u)du

≤ (k + 1)!

∫ x+y

x

(
1

uk+2
+

1

k + 1

1

uk+1

)
du

≤ (k + 1)!g(x, y)

(
1

xk
+

1

k + 1

1

xk−1

)
(A.0.7)

Para la cota inferior primero note que∫ x+y

x

u−(k+2)du =
1

k + 1

[
1

xk+1
− 1

(x+ y)k+1

]
≥ 1

k + 1

1

xk
g(x, y) (A.0.8)

Luego,

(−1)k+1 [Ψk(x)−Ψk(x+ y)] ≥ (k + 1)!

∫ x+y

x

[
1

uk+2
+

1

k + 1

1

(1 + u)k+1

]
du

≥ (k + 1)!

[
1

k + 1

1

xk
g(x, y) +

1

k(k + 1)

1

(x+ 1)k−1
g(x+ 1, y)

]
≥ k!g(x+ 1, y)

[
1

xk
+

1

k

1

(x+ 1)k−1

]
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Ahora aplicaremos el lema (A.0.1) para deducir algunas propiedades cru-
ciales que involucran la función h la cual juega un rol central en el análisis
de descenso más rápido que usaremos más adelante. Note que cuando k ≥ 2
la siguiente expresión es válida

h(k)(θ) = Ψk−1(θ + α)−Ψk−1(θ + α + β)

+
Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)
[Ψk−1(θ + α + β)−Ψk−1(θ)] (A.0.9)

Corolario A.0.1. Las siguientes estimaciones son satisfechas

(i) Para toda α > 0 y β > 0

Ψ1(α)−Ψ1(α + β) ≥ g(α + 1, β)

(ii) Para toda α > 0, β > 0, θ > 0 y k ≥ 1 tenemos que

|Ψk(θ + α)−Ψk(θ + α + β)| ≥ (k + 1)!g(α, β)
1 + θ−1

θk−1

(iii) Para toda α > 0, β > 0, θ ∈ (0, 0.5) y k ≥ 3 tenemos que

|h(k)(θ)| ≤ 64g(α, β)
k!

θk+2

(iv) Para todo α0 > 0, existe un θ0 > 0 tal que para todo α > α0, β > 0 y
θ ∈ (0, θ0) se cumple que

σ3(θ)

2θ
+
h(4)(θ)

4!
≥ C1(θ, α0)g(α, β)

donde C1(θ, α0) > 0 depende solo de θ y α0. Además θ0(α0) se puede
escoger de modo que ĺımα0→∞ θ0 = ∞.

(v) Para todo α > 0, β > 0 y θ > 0 tenemos que

σ3(θ) =
1

2
h(3)(θ) > 0 y h(4)(θ) < 0 (A.0.10)

Demostración. Prueba de la parte (i). Es inmediato a partir de la cota inferior
de la parte (ii) del lema (A.0.1).

Prueba de la parte (ii). A partir de la cota superior de la parte (ii) del
lema (A.0.1) note que

|Ψk(θ + α)−Ψk(θ + α + β)| ≤ (k + 1)!g(θ + α, β)
1 + θ−1

θk−1
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Prueba de la parte (iii). A partir del item (ii) de lema (A.0.1) note que

g(θ + 1, α+ β)

(
1

θ
+ 1

)
≤ Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)

≤ g(θ, α+ β)

(
2

θ
+ 1

) (A.0.11)

Combinando esto con la parte (ii), tenemos que para θ ∈ (0, 0.5)

|Ψk−1(θ + α + β)−Ψk−1(θ)|
Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)

≤ (k!)
1

θk−1

g(θ, α+ β)

g(θ + 1, α+ β)

≤ (k!)θ−(k−1)4θ−2

= 4(k!)θ−(k+1)

(A.0.12)

por otro lado, usando esta cota y la ecuación (A.0.9), obtenemos lo siguiente

|h(k)(θ)| = |Ψk−1(θ + α)−Ψk−1(θ + α + β)|

+
Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)
|Ψk−1(θ + α + β)−Ψk−1(θ)| (A.0.13)

y por lo tanto

|h(k)(θ)| = |Ψk−1(θ + α)−Ψk−1(θ + α + β)|

+
Ψ1(α)−Ψ1(α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)
|Ψk−1(θ + α + β)−Ψk−1(θ)| (A.0.14)

de donde obtenemos

|h(k)(θ)| ≤ (k − 1)!g(α, β)
1

θk−1
+ 32g(α, β)

k!

θk+2

≤ 64g(α, β)
k!

θk+2

(A.0.15)

donde en las desigualdades hemos usado la ecuación (A.0.12) y nuevamente
la parte (ii). Esto prueba la parte (iii).

Prueba de la parte (iv). A partir de la prueba de la parte (iii) se obtiene
lo siguiente

σ3(θ)

2θ
+
h4(θ)

4!
≥ 1

2θ
[Ψ2(θ + α)−Ψ2(θ + α + β)]

+
1

4!

Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)
Ψ3(θ+α+β)−

Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)
Ξ(θ)

(A.0.16)
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Asu vez, de lo anterior tenemos que

σ3(θ)

2θ
+
h4(θ)

4!
≥ 1

2θ
[Ψ2(α)−Ψ2(α + β)]− Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)
Ξ(θ)

≥ 1

2θ
[Ψ2(α)−Ψ2(α + β)] +

Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)
[−Ξ(θ)]

≥ −2g(α, β)
1

α
+

g(2 + α, β)(1 + (1 + α)−1)

(1, α+ β)(1 + θ−1)
[−Ξ(θ)]

donde para la última desigualdad hemos usado las partes (i) y (ii) del lema
(A.0.1) y hemos usado el hecho de que

Ξ(θ) = −
∞∑
n=0

2θ + 4n

4θ(θ + n)4
< 0

Ahora asumamos que α0 > 0 es fijo y α > α0, β > 0 y θ > 0. En este caso se
tiene que

g(2 + α, β)

g(α, β)
≥
(

α0

2 + α0

)2

=: C2

Entonces tenemos que

σ3(θ)

2θ
+
h(4)(θ)

4!
≥ g(α, β)

[
− 2

α0

+
2C2

1 + θ
[−Ξ(θ)]

]
Ya que −θΞ(θ) → ∞ cuando θ → 0, de la desigualdad anterior es claro que
existe un θ0(α0) > 0 (que depende solo de α0) tal que para toda α ≥ α0,
β > 0 y θ ∈ (0, θ0), el lado derecho es positivo. Además podemos verificar
fácilmente que θ0(α0) se puede escoger de modo que ĺımα0→∞ θ0 = ∞.

Prueba de la parte (v). La primera desigualdad de la ecuación (A.0.10)
se sigue de la parte (iv) después de que probemos que h(4)(θ) < 0 de modo
que nos dedicaremos a probar esta última desigualdad. Teniendo en cuenta
la expresión (A.0.9) para h(4)(z) vemos que es suficiente mostrar que

Ψ3(θ + α)−Ψ3(θ + α + β)

Ψ1(θ + α)−Ψ1(θ + α + β)
<

Ψ3(θ)−Ψ3(θ + α + β)

Ψ1(θ)−Ψ1(θ + α + β)

Esto es equivalente a que G := Ψ3

Ψ1
sea estrictamente convexa en (0,∞), esto

es

G′′ =
Ψ′′

3Ψ
′
1 −Ψ′

3Ψ
′′
1

(Ψ′
1)

3
◦Ψ−1

1 > 0

pero como Ψ1 < 0, lo anterior es equivalente a

(Ψ′′
3Ψ

′
1 −Ψ′

3Ψ
′′
1)(x) = 48

(
3

∞∑
n=0

1

x5n

∞∑
n=0

1

x4n
− 5

∞∑
n=0

1

x6n

∞∑
n=0

1

x3n

)
< 0
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donde hemos usado la notación xn = x+n. Es sencillo verificar que la última
desigualdad es verdadera ya que

∞∑
n=0

1

x6n

∞∑
n=0

1

x3n
−

∞∑
n=0

1

x5n

∞∑
n=0

1

x4n
> 0

lo cual puede verse fácilmente teniendo en cuenta que

1

x6m

1

x3n
+

1

x6n

1

x3m
− 1

x5m

1

x4n
− 1

x5n

1

x4m
=

1

x6nx
6
m

(xm − xn)(x
2
m − x2n)
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ched free energy and large deviations for random walks in random
potentials”. En: Communications on Pure and Applied Mathema-
tics 66.2 (2013), págs. 202-244.
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[TW94] Craig A Tracy y Harold Widom. “Level-spacing distributions and
the Airy kernel”. En: Communications in Mathematical Physics
159.1 (1994), págs. 151-174.
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