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Resumen

El objetivo de este trabajo es obtener la ecuacion de movimiento y las condiciones de con-
torno para una placa delgada de bordes libres que sufre pequenas deflexiones. Debido a
que no es posible deducir matematicamente las condiciones de contorno mediante las leyes
de Newton, se estudia el sistema desde el punto de vista de la energia para luego aplicar
el método variacional. De esta manera, se necesita estudiar cantidades que puedan carac-
terizar a las fuerzas que actuan sobre el sistema asi como las deformaciones que sufre y la
relacion entre ellas, tales cantidades resultan ser magnitudes tensoriales de segundo orden,
denominadas tensores de deformacion y de tension. El tensor de deformacién se obtiene
mediante un analisis del cuerpo deformado, mientras que el tensor de tensiones se obtiene
de analizar las implicaciones que tienen las fuerzas externas al interior del cuerpo. Asimismo
se debe hacer unarevision de la teoria de placas basada en las hipétesis de Kirchhoff. Estos
conceptos permitiran obtener expresiones para la energia cinética, la energia potencial, y

sus variaciones necesarias para aplicar el principio de Hamilton.

Asi, se muestra que es posible deducir las condiciones de contorno y la ecuacion de movi-

miento para placas delgadas de bordes libres usando el método variacional.

Palabras clave — Tension, deformacion, placas delgadas Principio de Hamilton.



Abstract

The objective of this work is to obtain the equation of motion and boundary conditions for a
thin free-edge plate undergoing small deflections. Since it is not possible to mathematically
derive the boundary conditions by laws of Newton, the system is studied from the energy
point of view and then the variational method is applied. In this way, it is necessary to study
quantities that can characterize the forces acting on the system as well as the deformations
it undergoes and the relationship between them, such quantities are called strain and stress
tensors. The strain tensor is obtained by analyzing the deformed body, while the stress tensor
is obtained by analyzing the implications of external forces inside the body. A review of the
plate theory based on Kirchhoff's hypotheses should also be made. These concepts will allow
obtaining expressions for kinetic energy, potential energy and their variations necessary to

apply principle of Hamilton.

Thus, it is shown that it is possible to derive the boundary conditions and the equation of

motion for thin plates with free edges using the variational method.

Keywords — Stress; strain; thin plate; Hamilton Principle.
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Introduccion

Este trabajo surgio por la iniciativa del Dr. Daniel Paredes para estudiar las vibracio-
nes de la placa de Chladni y poder predecir las figuras que se formarian como consecuencia
de tales vibraciones. Inmediatamente surgio la pregunta sobre cual es la ecuacion de movi-
miento y cuales son las condiciones de contorno de la placa. Al hacer la revisién bibliografica
junto al Dr. Joseph Beltran afrontamos la primera dificultad: en la literatura es relativamen-
te sencillo encontrar la deduccion de la ecuacion de movimiento obtenida por el método de
Newton, sin embargo, no sucede lo mismo con la deduccion de las condiciones de contorno,
que usualmente se encuentran sefialadas de manera directa o intuitiva [1]. Dado este pro-
blema, la hipotesis planteada por el Dr. Beltran fue que las condiciones de contorno pueden
ser obtenidas con ayuda del principio de Hamilton, esto fue reforzado al hacer una revision
mas exhaustiva de la literatura [2], [3].

Una vez planteada la hipodtesis, se hizo un desarrollo detallado de la aplicacién del método
variacional que nos permitié obtener simutaneamente las ecuaciones de movimiento y las
condiciones de contorno.

Este trabajo tiene una publicacion en la revista Ensino de Fisica

(DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2021-0387) y en todo el proceso el aporte
de ambos profesores ha sido equitativo. A continuacion, se presenta la estructura de la

tesis como una guia que facilite su lectura:

e El primer capitulo tiene la finalidad de familiarizar al lector con el tema y explicar bre-
vemente la motivacion inicial de Chladni para el estudio de las vibraciones en la placa
que esta fuertemente ligado al campo de la acustica. En esta revisién histérica se
conocen también otros fisicos y matematicos como Sophie Germain quien hizo impor-
tantes aportes a la acustica y al entendimiento de las vibraciones en placas delgadas.
Igualmente, se presenta la pregunta de investigacién, la hipétesis y el objetivo del

trabajo.

e El segundo capitulo presenta la revisién de conceptos necesarios para conseguir el
objetivo. El estudio de la dinamica de los medios continuos incluye dos cantidades
matematicas importantes para el trabajo: el tensor deformacion y el tensor de ten-

sion; la importancia de estas cantidades radica en la caracterizacién matematica de



las fuerzas y deformaciones sobre un cuerpo, lo que posteriormente permitira obte-
ner expresiones para la aplicacion del principio de Hamilton, asimismo, dado que este
principio es medular para alcanzar el objetivo también se hace un revisién de él. Fi-
nalmente, acotando el estudio a las placas delgadas, se repasa la teoria de Kirchhoff,
cuyas consecuencias son relevantes para alcanzar las expresiones de las energias

cinética y potencial en el sistema que nos concierne.

El tercer capitulo presenta la aplicacion del principio de Hamilton a placas delga-
das rectangulares y circulares de bordes libres tomando en cuenta las hipétesis de
Kirchhoff. Asi se obtiene de manera simultanea las ecuaciones de movimiento y las

condiciones de contorno.



Capitulo I: Parte introductoria del trabajo

La mecanica de los sistemas continuos es una de las ramas de la fisica con mas
aplicaciones en el disefio de estructuras y herramientas estables bajo tension y deformacion.
Ademas, la dificultad de resolver analiticamente las ecuaciones diferenciales que rigen el

comportamiento de estos sistemas continuos es bien conocida en la literatura [4, 5].

Un ejemplo de estos sistemas es una placa delgada sometida a vibraciones que
dan lugar a ciertos patrones (ver figura 1.1, [6]). Estos patrones fueron descubiertos por
E.F.F Chladni en 1787 y estudiados en su tratado Die Akustik, publicado en 1802, el cual
posteriormente se tradujo al francés en Traité d’Acoustique, un trabajo dedicado a Napoledn.
Este tratado estuvo enfocado principalmente en la acustica y enfatiza su estudio en las

vibraciones.

En 1800 los medios disponibles para el estudio del sonido eran principalmente ins-
trumentos musicales, por esta razén Chladni usaba la musica como base para su estudio
de la acustica. Asi, cuando se trataba de cuerdas vibrantes se referia a instrumentos de
cuerda, mientras que las membranas se relacionaban con los tambores. Chladni conocia la
vibracién de cuerdas, la localizacion de puntos nodales en una onda estacionaria y los tra-
bajos tedricos de Lagrange. Sin embargo, a pesar de tales bases aun no existia una teoria
de placas vibratorias, por ello el aporte de Chladni incluia la produccion de sonido de placas
vibratorias asi como la técnica experimental de identificacion de vibraciones, para esto se
inspird en los experimentos de Lichtenberg, quien hizo visible el estado eléctrico de una su-
perficie esparciendo polvo electrificado sobre ella. Chladni mantuvo fijos uno o varios puntos
en una placa y acariciaba el lado de la placa con el arco de un violin, para hacer visible el
efecto de las vibraciones, colocd un poco de arena sobre la placa. La arena fue desplazada
por el temblor de las partes vibrantes de la placa y se acumulé en las lineas nodales for-
mando patrones, posteriormente llamados “figuras de Chladni”. Estos patrones llamaron la
atencion de los cientificos de la época, sin embargo, la comprension del fenomeno tomaria

mas de un siglo [6].

Luego de que los patrones causaron fascinacion en la comunidad cientifica, Napo-
ledn ofrecio la prix extraordinaire una medalla valuada en tres mil francos a quien pudiera

dar una explicacion, esta fue entregada a la fisica y matematica Sophie Germain, quien
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FIGURA N° 1.1: Los patrones formados por la vibracion de una placa delgada fueron dibuja-
dos manualmente por Chladni en su tratado sobre la acustica, en la figura se muestran los

patrones recreados en Treatise on Acoustics The First Comprehensive English Translation
of E.F.F. Chladni’s Traité d’Acoustique.
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entre 1811 y 1815, desarroll6 el primer modelo matematico en una serie de articulos no pu-
blicados dando el primer paso hacia la comprensién de la deformacién de una placa elastica

y, en general, al desarrollo de la teoria de la elasticidad [4].

Mas tarde, en 1945, Rayleigh forma las ecuaciones de equilibrio y movimiento segun
el método de Green y concluye que obedecen al problema de valores propios del opera-

dor biarmonico V* (véase [7] para mas detalles). En el mismo documento se muestra que
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el problema de la placa delgada oscilante tiene una expresién analitica que involucra las
frecuencias de las vibraciones, sélo en el caso de una placa circular. Esto significa que las
frecuencias de vibracion sélo pueden ser calculadas por medios numéricos. Las frecuencias
de vibracién estan relacionadas con los ceros de las funciones de Bessel que se calculan
de forma aproximada, es decir, las funciones propias no se calculan. Para mas detalles

histéricos, se sugieren las referencias [4, 8].

Los trabajos actuales sobre las figuras de Chladni se centran en encontrar solu-
ciones numéricas mas precisas y eficientes. Existen, por ejemplo, soluciones mediante los
algoritmos Q-R y Lanczos [4], el uso del método Ritz-Galerkin [5], la aplicacion del método
de cuadratura finita [9, 10]. También son habituales los estudios sobre diferentes geometrias

y el estudio de sus condiciones de contorno [9—-12].

El objetivo de este trabajo es presentar una version moderna de la deduccion de
las ecuaciones de movimiento y las condiciones de contorno de las vibraciones libres de
un sistema continuo a través del principio variacional. Desde esta perspectiva, el presente
trabajo se organiza como sigue: En el capitulo Il, se presenta un resumen de las propiedades
e interpretaciones de las tensiones y deformaciones unitarias en coordenadas cartesianas
y polares, asi como la deduccion de la energia asociada al sistema. En el capitulo Ill, se
realiza la deduccion de las ecuaciones de movimiento y las condiciones de contorno. Esta

técnica se aplica para placas rectangulares y circulares.

1.1 Pregunta de investigacion, hipétesis de trabajo y objetivo de la tesis

Las ecuaciones de movimiento de un continuo, en particular de una placa delgada,
pueden deducirse mediante las leyes de Newton, esto requiere realizar el diagrama de cuer-
po libre de un elemento de volumen de la estructura. Este enfoque, denominado vectorial,
proporciona una manera directa de deducir las ecuaciones de movimiento. Sin embargo,
con este enfoque, el tipo de condiciones de contorno que se debe utilizar usualmente son
obtenidos de manera intuitiva. Asi, en la literatura es muy poco frecuente encontrar una

deduccion de tales condiciones. Esta insuficiencia nos permite plantear los siguiente:

e Pregunta de investigacion: ; Como encontrar las condiciones de contorno para pla-

cas delgadas de geometria rectangular y circular que sufren pequefas deflexiones?



e Hipodtesis de trabajo: Se asume que se pueden encontrar las condiciones de con-
torno desde un punto de vista energético, es decir, caracterizando el sistema por dos
funciones de energia: la energia cinética & y la energia potencial U. De esta manera,
es posible aplicar el principio de Hamilton que permite obtener tanto ecuaciones de
movimiento, como las condiciones de contorno y la forma de las variables que inter-

vienen en la especificaciéon de tales condiciones.

¢ Objetivo de la tesis: Encontrar la condiciones de contorno para placas delgadas de

bordes libres sometidas a deflecciones pequenas usando el método variacional.

Si al aplicar el método variacional a placas delgadas de bordes libres sometidas
a deflexiones pequenas, se deducen simultaneamente las condiciones de contorno y las
ecuaciones de movimiento, se podra afirmar que este método tiene una gran ventaja sobre

el método vectorial.



Capitulo ll: Conceptos generales

2.1 Dinamica de los medios continuos

En este apartado se analizan las deformaciones que sufre un cuerpo elastico. Di-
chas deformaciones, caracterizadas por una entidad matematica conocida como tensor de
deformacion especifica son consecuencia de las fuerzas externas que se trataran con el

llamado tensor de elasticidad.

2.1.1 Fuerzas corporales y de superficie

Cuando una estructura esta sometida a cargas externas aplicadas, se inducen fuer-
zas internas que se distribuyen de manera continua al interior del solido. Para estudiar estas
fuerzas, es conveniente clasificarlas en dos grandes grupos principales, denominados fuer-

zas corporales y fuerzas superficiales.

Las fuerzas corporales son proporcionales a la masa del cuerpo y reaccionan con
un agente externo al mismo. Ejemplos de ellas son las fuerzas gravitacionales, las fuerzas
magnéticas y las fuerzas de inercia. La figura 2.1 muestra un ejemplo de fuerza corporal del
peso propio de un objeto. Utilizando los principios de la mecanica del continuo, se puede
obtener una densidad de la fuerza del cuerpo, es decir, la fuerza por unidad de volumen

F(z), esta puede definirse mediante la relacion:

FR:///VF(x)dV,

de manera que F, es la fuerza total resultante del cuerpo.

En cuanto a las fuerzas superficiales, estas actiuan siempre sobre la superficie y
generalmente son el resultado del contacto fisico con otro cuerpo. La Fig. 2.2 muestra las
fuerzas superficiales existentes en una seccién de viga que se ha creado seccionando el
cuerpo en dos partes. Para este caso particular, la superficie S es virtual en el sentido de
que fue creada artificialmente para investigar la naturaleza de las fuerzas internas en este

lugar del cuerpo. La fuerza superficial resultante sobre toda la superficie S puede expresarse



Fuerzas corporales F(x)

FIGURA N° 2.1: Viga sometida a su propio peso, esta fuerza es proporcional a la masa del
cuerpo y se distribuye en su volumen.

como la integral de una funcion de densidad de fuerza superficial T" (z)

Fq= //ST"(:I:)dS,

donde T"(x) es conocido como vector traccion y sera estudiado con mayor profundidad en

la seccion 2.1.4.

Fuerzas superficiales T"(z)
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FIGURA N° 2.2: Una viga es sometida a dos fuerzas externas que generan fuerzas al interior
del cuerpo. Para estudiar las fuerzas superficiales, se secciona axialmente como se muestra
en la figura inferior.

2.1.2 Matriz de deformaciones unitarias en coordenadas cartesianas

En esta seccion se busca obtener y explicar una cantidad tensorial que caracterice
la deformacién de un cuerpo, esta cantidad es conocida como tensor deformacién o matriz
de deformaciones unitarias. Para esto se analiza el cambio en la configuracién de un cuerpo

al sufrir deformacion y un elemento infinitesimal de él.



Sea una region continua V4, y un punto genérico P,(x), en dicha region. Después de
la deformacién, la nueva configuracién del cuerpo se denota por V' y la posicion del punto
genérico se denota por P(X) (ver figura 2.3).

Z

P
u Vv
X
* Vo
>~Y
xr
FIGURA N° 2.3: Deformacion de la region continua.
La posicion deplazada de P, esta relacionada con el vector desplazamiento u me-
diante

X=x+u. (2.1)

En el sistema de coordenadas cartesianas, los vectores x, X y u son expresados por

x = [z y A,
X = [x v 27, (2.2)
u = [u v w?

donde [ ]7 se refiere a la traspuesta.



Deformaciones generales

En la figura 2.4 se muestra una varilla delgada el eje x, en esta varilla se escogen
dos puntos z; Y x, distanciados por r. Al sufrir deformacion, el punto, inicialmente ubicado
en z,,, se desplaza una distancia u, hasta llegar a z;, mientras que el punto en z,, se

deplaza una distancia u, hasta llegar a z,, tal que la distancia final entre los puntos es r’.

[ ° ° I T

1 r T

FIGURA N° 2.4: Una varilla delgada sufre deformacion, de manera que la distancia entre dos
puntos de ellavariaderar’

De la figura, se obtiene que la variacion de las distancias es igual a la diferencia

entre los desplazamientos de los puntos:

Ar = Au. (2.3)
Por otro lado, la variacion relativa de la distancia entre los puntos es 2. y dado que
= Ty — g, SE tiene
U2—u1: U, —u, (24)
r Lo2 — Lo1
Al tomar el limite lim,, .., resulta
u
Uy = U +T—. 2.5
2 1 aw ( )

Ahora, se estudiaran estas deformaciones en un soélido de volumen V. En la figura
2.5, se muestra un esquema de un sélido que sufre una deformacién. Cuando el sélido se
encuentra libre, se escogen dos puntos en él, ubicados en las posiciones F, y P de manera
que la distancia entre ellos esta dada por el vector r, estos puntos son mapeados durante
la deformacién y se observa un cambio en la posicién de ambos, tal que la distancia entre

ellos variaar'.



FIGURA N° 2.5: Variacion en la distancia de dos puntos de un sélido que sufre deformacién.

De manera analoga al caso unidimensional, las componentes de la variacion u—u,

pueden ser escritas como

u=1ug+Vu-r,
v=1vy+Vu-r, (2.6)
w:w0+vw'r,

es decir, cada componente de la variaciéon Au es igual a tasa de cambio de la componente

correspondiente de u a lo largo del vector r. Expandiendo los términos, se obtiene

ou ou ou

U:UO‘Faixrm‘i‘ainyﬁ‘&Tz,
ov ov ov
U:UO"‘%%*’%%"‘aﬁv (2.7)
oy 0w, [ Ow | 0w
w=wyt oy ayry 5,

donde u, v, Y w, son las componentes del vector desplazamiento u,,.

En la figura 2.5 se puede ver que el cambio en la distancia de las dos particulas es



Ar =u—u,. Luego, de las ecuaciones (2.7), se tiene que las componentes de Ar son
U; .o
Ar, = —r; i,j=ux,Y,z, (2.8)
expresando esta ecuacién en su forma matricial, se tiene:

ou ou ou
Ary or oy o0s || T
= v 8v v 2.9
AT2 ox oy Oz T2 | ( )
ow ow ow
Ary ox oy 02/ \U3

donde 9u,/dx;, denotado por F', es el tensor de gradientes de desplazamiento:

ou ou ou
ox oy 0z

F = v v v . (210)
ox oy 0z

ow Jw Idw
oz Oy 0z

Esta matriz puede ser representada como la suma de una matriz antisimétrica w y

una matriz simétrica ¢, es decir, F' = w -+ ¢, donde

0 Way Was
wzl[F—FT]: =—w’
2 Wya 0 Wyz ’
Wap Wy 0
(2.11)
€zz ewy €xz
6:1[F+FT]: =l
2 Cyz  Cyy  Cyz
€2z 6zy €2z

La matriz antimétrica w es conocida como matriz rotacién, el significado de esta
matriz se profundiza en el anexo 1. Sin embargo, ya que en este estudio se considera que el

elemento infinitesimal analizado no sufre rotacion, sino solo deformacién, solo se expresara

10



explicitamente la matriz simétrica conocida como matriz deformacion:

BOMGeR) 10eE)
Sl RICEE O T TE A 212
Faeg) b))

Los elementos en la diagonal de la matriz (2.12) son llamados normales o compo-
nentes de deformacién extensionales y representan el cambio en la longitud relativo. Esto
se puede entender mejor con ayuda de la figura 2.6, aqui se observa un elemento rectan-
gular bidimensional que sufre una deformacion, inicialmente la longitud de uno de los lados
es A,B,, luego de la deformacién esta longitud varia a AB, por lo tanto la componente de

deformacion extensional a lo largo del eje = es

€op = AB, (2.13)
donde A, B, = dx, luego
em:A—B—l. (2.14)
dx

Mientras que los elementos fuera de la diagonal son llamados componentes de de-
formacion de corte y son asociados con el cambio en el angulo entre dos direcciones ori-
ginalmente ortogonales del elemento infinitesimal analizado en el material continuo. Por
ejemplo, en la figura 2.6 el elemento bidimensional ha sufrido una deformacion en el angulo
igual a 7/2 formado por los lados A,B, y A,D, paralelos a los ejes = y y respectivamente,

luego de la deformacion varia al angulo igual 5. Asi, el cambio en el angulo esta dado por

ol

Como convencion de signos, la deformacién de corte puede considerarse positiva
si el angulo recto entre las direcciones positivas de los dos ejes disminuye. Por lo tanto, el
signo de la deformacién de corte esta vinculado a la orientacién de los ejes de coordenadas
de referencia. En la figura 2.6 se observa también que la deformacion de corte del elemento
rectangular se puede escribir como
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La deformacion cortante definida en (2.15) se conoce como deformacién de ingenieria y

esta relacionada con la deformacion cortante matematica e, mediante:

1 1
Cry = 57253/ = 5(&—6) (217)

FIGURA N° 2.6: Interpretacion fisica de las componentes de la matriz de deformacion.

Ya que se ha revisado la interpretacion fisica de las componentes de deformacion
extensionales y las componentes de deformacion de corte, se van a obtener la forma de los

elementos de la matriz deformacion.

De la geometria en la figura 2.6, se tiene
2 2
(AB)? = (d:c—i— g—de) 4 (%dx) , (2.18)

y, teniendo en cuenta la ecuacion (2.14), se obtiene

(AB)? = (1+¢,,)%(dz)?. (2.19)
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Igualando las expresiones (2.18) y (2.19), resulta

ou ou\> v\’
2 _ —
em+26m+1_1+28x+<0x> +<ax) . (2.20)

Debido a que la atencion se esta restringiendo solo a pequefas deformaciones, en (2.20),
se pueden despreciar los términos superiores al primer orden. Asi,

_ Ou

€rr — 87{1;

(2.21)

Por otro lado, considerando la geometria de la configuracion deformada en la figura

2.6
e (B
@] Y @]

Ya que se estan considerando pequefias deformaciones, entonces du, /0z, K 1y duy /0y K

tana = (2.22)

1y las ecuaciones (2.22) pueden ser escritas de la siguiente manera

ou

tana~a= g;’ tan(—¢) ~ —¢ = oy (2.23)
Asi, los elementos fuera de la diagonal son
1/0u Ov

donde, en la ultima igualdad se ha considerado la definicién de la matriz deformacién como
una matriz simetrica. Ademas, se ha visto que ¢, representa la mitad de la variacion angular

de dos lineas que se cortan en un sélido.

2.1.3 Matriz de deformaciones unitarias en coordenadas polares

El objetivo de esta seccion es obtener la matriz deformacion (2.12) en coordenadas
polares. Para ello es necesario usar la matriz de transformacion entre coordenadas carte-

sianas (z,y,z) y coordenadas polares (r,6, z).

Las relaciones entre las coordenadas cartesianas (z,,z4,x) Y las coordenadas po-
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lares (r,6,z4) son

2, =1rCcosb, xy =18Iind, Ty = 2. (2.25)

Y las relaciones entre las derivadas en coordenadas cartesianas y polares se obtienen usan-

do la regla de la cadena:

9 — 9 or +gﬁ = coseg—sineg
dz;  Ordxy 000z, or 06 (2.26)
9 00 000 Gyl [S0S00
Oxy Ordry 000z, or r 00

donde en la segunda igualdad de cada ecuacion se han usado las ecuaciones (2.25).

La matriz transformacién sera denotada por A:

cosfd sing 0

A= _sind cosh 0> (2.27)

con esta ecuacion, se pueden obtener las deformaciones de la placa en coordenadas car-
teasianas en térmnos de las deformaciones en coordenadas polares. Asi, el desplazamiento

u en (2.1) tiene la siguiente relacién de transformacion

u cosf —sinf 0| | u,
v|=1|sind cosd 0f]uwl- (2.28)
w 0 0 1 w

Y la matriz de deformacién en coordenadas polares, denotada por €, es obtenida desarro-

llando la siguiente expresion

€0 Ers cosf sinf O € cosf —sinf 0

rr T Ty Tz
€p= | €y €pp €9, | = | —SINO cosd 0 €yr  Eyy  Eys sing cosf 0
€ €9 € 0 0 1 €10 €y €z 0 0 1

(2.29)

Desarrollando la ecuacién (2.29) (ver anexo 5), se obtiene que la matriz ¢, toma la
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siguiente forma

Ou,. 1 %_UJ laur> l(aur 8711))
or 2(87" r+7'89 2 8z+8r
ep=|1(%a _v laur) Up 4 10vg 1(% lzlw) . 2.30
P 2(87" r+r 00 8r+r39 2 8z+r80 ( )
1(9u, | dw 1 (9ve ltlw) dw
2(8z + r) 2( z+r 0 0z

2.1.4 La matriz de tensiones en coordenadas cartesianas

En la seccidn previa se estudio la cinematica de la deformacion sin tener en cuenta
las fuerzas que actuaban sobre el cuerpo, en esta seccion se estudiaran tales fuerzas y
su trasmision a través del solido. Por ello, se busca un tensor que permita caracterizar las
tensiones internas en un cuerpo causadas por fuerzas externas y demostrar la simetria del

tensor.

La aplicacion de fuerzas externas sobre una region continua y deformable resulta en
el desarrollo de tensiones al interior. La medicion de la tensién fue postulada por Augustin
Louis Cauchy. Cauchy afirmaba que las tensiones internas desarrolladas en un medio de-
formable son similares, en caracter, a la tensién que puede ser aplicada externamente para

crear el estado interno de tension [13].

Con el objetivo de caracterizar la naturaleza de la distribucion interna de fuerzas al
interior de un sdlido continuo, se considera un cuerpo sujeto a cargas externas arbitrarias,

concentradas y distribuidas, como se muestra en la figura 2.7.

P;
P, S
AF
E
P,
P

FIGURA N° 2.7: En el sélido seccionado se observa la fuerza al interior del cuerpo como con-
secuencia de las cargas externas: concentradas (P) y distribuidas (P, y P, ).
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Para investigar las fuerzas externas, se hace un corte a través del cuerpo como se muestra
en la Fig. 2.7. Sobre la seccion S*, que divide a la regiéon V' en dos regiones separadas,
se considera una pequefia area AA con un vector unitario normal y saliente n. La fuerza
resultante que actua sobre la superficie A A es definida por AF, luego el vector tracciéon es

definido por
n , AF
= im (51) (31)

En la ecuacién (2.31), AA es el area actual del elemento en consideracion. Por
lo tanto, T" depende del punto P y la orientacion de AA. El vector normal saliente de la

superficie en P se denota por n. Cauchy mostrd que se puede determinar T" a partir de
T =0"n, (2.32)

donde ¢ es la notacién de la matriz tension y

T

n:(n1 n ng) . (2.33)

Como ejemplo se considera el caso particular en el que la orientacion de la superficie interna
S* del cuerpo V es tal que la normal unitaria al elemento de area coincide con la direccion

x, del sistema de coordenadas cartesianas z,xz,, x5 (ver figura 2.8).

S*

T3 t1

X2

dA

> 11

FIGURA N° 2.8: Vector estrés de un area elemental en la direccion z.
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Se denota al vector tension que actua sobre el area elemental por t,. Las componentes de

este vector en las direcciones z,z, Yy x5 SON 011,05 Y 0,3, Fespectivamente, tal que

tl :Ulli+012j+013k' (234)

De una manera similar, se puede seleccionar superficies internas en el medio tal que la
normal a los elementos de superficie ubicada sobre ellos estan orientadas en la direccion
de los ejes cartesianos y y z. Las expresiones equivalentes para los vectores tension de

estos elementos son dados, respectivamente, por

t2 :U21i+0-22j+0'23k (235)

t3 :Ugli+032j+a33k. (236)

Las definiciones de los vectores traccion t;, pueden ser usadas para evaluar las resultantes
de estrés en un plano arbitrario y para mostrar que las relaciones entre los estados de estrés
o en un punto y las tracciones en el plano arbitrario a través de este punto es independiente
de cualquier fuerza de cuerpo, fuerza debido a la dinamica u otros efectos. La relacion tam-
bién se vuelve util cuando se examinan condiciones de contorno que relacionan tracciones
aplicadas externamente al estado de estrés interno en el cuerpo.

Considere un punto P en la superficie de un cuerpo el cual esta sujeto a tracciones externas

FIGURA N° 2.9: Vectores traccidén en un plano arbitrario.

T. La normal unitaria saliente al plano euclideano P esta dado por
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La figura 2.9 muestra un elemento tetraédrico donde el plano ABC' es el plano euclideano
en P donde las tracciones T" son aplicadas. Los planos OAB,0AC y OBC estan ubicados

en el cuerpo y los vectores traccion que actuan sobre los planos son t;,t, y t,.

Como generalizacion del analisis, se asume que las fuerzas de cuerpo actian sobre
el elemento; estas fuerzas de cuerpo podrian ser debido a la gravedad, efectos de fluidos,
etc. Si la fuerza de cuerpo tiene intensidades f?, f5 y f° (medidas como fuerza por unidad
de volumen) luego el vector fuerza debido a los efectos de fuerza de cuerpo F esta dado
por

Fb = fPAV (2.38)

donde AV es el volumen del elemento tetraédrico. Similarmente, si las aceleraciones en las
tres direcciones coordenadas son 82u/8t2, la dinamica de fuerzas en el elemento son
0%u

F' = (pAV) =5 (2.39)

donde p es la densidad de masa del medio. Considerando el elemento tetraédrico, si el area

ABC es AS, las areas de AOB, AOC y BOC son dadas respectivamente por
AS; =n,;(AS), i=1,2,3. (2.40)

Los vectores fuerza que actuan sobre las superficies del elemento tetraédrico, ABC', AOB, AOC

y BOC son dadas, respectivamente, por

F=TAS,
(2.41)

Fi=-—n(AS)t;, Fy=-—ny(AS)t,, Fy3=-ns(A;.
Se observa que las normales unitarias salientes a las superficies AOB, AOC'y BOC estan
orientadas a lo largo de las direcciones negativas de los ejes coordenados. Aplicando la
segunda ley de Newton al elemento tetraédrico, se tiene
0%u

F+Fy+B+F3+#AV:(mM05ﬁ< (2.42)
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Sustituyendo (2.39) y (2.41) en (2.42) se tiene

AV 82u b
T:nltl +n2t2 +7’L3t3+A75’ <p8t2f ) . (243)

Ahora fijamos el punto P pero reducimos las dimensiones del elemento tetraédrico a cero
ﬁ—‘g — 0). Como resultado, se tiene
0 equivalentemente

Ty =ny011 +N909; + 3031,

T3 =ny013+N9093 +N3033.

Estas tres ecuaciones pueden ser expresadas como
T, = o,,n". (2.46)
De aqui, se define la matriz de tensiones en el sistema de coordenadas cartesianas como

011 012 013

(2.47)

021 022 023
031 032 033
Ahora, se examinaran las implcaciones, sobre la matriz estrés, consecuentes de asumir que
el cuerpo esta en equilibrio cuando esta sujeto a tracciones externas t sobre la superficie S'y

las fuerzas por unidad de volumen en V denotadas por f;. De la conservacion del momento,

se tiene

7§Tids+ / fav =2 / pit;dV (2.48)
S \%4 dt Vv

donde p es la constante que representa la densidad volumétrica del cuerpo. Haciendo uso

del teorema de la divergencia, se puede transformar la integral de superficie a una integral
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de volumen para conseguir el primer término de la parte izquierda

7§ 0, dSk = / Oy (2.49)
S |4

Considerando que la densidad p no cambia en el tiempo, en la ecuacion (2.48) se

tiene

/ (pit;— %0y, — f;)dV =0 (2.50)
,

y esto implica que

pit; = 8%y, + f;. (2.51)

Por otro lado, a partir de esta ecuacion, se puede expresar el equilibro de momentos

respecto al origen O

/p(xxij)dV:?{xdeS—i—/xxde (2.52)
1% s v

donde x es el vector en dV o0 dS. Ahora, se expresa el producto cruz en términos del simbolo
de permutacion, Levi Civita:

d [ .. y y
dt/ve”kxjude:]ieﬂkxjtde'—}—/vejkxjfde. (2.53)

Nuevamente, usando el teorema de divergencia en el primer término del lado derecho y

k
expresando ¢, como o ;,n", resulta

o v (2.54)
= / eijkojkdv.
14
Recordando las ecuaciones de equilibrio, resulta
/eijkajde =0, (2.55)
14
y ya que €% es antisimétrico en jk, se obtiene que o1, debe ser simétrico:
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2.2 Ley generalizada de Hooke

Las relaciones cinematicas, los principios mecanicos y termodinamicos son aplica-
bles a cualquier continuo independientemente de su constitucion fisica. En esta seccion, se
consideran las ecuaciones constitutivas las cuales caracterizan el material y su reaccion a
cargas aplicadas. La formulacion de las ecuaciones constitutivas para un material dado esta
guiada por axiomas constitutivos. En este trabajo revisaremos las relaciones constitutivas
lineales para solidos que sufren pequefias deformaciones.

Se dice que un cuerpo material es homogéneo si las propiedades del material son las mis-
mas en todo el cuerpo, por el contrario, un cuerpo es heterogéneo si las propiedades del
material dependen de la posicion. Por otra parte, un cuerpo anisotropico es aquel en el que
las propiedades del material dependen de la direccion mientras que un cuerpo isotrépico
es aquel para el que todas las propiedades materiales en todas las direcciones en un pun-

to soniguales. Un material isétropo o anis6tropo puede ser no homogéneo u homogéneo [2].

Se dice que un cuerpo material es idealmente elastico cuando el cuerpo recupera
completamente su forma original luego de retirar las fuerzas que causan la deformacion.
En las ecuaciones constitutivas descritas aqui se asume que los coeficientes del material
que especifican la relacion constitutiva entre los componentes de tension y deformacion
son constantes durante la deformacion. Ademas, se revisan las ecuaciones constitutivas
basicas de elasticidad lineal (es decir, la ley de Hooke generalizada) para pequenos des-

plazamientos.

La forma mas general de la relacion constitutiva elastica lineal supone que cada com-
ponente de la matriz de deformaciones ¢ se puede expresar como una combinacion lineal

de los componentes de la matriz de tensiones o, y viceversa. La relacion lineal resultante
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se puede escribir como se muestra a continuacion

o1 Cp Cy Ci3 Cy O3 Cig €11
022 Cor Oy Oy Cyy Oy Oy €22
033 Cs1 Csy Cs3 Csy Cg5 Cyg €33
_ (2.57)
O23 Cyp Cp Cyy Cyy Cp Cyg 2¢€93
013 Cs1 Csy Cs3 Csy Css Cyg 2¢3
012 Co1 Coa Cos Ty Cgs Cgg 2€q5

donde C;; son coeficientes de elasticidad. En general, las 36 constantes elasticas son ne-
cesarias para caracterizar al material elastico lineal. EI comportamiento constitutivo lineal
no invoca suposiciones sobre las relaciones que pueden existir entre los componentes de

C como resultado de requisitos termodinamicos o de simetria.

En el anexo 2 se muestra que, dado que la funcién de energia de deformacion U de
un cuerpo es continuamente diferenciable, la matriz elasticidad es simétrica. Ademas, como
se indica en el anexo 5, al considerar un material isotropico y homogéneo, la matriz elasti-
cidad se reduce a una matriz de 21 componentes y a partir de ella se obtiene una relacion
importante entre el tensor de tensiones, el tensor de deformaciones y dos constantes Ay
denominadas constantes de Lamé, tal relacién sera util en la consecucion de la energia de

deformacion U en términos de los tensores de deformacion y tensiones.

2.3 Formalismo de Hamilton
2.3.1 Desplazamiento y trabajo virtual

Un sistema mecanico puede tomar muchas configuraciones siempre que sean con-
sistentes con las restricciones geométricas sobre el sistema, estas son denominadas con-
figuraciones admisibles. De todas las configuraciones permitidas solo una satisface la se-
gunda ley de Newton, i.e, corresponde a la configuracién de equilibrio del sistema bajo las
fuerzas que actuan sobre él. El desplazamiento virtual de un sistema es el cambio de confi-
guracion de este debido a una variacion arbitraria de las coordenadas dr,, tal variacion debe

ser compatible con las fuerzas y ligaduras impuestas al sistema en un instante ¢, la diferen-
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cia entre un desplazamiento virtual y un desplazamiento real es que este ultimo se da en
un intervalo de tiempo dt durante el cual pueden variar las fuerzas y las ligaduras [2, 14].
Los desplazamientos virtuales en los contornos en los que hay condiciones de contorno son

nulos.

El trabajo hecho por fuerzas reales a través de desplazamientos virtuales es llamado
trabajo virtual. Si en un instante ¢, actia una fuerza F sobre un cuerpo 2 que sufre un

desplazamiento virtual éu, el trabajo virtual' esta dado por
5W:/F-5udu, (2.58)
Q

donde dv es el elemento de volumen y Q) es el volumen del cuerpo.

El trabajo virtual hecho por fuerzas externas se denota por 6W,. Asumiendo que
sobre el cuerpo actuan fuerzas de cuerpo f por unidad de volumen y tracciones superficiales

T por unidad de area, el trabajo virtual externo esta dado por

Wy = — (/f~6udv+/ T-6uds> : (2.59)
Q T,

donde ds es una superficie elemental y I' | es la superficie del cuerpo. El signo negativo en

(2.59) indica que el trabajo se hace sobre el cuerpo.

Con referencia al trabajo virtual hecho por fuerzas internas, este se denota por 6.
En general, el trabajo interno esta compuesto por varios tipos, mecanico, térmico, quimico,
etc [2]. En este trabajo solo se consideran el trabajo interno debido a las tensiones por
fuerzas mecanicas?, conocido como energia de deformacion, U. Las fuerzas asociadas al
campo de tensiones internas desplazan las particulas del material, por lo tanto, se realiza
trabajo. Hay que notar que el trabajo realizado al interior del cuerpo por las fuerzas externas

es el responsable del trabajo interno.

1El trabajo virtual también esta definido como el trabajo hecho por fuerzas virtuales mediante desplazamien-
tos reales:

W™ = / OF -udv.
JQ

2Estas tensiones internas se dan en cuerpos elasticos, en cuerpos rigidos, donde no hay cambios geomé-
tricos, no hay fuerzas internas y el trabajo interno es nulo, §W; = 0.
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2.3.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Antes de obtener las ecuaciones de Euler Lagrange, debemos recordar qué es una
funcional. Sabemos que el calculo diferencial se ocupa del cambio de una funcién cuando
uno se mueve de un punto a otro y que la derivada de la funcién en un punto indica la tasa
de cambio o pendiente, en ese punto. En el célculo de variaciones se estudian "funciones
de funciones”, formalmente llamadas funcionales. En concreto, una funcional es una inte-
gral definida cuyo integrando contiene una funcion que esta por determinar. Se dice que
I[u(x)] es una funcional siempre que tome un Unico valor escalar para cada funcion u(x). El
objetivo principal en el calculo variacional es obtener funciones estacionarias (o extremos)

de funcionales.

A continuacion, se plantea el problema de encontrar el extremo de la funcional
b
I(u) :/ F(z,u,u")dz, u(a)=1u,, ub)=1u,. (2.60)

La condicion necesaria para que la funcional tenga un extremo es que la primera variacién

sea cero,
SI(u) =0, (2.61)
es decir,
b
F F
/ (aéu—l— 0 5u’> dr =0, (2.62)
. \Ou o’
donde du’ =4 (2%) = d(2%). Luego,
b
oF OF dju
[ (Gt gy )iz =0 (2:69)
y ya que
d (OF OF dou d OF
(o) = 5w d * o™ (2.64)
se puede reescribir (2.63):
“roF  d (OF oF _1°
[ [5e @ (Gt [o] =0 209
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En la ecuacion (2.65), se observa que el término

8}7 ou (2.66)
ou
esta conformado por el producto del desplazamiento virtual ju y la fuerza generalizada gf ,

asi la expresion (2.66) representa el trabajo virtual. Todas las variaciones admisibles deben

satisfacer la forma homogénea de las condiciones de contorno geométricas:

du(a) =0, ou(b)=0. (2.67)

En otro punto, a < = < b, du es arbitrario.

De las condiciones geométricas (2.67), se observa que la ecuacién (2.65) se reduce

b
OF d (OF
/a 5 2= (5 )| udz =0, (2.68)

esto se cumple para cualquier variacion éu en (a,b). Del Lema fundamental del calculo de

variaciones?, se deduce que

oF d (OF
- A (2

- ) —0, en a<z<b (2.69)

Asi, la condicion necesaria para que la funcional I (u) sea un extremo en v = u(x) es que u(x)
sea solucién de la ecuacion (2.69), conocida como la ecuacion de Euler-Lagrange asociada

con la funcional I(u), es decir, §I = 0 es equivalente a (2.69).

Siu(a) =u, y u(b) es arbitrario, entonces éu(a) = 0. De la ecuacién (2.65) se tiene

b
OF d (0F oF
—_——— dudx + ( ) ou(b). 2.70
/a [ﬁu dx <8u’>] o' /),y (b) ( )
3El Lema fundamental del calculo de variaciones establece que: Para cualquier funcién integrable G, si se
cumple que
b
/ G-ndx=0
a

se cumple para cualquier funcion continua arbitraria n(x), para todo = en (a, b), entonces se deduce que G =0
en (a,b).
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Ya que du es arbitrario en (a,b) y 6u(b) es arbitrario, la ecuacion (2.70) implica que

ou dx \ou
oF
(8u’>_07 rx=0>

Las ecuaciones (2.71) se denominan ecuaciones de Euler-Lagrange. Nétese que las con-

8F—d<8F> =0, a<z<b
(2.71)

diciones de contorno que forman parte de las ecuaciones de Euler-Lagrange siempre per-

tenecen a la clase de condiciones de contorno naturales.

2.4 Teoria clasica de placas

Una placa es un elemento estructural con dimensiones grandes en comparacion
con su espesor y que esta sometido a cargas que provocan una deformacion por flexion
ademas de un estiramiento. Debido a la pequefez del espesor, a menudo no es necesario
modelarlos mediante ecuaciones de elasticidad en tres dimensiones. Se pueden desarrollar
teorias simples de placas en dos dimensiones para estudiar la deformacion y tensiones en

las estructuras de placas.

2.4.1 Hipétesis de Kirchhoff

La forma especifica del campo de desplazamientos de la teoria de placas esta ba-

sada en la hipoétesis de Kirchhoff que consiste en tres partes (ver figura 2.10) [2]

1. Las lineas rectas perpendiculares a la superficie media, llamadas normales transver-

sales, permanecen rectas luego de la deformacion.
2. Las normales transversales no sufren elongacioén, es decir, son inextensibles.

3. Las normales transversales rotan tal que permanecen perpendiculares a la superficie

media luego de la deformacion.

Con lafinalidad de examinar las consecuencias de la hipétesis de Kirchhoff, se consi-
dera una placa de espesor uniforme h, y se escogera el sistema de coordenadas de manera
que el plano zy coincide con el plano medio de la placa y la coordenada z es tomada positiva
hacia arriba. Si se denotan los desplazamientos de un punto, a lo largo de las coordenadas

(z,y,z), por (u,v,w), entonces un punto material que ocupa la posicién (x,y, z) en la placa
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Superficie media

/ \

=S

Normal transversal

FIGURAN°2.10: Normales transversales y superficie media antes y después de la deformacién
en una placa delgada.

no deformada se desplaza a la posicién (z +u,y+ v,z + w) en la placa deformada. La in-
extensibilidad de la normal transversal implica que la deformacién normal del espesor es

nula:

= = 272
=5 =0 (2.72)

€

lo que implica que w es independiente de z.

La tercera suposicion de la hipétesis de Kirchhoff implica que las deformaciones de

corte transversales son nulas

V2 0z oy

U (2.73)

€ €., =— =
9z Oz

Estas consecuencias de la hipbtesis son medulares para obtener una expresion de la ener-

gia de deformacion U en funcién a la deflexién de la placa en el siguiente capitulo.
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Capitulo lll: Ecuaciones de movimiento y condiciones de

contorno

Las ecuaciones de movimiento de un continuo pueden ser obtenidas usando las
leyes de Newton, para esto se requiere un diagrama de cuerpo libre de un elemento de
volumen de la estructura. Este aproximacion vectorial da una manera directa para deducir
las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, no siempre es claro qué tipo de condiciones
de contorno usar.

Otra manera de conseguir ecuaciones de movimiento es a través del principio de Hamil-
ton, esta forma se conoce como aproximacion energética. De esta aproximacion, se toma
en cuenta que el sistema dinamico es carcterizado por dos funciones de energia: energia

cinética y energia potencial [2].

3.1 Densidad de energia de deformacion

Un cuerpo de volumen V' con area de superficie S es considerado en un equilibrio
estatico bajo la accién de la traccion T que actia en una superficie y fuerzas de cuerpo f
que actuan sobre el volumen. El estado de estrés resultante en el cuerpo es dado por o, ¥y

los desplazamientos virtuales en la vecindad de un punto genérico son denotados por du.

Se asumira que la energia de deformacion U es igual al trabajo, W, hecho por las
tracciones aplicadas T y por las fuerzas de cuerpo f durante la transformacién de una confi-
guracion no deformada a una configuraciéon deformada. El trabajo para un desplazamiento

virtual es dado por

S
\%4 \%4

donde la barra denota cantidades por unidad de volumen y los subindices indican las com-

ponentes de los vectores.

Tomando en cuenta que el desplazamiento es virtual, se tiene que u = 0, entonces
de la ecuacion (2.51) se obtiene que f; = —0,0,,. En la segunda integral de la ecuacion

(3.1) las componentes de la traccion T; pueden ser reemplzadas de (2.46) y via el teorema
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de divergencia, el trabajo para el desplazamiento virtual es

(3.2)

14

En (3.2), la expresion J,u,; sera escrita como la suma de un tensor simétrico y un
tensor antisimétrico '. Por lo tanto, debido a o,; €s simetrico, solo la parte simétrica J,.u; se
mantiene. Ademas, la parte simétrica representa a los elemento de la matriz deformacién

escrita en (2.12). Asi, el resultado (3.2) es reescrito como

\%4 \%4

El trabajo hecho en el cuerpo corresponde al cambio en la energia potencial U del
sistema, de manera que W = 6U. Asi, la densidad de energia potencial de deformacion es
definida por

6U = 0,106, (3.4)

La relacion anterior se transforma en una diferencial exacta asumiendo que la ener-

gia potencial U es realmente una funcion del tensor deformacion ¢, ; en ese caso

oU
e,y

(3.5)

Oik =

La ecuacion (3.5) es la relacion fundamental entre la tensién y la deformacién. Y ya que la

funcion U depende de los términos e, ., el diferencial de U es

ij?

ouU oU ouU oU ouU ouU

dﬁ: a 11d€11+ a d€22+ a 3d633+28 d612+28 d€13+2a 23d€23, (36)

donde se ha tenido en cuenta la simetria de ¢, ;.

El término 8,,u; es escrito como

Ou; 1 ( 0Ouy n Ouy, +1 Ou;  Ouy
Ox;, 2\ 0z, O, 2\ 0z, Ox;
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Por otro lado, es posible obtener la relacion entre o y € para un material lineal, iso-

trépico y homogéneo en su forma indicial (ver anexo 2):

donde ¢, = €11 + €99 + €33 Y A, 1 SON conocidas como constantes de Lamé 2.

De las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) es posible obtener dU en funcion a las compo-

nentes de ¢:

dU =(Negp011 +2p€11)deqy + (Nepp 000 + 24605 )degy + (A€ 033 + 211633 )dess

+ (AeggO1o +20€ 5 )derg + (Aegy b3+ 2p€ 3 )der 3+ (Aegp0a3 + 2puen3 ) degs

(3.8)
+ (AegrOa1 + 24601 )degy + (Negp3y +2p€31 )desy + (A3 + 2p€35 ) desy,
:)\ekkdfll + )\ekkd€22 —+ )\Ekkd633 —+ 2/.14671‘7(16”
Al integrar esta expresion, se tiene

de aqui, es posible obtener?® la forma explicita de U como funcion de las componentes de ¢

1

Ahora, multiplicando (3.5) por ¢, y sustituyendo (3.7), el resultado es como sigue

oU

Eikiae.k = )‘fjjeii+2ﬂ€z‘k€ik7 (312)

2En elasticidad lineal, los parametros de Lamé son dos constantes elasticas que caracterizan completamente
el comportamiento lineal de un soélido isotrépico en pequefias deformaciones, estos dos parametros son desis-
gnados como: \, conocida como el primer parametro de Lamé y u, conocida como el médulo transversal de
elasticidad

3La primera integral de la ecuacién (3.9) puede ser hallada a partir de la siguiente relacién

/d(ekkﬁm‘) :/ekkdeii“’eiidekk
Gk‘kGii = 2/6k‘kd6ii (310)

1
eprdes; = 5 CkkEii
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comparando la parte derecha de (3.12) con (3.11) se obtiene la siguiente relacién

oU

Finalmente, con ayuda de las ecuaciones (3.5) y (3.13), es sencillo obtener la den-

sidad de la energia potencial debido a la tension

U: %Uikeik. (314)

Podemos mostrar la consistencia entre la ecuacion (3.14) y (3.5) partiendo de tomar la de-

rivada de (3.14) respecto a¢,,,,,:

oUu 1 00,4,
aemn B 5 |:Um7l +eik ae7nn:| (315)
Escribiendo 52— = 4;,,0;,, 5, tenemos:
oU 1 00,

de la relacion entre o y e mostrada en la ecuacion (3.7), tenemos:

P |:Umn +€ik5im5kn ()\6(611 +622 +633)6ik+2u):|
€

66ik

[T n + €ik0imOkn (MN(0i10k1 + 042042 + 0,;30,3)0ix +210)]

[T pan + (A(€11 + €30+ €33) 0,y +201)] (3.17)

Tmn

Respecto a las constantes de Lamé, es necesario su relacion con el médulo de

Young E'y el coeficiente de Poisson v mendiante las siguientes ecuaciones (ver anexo 2)

13X +2p)
E = , 3.18
N (3.18)
1 A
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3.2 El principio de Hamilton aplicado a un cuerpo en coordenadas cartesianas

El principio de Hamilton establece que de todos los posibles caminos que una par-
ticula podria recorrer desde su posicion en el instante ¢, a su posicion en el instante ¢,, el

camino real, denotado por u = u(z,t), sera aquel en el que la integral
tl
/ (K—-U+W,)dt (3.20)
tO

es un extremo [2, 15]. Asi, el principio de Hamilton es
ty
6/ (K—-U+W,)dt =0, (3.21)
to

donde K es la energia cinética del sistema, U es la energia potencial y W, es el trabajo
hecho por las fuerzas externas sobre el sistema. El simbolo § es entendido en el sentido
de calculo de variaciones. Ademas, en esta aproximacion, se asume que la variacion del
camino, u+ éu, difiere del camino real, u en cada instante excepto en ¢, and t,. De esta

manera, una variacion admisible du satisface la condicion

su(z,ty) = ou(z,t,) =0, Va. (3.22)

Ahora, las variaciones de K, U y W, seran calculadas por separado con la finali-
dad de obtener una expresion para (3.21). Al considerar que el cuerpo tiene una densidad

constante, se encuentra que la densidad de energia cinética K es
K=Sa4, i=1,23; (3.23)

donde el subindice ¢ denota una componente del vector . Por lo tanto, la variacion de esta
cantidad es

5K = pu;oi,. (3.24)

Luego, con la finalidad de obtener la componente cinética de la ecuacion (3.21), § K

debe ser integrado entre los instantes [t,,¢,] y en el volumen. Esto significa que se debe
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encontrar la siguiente integral

t1 t1 _ tl
5 / Kdt =6 / / KdtdV = / / pui; St dt AV . (3.25)
to v to v to

La integracion por partes en el tiempo da

t t
5/ Kdt:—// pil;0u;dtdV (3.26)
to Ve,

donde se han udado las condiciones (3.22).

Para la energia potencial, se encontrd la variacion U en (3.4), y usando (2.12) para

el factor d¢, ;, la siguiente integral es obtenida
t t =
vl 1 [t foU
to YV 2 ty JV aeij

La ultima expresidon sera integrada por partes en el volumen, estableciendo a =

OU [0e;; y db = (60,u; +60;u;) dV. Para b, el teorema de Gauss da

b= }1§ (bugn;+du;n;)dQ,
0

donde (2 es la superficie. Por lo tanto, la ecuacion (3.27) se vuelve

t t z z
1 B 1 1
5/ /Udth :/ {7{ (wéumj—l-wéujni) dQ
to o 2 to o \0€;; e
—/ 0, ou du; + 0; ov du ;| dV pdt.
7\ O¢;; ¢ J
1%

Con el fin de reducir (3.28), en los segundos términos de las integrales de superficie

(3.28)

y volumen, se intercambian los indices i y j aprovechando la naturaleza simétrica de o;.

Luego, con ayuda de (3.5) se obtiene

t, - t
5 / / Uav dt= / ( 7{ 0;,0u;n;dQ— / ajaijauidv) dt. (3.29)
to YV t Q \%4

0

La ultima variacion a calcular es el trabajo externo. Esto es hecho considerando la
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ecuacion (3.1)
t _ ty
to 3 to 3 Q

Finalmente, reemplazando (3.26), (3.29) y (3.30) en el principio de Hamilton dado

en la ecuacion (3.21), se obtiene la siguiente relacion

tl tl
{/ / [—pii; + f —|—(9jaij] dth—/ 7{ [Uijnj—ti] det} ou; =0, (3.31)
to ty Y0
1%

donde se puede observar que

pi; = f; +0;0,;, (3.32)

on; =t;. (3.33)

17°7) (2

La ecuacion (3.32), proveniente de la integral en volumen es la ecuacion de movi-
miento del cuerpo y la ecuacion (3.33), proveniente de la integral de superficie representa
las condiciones de contorno. Es decir, el método variacional permite determinar simultanea-

mente las ecuaciones necesarias para analizar la dinamica de un cuerpo sélido.

3.3 Deflecciones pequenas en placas rectangulares

Como un ejemplo de la seccién previa, se va a determinar la dinamica que consiste
en vibraciones flexurales, sin movimiento en el plano, de una placa rectangular. Considere
una placa que ocupa una porcion del espacio V, compuesta de una superficie rectangular
S con espesor h, es decir V =1[0,L,] x [0,L,] x [~h/2,h/2], donde h < L,, h < L,, y una

superficie neutral en z = 0.

Debido a que la defeccién es w, la energia cinética es expresada facilmente como

noLe L
K= % / / (w)2dzdy. (3.34)
0 0

Por lo tanto, se deduce que d K ~ dw. Esta expresidon debe ser integrada en el tiempo

con la finalidad de sustituirla en (3.21). La integracion por partes de la ultima integral deja
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K Neutral Surface (z = 0)

FIGURA N° 3.1: Placa delgada de volumen V' = [0,L,] x [0, L,] x [~h/2,h/2], de espesor h'y
con superficie mediaen z =0

fuera la derivada temporal de w dando el siguiente resultado

ty Ly pLa gto
5/ Kdt = —ph/ / / wowdtdzdy. (3.35)
t o Jo

1

Similar a la energia cinética, es necesario expresar U como una funcion de w(z,y).
Para alcanzar tal objetivo se debe tener en cuenta las hipétesis de la teoria de placas de

Kirchhoff y sus consecuencias [2]
€,,=0, ¢,.,=0, ¢,_=0. (3.36)
Sin embargo, de acuerdo a la formulacion bidimensional de la tensién plana [2, 3, 13], vere-
mos mas adelante que ¢, no necesariamente se anula para todo el plano xy.
De (2.12) y (3.36) es posible obtener
(3.37)

donde u_, = du/0z.

Resolviendo las ecuaciones (3.37), se obtienen las relaciones u = —zw , y v=—z2w .
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Nuevamente, de (2.12) se puede obtenere,,, ¢,, Y €,,

€pp = AW g} €y = —2W 05 €y = —2W 40 (3.38)

Otras relaciones necesarias para el desarrollo de esta seccion son las relaciones

tension-deformacion, tales relaciones estan dadas por:

E v
Tik =11, (Q‘k 19, _2V€u5ik> ) (3.39)
1
€l = E[(l‘FV)Uik—VUu@kL (3.40)

donde ¢;; = €;; + €99+ €33, 0, = 011 + 099+ 033, v €8 la constante de Poisson y E' es el médulo

de Young [2].

La deflexion vertical w es funcién de las dos coordenadas espaciales z e y, por lo tan-
to w = w(z,y). La placa es delgada y la amplitud de las ondas de flexidon que se desarrollan
en la superficie es pequefia en comparacion con el espesor. Por tanto, se aplican fuerzas
relativamente pequefias a la superficie de la placa para doblarla. Estas fuerzas tienen una
magnitud considerablemente menor que las tensiones que se desarrollan en la placa, por

lo que pueden despreciarse en el término limite de la ecuacién (2.46) [15]. Por lo tanto:

La placa esta solo ligeramente doblada, por lo tanto n,, = n, en toda la superficie, en con-
secuencia

o,, =0, =oc, =0. (3.42)
Mientras que las otras componentes de la tension son funciones de z e y:
O = 00 (T, Y), Ty = ayy(x, Y), Oy = ny(ac, Y), (3.43)

Esta aproximacion es hecha basada en la formulacion bidimensional de la tension plana

12,3,13].

La componente de deformacion ¢, es deducida facilmente de igualar a cero la ecua-
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cion de o, en (3.39), y usando las componentes de deformacion (3.38). Por lo tanto

(3.44)

» LT + w,yy)'

Ya que, de acuerdo a esta formulacioén, hay tension en el plano xy, en general la

deformacion e,, no se anula [3, 13, 15].

Ademas, para la energia potencial U, la sumatoria (3.14) tiene términos nulos debido

a la teoria de placas de Kirchhoff. En consecuencia

1

U= B (O €z T Oy €y T Ty €y + T €y ) (3.45)

Luego, usamos la ecuacion (3.39) y se consigue

U:

E v v N
oy (6wt gy ) no (et gy o) o 4262, (3.46)

N |

Al reordenar los términos y teniendo en cuenta que ¢;, = ¢, +¢,, + €., resulta:

_ 1 F 1
U= 3110 €.+ ef,y + 2e§y + T2, [(€pp +€yy t€20)(€pn T €4)] 2 s (3.47)
(€aateyy)®tez(eoateyy)
luego, de (3.38), (3.42) y (3.44), se tiene
- 1 E o 9 o v v
U= STro7 | Wae +w, + 2w, + -2 (W +w )2 1T (W +w )2 0
(Aw)? (Aw)?
(3.48)
al interior de los corchetes se suma y resta el término 2w ., w ,, para obtener
- 1 E o 9 v 1-2v 9
U= 130" {(Aw) +2w?,, — 2w w,, + T=op 1=y (Aw) } , (3.49)
y finalmente,
U= E 22 ! (Aw)? +w?, —w ,,w . (3.50)
14+v 2(1—v) Y TEE LYY

donde A es el operador Laplaciano en dos dimensiones.

De la densidad de energia potencial, U, obtenida en (3.50), se puede obtener la ener-

gia potencial integrando en el elemento de volumen dV = dzdydz. Definiendo la constante
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de rigidez D = Eh3/12(1 —1?), resulta
D by pLe
U= 2/ / {(Aw)Q +2(1—v) [(w’my)2 —w@zw’yy] }dxdy. (3.51)
o Jo

Con la finalidad de reemplazar la expresion obtenida en (3.51) en (3.21), se debe

calcular la variacién de U:

L, L,
oU = D/ / {(Aw)s(Aw) +(1—v) [2w 0w ., —w ., 0w, —w 0w .| }dedy,
o o
(3.52)

luego, se debe expandir esta integral.

Tomando en cuenta que Aw =w _,, +w,,, €l primer término en (3.52) se expresa

Yy’

como sigue:

[l

reemplazando (3.53) en (3.52), se obtiene

w;pl/ﬁ/g

L, L, L,
(Aw)d(Aw) = / / (W 40OW o + Wy 0w W 0w +w oW ) dudy
o Jo

(3.53)

L L L

. L, L, )
wyméwwxdmdy—k/ / wvyyéwyydxdy—ky/ /
0o o o
L, L L, L

—i—v/ / w7yy5w7mda:dy+2(l—y)/ /

o o o o

x

W 0w, drdy

x x

w}wy5w7mydazdy] .

(3.54)

En la variacional (3.54), todas las integrales son ~ éw ... Con el objetivo de obtener
la ecuacion de movimiento y las condiciones de contorno, se debe obtener §U proporcional
a dw, dw , y dw . Esto es posible via integracion por partes (ver anexo 6) obteniendo la

siguiente expresion:

Ly Ly
oU=D {/ Kw,xx + Vw,le) 5w,x] gT dy—/ [(w,mm + (2 o V)wvmyl) 5w] OLT dy
0 0
* / [(w,yy +rw oy ) ow,] o @ _/
0 0

Lm Ly
2 —
+/0 /0 Afwdwdxdy +2(1 —v) w7wy5w|esquinas}’

x

[(W gy + (2= 1) 4,) 0] Sy dxr  (3.55)

donde A’w=w ,,,, FW 4y +2W 400, Y €1 Operador diferencial A? es conocido como ope-

38



rador biarmonico.

Finalmente, sustituyendo (3.35) y (3.55) en (3.21) evitando fuerzas externas, se ob-

tiene

Il

L, L,
_/0 (W + (2= V)W 40y 5w]§y d:t—i—/o (W 4 +rw ) (5w7x]§w dy (3.56)

L, L t L
Y “ . 2 “ L,
/0 (DAAw — phib)dwdxdydt + Z {/0 [(w, +rw,,)ow,] o dx

L, L
_/0 (W 4 + (2= V)W 4, ) S0 o Y+ 2(1—v) wwy<5w|esquinaS dt = 0.

Aqui, del principio de Hamilton se deduce que la integral se divide entre una integral
de superficie y las integrales de frontera; es decir, parte de la energia potencial contribuye
a las fuerzas de inercia que aparecen en la ecuacion de movimiento, y la otra parte tiene
que ser compensada por las condiciones de frontera, por lo que desaparece a lo largo del
contorno [15]. Ademas, debido a que las evaluaciones hechas en las integrales (3.56) son
a lo largo de solo una variable, no se puede afirmar que las variaciones Jw, dw , y dw,
sean nulas para tales evaluaciones, permaneciendo arbitrarias. Por lo tanto, los términos
restantes en esas integrales deben ser nulos. Asi, los resultados se pueden resumir de la

siguiente manera

e Ecuacion de movimiento

phiv = —DAAw (3.57)
e Condiciones de contorno
w,nnn + (2 - l/>w,ntt - 07 (358)
W +rw 4, =0, (3.59)
w,nt = 07 (360)

donde {n,t} = {z,y}. Las ecuaciones (3.58) y (3.59) son validos para los lados de la placa

rectangular y la ultima ecuacién (3.58) es valida para las esquinas.
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3.4 Deflecciones pequenas en placas delgadas circulares

Como segundo ejemplo, la técnica sera usada para desarrollar la ecuaciéon de mo-

vimiento y la consicién de contorno para una placa circular. El primer paso es determinar

la energia cinética y sus variaciones en coordenadas polares. Esto es sencillo mediante

transformaciones de coordenadas de (3.35).

La variacional de la energia cinética es

2n ,R
0K = ph/ / wowrdrdd
0o o

integrando en el tiempo, resulta

ty 2m R ty
5/ Kdt:ph/ / / wowdt | rdrdf
ty 0 0 t

1

para la integracion por partes, se escoge:

a=w — da = wdt

db = dwdt — b=dw

Entonces, se obtiene

to 27
5[ wat=pn [ [
tq 0 0

reordenando los términos y simplicando resulta

ty 2w R pty
5/ Kdt = —ph/ / / wowdtrdrdo,
t o Jo Ji

donde w = w(r, ) y el vector deformacién es denotado por u = (u,., uy,w).

R t
w(swij—/ woéwdt | rdrdf
S——— t

0 1

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Para el calculo de la variacion de la energia potencial, la expresion (3.14) sera ge-

neralizada para cualquier geometria

~ 1
U= iTI‘(U.e),

(3.65)
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donde las matrices de tension y de deformacion se denotan en coordenadas polares como

sigue
Opr Org Opz €r €ro Crz
T€= 1 0g. Opg g | | €or €00 €o2 (3.66)
O 020 Oz €ar €20 €2z

De la teoria de placas de Kirchhoff, revisada en la seccién 2.4 y de las relaciones tension-
deformacion, (3.39) y (3.40), se obtiene que [3]

0,,=0g,=0,,=0. (3.67)

r

Como en el caso del caso rectangular, también tendremos en cuenta que debido a la for-

mulacion bidimensional de la tension plana [2,3,13], en general o, no se anula.

Por lo tanto, reemplazando (3.67) en (3.65), la densidad de energia de deformacion

se obtiene en términos de las componentes de las matrices de deformacién y de tensién

-1
U= 5 (Urrerr + 20r969r + 099699)‘ (368)

Las relaciones tension-deformacién dadas en las ecuaciones (3.39) y (3.40), se usa-

ran nuevamente en esta seccion. Asi, los términos e se obtendran de (3.40):

21 €209

1
€or = E[(l +V)Uzr] = 07 (369)
€= %[(1 +1)o) = 0. (3.70)

Ahora el siguiente paso es obtener los elementos de la matriz de tensiones en tér-
minos de la deformacién vertical w(r,0). El término u,. se obtendra de la forma general de
o, en (2.30), por supuesto tomando en cuenta la condicién (3.69). De manera similar, la
componente de deformacién u, se obtendra reemplazando la condicion (3.70) en la forma

general de o,,. Por lo tanto:

ou,. __%
0x, or (3.71)

__ow

Ur = Z@r’
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Oug _10ug
Oxy 1T 00
_ wow

Uy = _?%

(3.72)

Con (3.71) y (3.72) es posible obtener todos los elementos de la matriz de defor-

maciones con excepcion de ¢,,. Con la finalidad de obtener ¢,,, la condicion o,, = 0 se

zz?

reemplaza en (3.39). En consecuencia

v z 0w  zow

0%w
=TT, (_Z o2 r2 962 _1"(97‘) ' (3.73)

Con las ecuaciones (3.71)-(3.73), es posible calcular todos los elementos que se
necesitan para reemplazarlos en la ecuacion de la densidad de energia potencial, (3.68),
con ayuda de la relacién tensién-deformacion. Luego, integrando en el volumen de la placa,

la energia potencial tiene la siguiente forma:

D [k 1 1 2 1 1
U= 2/ / {(Aw)2 +2(1—v) [<T2w79— ;wvﬂg) —W ., (r—2w799+ rw’r>] }rdrd@,
o Jo
(3.74)

donde Aw esta dado en coordenadas polares como

1 1
Aw=w . +-w,+—Zw . (3.75)
: e T

La variacién §U puede ser determinada de (3.4), a partir de aqui debe ser reducida

con la finalidad de obtener una expresion proporcional a dw, dw ., y dw ,. Esto ultimo se

desarrolla por integracion por partes (ver anexo 7). Asi, el resultado final tiene la siguiente
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forma

oU =
27
1 1 R
2(1—v) (——w 95w+ —w T95w>
0
0
°m 1 1 1 2 4 2
rrrr W ppp + r3 —SW ., 7“2 W + ﬁwﬂ@H@ + ﬁw,mﬂ@ + rjwﬂ@ - ﬁw,eer
A2y
x dwrdrdf
27 R
1%
+/ [((rwrr+ywr+w90>6wr>
0 b b T‘ b b 0
3—v —2 1 =
( T‘T‘ +— 7’ w .00 + r ,r99 + ;’UJ’T> (SUJ) . ] do

<
of [<<:3wee+ o )
(=

21-v) 1—2v 2 —2 o
+ w ,000 +— , 77'7“9 + 7“2 w,rg + ?”3 wﬂ ow . dr.

(3.76)

Finalmente, las dos variaciones, (3.64) y (3.185), deben ser reemplazadas en (3.21)

obteniendo asi:

ty 2T R
/ {/ / (DA?w+ phid) Swrdrd
t 0o Jo

1

2 v R
—|—D/ ((rwvw—l—uwm+ —w,gg) 5w7r>
0 r 0
—v v—2 R
+ <_Tw,7‘r7‘ w,’r‘r + 2 W gg + r0o +-w ) (571)) do
0
o (3.77)

1 2(1—v) 1—2v 2v—2
+ —7173?1]7999 + 771 w7rT9 + 7742 w’rg + 77’ wﬁ ow

R,27
=0.
0

En la ecuacion (3.77), la ecuacion de movimiento es obtenida de la integral de superficie:

1 1
2D(1 — I/) <—T72w’95w + ;w’re(S'IU)

phiy = —DAw (3.78)
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Mientras que las condiciones de contorno son obtenidas de las integrales de linea en

# cuyos integrandos son evaluados en el borde de la placa circular, es decir, cuando r» = R.

—D (w W—l-zwr-i-%w 99) :0 (379)
’ r o’ T ’ R

1 3—v v—2 1
—-D (w,Trr + ;w,rr + ?w’eg + 711177@9 + ﬁw,r> n =0 (380)

Por otro lado, respecto a las segunda y tercera linea de la ecuacion (3.77), podemos
afirmar que cuando los integrandos se evaluan en r = 0, debido a la singularidad los términos

w gg(1 = 0,0),w,99(r =0,0),w .(r =0,0) se anulan, asi como el término r w de manera

,TTT?
que todos los términos al interior de los paréntesis evaluados en r = 0 se anulan. Finalmente,
en las tres ultimas lineas de la ecuacion (3.77) vemos que los términos evaluados en 0y 27

se anulan ya que la funcién esta siendo evaluada en el mismo punto.
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Conclusiones

En este trabajo se han revisado las ecuaciones de movimiento y las condiciones de
contorno para pequefas oscilaciones en un sélido elastico mediante el calculo variacional.
En particular, se ha aplicado a los casos de las oscilaciones transversales en placas del-
gadas con geometria rectangular y circular con un calculo detallado y esclarecido que rara

vez se encuentra en la literatura actual.

En el capitulo Il, se ha hecho una revision de los elementos de dinamica continua,
como la tension y la deformacién. Para el caso de un elemento infinitesimal que sélo sufre
deformacion, pero no rotaciones, se encontré que dicha deformacion puede ser caracte-
rizada por una matriz de deformacién simétrica. Asimismo, para cuantificar la distribuciéon
de las fuerzas internas se definié el vector de traccion, el cual esta relacionado, mediante
la formula de Cauchy, con una matriz simétrica denominada matriz de tensiones. La fér-
mula de Cauchy indica que cada componente de la traccion puede ser expresada como
una combinacion lineal de componentes de tensién particulares. Ademas de los elementos
de la dinamica continua, se hizo una pequefa revision del formalismo de Hamilton y las
ecuaciones de Euler-Lagrange, asi se pudo evidenciar que este método permite obtener
las condiciones de contorno de acuerdo a las ecuaciones (2.71). Por ultimo, se estudio la
teoria clasica de placas basada en la hipétesis de Kirchhoff cuyas implicaciones han sido

importantes para analizar las placas delgadas concernientes a este trabajo.

La revisién también se centrd en la interpretacion de las magnitudes de tensién y
deformacion y sus propiedades matematicas. Este esfuerzo fue util para obtener la energia
potencial del sdlido, asi como para el calculo del trabajo virtual. A efectos de las aplicacio-

nes, se obtuvieron explicitamente sus expresiones en coordenadas cartesianas y cilindricas.

En la seccién 3.2 se obtuvo el mecanismo para obtener, simultaneamente, las ecua-
ciones de movimiento y las condiciones de contorno para cualquier sélido tridimensional.
El algoritmo consiste en determinar la energia potencial a través del trabajo virtual debido

a los desplazamientos infinitesimales. Luego, el principio de Hamilton permite obtener las
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ecuaciones de movimiento a través del teorema de Gauss para obtener las integrales pro-
porcionales a du,. Cabe sefalar que las ecuaciones (3.32) y (3.33), estan acopladas con res-

pecto a los desplazamientos de deformacion a través de las relaciones tensién-deformacion.

Finalmente, en las secciones 3.3 y 3.4 se muestra la aplicacion del algoritmo al pro-
blema bidimensional de placas delgadas rectangulares y circulares, respectivamente. En
estos casos particulares, la dificultad se encuentra en obtener la variacional de la ener-
gia potencial, cuyo calculo se simplifica con ayuda de la teoria de placas desarrollada por
Kirchhoff. En ambos casos, las variaciones de las energias se reducen hasta factores pro-
porcionales a w; y w ;. Es interesante observar que en ambos casos, el desplazamiento
vertical w puede considerarse como un campo en el espacio bidimensional de coordenadas
x € y. Estas Ultimas puede servir de guia para obtener estas ecuaciones a partir de el caso
general tridimensional representado en (3.32) y (3.33). Finalmente, luego de aplicar el méto-
do variacional, se obtienen simultdneamente las ecuaciones de movimiento (3.57) y (3.78),
y las condiciones de contorno (3.58), (3.59), (3.60), (3.79) y (3.80) para las placas delgadas
rectangular y circular. Las condiciones de contorno para el caso de la placa rectangular son

las condiciones obtenidas en [15].
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Recomendaciones

Se observa que luego de obtener las ecuaciones para un sélido tridimensional, se
ha aplicado nuevamente el proceso para el caso bidimensional, de aqui aparece una nueva

cuestion scomo desarrollar el paso al limite de un sélido tridimensional a uno bidimensional?

Por otra parte, las condiciones de contorno y la ecuacién de movimiento estudiadas
corresponden a una placa, ya sea rectangular o circular, de bordes libres. Asi, surge la
pregunta ;como serian las ecuaciones y las condiciones de frontera para una placa con
soporte simple, sujetada u otro tipo de condicién en los bordes? para responder a esta

pregunta se sugiere introducir multiplicadores de Lagrange.
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Anexo 1: Matriz Rotacion

La matriz simétrica expresada explicitamente es

du l(@_@) l(@_fLw>
ox 2 \ Oy ox 2\ 0z ox
w=|1(g—av) o L2 gw) | (3.81)
2 \ Oy ox Jy 2\ 0z Jy
l(@_@) l(@_@) dw
2\ 0z ox 2 \ 0z oy 0z

Para entender el significado de esta matriz, se debe recordar definir un vector dual* del

tensor (3.81):

1
w; = _§fijkwjk7 (3.82)
usando esta definicién se encuentra
1
Wy = _5(5123“123 + 6132‘”32) = —€132W32; (3.83)

al intercambiar los indices 2 y 3 de ¢ en la ultima igualdad, se obtiene

Wy = W3z (3.84)

de la misma manera se pueden obtener los vectores duales w, y wq

Wy = Wy (3.86)

De (3.81), (3.84), (3.85) y (3.86) se obtiene

1 /0w Ov
1 /0u Ow

1t (3.88)
1/0v Ou

4Se define al vector dual a; de un tensor de segundo orden a;; CoOmo:

1
@i = 75 €k Ak



De estas tres ecuaciones se puede reconocer que 2w, 2w, Yy 2w; son componentes del

rotacional del vector desplazamiento u, es decir
1
w= iv X u (3.90)

Los elementos del tensor antisimétrico representan la rotacién de cuerpo rigido de los ele-

mentos del material.



Anexo 2: Simetria de la matriz elasticidad y constantes de Lamé

Las restricciones que se impondran a la matriz de elasticidad C definida por (2.57)
se definen en virtud de la energia de deformacion almacenada en un material elastico lineal.

Expandiendo la ecuacién (3.5) y usando la relacién (2.57), se tiene

oU

Ogx = e = C11€5n + CIQEyy + C13€22 + Cl4ea:y +ot C16€z2
ou

Jyy - e =Co1€2y + C22€yy + Co3€,2 + 0246:53/ +ot Co6Cx2
vy

(3.91)

ou

Ogz = e = C61€5x + 0626yy + C63€22 + 0646my +ot C66Cx2

xrz

Ya que U es una funcién continuamente diferenciable, se puede tomar el diferencial de

(3.91) para obtener

02U . 0*U _.
D€y, 06, 1 D06, 21
0*U - 02U B
O¢,,0¢€,, ~ s 0€,,0€,, ~ G
(3.92)
9%U 0*U

86 86 = 265 86 86 ~ C62

Y debido a que las diferenciaciones en (3.92) conmutan, se puede afirmar que la matriz de

elasticidad C es simétrica

C=C" oequivalentemente c¢;; = c;;. (3.93)

Esto reduce el numero de constantes elasticas independientes de 36 a 21. Esta matriz ca-

racteriza al material elastico anisotropico [13].



Para un material isotrépico y homogéneo, la forma de la matriz elasticidad debe

ser independiente de la orientacion del sistema coordenado de referencia. Asi, la matriz se

reduce a
(A+2u) A A 0O 0 0
A (A +2p) A 0O 0 0
A A (A+2u) 0 0 O
C = (3.94)
0 0 0 20 0 0
0 0 0 0 2u 0
0 0 0 0 0 2u

donde Ay u son las constantes de Lamé. Para materiales linealmente elasticos A y u son
constantes en todos los puntos en el medio [2, 3]. Sustituyendo (3.94) en (2.57), se observa
que para o,; se obtiene

011 = €11 + €99 +€33) +2p€y;. (3.95)

Para las otras componentes de o se puede encontrar relaciones similares a (3.95) y se

pueden escribir como

0 =AV-ul 4+2ue, (3.96)
donde
ou Ju OJu
V-u-a—x—ka—y—k%_trazae. (3.97)

Podemos escribir la ecuacion (3.96) en su forma indicial

De aqui
€= o o (3.99)
Tomando la traza en la ecuacion (3.98):
tr(o;;)
tr(e;;) = Br+2p) ;M) (3.100)



Sustituyendo (3.100) en (3.99):

_ T A

Ademas, limitdndonos al caso en el que el cuerpo esta sujeto a una tensién en una sola

direccion (tension simple), tendremos que el estado de tensién esta dado por [2, 3, 13]

co=|0 0 0 (3.102)

Sustituyendo (3.102) en (3.101), tenemos

g
€ — 0

=—— _ 3.103

1 0 0
g
€= EO 0 —v 0 (3.104)
0 0 —v
Comparando (3.104) con (3.104):
p(3X+2p) A
E="——= = 3.105
S TP W) (3.105)



Anexo 3: Transformacioén del tensor de deformaciones

Dado que las ¢,; son componentes de un tensor de segundo orden, se puede aplicar

la teoria de la transformacion

€7 = QipQp€pq (3.106)

Asi, dada la deformacién en un sistema coordinado, se pueden determinar las nuevas com-
ponentes en cualquier otro sistema rotado. Para el caso tridimensional, la matriz rotacion
se define por
Ly my ny
Qij = ly my mny (3.107)
ly mg ng
Para el caso bidimensional, mostrado en la figura 3.2, la matriz de transformacién se puede

expresar como

cosfd sinf 0

Qij=| —sind cosh 0 (3.108)

Transformacion rotacional bidimensional.



Bajo esta transformacion, las componentes de deformacion en el plano se transfor-
man segun

. 2 .
e}, = e, 08”0 +e,sin" 0+ 2e,, sinfcoso

; .2 290 .
e, = ¢€,sin"0+e, cos*0—2e, sinfcost

(3.109)
ery = —€,Sinfcosf +e, sindcost +e,, (cos2e—sin2 9)
Esto se reescribe en términos de un angulo doble
, €xte, e,—e, )

=7 + 5 cos20+e,, sin20
e, te e,—e

e, = ””2 y_ ’”2 Y cos20—e,, sin2 (3.110)
(& (&

€y = 5 = sin20+e,, cos20



Anexo 4: Transformacioén del tensor de tensiones

Dado que ;5 son componentes de un tensor de segundo orden, se puede aplicar la

teoria de la transformacion

01 = QipQ;40pq (3.111)

Asi, dado la tension en un sistema coordenado, se pueden determinar las nuevas compo-
nentes en cualquier otro sistema rotado. Para el caso tridimensional, la matriz rotacion se

define por

Ly my ny
Qij = ly my mny (3.112)
ly mg ng

Para el caso bidimensional, la matriz de transformacién se puede expresar como

cosf sinf 0

Qij=| —sind cosh 0 (3.113)

Bajo esta transformacion, las componentes strain en el plano se transforman segun

0, =0,c08°0+0, sin29+27xysin90039
o, =0, sin26+ay00329—2rmysin90039 (3.114)

Tpy = —0,SiNOCOSH + 0, sinfcosd+o,, (cos2 6 —sin’ 9)

Esto se reescribe en términos de un angulo doble

Oy t0, 0,—0, .
o, = 5 + 5 cos20 +o,, sin20
o,+0o o,—0 .
o, = 5 Y 5 Y cos20—o,,sin20 (3.115)
/ Uy_UI H
Ty =" 5 sin20+ 7, cos 26



Anexo 5: Calculo de los elementos de la matriz de deformaciones

Antes de obtener los elementos de la matriz (2.29), es necesario obtener los elemen-
tos de la matriz (2.29), (2.12) en funcién a las coordenadas polares, usando las relaciones

(2.26) y (2.28)

sing 0

ou 0 . .
. 87:1; = cos&a(cos Ou,. —sinOuy) — Tﬁ(cos Ou,. —sinfuy)
= cos? 986? —cosésin 9% — SITnQ (—sin Ou, + cose%g
. O0u
—cos&ue—smea—;> , (3.116)
du du, sin’6  sinfcosd du
= cos?0—— —cosfsinf—2~ — r
cos®f— " —cosfsing— = + — —u, . 50
sin Gcoseu N sin%%
r 0 r 00’
o gz; =sin Hg(coseu,, —sinfuy) + %M%(coseu,q —sinfuy)
= sinecosea;f —sin’ 0% + COTSQ (—sin Ou, +cos9887“;7’
. O0u
—coseu(,—sm@a—;> , (3.117)
—sindcoss 2l aingQte cosfsing cos?6 du,
N or or r " r 00
_ cos20u _cosfsinf du,
ro r 00



ou 0, . sing 0 , .
. a—xj = €080 (sinfu, + €08 fuy) — == - (sinfu, + cos fuy)
B . Ou, 5 ,0ug sing . Ou,
= cosfsind 5 +cos“d 5 (cosﬁuﬁ—sm@ 50
. ou
—S|n6u9+00598—99> , (3.118)
B . Ou, 5 ,0uy sindcosd sin296ur
_cosesmeﬁ+cos HW— " U= —7p
sin®  sinfcosf du,
r e r 00
. ou = i(cos@ur —sinfuy)
Oxrg Ozy (3.119)
Ou, . . Ouy '
= cos/ —sing—
Oz O0xs
Ous Oug  sinf Oug
ous dus _ i} A2
*or, G T (3.120)
ou .0, . cosf 0 .
. 6—{5 = sin Ha(sm Ou,. +cosOu,) + 7%(sm Ou,. +cos Ou,)
o 2,0u. duy  cosd . Ou,
=sin" 0 o +sinfcost 5 + - (cosﬁur%—sme 50
. ou
—S|n6u9+cosea—;> (3.121)
20U, Ou, cos?0 cosdsinf du,
=sin" 0 5 —+sinfcosé 5 + . u, + ; 90
B cosHsinGu +cosze%
r 0 r 00
Ouy, . . Ou Ouyg
—= =sinf——" 06— 3.122
° a2, sin 8x3+cos oz, ( )
Ouz . Ous €OSOOusg
e R s 3 A2
* 0, sinf or * r 00 (3.123)
Ousz  Oug
—=_— 3.124
* Oxy  Oxg ( )
De (2.29), se obtiene el elemento ¢, de la matriz estrés
€, = C0S0(CoSbe;; +Sinbey, ) +SiNO(COS €5 + SiNbey, ). (3.125)

Al sustituir los elementos de la matriz estrés en coordenadas cartesianas, mostrados en la

ecuacion (2.12), resulta

€, = COSH 0030%4——3'”9 (auljt%ﬂ +sind [COSQ (auljta%) +sin00uQ]

0z 2 \0zy Ox, 2 0ry Ox4 0z,
= cos? 6221 +sinzegzz +sinfcosd (g;; + ng>

(3.126)
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reemplazando las ecuaciones (3.116), (3.117), (3.118) y (3.121) en (3.126), se obtiene que

el elemento ¢, es

5 5 ,0U, . Oug sin*g singcosf Ju, sinfcosd
€,, =C0S” | cos-f —cosédsing— + u, — +——uy
or or r r 00 r
.2 .
sin” 0 duy, o, 2, 0u, Ou, cos?0 cosfsinf du,
+ - 80) +sin 0<sm 6 o +smecoseﬁ+ - U, + . 20
_ cosfsing cos?6 duy ou,. Duy

>+sinecose [QSinecose + (00329—sin29)

r Up r 00 or or

2sinfcosg  (cos?0—sin’0) gy (cos?0—sin“0)  2sindcosd du,
— u, + —r_ Uy — =0
r r 00 r r 00

ou,.

or

cos?6 —sin® 0)

du, 2cos2dsin’g
4+,
or r

.2
cos?60—sin” 0) u,

- (cos4 0+ sin’ 0)
sinfcosd
=

—cos#sing (cos2 0 —sin’ 6)

Ou, sinfdcos?d

00 (
.2

+ M% 12sin? 0 cos? 0% +sinfcosé (cos2 0 —sin’ 9)

T 00 or r
2sin”fcos? 0 sindcosé
N r Ur r (
_ sinfcosf (

r

Bug

ou,.

00

2sin*cos? 6 du,
r 6

cos? 6 —sin’ 0)

.2
cos?0—sin” ) uy—

= (0034 6+ sin* 0 + 2sin® # cos? 0) 9y,
or

(cos2 6-+sin? 6)2

(3.127)

finalmente, el resultado parae,., es

ou,.
€ =5 | (3.128)

De (2.29), se puede obtener el elemento ¢,

€,9 = —Sin0(cosfe,; +sinfe,, ) + cosO(cosbe,, + sinbey, ), (3.129)

11



sustituyendo los elementos de la matriz deformacion en coordenadas cartesianas mostrados

en la ecuacion (2.12), se tiene

B 3u1 sing (Ou, Ou,
€0 = smé?{cosea P (8$2+8$1)]
cosf (Ou;  Ou, ou
o 9[ 2 (8$2+8m1>+sneax2}

=sinfcosd (_31 + 67372

Ou, aUZ) n (00320—5|n20

2

) (3

ouy
0x,

Ou,
0xy

o)

(3.130)
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reemplazando (3.116), (3.121), (3.117) y (3.118) en (3.130), el elemento ¢,., es
p 0

L Ou;  Ou, cos20—sin’ 0\ [Ou, = Ou,
ere_smecose( 8+8952)+ (2 8752+8Tsl

Ouyg sin’ 6 singcosé Ju,
— U, +

=sinfcosd (— cos2088 4 cosfsinfg—-

r r r r 00
_ sinfcosd sin 08u9 Oue cos? 6
P T 87“ (97“ -
COSHSiﬂQ@uT_COSHSII’IHu +00320%
r 00 r T
cos26—sin’ 6 : ou, ) 2\ Oug
+ (2> [ or +<Cos 6 —sin 0)W
2sinfcos b (cosQG—sin2 9) ou (cosQG—Sin2 9)
— u, + — — Ug
r r 00 r
_23in900398u9}
r o0

: 5\ Ou, ) 20 —sin”¢
=sinfcos? (— (coth9—sm2 9) 8 5 kel 2R uur

'LLO+

2sinfcosf Ju,  2sinfcosf cos%—sin%%
r 00 r r 00

cos26—sin’ 0 : du, ) 2\ Oug
+ (2) [23|n00039W+(cos 6 —sin 0>W (3.431)
2sinfcosf (cosQG—Sin2 9) ou (COSQG—sin2 9)
— u, + =r_ ug
r r 00 r
_23in900398u9}
r o0
o . 2 . 2 aur . 2 2 U/Q
_—S|n90039(cos 6 —sin 9) o 5
(00329—3"129) 2sin’6cos2f du, 2sin’Hcos2h
X u, + -y
T r o0 r
(cos 6 —sin 9) g ou,
H 2
+sinfcosd - %+sm9cose(cos 0 —sin’0) 7
2
(cos?0—sin*0)" 9u, sinfcosd
0 9 .2
+ 5 W—i(cos 6 —sin Q)uT
2 2
(COSQH—SiHQQ) du, (cos2e—sin26)
* 2r 00 2r Yo
(cos?0—sin”0) gu
—sin® 0 70
sinfcos . 50
osin?cos? gﬁug 23in20008208ur_23in20c0326
or r o7} r Yo
2 2 2
(cos?0—sin*0) gy, (cos20—sin’0) gy, (cos?6—sin’0)
* > ar or 90 or uo
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teniendo en cuenta que (Cos2 0 —sin’ 0) =c0s20 y 2sinfcosf = sin 20:

sin” 26 Ouyg sin”26 ou,. sin” 26
€ro = . 1 - Ug
2 Or 2r 00 2r (3.132)
cos?20 du, cos?20du, cos?20

2 or 2 00 2 ¢
finalmente, el elemento ¢, es
Oug uy 10u
———4-—". A
De (2.29), el elemento ¢, es
€,, = COS0e 5+ SiNfeys (3.134)

sustituyendo los elementos de la matriz deformacion en coordenadas cartesianas mostrada

en la ecuacion (2.12), resulta

_cosf (Ouy  Oug [ Ouy  Oug
== (8x3+8x1>+ 2 <8x3+89§2 (3.135)

reemplazando las ecuaciones (3.119), (3.120), (3.122) y (3.123) en (3.135), el elementoe,.,

es

—sin 6% +cosf

Z3 Z3 or r 00

- :0025;9 (cosegu’" OJug Sln98u3>

3.136
JrsinH 8u3 cos&% ( )
2 83:3 8:1:3 (97“ r 06
finalmente, el elemento ¢, es
1 (0u, Ous

- s ) I 137
€r= 2<8x3+87’) (3.137)

De (2.29), se obtiene el elemento ¢,
€99 = —SINO(—sinfe,; + cos e, ) + cosO(—sinbe;, + COSbey, ) (3.138)
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sustituyendo los elementos de la matriz deformaciéon en coordenadas cartesianas en la

ecuacion (2.12), resulta
L Ou; cosf (Ou;  Ou,
€op = sm@[ S|n08x1 = (8x2+8$1)]
sing (Ou; = Ou, ou
—— | A
+ cos 9[ 5 (8m2 +8$1) +coseax2] (3.139)

:sinzagzi +00326§Z —sinfcosd (gul + ng)

reemplazando las ecuaciones (3.116), (3.116), (3.118) y (3.121) en (3.139), el elemento ¢y,

es
_sing ou,. . O0uy n sin’ 6 _ sinfcosf du,
€00 = or or ror r 00
sinfcos? sin’0 Ouyg 9 .2, 0u,. . Ug
+ r ot r 89>+COS 9( or or
Jrcos26? N cos@sing du,  cosfsind N cos® 6 duy
roor r 00 r Yo r 00
. : Ou, . o Ou, cosfsind cos? 0 du,
—sinfcos?d (sm@cos 5 [ o . U, + ]
_cos’d  cosfsind duy +cos€sm08 " cos 208u sinfcosf
r e r 00 or or r Ur
_sin20 ou,. . sin29u __sinfcosf duy
ro90 " r ro 00

Juy N cos'd+sin" 6

(cos?0—sin0) -~ TR ——

6

cos@sinf 9 , Ou,. cosfsing 9 .2
+——"— (cos?—sin’ ) > — =" (cos?0—sin"0) u,
cos* 0 +sin® 0 du, o ,OU,. ) dug
LT —2sin”fcos2g—" o —sinfcosd (cos?f—sin’0) -~ o
9sin2fcos2 § _ (COSZO—SiHQQ) ou. (cos2e—sin2 0)
+————u, —sinfcosd T Uy
r r 00 r
ZSiI’]QQCOSQQ%
r 00
_cos49+sin49+23in2600529u +COS46+Sin49+28in29C0329%
N r " r 00
(3.140)
finalmente el elemento ¢, es
u, 10u,
_ Ur 20Uy 141
0= ", i r 00 (3 )
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De (2.29), se obtiene el elemento ¢,
€9, = —SiNfe; 3 + COS ey (3.142)

sustituyendo los elementos de la matriz (2.12), resulta

L ging (2t 2us Ouy |, Ous
egz_2[ sme(angraxS)+cos€(a$3+ax2 (3.143)

reemplazando las ecuaciones (3.119), (3.124), (3.122) y (3.123) en (3.139), el elemento ¢y,

es
1 , ou, . Ouy Ou
€ =5 [—sme <C0368x3 —smea—mz + axz)
- 0u, Oug . ,Oug €OSH dug
+cosf (S'n96x3 +C0398x3 +sin6 o + Y )}
! —cosHsinHauT +sin29% —sin@cose% + sinze% (3.144)
2 0x4 0x, or r 00
2
+Sin9COSQ%—f—COSZ@%—f—SinHCOSGa = %08 8u3)
T3 3 or r 00
finalmente, el elemento ¢,; es
1 (0uy  10ug
€0 =3 <8x3+7«39 ) (3.145)
De (2.29), el elemento ¢,, es
Ous
€33 =2 (3.146)
337 Bz,
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Anexo 6: Variacional de la energia potencial en coordenadas cartesianas

La variacional de la energia potencial, mostrada en la ecuacion (3.54), puede ser

obtenida en términos de éw, dw , y dw , mediante integracion por partes en cada integral.

e En la primera integral

L, .
/ / wyméwymdacdy,
0 0

se eligen las siguientes variables

A=w,, — dA=w,, dr

da=dw . dv — a=dw,

entonces, resulta

L, (L, L, .
/ / W 0w . drdy :/ W 4y OW |0 “dy
o Jo 0

L, L, (3.147)
—/ / wyxméw’xd:zdy
0 0
en esta ultima integral, se escoge lo siguiente
B=W 0, — dB=w ., dr
db=dw, dx — b=odw
asi, se obtiene
L, L, L, I L, I
/ / w,méwvmdmdy :/ w’mx6w7m|0’dy—/ wvmméw|0”dy
0 0 0 0
L, L, (3.148)
+/ / W gy dwdzdy
0 0

e En la segunda integral,

L, L,
/ / w 0w . dydz,
o Jo

se eligen las siguientes variables

vy YYYY

de=o0w,dy — c¢=dw,
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entonces, resulta

L, L, L, .
—_ Y
/0 /0 W,y 0w,y ddy _/0 w,yyawm'o dzx

L, L,
—/ / wyyyydwvydacdy
0 0

en esta ultima integral se escogen lo siguiente

(3.149)

D=w — dD=w dy

Yyy YYYyy

dd=ow,dy — 0=dw

asi, se obtiene

L, oL, L, L,
’ sw . dod “w. sw [FVd “wo o sw"d
L Wy OW 1y ATAY = 0 Woyy w,y|0 T 0 W yyy w‘o x

L, L,
+ / / Wy owdzdy.
o Jo

L, L,
/ / W 0w, dydz,
o o

se escogen las siguientes variables

(3.150)

En la tercera integral

= dé=w ,,.,dy

LT ,TTY

de=ow,,dy — e=0w,

entonces, resulta

— Y
/ / w’mxéwyyydxdy—/ w)mx5w7y|0 dx
o o 0

L, L,
—/ / wymyéw’ydxdy
0 0

en esta ultima integral, se escoge lo siguiente

(3.151)

F=w,py — dF =w dy

y L TTYY

df =ow,dy — f=odw
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asi, se obtiene

L, L, L, L,
/ / w’II(Sw’yyd:Edy:/ w’méwy‘o dx—/ wymyéwlo dz
o o 0 0

L, L,
+ / / W gy Owdzdy.
o /o

L, L,
/ / w 0w . dyd,
o o

se escogen la siguientes variables

(3.152)

En la cuarta integral,

G= Wy = dg = w7yymda:

dg=ow . dr — g=ow,

entonces, resulta
(3.153)

en esta ultima integral, se escoge lo siguiente

H =Wy d%:w’yymdm

dy=dow dr — bh=dw

asi, se obtiene

L, L, L, L,
[ w sw dad "woosw [ d “wo swl™d
w7yy w7mm X y— w7yy w7m|0 'y— w7yyx 'LU|0 X
0 0 (0]

Lo 0 (3.154)
+ / / Wy Owdrdy.
o o
L, /L,
/ / W 0w, dyde,
o o

los términos son las derivadas mixtas de w por lo que el desarrollo es ligeramente mas

En la quinta integral,
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extenso. Se escogen las siguientes variables

T=wg,, — dJ=w,,dx

di=ow dr — i=dw,

entonces, resulta

L, L, L, .
/ / W ., 0w, drdy :/ w’xy5w7y|0mdy
o 0 o (3.155)
—/ / W 4y 0w dxdy
0 0
en esta ultima integral, se escoge lo siguiente
Jd= Wy — dg = w,zyydy
dj=dow,dy — j=ow
asi, se obtiene
Ly rha L, Ly Ly L
/0 /0 W g 0w 4 drdy = wyxy5w|0 . —/0 wyxyy&u‘o dy
L, L, (3.156)
—/ / W 40y OW dzdy.
0 0
Nuevamente, el la Ultima integral se escoge lo siguiente
M=w,,, — dM=w,,,dy
o e (3.157)
dm=dw,dy — m=dw
de aqui, resulta
Ly le L Ly Ly L
/ / Wy OW . dady = w’$y5w|0” ' —/ wﬂcyy6w|09c dy
0 o ° N (3.158)

L L, L
x L x Y
—/0 w7my5w‘0ydx—|—/0 /0 W 4y dwdyda.
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Anexo 7: Variacional de la energia potencial en coordenadas polares

La variacional de la energia potencial, mostrada en la ecuacion , puede ser obtenida

en términos de w, dw . y w 4, mediante integracion por partes

D [k 1 1 1 1
SU = 2/0 /0 {Q(Aw)é(AwH-Z(l—l/) [2 (Ew’g—;ww) ) <ﬁw79—7ww9

r

) 3.159
1 1 1 1 ( )
iw’mﬁ (ﬁw’ee + ;w7r> — <r72w799 + ;w’r> 511}’”} }’I“d?“de

Escribiendo el término Aw explicitamente (Aw = w .. + (1/r)w .+ (1/r*)w ), €l primer tér-

mino dentro de la integral es

1 1 1 1
(Aw)d(Aw) = (wﬂ, + W, + ﬁwﬂe) <5w,w + ;5w’r + 772510’99)

1 1 1 1
=W 1 0W e+~ W W+ W 00 g+ —w W, + W Ow, (3.160)
b K T b K /r‘l b b /rA K b /rA b b

1 1 1 1
+ ﬁw,r5w,99 + ﬁw,GQ(Sw,T‘T‘ + gw,ee5w,r + Tjwﬂe(sw,ee

reemplazando (3.160) en (3.159) resulta

moh 1 1 1 1
5U :D/ / [wwéw W B+ —w, OW g+ —w 0w, + s, S,
0 0 b 9 /rl K 9 /’d b K T‘ 9 b /)/3 b 9
1 1 1 1
+ gw,r5w,ee + ﬁw,eeéw,w + ﬁw,ee5w,r + rjw,eeéw,ee

1 1 1
- (1 - V)ﬁw,rr(swﬂ@ - (1 - V);w,'rr&w,r - (1 - V)ﬁw,OQ(sw,rr

1 1
— (]_ — I/);'LU’T(SU)J,T + 2(1 — I/) <T4w795w’0 — 7"3 w,96w7r9
| 1
3w o+ T2w7re5wm9)] rdrdf (3.161)

S 1 1 1
=D wrr(sw rr+74w 995’LU 99+V —w rr(swr—i_igw rrdw 66
0 0 b b 7’& b bl /’r‘n bl b /’n b bl

1 1 1 1
—l—;wy,ﬁww + r—2w7995w7rr> + T—me&wyr + r—3w’T5w799

1 1 1
+ ﬁw,005w,r +2(1—v) <r4 wﬁéw’e — T—Swﬁ(swm@

1 1
_ﬁw7T95w’9 + 7,2w77“95w,7’6>:| Td?’d@.
Ahora esto se resolvera término a término como sigue:

e En la primera integral
2t AR
/ / W .. 0w ., rdrdf,
0 0
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Se escoge

A=w,.r — dA=(w ..,m +w,.,.)dr

,TTT

da = dw ,..dr — a=dw

sT

luego, resulta

2r sR 2
/ / w .. 0w . rdrdd = / [(rw 0w )&
0

0 0

R (3.162)
—/ (W oy +w ) 6w . dr | dO
0
en la integral al interior de los corchetes, se escogen:
'=w,.,r+w,, — dl = (W oy + 2w ., )
dy = dw .dr — v = 0w
asi, se obtiene
2w sR 27
/ / w,rréw,rrrdrdg :/ {(Tw,rrdw,”(})z_ [(w,rrrr—i_w,rr)(})zéw
0 0 0
R
—/ (w,rr”r—i—2w7rrr)5wdr] }dﬁ
0 (3.163)

2m
_ R
—/ [TW W . —TW . 0W — W . 0W] " A
0

27 R
+ / / (w,rrrrr + 2w,rrr)5wdrd9
0 0

e En la segunda integral

2w AR 1
/ / 7107995107997"(17“619,
o Jo T

Seé escoge

1 1
7z = w799rf3 — dZ = wﬁgeﬁde

dC = 5w700d0 — C = 5'11} 0

)
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luego, resulta

2 sR 1 R 1 27 27 1
/ / f3w’995w’99d’rd9 — / <w199f35w’9> / w’eeeig(sw’ede dT (3164)
o Jo T 0 r 0 0 r

en la integral al interior de los corchetes, se escoge

asi, se obtiene

27 AR 1 R 1 1
/ / —3w’996w799drd9 :/ (w,ee —36w79 - jw,9995w>
o Jo T o r r 0
2

e En la tercera integral

Seé escoge

asi, se obtiene

1 1
H= w’eeeﬁ — dH = w79999rf3d9

dn = dw odb — n=d0w

2m

T 1
—owdf | d
+/(; wﬁ@ge 3 w ] r

27 R 1
/ / —w ,..0w ,rdrdf,
o Jo T

K=w — dK =w .. dr

T ,TTT

dk = 0w ,.dr — Kk =0w

2r R 21 R
/ / w,wéwwdrdez/ (wwéw)é%—/ W . owdr | dO
o o 0 0

e En la cuarta integral

Seé escoge

2r R 1
/ / —SW 0w gordrdd,
o Jo T

1 1
N = ;w’m, — dN = ;w77.r9d9
dv = dw gydf — v=10w,

(3.165)

(3.166)
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luego, resulta

27 sR 1
/ / —W .0w gpdrdf =
o Jo T

en esta integral, se escoge

asi, se obtiene

2r ,R R 1 1
/ / w ,..0w .drdf :/ (fw o OW g — —W ,,T96w>
o Jbo 0 reoror s 0
2

En la quinta integral

Seé escoge

luego, resulta

R 1 21 27r1
/ (ﬂuwéw@) _ / Lw 6w adf| dr  (3.167)
o [\t o b T ’

2m

(3.168)
1
+/ —w rr995wd0] dr
o T
27 R 1
/ / —w 0w .. rdrdf,
o Jo T
W, — dP =w..dr
dp=dw ,.dr — p=ow,
2 R R
/ [(ww&u’r)o —/ w7wf5wmdr] dé (3.169)
0 0

2r R
/ / w 0w ,..drdf =
o Jo

en esta integral, se escoge

Y=w,, —

d¢ = 5w,rdr —

d¥=w,, . dr

T

¢ =o0w
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asi, se obtiene

2w R 2m R R
/ / w 0w ,..drdf :/ [(w’,,(;w’rw’wéw)o +/ wyrwéwdr] dg  (3.170)
o o 0 0

e En la sexta integral

2t R 1
/0 /0 ﬁw’%&umrrdrd&,

Se escoge

1 1 1
T=- = AT =(-—= - d
w799 < 7’2 w,gg‘i‘ rw’99T> r

dr =dw ., — T=0w,

luego, resulta

2T R 1 2 1 R
/ / —W ggdw . rdrdfd —/ <7w 000W T)
/’a I’ k) /,n b b
0o o 0 0

(3.171)
R 1 1
_/O\ (—72 UJ’eg + ;w799,’.> (SUJ’TdT] do

en esta integral, se escoge

1 1 2 1 1 1
¢ = —aWoeot Weor = do = <7?3w,99 —2Weor — 3Weor ;w,99r7~> dr

d¢ = dw ,.dr — ¢ =dw

asi, se obtiene

2 R 1 2m 1 1 1 R
/0 /0 ;w7995w7rrdrd0 :/0 [(rwﬂeéw’r + TEZU’@@&UJ — ;w799T5w> .

R
2 1 1 1
.0 — 5 060 — =3 = Swdr | d6
+/0 <T3w,99 2 W.oor Tzw,ear—l_rwﬁ@rr) w 7“]

(3.172)

e En la séptima integral

2r sR 1
/ / —w 0w rdrdf,
o Jo T
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Se escoge

dx =dw, — X = dw

(3.173)

e En la octava integral

2r R 1
/ / =W 0w ggrdrdd,
o Jo T

Se escoge

V=w, — dV =w 4df

1

1
d’l/) = T—Q(Sw’%dQ — w = T—25w’9

entonces, resulta

2r R 1 R 1
/ / T—Qwﬂﬁwﬂgdrdﬁ :/ [(wmrz&wﬁ)
0o Yo 0 0

en esta integral, se escoge

27
1
—/0 T2w77,95w79d0] dr  (3.174)

0= me — dQ = w’TgedG

1
dw = — 0w »db — w=—o0w
r ;

asi, se obtiene

27

2 R 1 R 1 1
/ / r—2w7rdw799drd0 :/ (wmﬁéwﬁ — ﬁw,r95w>
0o Yo 0 0
2

(3.175)
1
—|—/O ﬂwmgeéwdﬁl dr
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e En la novena integral

27 pR 1
— ) drd8,
/0 /Ov 7"3 wﬁ@ w7r'l" T

Seé escoge

1 2 1
S = ﬁw’eg — d% = (-g’ll&gg + ﬁw’99T> dr

dp =dw .dr — Y =dw

asi, se obtiene

R

27 R 1 2w 1
/ / ﬁwﬁgéwmdrdﬁ :/ [(7311)’996110
o o 0 0

(3.176)
B9 1
_/0 (—ﬁ’wﬁg‘i‘ ﬁw’99T> 61Udr] do

e En la décima integral

2T AR 1
/ / —w gbw grdrdo,
o Jo T

Se escoge
1 1
II = 7"7310’9 — dH = ﬁw799d9
dww = dw »d0 — w = dw

asi, se obtiene

27

2 AR 1 R 1
/ / ﬁw795w79d7‘d9 = / [<T3w,95w>
0 0 0 0

e En la décimo primera integral

2 R 1
/ / —gw’eéwmgrdrdﬁ,
o Jo T

2m
1

Seé escoge

1
@ = *U}ﬁ — d@ = ﬁwﬁ@dQ

di = dw ,.gdb — VU =dw
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entonces, resulta

2T oR 1 R 1 2 27 1
/ / zw,eéwyredrdﬂz/ (—2w795w’r) / — W ggdw .db | dr
o Jo T 0 r o Jo T

en esta integral se escoge

1 2 1
&= ﬁwg — d® = (_ﬁwe_‘_ﬁwﬁ?“) dr
dg = ow .dr — g=o0w

1 2 1
¢ = ﬁﬂ)’@e — de¢ = <—ﬁw790 + szwyger) dr
de=ow ,.dr — ¢ =ow

asi, se obtiene

27 R 1 1 R
—W 0w ,.odrdf = (—w 5w>
/0 /0 2 07 r2 0 0
0
[ Gevwse), [ (5
- S WeeowW )| — —3We0
0 r? 0o o rd

1
+ﬁw799r> (S’U]d?“:| do

e En la décimo segunda integral

2 sR 1
/ / —w 0w grdrdd,
o Jo T

Seé escoge

@ = 7'11)77.9 — d@ = ﬁwmeede

dd = dw »do — 0=Jdw

asi, se obtiene

2t R 1 R 1 2 27 1
/ / 2w’7.96w79d7‘d0:/ (—2wvre5w) —/ —W g9dwd0 | dr
o Jo T 0 r o Jo T

(3.178)

(3.179)

(3.180)
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e En la décimo tercera integral

2m R 1
/ / —w g0w ordrdf,
o Jo T

Se escoge
1 1
¢ = ;wﬂ,e d¢ = wﬂ‘egde
de = dw ,4db — e=0w,

entonces, resulta

2r R 1 R 1 27 2m 1
/ / —W 90w ,odrdf = / <7w roOW T) —/ —w .gp0w .dO | dr
o Jo T 0 A T 7

en esta integral, se escoge

1 1 1
M= — — dM=(—— — d
Twﬂ“@ ( r2 w,r@ + Tw,rre) r
dm = dw ,.dr — m = dw

1 1 1
§= ~W.ro0 - d§ = (‘ﬁw,ree + ;w,m«oa> dr

df = dw ,.dr — f=ow

asi, se obtiene

R27T

2r sR 1 1
/ / —W 0w odrdf = <7w 7q95w>
Lo : s o
[ Gonwie) = [
0 Tw,ree w . 0 Tgw,T’@G

1
+—w T7‘99> 6’U)d’l{| d9
/rl K

R, 1
- <_72w,r9 + 7w,rr«9> dw
. b T T

(3.181)

2

dr
0

(3.182)

29



Los resultados obtenidos en (3.163)-(3.182) deben ser reemplazados en (3.185)

2 27
oU = (rw,..0w, — P 0W—W . 0W) Rd9—|—/ /
D) et

B 1 2 1
+/ <r w 99(5111 9 — '[“ U} 999(5?1]) d?“—i—/o /O ﬁﬂ]ﬁge@dﬂ)d&dr
27
/ w ,..0w) Rd@—u/ / rrrowdrdf
0

1 R 27r1
(Tw 0w g — " 707,9510) dr+y// ;wvrreg&ud@dr

27
(w 5w W, 5w d9—|—1// / ~rowdrdo

dwdrdd

’I"’I"T’r‘ ’r"l’”f‘ )

1 1
(;w 000W ;. + —W gpOw — w 99T6w> df
2 ,R
2 2 1
<—w799 'U) 00T + 'U) 90,,,7.> 5wdrd9
0

1 271'

—w ,ﬁw / / 2w + w TT) dwdrdf
r r

Broa

1 2m
<wwr—26w79——2w’r95w dr—l—/ /0 ﬁwjrggéwdﬁdr

2m 1 2m 1
+ (T2 w 906’11) d9 / / 99 + ’ll) 997,) 5wdrdc9

1 27
+2(1—v) / <T—3w796w 2(1—v / / —W gpdwdddr
0 0

1 R 1 2m
—2(1—v) (T—2w79(5w> +2( 1—V/ wo+— w(,r> owdr

2 27
1 1
—|—2(1—V)/ (—Qw’996w> dg—2(1—v) / / 799+—2w796.r> dwdrdd
o T o Jo r
0

R, 4 27 R p2n
—2(1—1/)/ (—wa&w) dr+2(1—v) / w ,gp0wdOdr
o \T 0 0

27

R 27

1 1
2(1—1/)/ (——zw ot —w TT9> dwdr
0 Tl ’ /rl k) 0

R

+2(1—v) (:’wmg&w)

0o

27 1 R 27
—2(1—1/)/ <7w’r995w> d0—|—2(1—1/)/ /
0 r 0 o Jo

1 1
(—ﬁwmeg + ;wmwe) dwdrdf

(3.183)
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Agrupando las integrales en r y 0, resulta

R27r

1 1
5U = 2(1 — I/) <—ﬁw795w+ ;meCSUJ)

01

27 R 1 U
+ / / [w rerrl + 2w,rrr + ﬁw,GGOQ - Vw,rrr + ;w,m«ea + l/w,rrr
0 0
2v

2v v 1 1 1

+ 73 Wo0 — 5 W e0r + - Woorr + W T W + 72 W00 + 3,00
1 2(1—v) 4(1—v) 2(1—v)

—2Weer — 5 Wee + 3 Wee— — 5 Weor
2(1—v 2(1—v 2(1—v

+gwm99 — (712)11177.99 + (r)wﬂw@g:| 5wd7"d9

r2
2
+ / [rw’wéwm —TW 4y OW — W 1 OW VW, 0W + VW 0w . — VW, 0W
0

v v v 1 1
+ ;w’geéww + ﬁﬂ)ﬁgéﬂ) — ;wvegrcsw + ;wm(Sw + ﬁwﬂe&v
2(1—v)
T

R

w7r99(5w:| d@
0

2(1—v)

+=3

w7906w+
R
1 1 1 1 2(1—v)
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simplificando los términos, se obtiene
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