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RESUMEN

En el presente trabajo, considerar una foliacién holomorfa singular por curvas
definido en una variedad compleja de dimensién n y sea p una singularidad aislada
(dicritica o no). En dimensién n = 2, es conocido que después de un nimero finito de
blowing-ups en los puntos singulares, la foliacién F es transformada en una foliacién
F» que posee un ndmero finito de singularidades, todas ellas simples (Teorema de
Seidenberg). Esto significa que si p* € Sing(F},), entonces F es localmente generada
por un campo vectorial holomorfo Z* que tiene parte lineal con autovalores 1 y A,

donde A € QT (Q* es el conjunto de los mimeros racionales positivos).

Las singularidades simples pueden ser pensadas como formas finales, ya que ellas

son persistentes bajo nuevos blowing-ups.

En este trabajo se obtiene dos teoremas de reduccién de singularidades (extension
del teorema de Seindenberg a dimensién n > 3). El primer teorema consiste en que
después de un nimero finito de blow-ups, la foliacién F, es transformada en una
foliacién F7 que posee un nimero finito de singularidades, todas ellas irreducibles.
Esto significa que si p* € Sing(F}), entonces F, es localmente generada por un
campo vectorial holomorfo Z*, tal que su parte lineal de Z* posee por lo menos un
autovalor no nulo. El segundo teorema consiste en una extensién del primer teorema

de tal manera que F;, posee un nimero finito de singularidades, todas ellas simples.
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Capitulo 1

Introduccion

Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) es una de las disciplinas més im-
portantes de las matemadticas, es bien utilizado para modelar fenémenos de otras
ramas de la ciencia (Fisica, Biologia, Quimica, Ecologia, Economia, Ingenieria, etc.),
por tal motivo las EDO ocupa un amplio lugar en la investigacién cientifica. Por
otro lado es bién conocido que en la mayoria de problemas no es posible obtener
de manera explicita la solucién de una EDO, gracias a Henri Poinacaré, se crearon
otras técnicas, que consiste en ver como se comporta las soluciones, desde el punto
de vista cualitativo (geométricamente). La Teoria de los Sistemas Dindmicos se en-
carga de entender el comportamuiento cualitativo de las soluciones de una EDO. Las
soluciones de una EDO en una vencidad de un punto regular (punto que no anula
al campo que genera la EDO) son de geometria sencilla, el gran problema es saber
como se comporta las soluciones de una EDO en una vecindad de un punto singular
(punto que anula al campo que genera la EDO). Para saber dicho comportamiento se
emplean una gran herramienta matematica (Topologia Diferencial, Anélisis en Varias
Variables Reales y Complejas, Topologia Algebraica, entre otras). El estudio de Fo-
liaciones Holomorfas generada por las soluciones de una EDO, debido a un campo

vectorial holomorfo, en la actualidad es un gran tema de investigacion cientifica.



Capitulo 1. Introduccién

Sean M" una variedad compleja de dimensiéon n, F una foliacién holomorfa
singular por curvas sobre M" y p € M" una singularidad aislada de la foliacién F.
Sea Z el campo vectorial que genera la foliacién alrededor del punto p (ver [6], [12]),
en una carta (U, ) de M" tal que p € U y p(p) = 0 € C". Fijando coordenadas en

esta carta, el campo Z se expresa como:

S,
Zzgzia—%

donde 7y, Z,,...,Z, € O,, (aqui O, , es el anillo de gérmenes de las funciones
holomorfas en p) y m.c.d.(Z1, Zs, ..., Z,) = 1. Denotaremos por F; a esta foliacién,
el cual coincide con la foliacion F. Como p € U es una singularidad aislada de Z,
entonces existe una veciendad abierta U, de p en la que p € U, es la tinica singularidad
y los demas puntos de U, — {p} son puntos regulares, por el Teorema del Flujo
Tubular (ver [12]) tenemos que las érbitas alrededor de un punto regular pueden “ser
enderezadas” mediante una conjugacion analitica local, entonces ya sabemos como
se comporta localmente. Lo interesante serfa ver qué pasa alrededor de un punto

singular p, i.e como se comporta las érbitas alrededor del punto p.

Si el campo Z tiene parte lineal no nula (i.e. DZ(p) # 0) y viendo que propiedades
tienen los autovalores de DZ(p), podemos usar algin Teorema de Linealizacién (de
Poincaré, de Siegel, etc. segun sea el caso). Que nos dice que el campo Z es localmente
equivalente a su parte lineal DZ(p) en una vecindad del punto p y por lo tanto
podremos saber como se comportan las érbitas en una vecindad del punto singular
p. Sin embargo si el campo Z tiene parte lineal nula (i.e. DZ(p) = 0 ), ya no podemos
usar los teoremas de Linealizacién pues no existe la parte lineal; en estos casos se

usa una herramienta conocida como Blow-up.

En dimensién n = 2, es conocido que después de un nimero finito de blowing-
up’s en los puntos singulares, la foliacién F es transformada en una foliacién F7, que

posee un nimero finito de singularidades, todas ellas simples (Teorema de Seiden-



Capitulo 1. Introduccién

berg), (ver [3], [4]). Esto significa que si p* € Sing(F}), entonces F;, es localmente
generada por un campo vectorial holomorfo Z* que tiene parte lineal con autovalores

1y A donde A € Q" (QF es el conjunto de los mimeros racionales positivos).

Las singularidades simples pueden ser pensadas como formas finales, ya que ellas

son persistentes bajo nuevos blowing-ups.

En este trabajo se obtiene dos teoremas de reduccién de singularidades (una ex-
tension del teorema de Seindenberg a dimensién n > 3). El primer teorema consiste
en que después de un nimero finito de blow-ups, la foliacion F, es transformada
en una foliaciéon F; que posee un nimero finito de singularidades, todas ellas irre-
ducibles. El segundo teorema consiste en una extensién del primer teorema de tal

manera que JF,, posee un nimero finito de singularidades, todas ellas simples.

En el segundo capitulo se enuncian conceptos y resultados de los diferentes cursos
de la carrera, que serdn usados en el presente trabajo. De tal manera que la tesis sea
autocontenido. También se d& los teoremas de Linealizacion para campos holomorfos
n-dmensionales con parte lineal no nula, de tal forma que motiva estudiar los campos

holomorfos con parte lineal nula.

En el tercer capitulo se describe el proceso de Blow-up. Se analiza los tran-
formados estrictos de la foliacién F; mediante el Blow-up. Se da la defincién de

Singularidad Dicritica.y no Dicritica.
En el cuarto capitulo se da una caracterizacién de una dingularidad Dicritica.
En el quinto capitulo damos la relacion que existe entre indice de Poncaré-Hopf y

el nimero de Milnor, més especificamente se prueba que son iguales. Asf teniendo més

propiedades sobre el niimero de Milnor que se utilzardn en los préximos capitulos.
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En el sexto capitulo damos una férmula que relaciona el niimero de Milnor de la
singularidad original con los nimeros de Milnor de las singularidades del transfor-
mado estricto y la multiplicidad algebraica del campo original, para el caso n > 3.
Dando una prueba diferente en el caso n = 3. Con estos resultados extendemos lo
obtenido en [3] y [4] para n = 2. Estos resultado son fundamentales para la prueba

del teorema de reduccion de singularidades.

Finalmente, en el séptimo capitulo, se presenta un primer teorema de reduccion
de singularidades para campos holomorfos n-dimensionales con singularidades abso-
lutamente aisladas. Es decir, la foliacién F, es transformada en una foliacién F7,
que posee un nimero finito de singularidades, todas ellas irreducibles. Esto significa
que si p* € Sing(F}), entonces F, es localmente generada por un campo vectorial

holomorfo Z* que tiene parte lineal que posee por lo menos un autovalor no nulo.

También se define lo que es una singularidad simple, dados por los autores C.
Camacho, F. Cano y P. Sad. Luego se presenta un segundo teorema de reduccién
de singularidades, la cual es una extensién del teorema anterior. Esto significa que
si p* € Sing(F}) entonces p* es una singularidad simple. Asi hemos obtenido una

generalizacién del teorema de Seindenberg en dmensién n > 3.
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Preliminares

En este capitulo se introducirdn conceptos y resultados de cardcter general que

serdn utilizados a los largo de la tesis. Ver referencias [11], [18], [7], [2], [12] y [15].

Denotaremos por C al cuerpo de los niimeros complejos y C" al espacio vectorial
complejo {z = (z1, ..., x,); T1, ..., 7, € C}.

Para cada x € C", consideremos la base canénica {6%1, e 8%} del espacio tangente

T,C ™ de C" en x, que por definicién es el espacio vectorial {z} x C".

2.1. Funciones Holomorfas de Varias Variables Com-

plejas

Denotaremos por C" al conjunto de todas las n-uplas (n > 1) de nimeros complejos,

es decir

C"={z=(21,.,2n); 21,-,2n €EC} =C x ... x C.

n-veces

Los elementos z = (z1, ..., z,) € C" son llamados puntos de C" y los niimeros comple-
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Capitulo 2. Preliminares

jos z1, ..., z, son llamados coordenadas complejas de z. Haciendo z; = x; + iy, (donde

z; = Re(z;), y; = Im(y;)), podemos expresar z = (z1, ..., z,) € C" como
Z = (931;?/1, "'7'17717?/71) € R2n'

De esta manera C" puede ser considerado como R?" y en este caso 1, Y1, ..., Tn, Yn

son llamados las coordenadas reales de z.

Sean z = (z1, ..., 2,) y w = (wy, ..., w,,) puntos de C" y o € C. Definimos la suma
de z y w como

z4+w = (21 +wi, ., 2 + W)
y el producto de a por z como
az = (azy, ..., az,).
Es inmediato ver que con esta operaciones C™ es un C-espacio vectorial de dimensién

(compleja) n.

Dotaremos a C" de la topologia producto. Un polidisco abierto (resp. cerrado) en
C™ de centro a = (ay, ..., a,) € C" y poliradio r = (r1,...,7,) € (RT)", denotado por
A(a,r) (resp. Ala,r]), es el conjunto definido por
Ala,r) ={2= (z1,..., ) € C"; |2z; — a;| < r;,V1 < j <n}
(resp. Ala, 7] ={z = (21,..., 2n) € C";|2; —a;| <71;,V1 < j<n}).

Observe que
A(a,r) = D, (a1) X ... x Dy, (a,) 'y Ala,r] = Dy [a1] X ... X D, [a,],
donde D,,(a;) es el disco abierto y D, [a;] es el disco cerrado en los complejos.

Es claro que C" dotado de la topologia cuya base es generada por los polidiscos
abiertos es un espacio topolégico equivalente a R?*" dotado de la topologfa cuya base
generada por las bolas abiertas. De esta manera, todos los resultados conocidos de

la topologia de los espacios euclidianos R?" pueden ser aplicados a C™.
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Definicién 2.1.1 Sea U C C" un abierto y f : U — C. Decimos que [ es una
funcion holomorfa en a = (ay, ...,a,) € U si y sélo si existe un polidisco A centrado

en a tal que la funcion f tiene una expansion en serie de potencias

FR) = Y Chan(r—a)™ - (20— an)® (2.1)

ql""7qn:0

la cual es convergente para todo z € A.

Decimos que f es holomorfa en U si y sélo si f es holomorfa en a, para todo a € U.
El conjunto de todas las funciones holomorfas en U serd denotado por O(U).

Para simplificar las notaciones, es conveniente introducir la nocién de multi-indices.
Un multi-indice de dimension n, es una n-upla de enteros no negativos Q) = (q1, ..., ¢n)

. Su norma |@)| se define como |Q| = q1 + -+ + ¢y.
Sea z = (21,...,2n) € C"y Q@ = (q1, - .-, ¢») un multi-indice, definimos

Q_ a1 q
P AR RN A

Con estas notaciones ([2.1)) se escribe

f(z) = icQ(z —a)?, Vz € A.
Q=0

Sea f € O(U), entonces para todo a € U, existe R = (Ry, ..., R,) € (RT)™ poliradio

tal que f(z) = Z cq(z —a)?, Vz € A(a, R), consideremos 7 = (ry,...,r,) € (RT)"
|QI=0

poliradio con 0 < r; < R; para todo 1 < j < n, de la teorfa de varias variables

complejas (ver [11]), Z cg(z —a)? converge absoluta y uniformemente a f(z), para

lQI=0
todo z € Ala,r], reordenando tenemos:

o0

f(z) = Z Z co(z —a)? | = ZPm(z), Vz € Ala,r], (2.2)

m=0 \|Q|=m
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donde P,(z) = > co(z — a)? es un polinomio homogéneo de grado m en las
lQl=m

variables z1, ..., 2.

k
Observe que, de (2.2)), como P,, es continuo en Ala,r] y > Pn(z) — f(z) uni-
m=0

formemente en Ala, |, concluimos que f es continua en Ala,r]. En particular, f es

continua en a.

Sea U C C" un abiertoy F : U — C™ una funcién. Podemos asociar a F
m-funciones fi,..., f,, : U — C llamadas las funciones coordenadas de F'. Decimos
que F es holomorfa en a € U (resp. en U) si y sélo si cada una de las funciones

coordenadas fi, ..., fn, son holomorfas en a € U (resp. en U).

2.2. Campos Vectoriales Holomorfos y Sistemas
de Ecuaciones Diferenciales

Definicién 2.2.1 Sea U C C" un abierto. Un campo vectorial holomorfo en U es

una funcion holomorfa

Z.: U — C
z = Z(2)=(Z1(2), ... Zn(2))

tal que si z € U entonces Z(z) es un vector cuyo punto de aplicacion es z.

Notacién 2.2.1 Denotaremos por X (U) al conjunto de todos los campos vectoriales

holomorfos definidos en U.

Las funciones Z; seran llamadas componentes o coordenadas de Z, como las Z;

son funciones holomorfas de varias variables complejas definidas en una vecindad de p
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contenida en U, entonces existe un polidisco A(p, r) tal que ellas tienen un desarrollo
en series de potencias alrededor del p € U, si consideramos el polidisco compacto
Alp,r/2], entonces las series de potencias convergen absoluta y uniformemente, de
esta manera las series de potencias no se alteran si reordenamos sus términos, asf

obtenemos una serie de polinomios homogéneos

Z Z17 2 ZZZ Ly ey % (1 < 1 < n)

k>0

donde los Z}(z1,...,2,), (1 < i < n) son polinomios homogéneos de grado k en n

variables complejas.

Definiciéon 2.2.2 El orden de Z; en p € U es el menor nimero entero v; tal que

Zj, =0, para todo k < v; y Z,, # 0 y lo denotamos por ord,(Z;) = v;.
Definicién 2.2.3 La multiplicidad algebraica de la foliacion Fz (o del campo Z) en

el punto p € U, denotada por m,(Fz) (o simplemente por m,(Z)) es el minimo de

los drdenes ord,(Z;), i.e m,(Z) = min{ord,(Z;);1 <i < n}.

Definicién 2.2.4 Un punto p € U es llamado punto singular de Z si y sdlo si

Z(z) =0, caso contrario, decimos que p es un punto reqular de Z.

Notacién 2.2.2 Denotaremos por Sing(Z) al conjunto de todos los puntos singu-

lares de Z.

Sea U C C" un abierto, Z € X(U), zy € U entonces Z se expresa como

Z(z) = Z co(z — Z[) Z cng(z — zo . (2.3)

|Q|=0 lQ|=0
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Definicién 2.2.5 Para cada k € N, definimos el k-jet o Jet de orden k de Z en el

punto zy, denotado por JfO(Z), se define como:
k k
TEZ) = D aglz—2)% .. > englz —20)? | . (2.4)
Q=0 |QI=0
Observaciones:
1. Un punto zy € Sing(Z) siy solo si J3 (Z) = (0, ...,0) si y sélo si m,(Z) > 1.

2. Si 2y € Sing(Z) entonces J) (Z) = DZ(z), la cual es llamada la parte lineal de
Z.

Definicién 2.2.6 Un punto p € U es llamado trreducible si y sélo si m,(Z) =1y

la parte lineal de Z en p (i.e DZ(p)) tiene al menos un autovalor no nulo.

Definicién 2.2.7 Sea U C C" un abiertoy Z € X(U). Dada la Ecuacion Diferencial

Ordinaria (E.D.O), asociada al campo vectorial holomorfo Z
7 =27(z). (2.5)

Por una solucion de la EDO (|2.5) se entenderd una funcion holomorfa ¢ : D — U,

donde D C C es un disco abierto, tal que

¢'(T) = Z(p(T)), vVT € D.
Definicién 2.2.8 Sean U C C™ un abierto, Z € X(U), zg € U y Ty € C. Dado el
Problema de Valor Inicial (P.V.I), o el Problema de Cauchy asociado a Z

2 = Z(z)

(2.6)
Z(Tg) = 20-

Por una solucion de la E.D.O se entenderd una funcion holomorfa ¢ : D — U,

donde D C C es un disco abierto, tal que

10
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a) El punto Ty € D, o(Ty) = 2.

b) ¢'(T) = Z(p(T)), VT € D.
Las demostraciones de los siguientes resultados se encuentran en [7] y [22].

Proposicién 2.2.1 Sea U C C" un abierto, Z € X(U), z9 € U y Ty € C. Resolver
el PVI es equivalente a resolver la ecuacion integral

T
Z(T) = z +/ Z(z(s))ds,

To

donde la integral es a lo largo del segmento que une Ty a T.

Teorema 2.2.2 (Picard) Sea Z : Alzy, 7] — C™ un campo vectorial holomorfo en
A(zg,r) y Lipschitz en Alzg,r] entonces para cualquier Ty € C, existe una unica

solucion del P.V.1.:
2 = Z(z)

Z(T()) = 20
definida en el disco Do[Tp], donde o = min{%, ..., 22}, r = (r,..,m,) y N

max {||Z(z)]; z € Alzo,7]}.

Corolario 2.2.3 Sea U C C" un abierto y Z € X(U). Entonces para cualquier

z0 € U y cualquier Ty € C, exizte una unica solucion del P.V.I

2 = Z(z)
Z(To) = 20 ,

la cual estd definida en una vecindad de Tj.

Teorema 2.2.4 Sea 7 : Alzy,r] — C™ un campo vectorial holomorfo en A(zy, 1) y

Lipschitz en Alzo,r] y denotemos por ¢, : Dy[Ty] — Alzo, 7] la tnica solucion del

11
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P.V.I:

donde o = min {%F, .. %}, 7 = (r1, o) y N=mao{| Z(2)]|: 2 € Alzo, ]},
Entonces

1. Eriste un poliradio r' = (rq,...,7,,) con 1’ <1; y existe 0 < o’ < « tales que para

ey Iy

todo z € Alzy, '] existe una unica solucion ¢, : Do/ [To] — Alzo, 7] del PVI:

w = Z(w)
w(Ty) = z.

2. ngz(T) — %O(T)” < ||z — 2ol XPAOIT=T0l vz € Alzg, 7] y VT € Dy [Tp).

Observacion:

1. La parte 2 del teorema anterior recibe el nombre de continuidad de las solu-

ctones respecto a las condiciones iniciales.

2. En virtud al teorema anterior, para el campo Z : Alzy,r] — C", podemos

definir la funcién

¢: Da[To] x Alzo, 5] — Alzo,7]
(T2) = o(T,2) = ¢.(T).

Esta funcién ¢ es llamada Flujo Local asociado a Z alrededor de (Ty,zp). Es claro

que el flujo satisface las siguientes condiciones:
a) 52(T,2) = Z(p(T)), Y(T,2) € Dg(Tp) x Az, 5)-

b) QO(T(%Z) =z, Vz € A(207 g)

12
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El siguiente resultado establece que el flujo local asociado a un campo vectorial
holomorfo es también holomorfo, considerando como funcién de un abierto de C***

en C".

Teorema 2.2.5 Si Z : Alzg, 7] — C™ un campo vectorial holomorfo en A(zo,7) ¥y
Lipschitz en Alzo, ] entonces su flujo local asociado ¢ : D« [Ty] X Alzo, 5] — Alzo, 7]

es una funcion holomorfa.

2.2.1. Sistemas Lineales Complejos

El caso méas simple de una EDO compleja es el sistema lineal con coeficientes

constantes de la forma

d
d—; =Az, TeC,zcC'y AcC™™ (2.7)

En esta seccion, adoptaremos el punto de vista Genérico, es decir, veremos qué
9 I )

propiedades son satisfechas por “casi todos” los sistemas de ecuaciones diferenciales

lineales. El decir “casi todos” se refire que el conjunto que estudiamos es abierto y

denso.

Comenzaremos con un breve repaso de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

en los numeros reales:

Las soluciones de la ecuacién diferencial lineal

d
d—f:A.x, teR, zeR"y Ac R™™" (2.8)

estdn dadas por el flujo lineal

o RxR* — R"

(t,iL’) = @A(tax):etAx'

13
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Definicién 2.2.9 El sistema lineal (resp. la matriz A) se llama Hiperbolico

(caso real)si los valores propios de la matriz A tiene parte real diferente de cero.

Definicién 2.2.10 El sistema lineal (resp. la matriz A) se llama Estruc-
turalmente FEstable si dado cualquier sistema de ecuaciones diferenciales lineales
suficientemente préximo, la estructura de las soluciones no cambia desde un punto

de wvista topologico.

Las demostraciones de los siguientes teoremas pueden ser encontradas en [15], [22] y

7.

Teorema 2.2.6 FEn el caso real, se cumplen lo siguiente:

1. Los sistemas Hiperbdlicos forman un conjunto abierto denso en el espacio de

los sistemas de FEcuaciones Diferenciales Lineales.

2. Un sistema de ecuaciones diferenciales es estructuralmente estable si y solo si

es hiperbolico.

3. Dos sistemas hiperbélicos son topoldgicamente conjugados (equivalentes) si ellos

tienen el mismo indice, donde el indice es un nimero de {0,1,....,n}.

En resumen, el teorema anterior nos dice que los sistemas estructuralmente esta-
bles forman un conjunto abierto y denso en los sistemas de ecuaciones deferenciales
lineales en R"™, y que estos tienen n + 1 clases de equivalencia, dados por la relacién

de conjugacién topoldgica.

Ahora veamos brevemente, como es el panorama en el caso de los sistemas de ecua-

ciones diferenciales lineales complejos.
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Como estamos viendo desde un punto de vista genérico, consideramos al conjunto

abierto y denso de las matrices invertibles y diagonizables

MO0 .00
0 X ... O .
A= ) L ) ,)\jEC—{O},jZI,...,’rL.
0 0 .. M\,
Las soluciones de
dz

d—T:A.z,TE(C, z2eC

estdan dadas por el flujo exponencial
py: CxCr — C°
(T,2) — @u(T,2z)=e"2
el cual nos dice que las soluciones son ahora “curvas complejas” (superficies de

Riemann), la cual tienen dimension real igual a dos, esta es la primera diferencia

importante a la del caso real.

Definicién 2.2.11 Dado el flujo complejo ¢4 : Cx C" — C" y o € C, definimos la
aplicacion
Paa: RxC' — C"

(1.2) = Paalt2) = palat,2) = Az

llamada Flujo Real inducido por ¢, en la direccion a.

Observe que sus orbitas Oa a(2) = {p, a(t, 2); t€ R} son curvas reales contenidas

en las 6rbitas Oa(z) = {p4(T,2); T€ C}, es decir O, a(z) C Oa(z) C C" = R?".

Notacién 2.2.3 Sea A € C" " una matriz compleja, A1, ..., \, autovalores de A,

denotaremos por
H(A, - M) = H(A) CC

a la envolvente convexa de los valores propios de la matriz A.

15
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Definicién 2.2.12 Sea A € C"*" una matriz compleja

1. Decimos que la matriz A pertenece al dominio de Poincaré si 0 ¢ H(A).

2. Decimos que la matriz A pertenece al dominio de Siegel si 0 € H(A).

Veamos que el conocimiento de los flujos reales, nos da informacién sobre el flujo

complejo.

Teorema 2.2.7 Sea A = diag[\y,...,\,] € C¥™ con \; € C—-{0}, j =1,...n,
consideremos el sistema

dz "
d—T:A.z,TGC,zeC. (2.9)

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Las soluciones del sistema anterior son transversales a las esferas S*"!.

2. Existe a € C, tal que el origen es un atractor para el flujo real ¢, 4, : RxC" —

Ccm.

3. La matriz A pertenece al dominio de Poincaré.
Del resultado anterior tenemos:

Teorema 2.2.8 Fl sistema (2.9) pertenece al dominio de Siegel si existe una

solucién que no es tranversal a la esfera S 1.

A0

Teorema 2.2.9 Sea A = € C*2 con A\, p € C—{0}. La matriz A pertenece
0 p

al dominio de Poincaré si y sélo si AN/ € C—R™.

Teorema 2.2.10 En dimension n = 2, el dominio de Poincaré es abierto y denso

en el espacio C?*2,
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Del teorema anterior, el dominio de Siegel tiene interior vacio en el espacio C2*2,
Para mds informacién ver [3].

Observacion: En dimensién n > 3, el dominio de Siegel tiene interior no vacio, con

lo cual, el dominio de Poincaré ya no es denso, ver [15].

Definicién 2.2.13 Sea A = diag[\y, ..., \,] € C" con A\; € C— {0}, j =1,...,n,
consideremos el sistema

dz
—=Az T ",
0T z, eC, zeC

La matriz A o el sistema es Hiperbolico si A\i/\; € R para i # j.

Las clases de equivalencia topolégicas en el dominio de Poincaré se describen en el

siguiente resultado.

Teorema 2.2.11 Todo sistema hiperbolico en el dominio de Poincaré es estructural-

mente estable y son topoldgicamente conjugados entre si.

Corolario 2.2.12 En dimension complejan = 2, la estabilidad estructural es genéri-
ca. Ademdas, todo sistema Hiperbdlico en el dominio de Poincaré es topoldgicamente
conjugado al sistema.
2! -1 0 z
w’ 0 i w
Observacion
1. En el caso real se tiene que la estabilidad estructural es genérica con n+1 clases

de equivalencia dadas por la conjugacién topolégica.

2. En el caso complejo, dimensién dos, la estabilidad estructural es genérica pero
con una sola clase de equivalencia. Mientras que en dimension > 3 la estabilidad

estructural ya no es genérica.
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2.2.2. Campos Holomorfos con Parte Lineal No Nula

En esta seccién estudiaremos las singularidades de un campo vectorial holomorfo,
desde el punto de vista local. Las demostraciones de los teoremas de esta seccién

pueden ser encontradas en [15], [7] y [22].

Definicién 2.2.14 Sea U C C" un abierto, Z € X(U), zp € U es una singularidad
aislada del campo Z si zg €Sing(Z) y existe V' C U vecindad abierta de zy tal que

Sing(Z) N (V —{z}) = ¢.

Sean U C C" un abierto, Z € X(U) y 2z € U una singularidad aislada de Z.

Luego existe V' C U vecindad abierta de zy tal que

Z(z) = Z cg(z — 20)9, ..., Z cng(z —2)9 |, V2 €V,
Q=1 Q=1

observe que el término constante es cero puesto que zy es una singularidad, ademas

Z(z)#0Vz eV —{2}.

Definicién 2.2.15 DZ(0) es llamado Parte Lineal de Z.

Definicién 2.2.16 Decimos que Z tiene parte lineal no nula en zo € U si la derivada

o la matriz jacobiana de Z en zo DZ(0) = Z'(zo) # 6.

Definicién 2.2.17 Sea zy una singularidad de Z, sean {\1, ..., \,} los autovalores

de DZ(z). Diremos que:

1. Un punto zy es una singularidad no degenerada si DZ(zy) es no singular.

2. Un punto zy es hiperbdlica si es no degenerada y todos los cocientes \;/\; € C—R

para todo i # j.

18
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3. Un punto zy estd en el dominio de Poincaré si DZ(zy) estd en el dominio de

Poincaré.
4. Un punto z estd en el dominio de Siegel si DZ(zy) estd en el dominio de Siegel.

5. Diremos que una singularidad zy tiene una resonancia si existen 1 < i < n y
. n n
mi,....,my, enteros no negativos, tales que ijl m; > 2y N = ijl m;A;j.

Una singularidad que no posee resonancias serd llamada no resonante.

Proposicion 2.2.13 Se cumple lo siguiente:

1) Las propiedades, arriba definidas, son invariantes por biholomorfismos.

2) Las singularidades no degenerdas son aisladas.

Prueba.
1) En efecto, si ¢ : V' — U es un biholomorfismo tal que ¢(p) = qy Y = ¢*(Z),

entonces, DY (p) y DZ(q) tienen los mismos autovalores.

2) En efecto, sean U C C" un abierto, Z € X(U) y q € U singularidad no
degenerada entonces det(DZ(q)) # 0, implica que Z, visto como aplicacién de
U en C", por el Teorema de la funcién inversa, existe V' C U vecindad abierta
de q tal que Z : V' — Z(V) es un biholomorfismo. Esto implica que Z(p) # 0
para todo p € V — {q}, luego ¢ es la tinica singularidad de Z en V. B

Observacion: Desde que las propiedades, arriba definidas, son invariantes por bi-
holomorfismos nos permite extender las definiciones anteriores para campos de vec-

tores en variedades complejas, via cartas locales.

Definicién 2.2.18 Sean Uy, Uy C C" abiertos, Z, € X(Uy), Zs € X(Us), p1 € Uy,

p2 € Us y consideremos sus flujos asociados
1+ Do[To] x Alp1, '] — Alpy, 7]
0y Do[To] X Alpa, '] — Alpa, 7).
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Decimos que Zy es Localmente Topoldgicamente Conjugados (resp. Analiticamente
Conjugados) a Zy, lo que denotaremos Zy ~i,, Za (1esp. Zy ~ana Z2) Sty sdlo si
existen vecindades abiertas Vi C Uy, Vo C Us de py, ps respectivamente y existe
h : Vi — V3 homeomorfismo (resp. biholomorfismo) llamado Conjugacion Topoldgica

Local (resp. Conjugacion Analitica Local) tal que

Wei(T, 2)) = @o(T' h(2)) Y(T', z) € Dy[To] x Vi

El siguiente Teorema nos da toda la informacién cualitativa alrededor de un punto

regular

Teorema 2.2.14 (Flujo Tubular) Sean U C C™ un abierto, Z € X(U) y 2z € U
un punto reqular de Z entonces Z es localmente analiticamente conjugado al campo

constante Y = (1,0, ...,0) alrededor de zo y 0. (ver Figura (2. 1)

Prueba. Ver [[12]]. =

Y
2/

Conjugacion analitica
-

Figura 2.1: En una vecindad, las érbitas se enderezan

Sea U C C" un abierto, Z € X(U) y su flujo asociado ¢, : Dy[Ty] x Az, '] —
Alzg, 7]
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Definicién 2.2.19 Definimos la érbita (local)de z por el campo Z (o la hoja de z por

el campo Z) como:

Oz(2) ={pz(T,2); T€ Dy(Ty)}-

Definicién 2.2.20 Denotaremos por Fz = {Oz(z); 2€ Alzo,7"]}, el cual es llamado

Foliacion (local) por curvas generada por Z.

Si Zy ~top Zo (resp. Zy ~anal Z2) entonces la conjugacion topoldgica (resp. analitica)
h : Vi, — V, satisface
"0z (2)) = Oz (h(2)), Vz € W1,

es decir, una conjugacién lleva hojas en hojas.

Definicién 2.2.21 Diremos que um campo de vectores holomorfos Z es linealizable
en una singularidad p, si Z es localmente analiticamente conjugado en p al campo

lineal definido por DZ(p) en 0.

Los resultados mds importantes sobre las singularidades no degeneradas son los teo-

remas de Linealizacion de Poincaré y Siegel, que enunciaremos enseguida.

Teorema 2.2.15 (Linealizacién de Poincaré) Sip es una singularidad en el do-
minio de Poincaré y sin resonancias, de un campo de vectores holomorfo Z, entonces

7 es linealizable en p.

Definicién 2.2.22 Sean U C C" un abierto, Z € X(U) yp € U una singularidad en
el domino de Siegel y sin resonancias, {1, ..., \n} los autovalores de DZ(p). Diremos

que la singularidad q verifica las condiciones de Siegel, si existen constantes C,
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v > 0, tales que para cualquieri =1, ....,n y cualquier n—upla de enteros no negativos

m = (my,...,my) con Z?:l m; > 2, tenemos

v

)\i — i mj)\j
j=1

C
>
ml

donde |m| =377 m;.

Note que las condiciones de Siegel implican que la singularidade es no resonante.

Teorema 2.2.16 (Linealizacién de Siegel) Un campo holomorfo que posee una

singularidad que verifica las condiciones de Siegel, es linealizable en esta singularidad.

2.3. Variedades Complejas

Definicién 2.3.1 Sea M un espacio topologico de Hausdorff con base numerable.

1. Una carta compleja de dimension n sobre M es un homeomorfismo ¢ : U — V

donde U es un abierto de M y V es un abierto de C™.

2. Dos cartas complejas ¢; : U; — Vi, i = 1,2 son llamadas compatibles si la

aplicacion @, 0 7t = 0 (U NUs) — po(Uy N Uy) es un biholomorfismo.

3. Un atlas complejo de dimension n sobre M es una coleccion de cartas complejas
de dimension n, A(M) = {g, : U = Vi}icr tal que son compatibles dos a dos y
ademds M = |JU;.

i€l
4. Dos atlas complejos A y A’ sobre M de dimension n son llamadas analitica-

mente equivalentes si cada carta de A es compatible con cada carta de A’.
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V, \Z
(CAXCAR W
S C—
biholomorfismo
R <D

Figura 2.2: Cambio de coordenadas

Denotemos por Ay, = {A; A es un atlas complejo de dimensién n sobre M}. Dados

A, A" € A, definimos:
A~ A siysélosi Ay A son analiticamente equivalentes.

Es f4cil ver que la relaciéon anterior es una relacion de equivalencia.

Definicién 2.3.2 Una clase de equivalencia ¥ en Apr/~ es llamado estructura com-

pleja n-dimensional sobre M.

Dado ¥ € Ay /~, consideramos A, = [J A, es claro que A, € X. El conjunto A, es
AeX
llamado atlas mazximal.

Definicién 2.3.3 Una variedad compleja  de dimension n es un par (M,X) donde
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M es un espacio topoldgico de Hausdorff con base numerable y ¥ es una estructura

compleja n-dimensional sobre M.

Observacion:

1. Una variedad compleja de dimensién uno es llamada superficie de Riemann.

2. Si A es un atlas complejo sobre M, entonces existe una tnica estructura com-
pleja ¥ tal que A € 3. Se sigue que para obtener una variedad compleja es
suficiente fijar un atlas complejo sobre un espacio topolégico de Hausdorff con

base numerable.

Lema 2.3.1 Sea M # ¢ y F = {(Ua,¢,)} una familia de biyecciones ¢, : Uy —

0, (Uy) C C™ que satisface las condiciones siguientes:

1. Para todo (Uy, p,) € F, el conjunto ¢, (U,) C C" es un abierto de C".
2. M =|JU,.

8. 8i (Ua,0a), (Us,g) € F son tales que Uy, N Ug # ¢ entonces ¢, (U NUs) y
©3(Ua NUg) son abiertos de C" y la composicion g0 o' = ¢, (Uy NUs) —
¢5(Ua NUg) es un biholomorfismo.

Entonces existe una tinica topologia 7(F) sobre M que torna a la familia F un atlas
complejo de dimension n para M, ademdas con la topologia T(F) las biyecciones se

tornan en homeomorfismos.

Prueba. Denotemos por 7(F) a la familia de subconjuntos de M definidas por
Aer(F)e o, (ANU,) C C" es abierto Y.

Es facil ver que 7(F) es una topologia sobre M. =
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Lema 2.3.2 Sea M # ¢ y F = {(Ua,¢,)} con las condiciones del lema 1. La
topologia 7(F) es de Hausdorff si y solo si ¥ (U, p,), (U, 0) € F con Uy NUg # ¢
no exista ninguna sucesion (r,) C ¢,(Us NUg) tal que x, — x € ¢, (Uy — Up) y
(g0 pa')(@n) =y € a(Us — Ua).

Lema 2.3.3 Sea M # ¢ y F = {(Uqa,¢,)} con las condiciones del lema 1. 7(F)
tiene base numerable si y solo si el cubrimiento {U,} de M admite un subcubrimiento

numerable de M.

Las demostraciones de los lemas anteriores las puede encontrar en [19)].

Definicién 2.3.4 Sean (X, A), (Y,B) dos variedades complejas de dimensidnes m

y n respectivamente y f : X — 'Y continua.

1. Decimos que f es holomorfa en p € X si existe ¢ : U — V, ¢ € Ay existe
p:U -V peBeconpeUy f(p) €U, f(U) C U tales que po fop!:
V CC™ — V' C C" es holomorfa en ¢(p).

2. Decimos que f es holomorfa en X si f es holomorfa en p, Vp € X.

3. Decimos que f es biholomorfa si f es biyectiva holomorfa y su inversa también

es holomorfa.

4. Decimos que (X, .A) y (Y, B) son biholomorfas si existe un biholomorfismo entre

ellas.
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Transformado Estricto de

Funciones Holomorfas

3.1. El Espacio Proyectivo Complejo CP(n)

En C" — {0} definimos la siguiente relacién:
zr~w<e 3t e Cr=C—{0} tal que w = tz,

donde z, w € C" — {0}.

Es claro que “~” es una relacién de equivalencia. Al conjunto cociente definido por

la relacion lo denotamos por:
CP(n—1) = (C"—{0}) /~ = {lz] = [21; s zna]; 2 € C" = {0}}.

donde [z] = {(tz1,...,tz,); t € C*}.

Los elementos de CP(n — 1) son rectas complejas de C ™ que pasan por el origen tal

que el 0 € C™ no pertenece a la recta.

e Sin =1, CP(1) es llamado linea proyectiva o esfera de Riemann.
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e Sin =2, CP(2) es llamado plano proyectivo complejo.

Demos una estructura de variedad al espacio CP(n — 1).

Sea U; = {[z] = [21;...; 2n] € CP(n —1); z; # 0} para 1 < j < n, definimos las
aplicaciones

p;: Uy — C*1

Y 4 Zj—1 Zj+1  Zn
[Z] — QOJ([Z]) = (Z—j,...,z—j, Z—j, z-]) s

es facil ver que las aplicaciones ¢; son biyecciones (1 < j < n), donde las inversas
son ;' : C"! — U; dadas por:

gp;l (Wi, ooy Wn—1) = (w15 .t wj—g; L wy; s wy).
Luego tenemos una familia de biyecciones F = {(Uj, ¢;)}1<;<, tal que: p;(U;) =
C" ! es abierto (1 < j <n)y Uj_,(U;) = CP(n—1), con un facil cdlculo se muestra

que:

Para U; NU; # ¢ se tiene que @;(U; NU;), ¢;(U; NU;) son abiertos en C*~'. Ademds
@; 0 ;' es un biholomorfismo Vi, j € {1,...,n}.

Entonces la familia 7 = {(Uj, ;) }, <<, genera una topologfa 7(F) sobre CP(n— 1)

que torna a F un atlas holomorfo de dimensién n, como F es finito entonces 7(F)

tiene base numerable, ver lemas y[2.3.3

Sea (Ui, ¢;),(Uj, ¢;) € F tal que U; N U; # ¢ un fécil calculo muestra que no exis-
te ninguna sucesion (x,) C ¢,(U; N Uj) tal que z, — = € (Ui — Uj) y (p; 0
¢; (an) — y € ¢;(U; — U;) entonces 7(F) es de Hausdorff, ver lema Luego
tenemos que CP(n — 1) es un espacio topolégico de Hausdorff con base numerable,
por lo tanto (CP(n — 1), A(CP(n — 1))) es una variedad compleja holomorfa de di-
mensién n—1, donde A(CP(n—1)) es el atlas maximal que contiene al atlas generado

por la familia F.
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Definicién 3.1.1 (CP(n — 1), A(CP(n —1))) es llamado espacio Proyectivo Com-

plejo (n — 1)—dimencional.
Proposicién 3.1.1 CP(n — 1) es compacto.

Observacioén: El conjunto C"~! puede ser identificado con Uy, y sea el conjunto H,, =
{[#z1; .-;zn]; 21 = 0} en CP(n — 1), observe que la primera carta de CP(n — 1) no
puede ver el conjunto Hy, = CP(n —1) — U; = CP(n — 1) — C"!, es decir que Hy,
no intersecta la imagen de ¢,, donde (U, ¢,) es la primera carta de CP(n — 1), es
por eso que a H,, = CP(n — 1) — C"! se le llama conjunto del infinito (en la 1ra

carta).

3.2. El Blow-up Centrado en el 0 € C"

El Blow-up centrado en el 0 € C™, consiste en remplazar el 0 € C™ por un espacio
proyectivo CP(n — 1), dejando todos los otros puntos invariante desde el punto de
vista biholomorfo. Vamos a dar un sentido matemaético preciso a esta idea informal,

empezamos considerando las siguientes aplicaciones:
E;: cr — C"
(yla"'ayn) U El(ylv"-7yn) = (y1>y1y27"'7ylyn) = (217"'7271)’

para 1 < 7 < n. Es facil deducir las siguientes propiedades:
L B(0) = {3 = 0}
2. E;(C") ={C"—={%; =0}}U{0} ,ie E; no es sobreyectiva
3. E;:C"—{y; =0} — C" — {z; = 0} es un biholomorfismo, cuya inversa es:
E;t: Cn—{z =0} — C"—{y; =0}

_ z Zi_ 2 2
(21,0, 20) VB Y21, 2) = <—1, ...,%,zj, ]—Jfl, —n) .
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De lo anterior deducimos que para poder cubrir todo el espacio C" se necesitan las
n-aplicaciones E;, ademds el 0 € C" es llevado a un espacio (n — 1)-dimensional,

{#z; = 0}, via la aplicacién Ej;.

Para cubrir todo C" (i.e todo punto de C™ tenga pre-imagen bajo F, ..., E,) nece-
sitamos pegar los n sistemas haciendo que los espacios {y; = 0},...,{y, = 0} se
identifiquen dos a dos, de tal manera que Eji, ..., E, siguan siendo biholomorfismos,
intuitivamente necesitamos construir una variedad con ayuda de las apliaciones

Ei, ... E,.

Para 1 < j < n, definimos los conjuntos:

Uj ={(21, ., 2, [w]) € C" x Uj; (21, .-2j-1, Zj41, - Zn) = 250;([w]) },
donde (U, ¢;) son las cartas del plano proyectivo CP(n — 1). Observe que:

Sea z = (21,..., 2n) ¥ [w] = [wy;...;w,], definimos las funciones:

@j : [jj — C"

. wq Wj_q Wit w
(z,[w]) — @iz, [w]) = (—,...,—] 2y —— ,—n>
wj wj wj wj
Un fécil cédlculo muestra que las ¢;,(1 < j < n) son biyeciones, cuyas inversas son:

gbj_li cn e Uj
(yla“-ayn) — @;1(1/17“-72471) = (Ej(yla~-'7yn)7()0;1(y17"'7yj*17yj+17 7yn))

Luego tenemos una familia de biyecciones F = {(U}, &) h<j<n:

Definimos el conjunto C! = ?:l(ﬁj), un facil célculo se muestra que:

Para U; N U; # ¢ se tiene que @,(U; N T;), wj(Ui N U;) son abiertos en C". Ademés
@; 0 ;' es un biholomorfismo Vi, j € {1,...,n}.
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Entonces la familia F = {(Uj,@j)}lS j<n genera una topologfa 7(F) sobre C2 que

torna a F un atlas holomorfo de dimensién n, como F es finito entonces 7(F) tiene

base numerable, ver lemas y[2.3.3

Sean (Ui,(ai),(ﬁj,@j) € F tal que U; NU; # ¢ un facil cdlculo muestra que no
existe ninguna sucesién (z,) C @,(U; N U;) tal que z, — = € &;(U; — U;) y
(@; 00 ) (@n) — y € (pj(f]j — U;) entonces 7(F) es de Hausdorff, ver lema
Luego tenemos que CP(n — 1) es un espacio topolégico de Hausdorff con base nu-

merable.

Por lo tanto (C2,.A(C?)) es una variedad compleja holomorfa de dimensién n, donde

A(@’[}) es el atlas maximal que contiene al atlas generado por la familia F.

Definicién 3.2.1 La variedad compleja (C2, A(C)) es llamada Blow-up centrado

en el e C".

Observe que C! C C" x CP(n — 1), de manera natural existen dos proyecciones:
E: C — cCo
(z,l) — E(z[]) =2

. Cj — CP(n-1)
(z,1l) — E[]) =[]

i) Expresamos la proyeccién E en coordenadas, i.e trabajando con las cartas de la

variedad CJl.

En la j-ésima carta (Uj, §;)

(E © @j_l)(yla ---;yn) = Ej(yh "'ayn)‘

Entonces (E o gbj_l) =FE; Vje{l,..,n}, porlo tanto ahora si cualquier punto

z € C" tiene pre-imagen bajo Ei, Es, ..., 6 E,,. Ademds como las aplicaciones E; son
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Figura 3.1: El Blow-up centrado en el 0 € C".

holomorfas V j € {1, ...,n}, entonces la aplicacion E : @g — C" es holomorfa entre

variedades, (ver figura [3.1)).

ii) Andlogamente para la proyeccién 7, es facil ver que m es una funcién holomorfa

entre variedades.

Definicién 3.2.2 La funcion holomorfa E : @3 — C" serd llamada Blow-up con

centro en el punto 0 € C™.

Proposicion 3.2.1 La funcion E : @3 — C" wverifica las siguientes propiedades:
(1) E7}(0) =CP(n—1); donde 6= (0,0,0).

(2) Cj ={(z[2]); 2 € C* — {0}} U {8} x CP(n—1).
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(3) Bl cpiny €0 — CP(n—1) — C" — {0} es un biholomorfismo.
0 n—1

4) E: @g — C" es un mapeo propio.

Prueba.

(1) En efecto, sea (z,[l]) € E7Y0) & E(z,]l]) =0 & 2 = 0 & (2,]l]) € {6} x
CP(n—1) entonces E~(0) = {0} x CP(n—1),seai: CP(n—1) — E~'(0) la
inclusién candnica, es claro que ¢ es una inmersién holomorfa, entonces es claro
que {0} x CP(n—1) es biholomorfa a CP(n—1) (CP(n—1) ~ {#} xCP(n—1)),
entonces E~1(6) se puede identificar con CP(n — 1).

(2) En efecto, es claro que {(z,[2]); z € C" —{#}}U{#} x CP(n—1) C CZ, veamos

el otro contenido.
Sea (z,[l]) € C? ; donde z = (21, ..., ), [I] = [l1, ..., 1] entonces ocurren dos casos :

e Siz =0, entonces (z,[l]) € {0} xU; C {0} xCP(n—1); paraalgini € {1,....n} =
(2, [1) € {(z,[2]); 2 € C" = {#}} U{#} x CP(n - 1)

e Si z # 6, sin pérdida de generalidad supongamos que (z,[l]) € Uy = (2, ..., 2n) =
z10.([1]) = zﬂﬁ—f,...fﬁ), Ademds z; # 0, entonces [z] = [I], luego (z,][l]) €

{(z.[2]); z € C" = {0} }.

(3) En efecto, teniendo en cuenta las identificaciones anteriores, se aclara por ltima
vezque By, o Cr—CP(n—1) — C"—{6} es una biyeccién cuya inversa
o ~rin—
es: (B, cr 1))_1 :C"—{0} — Cy—CP(n—1), ya sabemos que la aplicacién
o -nT

E es holomorfa , s6lo nos falta ver que ( ~1 sea holomorfa, como son

E‘~"— P(n—1 )
&n—cP(n-1)
aplicaciones entre variedades, entonces veamos mediante las cartas, es facil ver
~ -1 . —1
que @; o (E|637CP(%1)) es holomorfa V i € {1,...,n}, entonces <E|@gf<cp(n71))

sea holomorfa.
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(4) En efecto, sea K C C" compacto, ocurren dos casos:

e Si 6 ¢ K, entonces por definicién de E, E7'(K) es compacto.

e Sif e K, entonces E7(K) = E~Y(K — {}) UCP(n — 1) es compacto. W

Observaciones: Con respecto a la Proposiciéon anterior, tenemos:

1. Teniendo en cuenta la identificacion en (1) se tiene que
G = {(=.[2); = € C*— (0} TPl —1).

2. Sea la proyeccién canénica 7 : C" — {0} — CP(n — 1) obtenida apartir de la
relacion 7 ~” en C" — {0} ,para la construccién de CP(n — 1), es claro que la
aplicacién 7 es holomorfa, pues (¢; o ) es holomorfa V i € {1, ..., n},entonces
el grifico de 7: G(7) es una variedad Holomorfa, ain méds G(7) = {(z,[2]);

z € C" — {0}} es biholomorfo a C™ — {0}; entonces de (1) y (2) tenemos que:
Cl = {(z,[2]);2 € C* = {0}} U {0} x CP(n —1) = (C" — {0}) UCP(n — 1),

entonces teniendo en cuenta las identificaciones en (1) y (2) tenemos el siguiente

resultado:

Cy = (C"—{op | JCP(n—1).

3. De la observacién 2 y de (3) podemos ver que que el origen 0 es remplazado
por el proyectivo CP(n — 1), ya que @(} — CP(n — 1) es una copia fiel (desde
el punto de vista biholomorfo) de C* — {0}.

4. Sea U C C", y sea p € U, también se puede construir, de manera andloga al

caso anterior, el Blow-up centrado en p € U, denotdndolo por Up.
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3.3. Curvas Planas Proyectivas

Las definiciones bésicas y resultados de esta secciéon pueden encontrarlas en [14] y

I1s].

Teorema 3.3.1 Sean f y h funciones holomorfas definidas en vecindades U y V
de 0 € C? respectivamente con f irreducible. Si C = {(z,y) € U; f(z,y) = 0}
y hlcnv = 0 entonces existe una funcion holomorfa g definido en W wvecindad de

0€C? tal que h = fgenUNVNW.

Proposicion 3.3.2 Dos curvas planas sin componentes conexas se cortan en un

numero finito de puntos.

Proposicién 3.3.3 Sean Py, ..., P, (resp. Q1,..., Qn) n puntos de CP(n — 1) no
alineados. Entonces existe un tinico cambio de coordenadas proyectivo T : CP(n —

1) > CP(n—1) tal que T(P;) = Qy, i =1,...,n.

Teorema 3.3.4 (Bezout) Sean F' y G curvas planas proyectivas de grados m y n
respectivamente en CP(2). Supongamos que F' y G no tienen componentes comunes.

Entonces

Z i,(F,G) = mn.

p

3.4. Transformado Estricto de Foliaciones

Sean U C C", Z : U — C"™ un campo vectorial holomorfo y p € U una singulari-
dad aislada de Z, se sabe que las soluciones de la EDO 2’ = Z(z) asociada al campo
Z , induce una foliacién F; en una vecindad de p € U, como p € U es una singulari-

dad aislada de Z, entonces existe una veciendad abierta U, de p en la que el p € U,
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es la unica singularidad y los demds puntos de U, — {p} son puntos regulares, por
el Teorema del Flujo Tubular nos dice que las érbitas alrededor de un punto regular
las puedo enderezar mediante una conjugacion analitica local, entonces ya sabemos
como se comporta localmente. Lo interesante seria ver que pasa alrededor del punto
singular p, i.e como se comporta las érbitas alrededor del punto p, una manera de
poder observar es levantandola a U, via el Blow-up E : U, — U (mediante el Pull-
Back de Z bajo el biholomorfismo E|Upicp (TH)), formando una nueva foliacion que

serd llamado Transformado Estricto de Fy y sera denotado por Fy.

Veamos que significa levantar a un campo holomorfo, en el caso general.

Sean U C C™ abierto, Z : U — C™ un campo vectorial holomorfo y p € U una

singularidad aislada de Z, sea la EDO
2 =7(z) (3.1)

asociada al campo Z , y sea F' : V — U un biholomorfismo (V' C C" abierto). Si
z = F(w), entonces: F'(w)w' = 2' = Z(z) = Z(F(w)) luego:

w' = [F'(w)] 7 Z(F(w)) = [(F~) (F(w)|Z(F(w)) = ((F1).Z] o F)(w), (3.2)

donde F*(Z) = [(F71)'.Z] o F es el Pull-Back de Z bajo F, observe que F*(Z) :
V' — C" es un campo vectorial holomorfo, entonces en el sistema se tiene:
w' = F*(Z)(w), ademds que F' es una conjugacién analitica entre los campos Z y
F*(Z) i.e Z ~unq F*(Z), entonces las soluciones de son transformadas por F
en soluciones de (3.1)), ver [6].

Por simplicidad supongamos que U = C", p = 0 € C" (singularidad aislada). Como
el Blow-up E : C — C" es un biholomorfismo entre C§ — CP(n — 1) y C* — {0},
entonces podemos hacer todo el procedimiento anterior, considerando el Pull-Back
de Z restringido a C™ — {0}. Entonces E*(Z) es un campo vectorial holomorfo sobre

C? — CP(n —1), el problema es que no estd definido sobre toda la variedad CZ, nos
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U
\Y F(2)

Z
7
7 7

Figura 3.2: El Pull-Back de Z bajo F

falta extender sobre el proyectivo CP(n — 1), pues en esta zona es la que nos dara
informacién de lo que pasa en el origen. Mds adelante se vera que E*(Z) es extendido

a todo CJ.

Sea Z = Y1 | Zi£ un campo vectorial holomorfo tal que m,(Z) = v, asi ten-

€11N0Ss:

Zi(21y ey Zn) :ZZ,i(zl,...,zn) (3.3)

k>v
donde Z} son polinomios homogéneos de grado k, obtenidos al desarrollar Z; como

series de potencias alrededor del origen, 1 < i < n.

Realizamos el Pull-Back del campo Z bajo la aplicacion del Blow-up.

Viendo a E*(Z) con la j-ésima carta del Blow-up.
E(yla sy yn) = (217 ceey Zn),

donde z; = y;y; sit # j y z; = ;.

El divisor (espacio proyectivo CP(n — 1)) es dado por:

E7H0) = {(y1, - yn) 1 y; = O}.
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En esta carta, el pull-back de Z por E es generado por:

"\ (ZioE—vyZjoE\ 0
E*(Z ZoE—+ ( )—. 3.4
(2)= (%2 E)5 Z§1 Z#jj n o (3.4)
De (3:3):
(Z; 0 E)( EjykZﬂ

k>v

donde Yy = (?le 7yn) y Z) = (3/1, "'7yj717 17yj+17 ayn)

Luego tenemos:

= (nyZf;(@)) o+ Z (Z FZi in£(@7)]> 86;-' (3.5)

k>v i=1,i#5 \k>v

Se presenta dos casos:
Caso I Si 3i # j tal que Z.(4) — y: Z.(3)) # 0.

En este caso E*(Z) es divisible por 4/ ~', denotamos:

Z0) = w2+ Y (220 ~wZi@) & + ¥ ),

i=1,i#]

, luego tenemos:

donde Y es un campo vectorial holomorfo.

Observe que en este caso se tiene que E~'(0) es inavariante por F;, donde

F; es la foliaciéon generada por Z. Ast E*(Z) se extiende sobre el conjunto
{y; = 0}.

CASO II Si V1 < i <nconi#j se tiene Zi(3) — v:Z1(9) = 0.

En este caso £*(Z) es divisible por ¥, denotemos:

2= B

J

Zy)= Z D+ %' (201 (8) = w2 (D)]) 32 + 4 W (v),
i=1,i#j

, luego tenemos:

donde W es un campo vectorial holomorfo.

37



Capitulo 3. Transformado Estricto de Funciones Holomorfas

Observe que en este caso se tiene que F~!(0) no es inavariante por F;, donde F es

la foliacién generada por Z. Asi E*(Z) se extiende sobre el conjunto {y; = 0}.
De los dos casos anteriores, se tiene la siguiente:

Definicién 3.4.1 Al campo holomorfo Z, que es la extension de E*(Z) en todo @3,

se le llama el Transformado Estricto del Campo Z por E.

Una vez hecho los andlisis en la j-ésima carta del Blow-up, se tiene los siguientes

teoremas:

Teorema 3.4.1 Sean U C C" abierto, Z : U — C" un campo vectorial holomorfo,
0 € U una singularidad aislada de Z y E : (@8 — C" la aplicacion Blow-up (en la

j-ésima carta) centrada en 0, tal que si i # j tal que Z.(9) — yZZ,i(g)) # 0 entonces

E*(Z) se extiende a una funcion holomorfa

£ (2)
Tl v
J
donde Z esta definida sobre todo C3. Ademds E~'(0) = CP(n— 1) es invariante por
Fy

7 =

Teorema 3.4.2 Sean U C C" abierto, Z : U — C" un campo vectorial holomorfo,
0 € U una singularidad aislada de Z y E : @8 — C" la aplicacion Blow-up (en la j-
ésima carta) centrada en 0, tal que si¥1 < i < n coni # j se tiene Zi(§) —y: Zi(9) =

0 entonces

E*(Z) es extendido a una funcion holomorfa
E*(Z)
Yi

7 =

2
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donde Z esta definida sobre todo C. Ademds E=*(0) = CP(n —1) es no invariante

por F.

3.5. Singularidad Dicritica

Sean U C C™ abierto, Z : U — C™ un campo vectorial holomorfo, 0 € U una
singularidad aislada de Z, sea F : @g — C" la aplicacién Blow-up centrada en 0 y
Z es el Transformado Estricto de Z por E. Siguiendo con las notaciones de la seccién

anterior y gracias a los Teoremas y 13.4.2} se tienen las siguiente definiciones:

Definicién 3.5.1 Decimos que 0 € C" es una Singularidad no Dicritica de Z

cuando E71(0) = CP(n — 1) es invariante por F.

Definicién 3.5.2 Decimos que 0 € C" es una Singularidad Dicritica de Z cuan-

do E71(0) = CP(n — 1) no es invariante por F.

Observaciones:

1) Del Teorema se tiene: Si para cada j € {1,...,n} Fi € {1,..,n} coni #j
tal que
223 — 2,70 #£0
si y s6lo si 0 € C" es una Singularidad no Dicritica de Z.
2) Note que en cualquiera de los dos casos Fg«(z) y F; , las foliaciénes generadas
por E*(Z) y el Transformado Estricto Z respectivamente, coinciden fuera del
~ 1
divisor E~'(0) = CP(n — 1), pues Z = — E*(Z) en la j-esima carta, donde
y.

J
k=v—1si0¢€C"” es una Stngularidad no Dicritica, k = v si 0 € C" es

una Singularidad Dicritica.
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3) Teniendo una foliacién Fz en C", llegamos a obtener una foliacién F; E+(z) sobre

Cp —CP(n—1), la cual se extiende de manera tnica , obteniendo una foliacién

F; sobre Cg la cual es llamada el Transformado Estricto de F (o de Z).
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Caracterizacion de una

Singularidad Dicritica en 0 € C"

Sea M"™ una variedad compleja de dimensiéon n y consideremos en ella una fo-
liacién analitica singular por curvas Fz. Sea p € M" una singularidad aislada de
Fz. Sea z = (z1, ..., z,) un sistema de coordenadas en una vecindad de p en M" tal

que p = (0, ...,0) € C". En estas coordenadas, sea

0
Z:Z;Zia—%

el campo vectoral holomorfo que genera a F. Si mg (Z) = v, donde v € Z™, entonces

las componentes Z; de Z tienen desarrollo de Taylor en 0 € C”

Zi=) Zi,1<i<n,

k>v

donde cada Z; son polinomios homogéneos de grado k.

Ademsds como las coordenadas Z; son funciones holomorfas alrededor de 0 € C",

entonces en una vecinadad de 0 € C™ tenemos:

Zi(z)= Y ciglz—p)?,1<i<n.
|QI>v
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El Jet de Orden k 6 k-JET de Z en p denotado por JZI)“(Z) se define como:

k
0 :
INZ) = ZQ‘,Q(Z _p)Qﬁz- ,1<i<n
Ql=v '

En esta seccién probaremos que la condicién de que F tiene una singularidad
dicritica en p, puede ser caracterizada en términos de los polinomios Z¢ (1 < i < n),

es decir, de J¥ (el primer jet no nulo de orden v de Z en el origen).

Mads especificamente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.0.1 Usando las notaciones anteriores, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
(1) El punto 0 € C" es una singularidad dicritica de Fy
(2) 2,7 — 222 =0, V1<i<j<n

Z, = Z’iPV—h

v

Vi<i<n

(8) Existe un polinomio P,_q1, homogéneo de grado v — 1 tal que

(4) J§(Z) = P,_1R, donde R =" 27> es el campo vectorial holomorfo radial.
i=1 ’

Prueba.
(1) = (2) Paracada j=1,..,n, usamos la j-é¢sima carta del Blow-up.
E(yla >yn) = (Z1> ) Zn)7

donde z; = y;y; sii # j y z; = y,. En esta carta, el pull-back de Z por E es generado

por:

GoB-uoE) 0,

Yj 0y; '

] 0 -
E(Z):(ZjoE)a—y > (
T =1
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De (2.1) tenemos:

(ZioE)y) =Y v Zl(§

k>v

donde Y= (y17 7yn) y g = (y17 e Yi—1, ]-)yj-‘rl) 7y71)

Por (4.1)) tenemos:

(Z 10 )—+ Z (Z — yiZi(i )]) ;;i. (4.2)

k>v i=1,i#5 \k>v

Procediendo por contradiccion, supongamos que (2) es falso, entonces existe i # j,
1 <1 < ntal que Z(9) — 4:25(9) # 0, luego E*Z es divisible por vy !, Entonces
Z = yE Z es el tranformado estricto de Z por E. De tenemos que:

v—
J

Z<y>:yjzz<@>a%+ 3 (Z;‘@)—Mi@))%wmy), (4.3)

i=1,i#j
donde Y es un campo vectorial holomorfo. De 1) deducimos que E~1(0) es inva-

riante por Z, lo cual es una contradiccién, puesto que F. 5 €D

(2) = (3) Como los ZJ son polinomios homogéneos, reordenado sus términos y

factorizando z;, se pueden escribir de la siguiente forma:
3
721, 2 g aV o (225 0y 2n) 21

donde los af,_ . (1 <i < n)son polinomios homogéneos de grado v —k en las variables

29, ..., Zn. De la hipotesis, para 1 < j < n tenemos:

14
0 = zZ =271 =>al (22,...,20)252 — Z% (22, 00y 20) 20 21
1 k v 1 A l/+1 . i
= (2, 2)% + D0y (22,0 20) 202 — D0 44 (22,0 20) 20
k=1 k=1
14

= al(z,.., 2n)Z + Y [al (22, ..., 2p)25 — ai_Hl(zQ, vy Zn)]2F — a%(zz, ey Zn)Z II’H

43


JAVIER
Rectángulo


Capitulo 4. Caracterizacién de una Singularidad Dicritica en 0 € C"

Entonces:

al(za,.s2y) =0
al (22, .y 2n)2j — ai_kﬂ(zz, wnzn) =0, 1<k<v-—1 (4.4)

aé(zz, ey 2n) =0,

luego de ([4.4]) tenemos:

v v—1
7l = Zai_k(@, ey Zn) 2 = 2 (Zai_k_l(zg, e zn)zf> . (4.5)
k=1 k=0

Para 1 < j < n, tenemos:

. v . v—1 |
75 =5"d (zay e zn)2t = Yo dl (29 ey 20)2Y
k=0 k=0

v—1 v—1 (46)
=Y zial 4 1(22, ., 20)2F = z; (Za},kl(z% o zn)zf> :
k=0 k=0

v—1
Sea P,_1 = Y_al , |(za,...,2,)2}, es claro que es un polinomio homogéneo de grado

k=0
v — 1, por lo tanto de (4.5)) y (4.6) se tiene que:

ZI‘Z = ij,jfl,v1 S j S n.
(3) = (4) Recordando que:

TZ) =D oz =p)% s D englz —p)?

Q=¥ lQl=v

como mo(Z) =v,ie Z.#0y Z. =0 Vk < v, luego de la hipotesis se tiene:

J(IJJ(Z) - (Z3> ’ZZ}) - (zlPu—h "‘7Z’nPV—1)
= 1/71(217 "-azn) = PzzflR(Zly ---,Zn);

entonces J§ (Z) = P,_1R, donde R = 3 252 es el campo vectorial holomorfo radial.
i=1 !

44



Capitulo 4. Caracterizacién de una Singularidad Dicritica en 0 € C"

(4) = (1) Por hipétesis tenemos J§(Z) = P,_; R, entonces:
J(I;(Z) = (Zi, ceey er}) = (lel,_l, cees ZnPV—1)7

luego de (4.5)), tenemos:

* v ~ d - 7 ~ j ~ 9 v+1vy)

E*Z(y) =y} ((Py_l(y)) oy > (Zin () —viZin (D) 8_y) +y Y (y),
T =1 ¢

donde Y es un campo vectorial holomorfo. Luego E*(Z) es divisible por y; . Entonces

el transformado estricto de Z por E es dado por Z = E;(f), entonces £~1(0) = CP(2)

J
no es invariante por ¥, por lo tanto 0 € C" es una singularidad dicritica de Z. W

De la proposicién anterior tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 4.0.2 Usando las notaciones anteriores, sea p € M™ una singularidad

dicritica de Fz, entonces el transformado estricto F; esta dado por:
En la j-éstma carta

EW1, -y yn) = (21, ey Z0),
donde z; = y;y; 11 F# ] Y 2 =Y,

20) = Pl + S (Z00) - 0 Zi0) % LoV, @)
i=1,i#] v

cuyo conjunto singular esta dado por los puntos (y1,...,yj—1,0,yj+1,0...,0) que son

soluciones del sistema

P, 1(9) =0
Zi(§) —yiZi(§) =0,1<i<mn,i#j.
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Figura 4.1: Una hipersuperficie S C CP(n — 1)

Corolario 4.0.3 El conjunto Sing(Fz)NE~1(0) en j-ésima carta (j fijo, 1 < j < n)
es el conjunto de los puntos [z1,...,z,] € CP(n — 1) las cuales son soluciones del

.. -1 . . P
siguiente w + 1 sistema de ecuaciones homogéneas:

Pufl(f@ =0

‘ ‘ (4.8)
Zy () —yiZ)(§) =0, L<i<n, i#j.

Notacién 4.0.1 Denotemos por D™(p) al conjunto de foliaciones Fy tal que p €
C™ es una singularidad dicritica aislada de la foliacion F, generada por el campo

vectorial holomorfo Z.

Notacién 4.0.2 Dj(p) = {Fz € D"(p); Sing(Fz) = ¢} para referirnos a las Fy
cuyo transformado estricto no tiene singularidades en C;‘, i.e todo punto p € E~1(0)

es un punto regular.

Notacién 4.0.3 Cuando p = 0 escribiremos simplemente D™, Dy en lugar de D™(0),

Dg(0) respectivamente.

Corolario 4.0.4 Con las notaciones anteriores tenemos que:

Fz € Dy siysolosiz=0¢eC" es la unica solucion del sistema ([{.8).
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Definicién 4.0.3 Para cada F; € Dj definimos la hipersuperficie algebraica en
CP(n—1).
S =A{lz1;..;2:) € CP(n—1); P,_1(21, ..., 2n) = 0}.

Juntando los resultados anteriores, se tiene:

Proposicién 4.0.5 Sea p € E71(0) y L una hoja de F; que pasa por el punto p,
entonces el conjunto S tiene las siguientes propiedades (ver figira[4.1)

e Sij¢ S = L es tranversal a E~1(0).

e Sijy€ S =L es tangente a E~'(0) en .

47



Capitulo 5

Indice de Poincaré-Hopf y el

Nuimero de Milnor

En este capitulo introducimos el indice topolégico de Poincaré-Hopf y la multi-
plicidad algebraica, al que se conoce como el nimero de Milnor. Estos conceptos son
fundamentales y muy 1itiles en la terorfa de interseccién. El objetivo de este capitulo

es ver el indice de Poincaré-Hopf coincide con el mimero de Milnor.

5.1. El Indice de Poincaré-Hopf

5.1.1. El Grado de Brouwer

La referencia bdsica para esta seccién son los libros de [20] y [24].

Nosotros nos ocuparemos principalmente de los problemas de cardcter local, por lo
que basta para nuestro propésito de considerar sélo las variedades que estdn mergu-
lladas en los espacios euclideos. Diremos variedad a una variead de clase C'™° también

diremos a una funcién f suave cuando es de clase C'"°. La primera herramienta que
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necesitamos es:

Teorema 5.1.1 (Teorema de Sard) Sea U C R™ abierto y f : U — R™ suave.
Denotemos por > el conjunto de los puntos criticos de f, esto es, >, = {p € U,
rang(f'(p)) < n}. Entonces la imagen f(> ) C R" tiene medida de Lebesgue cero.

Prueba. Ver [24]. =

Corolario 5.1.2 (Teorema de Brown) Sea X eY variedades suaves de la misma

dimension y f : X — Y suave. Entonces el conjunto de valores regulares de f,

Y\ f(O)), es denso en Y.

Ahora sea X una variedad conexa con dim(X) = n > 1 (con o sin borde). X
es orientable si podemos escoger una orientacién para el espacio tangente 7, X de
tal manera que que para todo p € X existe una vecindad abierta U C X de p y
un difeomorfismo ¢ : U — V, (U) =V, donde V' C R" es abierto (V C {z € R"
x, > 0} es abierto, en el caso de X tiene borde) que conserva la orientacién, esto es,

¢'(p) lleva a la orientacién elegida para 7, X en la orientacién estandar de R™.

Si X tiene borde y es orientable, la orientacién de X induce una orientacién para
0X como sigue: dado p € X, escogemos una base positiva B = {vy, v, ..., v, } para
T,X con la siguiente propiedad: {vs,...,v,} genera T,0X y v; es un vector hacia
afuera. Entonces B’ = {vs,...,v,} determina una orientacién positiva para 7,0.X.
Si dimX = 1, a cada punto p de la frontera es asignado la orientacién -1 o +1,

dependiendo de la direccién del vector que genera 7,.X.

Antes de introducir el concepto de grado recordemos que una funcién continua
f X — Y entre dos variedades suaves es propia si para todo K C Y compacto se

tiene que f~1(K) C X es compacto.
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Si X y Y variedades orientables, de la misma dimensién n, con Y conexoy f: X — Y
suave, funcién propia. Sea p € X un punto regular de f. Entonces el mapeo tangente

f'(p) : T,X — T,Y es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales orientados.

Definicién 5.1.1 El signo de f'(p) se define por

, +1 , si f'(p) preseserva orientacion
sgn(f'(p)) =

—1 , si f'(p) invierte orientacion.

Definicién 5.1.2 Sea g € Y un valor regular de f, definimos

deg(f,q)= Y sgnf'(p)

pef~1(q)

Teorema 5.1.3 El nimero entero deg(f,q) no depende del valor regular q € Y.
Prueba. Ver [20]. =

Definicién 5.1.3 El grado de el mapeo f se defne como

deg f = deg(f, q)

donde q € Y un valor reqular de f.

Recordemos que una homotopia suave entre dos funciones f,g : X — Y es un
aplicaciéon suave ' : X x [0,1] — Y tal que F(z,0) = f(z) y F(x,1) = g(x) para
todo x € X. En este caso diremos que f y g son homotépicamente suave.

Teorema 5.1.4 Si f es homotdpicamente suave a g, entonces deg f = deg(g).

Prueba. Ver 20]. =
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Proposicién 5.1.5 Sea X una variedad orientada compacta con borde 0X tal que
dim(X) =n+1 y sea Y variedad conezxa orientada con dim(Y) =n. Sea f : 0X — Y

suave. St f admite una extension suave F': X — Y, entonces deg f = 0.
Prueba. Ver [24]. =
Teorema 5.1.6 Un mapeo Biholomorfo preserva orientacion.

Definicién 5.1.4 Sea p € C". Una funcion germen en p es una clase de funciones,

donde dos funciones son equivalentes si ellos son iguales en una vecindad de p.

Denotaremos por f: (C",p) — (C", ¢q) a la funcién germen en p con f(p) = q.

5.1.2. El Indice

n
Denotaremos por |z| a la norma hermitiana en C", ||z|| = 2iZj.
\/ j=1

Consideremos la funcién geremen f : (C", p) — (C™ q). Sin pérdida de generalidad

asumiremos que f(p) = ¢ = 0 y diremos que p es una raiz de f = 0.

Definicién 5.1.5 Sea f : (C",p) — (C",0) un germen holomorfo con f~1(0) = {p}.
El indice o indice de Poincaré-Hopf de f en p, denotado por Z,(f), es el grado de la

funcion

% : S2 H(p) — ST es decir T,(f) = deg %,
donde S 1(p) = {z € C" : ||z — p|| = €} y S7"" es la esfera unitaria centrada en
0eCm

Gracias a la proposicion |5.1.5] para € > 0 suficientemente pequeno el indice estd bien
definido
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Lema 5.1.1 Sea U C C" abierto convexo, p € U y ¢ : U — C holomorfa. Entonces

existen funciones holomorfas ¢, ....9, : U — C tales que
¢(2) = ¢(p) + Zlgj(Z)(zj — ;)
]:

donde p = (p1, ....,pn). Ademds g;(p) = g’—j;(p).

Prueba. Sea z € U y definimos h(t) = ¢(p + t(z — p)). Desde que U es convexo h

estd bien definido en el intervalo [0, 1]. Luego tenemos:

y por la regla de la cadena h'(t) = 3 22(p + t(z — p))(z; — p;)- Luego definimos

=1 %

f%p—ktz— p))dt,
0

.

QN

asi el lema estd probado. m

Observe que el Lema anterior también es valido para funciones diferenciables

Proposicién 5.1.7 Si f : (C",p) — (C",0) es un germen biholomorfo, entonces
Z,(f) =1
Prueba. Usando una traslacién (la cual preserva orientacién) podemos asumir que

p = 0. Como la derivada de f en 0 es dado por

. f(tz)
/ —
f1(0).z = lim——,
esto nos induce a definir
1(tz) ,para 0 <t <1

f'(0).z , parat=0.
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Es fécil ver que F es una funcién suave, entonces por el Lema anterior tenemos:
F(z,t) = (Zl g1;(t2) 25, ..., Zlgnj(tz)zj> vt € [0, 1].
j= Jj=
Como F(z,t) # 0 para todo ¢ € [0, 1] pues f es una biyeccién en una vecindad del

0 € C". Definimos

Flt)
HE0 =50

la cual es una homotopia suave entre f/|f| v f'(0)/|f'(0)|. Como f'(0) es un iso-

morfismo que preserva orientacién se tiene que 1 = Zy(f'(0)) = Zo(f). =

Proposicién 5.1.8 Sea f : (C",p) — (C",0) un germen holomorfo y € > 0 tal que
F~Y(Bp]) = {p}. Entonces I,(f) es el mimero de puntos del conjunto f~*(¢)N B.(p)

donde ¢ es un valor refular de f suficientemente cerca de 0.

Prueba. Sea § = inf{|f(z)| > 0: 2z € S>"!(p)}. Entonces |f(z) — (| > —¢|(] >0
para todo t € [0, 1], 2 € S*"~(p) y ¢ valor regular suficientemente cerca de 0. Se sigue
que f~H(t)NS?""1(p) = P paratodot € [0,1]. Luego definimos F' : S~ 1(p)x[0,1] —
S2"=1(0) dado por

F(z)—t¢
F(z,t) = ———,
0= FE =1
es claro que F' es una homotopia suave entre |§ — g’ ’j; Luego tenemos que
f=¢
Z,(f) = deg :
AP = dee

Por otro lado, sea {;,...,§,} = f~(¢) N Be(p). Escojemos bolas cerradas B, [¢;]
disjuntas dos a dos tales que Sg:_l(f ;)N SZ(p) = 0. Consideramos la variedad con

su orientacion trivial
k
= Be[p] \ U1 Bs, (§;)
]:

Es facil ver que el borde de X es dada por la unién disjunta

0X =S Hp) LS5y (&) U - LI S5 (65)
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Por otro lado, la funcién ¢ = é;é : 0X — S57"71(0) admite una extensién suave
‘§ — g| sobre todo X. Por la proposicion [5.1.5) tenemos que deg ¢ = 0. Pero, debido

a la orientacion de X tenemos

dego =Z,(f) = Ze,(f = ¢) — .. = Ze, (f =) = 0.
Desde que f es un biholomorfismo alrededor de cada &;, por la prop se tiene
que Igj(f — C) =1. ASf Ip<f) = Igl(f — <) + ... +I§k(-f — C) = l{? ||

Ejemplo 5.1.9 Sea f(21,2) = (2}, 21+22). Entonces f~1(0) = {0} y el indice Zo(f)
es dado por el nimero de soluciones de la ecuacion (perturbacion)
£ = G
21+ Z% = CQ;

donde 0 < ||((y,(y)|| << 1. De donde se tiene que Zo(f) = 6.
Mas generalmente tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.1.10 Sea X C C" wuna variedad conexa suave compacta con borde,
dimg X = 2n. Sea U C C" abierto que contenga a X, f : U — C" holomorfa y
pe X\9X con f(p) =0y f1(0)NIX = 0. Suponga que el grado de la funcion

L ox - 57 0)

CoA
es k. Entonces la ecuacion f = 0 tiene un nimero finito de soluciones en el interior

de X y la suma de los indices de f en estos puntos es precisamente k.

Prueba. Como X es compacto, entonces f~1(0) N X = {&;,...,&,.}, por hipotesis
§; ¢ 0X. Escogemos bolas cerradas Bj; [¢;] disjuntas dos a dos tales que ngfl(g )N

0X = (). Consideramos la variedad con su orientacién trivial

X:X\g&ﬁﬂ

J
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Es facil ver que el borde de X es dada por la unién disjunta

oX =ox sz LUSE (&),

Por otro lado, la funcién ¢ = X — S2"1(0) admite una extensién suave ——

“—:0
i £ /]
sobre todo X. Por la proposicién tenemos que deg @ = 0. Pero, debido a la

orientaciéon de X tenemos

degp =degyp —Z¢ (f) —... = Zc (f) = 0.

Luego deg ¢ = Z¢ (f) + ... +Z¢,(f), por la prop se tiene que Z¢ (f) es un entero

positivo. Luego

k = deg / Z Z,(f)-

‘f‘ gef~1(0)NX

Teorema 5.1.11 (Caracter aditivo del indice de Poincaré-Hopf) Sea un ger-
men holomorfo f : (C",p) — (C"0) tal que p sea una raiz aislada de f = 0, i.e.
eziste bola abierta B C C" tal que f~1(0)N B = {p} Consideremos una deformacion
holomorfa f\ del germen f = fy, dependiendo del parametro complejo A\, i.e una

funcion holomorfa
F:(C"xC,(p,0)) — (C",0)

tal que F(z,0) = f(2) y F(z,\) = fa(2). Entonces, para \ variando en una vecindad
pequena del 0 € C", la raiz p se descompone en un niumero finito de raices de fy y

la suma de los indices de fy en estas raices es igual al indices de f en p. Es decir

W= > L)

g€ fy (0)nB

Prueba. Supongamos que p = 0 y sea § > 0 suficientemente pequeno tal que f~(0)N
B;(0) = {0}. Sea §; > 0 tal que si |\| < §; entonces fy no tiene ceros en la esfera

0B;(0). Luego

mf{[£2(2)] : (2, \) € B5(0) x B, (0)} = k > 0.
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Dado 0 < € < K existe 2 > 0 tal que si |A| < 09, entonces

sup{|f(z) — foa(2)| : 2 € 9Bs(0)} < e.

Sea 0 < d3 = min{dy, do}. Afirmamos que para |A\| < d3 las funciones

B omy(0) - s7(0)
Al
son homotépicas. Es sufuciente mostrar que ellos son homotépicos a |; | %
0

En efecto, sea |A| < d3, consideremos la funcién ¢ : 0Bs(0) x [0,1] — C™ dado
por

p(z,t) = (L=1)f(2) + tx(2)

y suponga que existe tg €]0, 1[ y 2o € 0Bs(0) tal que ¢(zo, o) = 0, entonces

—1
f(0) = 7= (=)
1
pero € > |f(z0) — falz0)| = T | fa(z0)] > T K la cual es una contradicion.
— o — 1o
Luego ¢(z,t) # 0 para todo (z,t) € 0Bs(0) x [0, 1].
t
Definimos H(z,t) = #(z1) la cual es una homotopia suave entre —~ i
|o(z, 1) |f>\’ /]
Asi tenemos

g€y H(0)NB;(0)

Definicién 5.1.6 Sean f,g: (C",p) — C" gérmenes holomorfos. Se dice que f y g
son Algebraicamente Equivalentes, o A-equivalentes, si existe un germen holomorfo

A: (C" p) —» GL(n;C) tal que
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Proposicién 5.1.12 Si f, g : (C",p) — C" son A-equivalentes y f~(f(p)) = {p},
entonces L,(f) = Z,(g).

Prueba. Recordemos que GL(n,C) es abierto y denso en el conjunto de las matrices
M (n,C), ademas GL(n;C) = M(n,C) \ det *(0) y det™ *(0) es una subvariedad de
codimension 2 real de M(n;C). Sea V' C G'L(n; C) una vecindad abierta contractible
de A(p). Entonces existe una homotopia G(z,t) tal que G(z,0) = A(z) y G(z,1) =
A(p). Luego definimos la aplicacién

G(z t)g(2)
G(z,t)g(2)]"

1z _ Al)g(z) - Alp)g(z)
[FE 1AR)g(2)] ™ [Alp)g(=)

a
1] = GL(n;C) un camino tal que y(0) = A(p) y y(1) = I.
z

H(zt) =

la cual es una homotopia entre

Por otro lado, sea y : [0,
A
Entonces F(z,t) = M es una homotopia suave entre (p)g(2) y 9(2) . Por
v (1)g(2)] [AP)g(2)] ~ g(2)]
lo tanto /(z) y 9(2) son homotoépicos. m
IF) 7 19(2)]

Observacién: De la proposicién anterior, tenemos que el indice de Poincaré-Hopf

es invariante bajo A-equivalencia.

5.2. El Numero de Milnor

5.2.1. Primeros resultados sobre la Multiplicidad

Empezamos por algunas notaciones.

Denotaremos por O, al anillo (local) de gérmenes de las funciones holomorfas en

p € C". Se sabe que O, es un C-élgebra.
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Denotaremos por 9, al ideal maximal de O, esto es
M, ={h € O, : h(p) =0}.

Dado f : (C",p) — C™ un germen holomorfo, f = (f1, ..., fm), denotaremos por ¥

al ideal de O, generada por las funciones fi, ..., f,, esto es

Tf = {h1f1 + ...+ hmfm : ]’Lj S Op} = <f1, ...,fm>0 .

P

Definicién 5.2.1 Sea f : (C",p) — (C™,0) un germen holomorfo. El dlgebra local

de f en es el C-dlgebra cociente

Qr = 0,/%;.

Un germen biholomorfo ¢ : (C*, p) — (C", p) induce un isomorfismo de C-élgebras
Y* : Op — O, definido por ¢*(f) = f o). Por lo tanto Q; es invariante bajo cambio

de coordenadas.

Observaciéon: De lo anterior, se puede dar la definicién de dlgebra local en una

variedad compleja.

Definicién 5.2.2 Sea f: (C",p) — (C™,0) un germen holomorfo. La multiplicidad
de f en p, o el niimero de Milnor de f en p, denotado por ,(f), es la dimension

del el espacio C—lineal Qy, esto es

Hp(f) = dim(C(Qf)

Ejemplo 5.2.1 Sea f(z1,2) = (23,21 + 22), p = 0 (recalcando el ejemplo[5.1.9).
Tenemos que:
#=fHeT;
=2 f1ET;

Zg = fi— Z%fz;
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luego tenemos:

23 = —zmod Ty
2129 = —zi mod ¥
2125 = —z3mod T;.

Por lo tanto una base C-lineal de Qf = O,/%; es dado por {1, 21, 29, 23, 2122, 2123 }.
Luego se tiene que:

po(f) = dime(Qy) = 6.

Lema 5.2.1 Sea f : (C",p) — (C™,0) un germen holomorfo de multiplcidad
(finito) en p. Sea una coleccion de ji gérmenes holomorfos en M,,, hq, ..., h,, entonces

el producto hy - - - h, € Zy.

Prueba. Consideremos p + 1 gérmenes holomorfos Hy = 1, Hy = hy, H3 = hy - ho,
.y Hyy1 = hy -+ - hy,. Desde que dimc(Qs) = p, entonces sus clases en Qy son

linelamente dependientes, luego existen nimeros complejos ao, ..., a, tal que

ap+ a1 Hy + -+ aMHN+1 € C{f

Sea k el menor entero tal que a; # 0. Entonces

arHp1 + a1 Hyo + -+ -+ auHypr =

Hyqo Hyq1
Hy 4 (ak + ag41 Heir + -+ CL##H € Ty.

H H .
Pero el factor a; + ak+1Hiﬁ +--+a, H:i es una unidad en O,, por lo tanto

Hy41 € %y, Esto sigue que H, 1 = Hyp1hpihgyo -~ hy €%y B

La utilidad de este lema serd explotado mas adelante. Sea F' : U C C" — C holomor-
fa, donde U C C" abierto. Recordemos que F alrededor de p puede ser expresado

Ccomo

F=) F, ,conF,#0,

k>m

59



Capitulo 5. Indice de Poincaré-Hopf y el Nimero de Milnor

donde F}, es un polinomio homogéneo de grado k en las variables z; — p1,...., 2, — Pn.

El niimero m es llamado el orden de F' en p.

Proposicién 5.2.2 Sean f,g : (C",p) — (C™,0) gérmenes holomorfos donde f
tiene multiplicidad p. Supongamos que cada componente de la diferencia g — f tiene
una expansion de la forma g; — f; = Zkz” F; i con m; > 1. Entonces f y g son

A—equivalentes.

Prueba. Escribimos Fj 11 como
Fijir = E ais(z1 —p1)" - - (20 — Pu)™s
J

con ji + -+ j, = |J| = p+ k. Por lo tanto, cada término es producto de p+k >
funciones en 9, y por el lema existen funciones ¢;;1, ..., gisn € O, tales que

aig(z1 — 1) (20— P = Giaafr + -+ Gignfa

Observe que las funciones g;;; € 9, porque el lado izquierdo es de grado p+k > p.

Concluimos que
k
E,u+k = Z bgﬂr )fjv
J

con b§f ) ¢ 9. Por lo tanto

g; — fZ = Z Cijfj , CON Cjj € ﬂﬁp.
J

Luego tenemos que g = (I + C'f), donde C' = (¢;;) es una matriz con entradas de
gérmenes holomorfas. Desde que C'(p) = 0 entonces la matriz [ + C' es inversible en

una vecindad de p. Asi f y g son A—equivalentes. m

Proposicién 5.2.3 Sean f,g: (C",p) — (C",0) gérmenes holomorfos tal que f y g

son A—equivalentes entonces ellos tienen la misma multiplicidad en p.
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Prueba. Desde que f(z) = A(z)g(z) se tiene Ty C T, y como A(z) es inversible,

también T, C T, entonces Ty =%,. =
Lema 5.2.2 Sea T : C" — C" un isomorfismo, entonces piy(T) = 1.

Proposicién 5.2.4 Si f : (C*,0) — (C",0) es un germen biholomorfo, entonces

po(f) = 1.

Prueba. En efecto, como f es holomorfa, tenemos

f(2)=f(0)- 2+ Fil2),

luego se tiene que

J(2) = F(0) -2 = Y Fi(z).

k>2

Por la proposicién tenemos que fy f'(0) son A—equivalentes, y por la proposi-

cion 23 1o(f) = po(f/(0)) = 1. m

Definicién 5.2.3 La funcion Pham es una funcion Y : C* — C" de la forma

TJ(Zh -~-7zn> = (Z{1,2§27 -~->z¥zn);

donde J = (j1, Ja, -y Jn) € N, jp > 1 para todo k.
Lema 5.2.3 Zy(Y7) = po(Y7).

Prueba. Esto se muestra con un cdculo direto. De la prop Zo(T7) es el niimero
de soluciones de z]' = &, ..., z5¢ = &, tomando & = (£, ...,&,,) valor regular de T’/
cerca del origen, entonces Zy(Y”) = j1jo - -+ jn. Por otro lado, la base del dlgebra local

de T/ en 0 estd formado por las clases de los monomios
my ., m2

21 2y 2 ooz donde 0 < my < g1y, 0 <my, < gy

que son jijo - -+ jn, por lo tanto ug(Y7) = jijo -+ ju. ™
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Proposicién 5.2.5 Sea f : (C",0) — (C",0) un germen holomorfo con multiplici-

dad p en 0. Consideremos la funcion Pham
Y, con [+ 1) = (u+ 1, p+ 1)
y la deformacion holomorfa T[Fr” = YT L X\ f, X suficientemente cerca del 0 € C.

Entonces [ es A-equivalente a Tkﬁl} para X # 0.

Prueba. Note que TK‘H] — \f = YWt y todas las componentes de Y+ son de
grado > p. Por la prop TKLH] es A-equivalente a \f, ademads es obvio que \f

es A-equivalente a f. m

Antes de examinar si el nimero de Milnor tiene la caracteristica de adicién (como la
que tiene el indice de Poincaré-Hopf) vamos a dar un resultado que es muy 1til para

comprender la multiplicidad.

Proposicién 5.2.6 Sea f : (C",p) — (C",0) un germen holomorfo. p,(f) =0 siy

sélo si p no es un punto singular de f.

Prueba. El nimero de Milnor es cero si sélo si

<f17 "'7fn>(9p = OP

y esto ocurre si sélo si, existen gérmenes holomorfos g, ..., g, € O, tales que

l=gifi+ +gnfn

esto equivale a que alguna componente de f no se anula en p. =

Teorema 5.2.7 Sea f : (C",p) — (C",0) un germen holomorfo. 0 < p,(f) < oo si

solo si p es una singularidad aislada de f.
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Prueba. Supongamos 0 < 1,(f) < oo, invocamos al lema m, parat=1,2...n
(zi —pi)t" = Zgijfjv
J

donde los g;; € O,. Supongamos lo contrario, que p no es una singularidad aislada.
Entonces existe una secuencia py = (pig, ..., Puk) — p con pr, # p 'y f(px) = 0, desde
que los g;; estan definidas en una vecindad de p, fijando ¢ tenemos que p;; = p;.

Luego p;r. = p; tara todo 7, lo que es absurdo.

Reciprocamente, supongamos que p es una singularidad aislada, asf tenemos

V(1o fido,) = {0}

Luego I(V({f1, .-, fa)o,)) = M, donde M, es el ideal maximal de O,,. Por el teorema

de los ceros de Hilbert, tenemos que

M, = IV ({1, fn)o,)) = Rad (f1, .. fu)o,

donde Rad (fi, ..., fa)o, = {h € O, : hk e (f1, -y Jn)o, Para algin k € N}.

Observe que (z; — p;) € M, para i = 1,....n, luego existe k; € N tal que (z; —

Pt e Zp=(fi, ., fn>op, sea r = max{ky, ...., k,} entonces tenemos
3 — <<Zl - pl)T, ceny (Zn _pn)T>0p C If

Se sigue que

O O
< dime =2 < dime —=2.
/‘Lp(f) > dling ‘If > dlmc 3

Como J es generado por monomios de grado r en las variables 2, ..., z,, se tiene que
o . e
¢ es generado sobre C por las clases de monomios de grado inferior a r. Luego

dim¢ % < 00, por lo tanto f1,(f) < oco. =
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5.2.2. El Teorema de Preparacion

Definicién 5.2.4 Un polinomio de Weierstrass de grado k > 0 es un elemento

h € Opn-1]zs] de la forma

k k—1
h=z,+az, +- - +ap 12, +ag,

donde los coeficientes a; son gérmenes en 0 € C*~! que se anulan en el 0, es decir,

a; € Mop—1 C Opp1, 1 <j <k

Definicién 5.2.5 Sea f: (C",0) — C™ un germen holomorfo. Diremos que f es re-
gular de orden k en z, si f(0,...,0,2,) = > .~ ¢zt con ¢ # 0, esto es, f(0,...,0,2,)

tiene un cero de orden k en 0 € C.
Los siguientes resultados son fundamentales:

Teorema 5.2.8 (Teorema de Preparaciéon de Weierstrass) Sea f € Oy, re-
gular en z, de orden k. Entonces existe un unico polinomio de Weiestrass h €

Oon-1lzn] de grado k en z, tal que f = uh, donde u € Oy, es una unidad.
Prueba. Ver [10]. =

Corolario 5.2.9 (Teorema de la funcién Implicita) Sea f : (C",0) — (C,0)

un germen holomorfo con %(O) # 0. Entonces, en una vecindad del 0 se tiene

f(z1, s 2n) = w(2)(zn — a1(21, .., 2n—1)) donde u es un germen holomorfo tal que

u(0) # 0 y ay es unica.
El Teorema de Preparacién de Weierstrass es un caso particular de:
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Teorema 5.2.10 (Teorema de la divisién de Weierstrass) Sea h € Og,,—1[2y]
un polinomio de Weierstrass de grado k y f € Oq,,. Entonces f se espresa de una

unica manera

f=gh+ R,

donde g € Oppn, y R € Opn_1]2s] €s un polinomio en z, de grado < k. Mds ain, si

f € On-1]zn] entonces g € Op 1]z

Prueba. Ver [10]. =

Corolario 5.2.11 El teorema[5.2.1( implica el teorema[5.2.8

Prueba. Sea f € Oy, regular en z, de orden k y sea H(z,...,2,) = z,’j Por el

teorema de la divisiéon f = gH + R que dice

1

f:gzﬁ+alz,’ff 4+t a1z, + ag

con a; € Op,—1. Si k = 0 entonces f = ag y se tiene el teorema . Sik>1
entonces, desde que f(0) = 0, tenemos a;(0) = 0 y asf a; € My,,—1, diferenciando
sucesivamente con respecto a z, y evalunado en z, = 0 tenemos que a; € My ,,_1,
para j = 1,....k — 1. Ahora f(0, z,) = g(0, z,)2* y como f es regular en z, de orden
k se tiene que ¢(0,0) # 0. Esto sigue que g es una unidad y el teorema es

provado. m

Usando el teorema anterior se puede probar el siguiente resultado:

Teorema 5.2.12 O, ,, es un dominio de factorizacion unica y O,, es un anillo

Noetheriano.

Prueba. Ver [10]. =
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Ahora veamos una forma mucho més general del teorema de preparacién de Weiers-

trass. Para esto veamos algunos resultados de dlgebra Conmutativa.

Sea R un anillo conmutativo con unidad y & un grupo abeliano.

Definicién 5.2.6 & es un R-mddulo si podemos definir una accion de R en &:

MRxB — &

(x,a) — 2z«

tal que
(x +y)a =za + ya
(ry)or = 2(ya)
z(a+p) =za+yp

l.a=«q.

Definicién 5.2.7 Decimos que & es finitamente generado sobre R si existe un
numero finito de elementos aq,...,a, € & tal que todo elemento B € & se puede

escribir en combinacion lineal de los «; con coeficientes en R, es decir

B =mzon+ -+ Tpan.

Lema 5.2.4 (Lema de Nakayama) Sea R un anillo conmutativo con unidad, MM C

R ideal maximal y & un R-mddulo. Suponga que:

i) & es finitamente generado

i) 6 =M&.

Entonces ® = {0}.

Prueba. Ver [0]. =
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Corolario 5.2.13 Sea & un R-mddulo finitamente generado. Entonces &/IM.G es
espacio vectorial finito dimensional sobre el cuerpo BR/IM. Sea p : & — &/M.& la
proyeccion canonica y uy, ..., u, base de & /9M.&. Escogemos elementos ey, ..., e, € &

tal que p(e;) = u;. Entonces {ey, ...,e,} generan & sobre R.

Prueba. Como 9 es un ideal maximal se tiene que /M es un cuerpo, Es facil
ver que & /9M.G es un espacio vectorial sobre R/9M. Ahora sean {ay, ..., a;} los ge-
neradores de & sobre R. Dado u € &/9M.G existe § € & tal que p(f) = u ademds

£ =x1aq + - - - + x;07. Entonces
u=p(B) = Tip(ar) + - - + Tip(),
donde 7; es la clase de x; en /M. Esto muestra que {p(c1),...,p(a;)} es una base

para &/M.&, por lo tanto B/M.S es finito dimensional.

Suponga ahora que {us, ...,u,} es una base para &/M.& y {e1,....,e,} C & tal
que p(e;) = u;. Consideremos el submédulo 4 de & generado por {eq, ...,e,} y sea B
el médulo cociente B = & /4. Desde que & es finitamente generado, se tiene que B

también lo es.
Sea o € &, entonces p(a) = Tiug + - -+ + Tpu, vy @ = 161 + - - - + T1€, + t, donde
t € M.&. Por lo tanto tenemos:

S =U+ MG

pero
B=06/U=U+IMS&)/U=N(&/U) =M.B.
Luego por el Lema de Nakayama se tiene que B =0, por lo tanto & = 3. m
Sea f: (C",0) — (C™,0) un germen holomorfo y & un Oy ,-médulo, entonces el
pull-back f* genera una accién sobre &, convirtiendo a ® en un Oy ,,-médulo

OO,m X6 — &
(h,a) +— (f*h)a= (ho f)a.
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Tenemos el siguiente resultado no trivial:

Teorema 5.2.14 (Teorema de Preparacién) Sean f: (C",0) — (C™, 0) un ger-
men holomorfo y & un Oy ,,-mddulo finitamente generado. Entonces & es finitamente
generado como Qg ,-mddulo (via f*) si sélo si el espacio C-lineal & /(f* My ,,,.B) es

finito dimensional.

Prueba. Ver [23]. =
Ahora consideremos f : (C",0) — (C",0) tal py(f) < ooy sea & = Oy,,.

Tenemos

*
f : OO,n - Oo,n,

es facil ver que f*My,,.Oo,n = Ty, ademds dime Oy, /Ty = p. Por el Teorema
anterior tenemos que Oy, es finitamente generado como Oy ,,-médulo (via f*). Mas

aun por el corolario [5.2.13] Oy, es generado por p elementos (via f*).

Asi tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 5.2.15 Dado g € Oy, existen funciones hj, e; € Opp, 1 < @ < p,

tales que:

9(2) = hi(f(2))er(z) + - - - 4+ hu(f(2))eu(2).

Usando la proposicién anterior tenemos el siguiente resultado:

Lema 5.2.5 Sea f : (C™,0) — (C",0) un germen holomorfo de multiplicidad finita u
en 0. Existe una vecindad de 0, U y 'V dominios, tal que los gérmenes que aparecen en

el teorema de preparacion (proposicion anterior), todos los polinomios son definidos

enU yV.
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Prueba. Consideremos una coleccién finita de funciones:
{l,zxe;tparal <k <nyl<j<pu.
Escribir cada uno como

fr(h(w))er(w) +- - + f*(hu(w))eu(w).

Sea V' C C™ abierto tal que todas las funciones h; que aparecen en la proposicién
anterior esten definidas. Sea U C f~'(V) C C" una vecindad del 0 tal que las
funciones e; esten definidas. Ahora procedemos por induccién sobre el grado de los

polinomios.

Si P es un polinomio de grado 0 entonces P = ¢ - 1, ¢ € C. Sea un polinomio de

grado d, podemos escribir como

P(z) = ZZij +c-1,

donde el grado de los polinomios (), es menor que d. Asumiendo que el lema se

cumpla para los ();, luego se cumple para z;(); y por lo tanto se cumple para P. m

5.3. Relacién entre 7 y u

En esta seccién demostraremos que el indice de Poincaré-Hopf y el ntimero de

Milnor coinciden. Primero veamos algunas definiciones.

Sean O, ,, el C-algebra de los gérmenes holomorfos en p € C" y T, ¢ el ideal de

O,.n generado por las componentes del germen holomorfo f : (C",p) — C™ es decir

Tps = (fro fado,, -

Sea el C-dlgebra cociente Q, f = O,,,,/%, . Sea P, ,, el C-dlgebra de los gérmenes
polinomiales en p, es claro que P,,, C O,,. Sea q: O,, — 9, s la funcién cociente

canodnica.
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Definicién 5.3.1 El C-subdlgebra polinomial P, s es la imagen del C-dlgebra poli-

nomial P, via la funcion cociente q, esto es

Pps = d4(Ppn).

Notacién 5.3.1 En el caso de que p = 0, denotaremos por O, Ts, Qy, Pn, Pr en
ves de Opp, %y ¢, Qp ¢, Ppm, Py respectivamente.

Consideremos f : (C",0) — (C",0) un germen holomorfo con multiplicidad finita

i en 0. Consideremos una deformacién holomorfa f\ de f, A € C™, fo = f.

Lema 5.3.1 Sea F': (C" x C™,0) — (C" x C™,0) definido por F(z, ) = (fa(2), ).
Entonces los C-dlgebra Qf y Qp son isomorfos. Mds ain, si[e1], ..., e,] forman una

base de Qf entonces ellos también forman una base para Qp.

Prueba. Escribimos F' = (Fy, ..., F,, A1, ..., \p) con F; = f;n, j = 1,...,n donde

fr = (fir, -, far)- Desde que el ideal T tiene la siguiente forma

SF = <f1)\7 ceey fn)\a )\17 "'7)\m>(9

nxm

Luego se llega a que O,,x.,/%F es isomorfo a O,/T;. m

Lema 5.3.2 Para |\| suficientemente pequerio. Se tiene que el espacio generado por
las imagenes de ey, ...,e, en el C-dlgebra Qy, contiene a Py,. Es decir, Py, es un

C-subdlgebra de Qy, .

Prueba. Del Lema nosotros podemos encontrar una vecindad U; x Uy C C" x
C™ de 0 y una vecindad V' C C* x C™ de 0, todos convexos, con F(U; x Uy) C V

tal que todo polinomio P en U; x Uy, podemos escribir de la forma

P(z) = Zhj(w,)\)ej(z) , donde w = F(z,\) = fa(2), z € U;.

Jj=1
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Por el Lema para cada h; existen funciones g;1,...,gjn : Uy x Uy — C holo-

morfas tal que

hyj(w, X) = hi(0,A) + > wigji(w, A),

i=1

sustituyendo la expresiéon anterior para P, tenemos:

P(z) = Zhj(()?)‘)ej('z) + sz’ (Z 9.4 (w, A)%‘@)) :

Sea g;(z) = ?:1 gj.i(w, N)e;(2), es claro que g; € O, asf tenemos:
m n
P(z) = Z h;(0, N)e;(z) + Zwigi,
j=1 i=1

observe que w; = Fj(z,\) = fin(2), luego > | w;g; € Ty, , asi tenemos que [P(z)] €

Qy, para ||A|| suficientemente pequefio. m

Proposicién 5.3.1 Sea f : (C",0) — (C",0) un germen holomorfo con multipli-
cidad finita p en 0. Consideremos la deformacion f\ de f, A € C", fo = f. Para
| Al| suficientemente pequerio la dimension del espacio C-lineal Py, es a lo mds . Es
decir

dim(c ’Pf/\ < .

Prueba. Por el Lema anterior tenemos:
dim(c 'Pf/\ S dim(c ka,

y por el lema [5.3.1, dimc Qf, < p1. ®

Lema 5.3.3 Sea U C C™ abierto (conexo) con 0 € U y f : U — C" holomorfa con
f7H0) es un conjunto finito no vacio tal que dimg Py < oco. Entonces pg(f) < oo
para todo £ € f71(0). Mds atn, el nimero de soluciones de la ecuacion f =0 en U

es acotado por dime Py.
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Prueba. Denotemos por v = dim¢ Py y sea { € U tal que f(§) = 0. Sea hq, ..., h,
funciones lineales alrededor de £ y consideremos v+1 funciones 1, Hy = hy, Hy = hiho
y H, = hihy - - - h,. Sea p : Pe,, — Pes la aplicacién cociente, entonces p(1),
p(Hy),...,p(H,) son linealmente dependiente, utilizando las mismas ideas usadas en

el lema [5.2.1 concluimos que
hihg - - hy, € T¢ ;.
Como £ es un cero aislado de f tenemos:

V((fla --'>fn>(9§’n) = {f}

Luego I(V({f1, .., fn>o5 1)) =M, donde M, es el ideal maximal de O, . Luego

por el Teorema de los ceros de Hilbert, tenemos que:

m{,n - ](V(<f17 "'afn>(9£ )) = Rad <f1a "'7f7l>(’) 5

" &n

donde Rad (f, ...,fn>0§n ={heO,, :hFe(f, ”"f”>05n para algin k € N}.

Observe que (z; — &) € M, , para ¢ = 1,...,n, luego existe k; € N tal que

&n?

(zi —p)¥ € Tp = (f1, .y fn>op, sea r = max{ki, ...., k, } entonces tenemos

3 = <(Zl - 51)7" ) (Zn - gn)r>057n - (Sf,f-

Se sigue que

.0 .0
) = disme 262 < dimne 5.
&f
como J es generado por monomios de grado r en las variables z1, ..., z,, se tiene que
% es generado sobre C por las clases de monomios de grado inferior a r. Luego

dimg % < 00, por lo tanto f,(f) < oo.

Esto prueba la primera parte del lema. Supongamos que hay v + 1 soluciones de

la ecuacién f =0 en U, sean &, ...,&,. Para j = 0,1, ..., v definimos los polinomios:

—

Pi(z1, ..., 2) = (2=2)-- (Z/_j> () ;

(zj—21) - (5= %) (2 — 2n)
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es claro que:

1 ,sit=7

0 ,sii#j.
Consideremos una C-combinacién lineal de los P; tal que:

COP0+"'+CVPI/:()7

evaluando en &, = 0, tenemos que ¢; = 0. Por lo tanto los polinomios F, ..., P, son

linealmente independiente lo que es una contradiccién. m

Consideremos f : U — C" holomorfa, U C C" abierto y conexo. Suponga que
€1, - &, son soluciones de la ecuacién f = 0 en U. Sean Q¢ y, ..., D¢, s los correspon-

dientes C-élgebras locales de &, ..., £,.. Entonces la suma

k
P 2..s
=1

es llamada dlgebra Multilocal de f en U. Definimos el homomorfismo de C-élgebras
k
N:OU) — @ Q. -
i=1

Notacién 5.3.2 Sea g € O(U) y & € U, denotaremos por Tég al polinomio de Taylor
de grado | de g en &.

Lema 5.3.4 Sean un ndmero finito de puntos distintos en U, &, ..., &, y polinomios
P; de grado d;, centrado en &;, entonces existe un polinomio () en U tal que Tg Q=

P,

Prueba. Sea Q) = Qp + Q1 + - - - + Qn la suma de los polinomios homogéneos cuyos

coeficientes se vana determinar. Primero resolvemos el sistema

Q(§1> = Pl(gl) (5-1)

Q(fk) = Pk(fk):
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luego resolvemos el sistema

0 oP,
T = ) (52
%9 or,

continuando el procedimiento encontramos (). m

Lema 5.3.5 Supongamos que dim¢ Py < oo. Entonces
k
N(Clz1, ..., zn]jv) = EB Qc..r-
i=1

Prueba. Por el lema se tiene pe (f) < 0o V1 < i < k, sea y1; = pug (f). Sea

h = ([he,], ., [he,)) @ Qg s donde he, € O, | V1 < i <k, entonces existe una

funciéon g € O(U) tal que g extiende a he, V1 < i < k, luego N(g) = h, asi N es

sobreyectiva. Entonces
k
) =D Qe..r-
i=1

Por otro lado, por el lema existe un polinomio ) en U tal que Tg: Q= Tg: ‘g,
entonces X(Q) = X(g) y el lema es probado. m

Proposicién 5.3.2 Sean &, ..., &, soluciones (contando multiplicidades) de la ecua-

cion f =0 en U. Entonces se cumple

k
Z Mfi(f) S dil’Il(c Pf.

Prueba. Escribimos f = (f1, ..., f), entonces X(f;) = 0 y asi el ideal Z; es mapeado

al 0 por N. Entonces nos induce a definir un homomorfismos de C-dlgebras

k
N:Pr— P Qe s
=1
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gracias al lema tenemos que N es sobreyectiva. Asf tenemos

k k
Z dlIIl(C invf = dlm(c @ Qﬁi,f S dlm(c Pf.
=1 =1

Proposicién 5.3.3 Sea f : (C",0) — (C",0) un germen holomorfo tal uy(f) < oc.

Entonces

To(f) < po(f)-

Prueba. Por el teorema 0 es aislado en f~1(0) y por la proposicién To(f)

es el nimero de soluciones de la ecuacién f, = f — A = 0, con A valor regular de f y
|\] << 1, en una vecindad suficientemente pequena U de 0. Por la proposicién [5.3.1]
se tiene dimc Py, < p1o(f) < 00, luego por el lema se tiene:

Zo(f) < dimc Py, < puo(f).

Finalmente tenemos el resultado esperado:

Teorema 5.3.4 Sea f : (C",0) — (C™,0) un germen holomorfo tal py(f) < oo.

Entonces

Zo(f) = mo(f)-

Prueba. La prueba consiste en reunir todos los resultados anteriores.

En efecto, considereremos la funciéon Pham YW+ donde pu = p,(f). Por la

proposicién la deformacion

Tt = et g N
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para A en una vecindad suficientemente pequena de 0 en C, TE\“H] es A-equivalente

a f.

Por la proposicién |5.1.12]
(15X = To(f) (53)

y por las proposicién [5.2.3
1
Ho(XX M) = wo (). (5.4)

Ahora vamos a explotar las propiedades de la funcién Pham y de su deformacion.
Fijamos una bola abierta B.(0) y el parametro A tal que |A| suficientemente pequeno.
Por la propocicién [5.3.1

dimc PT[HJrl] < (Y.

ptl]

Sean &, ..., &, las soluciones en B.(0) de la ecuacién T[ = 0, por la proposicién

5.3.2
Z Mg ) < dimc P Yl

luego por la proposicién [5.3.3] para &, se tiene
1 1
Ze, (03 ) < g, (XX, (5.5)

Por el teorema [5.1.10
T[lH'l]

Zfs V) = deg —2— ‘T

donde esta tltima funcién estd definida sobre la esfera 0B.(0).

Por el teorema [5.1.11] tenemos:

[)f‘“} Y lu+1]

_ _ [u+1]
deg ‘T[/Hrl} = deg | Clt]] To(Y )
A

Y

luego por el lema |5.2.3

IO(T[HJFI}) = MU(TWH] )
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Nuevamente por el lema tenemos:
k k
1 1
DT (TN =D e (1), (5.6)
i=1 i=1

En la expresién anterior todos los términos involucrados son positivos, y de (5.5)) se

concluye que
Te (YY) = p (YY) Vi =1,k

. . 1
Pero 0 es una de las soluciones ¢; de la equacién TE{H - 0, entonces

o (TEHy = 7 (e,

Finalmente de (5.3)) y (5.4) en lo anterior tenemos:
olf) = 1o(T{™) = Zo(XX™) = To(1).

El Teorema es probado. m
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Capitulo 6

El Nuimero de Milnor de un

Campo Vectorial Holomorfo

6.1. Indice de Interseccién

Sean U C C" abierto y F' : U — C funcién holomorfa El subconjunto de C"

formado por todos los ceros de F', al que denotaremos por
(F=0)={z€C" F(z) =0},

es llamado hipersuperficie analitica de C", es decir, un conjunto analitico de C" de
codimensién 1 compleja. En el caso de n = 2 se tiene que (F' = 0) es una curva
analitica. En el caso particular de que F' es un polinomio, el conjunto (£ = 0) es una

hipersuperficie dlgebraica de C™.

Sean Fi, ..., F, € O(U) y denotemos por A; = (F; = 0).

Sean U C C" abierto y O, el anillo de gérmenes de las funciones holomorfos
alrededor de p € U, usando las notaciones dados en el capitulo anterior tenemos la

siguiente:
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Definicién 6.1.1 Sea Z = (Zy, ..., Z,) : U — C™ un campo holomorfo, el Nimero

de Milnor del campo Z en el punto p € U, es definido como:

: On,
11,(Z) = dimg <<Zl Zp ) ) .
s Zndo,,

Del capitulo anterior, tenemos:

Proposicion 6.1.1 El nimero de Milnor satisface las siguientes propiedades:

(1) u,(Z) es finito si y sélo sip es una singularidad aislada de Z.
(2) w,(Z) =0 siy sdlo sip es un punto reqular de Z

(3) w,(Z) =1 siy sdlo si det<8zﬂ_'(p)

6Zj % 0

) 1<i,j<n

(4) w,(Zjys s Zj,) = (21, .., Zn), para cualquier permutacion (1,...,n) — (j1..., jn)-
(5) ,up(Zh ceey ZZ . Wia vy Zn) = ILLp(Zl, ceey Zi, vy Zn) -+ /l,p(Zl, ceey Wz ey Zn)

(6) Si A es una matriz cuadrada n x n inversible, cuyas entradas son funciones

holomorfas tal que

W= AZ,

entonces (W) = p,(2).
(7) El nimero de Milnor es invariante bajo biholomorfismo.
El niimero de Milnor puede ser geométricamente interpretado como el indice de

interseccién en p de las n hipersuperficies analiticas generadas por las componentes

de Z (Ver [§]),
1 (2) = ip(Z1, ..., Zn).
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Es decir, dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, sea la e—perturbaciones A;(e) =
(Z; =€) de A; = (Z; = 0). Se tiene que las hipersuperficies A;(¢) se intersectan

exactamente en i,(Z1, ..., Z,) puntos, i.e.

card <F\1Aj(€)) = ip(Z1, .y Zy).
=

Definicién 6.1.2 Sean E : @8 — C" el Blow-up centrado en 0 € C", F' € O(C"),
con ordy(F) = m, definimos el Transformado Estricto de F por E., denotado
por F' como aquella funcion que en coordenadas se expresa (en la j-ésima carta del
Blow-up):

[ (£ 0 E)(y1s - Yn)

J

6.2. El Nimero de Milnor de un Campo Vectorial

Holomorfo 3-Dimensional

En esta seccién daremos unas férmulas que relaciéna el nimero de Milnor del campo,
la multiplicidad dlgebraica del campo y el nimero de Minlor del transormado estricto

del campo.

El teorema siguiente, cuya demostracién puede ser encontrada en [13], es muy im-

portante pues seran de ayuda para probar algunos teoremas.

Teorema 6.2.1 (Férmula de Noether) Sean Fi, ..., F,, € O, tales que:

(1) El punto 0 € C" es un punto de interseccion aislado de las hipersuperficies

analiticas (Fy = 0), ..., (F,, = 0).

(2) Las hipersuperficies analiticas (Fy = 0), ..., (F, = 0) tienen puntos de intersec-

cion aislados en el divisor E~1(0).
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Entonces

io(F1, ... F) = ordo(Fy)ordo(Fy) -+~ ordo(F) + > ig(Fy, . ).

q€E~1(0)

Sean U C C? abierto, Z = (Zy, Z,Z3) un campo holomorfo sobre U y p € U
singularidad aislada de F. Donde F foliacién analitica singular por curvas generada
por Z tal que m,(Z) = v, denotaremos por F; al transformado estricto de F y Z

el campo vectorial holomorfo que genera a F.

Cuando n = 2, existe una férmula que relaciéna v con el nimero de Milnor de Z en

p vy el nimero de Milnor de las singularidades del transformado estricto Z :

v —v—14 Y p,(Z), sip esno dicritico

E-1
ml2) =3 e
v+v—1+ 3 p,(Z), sip es dicritico.
q€E~1(p)

En n = 2, el conjunto Sing(F;) es finito y las sumatorias que aparecen son finitas.

En esta secciéon probaremos una férmula andloga a la anterior para n = 3, bajo la

hipotesis que el conjunto Sing(F;) sea finito.

Sea 0 € C? singularidad aislada dicritica del campo holomorfo Z, por la proposicién

[4.0.1] existe un polinomio homogéneo P,_; de grado v — 1, tal que

Zi(zb 22, 23) = ZiPV,1(2’1, 22, 23) + Z Z]i;(zb 22, 23)7
k>v+1

donde 1 <4 < 3.

Hallemos los tranformados estrictos de las componentes de Z = (721, Zy, Z3), ver

E.
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a) El tranformado estricto de Z; por E en coordenadas se expresa como:

Zy(z,t,s) = P,_qy(1,t,8)+ S aFvZl(1,t,s)
k>v+1

Zy(u,y,v) = uP,_i(u,1,0)+ 3 Yy Zh (u, 1, 0)
k>v+1

Zy(rw,z) = rP,_q(r,w, 1)+ 3 P 7 (r w, 1).
k>v+1

b) El tranformado estricto de Z; por E en coordenadas se expresa como:

Zy(z,t,s) = tP,_i(1,t,s)+ 3 aFvZ2(1,t,s)
k>v+1

Zo(u,y,v) = P,q(u,1,0)+ 3 y* " Z%(u,1,v)
k>v+1

Zo(ryw,z) = wP,_y(r,w, 1)+ 3 2722w, 1).
k>v+1

¢) El tranformado estricto de Z3 por E en coordenadas se expresa como:

Zs(z,t,s) = sP,_i(1,t,s)+ 3. 2" vZ3(1,t,s)
k>v+1

Zs(u,y,v) = vP,_i(u,1,0)+ 3 y* 723 (u,1,0)
k>v+1

Zs(rw,z) = P,_q(r,w, 1)+ S 2F7Z3rw,1).
k>v+1

(6.2)

(6.4)

Recordando el transformado estricto Z del campo Z por E, ver Teorema [3.4.2] estd

dado por:

Zl(x,t,s) = Zxk*”Zé(l,t,s)%+ > xk*’kl[Zﬁ(l,t, s) —tZ}(1,t, s)]%—l—

k>v k>v+1

£ Y LY s) — sZH(LE 8)] 2
E>v+1

k>v+1 k>v

+ 3 2w, 1, 0) — v ZE (u,1,0)] %
k>v+1

ZBryw, 2) = S 2 NZHr w, 1) — rZ3 (rw, 1)]%—1—
k>v+1

Zu,y,v) = 3 Y ZE w1, 0) — uZE(u, 1, 0)] L + S yF T ZE (u, 1,1})8%4—

+ > ANZE(rw, 1) — wZE(rw, 1))+ Y 22w, 1) 2.

k>v+1 k>v
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Usando (6.2)), (6.3)) y (6.4]), con un facil célculo se tiene la siguiente:

Proposicién 6.2.2 Sea 0 € C? singularidad aislada dicritica del campo holomorfo
Z, entonces las componentes de Z se expresan en términos de los transformados

estrictos de las componentes de Z.

Zl (ZL’, t, S) _ (ZI(CL’, t, S), Zg(z,t,s)ftzl(x,t,s) Zg(x,t,s)fszl(x,t,s)>

T ’ T

Z2 (u’ y, ’U) — (Zl(u7y7v);u22(uvyvv), ZZ (u, y’ ,U)’ Zs(u,y,v);vZQ(%y,v))

23 (7’, w, Z) _ <Zl (r,w,z)—;‘Zg(r,w,z) : Zg(r,w,z)—zwz;z,(r,w,z) : Zg(?“, w, Z)) )

Con las definiciones y notaciones anteriores, podemos demostrar el siguiente resultado

fundamental:

Teorema 6.2.3 Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en
0 € C3, tal que Z tiene singularidades aisladas en el divisor E~1(0). Si 0 € C? es

una singularidad dicritica de Z y mo(Z) = v, entonces

po(Z)=v*+ 27 =24 > p(2).
q€E~1(0)

Prueba. Como Z tiene singularidades aisladas en el divisor £~'(0) entonces el

conjunto Sing(Z) es discreto, desde que Sing(Z) € CP(2) y CP(2) es compacto

entonces el conjunto Sing(Z) es finito.

Desde que Sing(Z) es finito, entonces existe una recta proyectiva (Hiperplano
H.) que no pasa por ninguno de ellos (ver [14]), entonces rotanto el sistema de
coordenadas y considerando el nuevo sistema de coordenadas en CP(2) tal que en

el hiperplano H,, no se encuentre ninguna singularidad de Z, y como las rotaciones
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son tranformaciones lineales, en particular un biholomorfismo, entonces el nimero de
Milnor es invariante, por lo tanto podemos suponer que en la primera carta F1(x,t, s)

de CS se encuentran todas las singularidades de Z.
Recordando que:

e En la 1ra carta:

Py_l(l,t, 8) =0
Sing(Z') = { (0,t,8); Z2,,(1,t,s) —tZL,,(1,t,5) =0 (. (6.5)

Z3 . (1,t,8) — sz} 1(1,t,8) =0

e En la 2da carta:

Zr i (u,1,0) —uZi  (u,1,0) =0
Sing(Z?) = { (u,0,v); P, q(u,1,v) =0 . (6.6)

Z3 (u,1,0) —vZ2 4 (u,1,0) =0

e En la 3ra carta:

Z&—&—I(Ta w, ]-) - TZ3+1(T7 w, ]-) = 0

1%

Sing(Z%) = { (r,w,0); 22, (r,w, 1) —wZ3,,(rw,1) =0 ¢.  (6.7)

14

P, i(r,w,1)=0

Entonces 0 ¢ Sing(Z%) y 0 ¢ Sing(Z?), pues si el 0 € C? llegarfa a pertenecer
a uno de los dos conjuntos, la primera carta no podria ver esta singularidad, pues
esta se encontraria en el infinito de la 1ra carta (Hiperplano H,,), llegariamos a una

contradiccién pues en la primera carta se ecuentran todas singularidades de Z.

Como 0 ¢ Sing(Z?), 0 ¢ Sing(Z?), entonces de y podemos suponer sin
pérdidad de generalidad que:

Pya(0,1,0) £ 0y Z1,,(0,0,1) £0. (6.8)
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Como todas las singularidades de Z se encuentran en la primera carta Fi(z,t,s) ,

entonces basta demostrar la férmula en la 1ra carta.

Sea ¢ € E~1(0), de la proposicién tenemos:

- Zo(x,t,8) —tZy(x,t,s) Zs(x,t,s) — sZy(x,t,5)

”q(Z) = Z.q (Zl(x’tv 5)7 ) ) )

T T

para no hacer engorrosa la escritura escribiremos:

~ . ~ Zg — tZl Z3 — SZl
1(2) =i, (zl, A ) . (6.9)
Observe que:
Sz -2 =a (22 - tZl) (6.10)
k>v+1
y ademads:
A 1 00 7
Zo—tZy | =] -t 1 0 Zs : (6.11)
Z3—sZ; 0 0 1 Z3—sZ,

Entonces de (6.10) Zo — tZ; = « <%> , usando las propiedades de indice de

interseccién (ver Proposicion [6.1.1)), tenemos:

_ - Ta—sT . Ja — 57 - Do —tZy o —sZ
i 20,2y — 12, 27200 ) =i | Zy,w, 2200 |y, [ 2y, 222 2304
i i i

X
(6.12)
De (6:9), (611 v (6:12) tenemos:
S w2 = % (%2 k)
q€E-1(0) q€E-1(0) o o (6.13)
== 2: iq(Z&,Zé7Z£§£&) - z: % <2&,x,§l§£&>_
4€B=1(0) 4€B-1(0)

Para que (6.13)) sea vilida, veamos que las dos sumatorias que aparecen sean finitas.
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a) Calculando la sumatoria > i, (21, z, _23;521)
geE~1(0)

De (6.2) y . ) tenemos:

Zy(x,t,8) = P,_1(1,t,s) Z " 71t s) = Py + )
k>v+1

L5 ST b Z3 (1Lt 8) — sZE (1Lt 8)]
x E>v+1
= Zpa(Lts) = sZ, (1t s) + 2]
Observe que:
P,1(1,t,s) 1 —[.]; 0 7
x =10 1 0 x
Z3 (Lt s) = sZy (L.t s) 0 [.], 1 Za=s2

Usando las propiedades de indice de interseccion:

Z iq <Zlax7@) - Z iq (Py—l(l7ta S) €, Zy+1(17ta 3) _SZ1}+1<]—at7 S))
qeE~1(0) qeE~1(0)
= Z 7:p (Pufl(lﬂfa 5)7 Zz%+1(17t7 S) - SZ$+1(17t7 S)) :
peC?
(6.14)
Sea

Hy+2(z1, 22, 23) = Z1ZS+1(217 22, 2’3) - Z3Zl}+1(217 22, 2'3),

de (6.8 . 1.1(0,0,1) # 0 se tiene: Z1, (21, 22, 23) = [..] + 251" +[...], entonces H, -

es un polinomio homogéneo de grado v + 2.

Afirmacién: H, 5(z1, 29,23) ¥ P,_1(21, 29, z3) no tienen factores comunes.

En efecto, supongamos lo contrario entonces existen polinomios homogéneos P, H, M
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tales que: H,,o = HM y P,y = P.M, sabemos que:

Z1}+1(u7 17 U) - UZ3+1<U> 17'0) =0

(u,0,v) € Sing(Z*) < es solucién de: P,_1(u,1,v) =0
Zngl(u’ L, U) - UZQ+1(U’7 L, U) = 0.

Como (0,0,0) ¢ Sing(Z?), se tiene:

P, 1(u,1,v) =0

(u,0,v) € Sing(Z*) < es solucién de:
uZy, i (u,1,0) —vZl,  (u,1,0) =0

ycomo H,,o = HMy P, 1 = P.M, luego se tiene:
(u,0,v) € Sing(Z?) < es solucién de :

Entonces {(u,0,v); M(u,1,v) = 0} C Sing(Z?) y como M(u,1,v) es un polinomio
de dos variables entonces {(u,0,v); M(u,1,v) = 0} es infinito entonces Sing(Z?) es

infinito, contradicién con la hipotesis, esto prueba la afirmacion.

Por otro lado

[Hyvo = 0] = {[215 22; 23] Hyp2(21, 22, 23) = 0}
[Py—1 = 0] = {[21; 22; 23]; P,_1(21, 22, 23) = 0}
son curvas planas proyectivas de grados v+2 y v—1 respectivamente, como H, 5(z1, 22, 23)
y P, 1(z1, 22, 23) no tienen factores comunes entonces [H,,o = 0] y [P,_1 = 0] no
tienen componentes comunes, luego por el Teorema de Bezout (Teorema |3.3.4)) :
> iy (Poi(21, 22, 23), Hyga(21, 22, 23)) = (v — 1) (v + 2). (6.15)
peC?
Pero nosotros queremos hallar:

Zip (Pu—l(latvs)u Z3+1(17t7 S) - SZI%—&-I(l?t?S)) ’

peC?
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observe que

Hz/+2(17t73> = ZS—i-l(latv S) - SZ:%—&—l(lata 8)'

En la segunda carta (u,v) de CP(2), estando en recta H,, (i.e v = 0), de (6.8))
y desde que P, ; y H,.s no tienen factores comunes se sigue que P, 1(0,1,v) y

H,,5(0,1,v) = —vZ},,(0,1,v) no tienen rafces comunes.

Andlogamente en la tercera carta (r,w) de CP(2), estando en recta H, (i.e
r =0), de y desde que P, 1 y H,.5 no tienen factores comunes se sigue que

P,1(0,w,1) y Hy2(0,w,1) = —=Z},,(0,w,1) no tiene raices comunes.

Por lo tanto, las curvas dlgebraicas [H,,2 = 0] y [P,—; = 0] no tienen puntos de
interseccién en la recta H,, esto significa que la primera carta de CP(2) contiene
todos los puntos de intersecciéon de estas curvas dlgebraicas, entonces de (6.15)) se

tiene:

> iy (Proi(Lt,s), Hypa(1,t,5)) = (v = 1) (v + 2). (6.16)

peC?

De (6.14) y (6.16) tenemos :
- Z3—sZ
S, <Z1,x,3—51> = (-1 +2). (6.17)
X

q€E~1(0)

b) Ahora calculando la sumatoria S, ( 21, 227 Zé_x52~1>.
geE~1(0)

Sea H la funcién analitica

H(Zl,ZQ,Zg) = 2’123(21, 22,2’3) — Zng(Zl,ZQ,Zg),

como

Zi<zla 22,253) = ZiPV—l(Zl7z2>ZB) + Z Z]i(zla 22,253); 1 S 1 S 2
k>v+1
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entonces

H(z,22,23) = Y (2123 (21, 22, 23) — 23 Z54(21, 22, 28)].
k>v+1

Desde que 0 € C? es una singularidad aislada de Z, entonces 0 € C3 es un punto
de interseccion aislado de las superficies analiticas (Z; = 0), (Za =0)y (Z3 =0),y
como H = 273 — 237, entonces 0 € C? es un punto de interseccién aislado de las

superficies analiticas (Z; = 0),(Zy =0) y (H =0).

Observe que :

A 1 00 7
ZQ - 0 1 0 ZQ
2123 - Z3Zl —Z3 01 2123

Por propiedades de indice de interseccién, tenemos:

i0(Z1, Zo, H) = ig(Z1, Za,2123)
= i0(Z1, Za, 21) + 10(Z1, Zay Z3) (6.18)
= io(Z1, Za, ™) + p1o(Z),

donde 7y : C3 — C tq m1(21, 22, 23) = 21.

Sea

Z 21722723 § Zk 217227Z3

k>v+1
un fécil cdlculo muestra que:
zZ* 1 0 —P,4 Z
Zy | =101 0 Zy |
21 0 0 1 T
entonces
i0(Z1, Za,m1) = i0(Z*, Za, m1). (6.19)

Analizando las superficies (Z* =0),(Z;=0)y (71 =0)
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e En la Ira carta (z,t, s).

1ol

Observe que 71(xz,t,s) = 1, entonces las superficies (Z* = 0),(Z, = 0) y

(71 = 0) no tienen puntos de interseccién en la lra carta (x,t,s).

Veamos que pasa en las otras dos cartas:

e 2da carta (u,y,v).

Z* (u’ y7 U) - (Z*Offl(]iu’yﬂj) = Z yki,/ilZé <u7 17 U)
k>v+1
Zo(u,y,v) = 2B —p o)+ Y g2 (u1,0)
k>v+1
Ti(u,y,v) = —(mOEi(u’y’v) = .

Los puntos de interseccién en la carta (u, y, v) de estas superficies, vienen dados

por la solucién del siguiente sistema:

Z*(u,0,v) = Z} 4 (u,1,0) =0
Z(u,0,v) = P,_1(u,1,v) =0

71(u,0,v) =u =0

Pero de y desde que P,_; y H, .- no tienen factores comunes se sigue que
el sistema anterior no tiene solucién, entonces las superficies (Z* = 0), (Z, = 0)

y (71 = 0) no se intersectan.

e En la 3ra carta (r,w, 2)

Z*(rw,z) = —(Z*Ofﬁ({"’w’z) = > ZZrw, 1)
k>v+1
Zo(r,w,z) = %%”w = Py(rw 1)+ > 2MZ2(rw,1)
k>v+1
Ti(rw,z) = —(”1°E3§(r’w’z) = T
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Los puntos de interseccién en la carta (r, w, z) de estas superficies, vienen dados

por la solucién del siguiente sistema:

Z*<T7w>0) u—&-l(r w, 1)
Zg(r,w,O) q(ryw, 1) =

71(r,w,0)=r =20

Pero de la condicién (2) y desde que P, 1 y H, 2 no tienen factores comunes se
sigue que el sistema anterior no tiene solucién, entonces las superficies (Z* =

0),(Zy = 0) y (71 = 0) no se intersectan.

Entonces el conjunto de interseccién de las superficies (Z* = 0),(Zy = 0) y
(71 = 0) es vacio, entonces  »_ i, (Z*, Zs, 7~r1> = 0.
4€E-1(0)

Luego, estamos en condiciones de usar el Teorema [6.2.1]

7:0(21, ZQ, 21) = io(Z*, ZQ, Zl) = V(V + 1) + Z iq <Z*, 22,77('1> .

q€E~1(0)
Luego de (6.19) tenemos:
io(Zl, Zz, Zl) = V(I/ + 1) (620)

Analizando las superficies (Z; =0),(Z; =0) y (H =0).

e En la Ira carta (z,t, s)

Zi(wtys) = EeBI@hd  —p (1t s) 4 Y ab 2N (1t )
k>v+1
To(x,t,s) = EEIEL) - — yp (1t s)+ Y aFVZR(1ts)
k>v+1
H(w,t,s) = UBImED - S™ kvl 78(1 ¢ 5) — sZ}(1,t, ).
k>v+1
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Los puntos de interseccién en la carta (x,t, s) de estas superficies, vienen dados por

la solucién del siguiente sistema:

Z1(0,t,s) = P,_1(1,t,5) = 0
Z5(0,t,8) =tP,_1(1,t,5) =0

H(0,t,s) = Z3, ,(1,t,s) — sZ).(1,t,s) =0,

la solucién del sistema es finito, ver (6.16)).

e Fn la 2da carta (u,y,v)

Zi(uyw) = BRI = P, (u1,0) + 3 g2 (u1,0)
k>v+1
Zo(u,y,v) = —(ZQOEzZ(u’y’”) = Py, L,v)+ > y¥"Z%u,1,v)
k>v+1
H(u,y,v) = % = > P uZi(u, 1,v) — vZ}(u, 1,0)]
k>v+1

Los puntos de interseccién en la carta (u,y, v) de estas superficies, vienen dados por
la solucién del siguiente sistema:

Zl(u, 0,v) =uP,_1(u,1,v) =0

Z(u,0,v) = P,_1(u,1,v) =0

H(uv 07 U) = UZ§+1(U, 177)) - ,UZI}+1(U7 1; U) = 0.

Veamos los puntos de interseccién, las cuales no pertenecen a la carta (z,t,s), es

decir donde u = 0, tales puntos serdn solucién del siguiente sistema:

71(0,0,v) =0
75(0,0,v) = P,_y(u,1,v) =0

H(0,0,v) = —vZ},,(0,1,v) = 0.

Pero de la condicién (2) y desde que P,_; y H, .2 no tienen factores comunes se sigue
que el sistema, anterior no tiene solucién, entonces las superficies (Z; = 0), (Z, = 0)

y (1':[1 = 0) no se intersectan.
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e En la tercera carta (r,w, z)

Zi(row,z) = GeBlwd - —pp w1+ Y 22w, 1)
k>v+1
Zo(rw,z) = M = wP,_y(r,w, 1)+ > ZFVZ2(r,w,1)
k>v+1
Arw,z) = GSBNERD  _S el 2 1) — 2w, 1)
k>v+1

Los puntos de interseccién en la carta (u,y,v) de estas superficies, vienen dados por

la solucién del siguiente sistema:

Zl(r,w, 0)=rP,_1(r,w,1) =0
Zy(r,w,0) = wP,_y(r,w,1) =0

H(r,w,0) = TZEH(T,w, 1) — Z,}H(T,w, 1)=0

Veamos los puntos de interseccién,las cuales no pertenecen a la carta (z,t, s), es decir

donde r = 0, tales puntos serdn solucién del siguiente sistema:

Z1(0,w,0) =0
Z5(0,w,0) = wP,_1(0,w,1) =0

H(0,w,0) = -2 ,(0,w,1) =0

Pero de y desde que P, ;1 y H,, o no tienen factores comunes se sigue que
el sistema anterior no tiene solucion, entonces las superficies (Z; = 0),(Z, = 0) y

(H = 0) no se intersectan.

Entonces el conjunto de interseccién de las superficies (Z; = 0), (Z, = 0) y (H = 0)

es finito, estamos en condiciones de usar nuevamente el Teorema [6.2.1

i(Z0, 2o H) = v v +2) + Y g (ZlZ2H> (6.21)

q€E~1(0)

De (6.18) y (6.21]), tenemos que:

’io(Zl, ZQ, H) = io(Zl, ZQ, 21) + MO(Z) = ]/2(V + 2) + Z ’éq (Zl, ZQ, .EI) (622)

qeE-1(0)
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y de (6.20) io(Z1, Z2,21) = v(v + 1), luego de remplazar en (6.22) y despejando

tenemos:

w(2)=vv+2)+ 3 i, (ZLZZ,[?) — (v +1),

q€E~1(0)

observe que:

] (HOE1)<:U7t7 S) v 23 —SZl

H(z,t,s) = o = > dZH(Lt s) — sZi(Lt,5)] = -,

k>v+1
entonces
- o Zy—sZ
po(Z) = (v +2) + Z iq (Zl, Zs, 3781) —v(v+1). (6.23)
q€E~1(0)

Luego de (6.13)) y (6.17) tenemos:

S, (Zl,ZQ,M) -+ + Y n(2). (6.24)

T
qeE~1(0) qeE~1(0)

Finalmente de (6.23)) y (6.24) se tiene:

po(Z) =V +2)+ (v =D +2) —v(v+ 1)+ > pl2),
qeE~1(0)

entonces

po(Z) =P+ 22 =24+ Y p(2).
q€E~1(0)

Obsrvacion: La demostracion del teorema anterior, es usando las mismas ideas del

caso n = 2.

Ahora vamos mencionar una férmula andloga del teorema anterior, para una

singularidad no dicritica.
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Teorema 6.2.4 Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en
0 € C3, tal que Z tiene singularidades aisladas en el divisor E~1(0). Si 0 € C? es
una singularidad no dicritica de Z y mo(Z) = v, entonces

po(Z)=v* =2 —v—1+ > p(Z).

q€E~1(0)

La demostracién puede ser encontrada en [5].

6.3. EIl Nimero de Milnor de un Campo Vectorial

Holomorfo n-Dimensional

Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad dicritica aislada en 0 € C" tal

que su transformado estricto tenga singularidades aisladas.

Sean M"™ una variedad compleja de dimensién n, p € M"™ y F una foliacién analitica
singular por curvas. Sea Z el campo vectorial que genera la foliacién alrededor del

punto p (Ver [12])
a 0
=) Ziz—,

donde 7y, Z,...,Z, € O,, (aqui O,,, es el anillo de gérmenes de las funciones

holomorfas en p) y m.c.d.(Z1, Zs, ..., Z,) = 1. Denotaremos por F a esta foliacién.

Sea p € M" y consideremos una carta (U, ) de M™ talque pe U y p(p) =0 €

1

C™, como Z; o ¢~ " es una funcién holomorfa de varias variables complejas en una

vecindad del origen, se tiene:

Ziogo_l:ZZ,i L 1<i<n,

k>v;

donde los Z; son polinomios homogéneos de grado k en n variables complejas.
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Es fécil ver que el nimero v; es independiente de la carta (U, ¢)

Definicién 6.3.1 El orden Z; en p € M™ es el orden de.Z; o o' en el 0 € C" es

v;, denotado por ord,(Z;).

Definicién 6.3.2 La multiplicidad dlgebraica de la foliacion Fz (o del campo Z)
denotada por m,(Fz) (0o m,(Z)) es definida como

m(F2) = min {ordy(Z,)}.
Es fécil ver que todas las definiciones dadas para campos holomorfos definidas en
abierto de C", se pueden extender a variedades complejas de dimensién n. Como el

estudio es local, todo el trabajo sobre variedades se baja, de manera local, a abiertos

de C™.

Veamos un resultado fundamental dado en [5].

Teorema 6.3.1 Sea F; una foliacion analitica por curvas sobre una variedad com-
pleja n-dimensional M", p es una singularidad aislada de F tal que F; tiene singu-
laridades aisladas en el divisor E=1(0). Si p € M"™ es una singularidad no dicritica
de Fz y mo(Fz) = v, entonces

no(Fz) = 9w) + D uy(Fz),

qeE~1(0)

donde g(o) =" — 0" ! —- . —0 — 1.

La demostracion del Teorema anterior puede ser encontrada en [5].

Si mo(Z) = v entonces Z = Y Zj, donde Z, = P,_1Y 25>, Zi, = Y. Z} 7 para
k>v i=1 i=1 ¢
k > v +1ylos Zi son polinomios homogéneos de grado k.
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Consideremos Z = > ", Zi%, como los Z; son gérmenes holomorfos entonces
Z; = >_Z! donde los Z; son polinomios homogéneos de grado k, luego agrupando

k>v
convenientemente el campo 7 se expresa como:

Z=> 2,

k>v

donde los Z, = l,,lzzi%, Zp = ZZ,@% para k > v + 1.
i=1 ‘ i=1 ‘

Veamos el siguiente resultado principal:

Teorema 6.3.2 Sea F; una foliacion analitica por curvas sobre una variedad com-
pleja n-dimensional M™, p es una singularidad aislada de F; tal que F; tiene sin-
gularidades aisladas en el divisor E=1(0). Si p € M™ es una singularidad dicritica

de Fz y mo(Fz) = v, entonces

po(Fz) =glv+1)+ > 1 (Fz).

q€E~1(0)
donde g(c) =" — 0" 1 —. .. —0 — 1.
Prueba:
Consideremos el campo vectorial Z,,; + R, donde R = )  Z; y supongamos

k>v+2
que se cumplan las siguientes condiciones:

(1) 2,41 + R tiene una singularidad aislada en el 0 € C".

(2) Su transformado estricto Z,,1 + R tiene singularidades aisladas en el divisor

E71(0) =CP(n —1).

Por otro lado:
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k>v+2
ciendo el pull-back tenemos:

Za+R=>1 > Z,@) a%- trabajando e la j-ésima carta del Blow-up y ha-

* 14 ~ 8 v ¥
E*[Z,41 + R =Y yJZV-H o + Z Zy (9 Z:i+1( )> @ +yj+1Y(y)v

i=1,i#j v

como estamos trabajando sobre una singularidad dicritica, tenemos que Z.,,(9) —

7 ~ . . .
v Z,,.1(y) se anula un nimero finito de veces, luego se tiene

- z, R
Zl/+1 +R= Lj: (625)
Yi

entonces el plano {y; = 0} es invariante por Z,4; + R, por lo tanto 0 € C" es una

singularidad no dicritica aislada para el campo vectorial Z,.; + R, luego usando el

teorema (6.3.2)) tenemos:

po(Zu+1+ R) = g(v+1)+ Z (5(Zu41 + R), (6.26)

geE~1(0)

1

donde g(v) =v" —v" ' —- .. —v — 1.

De la condicién (2) podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que todas las
singularidades de 21:1\: R se encuentran en la primera carta del blow-up (U3, ¢,),

donde el blow-up se expresa como

El(yl, ---71/n) = (y17y1y2"'7y1yn) = (2’17 ---,Zn)-

Luego de (6.25)) tenemos:

n

9 A 0 -
Z,a+R=yZ (Y )a_ +> (Z010) —viZ) 1 (9)) o+ nY(y), (627
i=2 g

entonces por la condicién (2) existe N € N tal que

G = (0,Yr2y o, Yrmn), 1L <7 < N tal que

q
Zi

Sing(Z,+1 + R) = X L .
V+1(QT) - y;nZI/—&—l(QT)a\VQ S 1 S n

: (6.28)
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donde QT = <1a Yr2y - yr,n)~
Para ¢ > 0, consideremos la perturbacién Z. = €2, + Z,,1 + R.

Afirmacién: Para € > 0 suficientemente pequenio 0 € C" es una singularidad di-

critica aislada de Z..
Veamos que 0 € C" es una singularidad aislda de Z..

Hacemos el pull-back con la primera carta del blow-up

E*Z) = €E*(Z,)+ E*(Z,:1+ R)

n

. )
E (Py_lzzia)

(2

+ E* (2,41 + R)

= €

i=1

B (Z)() = ! ,,1@)8% BB+ R)).

Luego el transformado estricto de Z, mediante el blow-up en la primera carta

~ R a —_—
Ze(y) = €Pu—1(y)a—y1 + (211 + R)(y) (6.29)
y de (6.27)) tenemos:
- . 0 n . K
Z(y) = [eP,—1(9) + ylZiﬂ(y)](?—y1 + (20 0) = yiZ0n (D) 5+ 0¥ (W)
=2 ¢

Desde que Z,.1 + R tiene singularidades aisladas aisladas en el divisor E~1(0), se

tiene que 0 € C" es una singularidad dicritica aislada de Z..

Se sabe que el conjunto singular del campo Z, esta dado por la unién disjunta de

dos conjuntos:

o p=(0,42,4n) : s (p) = 0 D= (Y1 Y2s ) :
y p € Sing(Z,41 + R) y1 #0, Z(p) =0

es claro que el conjunto S ing(Ze) es un conjunto finito.
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e Singularidades en el divisor: esta dado por

ﬁr = (Oa Yr2y -y yr,n)
tales que p, satisface las condiciones de (6.28) y P,—1(1, yr2, .., Yrn) =0

Entonces existe N; € N con 1 < N; < N tal que

ﬁr:(jr,l STSNL (630)

Oberve que

{Br = (0,Yr2, -, Yrm) : 1 <7 < N1} C Sing(Z).

e Singularidades fuera del divisor: estan dados por

Pr = pk(ﬁ) = (?Jk,b Yk,25 - yk,n) con Y1 #0

tal que Z.(p) =0, 1 < k < M., M, € N.

Observe que para € > 0 suficientemente pequeno, tenemos que Z, es una perturbacién

de Z,.1 + R, luego tenemos:

Para 1 < r < N existe una vecindad U,, de ¢,, existe un conjunto finito de
indices I, tales que

pr(€) € U, para todo k € I,

ademsés

Ny
Z card(1.,) = M..
r=1

De ([6.29)), se sigue que h’r%ﬁk(e) =qg Vkel, 1<r<N.

Observe que cada singularidad pp = pi(€) de Z. fuera del divisor se tiene que pj, =

E(py) € Sing(Z.), luego tenemos:

b (Ze) = 5, (Z0). (631)
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Para ¢ > 0 suficientemente pequeno tenemos:

po(Zo+R) = > p(Z)

PrLeZ(0)

5 (Z)+ S pp (Ze) ,sil<r< N

1, (Zv41 + R) = e ,
>y (Ze) ,si Ny +1<r<N.
keleﬂ‘
Usando ([6.31)) se tiene:
N
fio(Zu+1 + R) = po(Ze) + Z Z Hop,, (Ze)-
r=1 k€lc r

De (/6.26]), (6.31)), (6.32) y (6.33) tenemos:

N
glv+1)+ > MQT<ZV+1 + R) = pig(Z41 + R)

r=1

N
= po(Ze) + ; > ket My, (Ze)

20+ 3 Then, i )+ S5 ()

r=Ni+1 kele,r

(6.32)

(6.33)

Ny —— - N ~

=102+ 3 [ (Brr F B) =i (2] + X 8w (2)
r=1 r=N1+1 kele,r
Ny - N

= 1(Z) + 3 [ (2o ¥ ) =5 (2] + 2 i (Zea ¥ )
N N T

= 12 + 3y (Zowr + B) = 3 5 ()

y de (6.30)) tenemos:

Por lo tanto
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Afirmacion: py(Z) = py(Z.)En efecto, como Z y Z. tienen al 0 € C" como singu-
laridad aislada, entonces existe § > 0 tal que Z(0) = Z.(0) =0y Z(0) # 0 # Z.(0)
V0 < ||z < 6.

Sea 0 < 1 < 6, definimos

VA 7
€ :SQn—l SQn—l'
izl iz =~ T
Veamos que ellas satisfacen
Z(2) Ze(z) 2n—1
— <2 tod SETE, 6.35
H||Z<z>|| [Z()f || < 2 Pere todo 2 € 55, (6:35)

En efecto, es claro que se cumple (6.35) si y s6lo si (Z(z), Zc(z)) > 0Vz € 852?_1

Ccomo

(Z(2), Z(2)) = 1 12(2) + Z(2)|| = 1|1 2(2) — Z(2)]]],

1
4
observe que

Z(2)+ Z(2) = % 2(1+€)Z, + 2,41+ R].

Es facil ver que en una vecindad suficientemente pequena (si es necesario) se cumple:
12(2) = Ze(2)|| < 12(2) + Ze(2)]]
por lo tanto (Z(z), Z.(z)) > 0Vz € S5 .

Consideremos la homotopia H : [0, 1] x ng_l — 5§21 dada por:

tHIZ)N Ze(2) + (1= 1) [|[Z(2)]| Z(2)

D = ZeN 26 + - DIZENZC)T
. OO
entonces se tiene H (0, z) = 1Z02)] y H(1.2) 1 Z(2)]|

Por lo tanto tenemos:
MO(Z) = Ho(Ze)-

Afirmacién: p; (7) = ,uﬁT(ZE).
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En efecto, tenemos

5 ) . S 5 >
Z(y) = [eP,_1(9) + ylZi+1(y)]a—yl +> (Z,10) = yiZy it (9)) 5o tnY ()
1=2 v
20) = Poa) 2+ 3 (2 B2 ) = + 1V (y)
V ayl — 1/+1 v+1 ayl )

la prueba es de manera andloga a la afirmacién anterior.

Luego de (/6.34) tenemos:

m(Z) =g+ 1)+ S u(2). (6.36)

En el caso de que 0 € C” no es una singularidad aislada de Z,,1+ R, consideramos

la perturbacién

Z§ = ZV + Zl/—‘rl + 5YV+1 + R?

donde Y, ;1 es un campo vectorial homogéneo de grado v + 1 tal que 0 € C" es una
singularidad aislada de Z,,1 + ¢Y, 11 + R. Tomando § > 0 suficientemente pequeno

entonces 0 € C" es una singularidad aislada de Zs.

En efecto, desde que Y, 11(0) = 0, existe r > 0 tal que si ||z]| < 7 entonces ||Y (2)| < 1,
sea m = Inf{||Z(z)] : ||z]| = '} donde 0 < 7’ < r, como 0 € C" es una singularidad

aislada de Z se tiene que m > 0. Tomamos 0 < § < m tenemos:
1Zsl > 1 Z(2)I] = 6 Yo ()] > m =6,

luego se tiene que ||Zs|| > 0 para todo ||z|| = 7.

Por lo tanto 0 € C” es una singularidad aislada de Zs que satisface las dos condiciones

dadas al inicio.
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Luego de (6.36)) tenemos:

po(Zs) =gv+ 1)+ > ug(Zs)

GgeE~1(0)

y como antes, se prueba que:

Finalmente se tiene:
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Parte Central: Teoremas de

Reduccion

Sean U C C" abierto y F una foliacién holomorfa (por curvas) de U generada
por el campo vectorial Z = (Z3, ..., Z,), recordemos que un punto p € Sing(Fz) es
llamado irreducible, si m,(Z) = 1 y la parte lineal de Z en p (i.e. DZ(p)) tiene al

menos un autovalor no nulo.

Sea FE : Up — U el Blow-up centrado en el punto p € Sing(Fz), entonces
existe una unica manera de extender la foliacién pull-back E*(Fz — {p}) a una
foliacién analitica singular F; sobre una vecindad del espacio proyectivo complejo
CP(n —1) = E~'(p) C U,, con un conjunto singular de codimensién > 2, donde
F; es llamado el transformado estricto de F; por E, recordando que p € Sing(Fz)
es una singularidad no dicritica de Fy siy sélo si E~*(p) es invariante por F; i.e.
E~'(p) es unién de hojas y de singularidades de F;, en caso contrario, p es llamado

singularidad dicritica.

El problema de desingularizacién (o de Reduccién de Singularidades) para un

p € Sing(Fz) (dicritica o no) de F consiste en demostrar la existencia de un mapeo
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holomorfo propio, ® : U* — U definido en una variedad n-dimensional que cumpla

las siguientes condiciones:

(1) o Y(p) = U D; es unién de subvariedades complejas compactas de codimension
i=1

uno y con cruzamientos normales.

(2) La foliacién pull-back ®*(F; — {p}) se extiende a una foliacién de U* con un
conjunto singular de codimensién > 2 y tal que todos sus puntos singulares son

irreducibles.

En esta seccion, resolveremos el problema de desingularizacion.

Sea z = (21,...,2,) las coordenadas locales de una vecindad de p en M" tal que

p=1(0,...,0) € C". En estas coordenadas, sea

"9
Z:EZia—Zi

el campo que genera la foliacién F, en una vecindad del origen.

7.1. Singularidad Absolutamente Aislada

Definicién 7.1.1 (S.A.A.) Sea Fz una foliacion analitica por curvas sobre una
variedad compleja n-dimensional M™. Decimos que p € Sing(Fz) es una Singulari-
dad Absolutamente Aislada (S.A.A.) de Fy siy solo si severifican las siguientes

condiciones:

(1) El punto p es una singularidad aislada de Fy.

(2) Denotemos p = py, M™ = My, Fz = Fo, /\;lz =My, Fy;=F, E' =FE. Si

consideramos una sucesion arbitraria de blowing-up‘s

n El n E2 n E3 EN-1 n EN n
My — M} — MG — ... — My — MYy,
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donde el centro de cada E' es un punto p;—1 € Sing(Fi_1), (aqui F; denota el
transformado estricto de F;_1 por E?, (1 < i, j < N) entonces Sing(Fy) es

un conjunto finito.

Observaciéon: En dimensién n = 2, no era necesario esta definicién, pues en cada

Blow-up, el conjunto singular de la foliacién levantada tiene codimensién 2.
Teniendo en cuenta las notaciones de los capitulos anteriores.

Antes de ir al resultado principal veamos el siguiente Teorema.

Teorema 7.1.1 Sea p € M", (n > 3) un punto singular de Fz tal que m,(Z) =1
y p no es irreductible entonces p no es una Singularidad Absolutamente Aislada

Prueba.

Sea z = (21,...,2,) las coordenadas locales de una vecindad de p en M" tal que
p = (0,...,0) € C". En estas coordenadas, F es generado por el campo vectorial

holomorfo

S,
Z:Z;Ziazi

en una vecindad del origen, donde Z; = Y. Z! y Zi son polinomios homogéneos
k>1
de grado k. Desde que p es un punto singular no irreducible, DZ(0) tiene la forma

canonica de Jordan:

01 0 0
00 e 0

DZ(0) = 0 |, (7.1)
00 0 €t
00 0 0
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donde ¢; € {0,1}, Vj = 1,...,n — 1. Se sigue que:

20 =gt S gt + 3 (09

i=2 i=1 \k>2
Trabajando en la primera carta del blowing-up

(Zlv Ry wnny Zn) = (ylv Yyiy2, .-, ylyn)

tenemos que el tranformado estricto Z esta dado por

ZZ dy;’

=1

donde
Z1(?J) = Y1Y2 + ZZ,Q(@)y’f
k>2
W(Y) = €Y1 — Yoy + kZ (Z2(0) — yu ZE@)]yy ", 2<i<n—1
>2
Zo(y) = Yoy + kZ>f2 1Z0(5) — yn ZL ()] L,

con gy = (1,ya, ..., yn). Luego el conjunto singular de Zenla primera carta, esta dado
por los puntos (0, ys, ..., y,) tales que

n—1

~ 0 0
Z(0 ey Yn) = iYi ) - n
( y Y2y o Y ) s (6 Yi+1 — Y2Ui ) ayz Y2y a N
De donde, se desprende dos casos:
Caso 1: Existe ig € {2,...,n — 1} tal que ¢;, = 0. Entonces
n—1
~ 0 0 0
Z2(0,y2, -, Yn) = (€iYit1 — Y2Yi) 5~ — YaUi — Y2Unm -
2 (s y; " Oyio Oyn

i=2,iio
En este caso se ve que

Z(O, ooy 0, Yig+1, 0, ,0) =0, ‘v’yioﬂ e C,

por lo tanto Sz’ng(]}Z) es un conjunto infinito, se sigue que p no es una S.A.A..
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Caso 2: ¢ = -+ =¢,_1 = 1. En este caso tenemos:
n—1 a 8
ZO, yeey Yn) = i+1 — i) 5 T ngo
(0,92, .-, Yn) ; (Yis1 — Y2ui) oy g,

es facil ver que 0 € C" es la unica singularidad de F, ademds

0 00 0
as 01 0

DZO)y=| : 0 |, (7.2)
any 00 0 1
a, 00 0 0

donde a; = Z4(1,0,...,0), 2 < i < n.

Busquemos la forma canénica de Jordan de DZ(0).

El polinomio caracterfstico de DZ(0) es A(T) = T", T € C. Hallemos el polinomio
minimal m(T") de DZ(0). Observe que

. 0 o
P R, (1)

donde ©® = [0---0] € C* 1) y Pt = [ay - - -] € C*ND y R _1(1) €

C(=Dx(=1) eg ]a matriz canénica nilpotente de orden n — 2, es decir

01 ... 00
00 ... 00
R, 1(1) = 10
00 0 01
00 0 0O

Denotaremos R,_;(k) = [R,_1(1)]¥, Vk € Z*. Con estas notaciones es facil ver

que:

. . 0 S
M" =DZ(0) = ,VkeZ*.
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Desde que R,,_1(k) = 0siysélosi k > n—1, tenemos M¥ #0,V1<k<n-2.

Observe que:

00 ...0
a, 0 ... 0
Mt=10 0 0
0 0 ...0

De donde se desprende dos posibilidades:
a) Si a,, = 0. Entonces M™~! = 0, se sigue que m(T) = T". Luego DZ(0)

tiene la forma candnica de Jordan a la matriz

01 0 0
0 0
DZO)~]10 0 ... 1 0
00 0 0
00 0 0

Luego DZ (0) es semejante a una matriz 1’ y por el caso 1, llegamos a
que 0 € C" no es una S.A.A..

b) Si «,, # 0. Veamos que existe un cambio lineal de coordenadas ¢ tal que el

pull-back p*(Z) satisface las condiciones del caso 2-(a).

En efecto, definimos las transformaciones lineales

¥ = (9017 "'79071)’ Y= (77017 ’¢n) :C" = C,

donde:

p1(2) = a—lnzm Pa(2) =21y 93(2) = 211 —
Yy (w) = we, Y;(w) = aqwy +wipg para 2 < i <n—1y ¢, (w) = a,w.

Es fécil ver que ¢ = ¢~ '. Ahora definimos W = ¢*(Z) = ¢ o Z o . Si

denotamos

WZW yZZaz
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entonces W; = Zgo<p, W; = oz,-Zlogp—i—ZiHogoparaQ <:<n—-1y
W, = anzl o .
Desde que DW(0) = 1 o Z(0) o ¢, es facil ver que DW(0) = R, (1).

Trabajando en la primera carta del tranformado estricto W
(w1, wa..., wy) = (U, Wyg, ..., W1ly,)
y denondo

W; = Z W}, donde W} son polinomios homogéneos de grado k,

k>1

tenemos que:

0 00 0
B, 0 1 0

pwoy=| : 0o [,
B, 00 0 1
B 00 0 0

donde 3, = Wi(1,0,...,0), 2 < i < n. Observe que:

o*W, A
= W2»(1,0,...,0) = 0,...,0) = ap——(0,...,0) = 0.
ﬁn 2( e ’ ) aZ% ( ) ) ) «Q az% ( )

Luego, estamos en el caso 1-(a), entonces 0 € C™ no es una S.A.A. de

W = p*(Z). Por lo tanto 0 € C" no es una S.A.A. de Z.

7.2. Primer Teorema de Reducciéon

Teorema 7.2.1 (ler Teorema de Reduccién) Sea p € M", (n > 3), una sin-

gularidad absolutamente aislada de F,. Denotemos p = py, M™ = My, F, = Fo,
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E, = E, entonces existe ena sucesion finita de bowing-up’s

E E. E En_1 Ey
MP S ME MR My S MY,

que satisface las siguientes propiedades:

(1) El centro de cada E; es un punto p;,_; € Sing(Fi_1), donde F; denota el trans-

formado estricto de la foliacion F;_; por Ej, donde 1 <1i,5 < N.

(2) Siq e Sing(Fn) entonces q es una singularidad irreductible.

Prueba. Sea v =m,(Z) m

a) Siv =1 entonces por el teorema [7.1.1} p es una singularidad irreducible.

b) Siv > 2,

Desde que p es una S.A.A. de F, entonces tenemos:

gw+1)+ > p,(2), sipes dicritico

E-1(0
ol 2) = & -
gw)+ > wu,(Z), sipesno dicritico,
q€E~1(0)

n=l ... — 1z —1. Observe que si x > 2 entonces g(x) > 0.

donde g(z) = 2™ — x
En cualquier caso (dicritico o no), con un facil calculo se tiene:
mo(Z) 2 2= 1,(Z) < n,(2) ¥a € E7(p) (73)
y del teorema , se tiene que m,(Z) < u,(Z) Vp.

Afirmamos que después de un nimero finito de blowing-up’s Fy = E, FEs,...,Ey
con centros en los puntos singulares, se obtiene solamente puntos singulares con

multiplicidad &dlgebraica < 1.

En efecto, supongamos lo contrario, entonces en cada Blow-up existe por lo menos

un punto en el divisor cuya multiplicidad &lgebraica es > 2, es decir, dado k € N,
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Ipr € B (pro1) tal que m,(Z®) > 2, en donde ZW = Z y Z%) = ZF-1 (hipotesis

auxiliar)

Luego de y de la hipotesis auxiliar, se sigue que:
pon (Z0) < p(Z), 11, (ZP) < 1, (ZV), s g1, (Z0)) <y (Z%79), VR €N
la cual implica que:
1,(2) > pp (ZW) > o>y, (Z%Y) > (Z0) > > 0. (7.4)

Desde que el conjunto Sing(Z*)) es discreto (por hipotesis), entonces los p €
Sing(Z®) son singularidades aisladas, entonces la sucesién fhp, (2 (k)Y es finito Vk €

N, lo cual implica que (7.4) es una contradiccién, esto prueba la afirmacién.

Luego definimos ® = Ey o Ex_q 0 ... 0 Ey, se sigue que ® : M} — M{ es
una funcién holomorfa propia, pues £y = F, Fs, ....,Ey son propias y el pull-back
O*(Fo |pmn—{py) se extiende a una foliacién singular Fy sobre M7 con conjunto

singular de codimension n.

Por lo tanto si ¢ € Sing(Fy), entonces my(Fn) = 1y como p es una S.A.A. | en-
tonces ¢ es una S.A.A.. Luego por el torema[7.1.1] ¢ es un punto singular irreducible.
|

7.3. Puntos Simples

En este capitulo veamos que sucede si hacemos nuevas explosiones en los puntos
singulares irreducibles. Veremos que despues de un nimero finito de explosiones

llegaremos a unos puntos singulares que persisten bajos nuevas explosiones, estos
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puntos son llamados puntos simples los cuales también son conocidos como formas

finales.

Con un fécil cédlulo se tiene el siguente resultado.

Lema 7.3.1 Sea p € M™ un punto singular irreducible de la foliacion F sobre M".

St p es dicritico entonces su transformado estricto F no tiene singularidades.

Sea p € M"™ un punto singular irreducible de la foliacién F sobre M™. Si p es
dicritico, por el lema anterior su tranformado estricto F no tiene singularidades,
por lo tanto, debemos considerar el caso en que p es no dicritico. Sean A, ..., As los
autovalores de la parte lineal de DZ(p), entonces el polinomio caracteristico de la

matriz DZ(p) es dado por:

S
donde > 1, = n.
k=1

Tomando coordenadas locales z = (z1, ..., z,) en una vecindad de p € M" tal que

p=(0,...,0) € C", donde la matriz DZ(p) tiene la forma canénica de Jordan:

M, © -.. ©
© M, --- ©

DzZ(p)=1| . . B (7.5)
e 6 -.- M,

donde M, € C"*"* es el bloque de Jordan correspondiente al autovalor A\, es decir:

M P 0 o 00
0 XN &7 o0 0
My=1|+: : : : : ; (7.6)
k
0 0 0 - M e,
0 0 0 -- Ae
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dondeegk)E{O,l},lgigrk—lylgkgs.

Para que el transformado estricto F; tenga singularidades aisladas es necesario

y suficiente que k) = L,V1<i<ry—1y1l<k<s. Mis especificamente, tenemos

)

el siguiente resultado:

Proposicion 7.3.1 Sea p € M™ un punto singular, irreducibe y no dicritico de la

foliacion F. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) EIl conjunto Sing(Fj) es finito.

(2) La matriz DZ(0) tiene la siguiente forma

MOy © e
0 M) o
DZ(0) = ' ,
e e M)

donde M (\,) = MI+N,,, Yk =1,...;s5. (Aqui I € C™+*"* es la matriz identidad

y N, € C*"r es la matriz Nilpotente candnica de orden ry).

Prueba.

(1)=(2) SeaZ=>3 (> Zi |2 el campo que genera a la foliacién F en la
i=1 \ k>1 !

carta z = (1, ..., z,) anterior. De (7.5)) y (7.6) tenemos que:

Zi = Nzm+ GEQtHZiH, haa+1<:i<t—-1,1<[<s

(7.7)
Zfl = Nz, 1 <1 <s,

!
donde to =0y t;=> 1, 1 <1 <s.
k=1

Procediendo por contradiccién, suponga que existe kg € {1,...,s} y existe ig €

(ko)

{1,...,7% — 1} ta que ¢;;"" = 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
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ko = 1. Trabajando en la primera carta del blow-up

y1221,yi=ﬁ(2§i§n)
21

tenemos que:

Z(0,92, s yn) = i[Zi() YiZ1 (§ )]Byl

=2
ri—1 ) R
= 240 ~uZi@lay + 200 ~ 9 2 0)]g,+
t;—1 ) R
+Z > Z41@) — vzl ()5 + 121(9) - ytlZ%(y)}%},
=2 | i=t;_1+1
donde § = (1,yz, ..., yn). De (7.7) se tiene:
> ESare (1) (1)
720,42, Yn) = Zz[ Yirr — €1 Yalilgy — ler yaynl g+
- t;—1
FX S (== A+ el il
=2 =t;_1+

=AM —q )yQ]ytz%}‘

De esto se sigue que Z(0, ..., 0, ¥ip+1,0, ...,0) = 0, por lo tanto Sing(F;) es un con-
junto infinito, lo cual es una contradiccién. Concluimos que egl) =1,vVli<i<r—1

y por lo tanto My = M(A\y) = M + N,,.
Para probar que M; = M(\;) = NI + N,,, (I =2, ..., s) se considera la carta
U= = (1<i<mnconi#j),
J
donde j =t,_1 + 1 y se procede como antes.

(2) = (1) Por hipotesis y de ([7.7]) tenemos que:

Z{ = Nzit+tzipn, i +1<i<$-1,1<[1<s

(7.8)
Zfl = Nz, 1 <1 <s,

trabajando en la primera carta del blow-up
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y de ([7.8) se tiene:

~ r1—1
20,42 09m) = 2 s = Y2Yil gy — Yol gyt
B s t;—1
= +3{ X (N=M =)+ vl (7.9)
=2 1=t;_1+1

+A = A — y2]ytz%}’
Se sigue que (0, ..., 0) es la unica singularidad de F; en esta carta.

Para ig € {2,...,71 — 1,71}, consideremos la carta
Zj . . .
Yio = Zig» Yi = — (1 < i < mcon i # i),
i0

denotando
Yo = (ylv cooy Yig—1, 07 Yig+15 -++) yn)

~

Yo = (yla coey Yig—1, 17yi0+17 "'ayn)7

desde que p es una singularidad no dicritica y de (7.9)) tenemos:

e Siige{2,...,r1—1}

n

Zyp) = X 1210) — 2P (@) g
i=1,ii0
= 0 P P
= izlgé:io_l[’ym — Yillig+1] 5, T [1 — yiO*lyio+1]ayi071 ~ Yio+1Yri gy, T
S tl—l
+> S I = M = Yior )Y Y] 4 N = A= Y)Y g o -
1=2 | i=t;_1+1 Yi Yy
(7.10)
e Siig=1;
Zn) = 3 1Zi6) w2 G
7'7’1‘1,1—17“1 5 5
- i=1,i#r Yittou T ann T (7.11)
s t;—1
+ { > [N =)y + yz’+1]a% + [N = Aﬂytlﬁ} :
=2 | i=t;_1+1 !
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De (7.10) y (7.11]), se tiene que F; no tiene singularidades en estas cartas.

De manera similar, podemos probar que

Sing(Fz) = {P1, -, Ds} (7.12)

donde p; es el cero de F; la j-ésima carta del blow-up

yi =2,y =— (L<i<nconi#j),
“j

!
donde 1<i<syj=t1+1,t,=> 1 ®
k=1

De la prueba anterior, de (7.10) y (7.11)) y (7.12) se tiene:

Corolario 7.3.2 Sea p € M™ un punto singular, irreducibe y no dicritico de la
foliacion Fy tal que Sing(Fz) = {p1,...,Ps} entonces los puntos py, ..., ps son singu-

laridades no dicriticas de F.

Ahora consideremos la parte lineal de Z en cada punto singular no dicritico

D1, ..., Ds- En la carta

M, o S
i P, M\ — A S
pz@O)y=| ' ( g 1) ,
P, ) o MO — M)

donde M; € C*" ) M(N — \) € Cty By € C*7t (1 =2,...,8) estdn definidas
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€omo:

A 00 --- 0

@ 01 - 0 st O 0

. Qg 42 0 0

M, = y Poi= l

Q-1 00 oo 1

u, 0 --- 0
o, 00 --- 0

y M(A — M) =N = M)+ N, (Aqui oy = Z4(1,0,...,0) para 2 < i < n)

Noétese que tenemos tres posibilidades para el polinomio caracteristico A(t) de la

matriz M = DZ(0).

a) Si \; = 0 entonces

b) Si A # 2);, VI =2, ..., s entonces

Aty =71t = x) =N+ a0

=2

c) Sidly € {2,...,s} tal que \;,;, = 2\; entonces podemos suponer, sin pérdida de

generalidad, que [y = 2, luego

s

INOELEREDY IS || [(EPYEPWI

=3

Notacién 7.3.1

M) 6 o
S) M(Xg) --- S)
[)\1,...,)\3;7“1,...,7“5] = . ( 2> . s
e o M()\,)

donde M(\,) = Ml + Ny, Yk =1,...,s. (Aqui I € C'+*"* es la matriz identidad y

N,, € C™*"r es la matriz Nilpotente candnica de orden ry).
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Proposicién 7.3.3 Sea p; € Sz'ng(}"éz)) tal que Sing(]—"g)) es un conjunto finito,

entonces

(1) Si A\ =0 entonces
DZ(0) = [0, Xg, e Asi 71, Taeey Ts).

(2) Si N\ #2M\,VI=2,.. s entonces

DZ(O) = [0, )\1,)\2 - )\1...,)\5 - /\1;7“1 - ]_, 17T2...,T5 .

(8) Si A #0 y Ay =2\ entonces

DZ(0) = [0, A1, As — Aoy Ay — Aps 71 — Lrg + 1,730, 7).

Prueba. Por hipotesis, de la proposicién anterior y de los casos a) , b) y ¢) el

polinomio minimal 7 (t) de DZ(0) es 7n(t) = A(t), la prueba se sigue. ®

De las proposiciones y tenemos el siguiente resultado:

Teorema 7.3.4 Sea p € M"™ un punto singular, irreducibe y no dicritico de la fo-
liacion Fz tal que p es una singularidad absolutamente aislada (S.A.A.) entonces no

aparecen puntos dicriticos en el proceso de blowing-up ’s.
Prueba. Por la proposicién [7.3.1], cualquier punto de Sing(Fz) es un punto singular

no dicrftico y por la proposicion , la parte lineal de Z tiene la misma forma a la

parte lineal de Z. Luego la prueba se sigue por induccién. m

7.4. Segundo Teorema de Reduccion

Sea M"™ una variedad cmpleja n-dimensional y sea D C M™ un divisor de M"

con cruzamientos normal (podemos imaginar que estamos en la etapa 0 del proceso
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de reduccién de singularidades, siendo D todo el divisor excepcional), sea F una
foliacién analitica singular por curvas de M" tal que cada componente irreducible

de D es invariante para F. Fijemos un punto p € Sing(F) y denotemos por
e=e(D,p)

al nimero de componentes irreducibles de D que pasan por p.

Asumimos que e > 1 (esta condicién siempre es satisfecha después de un blowing-

up). Bajo estas condiciones, la foliacién F es generada por el campo vectorial

- 0 & 0

1=e+1
(&
donde D = (][] z; = 0) localmente en p. Asi tenemos la siguiente definicién:
i=1
Definicién 7.4.1 Cuando e = 1. Decimos qu p es un punto simple de F si y sélo si

ocurre una de las siguientes posibilidades:

(1) Si Z1(0) = 0 entonces la curva (zo = 0, ..., 2, = 0) es invariante por F (salvo
una adecuada eleccion de coordenadas (z1, ..., 2,)) y la parte lineal de F |, es

una matriz de rango n — 1.
(2) Si Z1(0) = X # 0 entonces la multiplicidad de \ es uno y si pu es otro autovalor

e la parte lineal de Z, entonces % ¢ Qt.

Definicién 7.4.2 Cuando e > 2. Decimos que p es una esquina simple de F si y
s6lo si (salvo un reordenamiento de (z1, ..., z.)) se tiene que Z1(0) = X # 0, Z5(0) = u

1
yx¢@+-

Definicién 7.4.3 Decimos que p € Sing(F) es una singularidad simple (o forma

final)de F si es un punto simple o una esquina simple.
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En [5] los autores definen:

Definicién 7.4.4 Sea F una foliacion analitica por curvas sobre una variedad com-
pleja n-dimensional M™. Decimos que p € Sing(F) es una Singularidad Absolu-
tamente Aislada no dicritica (S.A.A.N.D.) de F; si y solo si severifican las

siguientes condiciones:

(1) El punto p es una singularidad aislada de F.

(2) Denotemos p = pg, M" = My, F = Fo, ./\;l;Z = M?, F=2F,E'=E. Si
consideramos una sucesion arbitraria de blowing-up‘s
EN71

n E1 n E2 n E3 n EN n
My — M7 — MG — ... — My — MYy,

donde el centro de cada E' es un punto p;—1 € Sing(F;_1), (aqui F; denota el
transformado estricto de F;_1 por E?, (1 < i, j < N) entonces Sing(Fy) es

un conjunto finito.

(8) Siq e Sing(Fy) entonces q es una singularidad no dicritica.

Observaciéon 7.4.1 Una singularidad absolutamente aislada no dicritca implica que

es una singularidad absolutamente aislada, es decir
S.AAND..= S AA.
El Reciproco es cierto bajo ciertas condiciones:
Teorema 7.4.1 Sea p € M"™ un punto singular, irreducibe y no dicritico de la fo-
liacion F tal que p es una singularidad absolutamente aislada (S.A.A.) entonces p

es una singularidad absolutamente aislada no dicritica (S.A.A.N.D.).

Prueba. Se sigue del teorema[7.3.4. =
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Teorema 7.4.2 Sea p € M" una singularidad simple de F, sea E : M™ — M"
un blowin-up de M™ con centro en p y D = E-*(D U {p}). Sea F el transformado
estricto de F por E. Entonces:

a) Cada componente irreducible de D es invariante por F.

b) Si p € Sing(F) N E~'(p) entonces p es una singularidad simple de F, mds
precisamente:

b-1) Sip es un punto simple, entonces existe exactamente un punto simple

p € Sing(F)NE~(p) mientras que los demas puntos de Sing(F)NE~(p)

son esquinas simples.

b-2) Si es una esquina simple, entonces todos los puntos de Sing(F)NE~(p)

son esquinas simples.
Prueba. Ver [5]. =
Corolario 7.4.3 Las singularidades simples persisten bajo blowing-ups.
Veamos un teorema de reduccién de singularidades para una S.A.A.N.D..

Teorema 7.4.4 Sea p € M", una singularidad absolutamente aislada no dicritica
(S.A.A.N.D.) de F. Denotemos p = pg, M" = My, Fz = Fo, E1 = E, entonces

existe ena sucesion finita de bowing-up’s

E E. E: En_1 E
Mo By B B B A

que satisface las siguientes propiedades:

(1) El centro de cada E; es un punto p,_; € Sing(F;_1), donde F; denota el trans-
formado estricto de la foliacion F;_; por Ej, donde 1 <1i,5 < N.

(2) Siq e Sing(Fy) entonces q es una singularidad simple.
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Prueba. Ver [5]. =

Ahora veamos que en el teorema anterior se puede debilitar la hipotesis a una

S.A.A. y tener el mismo resultado.

Teorema 7.4.5 (2do Teorema de Reduccién) Sea p € M", una singularidad
absolutamente aislada (S.A.A.) de F. Denotemos p = py, M" = My, Fz = Fo,

E, = E, entonces existe ena sucesion finita de bowing-up’s
de tal manera que si q € Sing(Fyr) entonces q es una singularidad simple de Fyy.

Prueba. En efecto, del Teorema Principal, existe una sucesén de bowing-up’s
Me By BB
con la propiedad de que si g € Sing(Fy) entonces ¢ es una singularidad irreducible

de Fy. Luego tenemos dos casos:

Caso 1. Si g € Sing(Fy) es dicritico.

En este caso hacemos una nueva explosion, por el lema su transformado estricto

no posee singularidades.
Caso 2. Si g € Sing(Fy) es no dicritico.

En este caso se tiene que ¢ es una singularidad absolutamente aislada, irreducible
y no dicritica, entonces por el teorema se tiene que ¢ es una singularidad
absolutamente no dicritica. Luego aplicamos el teorema y obtenemos una

sucesion de blowing-ups

n E1 n E° Enr

E E
MO<_M2<_...<_NM§{,£1---<— Y, donde M > N.

De tal manera que si ¢ € Sing(Fys) entonces ¢ es una singularidad simple de

Fu-
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Conclusiones y Recomendaciones

Conclusiones

1. Si el campo Z tiene parte lineal no nula (i.e. DZ(p) # 0), donde p es una
singularidad aislada, vemos que propiedades tienen los autovalores de DZ(p)
para asi usar algiun Teorema de Linealizacién (de Poincaré, de Siegel, etc. segin

sea el caso).

2. Si el campo Z tiene parte lineal nula (i.e. DZ(p) = 0), donde p es una singula-
ridad aislada, usamos la herramienta conocida como Blow-up. Si p es una sin-
gularidad absolutamente aislada (S.A.A..), tenemos que después de un niimero
finito de blow-ups el campo Z es transformado a un campo Z* tal que los
puntos singulares de Z* tienen multipicidad élgebraica uno (de naturaleza mas
sencilla). Luego podriamos aplicar en cada punto singular (de manera local) de

Z* los teoremas de linealizacién u otro comportamento geométrico.

Recomendaciones

Una continuacién de este trabajo, serfa ver una extension del Teorema de Camacho-|

Sad para foliaciénes por curvas en variedades de dimensién n > 3. Es decir, bajo que
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condiciones sobre la foliacién existe una separatriz, pues en dimensién n = 3 existen

campos que no admite una separatriz.

Se sabe que en dimensién n = 2, dos campos son equivalentes si sus holonomias
lo son. Serfa muy interesante ver si se sigue cumpliendo para campos definidos en

variedades de dimensién n > 3.
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