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RESUMEN

En el presente trabajo, considerar una foliación holomorfa singular por curvas

de�nido en una variedad compleja de dimensión n y sea p una singularidad aislada

(dicrítica o no). En dimensión n = 2; es conocido que después de un número �nito de

blowing-ups en los puntos singulares, la foliación FZ es transformada en una foliación
F�Z que posee un número �nito de singularidades, todas ellas simples (Teorema de
Seidenberg). Esto signi�ca que si p� 2 Sing(F�Z), entonces F�Z es localmente generada
por un campo vectorial holomorfo Z� que tiene parte lineal con autovalores 1 y �,

donde � 62 Q+ (Q+ es el conjunto de los números racionales positivos).

Las singularidades simples pueden ser pensadas como formas �nales, ya que ellas

son persistentes bajo nuevos blowing-ups.

En este trabajo se obtiene dos teoremas de reducción de singularidades (extensión

del teorema de Seindenberg a dimensión n � 3). El primer teorema consiste en que
después de un número �nito de blow-ups, la foliación FZ es transformada en una
foliación F�Z que posee un número �nito de singularidades, todas ellas irreducibles.
Esto signi�ca que si p� 2 Sing(F�Z), entonces F�Z es localmente generada por un
campo vectorial holomorfo Z�, tal que su parte lineal de Z� posee por lo menos un

autovalor no nulo. El segundo teorema consiste en una extensión del primer teorema

de tal manera que F�Z posee un número �nito de singularidades, todas ellas simples.
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Capítulo 1

Introducción

Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) es una de las disciplinas más im-

portantes de las matemáticas, es bien utilizado para modelar fenómenos de otras

ramas de la ciencia (Física, Biología, Química, Ecología, Economía, Ingeniería, etc.),

por tal motivo las EDO ocupa un amplio lugar en la investigación cientí�ca. Por

otro lado es bién conocido que en la mayoria de problemas no es posible obtener

de manera explícita la solución de una EDO, gracias a Henri Poinacaré, se crearon

otras técnicas, que consiste en ver como se comporta las soluciones, desde el punto

de vista cualitativo (geométricamente). La Teoría de los Sistemas Dinámicos se en-

carga de entender el comportamuiento cualitativo de las soluciones de una EDO. Las

soluciones de una EDO en una vencidad de un punto regular (punto que no anula

al campo que genera la EDO) son de geometría sencilla, el gran problema es saber

como se comporta las soluciones de una EDO en una vecindad de un punto singular

(punto que anula al campo que genera la EDO). Para saber dicho comportamiento se

emplean una gran herramienta matemática (Topologia Diferencial, Análisis en Varias

Variables Reales y Complejas, Topología Algebraica, entre otras). El estudio de Fo-

liaciones Holomorfas generada por las soluciones de una EDO, debido a un campo

vectorial holomorfo, en la actualidad es un gran tema de investigación cientí�ca.
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Capítulo 1. Introducción

Sean Mn una variedad compleja de dimensión n, F una foliación holomorfa

singular por curvas sobreMn y p 2 Mn una singularidad aislada de la foliación F .
Sea Z el campo vectorial que genera la foliación alrededor del punto p (ver [6], [12]),

en una carta (U;') deMn tal que p 2 U y '(p) = 0 2 Cn. Fijando coordenadas en
esta carta, el campo Z se expresa como:

Z =

nX
i=1

Zi
@

@zi

donde Z1; Z2; :::; Zn 2 On;p (aquí On;p es el anillo de gérmenes de las funciones
holomorfas en p) y m:c:d:(Z1; Z2; :::; Zn) = 1: Denotaremos por FZ a esta foliación,
el cual coincide con la foliación F . Como p 2 U es una singularidad aislada de Z;

entonces existe una veciendad abierta Up de p en la que p 2 Up es la única singularidad
y los demas puntos de Up � fpg son puntos regulares, por el Teorema del Flujo
Tubular (ver [12]) tenemos que las órbitas alrededor de un punto regular pueden �ser

enderezadas�mediante una conjugación analítica local, entonces ya sabemos como

se comporta localmente. Lo interesante sería ver qué pasa alrededor de un punto

singular p, i.e como se comporta las órbitas alrededor del punto p:

Si el campo Z tiene parte lineal no nula (i.e.DZ(p) 6= 0) y viendo que propiedades
tienen los autovalores de DZ(p), podemos usar algún Teorema de Linealización (de

Poincaré, de Siegel, etc. según sea el caso). Que nos dice que el campo Z es localmente

equivalente a su parte lineal DZ(p) en una vecindad del punto p y por lo tanto

podremos saber como se comportan las órbitas en una vecindad del punto singular

p: Sin embargo si el campo Z tiene parte lineal nula (i.e. DZ(p) = 0 ), ya no podemos

usar los teoremas de Linealización pues no existe la parte lineal; en estos casos se

usa una herramienta conocida como Blow-up.

En dimensión n = 2; es conocido que después de un número �nito de blowing-

up�s en los puntos singulares, la foliación FZ es transformada en una foliación F�Z que
posee un número �nito de singularidades, todas ellas simples (Teorema de Seiden-
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Capítulo 1. Introducción

berg), (ver [3], [4]). Esto signi�ca que si p� 2 Sing(F�Z), entonces F�Z es localmente
generada por un campo vectorial holomorfo Z� que tiene parte lineal con autovalores

1 y �, donde � 62 Q+ (Q+ es el conjunto de los números racionales positivos).

Las singularidades simples pueden ser pensadas como formas �nales, ya que ellas

son persistentes bajo nuevos blowing-ups.

En este trabajo se obtiene dos teoremas de reducción de singularidades (una ex-

tensión del teorema de Seindenberg a dimensión n � 3). El primer teorema consiste
en que después de un número �nito de blow-ups, la foliación FZ es transformada
en una foliación F�Z que posee un número �nito de singularidades, todas ellas irre-
ducibles. El segundo teorema consiste en una extensión del primer teorema de tal

manera que F�Z posee un número �nito de singularidades, todas ellas simples.

En el segundo capítulo se enuncian conceptos y resultados de los diferentes cursos

de la carrera, que serán usados en el presente trabajo. De tal manera que la tesis sea

autocontenido. También se dá los teoremas de Linealización para campos holomorfos

n-dmensionales con parte lineal no nula, de tal forma que motiva estudiar los campos

holomorfos con parte lineal nula.

En el tercer capítulo se describe el proceso de Blow-up. Se analiza los tran-

formados estrictos de la foliación FZ mediante el Blow-up. Se da la de�nción de
Singularidad Dicrítica.y no Dicrítica.

En el cuarto capítulo se da una caracterización de una dingularidad Dicrítica.

En el quinto capítulo damos la relación que existe entre índice de Poncaré-Hopf y

el número de Milnor, más especi�camente se prueba que son iguales. Así teniendo más

propiedades sobre el número de Milnor que se utilzarán en los próximos capítulos.
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Capítulo 1. Introducción

En el sexto capítulo damos una fórmula que relaciona el número de Milnor de la

singularidad original con los números de Milnor de las singularidades del transfor-

mado estricto y la multiplicidad algebraica del campo original, para el caso n � 3.
Dando una prueba diferente en el caso n = 3. Con estos resultados extendemos lo

obtenido en [3] y [4] para n = 2. Estos resultado son fundamentales para la prueba

del teorema de reducción de singularidades.

Finalmente, en el séptimo capítulo, se presenta un primer teorema de reducción

de singularidades para campos holomorfos n-dimensionales con singularidades abso-

lutamente aisladas. Es decir, la foliación FZ es transformada en una foliación F�Z
que posee un número �nito de singularidades, todas ellas irreducibles. Esto signi�ca

que si p� 2 Sing(F�Z), entonces F�Z es localmente generada por un campo vectorial
holomorfo Z� que tiene parte lineal que posee por lo menos un autovalor no nulo.

También se de�ne lo que es una singularidad simple, dados por los autores C.

Camacho, F. Cano y P. Sad. Luego se presenta un segundo teorema de reducción

de singularidades, la cual es una extensión del teorema anterior. Esto signi�ca que

si p� 2 Sing(F�Z) entonces p� es una singularidad simple. Así hemos obtenido una
generalización del teorema de Seindenberg en dmensión n � 3.
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Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo se introducirán conceptos y resultados de carácter general que

serán utilizados a los largo de la tesis. Ver referencias [11], [18], [7], [2], [12] y [15].

Denotaremos por C al cuerpo de los números complejos y Cn al espacio vectorial

complejo fx = (x1; :::; xn);x1; :::; xn 2 Cg :

Para cada x 2 Cn; consideremos la base canónica
n

@
@x1
; :::; @

@xn

o
del espacio tangente

TxC n de Cn en x, que por de�nición es el espacio vectorial fxg � Cn.

2.1. Funciones Holomorfas de Varias Variables Com-

plejas

Denotaremos por Cn al conjunto de todas las n-uplas (n � 1) de números complejos,
es decir

Cn = fz = (z1; :::; zn); z1; :::; zn 2 Cg = C� :::� C| {z }
n-veces

.

Los elementos z = (z1; :::; zn) 2 Cn son llamados puntos de Cn y los números comple-
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Capítulo 2. Preliminares

jos z1; :::; zn son llamados coordenadas complejas de z. Haciendo zj = xj+ iyj (donde

xj = Re(zj); yj = Im(yj)), podemos expresar z = (z1; :::; zn) 2 Cn como

z = (x1; y1; :::; xn; yn) 2 R2n.

De esta manera Cn puede ser considerado como R2n y en este caso x1; y1; :::; xn; yn
son llamados las coordenadas reales de z:

Sean z = (z1; :::; zn) y w = (w1; :::; wn) puntos de Cn y � 2 C: De�nimos la suma
de z y w como

z + w = (z1 + w1; :::; zn + wn)

y el producto de � por z como

�z = (�z1; :::; �zn).

Es inmediato ver que con esta operaciones Cn es un C-espacio vectorial de dimensión

(compleja) n.

Dotaremos a Cn de la topología producto. Un polidisco abierto (resp. cerrado) en

Cn de centro a = (a1; :::; an) 2 Cn y poliradio r = (r1; :::; rn) 2 (R+)n; denotado por
�(a; r) (resp. �[a; r]), es el conjunto de�nido por

�(a; r) = fz = (z1; :::; zn) 2 Cn; jzj � ajj < rj;81 � j � ng
(resp. �[a; r] = fz = (z1; :::; zn) 2 Cn; jzj � ajj � rj;81 � j � ng) .

Observe que

�(a; r) = Dr1(a1)� :::�Drn(an) y �[a; r] = Dr1 [a1]� :::�Drn [an],

donde Drj(aj) es el disco abierto y Drj [aj] es el disco cerrado en los complejos.

Es claro que Cn dotado de la topología cuya base es generada por los polidiscos

abiertos es un espacio topológico equivalente a R2n dotado de la topología cuya base

generada por las bolas abiertas. De esta manera, todos los resultados conocidos de

la topología de los espacios euclidianos R2n pueden ser aplicados a Cn.
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Capítulo 2. Preliminares

De�nición 2.1.1 Sea U � Cn un abierto y f : U ! C: Decimos que f es una

función holomorfa en a = (a1; :::; an) 2 U si y sólo si existe un polidisco � centrado

en a tal que la función f tiene una expansión en serie de potencias

f(z) =
1X

q1;:::;qn=0

cq1;:::;qn(z1 � a1)q1 � � � (zn � an)qn (2.1)

la cual es convergente para todo z 2 �:

Decimos que f es holomorfa en U si y sólo si f es holomorfa en a, para todo a 2 U:

El conjunto de todas las funciones holomorfas en U será denotado por O(U):

Para simpli�car las notaciones, es conveniente introducir la noción de multi-índices.

Unmulti-índice de dimensión n, es una n-upla de enteros no negativosQ = (q1; :::; qn)

. Su norma jQj se de�ne como jQj = q1 + � � �+ qn:

Sea z = (z1; :::; zn) 2 Cn y Q = (q1; :::; qn) un multi-índice, de�nimos

zQ = zq11 ; :::; z
qn
n .

Con estas notaciones (2.1) se escribe

f(z) =
1X

jQj=0

cQ(z � a)Q; 8z 2 �.

Sea f 2 O(U); entonces para todo a 2 U , existe R = (R1; :::; Rn) 2 (R+)n poliradio

tal que f(z) =
1X

jQj=0

cQ(z � a)Q, 8z 2 �(a;R), consideremos r = (r1; :::; rn) 2 (R+)n

poliradio con 0 < rj < Rj para todo 1 � j � n, de la teoría de varias variables

complejas (ver [11]),
1X

jQj=0

cQ(z�a)Q converge absoluta y uniformemente a f(z), para

todo z 2 �[a; r]; reordenando tenemos:

f(z) =
1X
m=0

0@X
jQj=m

cQ(z � a)Q
1A =

1X
m=0

Pm(z); 8z 2 �[a; r], (2.2)

7



Capítulo 2. Preliminares

donde Pm(z) =
P

jQj=m
cQ(z � a)Q es un polinomio homogéneo de grado m en las

variables z1; :::; zn.

Observe que, de (2.2), como Pm es continuo en �[a; r] y
kP

m=0

Pm(z) ! f(z) uni-

formemente en �[a; r]; concluimos que f es continua en �[a; r]: En particular, f es

continua en a.

Sea U � Cn un abierto y F : U ! Cm una función. Podemos asociar a F

m-funciones f1; :::; fm : U ! C llamadas las funciones coordenadas de F . Decimos

que F es holomorfa en a 2 U (resp. en U) si y sólo si cada una de las funciones

coordenadas f1; :::; fm son holomorfas en a 2 U (resp. en U).

2.2. Campos Vectoriales Holomorfos y Sistemas

de Ecuaciones Diferenciales

De�nición 2.2.1 Sea U � Cn un abierto. Un campo vectorial holomorfo en U es

una función holomorfa

Z : U ! Cn

z 7! Z(z) = (Z1(z); :::; Zn(z))

tal que si z 2 U entonces Z(z) es un vector cuyo punto de aplicación es z.

Notación 2.2.1 Denotaremos por X (U) al conjunto de todos los campos vectoriales
holomorfos de�nidos en U.

Las funciones Zi serán llamadas componentes o coordenadas de Z; como las Zi

son funciones holomorfas de varias variables complejas de�nidas en una vecindad de p

8



Capítulo 2. Preliminares

contenida en U; entonces existe un polidisco4(p; r) tal que ellas tienen un desarrollo
en series de potencias alrededor del p 2 U; si consideramos el polidisco compacto

4[p; r=2]; entonces las series de potencias convergen absoluta y uniformemente, de
esta manera las series de potencias no se alteran si reordenamos sus términos, así

obtenemos una serie de polinomios homogéneos

Zi(z1; :::; zn) =
X
k�0

Zik(z1; :::; zn); (1 � i � n),

donde los Zik(z1; :::; zn); (1 � i � n) son polinomios homogéneos de grado k en n

variables complejas.

De�nición 2.2.2 El orden de Zi en p 2 U es el menor número entero �i tal que

Zik � 0; para todo k < �i y Zi�i 6� 0 y lo denotamos por ordp(Zi) = �i:

De�nición 2.2.3 La multiplicidad algebraica de la foliación FZ (o del campo Z) en
el punto p 2 U , denotada por mp(FZ) (o simplemente por mp(Z)) es el mínimo de

los órdenes ordp(Zi), i.e mp(Z) = m��nfordp(Zi); 1 � i � ng:

De�nición 2.2.4 Un punto p 2 U es llamado punto singular de Z si y sólo si

Z(z) = 0; caso contrario, decimos que p es un punto regular de Z.

Notación 2.2.2 Denotaremos por Sing(Z) al conjunto de todos los puntos singu-

lares de Z.

Sea U � Cn un abierto, Z 2 X (U); z0 2 U entonces Z se expresa como

Z(z) =

0@ 1X
jQj=0

c1Q(z � z0)Q; :::;
1X

jQj=0

cnQ(z � z0)Q
1A . (2.3)

9



Capítulo 2. Preliminares

De�nición 2.2.5 Para cada k 2 N; de�nimos el k-jet o Jet de orden k de Z en el
punto z0; denotado por Jkz0(Z); se de�ne como:

Jkz0(Z) =

0@ kX
jQj=0

c1Q(z � z0)Q; :::;
kX

jQj=0

cnQ(z � z0)Q
1A . (2.4)

Observaciones:

1. Un punto z0 2 Sing(Z) si y sólo si J0z0(Z) = (0; :::; 0) si y sólo si mp(Z) � 1.

2. Si z0 2 Sing(Z) entonces J1z0(Z) = DZ(z0); la cual es llamada la parte lineal de

Z.

De�nición 2.2.6 Un punto p 2 U es llamado irreducible si y sólo si mp(Z) = 1 y

la parte lineal de Z en p (i.e DZ(p)) tiene al menos un autovalor no nulo.

De�nición 2.2.7 Sea U � Cn un abierto y Z 2 X (U). Dada la Ecuación Diferencial
Ordinaria (E.D.O), asociada al campo vectorial holomorfo Z

z0 = Z(z). (2.5)

Por una solución de la EDO (2.5) se entenderá una función holomorfa ' : D ! U ,

donde D � C es un disco abierto, tal que

'0(T ) = Z('(T )); 8T 2 D.

De�nición 2.2.8 Sean U � Cn un abierto, Z 2 X (U); z0 2 U y T0 2 C. Dado el
Problema de Valor Inicial (P.V.I), o el Problema de Cauchy asociado a Z8<: z0 = Z(z)

z(T0) = z0.
(2.6)

Por una solución de la E.D.O (2.6) se entenderá una función holomorfa ' : D ! U ,

donde D � C es un disco abierto, tal que

10



Capítulo 2. Preliminares

a) El punto T0 2 D, '(T0) = z0:

b) '0(T ) = Z('(T )); 8T 2 D:

Las demostraciones de los siguientes resultados se encuentran en [7] y [22].

Proposición 2.2.1 Sea U � Cn un abierto, Z 2 X (U); z0 2 U y T0 2 C: Resolver
el PVI (2.6) es equivalente a resolver la ecuación integral

Z(T ) = z0 +

Z T

T0

Z(z(s))ds,

donde la integral es a lo largo del segmento que une T0 a T.

Teorema 2.2.2 (Picard) Sea Z : �[z0; r] ! Cn un campo vectorial holomorfo en

�(z0; r) y Lipschitz en �[z0; r] entonces para cualquier T0 2 C; existe una única
solución del P.V.I.: 8<: z0 = Z(z)

z(T0) = z0 ,

de�nida en el disco D�[T0]; donde � = m��n
�
r1
N
; :::; rn

N

	
, r = (r1; :::; rn) y N =

m�ax fkZ(z)k ; z 2 �[z0; r]g.

Corolario 2.2.3 Sea U � Cn un abierto y Z 2 X (U): Entonces para cualquier
z0 2 U y cualquier T0 2 C; exixte una única solución del P.V.I8<: z0 = Z(z)

z(T0) = z0 ,

la cual está de�nida en una vecindad de T0:

Teorema 2.2.4 Sea Z : �[z0; r] ! Cn un campo vectorial holomorfo en �(z0; r) y

Lipschitz en �[z0; r] y denotemos por 'z0 : D�[T0] ! �[z0; r] la única solución del

11
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P.V.I.: 8<: z0 = Z(z)

z(T0) = z0 ,

donde � = m��n
�
r1
N
; :::; rn

N

	
, r = (r1; :::; rn) y N=maxfkZ(z)k ; z 2 �[z0; r]g.

Entonces

1. Existe un poliradio r0 = (r01; :::; r
0
n) con r

0
j < rj y existe 0 < �0 < � tales que para

todo z 2 �[z0; r0] existe una única solución 'z : D�0 [T0]! �[z0; r] del PVI:8<: w0 = Z(w)

w(T0) = z.

2.


'z(T )� 'z0(T )

 � kz � z0k eLip(Z)jT�T0j; 8z 2 �[z0; r0] y 8T 2 D�0 [T0]:

Observación:

1. La parte 2 del teorema anterior recibe el nombre de continuidad de las solu-

ciones respecto a las condiciones iniciales.

2. En virtud al teorema anterior, para el campo Z : �[z0; r] ! Cn; podemos

de�nir la función

' : D�
2
[T0]��[z0; r2 ] ! �[z0; r]

(T; z) 7! '(T; z) = 'z(T ).

Esta función ' es llamada Flujo Local asociado a Z alrededor de (T0; z0). Es claro

que el �ujo satisface las siguientes condiciones:

a) @'
@T
(T; z) = Z('(T )); 8(T; z) 2 D�

2
(T0)��(z0; r2):

b) '(T0; z) = z; 8z 2 �(z0; r2):

12
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El siguiente resultado establece que el �ujo local asociado a un campo vectorial

holomorfo es también holomorfo, considerando como función de un abierto de Cn+1

en Cn:

Teorema 2.2.5 Si Z : �[z0; r] ! Cn un campo vectorial holomorfo en �(z0; r) y

Lipschitz en �[z0; r] entonces su �ujo local asociado ' : D�
2
[T0]��[z0; r2 ]! �[z0; r]

es una función holomorfa.

2.2.1. Sistemas Lineales Complejos

El caso más simple de una EDO compleja es el sistema lineal con coe�cientes

constantes de la forma

dz

dT
= A:z; T 2 C; z 2 Cn y A 2 Cn�n. (2.7)

En esta sección, adoptaremos el punto de vista Genérico, es decir, veremos qué

propiedades son satisfechas por �casí todos�los sistemas de ecuaciones diferenciales

lineales. El decir �casí todos�se re�re que el conjunto que estudiamos es abierto y

denso.

Comenzaremos con un breve repaso de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

en los números reales:

Las soluciones de la ecuación diferencial lineal

dx

dt
= A:x; t 2 R; x 2 Rn y A 2 Rn�n (2.8)

están dadas por el �ujo lineal

'A : R� Rn ! Rn

(t; x) 7! 'A(t; x) = etAx.

13
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De�nición 2.2.9 El sistema lineal (2.8) (resp. la matriz A) se llama Hiperbólico

(caso real)si los valores propios de la matriz A tiene parte real diferente de cero.

De�nición 2.2.10 El sistema lineal (2.8) (resp. la matriz A) se llama Estruc-

turalmente Estable si dado cualquier sistema de ecuaciones diferenciales lineales

su�cientemente próximo, la estructura de las soluciones no cambia desde un punto

de vista topológico.

Las demostraciones de los siguientes teoremas pueden ser encontradas en [15], [22] y

[7].

Teorema 2.2.6 En el caso real, se cumplen lo siguiente:

1. Los sistemas Hiperbólicos forman un conjunto abierto denso en el espacio de

los sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales.

2. Un sistema de ecuaciones diferenciales es estructuralmente estable si y sólo si

es hiperbólico.

3. Dos sistemas hiperbólicos son topológicamente conjugados (equivalentes) si ellos

tienen el mismo índice, donde el índice es un número de f0; 1; :::; ng.

En resumen, el teorema anterior nos dice que los sistemas estructuralmente esta-

bles forman un conjunto abierto y denso en los sistemas de ecuaciones deferenciales

lineales en Rn, y que estos tienen n+ 1 clases de equivalencia, dados por la relación

de conjugación topológica.

Ahora veamos brevemente, como es el panorama en el caso de los sistemas de ecua-

ciones diferenciales lineales complejos.

14
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Como estamos viendo desde un punto de vista genérico, consideramos al conjunto

abierto y denso de las matrices invertibles y diagonizables

A =

0BBBBBB@
�1 0 ::: 0

0 �2 ::: 0
...

...
. . .

...

0 0 ::: �n

1CCCCCCA ; �j 2 C� f0g, j = 1; :::; n.

Las soluciones de
dz

dT
= A:z; T 2 C; z 2 Cn

están dadas por el �ujo exponencial

'A : C� Cn ! Cn

(T; z) 7! 'A(T; z) = eTA:z

el cual nos dice que las soluciones son ahora �curvas complejas� (super�cies de

Riemann), la cual tienen dimensión real igual a dos, esta es la primera diferencia

importante a la del caso real.

De�nición 2.2.11 Dado el �ujo complejo 'A : C�Cn ! Cn y � 2 C; de�nimos la
aplicación

'�;A : R� Cn ! Cn

(t; z) 7! '�;A(t; z) = 'A(�t; z) = e�tAz

llamada Flujo Real inducido por 'A en la dirección �:

Observe que sus órbitas O�;A(z) = f'�;A(t; z); t2 Rg son curvas reales contenidas
en las órbitas OA(z) = f'A(T; z); T2 Cg; es decir O�;A(z) � OA(z) � Cn �= R2n:

Notación 2.2.3 Sea A 2 Cn�n una matriz compleja, �1; :::; �n autovalores de A;
denotaremos por

H(�1; :::; �n) = H(A) � C

a la envolvente convexa de los valores propios de la matriz A.

15
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De�nición 2.2.12 Sea A 2 Cn�n una matriz compleja

1. Decimos que la matriz A pertenece al dominio de Poincaré si 0 62 H(A):

2. Decimos que la matriz A pertenece al dominio de Siegel si 0 2 H(A):

Veamos que el conocimiento de los �ujos reales, nos da información sobre el �ujo

complejo.

Teorema 2.2.7 Sea A = diag[�1; :::; �n] 2 Cn�n con �j 2 C � f0g, j = 1; :::; n,

consideremos el sistema

dz

dT
= A:z; T 2 C; z 2 Cn. (2.9)

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Las soluciones del sistema anterior son transversales a las esferas S2n�1:

2. Existe � 2 C; tal que el origen es un atractor para el �ujo real '�;A : R�Cn !
Cn:

3. La matriz A pertenece al dominio de Poincaré.

Del resultado anterior tenemos:

Teorema 2.2.8 El sistema (2.9) pertenece al dominio de Siegel si existe una

solución que no es tranversal a la esfera S2n�1:

Teorema 2.2.9 Sea A =

0@� 0

0 �

1A 2 C2�2 con �; � 2 C�f0g: La matriz A pertenece
al dominio de Poincaré si y sólo si �=� 2 C� R�:

Teorema 2.2.10 En dimensión n = 2, el dominio de Poincaré es abierto y denso

en el espacio C2�2:

16
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Del teorema anterior, el dominio de Siegel tiene interior vacio en el espacio C2�2:

Para más información ver [3].

Observación: En dimensión n � 3; el dominio de Siegel tiene interior no vacío, con
lo cual, el dominio de Poincaré ya no es denso, ver [15].

De�nición 2.2.13 Sea A = diag[�1; :::; �n] 2 Cn�n con �j 2 C � f0g, j = 1; :::; n,
consideremos el sistema

dz

dT
= A:z; T 2 C; z 2 Cn.

La matriz A o el sistema es Hiperbólico si �i=�j 62 R para i 6= j:

Las clases de equivalencia topológicas en el dominio de Poincaré se describen en el

siguiente resultado.

Teorema 2.2.11 Todo sistema hiperbólico en el dominio de Poincaré es estructural-

mente estable y son topológicamente conjugados entre sí.

Corolario 2.2.12 En dimensión compleja n = 2, la estabilidad estructural es genéri-

ca. Además, todo sistema Hiperbólico en el dominio de Poincaré es topológicamente

conjugado al sistema. 0@z0
w0

1A =

0@�1 0

0 i

1A0@z
w

1A .
Observación

1. En el caso real se tiene que la estabilidad estructural es genérica con n+1 clases

de equivalencia dadas por la conjugación topológica.

2. En el caso complejo, dimensión dos, la estabilidad estructural es genérica pero

con una sola clase de equivalencia. Mientras que en dimensión� 3 la estabilidad
estructural ya no es genérica.

17
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2.2.2. Campos Holomorfos con Parte Lineal No Nula

En esta sección estudiaremos las singularidades de un campo vectorial holomorfo,

desde el punto de vista local. Las demostraciones de los teoremas de esta sección

pueden ser encontradas en [15], [7] y [22].

De�nición 2.2.14 Sea U � Cn un abierto, Z 2 X (U); z0 2 U es una singularidad

aislada del campo Z si z0 2Sing(Z) y existe V � U vecindad abierta de z0 tal que

Sing(Z) \ (V � fz0g) = �:

Sean U � Cn un abierto, Z 2 X (U) y z0 2 U una singularidad aislada de Z.

Luego existe V � U vecindad abierta de z0 tal que

Z(z) =

0@ 1X
jQj=1

c1Q(z � z0)Q; :::;
1X

jQj=1

cnQ(z � z0)Q
1A ; 8z 2 V ,

observe que el término constante es cero puesto que z0 es una singularidad, además

Z(z) 6= 0 8z 2 V � fz0g:

De�nición 2.2.15 DZ(0) es llamado Parte Lineal de Z.

De�nición 2.2.16 Decimos que Z tiene parte lineal no nula en z0 2 U si la derivada
o la matriz jacobiana de Z en z0 DZ(0) = Z 0(z0) 6= �:

De�nición 2.2.17 Sea z0 una singularidad de Z, sean f�1; :::; �ng los autovalores
de DZ(z0). Diremos que:

1. Un punto z0 es una singularidad no degenerada si DZ(z0) es no singular.

2. Un punto z0 es hiperbólica si es no degenerada y todos los cocientes �i=�j 2 C�R
para todo i 6= j:
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3. Un punto z0 está en el dominio de Poincaré si DZ(z0) está en el dominio de

Poincaré.

4. Un punto z0 está en el dominio de Siegel si DZ(z0) está en el dominio de Siegel.

5. Diremos que una singularidad z0 tiene una resonancia si existen 1 � i � n y

m1; ::::;mn, enteros no negativos, tales que
Pn

j=1mj � 2 y �i =
Pn

j=1mj�j:

Una singularidad que no posee resonancias será llamada no resonante.

Proposición 2.2.13 Se cumple lo siguiente:

1) Las propiedades, arriba de�nidas, son invariantes por biholomor�smos.

2) Las singularidades no degenerdas son aisladas.

Prueba.

1) En efecto, si ' : V ! U es un biholomor�smo tal que '(p) = q y Y = '�(Z);

entonces, DY (p) y DZ(q) tienen los mismos autovalores.

2) En efecto, sean U � Cn un abierto, Z 2 X (U) y q 2 U singularidad no

degenerada entonces det(DZ(q)) 6= 0; implica que Z, visto como aplicación de
U en Cn; por el Teorema de la función inversa, existe V � U vecindad abierta

de q tal que Z : V ! Z(V ) es un biholomor�smo. Esto implica que Z(p) 6= 0
para todo p 2 V � fqg; luego q es la única singularidad de Z en V . �

Observación: Desde que las propiedades, arriba de�nidas, son invariantes por bi-

holomor�smos nos permite extender las de�niciones anteriores para campos de vec-

tores en variedades complejas, vía cartas locales.

De�nición 2.2.18 Sean U1; U2 � Cn abiertos, Z1 2 X (U1); Z2 2 X (U2); p1 2 U1;
p2 2 U2 y consideremos sus �ujos asociados

'1 : D@[T0]��[p1; r0]! �[p1; r]

'2 : D@[T0]��[p2; r0]! �[p2; r].
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Decimos que Z1 es Localmente Topológicamente Conjugados (resp. Analíticamente

Conjugados) a Z2, lo que denotaremos Z1 �top Z2 (resp. Z1 �anal Z2) si y sólo si
existen vecindades abiertas V1 � U1; V2 � U2 de p1, p2 respectivamente y existe

h : V1 ! V2 homeomor�smo (resp. biholomor�smo) llamado Conjugación Topológica

Local (resp. Conjugación Analítica Local) tal que

h('1(T; z)) = '2(T; h(z)) 8(T; z) 2 D@[T0]� V1.

El siguiente Teorema nos da toda la información cualitativa alrededor de un punto

regular

Teorema 2.2.14 (Flujo Tubular) Sean U � Cn un abierto, Z 2 X (U) y z0 2 U
un punto regular de Z entonces Z es localmente analíticamente conjugado al campo

constante Y = (1; 0; :::; 0) alrededor de z0 y 0. (ver Figura 2.1)

Prueba. Ver [[12]].

Figura 2.1: En una vecindad, las órbitas se enderezan

Sea U � Cn un abierto, Z 2 X (U) y su �ujo asociado 'Z : D@[T0] � �[z0; r0] !
�[z0; r]:

20



Capítulo 2. Preliminares

De�nición 2.2.19 De�nimos la órbita (local)de z por el campo Z (o la hoja de z por

el campo Z) como:

OZ(z) = f'Z(T; z); T 2 D@(T0)g.

De�nición 2.2.20 Denotaremos por FZ = fOZ(z); z2 �[z0; r0]g; el cual es llamado
Foliación (local) por curvas generada por Z.

Si Z1 �top Z2 (resp. Z1 �anal Z2) entonces la conjugación topológica (resp. analítica)
h : V1 ! V2 satisface

h(OZ1(z)) = OZ2(h(z)); 8z 2 V1,

es decir, una conjugación lleva hojas en hojas.

De�nición 2.2.21 Diremos que um campo de vectores holomorfos Z es linealizable

en una singularidad p, si Z es localmente analíticamente conjugado en p al campo

lineal de�nido por DZ(p) en 0.

Los resultados más importantes sobre las singularidades no degeneradas son los teo-

remas de Linealización de Poincaré y Siegel, que enunciaremos enseguida.

Teorema 2.2.15 (Linealización de Poincaré) Si p es una singularidad en el do-

minio de Poincaré y sin resonancias, de un campo de vectores holomorfo Z, entonces

Z es linealizable en p.

De�nición 2.2.22 Sean U � Cn un abierto, Z 2 X (U) y p 2 U una singularidad en
el domino de Siegel y sin resonancias, f�1; :::; �ng los autovalores de DZ(p). Diremos
que la singularidad q veri�ca las condiciones de Siegel, si existen constantes C,
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� > 0; tales que para cualquier i = 1; :::; n y cualquier n�upla de enteros no negativos
m = (m1; :::;mn) con

Pn
j=1mj � 2; tenemos������i �

nX
j=1

mj�j

����� � C

jmj� ,

donde jmj =
Pn

j=1mj:

Note que las condiciones de Siegel implican que la singularidade es no resonante.

Teorema 2.2.16 (Linealización de Siegel) Un campo holomorfo que posee una

singularidad que veri�ca las condiciones de Siegel, es linealizable en esta singularidad.

2.3. Variedades Complejas

De�nición 2.3.1 Sea M un espacio topológico de Hausdor¤ con base numerable.

1. Una carta compleja de dimensión n sobre M es un homeomor�smo ' : U ! V

donde U es un abierto de M y V es un abierto de Cn:

2. Dos cartas complejas 'i : Ui ! Vi; i = 1; 2 son llamadas compatibles si la

aplicación '2 � '�11 : '1(U1 \ U2)! '2(U1 \ U2) es un biholomor�smo.

3. Un atlas complejo de dimensión n sobre M es una colección de cartas complejas

de dimensión n, A(M) = f'i : Ui ! Vigi2I tal que son compatibles dos a dos y
además M =

S
i2I
Ui:

4. Dos atlas complejos A y A0 sobre M de dimensión n son llamadas analítica-

mente equivalentes si cada carta de A es compatible con cada carta de A0.
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Figura 2.2: Cambio de coordenadas

Denotemos por AM = fA; A es un atlas complejo de dimensión n sobre Mg: Dados
A, A0 2 AM de�nimos:

A � A0 si y sólo si A y A0 son analíticamente equivalentes.

Es fácil ver que la relación anterior es una relación de equivalencia.

De�nición 2.3.2 Una clase de equivalencia � en AM=� es llamado estructura com-
pleja n-dimensiónal sobre M.

Dado � 2 AM=�; consideramos A� =
S
A

A2�
; es claro que A� 2 �. El conjunto A� es

llamado atlas maximal.

De�nición 2.3.3 Una variedad compleja de dimensión n es un par (M;�) donde
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M es un espacio topológico de Hausdor¤ con base numerable y � es una estructura

compleja n-dimensional sobre M.

Observación:

1. Una variedad compleja de dimensión uno es llamada super�cie de Riemann.

2. Si A es un atlas complejo sobre M, entonces existe una única estructura com-
pleja � tal que A 2 �: Se sigue que para obtener una variedad compleja es
su�ciente �jar un atlas complejo sobre un espacio topológico de Hausdor¤ con

base numerable.

Lema 2.3.1 Sea M 6= � y F = f(U�; '�)g una familia de biyecciones '� : U� !
'�(U�) � Cn que satisface las condiciones siguientes:

1. Para todo (U�; '�) 2 F ; el conjunto '�(U�) � Cn es un abierto de Cn:

2. M =
[
�

U�.

3. Si (U�; '�); (U�; '�) 2 F son tales que U� \ U� 6= � entonces '�(U� \ U�) y
'�(U� \ U�) son abiertos de Cn y la composición '� � '�1� : '�(U� \ U�) !
'�(U� \ U�) es un biholomor�smo.

Entonces existe una única topología �(F) sobre M que torna a la familia F un atlas
complejo de dimensión n para M, además con la topología �(F) las biyecciones se
tornan en homeomor�smos.

Prueba. Denotemos por �(F) a la familia de subconjuntos de M de�nidas por

A 2 �(F), '�(A \ U�) � Cn es abierto 8�.

Es fácil ver que �(F) es una topología sobre M.
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Lema 2.3.2 Sea M 6= � y F = f(U�; '�)g con las condiciones del lema 1. La
topología �(F) es de Hausdor¤ si y sólo si 8(U�; '�); (U�; '�) 2 F con U� \U� 6= �

no exista ninguna sucesión (xn) � '�(U� \ U�) tal que xn ! x 2 '�(U� � U�) y

('� � '�1� )(xn)! y 2 '�(U� � U�):

Lema 2.3.3 Sea M 6= � y F = f(U�; '�)g con las condiciones del lema 1. �(F)
tiene base numerable si y sólo si el cubrimiento fU�g deM admite un subcubrimiento

numerable de M.

Las demostraciones de los lemas anteriores las puede encontrar en [19].

De�nición 2.3.4 Sean (X;A), (Y;B) dos variedades complejas de dimensiónes m
y n respectivamente y f : X ! Y continua.

1. Decimos que f es holomorfa en p 2 X si existe ' : U ! V , ' 2 A y existe
 : U 0 ! V 0,  2 B con p 2 U y f(p) 2 U 0; f(U) � U 0 tales que  � f � '�1 :
V � Cm ! V 0 � Cn es holomorfa en '(p):

2. Decimos que f es holomorfa en X si f es holomorfa en p, 8p 2 X:

3. Decimos que f es biholomorfa si f es biyectiva holomorfa y su inversa también

es holomorfa.

4. Decimos que (X;A) y (Y;B) son biholomorfas si existe un biholomor�smo entre
ellas.
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Transformado Estricto de

Funciones Holomorfas

3.1. El Espacio Proyectivo Complejo CP (n)

En Cn � f0g de�nimos la siguiente relación:

z � w , 9 t 2 C� = C� f0g tal que w = tz,

donde z; w 2 Cn � f0g:

Es claro que ���es una relación de equivalencia. Al conjunto cociente de�nido por
la relación lo denotamos por:

CP (n� 1) = (Cn�f0g) =� = f[z] = [z1; :::; zn+1]; z 2 Cn � f0gg.

donde [z] = f(tz1; :::; tzn); t 2 C�g.

Los elementos de CP (n� 1) son rectas complejas de C n que pasan por el origen tal

que el 0 2 Cn no pertenece a la recta.

� Si n = 1; CP (1) es llamado linea proyectiva o esfera de Riemann.
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� Si n = 2; CP (2) es llamado plano proyectivo complejo.

Demos una estructura de variedad al espacio CP (n� 1):

Sea Uj = f[z] = [z1; :::; zn] 2 CP (n � 1); zj 6= 0g para 1 � j � n, de�nimos las

aplicaciones

'j : Uj �! Cn�1

[z] 7�! 'j([z]) =

�
z1
zj
; :::;

zj�1
zj

;
zj+1
zj

; :::
zn
zj

�
,

es fácil ver que las aplicaciones 'j son biyecciones (1 � j � n); donde las inversas

son '�1j : Cn�1 ! Uj dadas por:

'�1j (w1; :::; wn�1) = [w1; ::: : wj�1; 1;wj; :::;wn].

Luego tenemos una familia de biyecciones F = f(Uj; 'j)g1�j�n tal que: 'j(Uj) =
Cn�1 es abierto (1 � j � n) y [nj=1(Uj) = CP (n� 1), con un fácil cálculo se muestra
que:

Para Ui \Uj 6= � se tiene que 'i(Ui \Uj), 'j(Ui \Uj) son abiertos en Cn�1. Además
'i � '�1j es un biholomor�smo 8i; j 2 f1; :::; ng:

Entonces la familia F = f(Uj; 'j)g1�j�n genera una topología �(F) sobre CP (n� 1)
que torna a F un atlas holomorfo de dimensión n, como F es �nito entonces �(F)
tiene base numerable, ver lemas 2.3.1 y 2.3.3.

Sea (Ui; 'i),(Uj; 'j) 2 F tal que Ui \ Uj 6= � un fácil cálculo muestra que no exis-

te ninguna sucesión (xn) � 'i(Ui \ Uj) tal que xn �! x 2 'i(Ui � Uj) y ('j �
'�1i )(xn) �! y 2 'j(Uj � Ui) entonces �(F) es de Hausdor¤, ver lema 2.3.2. Luego
tenemos que CP (n � 1) es un espacio topológico de Hausdor¤ con base numerable,
por lo tanto (CP (n� 1);A(CP (n� 1))) es una variedad compleja holomorfa de di-
mensión n�1; dondeA(CP (n�1)) es el atlas maximal que contiene al atlas generado
por la familia F .
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De�nición 3.1.1 (CP (n� 1);A(CP (n� 1))) es llamado espacio Proyectivo Com-
plejo (n� 1)�dimencional.

Proposición 3.1.1 CP (n� 1) es compacto.

Observación: El conjuntoCn�1 puede ser identi�cado con U1; y sea el conjuntoH1 =

f[z1; :::; zn]; z1 = 0g en CP (n � 1); observe que la primera carta de CP (n � 1) no
puede ver el conjunto H1 = CP (n� 1)� U1 = CP (n� 1)�Cn�1; es decir que H1

no intersecta la imagen de '1; donde (U1; '1) es la primera carta de CP (n � 1); es
por eso que a H1 = CP (n � 1) � Cn�1 se le llama conjunto del in�nito (en la 1ra
carta).

3.2. El Blow-up Centrado en el 0 2 Cn

El Blow-up centrado en el 0 2 Cn, consiste en remplazar el 0 2 Cn por un espacio
proyectivo CP (n � 1); dejando todos los otros puntos invariante desde el punto de
vista biholomorfo. Vamos a dar un sentido matemático preciso a esta idea informal,

empezamos considerando las siguientes aplicaciones:

Ej : Cn �! Cn

(y1; :::; yn) 7�! E1(y1; :::; yn) = (y1; y1y2; :::; y1yn) = (z1; :::; zn),

para 1 � j � n. Es fácil deducir las siguientes propiedades:

1. E�1j (0) = fy1 = 0g

2. Ej(Cn) = fCn � fzj = 0gg [ f0g , i.e Ej no es sobreyectiva

3. Ej : Cn � fyj = 0g �! Cn � fzj = 0g es un biholomor�smo, cuya inversa es:

E�1j : Cn � fzj = 0g �! Cn � fyj = 0g

(z1; :::; zn) 7�! E�1j (z1; :::; zn) =

�
z1
zj
; :::;

zj�1
zj

; zj;
zj+1
zj

; :::
zn
zj

�
.
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Capítulo 3. Transformado Estricto de Funciones Holomorfas

De lo anterior deducimos que para poder cubrir todo el espacio Cn se necesitan las

n-aplicaciones Ej, además el 0 2 Cn es llevado a un espacio (n � 1)-dimensional,
fzj = 0g, via la aplicación Ej.

Para cubrir todo Cn (i.e todo punto de Cn tenga pre-imagen bajo E1; :::; En) nece-

sitamos pegar los n sistemas haciendo que los espacios fy1 = 0g; :::; fyn = 0g se
identi�quen dos a dos, de tal manera que E1; :::; En siguan siendo biholomor�smos,

intuitivamente necesitamos construir una variedad con ayuda de las apliaciones

E1; :::; En:

Para 1 � j � n, de�nimos los conjuntos:

~Uj = f(z1; :::; zn; [w]) 2 Cn � Uj; (z1; :::zj�1; zj+1; :::; zn) = zj'j([w])g,

donde (Ui; 'i) son las cartas del plano proyectivo CP (n� 1). Observe que:

~Uj � Cn � Uj � Cn � CP (n� 1); (1 � j � n).

Sea z = (z1; :::; zn) y [w] = [w1; :::;wn]; de�nimos las funciones:

~'j : ~Uj �! Cn

(z; [w]) 7�! ~'1(z; [w]) =

�
w1
wj
; :::;

wj�1
wj

; zj;
wj+1
wj

; :::
wn
wj

�
.

Un fácil cálculo muestra que las ~'j,(1 � j � n) son biyeciones, cuyas inversas son:

~'�1j : Cn �! ~Uj

(y1; :::; yn) 7�! ~'�1j (y1; :::; yn) =
�
Ej(y1; :::; yn); '

�1
j (y1; :::; yj�1; yj+1; :::; yn)

�
.

Luego tenemos una familia de biyecciones ~F = f( ~Uj; ~'j)g1�j�n.

De�nimos el conjunto ~Cn0 = [nj=1( ~Uj), un fácil cálculo se muestra que:

Para ~Ui \ ~Uj 6= � se tiene que ~'i( ~Ui \ ~Uj), 'j( ~Ui \ ~Uj) son abiertos en Cn. Además
~'i � ~'�1j es un biholomor�smo 8i; j 2 f1; :::; ng:
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Capítulo 3. Transformado Estricto de Funciones Holomorfas

Entonces la familia ~F = f( ~Uj; ~'j)g1�j�n genera una topología �( ~F) sobre ~Cn0 que
torna a F un atlas holomorfo de dimensión n, como ~F es �nito entonces �( ~F) tiene
base numerable, ver lemas 2.3.1 y 2.3.3.

Sean ( ~Ui; ~'i),( ~Uj; ~'j) 2 F tal que ~Ui \ ~Uj 6= � un fácil cálculo muestra que no

existe ninguna sucesión (xn) � ~'i( ~Ui \ ~Uj) tal que xn �! x 2 ~'i( ~Ui � ~Uj) y

(~'j � ~'�1i )(xn) �! y 2 ~'j( ~Uj � ~Ui) entonces �( ~F) es de Hausdor¤, ver lema 2.3.2.
Luego tenemos que CP (n � 1) es un espacio topológico de Hausdor¤ con base nu-
merable.

Por lo tanto (~Cn0 ;A(~Cn0 )) es una variedad compleja holomorfa de dimensión n; donde
A(~Cn0 ) es el atlas maximal que contiene al atlas generado por la familia ~F .

De�nición 3.2.1 La variedad compleja (~Cn0 ;A(~Cn0 )) es llamada Blow-up centrado
en el 0 2 Cn:

Observe que ~Cn0 � Cn � CP (n� 1), de manera natural existen dos proyecciones:

E : ~Cn0 �! Cn

(z; [l]) 7�! E(z; [l]) = z,

� : ~Cn0 �! CP (n� 1)
(z; [l]) 7�! E(z; [l]) = [l].

i) Expresamos la proyección E en coordenadas, i.e trabajando con las cartas de la

variedad ~Cn0 .

En la j-ésima carta ( ~Uj; ~'j)

(E � ~'�1j )(y1; :::; yn) = Ej(y1; :::; yn):

Entonces (E � ~'�1j ) = Ej 8 j 2 f1; :::; ng, por lo tanto ahora sí cualquier punto
z 2 Cn tiene pre-imagen bajo E1; E2; :::; ó En: Además como las aplicaciones Ej son
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Figura 3.1: El Blow-up centrado en el 0 2 Cn.

holomorfas 8 j 2 f1; :::; ng, entonces la aplicacion E : ~Cn0 �! Cn es holomorfa entre

variedades, (ver �gura 3.1).

ii) Análogamente para la proyección �, es fácil ver que � es una función holomorfa

entre variedades.

De�nición 3.2.2 La función holomorfa E : ~Cn0 �! Cn será llamada Blow-up con

centro en el punto 0 2 Cn.

Proposición 3.2.1 La función E : ~Cn0 �! Cn veri�ca las siguientes propiedades:

(1) E�1(�) = CP (n� 1) ; donde � = (0; 0; 0):

(2) ~Cn0 = f(z; [z]); z 2 Cn � f0gg [ f�g � CP (n� 1):
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(3) Ej~Cn0�CP (n�1)
: ~Cn0 � CP (n� 1) �! Cn � f�g es un biholomor�smo.

(4) E : ~Cn0 �! Cn es un mapeo propio.

Prueba.

(1) En efecto, sea (z; [l]) 2 E�1(�) , E(z; [l]) = � , z = � , (z; [l]) 2 f�g �
CP (n� 1) entonces E�1(�) = f�g�CP (n� 1), sea i : CP (n� 1) ,! E�1(�) la

inclusión canónica, es claro que i es una inmersión holomorfa, entonces es claro

que f�g�CP (n�1) es biholomorfa a CP (n�1) (CP (n�1) � f�g�CP (n�1));
entonces E�1(�) se puede identi�car con CP (n� 1).

(2) En efecto, es claro que f(z; [z]); z 2 Cn�f�gg[f�g�CP (n�1) � ~Cn0 , veamos
el otro contenido.

Sea (z; [l]) 2 ~Cn0 ; donde z = (z1; :::; zn); [l] = [l1; :::; ln] entonces ocurren dos casos :

� Si z = �; entonces (z; [l]) 2 f�g�Ui � f�g�CP (n�1); para algún i 2 f1; :::; ng )
(z; [l]) 2 f(z; [z]); z 2 Cn � f�gg [ f�g � CP (n� 1)

� Si z 6= �, sin pérdida de generalidad supongamos que (z; [l]) 2 ~U1 ) (z2; :::; zn) =

z1'1([l]) = z1(
l2
l1
; :::; ln

l1
); Además z1 6= 0; entonces [z] = [l]; luego (z; [l]) 2

f(z; [z]); z 2 Cn � f�gg:

(3) En efecto, teniendo en cuenta las identi�caciones anteriores, se aclara por última

vez que Ej~Cn0�CP (n�1)
: ~Cn0�CP (n�1) �! Cn�f�g es una biyección cuya inversa

es : (Ej~Cn0�CP (n�1)
)�1 : Cn�f�g �! ~Cn0�CP (n�1), ya sabemos que la aplicación

E es holomorfa , sólo nos falta ver que (Ej~Cn0�CP (n�1)
)�1 sea holomorfa, como son

aplicaciones entre variedades, entonces veamos mediante las cartas, es fácil ver

que ~'i � (Ej~Cn0�CP (n�1))
�1 es holomorfa 8 i 2 f1; :::; ng; entonces (Ej~Cn0�CP (n�1))

�1

sea holomorfa.
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(4) En efecto, sea K � Cn compacto, ocurren dos casos:

� Si � =2 K, entonces por de�nición de E, E�1(K) es compacto.

� Si � 2 K; entonces E�1(K) = E�1(K � f�g) [ CP (n� 1) es compacto. �

Observaciones: Con respecto a la Proposición anterior, tenemos:

1. Teniendo en cuenta la identi�cacion en (1) se tiene que

~Cn0 = f(z; [z]); z 2 Cn � f0gg
[
CP (n� 1).

2. Sea la proyección canónica ~� : Cn � f0g �! CP (n� 1) obtenida apartir de la
relación " � " en Cn � f0g ,para la construcción de CP (n� 1); es claro que la
aplicación ~� es holomorfa, pues ('i � ~�) es holomorfa 8 i 2 f1; :::; ng;entonces
el grá�co de ~�: G(~�) es una variedad Holomorfa, aún más G(~�) = f(z; [z]);
z 2 Cn � f0gg es biholomorfo a Cn � f0g; entonces de (1) y (2) tenemos que:

~Cn0 = f(z; [z]); z 2 Cn � f0gg [ f0g � CP (n� 1) � (Cn � f0g) [ CP (n� 1),

entonces teniendo en cuenta las identi�caciones en (1) y (2) tenemos el siguiente

resultado:

~Cn0 = (Cn � f0g)
[
CP (n� 1).

3. De la observación 2 y de (3) podemos ver que que el origen 0 es remplazado

por el proyectivo CP (n � 1), ya que ~Cn0 � CP (n � 1) es una copia �el (desde
el punto de vista biholomorfo) de Cn � f0g:

4. Sea U � Cn; y sea p 2 U; también se puede construir, de manera análoga al
caso anterior, el Blow-up centrado en p 2 U , denotándolo por ~Up.
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3.3. Curvas Planas Proyectivas

Las de�niciones básicas y resultados de esta sección pueden encontrarlas en [14] y

[18].

Teorema 3.3.1 Sean f y h funciones holomorfas de�nidas en vecindades U y V

de 0 2 C2 respectivamente con f irreducible. Si C = f(x; y) 2 U ; f(x; y) = 0g
y hjC\V = 0 entonces existe una función holomorfa g de�nido en W vecindad de

0 2 C2 tal que h = fg en U \ V \W:

Proposición 3.3.2 Dos curvas planas sin componentes conexas se cortan en un

número �nito de puntos.

Proposición 3.3.3 Sean P1; :::; Pn (resp. Q1; :::; Qn) n puntos de CP (n � 1) no
alineados. Entonces existe un único cambio de coordenadas proyectivo T : CP (n �
1)! CP (n� 1) tal que T (Pi) = Qi; i = 1; :::; n:

Teorema 3.3.4 (Bezout) Sean F y G curvas planas proyectivas de grados m y n

respectivamente en CP (2). Supongamos que F y G no tienen componentes comunes.

Entonces X
p

ip(F;G) = mn.

3.4. Transformado Estricto de Foliaciones

Sean U � Cn; Z : U �! Cn un campo vectorial holomorfo y p 2 U una singulari-
dad aislada de Z, se sabe que las soluciones de la EDO z0 = Z(z) asociada al campo

Z , induce una foliación FZ en una vecindad de p 2 U; como p 2 U es una singulari-
dad aislada de Z, entonces existe una veciendad abierta Up de p en la que el p 2 Up
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es la única singularidad y los demás puntos de Up � fpg son puntos regulares, por
el Teorema del Flujo Tubular nos dice que las órbitas alrededor de un punto regular

las puedo enderezar mediante una conjugacion analítica local, entonces ya sabemos

como se comporta localmente. Lo interesante sería ver que pasa alrededor del punto

singular p, i.e como se comporta las órbitas alrededor del punto p; una manera de

poder observar es levantándola a ~Up vía el Blow-up E : ~Up �! U (mediante el Pull-

Back de Z bajo el biholomor�smo Ej ~Up�CP (n�1)), formando una nueva foliacion que

será llamado Transformado Estricto de FZ y será denotado por ~FZ :

Veamos que signi�ca levantar a un campo holomorfo, en el caso general.

Sean U � Cn abierto; Z : U �! Cn un campo vectorial holomorfo y p 2 U una

singularidad aislada de Z, sea la EDO

z0 = Z(z) (3.1)

asociada al campo Z , y sea F : V �! U un biholomor�smo (V � Cn abierto). Si
z = F (w); entonces: F 0(w)w0 = z0 = Z(z) = Z(F (w)) luego:

w0 = [F 0(w)]�1Z(F (w)) = [(F�1)0(F (w))]Z(F (w)) = ([(F�1)0:Z] � F )(w), (3.2)

donde F �(Z) = [(F�1)0:Z] � F es el Pull-Back de Z bajo F; observe que F �(Z) :

V �! Cn es un campo vectorial holomorfo, entonces en el sistema (3.2) se tiene:

w0 = F �(Z)(w); además que F es una conjugación analítica entre los campos Z y

F �(Z) i.e Z �ana F �(Z); entonces las soluciones de (3.2) son transformadas por F
en soluciones de (3.1), ver [6].

Por simplicidad supongamos que U = Cn, p = 0 2 Cn (singularidad aislada): Como
el Blow-up E : ~Cn0 �! Cn es un biholomor�smo entre ~Cn0 � CP (n� 1) y Cn � f0g,
entonces podemos hacer todo el procedimiento anterior, considerando el Pull-Back

de Z restringido a Cn�f0g: Entonces E�(Z) es un campo vectorial holomorfo sobre
~Cn0 �CP (n� 1); el problema es que no está de�nido sobre toda la variedad ~Cn0 ; nos
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Figura 3.2: El Pull-Back de Z bajo F

falta extender sobre el proyectivo CP (n � 1); pues en esta zona es la que nos dara
información de lo que pasa en el origen. Más adelante se verá que E�(Z) es extendido

a todo ~Cn0 .

Sea Z =
Pn

i=1 Zi
@
@zi
un campo vectorial holomorfo tal que mp(Z) = �; así ten-

emos:

Zi(z1; :::; zn) =
X
k��

Zik(z1; :::; zn) (3.3)

donde Zik son polinomios homogéneos de grado k; obtenidos al desarrollar Zi como

series de potencias alrededor del origen, 1 � i � n.

Realizamos el Pull-Back del campo Z bajo la aplicación del Blow-up.

Viendo a E�(Z) con la j-ésima carta del Blow-up.

E(y1; :::; yn) = (z1; :::; zn),

donde zi = yiyj si i 6= j y zj = yj:

El divisor (espacio proyectivo CP (n� 1)) es dado por:

E�1(0) = f(y1; :::; yn) : yj = 0g.
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En esta carta, el pull-back de Z por E es generado por:

E�(Z) = (Zj � E)
@

@yj
+

nX
i=1;i6=j

�
Zi � E � yiZj � E

yj

�
@

@yi
. (3.4)

De (3.3):

(Zj � E)(y) =
X
k��

ykjZ
j
k(ŷ),

donde y = (y1; :::; yn) y ŷ = (y1; :::; yj�1; 1; yj+1; :::; yn):

Luego tenemos:

E�Z(y) =

 X
k��

ykjZ
j
k(ŷ)

!
@

@yj
+

nX
i=1;i6=j

 X
k��

yk�1j [Zik(ŷ)� yiZ
j
k(ŷ)]

!
@

@yi
. (3.5)

Se presenta dos casos:

Caso I Si 9i 6= j tal que Zik(ŷ)� yiZ
j
k(ŷ) 6= 0.

En este caso E�(Z) es divisible por y��1j , denotamos:

~Z(y) =
E�1(Z)(y)

y��1j

; luego tenemos:

~Z(y) = yjZ
j
�(ŷ)

@
@yj
+

nP
i=1;i6=j

([Zi�(ŷ)� yiZj�(ŷ)]) @
@yi
+ yj ~Y (y),

donde ~Y es un campo vectorial holomorfo.

Observe que en este caso se tiene que E�1(0) es inavariante por F ~Z , donde
F ~Z es la foliación generada por ~Z. Así E�(Z) se extiende sobre el conjunto
fyj = 0g.

CASO II Si 81 � i � n con i 6= j se tiene Zik(ŷ)� yiZ
j
k(ŷ) = 0.

En este caso E�(Z) es divisible por y�j , denotemos:

~Z(y) =
E�1(Z)(y)

y�j
; luego tenemos:

~Z(y) = Zj�(ŷ)
@
@yj
+

nP
i=1;i6=j

�
[Zi�+1(ŷ)� yiZ

j
�+1(ŷ)]

�
@
@yi
+ yj ~W (y),

donde ~W es un campo vectorial holomorfo.
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Observe que en este caso se tiene que E�1(0) no es inavariante por F ~Z , donde F ~Z es
la foliación generada por ~Z. Así E�(Z) se extiende sobre el conjunto fyj = 0g.

De los dos casos anteriores, se tiene la siguiente:

De�nición 3.4.1 Al campo holomorfo ~Z, que es la extensión de E�(Z) en todo ~Cn0 ,

se le llama el Transformado Estricto del Campo Z por E.

Una vez hecho los análisis en la j-ésima carta del Blow-up, se tiene los siguientes

teoremas:

Teorema 3.4.1 Sean U � Cn abierto; Z : U �! Cn un campo vectorial holomorfo,

0 2 U una singularidad aislada de Z y E : ~Cn0 �! Cn la aplicación Blow-up (en la

j-ésima carta) centrada en 0, tal que si 9i 6= j tal que Zik(ŷ)� yiZ
j
k(ŷ) 6= 0 entonces

E�(Z) se extiende a una función holomorfa

~Z =
E�(Z)

y��1j

,

donde ~Z esta de�nida sobre todo ~Cn0 . Además E�1(0) = CP (n� 1) es invariante por
F ~Z :

Teorema 3.4.2 Sean U � Cn abierto; Z : U �! Cn un campo vectorial holomorfo,

0 2 U una singularidad aislada de Z y E : ~Cn0 �! Cn la aplicación Blow-up (en la j-

ésima carta) centrada en 0; tal que si 81 � i � n con i 6= j se tiene Zik(ŷ)�yiZ
j
k(ŷ) =

0 entonces

E�(Z) es extendido a una función holomorfa

~Z =
E�(Z)

y�j
,
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donde ~Z esta de�nida sobre todo ~Cn0 . Además E�1(0) = CP (n� 1) es no invariante
por F ~Z :

3.5. Singularidad Dicrítica

Sean U � Cn abierto; Z : U �! Cn un campo vectorial holomorfo, 0 2 U una

singularidad aislada de Z, sea E : ~Cn0 �! Cn la aplicación Blow-up centrada en 0 y
~Z es el Transformado Estricto de Z por E: Siguiendo con las notaciones de la sección

anterior y gracias a los Teoremas 3.4.1 y 3.4.2, se tienen las siguiente de�niciones:

De�nición 3.5.1 Decimos que 0 2 Cn es una Singularidad no Dicrítica de Z
cuando E�1(0) = CP (n� 1) es invariante por F ~Z :

De�nición 3.5.2 Decimos que 0 2 Cn es una Singularidad Dicrítica de Z cuan-
do E�1(0) = CP (n� 1) no es invariante por F ~Z :

Observaciones:

1) Del Teorema 3.4.1 se tiene: Si para cada j 2 f1; :::; ng 9 i 2 f1; :::; ng con i 6= j

tal que

ziZ
j
� � zjZi� 6� 0

si y sólo si 0 2 Cn es una Singularidad no Dicrítica de Z:

2) Note que en cualquiera de los dos casos FE�(Z) y F ~Z , las foliaciónes generadas
por E�(Z) y el Transformado Estricto ~Z respectivamente, coinciden fuera del

divisor E�1(0) = CP (n � 1); pues ~Z = 1

ykj
E�(Z) en la j-esima carta, donde

k = � � 1 si 0 2 Cn es una Singularidad no Dicrítica, k = � si 0 2 Cn es
una Singularidad Dicrítica.
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3) Teniendo una foliación FZ en Cn; llegamos a obtener una foliación FE�(Z) sobre
~Cn0 �CP (n�1); la cual se extiende de manera única , obteniendo una foliación
F ~Z sobre ~Cn0 la cual es llamada el Transformado Estricto de FZ (o de Z).

40



Capítulo 4

Caracterización de una

Singularidad Dicrítica en 0 2 Cn

Sea Mn una variedad compleja de dimensión n y consideremos en ella una fo-

liación analítica singular por curvas FZ . Sea p 2 Mn una singularidad aislada de

FZ . Sea z = (z1; :::; zn) un sistema de coordenadas en una vecindad de p enMn tal

que p = (0; :::; 0) 2 Cn. En estas coordenadas, sea

Z =
nX
i=1

Zi
@

@zi

el campo vectoral holomorfo que genera a FZ . Sim0 (Z) = �, donde � 2 Z+, entonces
las componentes Zi de Z tienen desarrollo de Taylor en 0 2 Cn

Zi =
X
k��

Zik , 1 � i � n,

donde cada Zik son polinomios homogéneos de grado k.

Además como las coordenadas Zi son funciones holomorfas alrededor de 0 2 Cn;
entonces en una vecinadad de 0 2 Cn tenemos:

Zi(z) =
X
jQj��

ci;Q(z � p)Q , 1 � i � n.
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El Jet de Orden k ó k -JET de Z en p denotado por Jkp (Z) se de�ne como:

Jkp (Z) =

kX
jQj=�

ci;Q(z � p)Q
@

@zi
, 1 � i � n

En esta sección probaremos que la condición de que FZ tiene una singularidad
dicrítica en p, puede ser caracterizada en términos de los polinomios Zi� (1 � i � n),

es decir, de J�0 (el primer jet no nulo de orden � de Z en el origen).

Más especi�camente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.0.1 Usando las notaciones anteriores, las siguientes a�rmaciones son

equivalentes:

(1) El punto 0 2 Cn es una singularidad dicrítica de FZ

(2) zjZi� � ziZj� � 0, 81 � i < j � n

(3) Existe un polinomio P��1, homogéneo de grado � � 1 tal que

8<: Zi� = ziP��1;

81 � i � n

(4) J�0 (Z) = P��1R; donde R =
nP
i=1

zi
@
@zi
es el campo vectorial holomorfo radial.

Prueba.

(1)) (2) Para cada j = 1; :::; n , usamos la j-ésima carta del Blow-up.

E(y1; :::; yn) = (z1; :::; zn),

donde zi = yiyj si i 6= j y zj = yj: En esta carta, el pull-back de Z por E es generado

por:

E�(Z) = (Zj � E)
@

@yj
+

nX
i=1;i6=j

�
Zi � E � yiZj � E

yj

�
@

@yi
. (4.1)

42



Capítulo 4. Caracterización de una Singularidad Dicrítica en 0 2 Cn

De (2.1) tenemos:

(Zj � E)(y) =
X
k��

ykjZ
j
k(ŷ),

donde y = (y1; :::; yn) y ŷ = (y1; :::; yj�1; 1; yj+1; :::; yn):

Por (4.1) tenemos:

E�Z(y) =

 X
k��

ykjZ
j
k(ŷ)

!
@

@yj
+

nX
i=1;i6=j

 X
k��

yk�1j [Zik(ŷ)� yiZ
j
k(ŷ)]

!
@

@yi
. (4.2)

Procediendo por contradicción, supongamos que (2) es falso, entonces existe i 6= j;

1 � i � n tal que Zi�(ŷ) � yiZj�(ŷ) 6= 0; luego E�Z es divisible por y��1j : Entonces

~Z = E�Z
y��1j

es el tranformado estricto de Z por E: De (4.2) tenemos que:

~Z(y) = yjZ
j
�(ŷ)

@

@yj
+

nX
i=1;i6=j

�
Zi�(ŷ)� yiZj�(ŷ)

� @

@yi
+ yj ~Y (y), (4.3)

donde ~Y es un campo vectorial holomorfo. De (4.3) deducimos que E�1(0) es inva-

riante por ~Z; lo cual es una contradicción, puesto que F ~Z 2 Dn:

(2) ) (3) Como los Zj� son polinomios homogéneos, reordenado sus términos y

factorizando z1, se pueden escribir de la siguiente forma:

Zj�(z1; :::; zn) =
�X
k=0

aj��k(z2; :::; zn)z
k
1 ,

donde los aj��k (1 � i � n) son polinomios homogéneos de grado ��k en las variables
z2; :::; zn: De la hipotesis, para 1 < j � n tenemos:

0 � zjZ
1
� � z1Zj� =

�P
k=0

a1��k(z2; :::; zn)z
k
1zj �

�P
k=0

aj��k(z2; :::; zn)z
k
1z1

� a1�(z2; :::; zn)zj +
�P
k=1

a1��k(z2; :::; zn)z
k
1zj �

�+1P
k=1

aj��k+1(z2; :::; zn)z
k
1

� a1�(z2; :::; zn)zj +
�P
k=1

[a1��k(z2; :::; zn)zj � a
j
��k+1(z2; :::; zn)]z

k
1 � a

j
0(z2; :::; zn)z

�+1
1
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Capítulo 4. Caracterización de una Singularidad Dicrítica en 0 2 Cn

Entonces: 8>>><>>>:
a1�(z2; :::; zn) � 0
a1��k(z2; :::; zn)zj � a

j
��k+1(z2; :::; zn) � 0; 1 � k � � � 1

aj0(z2; :::; zn) � 0,

(4.4)

luego de (4.4) tenemos:

Z1� =
�X
k=1

a1��k(z2; :::; zn)z
k
1 = z1

 
��1X
k=0

a1��k�1(z2; :::; zn)z
k
1

!
. (4.5)

Para 1 < j � n; tenemos:

Zj� =
�P
k=0

aj��k(z2; :::; zn)z
k
1 =

��1P
k=0

aj��k(z2; :::; zn)z
k
1

=
��1P
k=0

zja
1
��k�1(z2; :::; zn)z

k
1 = zj

�
��1P
k=0

a1��k�1(z2; :::; zn)z
k
1

�
.

(4.6)

Sea P��1 =
��1P
k=0

a1��k�1(z2; :::; zn)z
k
1 , es claro que es un polinomio homogéneo de grado

� � 1; por lo tanto de (4.5) y (4.6) se tiene que:

Zj� = zjP��1;81 � j � n.

(3)) (4) Recordando que:

J�0 (Z) =

0@ �X
jQj=�

c1;Q(z � p)Q; ::::;
�X

jQj=�

cn;Q(z � p)Q
1A

como m0(Z) = �; i.e Zi� 6� 0 y Zik � 0 8k < �, luego de la hipotesis se tiene:

J�0 (Z) = (Z1� ; :::; Z
n
� ) = (z1P��1; :::; znP��1)

= P��1(z1; :::; zn) = P��1R(z1; :::; zn),

entonces J�0 (Z) = P��1R; donde R =
nP
i=1

zi
@
@zi
es el campo vectorial holomorfo radial.
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(4)) (1) Por hipótesis tenemos J�0 (Z) = P��1R, entonces:

J�0 (Z) = (Z1� ; :::; Z
n
� ) = (z1P��1; :::; znP��1),

luego de (4.5), tenemos:

E�Z(y) = y�j

 
(P��1(ŷ))

@

@yj
+

nX
i=1;i6=j

�
Zi�+1(ŷ)� yiZ

j
�+1(ŷ)

� @

@yi

!
+ y�+1j

~Y (y),

donde ~Y es un campo vectorial holomorfo. Luego E�(Z) es divisible por y�j . Entonces

el transformado estricto de Z por E es dado por ~Z = E�(Z)
y�j

; entonces E�1(0) = CP (2)

no es invariante por F ~Z ; por lo tanto 0 2 Cn es una singularidad dicrítica de Z: �

De la proposición anterior tenemos el siguiente resultado:

Proposición 4.0.2 Usando las notaciones anteriores, sea p 2Mn una singularidad

dicrítica de FZ, entonces el transformado estricto F ~Z esta dado por:

En la j-ésima carta

E(y1; :::; yn) = (z1; :::; zn),

donde zi = yiyj si i 6= j y zj = yj

~Z(y) = P��1(ŷ)
@

@yj
+

nX
i=1;i6=j

�
Zi�(ŷ)� yiZj�(ŷ)

� @

@yi
+ yj ~Y (y), (4.7)

cuyo conjunto singular esta dado por los puntos (y1; :::; yj�1; 0; yj+1; 0:::; 0) que son

soluciones del sistema8<: P��1(ŷ) = 0

Zi�(ŷ)� yiZj�(ŷ) = 0, 1 � i � n, i 6= j.
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Capítulo 4. Caracterización de una Singularidad Dicrítica en 0 2 Cn

Figura 4.1: Una hipersuper�cie S � CP (n� 1)

Corolario 4.0.3 El conjunto Sing( ~FZ)\E�1(0) en j-ésima carta (j �jo, 1 � j � n)

es el conjunto de los puntos [z1; :::; zn] 2 CP (n � 1) las cuales son soluciones del
siguiente (n�1)n

2
+ 1 sistema de ecuaciones homogéneas:8<: P��1(ŷ) = 0

Zi�(ŷ)� yiZj�(ŷ) = 0, 1 � i � n, i 6= j.
(4.8)

Notación 4.0.1 Denotemos por Dn(p) al conjunto de foliaciónes FZ tal que p 2
Cn es una singularidad dicrítica aislada de la foliación FZ generada por el campo
vectorial holomorfo Z:

Notación 4.0.2 Dn
0 (p) = fFZ 2 Dn(p); Sing(FZ) = �g para referirnos a las FZ

cuyo transformado estricto no tiene singularidades en ~Cnp ; i.e todo punto ~p 2 E�1(0)
es un punto regular.

Notación 4.0.3 Cuando p = 0 escribiremos simplemente Dn; Dn
0 en lugar de D

n(0);

Dn
0 (0) respectivamente.

Corolario 4.0.4 Con las notaciones anteriores tenemos que:

FZ 2 Dn
0 si y sólo si z = 0 2 Cn es la única solución del sistema (4.8).
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De�nición 4.0.3 Para cada FZ 2 Dn
0 de�nimos la hipersuper�cie algebraica en

CP (n� 1):
S = f[z1; :::; zn] 2 CP (n� 1); P��1(z1; :::; zn) = 0g.

Juntando los resultados anteriores, se tiene:

Proposición 4.0.5 Sea ~p 2 E�1(0) y ~L una hoja de F ~Z que pasa por el punto ~p,
entonces el conjunto S tiene las siguientes propiedades (ver �gira 4.1)

� Si ~p 62 S =) ~L es tranversal a E�1(0):

� Si ~p 2 S =) ~L es tangente a E�1(0) en ~p:
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Capítulo 5

Índice de Poincaré-Hopf y el

Número de Milnor

En este capítulo introducimos el índice topológico de Poincaré-Hopf y la multi-

plicidad algebraica, al que se conoce como el número de Milnor. Estos conceptos son

fundamentales y muy útiles en la teroría de intersección. El objetivo de este capítulo

es ver el índice de Poincaré-Hopf coincide con el número de Milnor.

5.1. El Índice de Poincaré-Hopf

5.1.1. El Grado de Brouwer

La referencia básica para esta sección son los libros de [20] y [24].

Nosotros nos ocuparemos principalmente de los problemas de carácter local, por lo

que basta para nuestro propósito de considerar sólo las variedades que están mergu-

lladas en los espacios euclídeos. Diremos variedad a una variead de clase C1 también

diremos a una función f suave cuando es de clase C1. La primera herramienta que
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necesitamos es:

Teorema 5.1.1 (Teorema de Sard) Sea U � Rn abierto y f : U ! Rn suave.

Denotemos por
P
el conjunto de los puntos críticos de f , esto es,

P
= fp 2 U ;

rang(f 0(p)) < ng: Entonces la imagen f(
P
) � Rn tiene medida de Lebesgue cero.

Prueba. Ver [24].

Corolario 5.1.2 (Teorema de Brown) Sea X e Y variedades suaves de la misma

dimensión y f : X ! Y suave. Entonces el conjunto de valores regulares de f ,

Y n f(
P
); es denso en Y:

Ahora sea X una variedad conexa con dim(X) = n � 1 (con o sin borde). X
es orientable si podemos escoger una orientación para el espacio tangente TpX de

tal manera que que para todo p 2 X existe una vecindad abierta U � X de p y

un difeomor�smo ' : U ! V; '(U) = V; donde V � Rn es abierto (V � fx 2 Rn;
xn � 0g es abierto, en el caso de X tiene borde) que conserva la orientación, esto es,

'0(p) lleva a la orientación elegida para TpX en la orientación estándar de Rn:

Si X tiene borde y es orientable, la orientación de X induce una orientación para

@X como sigue: dado p 2 @X; escogemos una base positiva B = fv1; v2; :::; vng para
TpX con la siguiente propiedad: fv2; :::; vng genera Tp@X y v1 es un vector hacia

afuera. Entonces B0 = fv2; :::; vng determina una orientación positiva para Tp@X:
Si dimX = 1, a cada punto p de la frontera es asígnado la orientación -1 o +1,

dependiendo de la dirección del vector que genera TpX:

Antes de introducir el concepto de grado recordemos que una función continua

f : X ! Y entre dos variedades suaves es propia si para todo K � Y compacto se

tiene que f�1(K) � X es compacto.
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SiX y Y variedades orientables, de la misma dimensión n; con Y conexo y f : X ! Y

suave, función propia. Sea p 2 X un punto regular de f: Entonces el mapeo tangente

f 0(p) : TpX ! TpY es un isomor�smo lineal entre espacios vectoriales orientados.

De�nición 5.1.1 El signo de f 0(p) se de�ne por

sgn(f 0(p)) =

8<: +1 , si f 0(p) preseserva orientación

�1 , si f 0(p) invierte orientación.

De�nición 5.1.2 Sea q 2 Y un valor regular de f , de�nimos

deg(f; q) =
X

p2f�1(q)

sgnf 0(p)

Teorema 5.1.3 El número entero deg(f; q) no depende del valor regular q 2 Y:

Prueba. Ver [20].

De�nición 5.1.3 El grado de el mapeo f se defne como

deg f = deg(f; q)

donde q 2 Y un valor regular de f:

Recordemos que una homotopía suave entre dos funciones f; g : X ! Y es un

aplicación suave F : X � [0; 1] ! Y tal que F (x; 0) = f(x) y F (x; 1) = g(x) para

todo x 2 X: En este caso diremos que f y g son homotópicamente suave.

Teorema 5.1.4 Si f es homotópicamente suave a g, entonces deg f = deg(g).

Prueba. Ver [20].
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Proposición 5.1.5 Sea X una variedad orientada compacta con borde @X tal que

dim(X) = n+1 y sea Y variedad conexa orientada con dim(Y ) = n: Sea f : @X ! Y

suave: Si f admite una extensión suave F : X ! Y , entonces deg f = 0:

Prueba. Ver [24].

Teorema 5.1.6 Un mapeo Biholomorfo preserva orientación.

De�nición 5.1.4 Sea p 2 Cn: Una función germen en p es una clase de funciones,
donde dos funciones son equivalentes si ellos son iguales en una vecindad de p.

Denotaremos por f : (Cn; p)! (Cn; q) a la función germen en p con f(p) = q:

5.1.2. El Índice

Denotaremos por jzj a la norma hermitiana en Cn, kzk =
s

nP
j=1

zj�zj:

Consideremos la función geremen f : (Cn; p) ! (Cm; q): Sin pérdida de generalidad

asumiremos que f(p) = q = 0 y diremos que p es una raiz de f = 0:

De�nición 5.1.5 Sea f : (Cn; p)! (Cn; 0) un germen holomorfo con f�1(0) = fpg:
El índice o índice de Poincaré-Hopf de f en p, denotado por Ip(f), es el grado de la
función

f

jf j : S
2n�1
� (p)! S2n�11 ; es decir Ip(f) = deg

f

jf j ,

donde S2n�1� (p) = fz 2 Cn : kz � pk = �g y S2n�11 es la esfera unitaria centrada en

0 2 Cn:

Gracias a la proposición 5.1.5, para � > 0 su�cientemente pequeño el índice está bien

de�nido
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Lema 5.1.1 Sea U � Cn abierto convexo, p 2 U y � : U ! C holomorfa. Entonces

existen funciones holomorfas g1; ::::gn : U ! C tales que

�(z) = �(p) +
nP
j=1

gj(z)(zj � pj),

donde p = (p1; ::::; pn): Además gj(p) =
@�
@zj
(p):

Prueba. Sea z 2 U y de�nimos h(t) = �(p + t(z � p)). Desde que U es convexo h

está bien de�nido en el intervalo [0; 1]. Luego tenemos:

�(z)� �(p) = h(1)� h(0) =
1R
0

h0(t)dt,

y por la regla de la cadena h0(t) =
nP
j=1

@�
@zj
(p+ t(z � p))(zj � pj). Luego de�nimos

gj(z) =
1R
0

@�

@zj
(p+ t(z � p))dt,

así el lema está probado.

Observe que el Lema anterior también es valido para funciones diferenciables

Proposición 5.1.7 Si f : (Cn; p) ! (Cn; 0) es un germen biholomorfo, entonces

Ip(f) = 1:

Prueba. Usando una traslación (la cual preserva orientación) podemos asumir que

p = 0: Como la derivada de f en 0 es dado por

f 0(0):z = l��m
t!0

f(tz)

t
,

esto nos induce a de�nir

F (z; t) =

8<:
f(tz)
t

, para 0 < t � 1
f 0(0):z , para t = 0.
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Es fácil ver que F es una función suave, entonces por el Lema anterior tenemos:

F (z; t) =

 
nP
j=1

g1j(tz)zj; ::::;
nP
j=1

gnj(tz)zj

!
8t 2 [0; 1]:

Como F (z; t) 6= 0 para todo t 2 [0; 1] pues f es una biyección en una vecindad del
0 2 Cn: De�nimos

H(z; t) =
F (z; t)

jF (z; t)j
la cual es una homotopía suave entre f= jf j y f 0(0)= jf 0(0)j : Como f 0(0) es un iso-
mor�smo que preserva orientación se tiene que 1 = I0(f 0(0)) = I0(f):

Proposición 5.1.8 Sea f : (Cn; p) ! (Cn; 0) un germen holomorfo y � > 0 tal que

f�1(B�[p]) = fpg: Entonces Ip(f) es el número de puntos del conjunto f�1(�)\B�(p)
donde � es un valor refular de f su�cientemente cerca de 0:

Prueba. Sea � =��nffjf(z)j > 0 : z 2 S2n�1� (p)g: Entonces jf(z)� t�j � �� t j�j > 0
para todo t 2 [0; 1], z 2 S2n�1� (p) y � valor regular su�cientemente cerca de 0: Se sigue

que f�1(t�)\S2n�1� (p) = ; para todo t 2 [0; 1]: Luego de�nimos F : S2n�1� (p)�[0; 1]!
S2n�11 (0) dado por

F (z; t) =
F (z)� t�
jF (z)� t�j ,

es claro que F es una homotopía suave entre
f � �
jf � �j y

f

jf j : Luego tenemos que

Ip(f) = deg
f � �
jf � �j :

Por otro lado, sea f�1; :::; �kg = f�1(�) \ B�(p): Escojemos bolas cerradas B�j [�j]
disjuntas dos a dos tales que S2n�1�j

(�j)\S2n�1� (p) = ;: Consideramos la variedad con
su orientación trivial

X = B�[p] n
kS
j=1

B�j(�j)

Es fácil ver que el borde de X es dada por la unión disjunta

@X = S2n�1� (p)
F
S2n�1�1

(�1)
F
::::
F
S2n�1�k

(�k)
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Por otro lado, la función ' =
f � �
jf � �j : @X ! S2n�11 (0) admite una extensión suave

f � �
jf � �j sobre todo X: Por la proposición 5.1.5 tenemos que deg' = 0. Pero, debido
a la orientación de X tenemos

deg' = Ip(f)� I�1(f � �)� :::� I�k(f � �) = 0.

Desde que f es un biholomor�smo alrededor de cada �j, por la prop 5.1.7 se tiene

que I�j(f � �) = 1. Así Ip(f) = I�1(f � �) + :::+ I�k(f � �) = k:

Ejemplo 5.1.9 Sea f(z1; z2) = (z31 ; z1+z
2
2). Entonces f

�1(0) = f0g y el índice I0(f)
es dado por el número de soluciones de la ecuación (perturbación)8<: z31 = �1

z1 + z22 = �2,

donde 0 < k(�1; �2)k << 1. De donde se tiene que I0(f) = 6.

Más generalmente tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.1.10 Sea X � Cn una variedad conexa suave compacta con borde,

dimRX = 2n: Sea U � Cn abierto que contenga a X, f : U ! Cn holomorfa y

p 2 X n @X con f(p) = 0 y f�1(0) \ @X = ;: Suponga que el grado de la función

' =
f

jf j : @X ! S2n�11 (0)

es k: Entonces la ecuación f = 0 tiene un número �nito de soluciones en el interior

de X y la suma de los índices de f en estos puntos es precisamente k:

Prueba. Como X es compacto, entonces f�1(0) \ X = f�1; :::; �rg; por hipotesis
�j 62 @X: Escogemos bolas cerradas B�j [�j] disjuntas dos a dos tales que S2n�1�j

(�j)\
@X = ;. Consideramos la variedad con su orientación trivial

~X = X n
rS
j=1

B�j(�j).
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Es fácil ver que el borde de ~X es dada por la unión disjunta

@ ~X = @X
F
S2n�1�1

(�1)
F
::::
F
S2n�1�r

(�r).

Por otro lado, la función ~' =
f

jf j : @
~X ! S2n�11 (0) admite una extensión suave

f

jf j
sobre todo ~X: Por la proposición 5.1.5 tenemos que deg ~' = 0. Pero, debido a la

orientación de ~X tenemos

deg ~' = deg'� I�1(f)� :::� I�r(f) = 0.

Luego deg' = I�1(f)+ :::+I�r(f); por la prop 5.1.8 se tiene que I�j(f) es un entero
positivo. Luego

k = deg
f

jf j =
X

q2f�1(0)\X

Iq(f).

Teorema 5.1.11 (Carácter aditivo del índice de Poincaré-Hopf) Sea un ger-

men holomorfo f : (Cn; p) ! (Cn; 0) tal que p sea una raiz aislada de f = 0; i.e.

existe bola abierta B � Cn tal que f�1(0)\ �B = fpg Consideremos una deformación
holomorfa f� del germen f = f0; dependiendo del parametro complejo �; i.e una

función holomorfa

F : (Cn � C; (p; 0))! (Cn; 0)

tal que F (z; 0) = f(z) y F (z; �) = f�(z): Entonces, para � variando en una vecindad

pequeña del 0 2 Cn; la raiz p se descompone en un número �nito de raices de f� y
la suma de los índices de f� en estas raices es igual al índices de f en p: Es decir

Ip(f) =
X

q2f�1� (0)\ �B

Iq(f�).

Prueba. Supongamos que p = 0 y sea � > 0 su�cientemente pequeño tal que f�1(0)\
�B�(0) = f0g. Sea �1 > 0 tal que si j�j � �1 entonces f� no tiene ceros en la esfera

@B�(0): Luego

��nffjf�(z)j : (z; �) 2 @B�(0)� �B�1(0)g = k > 0.
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Dado 0 < � < K existe �2 > 0 tal que si j�j � �2; entonces

supfjf(z)� f�(z)j : z 2 @B�(0)g < �.

Sea 0 < �3 = m��nf�1; �2g: A�rmamos que para j�j � �3 las funciones

f�
jf�j

: @B�(0)! S2n�11 (0)

son homotópicas. Es sufuciente mostrar que ellos son homotópicos a
f0
jf0j

=
f

jf j :

En efecto, sea j�j � �3, consideremos la función ' : @B�(0) � [0; 1] ! Cn dado

por

'(z; t) = (1� t)f(z) + tf�(z)

y suponga que existe t0 2]0; 1[ y z0 2 @B�(0) tal que '(z0; t0) = 0; entonces

f(z0) =
�t0
1� t0

f�(z0)

pero � > jf(z0)� f�(z0)j =
1

1� t0
jf�(z0)j �

K

1� t0
> K la cual es una contradición.

Luego '(z; t) 6= 0 para todo (z; t) 2 @B�(0)� [0; 1]:

De�nimos H(z; t) =
'(z; t)

j'(z; t)j la cual es una homotopía suave entre
f�
jf�j

y
f

jf j :

Así tenemos

I0(f) = deg
f

jf j = deg
f�
jf�j

=
X

q2f�1� (0)\B�(0)

Iq(f�).

De�nición 5.1.6 Sean f; g : (Cn; p)! Cn gérmenes holomorfos. Se dice que f y g

son Algebraicamente Equivalentes, o A-equivalentes, si existe un germen holomorfo

A : (Cn; p)! GL(n;C) tal que

f(z) = A(z)g(z).
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Proposición 5.1.12 Si f; g : (Cn; p) ! Cn son A-equivalentes y f�1(f(p)) = fpg,
entonces Ip(f) = Ip(g):

Prueba. Recordemos que GL(n;C) es abierto y denso en el conjunto de las matrices

M(n;C); además GL(n;C) = M(n;C) n det�1(0) y det�1(0) es una subvariedad de
codimensión 2 real deM(n;C): Sea V � GL(n;C) una vecindad abierta contractible

de A(p): Entonces existe una homotopía G(z; t) tal que G(z; 0) = A(z) y G(z; 1) =

A(p): Luego de�nimos la aplicación

H(z; t) =
G(z; t)g(z)

jG(z; t)g(z)j ,

la cual es una homotopía entre
f(z)

jf(z)j =
A(z)g(z)

jA(z)g(z)j y
A(p)g(z)

jA(p)g(z)j :

Por otro lado, sea 
 : [0; 1]! GL(n;C) un camino tal que 
(0) = A(p) y 
(1) = I:

Entonces F (z; t) =

(t)g(z)

j
(t)g(z)j es una homotopía suave entre
A(p)g(z)

jA(p)g(z)j y
g(z)

jg(z)j : Por

lo tanto
f(z)

jf(z)j y
g(z)

jg(z)j son homotópicos.

Observación: De la proposición anterior, tenemos que el índice de Poincaré-Hopf

es invariante bajo A-equivalencia.

5.2. El Número de Milnor

5.2.1. Primeros resultados sobre la Multiplicidad

Empezamos por algunas notaciones.

Denotaremos por Op al anillo (local) de gérmenes de las funciones holomorfas en
p 2 Cn: Se sabe que Op es un C-álgebra:
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Denotaremos por Mp al ideal maximal de Op, esto es

Mp = fh 2 Op : h(p) = 0g.

Dado f : (Cn; p) ! Cm un germen holomorfo, f = (f1; :::; fm), denotaremos por Tf
al ideal de Op generada por las funciones f1; :::; fm, esto es

Tf = fh1f1 + :::+ hmfm : hj 2 Opg = hf1; :::; fmiOp .

De�nición 5.2.1 Sea f : (Cn; p) ! (Cn; 0) un germen holomorfo. El álgebra local

de f en es el C-álgebra cociente

Qf = Op=Tf .

Un germen biholomorfo  : (Cn; p) ! (Cn; p) induce un isomor�smo de C-álgebras

 � : Op ! Op de�nido por  �(f) = f � . Por lo tanto Qf es invariante bajo cambio
de coordenadas.

Observación: De lo anterior, se puede dar la de�nición de álgebra local en una

variedad compleja.

De�nición 5.2.2 Sea f : (Cn; p)! (Cn; 0) un germen holomorfo. La multiplicidad

de f en p, o el número de Milnor de f en p, denotado por �p(f), es la dimensión

del el espacio C�lineal Qf , esto es

�p(f) = dimC(Qf )

Ejemplo 5.2.1 Sea f(z1; z2) = (z31 ; z1 + z22), p = 0 (recalcando el ejemplo 5.1.9).

Tenemos que:

z31 = f1 2 Tf
z21z

2
2 = z21f2 � f1 2 Tf
z52 = f1 � z21f2,
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luego tenemos:

z22 = �z1modTf
z1z2 = �z32 modTf
z1z

2
2 = �z42 modTf .

Por lo tanto una base C-lineal de Qf = Op=Tf es dado por f1; z1; z2; z21 ; z1z2; z1z22g.
Luego se tiene que:

�0(f) = dimC(Qf ) = 6.

Lema 5.2.1 Sea f : (Cn; p) ! (Cn; 0) un germen holomorfo de multiplcidad �

(�nito) en p. Sea una colección de � gérmenes holomorfos enMp, h1; :::; h� entonces

el producto h1 � � � h� 2 Tf :

Prueba. Consideremos � + 1 gérmenes holomorfos H1 = 1, H2 = h1, H3 = h1 � h2,
... , H�+1 = h1 � � � h�. Desde que dimC(Qf ) = �, entonces sus clases en Qf son
linelamente dependientes, luego existen números complejos a0; ::::; a� tal que

a0 + a1H2 + � � �+ a�H�+1 2 Tf .

Sea k el menor entero tal que ak 6= 0: Entonces

akHk+1 + ak+1Hk+2 + � � �+ a�H�+1 =

Hk+1

�
ak + ak+1

Hk+2
Hk+1

+ � � �+ a�
H�+1
Hk+1

�
2 Tf .

Pero el factor ak + ak+1
Hk+2
Hk+1

+ � � � + a�
H�+1
Hk+1

es una unidad en Op, por lo tanto
Hk+1 2 Tf . Esto sigue que H�+1 = Hk+1hk+1hk+2 � � � h� 2 Tf :

La utilidad de este lema será explotado más adelante. Sea F : U � Cn ! C holomor-

fa, donde U � Cn abierto. Recordemos que F alrededor de p puede ser expresado

como

F =
X
k�m

Fk , con Fm 6= 0,
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donde Fk es un polinomio homogéneo de grado k en las variables z1� p1,...., zn� pn:
El número m es llamado el orden de F en p:

Proposición 5.2.2 Sean f; g : (Cn; p) ! (Cn; 0) gérmenes holomorfos donde f

tiene multiplicidad �: Supongamos que cada componente de la diferencia g� f tiene
una expansión de la forma gi � fi =

P
k�ri Fi;�+k con ri � 1: Entonces f y g son

A�equivalentes.

Prueba. Escribimos Fi;�+k como

Fi;�+k =
X
J

aiJ(z1 � p1)j1 � � � (zn � pn)jn,

con j1+ � � �+ jn = jJ j = �+ k: Por lo tanto, cada término es producto de �+ k > �

funciones enMp y por el lema 5.2.1 existen funciones giJ;1; :::; giJ;n 2 Op tales que

aiJ(z1 � p1)j1 � � � (zn � pn)jn = giJ;1f1 + � � �+ giJ;nfn.

Observe que las funciones giJ;l 2Mp porque el lado izquierdo es de grado �+k > �.

Concluimos que

Fi;�+k =
X
j

b
(�+k)
ij fj,

con b(�+k)ij 2Mp: Por lo tanto

gi � fi =
X
j

cijfj , con cij 2Mp.

Luego tenemos que g = (I + Cf), donde C = (cij) es una matriz con entradas de

gérmenes holomorfas. Desde que C(p) = 0 entonces la matriz I + C es inversible en

una vecindad de p: Así f y g son A�equivalentes.

Proposición 5.2.3 Sean f; g : (Cn; p)! (Cn; 0) gérmenes holomorfos tal que f y g

son A�equivalentes entonces ellos tienen la misma multiplicidad en p:
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Prueba. Desde que f(z) = A(z)g(z) se tiene Tf � Tg y como A(z) es inversible,
también Tg � Tf , entonces Tf = Tg:

Lema 5.2.2 Sea T : Cn ! Cn un isomor�smo, entonces �0(T ) = 1:

Proposición 5.2.4 Si f : (Cn; 0) ! (Cn; 0) es un germen biholomorfo, entonces

�0(f) = 1:

Prueba. En efecto, como f es holomorfa, tenemos

f(z) = f�0(0) � z +
X
k�2

Fk(z),

luego se tiene que

f(z)� f�0(0) � z =
X
k�2

Fk(z).

Por la proposición 5.2.2 tenemos que f y f�0(0) son A�equivalentes, y por la proposi-
ción 5.2.3, �0(f) = �0(f�

0(0)) = 1:

De�nición 5.2.3 La función Pham es una función � : Cn ! Cn de la forma

�J(z1; :::; zn) = (z
j1
1 ; z

j2
2 ; :::; z

jn
n ),

donde J = (j1; j2; :::; jn) 2 Nn, jk � 1 para todo k:

Lema 5.2.3 I0(�J) = �0(�
J):

Prueba. Esto se muestra con un cáculo direto. De la prop 5.1.8 I0(�J) es el número
de soluciones de zj11 = �1; :::; z

jn
n = �n, tomando � = (�1; :::; �n) valor regular de �

J

cerca del origen, entonces I0(�J) = j1j2 � � �jn. Por otro lado, la base del álgebra local
de �J en 0 está formado por las clases de los monomios

zm11 zm22 � � � zmnn , donde 0 � m1 < j1,..., 0 � mn < jn

que son j1j2 � � � jn, por lo tanto �0(�J) = j1j2 � � � jn:
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Proposición 5.2.5 Sea f : (Cn; 0) ! (Cn; 0) un germen holomorfo con multiplici-

dad � en 0: Consideremos la función Pham

�[�+1], con [�+ 1] = (�+ 1; :::; �+ 1)

y la deformación holomorfa �[�+1]� = �[�+1]+ �f , � su�cientemente cerca del 0 2 C:
Entonces f es A-equivalente a �[�+1]� para � 6= 0:

Prueba. Note que �[�+1]� � �f = �[�+1] y todas las componentes de �[�+1] son de
grado > �. Por la prop 5.2.2 �[�+1]� es A-equivalente a �f , además es obvio que �f

es A-equivalente a f .

Antes de examinar si el número de Milnor tiene la característica de adición (como la

que tiene el índice de Poincaré-Hopf) vamos a dar un resultado que es muy útil para

comprender la multiplicidad.

Proposición 5.2.6 Sea f : (Cn; p)! (Cn; 0) un germen holomorfo. �p(f) = 0 si y

sólo si p no es un punto singular de f:

Prueba. El número de Milnor es cero si sólo si

hf1; :::; fniOp = Op

y esto ocurre si sólo si, existen gérmenes holomorfos g1; :::; gn 2 Op tales que

1 = g1f1 + � � �+ gnfn

esto equivale a que alguna componente de f no se anula en p:

Teorema 5.2.7 Sea f : (Cn; p)! (Cn; 0) un germen holomorfo. 0 < �p(f) <1 si

sólo si p es una singularidad aislada de f:
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Prueba. Supongamos 0 < �p(f) <1, invocamos al lema 5.2.1, para i = 1; 2:::; n

(zi � pi)� =
X
j

gijfj,

donde los gij 2 Op: Supongamos lo contrario, que p no es una singularidad aislada.
Entonces existe una secuencia pk = (p1k; :::; pnk)! p con pk 6= p y f(pk) = 0, desde

que los gij estan de�nidas en una vecindad de p, �jando i tenemos que pik = pi.

Luego pik = pi tara todo i, lo que es absurdo.

Recíprocamente, supongamos que p es una singularidad aislada, así tenemos

V (hf1; :::; fniOp) = fpg.

Luego I(V (hf1; :::; fniOp)) =Mp, dondeMp es el ideal maximal deOp. Por el teorema
de los ceros de Hilbert, tenemos que

Mp = I(V (hf1; :::; fniOp)) = Rad hf1; :::; fniOp ,

donde Rad hf1; :::; fniOp = fh 2 Op : h
k 2 hf1; :::; fniOp para algún k 2 Ng:

Observe que (zi � pi) 2 Mp, para i = 1; :::; n, luego existe ki 2 N tal que (zi �
pi)

ki 2 Tf = hf1; :::; fniOp , sea r = m�axfk1; ::::; kng entonces tenemos

J = h(z1 � p1)r; :::; (zn � pn)riOp � Tf .

Se sigue que

�p(f) � dimC
Op
Tf
� dimC

Op
J
.

Como J es generado por monomios de grado r en las variables z1; :::; zn se tiene que
Op
J
es generado sobre C por las clases de monomios de grado inferior a r. Luego

dimC
Op
J
<1, por lo tanto �p(f) <1:
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5.2.2. El Teorema de Preparación

De�nición 5.2.4 Un polinomio de Weierstrass de grado k > 0 es un elemento

h 2 O0;n�1[zn] de la forma

h = zkn + a1z
k�1
n + � � �+ ak�1zn + ak ,

donde los coe�cientes aj son gérmenes en 0 2 Cn�1 que se anulan en el 0; es decir,
aj 2M0;n�1 � O0;n�1, 1 � j � k:

De�nición 5.2.5 Sea f : (Cn; 0)! Cn un germen holomorfo. Diremos que f es re-

gular de orden k en zn si f(0; :::; 0; zn) =
P

i�k ciz
i
n, con ck 6= 0, esto es, f(0; :::; 0; zn)

tiene un cero de orden k en 0 2 C:

Los siguientes resultados son fundamentales:

Teorema 5.2.8 (Teorema de Preparación de Weierstrass) Sea f 2 O0;n re-
gular en zn de orden k. Entonces existe un único polinomio de Weiestrass h 2
O0;n�1[zn] de grado k en zn tal que f = uh, donde u 2 O0;n es una unidad.

Prueba. Ver [10].

Corolario 5.2.9 (Teorema de la función Implícita) Sea f : (Cn; 0) ! (C; 0)

un germen holomorfo con @f
@zn
(0) 6= 0. Entonces, en una vecindad del 0 se tiene

f(z1; :::; zn) = u(z)(zn � a1(z1; :::; zn�1)) donde u es un germen holomorfo tal que

u(0) 6= 0 y a1 es única.

El Teorema de Preparación de Weierstrass es un caso particular de:
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Teorema 5.2.10 (Teorema de la división de Weierstrass) Sea h 2 O0;n�1[zn]
un polinomio de Weierstrass de grado k y f 2 O0;n. Entonces f se espresa de una
única manera

f = gh+R,

donde g 2 O0;n y R 2 O0;n�1[zn] es un polinomio en zn de grado < k. Más aún, si

f 2 O0;n�1[zn] entonces g 2 O0;n�1[zn]:

Prueba. Ver [10].

Corolario 5.2.11 El teorema 5.2.10 implica el teorema 5.2.8.

Prueba. Sea f 2 O0;n regular en zn de orden k y sea H(z1; :::; zn) = zkn. Por el

teorema de la división f = gH +R que dice

f = gzkn + a1z
k�1
n + � � �+ ak�1zn + ak ,

con aj 2 O0;n�1. Si k = 0 entonces f = a0 y se tiene el teorema 5.2.8. Si k � 1

entonces, desde que f(0) = 0, tenemos ak(0) = 0 y así ak 2 M0;n�1, diferenciando

sucesivamente con respecto a zn y evalunado en zn = 0 tenemos que aj 2 M0;n�1,

para j = 1; :::; k � 1. Ahora f(0; zn) = g(0; zn)z
k
n y como f es regular en zn de orden

k se tiene que g(0; 0) 6= 0. Esto sigue que g es una unidad y el teorema 5.2.8 es

provado.

Usando el teorema anterior se puede probar el siguiente resultado:

Teorema 5.2.12 Op;n es un dominio de factorización única y Op;n es un anillo
Noetheriano.

Prueba. Ver [10].
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Ahora veamos una forma mucho más general del teorema de preparación de Weiers-

trass. Para esto veamos algunos resultados de álgebra Conmutativa.

Sea R un anillo conmutativo con unidad y G un grupo abeliano.

De�nición 5.2.6 G es un R-módulo si podemos de�nir una acción de R en G:

R�G ! G

(x; �) 7�! x�

tal que

(x+ y)� = x� + y�

(xy)� = x(y�)

x(�+ �) = x� + y�

1:� = �.

De�nición 5.2.7 Decimos que G es �nitamente generado sobre R si existe un

número �nito de elementos �1; :::; �n 2 G tal que todo elemento � 2 G se puede

escribir en combinación lineal de los �i con coe�cientes en R, es decir

� = x1�1 + � � �+ xn�n:

Lema 5.2.4 (Lema de Nakayama) SeaR un anillo conmutativo con unidad,M �
R ideal maximal y G un R-módulo. Suponga que:

i) G es �nitamente generado

ii) G =MG.

Entonces G = f0g.

Prueba. Ver [9].
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Corolario 5.2.13 Sea G un R-módulo �nitamente generado. Entonces G=M:G es

espacio vectorial �nito dimensional sobre el cuerpo R=M. Sea p : G ! G=M:G la

proyección canónica y u1; :::; un base de G=M:G. Escogemos elementos e1; :::; en 2 G
tal que p(ei) = ui. Entonces fe1; :::; eng generan G sobre R.

Prueba. Como M es un ideal maximal se tiene que R=M es un cuerpo, Es facil

ver que G=M:G es un espacio vectorial sobre R=M. Ahora sean f�1; :::; �lg los ge-
neradores de G sobre R. Dado u 2 G=M:G existe � 2 G tal que p(�) = u además

� = x1�1 + � � �+ xl�l. Entonces

u = p(�) = ~x1p(�1) + � � �+ ~xlp(�l),

donde ~xj es la clase de xj en R=M. Esto muestra que fp(�1); :::; p(�l)g es una base
para G=M:G, por lo tanto G=M:G es �nito dimensional.

Suponga ahora que fu1; :::; ung es una base para G=M:G y fe1; :::; eng � G tal

que p(ei) = ui. Consideremos el submódulo U de G generado por fe1; :::; eng y sea B
el módulo cociente B = G=U. Desde que G es �nitamente generado, se tiene que B

también lo es.

Sea � 2 G; entonces p(�) = ~x1u1+ � � �+ ~xnun y � = x1e1+ � � �+ xnen+ t, donde
t 2M:G. Por lo tanto tenemos:

G = U+MG

pero

B = G=U = (U+M:G)=U =M:(G=U) =M:B.

Luego por el Lema de Nakayama se tiene que B =0, por lo tanto G = U.

Sea f : (Cn; 0)! (Cm; 0) un germen holomorfo y G un O0;n-módulo, entonces el
pull-back f � genera una acción sobre G, convirtiendo a G en un O0;m-módulo

O0;m �G ! G

(h; �) 7! (f �h)� = (h � f)�.
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Tenemos el siguiente resultado no trivial:

Teorema 5.2.14 (Teorema de Preparación) Sean f : (Cn; 0)! (Cm; 0) un ger-

men holomorfo y G un O0;n-módulo �nitamente generado. Entonces G es �nitamente
generado como O0;m-módulo (vía f �) si sólo si el espacio C-lineal G=(f �M0;m:G) es

�nito dimensional.

Prueba. Ver [23].

Ahora consideremos f : (Cn; 0)! (Cn; 0) tal �0(f) <1 y sea G = O0;n.

Tenemos

f � : O0;n ! O0;n,

es fácil ver que f �M0;m:O0;n = Tf , además dimCO0;n=Tf = �. Por el Teorema

anterior tenemos que O0;n es �nitamente generado como O0;n-módulo (via f �). Mas
aún por el corolario 5.2.13, O0;n es generado por � elementos (via f �):

Así tenemos el siguiente resultado:

Proposición 5.2.15 Dado g 2 O0;n, existen funciones hj; ej 2 O0;n, 1 � i � �,

tales que:

g(z) = h1(f(z))e1(z) + � � �+ h�(f(z))e�(z).

Usando la proposición anterior tenemos el siguiente resultado:

Lema 5.2.5 Sea f : (Cn; 0)! (Cn; 0) un germen holomorfo de multiplicidad �nita �

en 0: Existe una vecindad de 0, U y V dominios, tal que los gérmenes que aparecen en

el teorema de preparación (proposición anterior), todos los polinomios son de�nidos

en U y V .
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Prueba. Consideremos una colección �nita de funciones:

f1; zkejg para 1 � k � n y 1 � j � �.

Escribir cada uno como

f �(h1(w))e1(w) + � � �+ f �(h�(w))e�(w).

Sea V � Cn abierto tal que todas las funciones hl que aparecen en la proposición
anterior esten de�nidas. Sea U � f�1(V ) � Cn una vecindad del 0 tal que las

funciones ej esten de�nidas. Ahora procedemos por inducción sobre el grado de los

polinomios.

Si P es un polinomio de grado 0 entonces P = c � 1, c 2 C. Sea un polinomio de
grado d, podemos escribir como

P (z) =
X

zjQj + c � 1,

donde el grado de los polinomios Qj es menor que d. Asumiendo que el lema se

cumpla para los Qj, luego se cumple para zjQj y por lo tanto se cumple para P .

5.3. Relación entre I y �

En esta sección demostraremos que el índice de Poincaré-Hopf y el número de

Milnor coinciden. Primero veamos algunas de�niciones.

Sean Op;n el C-álgebra de los gérmenes holomorfos en p 2 Cn y Tp;f el ideal de
Op;n generado por las componentes del germen holomorfo f : (Cn; p) ! Cn es decir

Tp;f = hf1; :::; fniOp;n :

Sea el C-álgebra cociente Qp;f = Op;n=Tp;f . Sea Pp;n el C-álgebra de los gérmenes
polinomiales en p, es claro que Pp;n � Op;n. Sea q : Op;n ! Qp;f la función cociente
canónica.
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De�nición 5.3.1 El C-subálgebra polinomial Pp;f es la imagen del C-álgebra poli-
nomial Pp;n vía la función cociente q, esto es

Pp;f = q(Pp;n):

Notación 5.3.1 En el caso de que p = 0, denotaremos por On, Tf , Qf , Pn, Pf en
ves de Op;n, Tp;f , Qp;f , Pp;n, Pp;f respectivamente.

Consideremos f : (Cn; 0)! (Cn; 0) un germen holomorfo con multiplicidad �nita

� en 0. Consideremos una deformación holomorfa f� de f , � 2 Cm, f0 = f .

Lema 5.3.1 Sea F : (Cn�Cm; 0)! (Cn�Cm; 0) de�nido por F (z; �) = (f�(z); �).
Entonces los C-álgebra Qf y QF son isomorfos. Más aún, si [e1] ; :::; [e�] forman una
base de Qf entonces ellos también forman una base para QF :

Prueba. Escribimos F = (F1; :::; Fn; �1; :::; �m) con Fj = fj�, j = 1; :::; n donde

f� = (f1�; :::; fn�). Desde que el ideal TF tiene la siguiente forma

TF = hf1�; :::; fn�; �1; :::; �miOn�m :

Luego se llega a que On�m=TF es isomorfo a On=Tf :

Lema 5.3.2 Para j�j su�cientemente pequeño. Se tiene que el espacio generado por
las imagenes de e1; :::; e� en el C-álgebra Qf� contiene a Pf�. Es decir, Pf� es un
C-subálgebra de Qf�.

Prueba. Del Lema 5.2.5 nosotros podemos encontrar una vecindad U1�U2 � Cn�
Cm de 0 y una vecindad V � Cn � Cm de 0, todos convexos, con F (U1 � U2) � V

tal que todo polinomio P en U1 � U2, podemos escribir de la forma

P (z) =

�X
j=1

hj(w; �)ej(z) , donde w = F (z; �) = f�(z), z 2 U1.
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Por el Lema 5.1.1, para cada hj existen funciones gj;1; :::; gj;n : U1 � U2 ! C holo-

morfas tal que

hj(w; �) = hj(0; �) +

nX
i=1

wigj;i(w; �),

sustituyendo la expresión anterior para P , tenemos:

P (z) =

�X
j=1

hj(0; �)ej(z) +

nX
i=1

wi

 
�X
j=1

gj;i(w; �)ej(z)

!
.

Sea gi(z) =
P�

j=1 gj;i(w; �)ej(z), es claro que gi 2 On, así tenemos:

P (z) =

�X
j=1

hj(0; �)ej(z) +
nX
i=1

wigi,

observe que wi = Fi(z; �) = fi�(z), luego
Pn

i=1wigi 2 Tf�, así tenemos que [P (z)] 2
Qf� para k�k su�cientemente pequeño.

Proposición 5.3.1 Sea f : (Cn; 0) ! (Cn; 0) un germen holomorfo con multipli-

cidad �nita � en 0. Consideremos la deformación f� de f , � 2 Cn, f0 = f . Para

k�k su�cientemente pequeño la dimensión del espacio C-lineal Pf� es a lo más �. Es
decir

dimCPf� � �.

Prueba. Por el Lema anterior tenemos:

dimCPf� � dimCQf�,

y por el lema 5.3.1, dimCQf� � �.

Lema 5.3.3 Sea U � Cn abierto (conexo) con 0 2 U y f : U ! Cn holomorfa con

f�1(0) es un conjunto �nito no vacio tal que dimCPf < 1. Entonces ��(f) < 1
para todo � 2 f�1(0). Más aún, el número de soluciones de la ecuación f = 0 en U
es acotado por dimCPf .
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Prueba. Denotemos por � = dimCPf y sea � 2 U tal que f(�) = 0. Sea h1; :::; h�

funciones lineales alrededor de � y consideremos �+1 funciones 1; H1 = h1; H2 = h1h2

y H� = h1h2 � � � h� . Sea p : P�;n ! P�;f la aplicación cociente, entonces p(1),
p(H1); :::; p(H�) son linealmente dependiente, utilizando las mismas ideas usadas en

el lema 5.2.1, concluimos que

h1h2 � � � h� 2 T�;f .

Como � es un cero aislado de f tenemos:

V (hf1; :::; fniO�;n) = f�g.

Luego I(V (hf1; :::; fniO�;n)) = M�;n
, donde M

�;n
es el ideal maximal de O

�;n
. Luego

por el Teorema de los ceros de Hilbert, tenemos que:

M
�;n
= I(V (hf1; :::; fniO

�;n
)) = Rad hf1; :::; fniO

�;n
,

donde Rad hf1; :::; fniO
�;n
= fh 2 O

�;n
: hk 2 hf1; :::; fniO

�;n
para algún k 2 Ng:

Observe que (zi � �i) 2 M�;n
, para i = 1; :::; n, luego existe ki 2 N tal que

(zi � pi)ki 2 Tf = hf1; :::; fniOp , sea r = m�axfk1; ::::; kng entonces tenemos

J = h(z1 � �1)r; :::; (zn � �n)riO�;n � T�;f .

Se sigue que

��(f) = dimC
O�;n
T�;f

� dimC
O�;n
J
,

como J es generado por monomios de grado r en las variables z1; :::; zn se tiene que
O�;n
J
es generado sobre C por las clases de monomios de grado inferior a r. Luego

dimC
Op
J
<1, por lo tanto ��(f) <1.

Esto prueba la primera parte del lema. Supongamos que hay � + 1 soluciones de

la ecuación f = 0 en U , sean �0; :::; �� . Para j = 0; 1; :::; � de�nimos los polinomios:

Pj(z1; :::; zn) =
(z � z1) � � � \(z � zj) � � � (z � zn)
(zj � z1) � � � \(zj � zj) � � � (zj � zn)

,
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es claro que:

Pj(�i) =

8<: 1 , si i = j

0 , si i 6= j.

Consideremos una C-combinación lineal de los Pj tal que:

c0P0 + � � �+ c�P� = 0,

evaluando en �i = 0, tenemos que ci = 0. Por lo tanto los polinomios P0; :::; P� son

linealmente independiente lo que es una contradicción.

Consideremos f : U ! Cn holomorfa, U � Cn abierto y conexo. Suponga que
�1; :::; �k son soluciones de la ecuación f = 0 en U: Sean Q�1;f ; :::;Q�k;f los correspon-
dientes C-álgebras locales de �1; :::; �k. Entonces la suma

kM
i=1

Q�i;f

es llamada álgebra Multilocal de f en U . De�nimos el homomor�smo de C-álgebras

@ : O(U)!
kM
i=1

Q�i;f .

Notación 5.3.2 Sea g 2 O(U) y � 2 U , denotaremos por T l�g al polinomio de Taylor
de grado l de g en �.

Lema 5.3.4 Sean un número �nito de puntos distintos en U , �1; :::; �k, y polinomios

Pi de grado di; centrado en �i, entonces existe un polinomio Q en U tal que T di�i Q =

Pi.

Prueba. Sea Q = Q0 +Q1 + � � �+QN la suma de los polinomios homogéneos cuyos
coe�cientes se vana determinar. Primero resolvemos el sistema

Q(�1) = P1(�1) (5.1)
...

Q(�k) = Pk(�k),
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luego resolvemos el sistema

@Q

@zj
(�1) =

@P1
@zj

(�1) (5.2)

...
@Q

@zj
(�k) =

@Pk
@zj

(�k),

continuando el procedimiento encontramos Q:

Lema 5.3.5 Supongamos que dimCPf <1. Entonces

@(C[z1; :::; zn]jU) =
kM
i=1

Q�i;f .

Prueba. Por el lema 5.3.3 se tiene ��i(f) < 1 81 � i � k, sea �i = ��i(f). Sea

h = ([h�1 ]; :::; [h�k ]) 2
kM
i=1

Q�i;f donde h�i 2 O�i;n
81 � i � k, entonces existe una

función g 2 O(U) tal que g extiende a h�i 81 � i � k, luego @(g) = h, así @ es
sobreyectiva. Entonces

@(O(U)) =
kM
i=1

Q�i;f .

Por otro lado, por el lema 5.3.4 existe un polinomio Q en U tal que T �i�i Q = T
�i
�i
g,

entonces @(Q) = @(g) y el lema es probado.

Proposición 5.3.2 Sean �1; :::; �k soluciones (contando multiplicidades) de la ecua-

ción f = 0 en U: Entonces se cumple

kX
i=1

��i(f) � dimCPf .

Prueba. Escribimos f = (f1; :::; fn), entonces @(fj) = 0 y así el ideal If es mapeado
al 0 por @. Entonces nos induce a de�nir un homomor�smos de C-álgebras

~@ : Pf !
kM
i=1

Q�i;f ,
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gracias al lema 5.3.5 tenemos que ~@ es sobreyectiva. Así tenemos

kX
i=1

dimCQ�i;f = dimC

kM
i=1

Q�i;f � dimCPf .

Proposición 5.3.3 Sea f : (Cn; 0)! (Cn; 0) un germen holomorfo tal �0(f) <1.
Entonces

I0(f) � �0(f).

Prueba. Por el teorema 5.2.7, 0 es aislado en f�1(0) y por la proposición 5.1.8, I0(f)
es el número de soluciones de la ecuación f� = f � � = 0, con � valor regular de f y
j�j << 1, en una vecindad su�cientemente pequeña U de 0. Por la proposición 5.3.1
se tiene dimCPf� � �0(f) <1, luego por el lema 5.3.3 se tiene:

I0(f) � dimCPf� � �0(f).

Finalmente tenemos el resultado esperado:

Teorema 5.3.4 Sea f : (Cn; 0) ! (Cn; 0) un germen holomorfo tal �0(f) < 1.
Entonces

I0(f) = �0(f).

Prueba. La prueba consiste en reunir todos los resultados anteriores.

En efecto, considereremos la función Pham �[�+1], donde � = �0(f). Por la

proposición 5.2.5 la deformación

�
[�+1]
� = �[�+1] + �f
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para � en una vecindad su�cientemente pequeña de 0 en C, �[�+1]� es A-equivalente

a f .

Por la proposición 5.1.12,

I0(�[�+1]� ) = I0(f) (5.3)

y por las proposición 5.2.3,

�0(�
[�+1]
� ) = �0(f). (5.4)

Ahora vamos a explotar las propiedades de la función Pham y de su deformación.

Fijamos una bola abierta B�(0) y el parametro � tal que j�j su�cientemente pequeño.
Por la propocición 5.3.1

dimCP�[�+1]�
� �0(�

[�+1]).

Sean �1; :::; �k las soluciones en B�(0) de la ecuación �
[�+1]
� = 0, por la proposición

5.3.2
kX
i=1

��i(�
[�+1]
� ) � dimCP�[�+1]�

,

luego por la proposición 5.3.3, para �i se tiene

I�i(�
[�+1]
� ) � ��i(�

[�+1]
� ). (5.5)

Por el teorema 5.1.10
kX
i=1

I�i(�
[�+1]
� ) = deg

�
[�+1]
�����[�+1]�

��� ,
donde esta última función está de�nida sobre la esfera @B�(0).

Por el teorema 5.1.11 tenemos:

deg
�
[�+1]
�����[�+1]�

��� = deg �
[�+1]

j�[�+1]j = I0(�
[�+1]),

luego por el lema 5.2.3

I0(�[�+1]) = �0(�
[�+1]).
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Nuevamente por el lema 5.2.3 tenemos:

kX
i=1

I�i(�
[�+1]
� ) =

kX
i=1

��i(�
[�+1]
� ). (5.6)

En la expresión anterior todos los términos involucrados son positivos, y de (5.5) se

concluye que

I�i(�
[�+1]
� ) = ��i(�

[�+1]
� ) , 8i = 1; :::; k.

Pero 0 es una de las soluciones �i de la equación �
[�+1]
� = 0, entonces

�0(�
[�+1]
� ) = I0(�[�+1]� ).

Finalmente de (5.3) y (5.4) en lo anterior tenemos:

�0(f) = �0(�
[�+1]
� ) = I0(�[�+1]� ) = I0(f).

El Teorema es probado.
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Capítulo 6

El Número de Milnor de un

Campo Vectorial Holomorfo

6.1. Índice de Intersección

Sean U � Cn abierto y F : U �! C función holomorfa El subconjunto de Cn

formado por todos los ceros de F , al que denotaremos por

(F = 0) = fz 2 Cn;F (z) = 0g,

es llamado hipersuper�cie analítica de Cn; es decir, un conjunto analítico de Cn de

codimensión 1 compleja. En el caso de n = 2 se tiene que (F = 0) es una curva

analítica. En el caso particular de que F es un polinomio, el conjunto (F = 0) es una

hipersuper�cie álgebraica de Cn:

Sean F1; :::; Fn 2 O(U) y denotemos por Aj = (Fj = 0).

Sean U � Cn abierto y On;p el anillo de gérmenes de las funciones holomorfos
alrededor de p 2 U , usando las notaciones dados en el capítulo anterior tenemos la
siguiente:
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De�nición 6.1.1 Sea Z = (Z1; :::; Zn) : U �! Cn un campo holomorfo, el Número

de Milnor del campo Z en el punto p 2 U , es de�nido como:

�p(Z) = dimC

 
On;p

hZ1; :::; ZniOn;p

!
.

Del capítulo anterior, tenemos:

Proposición 6.1.1 El número de Milnor satisface las siguientes propiedades:

(1) �p(Z) es �nito si y sólo si p es una singularidad aislada de Z:

(2) �p(Z) = 0 si y sólo si p es un punto regular de Z

(3) �p(Z) = 1 si y sólo si det
�
@Zj(p)

@zj

�
1�i;j�n

6= 0:

(4) �p(Zj1 ; :::; Zjn) = �p(Z1; :::; Zn); para cualquier permutación (1; :::; n) �! (j1:::; jn):

(5) �p(Z1; :::; Zi �Wi; :::; Zn) = �p(Z1; :::; Zi; :::; Zn) + �p(Z1; :::;Wi; :::; Zn):

(6) Si A es una matriz cuadrada n � n inversible, cuyas entradas son funciones

holomorfas tal que

W = AZ,

entonces �p(W ) = �p(Z).

(7) El número de Milnor es invariante bajo biholomor�smo.

El número de Milnor puede ser geométricamente interpretado como el índice de

intersección en p de las n hipersuper�cies analíticas generadas por las componentes

de Z (Ver [8]),

�p(Z) = ip(Z1; :::; Zn).
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Es decir, dado " > 0 su�cientemente pequeño, sea la "�perturbaciones Aj(") =
(Zj = ") de Aj = (Zj = 0). Se tiene que las hipersuper�cies Aj(") se intersectan

exactamente en ip(Z1; :::; Zn) puntos, i.e.

card

�
n
\
j=1
Aj(")

�
= ip(Z1; :::; Zn):

De�nición 6.1.2 Sean E : ~Cn0 �! Cn el Blow-up centrado en 0 2 Cn; F 2 O(Cn),
con ord0(F ) = m; de�nimos el Transformado Estricto de F por E; denotado

por ~F como aquella función que en coordenadas se expresa (en la j-ésima carta del

Blow-up):

~F (y1; :::; yn) =
(F � E)(y1; :::; yn)

ymj
. (6.1)

6.2. El Número de Milnor de un Campo Vectorial

Holomorfo 3-Dimensional

En esta sección daremos unas fórmulas que relacióna el número de Milnor del campo,

la multiplicidad álgebraica del campo y el número de Minlor del transormado estricto

del campo.

El teorema siguiente, cuya demostración puede ser encontrada en [13], es muy im-

portante pues seran de ayuda para probar algunos teoremas.

Teorema 6.2.1 (Fórmula de Noether) Sean F1; :::; Fn 2 On tales que:

(1) El punto 0 2 Cn es un punto de intersección aislado de las hipersuper�cies

analíticas (F1 = 0); :::; (Fn = 0):

(2) Las hipersuper�cies analíticas ( ~F1 = 0); :::; ( ~Fn = 0) tienen puntos de intersec-

ción aislados en el divisor E�1(0):
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Entonces

i0(F1; :::; Fn) = ord0(F1)ord0(F2) � � � ord0(Fn) +
X

q2E�1(0)

iq( ~F1; :::; ~Fn):

Sean U � C3 abierto, Z = (Z1; Z2; Z3) un campo holomorfo sobre U y p 2 U

singularidad aislada de FZ . Donde FZ foliación analítica singular por curvas generada
por Z tal que mp(Z) = �; denotaremos por F ~Z al transformado estricto de FZ y ~Z
el campo vectorial holomorfo que genera a F ~Z .

Cuando n = 2; existe una fórmula que relacióna � con el número de Milnor de Z en

p y el número de Milnor de las singularidades del transformado estricto ~Z :

�p(Z) =

8>><>>:
�2 � � � 1 +

P
q2E�1(p)

�q( ~Z); si p es no dicrítico

�2 + � � 1 +
P

q2E�1(p)
�q( ~Z); si p es dicrítico.

En n = 2; el conjunto Sing(F ~Z) es �nito y las sumatorias que aparecen son �nitas.

En esta sección probaremos una fórmula análoga a la anterior para n = 3, bajo la

hipotesis que el conjunto Sing(F ~Z) sea �nito.

Sea 0 2 C3 singularidad aislada dicrítica del campo holomorfo Z, por la proposición
4.0.1, existe un polinomio homogéneo P��1 de grado � � 1; tal que

Zi(z1; z2; z3) = ziP��1(z1; z2; z3) +
X
k��+1

Zik(z1; z2; z3),

donde 1 � i � 3.

Hallemos los tranformados estrictos de las componentes de Z = (Z1; Z2; Z3); ver

(6.1).
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a) El tranformado estricto de Z1 por E en coordenadas se expresa como:

~Z1(x; t; s) = P��1(1; t; s) +
P

k��+1
xk��Z1k(1; t; s)

~Z1(u; y; v) = uP��1(u; 1; v) +
P

k��+1
yk��Z1k(u; 1; v)

~Z1(r; w; z) = rP��1(r; w; 1) +
P

k��+1
zk��Z1k(r; w; 1).

(6.2)

b) El tranformado estricto de Z2 por E en coordenadas se expresa como:

~Z2(x; t; s) = tP��1(1; t; s) +
P

k��+1
xk��Z2k(1; t; s)

~Z2(u; y; v) = P��1(u; 1; v) +
P

k��+1
yk��Z2k(u; 1; v)

~Z2(r; w; z) = wP��1(r; w; 1) +
P

k��+1
zk��Z2k(r; w; 1).

(6.3)

c) El tranformado estricto de Z3 por E en coordenadas se expresa como:

~Z3(x; t; s) = sP��1(1; t; s) +
P

k��+1
xk��Z3k(1; t; s)

~Z3(u; y; v) = vP��1(u; 1; v) +
P

k��+1
yk��Z3k(u; 1; v)

~Z3(r; w; z) = P��1(r; w; 1) +
P

k��+1
zk��Z3k(r; w; 1).

(6.4)

Recordando el transformado estricto ~Z del campo Z por E; ver Teorema 3.4.2, está

dado por:

~Z1(x; t; s) =
P
k��

xk��Z1k(1; t; s)
@
@x
+
P

k��+1
xk���1[Z2k(1; t; s)� tZ1k(1; t; s)] @@t+

+
P

k��+1
xk���1[Z3k(1; t; s)� sZ1k(1; t; s)] @@s

~Z2(u; y; v) =
P

k��+1
yk���1[Z1k(u; 1; v)� uZ2k(u; 1; v)] @@u +

P
k��

yk��Z2k(u; 1; v)
@
@y
+

+
P

k��+1
yk���1[Z3k(u; 1; v)� vZ2k(u; 1; v)] @@v

~Z3(r; w; z) =
P

k��+1
zk���1[Z1k(r; w; 1)� rZ3k(r; w; 1)] @@r+

+
P

k��+1
zk���1[Z2k(r; w; 1)� wZ3k(r; w; 1)] @@w +

P
k��

zk��Z3k(r; w; 1)
@
@z
.
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Usando (6.2), (6.3) y (6.4), con un fácil cálculo se tiene la siguiente:

Proposición 6.2.2 Sea 0 2 C3 singularidad aislada dicrítica del campo holomorfo
Z, entonces las componentes de ~Z se expresan en términos de los transformados

estrictos de las componentes de Z:

~Z1(x; t; s) =
�
~Z1(x; t; s);

~Z2(x;t;s)�t ~Z1(x;t;s)
x

;
~Z3(x;t;s)�s ~Z1(x;t;s)

x

�
~Z2(u; y; v) =

�
~Z1(u;y;v)�u ~Z2(u;y;v)

y
; ~Z2(u; y; v);

~Z3(u;y;v)�v ~Z2(u;y;v)
y

�
~Z3(r; w; z) =

�
~Z1(r;w;z)�r ~Z3(r;w;z)

z
;
~Z2(r;w;z)�w ~Z3(r;w;z)

z
; ~Z3(r; w; z)

�
.

Con las de�niciones y notaciones anteriores, podemos demostrar el siguiente resultado

fundamental:

Teorema 6.2.3 Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en

0 2 C3; tal que ~Z tiene singularidades aisladas en el divisor E�1(0): Si 0 2 C3 es
una singularidad dicrítica de Z y m0(Z) = �; entonces

�0(Z) = �3 + 2�2 � 2 +
X

q2E�1(0)

�q( ~Z).

Prueba. Como ~Z tiene singularidades aisladas en el divisor E�1(0) entonces el

conjunto Sing( ~Z) es discreto, desde que Sing( ~Z) � CP (2) y CP (2) es compacto

entonces el conjunto Sing( ~Z) es �nito.

Desde que Sing( ~Z) es �nito, entonces existe una recta proyectiva (Hiperplano

H1) que no pasa por ninguno de ellos (ver [14]), entonces rotanto el sistema de

coordenadas y considerando el nuevo sistema de coordenadas en CP (2) tal que en

el hiperplano H1 no se encuentre ninguna singularidad de ~Z, y como las rotaciones
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son tranformaciones lineales, en particular un biholomor�smo, entonces el número de

Milnor es invariante, por lo tanto podemos suponer que en la primera carta E1(x; t; s)

de ~C30 se encuentran todas las singularidades de ~Z:

Recordando que:

� En la 1ra carta:

Sing( ~Z1) =

8>>><>>>:(0; t; s);
P��1(1; t; s) = 0

Z2�+1(1; t; s)� tZ1�+1(1; t; s) = 0
Z3�+1(1; t; s)� sZ1�+1(1; t; s) = 0

9>>>=>>>; . (6.5)

� En la 2da carta:

Sing( ~Z2) =

8>>><>>>:(u; 0; v);
Z1�+1(u; 1; v)� uZ2�+1(u; 1; v) = 0
P��1(u; 1; v) = 0

Z3�+1(u; 1; v)� vZ2�+1(u; 1; v) = 0

9>>>=>>>; . (6.6)

� En la 3ra carta:

Sing( ~Z3) =

8>>><>>>:(r; w; 0);
Z1�+1(r; w; 1)� rZ3�+1(r; w; 1) = 0
Z2�+1(r; w; 1)� wZ3�+1(r; w; 1) = 0
P��1(r; w; 1) = 0

9>>>=>>>; . (6.7)

Entonces 0 =2 Sing( ~Z2) y 0 =2 Sing( ~Z3); pues si el 0 2 C3 llegaría a pertenecer
a uno de los dos conjuntos, la primera carta no podría ver esta singularidad, pues

esta se encontraría en el in�nito de la 1ra carta (Hiperplano H1), llegaríamos a una

contradicción pues en la primera carta se ecuentran todas singularidades de ~Z:

Como 0 =2 Sing( ~Z2), 0 =2 Sing( ~Z3); entonces de (6.6) y (6.7) podemos suponer sin
pérdidad de generalidad que:

P��1(0; 1; 0) 6= 0 y Z1�+1(0; 0; 1) 6= 0. (6.8)
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Como todas las singularidades de ~Z se encuentran en la primera carta E1(x; t; s) ,

entonces basta demostrar la fórmula en la 1ra carta.

Sea q 2 E�1(0); de la proposición 6.2.2 tenemos:

�q( ~Z) = iq

 
~Z1(x; t; s);

~Z2(x; t; s)� t ~Z1(x; t; s)
x

;
~Z3(x; t; s)� s ~Z1(x; t; s)

x

!
,

para no hacer engorrosa la escritura escribiremos:

�q( ~Z) = iq

 
~Z1;

~Z2 � t ~Z1
x

;
~Z3 � s ~Z1

x

!
. (6.9)

Observe que: X
k��+1

xk���1[Z2k � tZ1k ] = x
�
~Z2 � t ~Z1

�
(6.10)

y además:

0BBB@
~Z1

~Z2 � t ~Z1
~Z3�s ~Z1
x

1CCCA =

0BBB@
1 0 0

�t 1 0

0 0 1

1CCCA
0BBB@

~Z1

~Z2
~Z3�s ~Z1
x

1CCCA . (6.11)

Entonces de (6.10) ~Z2 � t ~Z1 = x
�
~Z2�t ~Z1
x

�
; usando las propiedades de índice de

intersección (ver Proposición 6.1.1), tenemos:

iq

 
~Z1; ~Z2 � t ~Z1;

~Z3 � s ~Z1
x

!
= iq

 
~Z1; x;

~Z3 � s ~Z1
x

!
+iq

 
~Z1;

~Z2 � t ~Z1
x

;
~Z3 � s ~Z1

x

!
.

(6.12)

De (6.9), (6.11) y (6.12) tenemos:P
q2E�1(0)

�q( ~Z) =
P

q2E�1(0)
iq

�
~Z1;

~Z2�t ~Z1
x

;
~Z3�s ~Z1
x

�
=

P
q2E�1(0)

iq

�
~Z1; ~Z2;

~Z3�s ~Z1
x

�
�

P
q2E�1(0)

iq

�
~Z1; x;

~Z3�s ~Z1
x

�
.

(6.13)

Para que (6.13) sea válida, veamos que las dos sumatorias que aparecen sean �nitas.
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Capítulo 6. El Número de Milnor de un Campo Vectorial Holomorfo

a) Calculando la sumatoria
P

q2E�1(0)
iq

�
~Z1; x;

~Z3�s ~Z1
x

�
.

De (6.2) y (6.4) tenemos:

~Z1(x; t; s) = P��1(1; t; s) +
X
k��+1

xk��Z1k(1; t; s) = P��1 + x[:::]1

~Z3 � s ~Z1
x

=
P

k��+1
xk���1[Z3k(1; t; s)� sZ1k(1; t; s)]

= Z3�+1(1; t; s)� sZ1�+1(1; t; s) + x[:::]2.

Observe que:0BBB@
P��1(1; t; s)

x

Z3�+1(1; t; s)� sZ1�+1(1; t; s)

1CCCA =

0BBB@
1 �[:::]1 0

0 1 0

0 [:::]2 1

1CCCA
0BBB@

~Z1

x
~Z3�s ~Z1
x

1CCCA .
Usando las propiedades de índice de intersección:

P
q2E�1(0)

iq

�
~Z1; x;

~Z3�s ~Z1
x

�
=

P
q2E�1(0)

iq
�
P��1(1; t; s); x; Z

3
�+1(1; t; s)� sZ1�+1(1; t; s)

�
=
P
p2C2

ip
�
P��1(1; t; s); Z

3
�+1(1; t; s)� sZ1�+1(1; t; s)

�
.

(6.14)

Sea

H�+2(z1; z2; z3) = z1Z
3
�+1(z1; z2; z3)� z3Z1�+1(z1; z2; z3);

de (6.8) Z1�+1(0; 0; 1) 6= 0 se tiene: Z1�+1(z1; z2; z3) = [:::] + z�+13 + [:::]; entonces H�+2

es un polinomio homogéneo de grado � + 2:

A�rmación: H�+2(z1; z2; z3) y P��1(z1; z2; z3) no tienen factores comunes.

En efecto, supongamos lo contrario entonces existen polinomios homogéneos P;H;M
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tales que: H�+2 = H:M y P��1 = P:M; sabemos que:

(u; 0; v) 2 Sing( ~Z2) , es solución de:

8>>><>>>:
Z1�+1(u; 1; v)� uZ2�+1(u; 1; v) = 0
P��1(u; 1; v) = 0

Z3�+1(u; 1; v)� vZ2�+1(u; 1; v) = 0.

Como (0; 0; 0) =2 Sing( ~Z2); se tiene:

(u; 0; v) 2 Sing( ~Z2) , es solución de:

8<: P��1(u; 1; v) = 0

uZ3�+1(u; 1; v)� vZ1�+1(u; 1; v) = 0

y como H�+2 = H:M y P��1 = P:M; luego se tiene:

(u; 0; v) 2 Sing( ~Z2), es solución de :

8<: P (u; 1; v):M(u; 1; v) = 0

H(u; 1; v):M(u; 1; v) = 0.

Entonces f(u; 0; v); M(u; 1; v) = 0g � Sing( ~Z2) y como M(u; 1; v) es un polinomio

de dos variables entonces f(u; 0; v); M(u; 1; v) = 0g es in�nito entonces Sing( ~Z2) es
in�nito, contradición con la hipotesis, esto prueba la a�rmación.

Por otro lado

[H�+2 = 0] = f[z1; z2; z3]; H�+2(z1; z2; z3) = 0g
[P��1 = 0] = f[z1; z2; z3]; P��1(z1; z2; z3) = 0g

son curvas planas proyectivas de grados �+2 y ��1 respectivamente, comoH�+2(z1; z2; z3)

y P��1(z1; z2; z3) no tienen factores comunes entonces [H�+2 = 0] y [P��1 = 0] no

tienen componentes comunes, luego por el Teorema de Bezout (Teorema 3.3.4) :X
p2C2

ip (P��1(z1; z2; z3); H�+2(z1; z2; z3)) = (� � 1)(� + 2). (6.15)

Pero nosotros queremos hallar:X
p2C2

ip
�
P��1(1; t; s); Z

3
�+1(1; t; s)� sZ1�+1(1; t; s)

�
,
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observe que

H�+2(1; t; s) = Z3�+1(1; t; s)� sZ1�+1(1; t; s).

En la segunda carta (u; v) de CP (2), estando en recta H1 (i.e u = 0), de (6.8)

y desde que P��1 y H�+2 no tienen factores comunes se sigue que P��1(0; 1; v) y

H�+2(0; 1; v) = �vZ1�+1(0; 1; v) no tienen raíces comunes.

Análogamente en la tercera carta (r; w) de CP (2), estando en recta H1 (i.e

r = 0), de (6.8) y desde que P��1 y H�+2 no tienen factores comunes se sigue que

P��1(0; w; 1) y H�+2(0; w; 1) = �Z1�+1(0; w; 1) no tiene raíces comunes.

Por lo tanto, las curvas álgebraicas [H�+2 = 0] y [P��1 = 0] no tienen puntos de

intersección en la recta H1, esto signi�ca que la primera carta de CP (2) contiene

todos los puntos de intersección de estas curvas álgebraicas, entonces de (6.15) se

tiene: X
p2C2

ip (P��1(1; t; s); H�+2(1; t; s)) = (� � 1)(� + 2). (6.16)

De (6.14) y (6.16) tenemos :

X
q2E�1(0)

iq

 
~Z1; x;

~Z3 � s ~Z1
x

!
= (� � 1)(� + 2). (6.17)

b) Ahora calculando la sumatoria
P

q2E�1(0)
iq

�
~Z1; ~Z2;

~Z3�s ~Z1
x

�
.

Sea H la función analítica

H(z1; z2; z3) = z1Z3(z1; z2; z3)� z3Z1(z1; z2; z3),

como

Zi(z1; z2; z3) = ziP��1(z1; z2; z3) +
X
k��+1

Zik(z1; z2; z3); 1 � i � 2
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entonces

H(z1; z2; z3) =
X
k��+1

[z1Z
3
k(z1; z2; z3)� z3Z1k(z1; z2; z3)].

Desde que 0 2 C3 es una singularidad aislada de Z; entonces 0 2 C3 es un punto
de intersección aislado de las super�cies analíticas (Z1 = 0); (Z2 = 0) y (Z3 = 0); y

como H = z1Z3 � z3Z1; entonces 0 2 C3 es un punto de intersección aislado de las
super�cies analíticas (Z1 = 0); (Z2 = 0) y (H = 0):

Observe que : 0BBB@
Z1

Z2

z1Z3 � z3Z1

1CCCA =

0BBB@
1 0 0

0 1 0

�z3 0 1

1CCCA
0BBB@

Z1

Z2

z1Z3

1CCCA .
Por propiedades de índice de intersección, tenemos:

i0(Z1; Z2; H) = i0(Z1; Z2; z1Z3)

= i0(Z1; Z2; z1) + i0(Z1; Z2; Z3)

= i0(Z1; Z2; �1) + �0(Z),

(6.18)

donde �1 : C3 ! C tq �1(z1; z2; z3) = z1.

Sea

Z�(z1; z2; z3) =
X
k��+1

Z1k(z1; z2; z3);

un fácil cálculo muestra que:0BBB@
Z�

Z2

z1

1CCCA =

0BBB@
1 0 �P��1
0 1 0

0 0 1

1CCCA
0BBB@

Z1

Z2

�1

1CCCA ;

entonces

i0(Z1; Z2; �1) = i0(Z
�; Z2; �1): (6.19)

Analizando las super�cies ( ~Z� = 0); ( ~Z2 = 0) y (~�1 = 0)
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� En la 1ra carta (x; t; s):

Observe que ~�1(x; t; s) = �1�E1
x

= 1; entonces las super�cies ( ~Z� = 0); ( ~Z2 = 0) y

(~�1 = 0) no tienen puntos de intersección en la 1ra carta (x; t; s):

Veamos que pasa en las otras dos cartas:

� 2da carta (u; y; v):

~Z�(u; y; v) = (Z��E2)(u;y;v)
y�+1

=
P

k��+1
yk���1Z1k(u; 1; v)

~Z2(u; y; v) = (Z2�E2)(u;y;v)
y�

= P��1(u; 1; v) +
P

k��+1
yk��Z2k(u; 1; v)

~�1(u; y; v) = (�1�E2)(u;y;v)
y

= u.

Los puntos de intersección en la carta (u; y; v) de estas super�cies, vienen dados

por la solución del siguiente sistema:8>>><>>>:
~Z�(u; 0; v) = Z1�+1(u; 1; v) = 0

~Z2(u; 0; v) = P��1(u; 1; v) = 0

~�1(u; 0; v) = u = 0

Pero de (6.8) y desde que P��1 y H�+2 no tienen factores comunes se sigue que

el sistema anterior no tiene solución, entonces las super�cies ( ~Z� = 0); ( ~Z2 = 0)

y (~�1 = 0) no se intersectan.

� En la 3ra carta (r; w; z)

~Z�(r; w; z) = (Z��E3)(r;w;z)
z�+1

=
P

k��+1
zk���1Z1k(r; w; 1)

~Z2(r; w; z) = (Z2�E3)(r;w;z)
zm

= P��1(r; w; 1) +
P

k��+1
zk��Z2k(r; w; 1)

~�1(r; w; z) = (�1�E3)(r;w;z)
z

= r.
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Los puntos de intersección en la carta (r; w; z) de estas super�cies, vienen dados

por la solución del siguiente sistema:8>>><>>>:
~Z�(r; w; 0) = Z1�+1(r; w; 1) = 0

~Z2(r; w; 0) = P��1(r; w; 1) = 0

~�1(r; w; 0) = r = 0

Pero de la condición (2) y desde que P��1 y H�+2 no tienen factores comunes se

sigue que el sistema anterior no tiene solución, entonces las super�cies ( ~Z� =

0); ( ~Z2 = 0) y (~�1 = 0) no se intersectan.

Entonces el conjunto de intersección de las super�cies ( ~Z� = 0); ( ~Z2 = 0) y

(~�1 = 0) es vacio, entonces
P

q2E�1(0)
iq

�
~Z�; ~Z2; ~�1

�
= 0:

Luego, estamos en condiciones de usar el Teorema 6.2.1,

i0(Z1; Z2; z1) = i0(Z
�; Z2; z1) = �(� + 1) +

X
q2E�1(0)

iq

�
~Z�; ~Z2; ~�1

�
.

Luego de (6.19) tenemos:

i0(Z1; Z2; z1) = �(� + 1). (6.20)

Analizando las super�cies ( ~Z1 = 0); ( ~Z2 = 0) y ( ~H = 0).

� En la 1ra carta (x; t; s)

~Z1(x; t; s) = (Z1�E1)(x;t;s)
x�

= P��1(1; t; s) +
P

k��+1
xk��Z1k(1; t; s)

~Z2(x; t; s) = (Z2�E1)(x;t;s)
x�

= tP��1(1; t; s) +
P

k��+1
xk��Z2k(1; t; s)

~H(x; t; s) = (H�E1)(x;t;s)
x�+2

=
P

k��+1
xk���1[Z3k(1; t; s)� sZ1k(1; t; s)].
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Los puntos de intersección en la carta (x; t; s) de estas super�cies, vienen dados por

la solución del siguiente sistema:8>>><>>>:
~Z1(0; t; s) = P��1(1; t; s) = 0

~Z2(0; t; s) = tP��1(1; t; s) = 0

~H(0; t; s) = Z3�+1(1; t; s)� sZ1�+1(1; t; s) = 0,

la solución del sistema es �nito, ver (6.16).

� En la 2da carta (u; y; v)

~Z1(u; y; v) = (Z1�E2)(u;y;v)
y�

= uP��1(u; 1; v) +
P

k��+1
yk��Z1k(u; 1; v)

~Z2(u; y; v) = (Z2�E2)(u;y;v)
y�

= P��1(u; 1; v) +
P

k��+1
yk��Z2k(u; 1; v)

~H(u; y; v) = (H�E2)(u;y;v)
y�+2

=
P

k��+1
yk���1[uZ3k(u; 1; v)� vZ1k(u; 1; v)]

Los puntos de intersección en la carta (u; y; v) de estas super�cies, vienen dados por

la solución del siguiente sistema:8>>><>>>:
~Z1(u; 0; v) = uP��1(u; 1; v) = 0

~Z2(u; 0; v) = P��1(u; 1; v) = 0

~H(u; 0; v) = uZ3�+1(u; 1; v)� vZ1�+1(u; 1; v) = 0.

Veamos los puntos de intersección, las cuales no pertenecen a la carta (x; t; s); es

decir donde u = 0; tales puntos serán solución del siguiente sistema:8>>><>>>:
~Z1(0; 0; v) = 0

~Z2(0; 0; v) = P��1(u; 1; v) = 0

~H(0; 0; v) = �vZ1�+1(0; 1; v) = 0.

Pero de la condición (2) y desde que P��1 y H�+2 no tienen factores comunes se sigue

que el sistema anterior no tiene solución, entonces las super�cies ( ~Z1 = 0); ( ~Z2 = 0)

y ( ~H1 = 0) no se intersectan.
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� En la tercera carta (r; w; z)

~Z1(r; w; z) = (Z1�E3)(r;w;z)
z�

= rP��1(r; w; 1) +
P

k��+1
zk��Z1k(r; w; 1)

~Z2(r; w; z) = (Z2�E3)(r;w;z)
z�

= wP��1(r; w; 1) +
P

k��+1
zk��Z2k(r; w; 1)

~H(r; w; z) = (H�E3)(x;t;s)
z�+2

=
P

k��+1
zk���1[rZ3k(r; w; 1)� Z1k(r; w; 1)]

Los puntos de intersección en la carta (u; y; v) de estas super�cies, vienen dados por

la solución del siguiente sistema:8>>><>>>:
~Z1(r; w; 0) = rP��1(r; w; 1) = 0

~Z2(r; w; 0) = wP��1(r; w; 1) = 0

~H(r; w; 0) = rZ3�+1(r; w; 1)� Z1�+1(r; w; 1) = 0

Veamos los puntos de intersección,las cuales no pertenecen a la carta (x; t; s); es decir

donde r = 0; tales puntos serán solución del siguiente sistema:8>>><>>>:
~Z1(0; w; 0) = 0

~Z2(0; w; 0) = wP��1(0; w; 1) = 0

~H(0; w; 0) = �Z1�+1(0; w; 1) = 0

Pero de (6.8) y desde que P��1 y H�+2 no tienen factores comunes se sigue que

el sistema anterior no tiene solución, entonces las super�cies ( ~Z1 = 0); ( ~Z2 = 0) y

( ~H = 0) no se intersectan.

Entonces el conjunto de intersección de las super�cies ( ~Z1 = 0); ( ~Z2 = 0) y ( ~H = 0)

es �nito, estamos en condiciones de usar nuevamente el Teorema 6.2.1

i0(Z1; Z2; H) = �:�:(� + 2) +
X

q2E�1(0)

iq

�
~Z1; ~Z2; ~H

�
. (6.21)

De (6.18) y (6.21), tenemos que:

i0(Z1; Z2; H) = i0(Z1; Z2; z1) + �0(Z) = �2(� + 2) +
X

q2E�1(0)

iq

�
~Z1; ~Z2; ~H

�
(6.22)

93



Capítulo 6. El Número de Milnor de un Campo Vectorial Holomorfo

y de (6.20) i0(Z1; Z2; z1) = �(� + 1); luego de remplazar en (6.22) y despejando

tenemos:

�0(Z) = �2(� + 2) +
X

q2E�1(0)

iq

�
~Z1; ~Z2; ~H

�
� �(� + 1),

observe que:

~H(x; t; s) =
(H � E1)(x; t; s)

x�+2
=
X
k��+1

xk���1[Z3k(1; t; s)� sZ1k(1; t; s)] =
~Z3 � s ~Z1

x
,

entonces

�0(Z) = �2(� + 2) +
X

q2E�1(0)

iq

 
~Z1; ~Z2;

~Z3 � s ~Z1
x

!
� �(� + 1): (6.23)

Luego de (6.13) y (6.17) tenemos:

X
q2E�1(0)

iq

 
~Z1; ~Z2;

~Z3 � s ~Z1
x

!
= (� � 1)(� + 2) +

X
q2E�1(0)

�q( ~Z). (6.24)

Finalmente de (6.23) y (6.24) se tiene:

�0(Z) = �2(� + 2) + (� � 1)(� + 2)� �(� + 1) +
X

q2E�1(0)

�q( ~Z),

entonces

�0(Z) = �3 + 2�2 � 2 +
X

q2E�1(0)

�q( ~Z) .

�

Obsrvación: La demostración del teorema anterior, es usando las mismas ideas del

caso n = 2.

Ahora vamos mencionar una fórmula análoga del teorema anterior, para una

singularidad no dicrítica.
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Teorema 6.2.4 Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en

0 2 C3; tal que ~Z tiene singularidades aisladas en el divisor E�1(0): Si 0 2 C3 es
una singularidad no dicrítica de Z y m0(Z) = �; entonces

�0(Z) = �3 � �2 � � � 1 +
X

q2E�1(0)

�q( ~Z) .

La demostración puede ser encontrada en [5].

6.3. El Número de Milnor de un Campo Vectorial

Holomorfo n-Dimensional

Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad dicrítica aislada en 0 2 Cn tal
que su transformado estricto tenga singularidades aisladas.

SeanMn una variedad compleja de dimensión n, p 2Mn y F una foliación analítica
singular por curvas. Sea Z el campo vectorial que genera la foliación alrededor del

punto p (Ver [12])

Z =
nX
i=1

Zi
@

@zi
,

donde Z1; Z2; :::; Zn 2 On;p (aquí On;p es el anillo de gérmenes de las funciones
holomorfas en p) y m:c:d:(Z1; Z2; :::; Zn) = 1: Denotaremos por FZ a esta foliación.

Sea p 2Mn y consideremos una carta (U;') deMn tal que p 2 U y '(p) = 0 2
Cn; como Zi � '�1 es una función holomorfa de varias variables complejas en una
vecindad del origen, se tiene:

Zi � '�1 =
X
k��i

Zik , 1 � i � n,

donde los Zik son polinomios homogéneos de grado k en n variables complejas.

95



Capítulo 6. El Número de Milnor de un Campo Vectorial Holomorfo

Es fácil ver que el número �i es independiente de la carta (U;')

De�nición 6.3.1 El orden Zi en p 2 Mn es el orden de.Zi � '�1 en el 0 2 Cn es
�i, denotado por ordp(Zi).

De�nición 6.3.2 La multiplicidad álgebraica de la foliación FZ (o del campo Z)
denotada por mp(FZ) (o mp(Z)) es de�nida como

mp(FZ) = m��n
1�i�n

fordp(Zi)g.

Es fácil ver que todas las de�niciones dadas para campos holomorfos de�nidas en

abierto de Cn, se pueden extender a variedades complejas de dimensión n. Como el

estudio es local, todo el trabajo sobre variedades se baja, de manera local, a abiertos

de Cn:

Veamos un resultado fundamental dado en [5].

Teorema 6.3.1 Sea FZ una foliación analítica por curvas sobre una variedad com-
pleja n-dimensionalMn, p es una singularidad aislada de FZ tal que F ~Z tiene singu-
laridades aisladas en el divisor E�1(0): Si p 2 Mn es una singularidad no dicrítica

de FZ y m0(FZ) = �; entonces

�0(FZ) = g(�) +
X

q2E�1(0)

�q(F ~Z),

donde g(�) = �n � �n�1 � � � � � � � 1.

La demostración del Teorema anterior puede ser encontrada en [5].

Si m0(Z) = � entonces Z =
P
k��

Zk donde Z� = P��1
nP
i=1

zi
@
@zi
, Zk =

nP
i=1

Zik
@
@zi
para

k � � + 1 y los Zik son polinomios homogéneos de grado k.
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Consideremos Z =
Pn

i=1 Zi
@
@zi
, como los Zi son gérmenes holomorfos entonces

Zi =
P
k��

Zik donde los Z
i
k son polinomios homogéneos de grado k, luego agrupando

convenientemente el campo Z se expresa como:

Z =
X
k��

Zk,

donde los Z� = P��1
nP
i=1

zi
@
@zi
, Zk =

nP
i=1

Zik
@
@zi
para k � � + 1.

Veamos el siguiente resultado principal:

Teorema 6.3.2 Sea FZ una foliación analítica por curvas sobre una variedad com-
pleja n-dimensionalMn, p es una singularidad aislada de FZ tal que F ~Z tiene sin-
gularidades aisladas en el divisor E�1(0): Si p 2 Mn es una singularidad dicrítica

de FZ y m0(FZ) = �; entonces

�0(FZ) = g(� + 1) +
X

q2E�1(0)

�q(F ~Z),

donde g(�) = �n � �n�1 � � � � � � � 1.

Prueba:

Consideremos el campo vectorial Z�+1 + R, donde R =
P

k��+2
Zk y supongamos

que se cumplan las siguientes condiciones:

(1) Z�+1 +R tiene una singularidad aislada en el 0 2 Cn:

(2) Su transformado estricto ^Z�+1 +R tiene singularidades aisladas en el divisor

E�1(0) = CP (n� 1):

Por otro lado:
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Z�+1 + R =
nP
i=1

 P
k��+2

Zik

!
@
@zi
trabajando e la j-ésima carta del Blow-up y ha-

ciendo el pull-back tenemos:

E�[Z�+1 +R] = y�j

"
yjZ

j
�+1(ŷ)

@

@yj
+

nX
i=1;i6=j

�
Zi�+1(ŷ)� yiZ

j
�+1(ŷ)

� @

@yi

#
+ y�+1j

~Y (y),

como estamos trabajando sobre una singularidad dícritica, tenemos que Zi�+1(ŷ) �
yiZ

j
�+1(ŷ) se anula un número �nito de veces, luego se tiene

^Z�+1 +R =
Z�+1 +R

y�j
, (6.25)

entonces el plano fyj = 0g es invariante por ^Z�+1 +R, por lo tanto 0 2 Cn es una
singularidad no dicrítica aislada para el campo vectorial Z�+1 + R, luego usando el

teorema (6.3.2) tenemos:

�0(Z�+1 +R) = g(� + 1) +
X

~q2E�1(0)

�~q( ^Z�+1 +R), (6.26)

donde g(�) = �n � �n�1 � � � � � � � 1:

De la condición (2) podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que todas las

singularidades de ^Z�+1 +R se encuentran en la primera carta del blow-up ( ~U1; ~'1),

donde el blow-up se expresa como

E1(y1; :::; yn) = (y1; y1y2:::; y1yn) = (z1; :::; zn):

Luego de (6.25) tenemos:

^Z�+1 +R = y1Z
1
�+1(ŷ)

@

@y1
+

nX
i=2

�
Zi�+1(ŷ)� yiZ1�+1(ŷ)

� @

@yi
+ y1 ~Y (y), (6.27)

entonces por la condición (2) existe N 2 N tal que

Sing( ^Z�+1 +R) =

8<: ~qr = (0; yr;2; :::; yr;n); 1 � r � N tal que

Zi�+1(q̂r)� yriZ1�+1(q̂r);82 � i � n

9=; , (6.28)
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donde q̂r = (1; yr;2; :::; yr;n):

Para � > 0, consideremos la perturbación Z� = �Z� + Z�+1 +R:

A�rmación: Para � > 0 su�cientemente pequeño 0 2 Cn es una singularidad di-
crítica aislada de Z�.

Veamos que 0 2 Cn es una singularidad aislda de Z�.

Hacemos el pull-back con la primera carta del blow-up

E�(Z�) = �E�(Z�) + E�(Z�+1 +R)

= �

"
E�(P��1

nX
i=1

zi
@

@zi
)

#
+ E�(Z�+1 +R)

E�(Z�)(y) = �y�1P��1(ŷ)
@

@y1
+ E�(Z�+1 +R)(y).

Luego el transformado estricto de Z� mediante el blow-up en la primera carta

~Z�(y) = �P��1(ŷ)
@

@y1
+ ^(Z�+1 +R)(y) (6.29)

y de (6.27) tenemos:

~Z�(y) = [�P��1(ŷ) + y1Z
1
�+1(ŷ)]

@

@y1
+

nX
i=2

�
Zi�+1(ŷ)� yiZ1�+1(ŷ)

� @

@yi
+ y1 ~Y (y).

Desde que ^Z�+1 +R tiene singularidades aisladas aisladas en el divisor E�1(0), se

tiene que 0 2 Cn es una singularidad dicrítica aislada de Z�:

Se sabe que el conjunto singular del campo ~Z� esta dado por la unión disjunta de

dos conjuntos:

Sing( ~Z�) =

8<: ~p = (0; y2; :::; yn) : P��1(~p) = 0

y ~p 2 Sing( ^Z�+1 +R)

9=;[
8<: ~p = (y1; y2; :::; yn) :

y1 6= 0; ~Z�(~p) = 0

9=; ,
es claro que el conjunto Sing( ~Z�) es un conjunto �nito.
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� Singularidades en el divisor: esta dado por

~pr = (0; yr;2; :::; yr;n)

tales que ~pr satisface las condiciones de (6.28) y P��1(1; yr;2; :::; yr;n) = 0

Entonces existe N1 2 N con 1 � N1 � N tal que

~pr = ~qr; 1 � r � N1: (6.30)

Oberve que

f~pr = (0; yr;2; :::; yr;n) : 1 � r � N1g � Sing( ~Z).

� Singularidades fuera del divisor: estan dados por

~pk = ~pk(�) = (yk;1; yk;2; :::; yk;n) con yk;1 6= 0

tal que ~Z�(~p) = 0; 1 � k �M�;M� 2 N.

Observe que para � > 0 su�cientemente pequeño, tenemos que ~Z� es una perturbación

de ^Z�+1 +R, luego tenemos:

Para 1 � r � N existe una vecindad U�;r de ~qr, existe un conjunto �nito de

índices I�;r tales que

~pk(�) 2 U�;r para todo k 2 I�;r

además
N1X
r=1

card(I�;r) =M�.

De (6.29), se sigue que l��m
�!0
~pk(�) = ~qr 8k 2 I�;r, 1 � r � N:

Observe que cada singularidad ~pk = ~pk(�) de ~Z� fuera del divisor se tiene que pk =

E(~pk) 2 Sing(Z�), luego tenemos:

�pk(Z�) = �~pk(
~Z�). (6.31)

100



Capítulo 6. El Número de Milnor de un Campo Vectorial Holomorfo

Para � > 0 su�cientemente pequeño tenemos:

�~qr(
^Z�+1 +R) =

X
~pk2 ~Z�1� (0)

�~pk(
~Z�)

�~qr(
^Z�+1 +R) =

8>><>>:
�~pr(

~Z�) +
P
k2I�;r

�~pk(
~Z�) , si 1 � r � N1P

k2I�;r
�~pk(

~Z�) , si N1 + 1 � r � N .
(6.32)

Usando (6.31) se tiene:

�0(Z�+1 +R) = �0(Z�) +
NX
r=1

X
k2I�;r

�pk(Z�). (6.33)

De (6.26), (6.31), (6.32) y (6.33) tenemos:

g(� + 1) +
NP
r=1

�~qr(
^Z�+1 +R) = �0(Z�+1 +R)

= �0(Z�) +
NP
r=1

P
k2I�;r �pk(Z�)

= �0(Z�) +
N1P
r=1

P
k2I�;r �pk(Z�) +

NP
r=N1+1

P
k2I�;r

�pk(Z�)

= �0(Z�) +
N1P
r=1

h
�~qr(

^Z�+1 +R)� �~pr( ~Z�)
i
+

NP
r=N1+1

P
k2I�;r

�~pk(
~Z�)

= �0(Z�) +
N1P
r=1

h
�~qr(

^Z�+1 +R)� �~pr( ~Z�)
i
+

NP
r=N1+1

�~qr(
^Z�+1 +R)

= �0(Z�) +
NP
r=1

�~qr(
^Z�+1 +R)�

N1P
r=1

�~pr(
~Z�)

y de (6.30) tenemos:

g(� + 1) = �0(Z�)�
X

~q2E�1(0)

�~q( ~Z�).

Por lo tanto

�0(Z�) = g(� + 1) +
X

~q2E�1(0)

�~q( ~Z�). (6.34)
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A�rmación: �0(Z) = �0(Z�)En efecto, como Z y Z� tienen al 0 2 Cn como singu-
laridad aislada, entonces existe � > 0 tal que Z(0) = Z�(0) = 0 y Z(0) 6= 0 6= Z�(0)

80 < kzk < �.

Sea 0 < �1 < �, de�nimos

Z

kZk ;
Z�
kZ�k

: S2n�1�1
! S2n�11 .

Veamos que ellas satisfacen



 Z(z)

kZ(z)k �
Z�(z)

kZ�(z)k





 < 2 para todo z 2 S2n�1�1
. (6.35)

En efecto, es claro que se cumple (6.35) si y sólo si hZ(z); Z�(z)i > 0 8z 2 S2n�1�1

como

hZ(z); Z�(z)i =
1

4
[kZ(z) + Z�(z)k � kZ(z)� Z�(z)k] ,

observe que

Z(z) + Z�(z) =
1

2
[2(1 + �)Z� + Z�+1 +R] .

Es fácil ver que en una vecindad su�cientemente pequeña (si es necesario) se cumple:

kZ(z)� Z�(z)k < kZ(z) + Z�(z)k ,

por lo tanto hZ(z); Z�(z)i > 0 8z 2 S2n�1�1
.

Consideremos la homotopía H : [0; 1]� S2n�1�1
! S2n�11 dada por:

H(t; z) =
t kZ(z)kZ�(z) + (1� t) kZ�(z)kZ(z)
kt kZ(z)kZ�(z) + (1� t) kZ�(z)kZ(z)k

,

entonces se tiene H(0; z) =
Z(z)

kZ(z)k y H(1; z) =
Z�(z)

kZ�(z)k

Por lo tanto tenemos:

�0(Z) = �0(Z�).

A�rmación: �~pr( ~Z) = �~pr(
~Z�).
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En efecto, tenemos

~Z�(y) = [�P��1(ŷ) + y1Z
1
�+1(ŷ)]

@

@y1
+

nX
i=2

�
Zi�+1(ŷ)� yiZ1�+1(ŷ)

� @

@yi
+ y1 ~Y (y)

~Z(y) = P��1(ŷ)
@

@y1
+

nX
i=2

�
Zi�+1(ŷ)� yiZ1�+1(ŷ)

� @

@yi
+ y1 ~Y (y),

la prueba es de manera análoga a la a�rmación anterior.

Luego de (6.34) tenemos:

�0(Z) = g(� + 1) +
X

~q2E�1(0)

�~q( ~Z). (6.36)

En el caso de que 0 2 Cn no es una singularidad aislada de Z�+1+R; consideramos
la perturbación

Z� = Z� + Z�+1 + �Y�+1 +R,

donde Y�+1 es un campo vectorial homogéneo de grado � + 1 tal que 0 2 Cn es una
singularidad aislada de Z�+1 + �Y�+1 + R. Tomando � > 0 su�cientemente pequeño

entonces 0 2 Cn es una singularidad aislada de Z�.

En efecto, desde que Y�+1(0) = 0, existe r > 0 tal que si kzk < r entonces kY (z)k < 1,
sea m = ��nffkZ(z)k : kzk = r0g donde 0 < r0 < r, como 0 2 Cn es una singularidad
aislada de Z se tiene que m > 0. Tomamos 0 < � < m tenemos:

kZ�k > kZ(z)k � � kY�+1(z)k > m� �,

luego se tiene que kZ�k > 0 para todo kzk = r0.

Por lo tanto 0 2 Cn es una singularidad aislada de Z� que satisface las dos condiciones
dadas al inicio.
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Luego de (6.36) tenemos:

�0(Z�) = g(� + 1) +
X

~q2E�1(0)

�~q( ~Z�)

y como antes, se prueba que:

�0(Z) = �0(Z�) y �~q( ~Z) = �~q( ~Z�).

Finalmente se tiene:

�0(Z) = g(� + 1) +
X

~q2E�1(0)

�~q( ~Z).

�
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Capítulo 7

Parte Central: Teoremas de

Reducción

Sean U � Cn abierto y FZ una foliación holomorfa (por curvas) de U generada

por el campo vectorial Z = (Z1; :::; Zn); recordemos que un punto p 2 Sing(FZ) es
llamado irreducible, si mp(Z) = 1 y la parte lineal de Z en p (i.e. DZ(p)) tiene al

menos un autovalor no nulo.

Sea E : ~Up �! U el Blow-up centrado en el punto p 2 Sing(FZ), entonces
existe una única manera de extender la foliación pull-back E�(FZ � fpg) a una
foliación analítica singular F ~Z sobre una vecindad del espacio proyectivo complejo
CP (n � 1) = E�1(p) � ~Up; con un conjunto singular de codimensión � 2; donde

F ~Z es llamado el transformado estricto de FZ por E; recordando que p 2 Sing(FZ)
es una singularidad no dicrítica de FZ si y sólo si E�1(p) es invariante por F ~Z i.e.
E�1(p) es unión de hojas y de singularidades de F ~Z ; en caso contrario, p es llamado
singularidad dicrítica.

El problema de desingularización (o de Reducción de Singularidades) para un

p 2 Sing(FZ) (dicrítica o no) de FZ consiste en demostrar la existencia de un mapeo
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holomorfo propio, � : U� �! U de�nido en una variedad n-dimensional que cumpla

las siguientes condiciones:

(1) ��1(p) =
m
[
i=1
Di es unión de subvariedades complejas compactas de codimensión

uno y con cruzamientos normales.

(2) La foliación pull-back ��(FZ � fpg) se extiende a una foliación de U� con un
conjunto singular de codimensión � 2 y tal que todos sus puntos singulares son
irreducibles.

En esta sección, resolveremos el problema de desingularización.

Sea z = (z1; :::; zn) las coordenadas locales de una vecindad de p en Mn tal que

p = (0; :::; 0) 2 Cn. En estas coordenadas, sea

Z =
nX
i=1

Zi
@

@zi

el campo que genera la foliación FZ en una vecindad del origen.

7.1. Singularidad Absolutamente Aislada

De�nición 7.1.1 (S.A.A.) Sea FZ una foliación analítica por curvas sobre una
variedad compleja n-dimensionalMn: Decimos que p 2 Sing(FZ) es una Singulari-
dad Absolutamente Aislada (S.A.A.) de FZ si y sólo si severi�can las siguientes
condiciones:

(1) El punto p es una singularidad aislada de FZ :

(2) Denotemos p = p0; Mn = Mn
0 ; FZ = F0; ~Mn

p = Mn
1 ; F ~Z = F1; E

1 = E: Si

consideramos una sucesión arbitraria de blowing-up�s

Mn
0

E1 �Mn
1

E2 �Mn
2

E3 � ::::
EN�1 � Mn

N�1
EN �Mn

N ,
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donde el centro de cada Ei es un punto pi�1 2 Sing(Fi�1); (aqui Fj denota el
transformado estricto de Fj�1 por Ej, (1 � i; j � N) entonces Sing(FN) es

un conjunto �nito.

Observación: En dimensión n = 2; no era necesario esta de�nición, pues en cada

Blow-up, el conjunto singular de la foliación levantada tiene codimensión 2.

Teniendo en cuenta las notaciones de los capítulos anteriores.

Antes de ir al resultado principal veamos el siguiente Teorema.

Teorema 7.1.1 Sea p 2 Mn, (n � 3) un punto singular de FZ tal que mp(Z) = 1

y p no es irreductible entonces p no es una Singularidad Absolutamente Aislada

(S.A.A.) de FZ :

Prueba.

Sea z = (z1; :::; zn) las coordenadas locales de una vecindad de p en Mn tal que

p = (0; :::; 0) 2 Cn. En estas coordenadas, FZ es generado por el campo vectorial
holomorfo

Z =
nX
i=1

Zi
@

@zi

en una vecindad del origen, donde Zi =
P
k�1

Zik y Z
i
k son polinomios homogéneos

de grado k. Desde que p es un punto singular no irreducible, DZ(0) tiene la forma

canónica de Jordan:

DZ(0) =

0BBBBBBBB@

0 1 0 : : : 0

0 0 �2 : : : 0
...
...
...
. . . 0

0 0 0 : : : �n�1

0 0 0 : : : 0

1CCCCCCCCA
, (7.1)
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donde �j 2 f0; 1g, 8j = 1; :::; n� 1. Se sigue que:

Z(z) = z2
@

@z1
+

n�1X
i=2

�izi+1
@

@zi
+

nX
i=1

 X
k�2

Zik(z)

!
@

@zi

Trabajando en la primera carta del blowing-up

(z1; z2; :::; zn) = (y1; y1y2; :::; y1yn)

tenemos que el tranformado estricto ~Z esta dado por

~Z =
nX
i=1

~Zi
@

@yi
,

donde

~Z1(y) = y1y2 +
P
k�2

Zik(ŷ)y
k
1

~Zi(y) = �iyi+1 � y2yi +
P
k�2
[Zik(ŷ)� ynZ1k(ŷ)] yk�11 , 2 � i � n� 1

~Zn(y) = �y2yn +
P
k�2
[Znk (ŷ)� ynZ1k(ŷ)] yk�11 ,

con ŷ = (1; y2; :::; yn). Luego el conjunto singular de ~Z en la primera carta, esta dado

por los puntos (0; y2; :::; yn) tales que

~Z(0; y2; :::; yn) =
n�1X
i=2

(�iyi+1 � y2yi)
@

@yi
� y2yn

@

@yn

De donde, se desprende dos casos:

Caso 1: Existe i0 2 f2; :::; n� 1g tal que �i0 = 0. Entonces

~Z(0; y2; :::; yn) =
n�1X

i=2;i6=i0

(�iyi+1 � y2yi)
@

@yi
� y2yi0

@

@yi0
� y2yn

@

@yn
.

En este caso se ve que

~Z(0; :::; 0; yi0+1; 0; :::; 0) = 0, 8yi0+1 2 C,

por lo tanto Sing( ~FZ) es un conjunto in�nito, se sigue que p no es una S.A.A..
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Caso 2: �2 = � � � = �n�1 = 1. En este caso tenemos:

~Z(0; y2; :::; yn) =
n�1X
i=2

(yi+1 � y2yi)
@

@yi
� y2yn

@

@yn
,

es fácil ver que 0 2 Cn es la única singularidad de ~FZ , además

D ~Z(0) =

0BBBBBBBB@

0 0 0 : : : 0

�2 0 1 : : : 0
...

...
...
. . . 0

�n�1 0 0 0 1

�n 0 0 0 0

1CCCCCCCCA
, (7.2)

donde �i = Zi2(1; 0; :::; 0), 2 � i � n.

Busquemos la forma canónica de Jordan de D ~Z(0):

El polinomio característico de D ~Z(0) es �(T ) = T n, T 2 C. Hallemos el polinomio
minimal m(T ) de D ~Z(0). Observe que

~M = D ~Z(0) =

0@0 �

P Rn�1(1)

1A ,
donde � = [0 � � � 0] 2 C1�(n�1) y P t = [�2 � � � �n] 2 C1�(n�1) y Rn�1(1) 2
C(n�1)�(n�1) es la matriz canónica nilpotente de orden n� 2, es decir

Rn�1(1) =

0BBBBBBBB@

0 1 : : : 0 0

0 0 : : : 0 0
...
...
. . . 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

1CCCCCCCCA
.

Denotaremos Rn�1(k) = [Rn�1(1)]k, 8k 2 Z+. Con estas notaciones es fácil ver
que:

~Mk = D ~Z(0) =

0@ 0 �

Rn�1(k � 1)P Rn�1(k)

1A , 8k 2 Z+.
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Desde que Rn�1(k) = 0 si y sólo si k � n�1, tenemos ~Mk 6= 0, 81 � k � n�2.
Observe que:

~Mn�1 =

0BBBBBBBB@

0 0 : : : 0

�n 0 : : : 0

0 0 : : : 0
...

...
. . .

...

0 0 : : : 0

1CCCCCCCCA
.

De donde se desprende dos posibilidades:
a) Si �n = 0. Entonces ~Mn�1 = 0, se sigue que m(T ) = T n�1. Luego D ~Z(0)

tiene la forma canónica de Jordan a la matriz

D ~Z(0) �

0BBBBBBBB@

0 1 : : : 0 0

0 0
. . .

...
...

0 0 : : : 1 0

0 0 : : : 0 0

0 0 : : : 0 0

1CCCCCCCCA
.

Luego D ~Z(0) es semejante a una matriz (7.1) y por el caso 1, llegamos a

que 0 2 Cn no es una S.A.A..

b) Si �n 6= 0. Veamos que existe un cambio lineal de coordenadas ' tal que el
pull-back '�( ~Z) satisface las condiciones del caso 2-(a).

En efecto, de�nimos las transformaciones lineales

' = ('1; :::; 'n);  = ( 1; :::;  n) : Cn ! Cn,

donde:

'1(z) =
1
�n
zn, '2(z) = z1 y 'i(z) = zi�1 � �i�1

�n
zn para 3 � i � n

 1(w) = w2,  i(w) = �iw1 + wi+1 para 2 � i � n� 1 y  n(w) = �nw1.

Es fácil ver que  = '�1. Ahora de�nimos W = '�( ~Z) =  � ~Z � '. Si
denotamos

W =

nX
i=1

Wi
@

@wi
y ~Z =

nX
i=1

~Zi
@

@zi
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entonces W1 = ~Z2 � ', Wi = �i ~Z1 � ' + ~Zi+1 � ' para 2 � i � n � 1 y
Wn = �n ~Z1 � '.

Desde que DW (0) =  � ~Z (0) � ', es fácil ver que DW (0) = Rn(1).

Trabajando en la primera carta del tranformado estricto ~W

(w1; w2:::; wn) = (u1; w1u2; ::::; w1un)

y denondo

Wi =
X
k�1

W i
k, donde W

i
k son polinomios homogéneos de grado k,

tenemos que:

D ~W (0) =

0BBBBBBBB@

0 0 0 : : : 0

�2 0 1 : : : 0
...

...
...
. . . 0

�n�1 0 0 0 1

�n 0 0 0 0

1CCCCCCCCA
,

donde �i = W i
2(1; 0; :::; 0), 2 � i � n. Observe que:

�n = W n
2 (1; 0; :::; 0) =

@2Wn

@z21
(0; :::; 0) = �n

@2 ~Z1
@z21

(0; :::; 0) = 0.

Luego, estamos en el caso 1-(a), entonces 0 2 Cn no es una S.A.A. de
W = '�( ~Z). Por lo tanto 0 2 Cn no es una S.A.A. de Z:

�

7.2. Primer Teorema de Reducción

Teorema 7.2.1 (1er Teorema de Reducción) Sea p 2 Mn, (n � 3), una sin-

gularidad absolutamente aislada de FZ. Denotemos p = p0; Mn = Mn
0 ; FZ = F0;
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E1 = E, entonces existe ena sucesión �nita de bowing-up�s

Mn
0

E1 �Mn
2

E2 �Mn
3

E3 � ::::
EN�1 � Mn

N�1
EN �Mn

N

que satisface las siguientes propiedades:

(1) El centro de cada Ei es un punto pi�1 2 Sing(Fi�1), donde Fj denota el trans-
formado estricto de la foliación Fj�1 por Ej, donde 1 � i; j � N .

(2) Si q 2 Sing(FN) entonces q es una singularidad irreductible.

Prueba. Sea � = mp(Z)

a) Si � = 1 entonces por el teorema 7.1.1, p es una singularidad irreducible.

b) Si � � 2;

Desde que p es una S.A.A. de FZ , entonces tenemos:

�p(Z) =

8>><>>:
g(� + 1) +

P
q2E�1(0)

�q( ~Z); si p es dicrítico

g(�) +
P

q2E�1(0)
�q( ~Z); si p es no dicrítico,

donde g(x) = xn � xn�1 � � � � � x� 1. Observe que si x � 2 entonces g(x) > 0.

En cualquier caso (dicrítico o no), con un fácil cálculo se tiene:

mp(Z) � 2) �q( ~Z) < �p(Z) 8q 2 E�1(p) (7.3)

y del teorema 6.2.1, se tiene que mp(Z) � �p(Z) 8p:

A�rmamos que después de un número �nito de blowing-up�s E1 = E; E2;...,EN

con centros en los puntos singulares, se obtiene solamente puntos singulares con

multiplicidad álgebraica � 1.

En efecto, supongamos lo contrario, entonces en cada Blow-up existe por lo menos

un punto en el divisor cuya multiplicidad álgebraica es � 2; es decir, dado k 2 N;
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9pk 2 E�1k (pk�1) tal que mp(Z
(k)) � 2; en donde Z(1) = ~Z y Z(k) = ~Zk�1 (hipotesis

auxiliar)

Luego de (7.3) y de la hipotesis auxiliar, se sigue que:

�p1(Z
(1)) < �p(Z); �p2(Z

(2)) < �p1(Z
(1)); :::::; �pk(Z

(k)) < �pk�1(Z
(k�1)); 8k 2 N

la cual implica que:

�p(Z) > �p1(Z
(1)) > ::::: > �pk�1(Z

(k�1)) > �pk(Z
(k)) > ::: � 0. (7.4)

Desde que el conjunto Sing(Z(k)) es discreto (por hipotesis), entonces los pk 2
Sing(Z(k)) son singularidades aisladas, entonces la sucesión �pk(Z

(k)) es �nito 8k 2
N; lo cual implica que (7.4) es una contradicción, esto prueba la a�rmación.

Luego de�nimos � = EN � EN�1 � ::: � E1; se sigue que � : Mn
N �! Mn

0 es

una función holomorfa propia, pues E1 = E; E2; ....,EN son propias y el pull-back

��(F0 jMn�fpg) se extiende a una foliación singular FN sobre Mn
N con conjunto

singular de codimensión n.

Por lo tanto si q 2 Sing(FN), entonces mq(FN) = 1 y como p es una S.A.A. , en-
tonces q es una S.A.A.. Luego por el torema 7.1.1, q es un punto singular irreducible.

�

7.3. Puntos Simples

En este capítulo veamos que sucede si hacemos nuevas explosiones en los puntos

singulares irreducibles. Veremos que despues de un número �nito de explosiones

llegaremos a unos puntos singulares que persisten bajos nuevas explosiones, estos
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puntos son llamados puntos simples los cuales también son conocidos como formas

�nales.

Con un fácil cálulo se tiene el siguente resultado.

Lema 7.3.1 Sea p 2Mn un punto singular irreducible de la foliación F sobreMn.

Si p es dicrítico entonces su transformado estricto ~F no tiene singularidades.

Sea p 2 Mn un punto singular irreducible de la foliación F sobre Mn. Si p es

dicrítico, por el lema anterior su tranformado estricto ~F no tiene singularidades,

por lo tanto, debemos considerar el caso en que p es no dicrítico. Sean �1; :::; �s los

autovalores de la parte lineal de DZ(p), entonces el polinomio característico de la

matriz DZ(p) es dado por:

�(t) =
sY
k=1

(t� �k)rk ,

donde
sP
k=1

rk = n.

Tomando coordenadas locales z = (z1; :::; zn) en una vecindad de p 2Mn tal que

p = (0; :::; 0) 2 Cn, donde la matriz DZ(p) tiene la forma canónica de Jordan:

DZ(p) =

0BBBBBB@
M1 � � � � �

� M2 � � � �
...

...
...

� � � � � Ms

1CCCCCCA , (7.5)

donde Mk 2 Crk�rk es el bloque de Jordan correspondiente al autovalor �k, es decir:

Mk =

0BBBBBBBB@

�k �
(k)
1 0 � � � 0 0

0 �k �
(k)
2 � � � 0 0

...
...

...
...

...

0 0 0 � � � �k �
(k)
rk�1

0 0 0 � � � �k

1CCCCCCCCA
, (7.6)
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donde �(k)i 2 f0; 1g, 1 � i � rk � 1 y 1 � k � s.

Para que el transformado estricto F ~Z tenga singularidades aisladas es necesario
y su�ciente que �(k)i = 1, 81 � i � rk � 1 y 1 � k � s. Más especí�camente, tenemos

el siguiente resultado:

Proposición 7.3.1 Sea p 2 Mn un punto singular, irreducibe y no dicrítico de la

foliación FZ. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(1) El conjunto Sing(F ~Z) es �nito.

(2) La matriz DZ(0) tiene la siguiente forma

DZ(0) =

0BBBBBB@
M(�1) � � � � �

� M(�2) � � � �
...

...
...

� � � � � M(�s)

1CCCCCCA ,

dondeM(�k) = �kI+Nrk , 8k = 1; :::; s. (Aquí I 2 Crk�rk es la matriz identidad
y Nrk 2 Crk�rk es la matriz Nilpotente canónica de orden rk).

Prueba.

(1)) (2) Sea Z =
nP
i=1

 P
k�1

Zik

!
@
@zi
el campo que genera a la foliación FZ en la

carta z = (z1; :::; zn) anterior. De (7.5) y (7.6) tenemos que:8<: Zi1 = �lzi + �
(l)
i�tl�1zi+1, tl�1 + 1 � i � tl � 1, 1 � l � s

Ztl1 = �lztl, 1 � l � s,
(7.7)

donde t0 = 0 y tl =
lP

k=1

rk, 1 � l � s.

Procediendo por contradicción, suponga que existe k0 2 f1; :::; sg y existe i0 2
f1; :::; rk0 � 1g ta que �

(k0)
i0

= 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
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k0 = 1. Trabajando en la primera carta del blow-up

y1 = z1, yi =
zi
z1
(2 � i � n)

tenemos que:

~Z(0; y2; :::; yn) =
nP
i=2

[Zi1(ŷ)� yiZ11(ŷ)] @@yi

=
r1�1P
i=2

[Zi1(ŷ)� yiZ11(ŷ)] @@yi + [Z
r1
1 (ŷ)� yr1Z11(ŷ)] @

@yr1
+

+
sP
l=2

(
tl�1P

i=tl�1+1
[Zi1(ŷ)� yiZ11(ŷ)] @@yi + [Z

tl
1 (ŷ)� ytlZ11(ŷ)] @@ytl

)
,

donde ŷ = (1; y2; :::; yn). De (7.7) se tiene:

~Z(0; y2; :::; yn) =
r1�1P
i=2

[�
(1)
i yi+1 � �(1)1 y2yi]

@
@yi
� [�(1)1 y2yr1 ]

@
@yr1

+

+
sP
l=2

f
tl�1P

i=tl�1+1
[(�l � �1 � �(1)1 y2)yi + �

(l)
i�tl�1yi+1]

@
@yi
+

+[�l � �1 � �(1)1 y2]ytl
@
@ytl
g.

De esto se sigue que ~Z(0; :::; 0; yi0+1; 0; :::; 0) = 0, por lo tanto Sing(F ~Z) es un con-
junto in�nito, lo cual es una contradicción. Concluimos que �(1)i = 1, 81 � i � r1� 1
y por lo tanto M1 =M(�1) = �1I +Nr1.

Para probar que Ml =M(�l) = �lI +Nrl, (l = 2; :::; s) se considera la carta

yj = zj, yi =
zi
zj
(1 � i � n con i 6= j),

donde j = tl�1 + 1 y se procede como antes.

(2)) (1) Por hipotesis y de (7.7) tenemos que:8<: Zi1 = �lzi + zi+1, tl�1 + 1 � i � tl � 1, 1 � l � s

Ztl1 = �lztl, 1 � l � s,
(7.8)

trabajando en la primera carta del blow-up

y1 = z1, yi =
zi
z1
(2 � i � n)
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y de (7.8) se tiene:

~Z(0; y2; :::; yn) =
r1�1P
i=2

[yi+1 � y2yi] @@yi � y2yr1
@

@yr1
+

= +
sP
l=2

f
tl�1P

i=tl�1+1
[(�l � �1 � y2)yi + yi+1]

@
@yi
+

+[�l � �1 � y2]ytl @
@ytl
g.

(7.9)

Se sigue que (0; :::; 0) es la única singularidad de F ~Z en esta carta.

Para i0 2 f2; :::; r1 � 1; r1g, consideremos la carta

yi0 = zi0, yi =
zi
zi0

(1 � i � n con i 6= i0),

denotando
y0 = (y1; :::; yi0�1; 0; yi0+1; :::; yn)

ŷ0 = (y1; :::; yi0�1; 1; yi0+1; :::; yn),

desde que p es una singularidad no dicrítica y de (7.9) tenemos:

� Si i0 2 f2; :::; r1 � 1g

~Z(y0) =
nP

i=1;i6=i0
[Zi1(ŷ)� yiZi01 (ŷ)] @@yi

=
r1�1P

i=1;i6=i0�1
[yi+1 � yiyi0+1] @@yi + [1� yi0�1yi0+1]

@
@yi0�1

� yi0+1yr1 @
@yr1

+

+
sP
l=2

(
tl�1P

i=tl�1+1
[(�l � �1 � yi0+1)yi + yi+1]

@
@yi
+ [�l � �1 � yi0+1]ytl @

@ytl

)
:

(7.10)

� Si i0 = r1

~Z(y0) =
nP

i=1;i6=r1
[Zi1(ŷ)� yiZr11 (ŷ)] @@yi

=
r1�1P

i=1;i6=r1
yi+1

@
@yi
+ @

@yr1�1
+

+
sP
l=2

(
tl�1P

i=tl�1+1
[(�l � �1)yi + yi+1]

@
@yi
+ [�l � �1]ytl @

@ytl

)
:

(7.11)
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De (7.10) y (7.11), se tiene que F ~Z no tiene singularidades en estas cartas.

De manera similar, podemos probar que

Sing(F ~Z) = f~p1; :::; ~psg (7.12)

donde ~pl es el cero de F ~Z la j-ésima carta del blow-up

yj = zj, yi =
zi
zj
(1 � i � n con i 6= j),

donde 1 � l � s y j = tl�1 + 1, tl =
lP

k=1

rk.

De la prueba anterior, de (7.10) y (7.11) y (7.12) se tiene:

Corolario 7.3.2 Sea p 2 Mn un punto singular, irreducibe y no dicrítico de la

foliación FZ tal que Sing(F ~Z) = f~p1; :::; ~psg entonces los puntos ~p1; :::; ~ps son singu-
laridades no dicríticas de F ~Z.

Ahora consideremos la parte lineal de ~Z en cada punto singular no dicrítico

~p1; :::; ~ps. En la carta

y1 = z1, yi =
zi
z1
(2 � i � n)

con un fácil cálculo se tiene que:

D ~Z(0) =

0BBBBBB@
M1 � � � � �

P1 M(�2 � �1) � � � �
...

...
...

Ps�1 � � � � M(�s � �1)

1CCCCCCA ,

donde M1 2 Cr1�r1, M(�l � �1) 2 Crl�rl y Pl�1 2 Crl�rl (l = 2; :::; s) están de�nidas
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como:

M1 =

0BBBBBBBB@

�1 0 0 � � � 0

�2 0 1 � � � 0
...

...
...

�r1�1 0 0 � � � 1

�r1 0 0 � � � 0

1CCCCCCCCA
y Pl�1 =

0BBBBBB@
�tl�1+1 0 � � � 0

�tl�1+2 0 � � � 0
...

...
...

�tl 0 � � � 0

1CCCCCCA
y M(�l � �1) = (�l � �1)I +Nrl. (Aquí �i = Zi2(1; 0; :::; 0) para 2 � i � n)

Nótese que tenemos tres posibilidades para el polinomio característico ~�(t) de la

matriz ~M = D ~Z(0):

a) Si �1 = 0 entonces

~�(t) = tr1
sY
l=2

(t� �l)rl.

b) Si �l 6= 2�1, 8l = 2; :::; s entonces

~�(t) = tr1�1(t� �1)
sY
l=2

(t� �l + �1)
rl.

c) Si 9l0 2 f2; :::; sg tal que �l0 = 2�1 entonces podemos suponer, sin pérdida de

generalidad, que l0 = 2, luego

~�(t) = tr1�1(t� �1)r2+1
sY
l=3

(t� �l + �1)
rl.

Notación 7.3.1

[�1; :::; �s; r1; :::; rs] =

0BBBBBB@
M(�1) � � � � �

� M(�2) � � � �
...

...
...

� � � � � M(�s)

1CCCCCCA ,

donde M(�k) = �kI + Nrk , 8k = 1; :::; s. (Aquí I 2 Crk�rk es la matriz identidad y
Nrk 2 Crk�rk es la matriz Nilpotente canónica de orden rk).
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Proposición 7.3.3 Sea ~p1 2 Sing(F (2)Z ) tal que Sing(F
(2)
Z ) es un conjunto �nito,

entonces

(1) Si �1 = 0 entonces

D ~Z(0) = [0; �2; :::; �s; r1; r2:::; rs].

(2) Si �l 6= 2�1, 8l = 2; :::; s entonces

D ~Z(0) = [0; �1; �2 � �1:::; �s � �1; r1 � 1; 1; r2:::; rs].

(3) Si �1 6= 0 y �2 = 2�1 entonces

D ~Z(0) = [0; �1; �3 � �1:::; �s � �1; r1 � 1; r2 + 1; r3:::; rs].

Prueba. Por hipotesis, de la proposición anterior y de los casos a) , b) y c) el

polinomio minimal ~m(t) de D ~Z(0) es ~m(t) = ~�(t), la prueba se sigue.

De las proposiciones 7.3.1 y 7.3.3 tenemos el siguiente resultado:

Teorema 7.3.4 Sea p 2 Mn un punto singular, irreducibe y no dicrítico de la fo-

liación FZ tal que p es una singularidad absolutamente aislada (S.A.A.) entonces no
aparecen puntos dicríticos en el proceso de blowing-up´ s.

Prueba. Por la proposición 7.3.1, cualquier punto de Sing(FZ) es un punto singular
no dicrítico y por la proposición 7.3.3, la parte lineal de ~Z tiene la misma forma a la

parte lineal de Z. Luego la prueba se sigue por inducción.

7.4. Segundo Teorema de Reducción

SeaMn una variedad cmpleja n-dimensional y sea D � Mn un divisor deMn

con cruzamientos normal (podemos imaginar que estamos en la etapa 0 del proceso
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de reducción de singularidades, siendo D todo el divisor excepcional), sea F una

foliación analítica singular por curvas de Mn tal que cada componente irreducible

de D es invariante para F . Fijemos un punto p 2 Sing(F) y denotemos por

e = e(D; p)

al número de componentes irreducibles de D que pasan por p.

Asumimos que e � 1 (esta condición siempre es satisfecha después de un blowing-
up). Bajo estas condiciones, la foliación F es generada por el campo vectorial

Z =
eX
i=1

Zizi
@

@zi
+

nX
i=e+1

Zi
@

@zi

donde D = (
eQ
i=1

zi = 0) localmente en p. Así tenemos la siguiente de�nición:

De�nición 7.4.1 Cuando e = 1. Decimos qu p es un punto simple de F si y sólo si
ocurre una de las siguientes posibilidades:

(1) Si Z1(0) = 0 entonces la curva (z2 = 0; :::; zn = 0) es invariante por F (salvo

una adecuada elección de coordenadas (z1; :::; zn)) y la parte lineal de F jD es
una matriz de rango n� 1.

(2) Si Z1(0) = � 6= 0 entonces la multiplicidad de � es uno y si � es otro autovalor
e la parte lineal de Z, entonces

�

�
62 Q+.

De�nición 7.4.2 Cuando e � 2. Decimos que p es una esquina simple de F si y

sólo si (salvo un reordenamiento de (z1; :::; ze)) se tiene que Z1(0) = � 6= 0, Z2(0) = �

y
�

�
62 Q+.

De�nición 7.4.3 Decimos que p 2 Sing(F) es una singularidad simple (o forma
�nal)de F si es un punto simple o una esquina simple.
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En [5] los autores de�nen:

De�nición 7.4.4 Sea F una foliación analítica por curvas sobre una variedad com-
pleja n-dimensionalMn: Decimos que p 2 Sing(F) es una Singularidad Absolu-
tamente Aislada no dicrítica (S.A.A.N.D.) de FZ si y sólo si severi�can las
siguientes condiciones:

(1) El punto p es una singularidad aislada de F :

(2) Denotemos p = p0; Mn = Mn
0 ; F = F0; ~Mn

p = Mn
1 ;

~F = F1; E1 = E: Si

consideramos una sucesión arbitraria de blowing-up�s

Mn
0

E1 �Mn
1

E2 �Mn
2

E3 � ::::
EN�1 � Mn

N�1
EN �Mn

N ,

donde el centro de cada Ei es un punto pi�1 2 Sing(Fi�1); (aqui Fj denota el
transformado estricto de Fj�1 por Ej, (1 � i; j � N) entonces Sing(FN) es

un conjunto �nito.

(3) Si q 2 Sing(FN) entonces q es una singularidad no dicrítica.

Observación 7.4.1 Una singularidad absolutamente aislada no dicrítca implica que

es una singularidad absolutamente aislada, es decir

S:A:A:N:D::) S:A:A::

El Recíproco es cierto bajo ciertas condiciones:

Teorema 7.4.1 Sea p 2 Mn un punto singular, irreducibe y no dicrítico de la fo-

liación F tal que p es una singularidad absolutamente aislada (S.A.A.) entonces p

es una singularidad absolutamente aislada no dicrítica (S.A.A.N.D.).

Prueba. Se sigue del teorema 7.3.4.
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Teorema 7.4.2 Sea p 2 Mn una singularidad simple de F , sea E : ~Mn ! Mn

un blowin-up de Mn con centro en p y ~D = E�1(D [ fpg). Sea ~F el transformado

estricto de F por E. Entonces:

a) Cada componente irreducible de ~D es invariante por ~F .

b) Si ~p 2 Sing( ~F) \ E�1(p) entonces ~p es una singularidad simple de ~F , más
precisamente:

b-1) Si p es un punto simple, entonces existe exactamente un punto simple

~p 2 Sing( ~F)\E�1(p) mientras que los demas puntos de Sing( ~F)\E�1(p)
son esquinas simples.

b-2) Si es una esquina simple, entonces todos los puntos de Sing( ~F)\E�1(p)
son esquinas simples.

Prueba. Ver [5].

Corolario 7.4.3 Las singularidades simples persisten bajo blowing-ups.

Veamos un teorema de reducción de singularidades para una S.A.A.N.D..

Teorema 7.4.4 Sea p 2 Mn, una singularidad absolutamente aislada no dicrítica

(S.A.A.N.D.) de F . Denotemos p = p0; Mn = Mn
0 ; FZ = F0; E1 = E, entonces

existe ena sucesión �nita de bowing-up�s

Mn
0

E1 �Mn
2

E2 �Mn
3

E3 � ::::
EN�1 � Mn

N�1
EN �Mn

N

que satisface las siguientes propiedades:

(1) El centro de cada Ei es un punto pi�1 2 Sing(Fi�1), donde Fj denota el trans-
formado estricto de la foliación Fj�1 por Ej, donde 1 � i; j � N .

(2) Si q 2 Sing(FN) entonces q es una singularidad simple.
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Prueba. Ver [5].

Ahora veamos que en el teorema anterior se puede debilitar la hipotesis a una

S.A.A. y tener el mismo resultado.

Teorema 7.4.5 (2do Teorema de Reducción) Sea p 2 Mn, una singularidad

absolutamente aislada (S.A.A.) de F . Denotemos p = p0; Mn = Mn
0 ; FZ = F0;

E1 = E, entonces existe ena sucesión �nita de bowing-up�s

Mn
0

E1 �Mn
2

E2 � � � � EM �Mn
M

de tal manera que si q 2 Sing(FM) entonces q es una singularidad simple de FM .

Prueba. En efecto, del Teorema Principal, existe una sucesón de bowing-up�s

Mn
0

E1 �Mn
2

E2 � � � � EN �Mn
N

con la propiedad de que si q 2 Sing(FN) entonces q es una singularidad irreducible
de FN . Luego tenemos dos casos:
Caso 1. Si q 2 Sing(FN) es dicrítico.

En este caso hacemos una nueva explosión, por el lema 7.3.1 su transformado estricto

no posee singularidades.

Caso 2. Si q 2 Sing(FN) es no dicrítico.

En este caso se tiene que q es una singularidad absolutamente aislada, irreducible

y no dicrítica, entonces por el teorema 7.4.2 se tiene que q es una singularidad

absolutamente no dicrítica. Luego aplicamos el teorema 7.4.4 y obtenemos una

sucesión de blowing-ups

Mn
0

E1 �Mn
2

E2 � � � � EN �Mn
N

EN+1 � � � � EM �Mn
M , donde M � N .

De tal manera que si q 2 Sing(FM) entonces q es una singularidad simple de
FM .
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Conclusiones y Recomendaciones

Conclusiones

1. Si el campo Z tiene parte lineal no nula (i.e. DZ(p) 6= 0), donde p es una

singularidad aislada, vemos que propiedades tienen los autovalores de DZ(p)

para así usar algún Teorema de Linealización (de Poincaré, de Siegel, etc. según

sea el caso):

2. Si el campo Z tiene parte lineal nula (i.e. DZ(p) = 0), donde p es una singula-

ridad aislada, usamos la herramienta conocida como Blow-up. Si p es una sin-

gularidad absolutamente aislada (S.A.A..), tenemos que después de un número

�nito de blow-ups el campo Z es transformado a un campo Z� tal que los

puntos singulares de Z� tienen multipicidad álgebraica uno (de naturaleza más

sencilla). Luego podríamos aplicar en cada punto singular (de manera local) de

Z� los teoremas de linealización u otro comportamento geométrico.

Recomendaciones

Una continuación de este trabajo, sería ver una extensión del Teorema de Camacho-

Sad para foliaciónes por curvas en variedades de dimensión n � 3. Es decir, bajo que
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condiciones sobre la foliación existe una separatriz, pues en dimensión n = 3 existen

campos que no admite una separatriz.

Se sabe que en dimensión n = 2, dos campos son equivalentes si sus holonomías

lo son. Sería muy interesante ver si se sigue cumpliendo para campos de�nidos en

variedades de dimensión n � 3.
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