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DISTRIBUCION DE LOS ENTEROS COPRIMOS A UN ENTERO
DADO.

El presente trabajo se divide en dos partes, siendo la primera una introduccion al
estudio de algunas técnicas de andlisis probabilistico aplicado a la teoria de nimeros,
y la segunda una exposicion de la aplicacion de algunos de éstos al problema de la
mayoracion de los momentos centrales de grado k de los enteros coprimos a un entero
dado n en intervalos de longitud h. Respecto de la primera parte, presentamos en ésta
una exposicion de algunos conceptos y técnicas del analisis combinatorio y también de
la teoria de probabilidades. Asi mismo, presentamos una introduccién a la aplicacién
de estos conceptos a la teoria de nimeros y algunos resultados al respecto. A modo de
ejemplo, exponemos la prueba del Teorema de Hardy — Ramanujan, del que se puede
inferir que la funcién w(n), que cuenta la cantidad de divisores primos de un entero
n, tiene orden normal loglogn, como también la prueba de la existencia de una base
asintotica de orden 2 en IN tal que su nimero de elementos menores o iguales a n es
o(n®) cuando n — +o00, para cualquier € > 0.

En la segunda parte del trabajo, detallamos el problema de la acotaciéon uniforme en

k de los momentos

Mi(g;h) =) (Z[(n +i,q) = 1] — h@)

n=1 i=1

de los coprimos con ¢ en intervalos enteros de longitud h. Para tal fin, aproximamos
este problema al de una ley binomial de parametros h, P usando las técnicas de la

primera parte del trabajo. Para este tipo de ley binomial, establecemos la estimativa
pi(h, P) < C*2EF? (k + hP(1 — P))/2.

A seguir, usamos técnicas de andlisis combinatorio para mostrar, en la parte final del

trabajo que

o(q)\"?
My (g; h) < qC* M2 (k»’ + hT) ;

donde C' es una constante absoluta y ¢ se asume sin factores cuadrados.
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DISTRIBUTION OF THE COPRIME INTEGERS TO A GIVEN
INTEGER.

The present work is divided into two parts, the first being an introduction to some
methods of probabilistic analysis applied to number theory, and the second a exposition
of an application from these to the problem of bounding the central moments of k grade
of the coprimes integers to a given integer n in h-length intervals. About the first part,
we show some concepts and methods from combinatory analysis as well as probabilistic
theory. Also, we show an introduction to appliances of these to number theory and some
results about them. For instance, we expose the Hardy-Ramanujan theorem’s proof,
which implies that the w(n) function, that counts the amount of prime divisors for
an integer n, has the normal order loglogn, as well as the proof of the existence of a
asintotic base of order 2 in IN such that the amount of its elements being nor mayor
than n is o(n®) when n — +oo, for all £ > 0. In the second part we detail the problem

of the uniform bounding in k for de moments

Milgh) =Y (Z[m i) =1]- h@)

n=1 i=1

of the coprimes with ¢ in integer intervals of h length. To this purpose, we aproximate
the problem to a binomial law with parameters (h, k) by using the first part of the
text. For this type of probabilistic law we get the equation

pi(h, P) < C*2EF2 (| + hP(1 — P))"?*

Then, we use combinatorial methods to show, at the last part of the work, that

o(g)\""?
Mi.(q;h) < qOF2 k12 (k + h—) ,
q

where C' is an absolute constant and ¢ is asumed to be without any square factor.
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Introduccion

., Cémo aplicar el método estadistico-probabilistico para el estudio de una funcién
aritmética? Quiza sea esta la pregunta que surge al observar algunos resultados acerca
del comportamiento de ciertas funciones aritméticas que han llamado la atencion de
numerososos eminentes matematicos durante la historia, al observar que los valores
que éstas toman aparecen en forma tan impredecible e irregular que parecen haber
sido resultado de un juego de azar. Por ejemplo, H. Cramér [7] modela una sucesién
S considerandola como elemento de una clase C' de sucesiones que forman parte de
las posibles realizaciones de un juego de azar, consistiendo éste en un conjunto infinito
de urnas U,, n € N, cada una de las cuales tiene una probabilidad P, de ser blanca
o negra, éxito o fracaso. En palabras del autor, “It is then in many cases possible to
prove that, with a probability = 1, a certain relation R holds in C, i.e. that in a definite
mathematical sense “almost all” sequences of C' satisfy R. Of course we cannot in
general conclude that R holds for que particular sequence S, but results suggested in this
way may sometimes afterwards be rigorously proved by other methods”. Por ejemplo, si

observamos que del teorema del nimero primo,

7(x) 1

x log

cuando  — 00, podria ser natural considerar P, = 1/logn a ser la opcién mas conve-
niente para el estudio de los niimeros primos, y tratar de conjeturar posibles resultados
acerca de éstos.

El modo impredecible e irregular en que aparecen los valores de una funcién aritméti-
ca puede ser abordado, probabilisticamente, de un modo ligeramente distinto: quizas
sean estos, efectivamente, el resultado de un juego de azar. Luego, nos encontrariamos
ante un conjunto de observaciones, observaciones de una variable aleatoria, valores que
pueden aproximar el comportamiento de la variable, y quiza también viceversa. Es pro-
bable que el lector familarizado con el uso de técnicas de analisis estadistico se sienta
en un terreno familiar. El uso de un ntmero finito, limitado de observaciones para el

estudio y la prediccién de resultados més generales forma parte esencial de esta rama de



la ciencia, resumida bajo el titulo de inferencia estadistica. Es con esta motivacién que
en la primera parte del trabajo hacemos una introduccién, quiza algo superficial, al uso
de las técnicas de andlisis combinatorio y probabilistico al estudio de ciertos problemas
de teoria de niimeros, como por ejemplo la prueba del teorema de Hardy y Ramanujan,
presentada por Turdn, y también la respuesta afirmativa al problema de Sidon dada por
Erdés. Estos muestran dos facetas distintas en cuanto a la aplicacion de resultados de
teorfa de probabilidades se refiere. A grandes rasgos, el primer resultado consiste (con
algunas variaciones) en expresar primero el problema de teoria de nimeros como uno
probabilistico en espacios de probabilidad finitos, construyendo las variables aleatorias
X, que modelan el problema de acuerdo a las caracteristicas de la funcién o sucesion
aritmética en estudio. Por lo general, las caracteristicas probabilisticas de X,, no son
lo suficientemente adecuadas, haciendo imposible la aplicacion de las herramientas de
teoria probabilistica de manera directa para su estudio. Algunos problemas técnicos
que se presentan tienen que ver con el concepto probabilistico de independencia, o con

el hecho de que tales X,, no pueden ser definidas en todo Z™, ya que es posible ver que

No eziste una medida de probabilidad P definida en Z tal que, para todo m € 7™,

P(mZ*) = %

En vista de estos inconvenientes, es que se transfiere el estudio de las funciones X,

al estudio de ciertas funciones Y,,, éstas variables aleatorias definidas en un espacio de
probabilidad €2 y con un comportamiento probabilistico mas adecuado. Es decir, las
variables X,, son ahora observaciones de Y,,. Desde luego, los resultados que se puedan
obtener para Y, no son validos para la sucesion aritmética en estudio. Sin embargo, un
trabajo con técnicas de andlisis combinatorio puede acercarnos algin resultado similar
para el objeto original.
El segundo presenta una marcada diferencia respecto al anterior: en éste se usan las he-
rramientas de la teoria de probabilidades directamente para probar la existencia de una
base aditiva de orden 2 para IN. Tal cosa necesita por supuesto de la previa construc-
cién de un espacio de probabilidad y la definicién de variables aleatorias independietes
adecuados que nos brinden resultados directos para el problema de existencia. Este
método, muy usado para probar la existencia de ciertos objetos matematicos de di-
versa indole, incluso en teoria de grafos, tiene quizas una desventaja: la existencia del
objeto es probada, mas su definiciéon explicita es muy complicada en la mayoria de
Casos.

En la segunda parte del presente trabajo, basada en el articulo Sur la répartition des



entiers premiers 4 un entier sans petit facteur premier de A. Chadozeau [4], aborda-
mos el estudio de los momentos centrales de grado k de los enteros coprimos con un
entero dado ¢ en intervalos de longitud h cuando h < P~(q), donde P~(q) representa
el menor factor primo de ¢, empleando las ideas de los capitulos anteriores. Para ha-
cer la analogia probablistica, empezamos notando que la sucesién de coprimos con ¢
tiene densidad P = ¢(q)/q y que podemos expresar el niimero de coprimos con ¢ en el

intervalo [n + 1,n + h] como

donde X;(n) = 1si (n+14,q) = 1y 0 en caso contrario. Es decir, como una suma
de variables aleatorias en un espacio de probabilidad finito. Asi, en vista del parecido
evidente, tomamos como punto de partida el estudio de una variable aleatoria de la

forma N
y=>%Y,
=1

donde Y; son variables aleatorias independientes con P{Y; = 1} = P, P{Y; = 0} =
1 — P, siendo probable que el comportamiento de Y nos de luces para el propio de X.
El estudio de los momentos de grado £ de los enteros coprimos con ¢ respecto de su

valor promedio, a saber

i) =3 (30 1120

n=1 i=1
tiene una profunda relacion con el estudio de la funcion de Jacobsthal, definida por
C(r) :== méx g(q) — 1,
w(q)=r
donde
g(q) := min {m : min (a+1,q) =1, Va € IN}

1<i<m
es el menor niimero m tal que cualquier intervalo Ja + 1,a + m] de longitud m en N
posee almenos algin coprimo con ¢, y w(q) es el niumero de factores primos de ¢. Una
rapida inspeccién de la funcién ¢g(g) muestra que si ¢ = H:J:(‘i) p;* es su factorizacion en

producto de pontencias de primos, entonces
w(q)
g =g ]]r];
i=1

es decir que g(q) depende solamente de los factores primos, més no de las potencias de

éstos. Luego, el méximo en la definicién de C'(r) puede ser considerado sobre los enteros

3



q sin factores cuadrados. De este modo, consideramos en el trabajo esta hipétesis sobre
q, siendo éste el caso de mayor interés como acabamos de ver.

A. Chadozeau ([5]) nos muestra una resefia de algunos trabajos en relacién a la aco-
tacién optimal para las funciénes g y C, como por ejemplo la conjeturas C(r) < r?
(conjetura de Jacobsthal) y

q
9(q) < @bg q, (1)

la acotacién conjeturable mas fuerte en relacion a ¢g. Es posible ver que el abordaje de

dos de las conjeturas de Erdos, a saber las acotaciones

gq:)(am —a;)" <, ¢(q) (LY

— v(q)

para todo entero positivo ¢ € N y todo real v > 0, donde 1 = a; < ay < --- son los

enteros coprimos ¢, y la acotaciéon uniforme

(a)
Z ePlain1=a)e(@)/a < o (g)
i=1

para algin real z > 0, ambas estrechamente ligadas a (1), pasan por la acotacién de
los momentos centrales My (q; h).
Estudiaremos primero los momentos centrales de grado £ de la variable aleatoria Y,

que tiene una distribucién binomial de parametros (h, P), probando que
p(h, P) = (hP(1 = P)) Ry;(p)
Jj=0
donde Ry ; son los denomidados polinomios de Romanovsky. Acotaciones sobre la norma

de éstos nos permitiran luego acotar, uniformemente en h, k, pi(h, P), por
i (h, P) < (Ck (k + hP(1 — P)))¥/*.

Este resultado motiva de modo positivo el pensar que una acotacién similar puede ser
posible para los momentos Mjy(q; h). El proceso de adaptar los resultados acerca de
una ley binomial a el estudio de los coprimos con ¢ requiere fundamentalmente de la

acotacion de las covarianzas de las variables X

H(Xz‘—P)

i€l

card

drl
_ peardl Z(_l)cardl—s (Cars )
s=0

objetivo que es motivo del ultimo capitulo, con el cual mostramos la acotacion

H(Xz‘—P)

il

1—s/p
- o=

card I )(:ardI/Q
E
(9)

P~(q)log P~

< Pcard I (C

4



para una constante absoluta C. Finalmente, el resultado para los momentos My(h; P)

es la acotacién uniforme en h, ¢ > 2 sin factores cuadrados, con h < P~(q),

M) (o (1s120))”

q q

donde C es una constante absoluta.



Notaciones

Denotamos con N al conjunto de los niimeros enteros mayores o iguales a 0, deno-
minado conjunto de nimeros naturales. Denotaremos con Z* el conjunto de los enteros
estrictamente positivos.

Dada una proposicién P, denotamos con [P] el valor de verdad de P, esto es

1, si P es verdadera
[P] =

0, en caso contrario.

Dados los enteros m y n, denotaremos con m|n la propiedad de que m es divisor de n.
La notacién p|n indica que p es un nimero primo (divisor de n), en tanto que p™||n

indica que p es primo y p™ es divisor de n, mas p™*!

no lo es. Respecto de los indices
en sumatorias, debemos mencionar que la presencia de paréntesis indica suma sobre

n-uplas ordenadas. Por ejemplo, las notaciones

2. X

(s4)

s
(1<i<n) 1<i<n

significan que la sumatoria se considera sobre todas las n-uplas ordenadas (s, ..., S,).
Respecto del producto, recalcamos que el producto sobre un cojunto vacio de indices
tiene, por convencion, el valor de 1. Por otro lado, las notaciones clasicas o, O y la
notacion de Vinogradof < seran usadas en el sentido usual. Esto es, para las funciones
fTR=R,g:R—[0,+00),

» Usaremos la notacién f ~ ¢ cuando f(z)/g(x) — 1 cuando x — +oo. En este

caso diremos que f y g son asintoticamente equivalentes.

» usamos la notacién f = O(g) para decir que existe una constante M > 0 tal
que |f(x)| < Mg(z), para todo x € C. La acotacién f = O(g) cuando x — oo
significa que |f(z)| < Mg(z) para cuando x es suficientemente grande. Esto
lo denotamos usualmente con f < g¢. Esta notacién puede extenderse al caso

f: € — C considerando |z| suficientemente grande.



» Lanotacion f = o(g) cuando x — oo significa que f(z)/g(x) — 0 cuando x — oc.

» La notacién f(x) = h(x) + O(g(z)) significa que f(x) — h(z) = O(h(z)), esto es,

|f(z) =h(z)] < Mg(z) p
f(z) = h(z) + o(g(z)) hace referencia a la ecuacién f(z) — h(z) = o(g(z)), esto

es, lim,_,o (f( ) (J})) /g( )

Para una sucesién (a,) C R , la notacién a, T L (a, | L), donde L € R U {fo0}

ara x suficientemente grande. Andlogamente, la notacién

significa que (a,,) es creciente (decreciente) y que lim,, .. a,, = L.
Usaremos las notaciones convencionales para las funciones aritméticas mas conocidas

de la teoria de nimeros. Por ejemplo,

m(x) = card{p <z, p es primo},
w(n) = Z L.
pln

Usaremos las letras n, i, 7, k para denotar niimeros enteros, salvo mencion explicita de
lo contrario.

La notacién (m,n) denotard, salvo clara mencién en lo contrario, al maximo comun
divisor de los enteros my n. [a,n] denotard el intervalo {a,a + 1,---,b} en N. Los
signos |a] y [a] denotan el maximo entero menor o igual que a y el minimo entero
mayor o igual que a respectivamente.

Para un conjunto finito A, denotamos por card A o |A| el nimero de elementos de A.
Dado un conjunto A C N, definimos la funcion caracteristica de A a ser la funcion
14 : N — R definida como 14(z) = [z € A], para todo x € N. Evidentemente lo mismo
se puede definir en el caso en que A C R™. Ademas, si a = (a,)en €s una sucesién de

nimeros naturales creciente, podemos definir su funcion caracteristica 1, mediante
lo(x) = [3n € N,z = a,].

Es posible ver que si A = {a,, n € N}, entonces 14 = 1,. De este modo, nos referiremos
indistintamente a la funcion caracteristica de una sucesion o del conjunto de elementos
de ésta. Del mismo modo, para B C N escribiremos a N B, a U B para referirnos a los

conjuntos AN By AU B respectivamente.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Numeros combinatorios

Dado un conjunto finito A , una enumeracion (u ordenacién) de A es una aplicacién
biyectiva ¢ : [1,card A] — A. Es comin denotar con A = {ay,--- ,ax}, donde k =
card A para indicar que en el conjunto A se ha fijado una enumeracién o con o(1) =
ay,- - ,0(k) = ai, usualmente arbitraria, pero fija. Del mismo modo, un conjunto
(particion, par, etc.) ordenado es un par (A, o), donde A es un conjunto y o es una
enumeracién de A. Cuando no es necesario especificar o mencionar ¢, mas si el hecho
de que la enumeracién considerada es importante, o susceptible a modificaciones, como
por ejemplo en caso de hacerse un conteo sobre las posibles formas de ordenamiento
de los elementos de A, es comun usar la notacién (aq,...,ax), con k = card A, para
denotar el conjunto ordenado (A, o), donde se entiende que ay = o(1), ..., ar = o (k).

Usaremos la notacién estandar para los numeros combinatorios

Wlk)' si0<k<n,
my _ n—k__ (=k=1)! . 11
0 en otro caso.

Mencionamos algunas propiedades usuales de los nimeros combinatorios, que listamos

en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.1. Se cumplen:

S00-6)6)
0036



—1
iii) b(Z) = n(z_ 1) =(n—->b+1) <b ﬁ 1) (Ley de absorcion).

Consideremos ahoran € N y una k — upla s = (sy,...,s) € N* tal que Yusi=n

y s; > 1 para todo i. Definimos el nimero combinatorio (Z) por

(Z) N H%lls' (1.2)

Es posible ver que (Z) mide el nimero de particiones ordenadas (A1, ..., Ax) del con-

junto [1, n] tales que card A; = s;, para todo 1 < i < k. En el caso particular de (s1, $2),

() = 5= ()= (2)

que es también el niimero de maneras de escojer un conjunto con s; elementos de 1, n].

tenemos

Observemos que sy = n — s; queda automaticamente definido a partir de s1, por lo que

(n) - <<n>)

no habiendo contradiccién alguna con las definiciones anteriores.

es usual denotar

Enunciamos ahora el teorema del multinomio, el cual generaliza la formula del binomio

de Newton, y expresa la expansién de la n—ésima potencia de una suma de k elementos.

Proposicién 1.1.2 (Teorema del multinomio). Para a; € C, 1 <1i < k se tiene

B 2 O

=1 Si)C]Nk
S si=n

Demostracion. Presentamos una prueba, o un esbozo de una, usando argumentos de
andlisis combinatorio: serd suficiente ver que para cada s = (s1,...,s;) € N¥ con

L n .
> ;8 =n, el término ai’a3?...a;" aparece ( veces en el desarrollo de la potencia.

S

Para esto, vemos que la expresiéon <Z¢=1 ai) es un producto de n factores idénticos:

(Zai> =(m+-+ag)...(a1 4+ +a).

i=1
Podemos enumerar cada uno de los n factores, identificindolos con el conjunto [1,n].
Cualquier término de la suma resultante puede ser obtenido escogiendo un a; de cada
factor (n en total) y multiplicando éstos. Ahora bien, para cada particién ordenada
(Aq,..., A) (posiblemente A; = () para algin i) de [1,n], con card A; = s; para

1 < i < k, podemos construir el término aj'as?...a;* escogiendo a; de cada uno de los

9



factores identificados con elementos Aq, as de los factores identificados con elementos
de As, ete. Luego, el término aj'as? . .. a;* aparece una vez por cada particion ordenada
) ) 1 2 k

(A, ..., Ag). Esto es, (Z) veces, lo que demuestra el resultado. H
En el caso que a; = 1, para todo i = 1,...,n, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.1.3. Para k,n > 1, k,n € N se tiene

S (")

c=(c;)CN
Sei=n

El siguiente tipo especial de nimeros utilizado con frecuencia en el analisis com-
binatorio son los llamados niumeros de Stirling de sequnda especie, denotados para
k,n € N por {Z}, y definidos como el niimero de formas de particionar un conjunto

con n elementos en k partes disjuntas. Es claro que entonces

{Z}:Q si k> n.

A seguir, mencionaremos algunos resultados de nuestro interés. El lector interesado en

un estudio detallado puede consultar, por ejemplo, [20, Chapitre V], [5, Appendice. A].

Proposicion 1.1.4. Tenemos la siguiente formula explicita para los nimeros de Stir-

ling:
k 1 k
n —q J 1 k—j k ‘n
= S =1k — =N (ke
{k} 2w Y (j)j
7=0 7=0
Demostracion. Ver [20, p. 38]. O

Proposicién 1.1.5. Se cumple

n n
k! =
-2 ()
si>1

(1<i<k)

2o 8i=n
Demostracion. Fijada una coleccién (s, ..., sx) C Ntalques; > 1 paratodol <i <k
y ».;8i = n, el nimero de particiones (ordenadas) (Ai,...,Ax) de [1,n] tales que

card A; = s; para todo i es

= ==
S S1y--+5 Sk Hle Si!

luego, el nimero total de particiones ordenadas (A, ..., Ag) de [1,n] es
n! n
> =2 ()
si>1 [Tz, si! sio1 \F
(1<i<k) (1<i<k)
Do si=n 2o 8i=n
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Ahora, como {7} es el nimero de particiones (no ordenadas) de [1,n] en k partes, el

nimero de particiones ordenadas seria k!{Z}, de donde

o{ip- = (1)

(1<i<k)
2o 8i=n

como queriamos probar. O

Proposicion 1.1.6. Para n, k niumeros naturales con k < n se cumple

n
kKl b <k

S={f:[1,n] — [1,k]; f es sobreyectiva}

Demostracion. Denotemos por

F={f:[1,n] — [1,k]; f es funcién}.

Es claro que card S < card F = k™. Fijadas una particion A = {A4;, 1 < i < k} de
[1,n] y una enumeracién o(1),...,0(k) de [1, k], éstas definen una tnica aplicacién

sobreyectiva fa, : [1,n] — [1, k] por la relacién
fao(x) = 0o(i), para todo z € A,.

Toda aplicacién sobreyectiva de [1,n] en [1, k]| es también de la forma f4, , para algin
par (A,0), y como el nimero de enumeraciones o de [1, k] es k!, entonces el nimero
de elementos de S es k"{Z} Luego,

k'{Z} =card S < card F' = k™.

]

Dada una sucesién a = (a;) € R, decimos que la funcién f es una funcion generatriz

J@) = an

n>0

para a si

siendo la suma convergente para x en una vecindad abierta de 0. Serd de utilidad el
siguiente resultado, que nos brinda la funcién generatriz de los niimeros de Stirling de

segunda especie.

11



(e~ 1)

Proposicién 1.1.7. Fijado k € N, la funcion f(x) = o

es funcion generatriz

para los numeros de Stirling {Z}, n € N, i.e,

> (i -t 1)

m>0

para todo x € R.

Demostracion. La prueba de este resultado puede encontrarse en [20, p. 40]. ]

1.2. Las funciones ' y

Recordamos algunas propiedades bésicas de la funcion Gamma, definida para =z €
R\ (Z~ U {0}) por
+oo
[(x) :/ e 'thdt.
0

Para un estudio detallado de las propiedades de esta importante funcién, ver [17].
Mencionamos sin embargo algunos resultados que usaremos en el presente trabajo.

Primero, I'(1) = 1 y se tiene la férmula de recursién I'(z + 1) = 2I'(z), por lo que
I'(n)=(n—-1)!

para todo ntimero narutal n > 1. Este resultado muestra que la funcién I" es una exten-
sion analitica del factorial de un ntimero natural. Las siguientes acotaciones muestran

el comportamiento de I'(t) para valores grandes de t.

Proposicién 1.2.1 (Férmula de Stirling). Se tiene, para todo x € R\ (Z~ U {0})
[(x) = \/27rx$_1/26—$+0(z)/(12x)’

donde 0 < O(x) < 1 es una constante dependiente de x. Como consecuencia, n! =

['(x) ~ Vorgt 2o
cuando x — +00.

Demostracion. Ver [17, pp. 20-24]. ]

Proposicién 1.2.2 (Férmula de multiplicacién de Gauss). Se tiene, para todo x €
R\ (Z~ u{0})
1
r(f>r TN VT,
2 2 21
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Demostracion. Ver [17, pp. 20-24]. ]

Definimos ahora la nocion de doble factorial de un niimero n € N por

n! .
ol = ) TR n es par;
0, n es impar.

Notemos que n!! estd definido por la formula de recurrencia: 0! =1, 1!l =0y
(2n+2)!! = (2n + 1)(2n)!.

De modo analogo a como la funciéon I' es una extension analitica de la nocién de

factorial, nos abocamos ahora a definir la funciéon I por

t+ 1) 21/2 L(t+1) (1.4)

2 )2 2 (t/2+1)

la cual es una extensién analitica de la nociéon de doble factorial. Para ver esto, sélo

[r(t+1):r(

notemos que
I'(n+1) n!

T 2PT(nj2+1)  2v2(n/2)l

para todo nimero natural par n. Ademds, de la Férmula de Stirling para I' podemos

F(n+1)

n!! (1.5)

deducir la siguiente

Proposicién 1.2.3 (Férmula de Stirling). Para todo n € N se tiene
@) =T (2n+1) < eY*V2(2n/e)".

Ademas,

e

£\ 12
F(t+1)~+V2 (—)
cuando t — oo.

Demostracion. Primero, de (1.5) y (1.4) tenemos

20l =T(2n+1) = <22n7”:3!!7

y usando la férmula de Stirling para (2n)! y n! obtenemos

/27 (2n, 2n+1/26—2n691/24n B -
(2”)” — ( ) _ \/§<2n)n€ n€91/24n 02/12n
T Qn\/ﬁnn—kl/Qe—neeg/lQn B !

y como 6 /24n — 0,/12n < 1/24n < 1/24 entonces

(271,)” S 61/24n\/§ <2_’I’L> S 61/24\/5 <2_’fl> '
e

(&

13



Hemos probado asi la primera afirmaciéon de la proposicién. Para probar la segunda,
usamos (1.4) y la férmula de recusién de I' para obtener

It + 1) iT(1)
N+ = g+ 1) ~ 3242)002)

Usando nuevamente la férmula de Stirling para I'(t) y I'(¢/2) en la dltima expresién

tendremos

A/ — — t/2
Ft+1) = ty/2mt! 1 2e e /1 -2 f / o01/12t—62 /6t
2t/2(t/2)\/ 271-(t/Q)t/2—1/2€—t/2€92/6t e ’

y por tanto

(&

I(t+1)~ V2 (f)w

cuando t — 400, como se queria demostrar. O

1.3. La Integral de Riemann-Stieltjes

El propédsito es describir brevemente una nociéon de integracion ligeramente més
general que la integral de Riemann. Consideremos un intervalo [a,b] de R. Por una

particién de [a, b] entendemos un conjunto ordenado en forma creciente
P={a=aq<a <...<a,=>}
de puntos de [a, b]. Por la norma de P entendemos el nimero

1Pl = méx (a; — ai-).
Dadas las particiones P y (), decimos que @) es un refinamiento de P si P C (). Decimos
que @ es mds fina que P si ||Q] < ||P]|. Es claro que si @) es un refinamiento de P
entonces es mas fina que P.

Sean f, o funciones reales definidas en [a,b] C R. Para P = {a = 29 < 21 < ... <

x, = b} particién de [a, b], una suma de la forma
S(Pa f» Oé) = Zf(tk)AOék,
k=1

donde t;, € [z—1, 2k Yy Ay, = a(zg) — a(zk—1) es llamada suma de Riemann-Stieltjes
de f con respecto de . Decimos que f es integrable respecto de v en [a, b], si existe un
nimero L tal que para todo € > 0, existe una particién Py de [a, b] tal que, para toda

particién P maés fina que P, y para cada eleccién de puntos 5, € [xy_1, x| se tiene
|S(P, f,a) — L] < e.

14



b
En caso afirmativo, el nimero L es tnico, y lo denotaremos con / f(z)da(x). En el
a
caso que a(x) = z, estamos en el caso de la integral de Riemann. Al igual que en este
caso, cuando a = +00 0 b = +oo se definen las integrales impropias como el limite de

integrales definidas en intervalos finitos. Por ejemplo,
+00

f@mwsz@%/ f(x)da(z),

a

ajf(x)da(x)==l/f fyda@) + [ fa)dala),

siempre que los limites existan.
Este concepto de integral suele ser 1til para expresar sumas finitas como integrales y
aplicar los resultados que tenemos disponibles en ésta. Por ejemplo, consideremos una

sucesion creciente a = (a,)nen €n Z1 y f una funcién integrable segiin Riemann. Sea
F,(z) =card{n € N; 1 <a, <z}

a ser el numero de elementos de la sucesiéon a menores o iguales que x. Entonces, para

0<z <y,

En el caso particular en que a,, = n, tenemos F,(x) = |z], de donde
Yy
[l = 3 s
z z<n<ly
mientras que si a fuera la sucesiéon de nimeros primos, tendriamos Fy(z) = 7(z), y asi
Yy
[ ras = Y 50
v a<p<y

El siguiente es el conocido teorema de integracion por partes, valido también en el
contexto de la integral de Riemann-Stieltjes, y muy 1util en el calculo y acotacién de

sumas.

Proposicién 1.3.1 (Integracién por partes). Sea [a,b] C RU{£oo}. Si f es integrable

en [a,b] respecto de a entonces « es integrable en [a,b] respecto de f y se cumple

/aba(x)df(x) = a(z)f(z) Z— /abf(:t:)da(m),

Demostracion. Ver [1] O
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Como un ejemplo elemental de aplicacion del anterior resultado tenemos que si
f:]0,4+00) — R es una funcién diferenciable, con derivada integrable segiin Riemann,

entonces

me>=/3@WJ

y<n<z

~ sl - [ao

ZfMM—ﬂ@M—/UM@ﬁ

Finalmente, los siguientes tres clasicos resultados de teoria de niimeros seran tam-

bién herramientas para nuestro trabajo.

Teorema 1.3.2 (Teorema del nimero primo). Se cumple

m(N) 1
N log N

cuando N — +o00, donde
m(N) = card{p < N; p es primo}.
Demostracion. Para una prueba analitica ver, por ejemplo, [1, Capitulo 13]. ]

Un resultado mas débil, pero suficientemente 1til para algunas aplicaciones en el

trabajo establece que
7(N) < 1
N log N’

Puede verse la demostracion en [1, teorema 4.6]

Teorema 1.3.3 (Mertens). Para N > 2 se tiene

1
Z Olg)p =log N + O(1).

p<N

Demostracion. Ver [16, p. 14]. O

Teorema 1.3.4. Para N > 2 se cumple

Z Lo loglog N 4+ O(1).

p<N

Demostracion. Ver [1, Teorema 4.12]. O
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Teorema 1.3.5 (Férmula de Mertens). Para N > 2 se cumple

1\ e 1
pgv (1_1_9> log N (HO (logN))’

donde v denota la constante de Fuler definida por

"1
= lim |y - -1 .
" niinoo( ; Ogn)

=1

Ast,

cuando N — +o0.

Demostracion. Ver [16, p.17].
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Capitulo 2
Modelo probabilistico

El presente capitulo tiene la intencién de exponer algunos resultados propios de la
teoria de probabilidades, junto con algunos ejemplos de aplicacion de éstos a la teoria de
nimeros. Si bien es cierto que no es posible aplicar aquella de manera inmediata, es con
frecuencia el andlisis combinatorio el que permite la aplicacién de algunos resultados.
En todo caso, son los resultados de la teoria probabilistica los que inspiran algunos en

teoria de nimeros, dando inicio a la teoria probabilistica de niimeros.

2.1. Resultados de teoria de probabilidades

Citamos en esta seccion las definiciones basicas y algunos teoremas de la Teoria
de la Probabilidad que seran importantes a lo largo del trabajo. Los detalles de éstos

pueden ser encontrados en [6], [9].

Definicién 2.1.1. Decimos que (€2, F, P) es un espacio de probabilidad cuando 2 # 0,
F es una o-dlgebra en ) y P es una medida de probabilidad definida en F, esto es,

P : F — R* es una funcién satisfaciendo
i) P(Q) =1,
ii) Si {A,, n € N} es una familia numerable de conjuntos disjuntos de F entonces
P (U An> =Y P(A,).
neN neN
Los conjuntos A € F seran llamados eventos.

En caso la o-dlgebra F sea el conjunto potencia o sea claro por el contexto de cual

se trata, escribiremos simplemente (€2, P).
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Denotaremos con B al o-dlgebra en R generada por los intervalos abiertos (o-dlgebra

de Borel). A los elemtos de B les llamaremos borelianos.

Definicién 2.1.2. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una funcién X : Q — R"
B-medible, esto es,
X'(B) € F, paratodo B € B,

sera llamada variable aleatoria. X sera llamada integrable cuando
/ | X |dP < +o0,
Q

donde la integral es entendida en el sentido de Lebesgue. Una exposicién de ésta y sus

propiedades pueden ser encontradas en [19].

Definida una variable aleatoria integrable X en (2, F, P), definimos su esperanza

a ser

E[X] = /Q XdP.

E es asi un operador lineal y representa el promedio de los valores que puede tomar X

en €. Podemos ver que para A € F,
P(A) = E[14]

donde 14 es la funcién caracteristica de A. También definimos los momentos de X a
ser £ [X k] en caso ésta exista. Seran de utilidad los llamados momentos centrales de
grado k a ser

u(X) = E (X — E[X])"|,

que miden el grado de desviacién de X respecto de su media E[X]. El caso particular
en que k = 2 es muy usado en analisis estadistico. El momento central de grado 2 lo

llamamos varianza, y vendria a ser
pa(X) = E[(X - E[X))*] = E[X?] - E[X]".

Por otro lado, X define una medida de probabilidad px en (R, B) definida para B € B
arbitrario, por

ux(B) = P{X € B).

Llamaremos frecuentemente la ley de X a la medida ux.

También X define una o-édlgebra Fx en €2 definida por

Fx ={X"Y(B), Be€B}.
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Notemos que, por definicion de variable aleatoria,
Fx C F,

ademas de que X es medible respecto de Fx. De hecho, Fx es la menor o-algebra
respecto de la cual X es medible.

Una propiedad sobre los elementos de €2 se dice que se cumple casi ciertamente, lo
que denotaremos c.c cuando lo haga en un conjunto de medida 1. De este modo, dos

variables aleatorias X7, X5 definidas en (2, F, P) son iguales casi ciertamente cuando

Dada una medida p en R, definimos su funcion de distribucion a ser la funcién F), :
R — [0, 1] definida por

Fy () = (=00, a].
En caso que p sea la ley de alguna variable aleatoria X : €2 — IR, nos referiremos a F),

como la funcion de distribucion de X, y la denotaremos con Fly. Asi,
Fx(z) = px(—o0,z] = P{X < x}.
Tenemos las siguientes propiedades de las funciones de distribucion.

Proposicién 2.1.1. Si F, es la funcion de distribucion de la medida de probabilidad

i en R entonces se cumple que
i) F, es no decreciente.
i) acgrfoo F.(x)=1, xEIPoo F,(x)=0.

iii) F es una funcién continua por la derecha.

w) p({xr}) = Fu(r) — lm F,(y), en particular si F, es continua se tiene que
y—z~
p({z}) =0.
Demostracion. Ver [9, p. 10]. O

Ademas, las propiedades descritas en la proposicién anterior describen completa-

mente a las funciones de distribucién.

Teorema 2.1.2. Si F': R — R es una funcion que satisface las propiedades (i), (ii)
y (i11) de la proposicion anterior, entonces F' es la funcion de distribucion de alguna

variable aleatoria.
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Demostracion. Ver [9, p. 10]. O

En vista de este resultado, una funcién que satisface las propiedades (i), (ii) y (iii)
de la proposicion 2.1.1 sera llamada funcion de distribucion. Un estudio amplio de las
funciones de distribucién puede ser encontrado en [6].

El concepto de independiencia es uno de los conceptos centrales en teoria probabilistica.
La idea de que la probabilidad de éxito de el lanzamiento de una moneda no depende en
absoluto del resultado del lanzamiento de otra, o de la misma en un momento posterior
induce a abstraer este concepto de un modo matematico. Asi, dos eventos A y B se

dicen wndependientes cuando
P(ANB)= P(A)P(B).

En general, la definicién de independencia para o-algebras es como sigue: una familia
finita de o-dlgebras F;, ¢ € I (I finito) se dice independiente cuando cualquier coleccién

A; 1 €1, con A; € F; se tenga

P (ﬂAi> =[P ).

iel i€l
Una familia de o-dlgebras Fj, i € I (I no necesariamente finito)se dice independiente
cuando cualquier subfamilia finita lo sea. Las definiciones de independencia pueden
trasladarse también a las variables aleatorias mediante el uso del o-algebra generada
por éstas. Asi, una familia finita de variable aleatorias X;, ¢ € I se dice independientes

cuando sus o-algebras generadas lo sean. Esto es equivalente a afirmar que

P (ﬂ{Xi c Bi}> =[[P{xie B3}

iel i€l

para toda coleccién finita B; € B, 1 € 1.

Proposicién 2.1.3. Sean X;, i € {1,...,n} variables aleatorias independientes en un
espacio de probabilidad (0, F, P). Entonces

HX] :H]E[Xi].

Demostracion. Ver [9, p. 46]. O

E

Si tenemos dos variables aleatorias X, Y, decidir su independencia o no es en general

un problema muy dificil. Definimos la covarianza de X e Y a ser
cov[ X, Y| =E[(X — E[X]) (Y — E[Y])] = E[XY] — FX]E[Y].
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En el caso que X e Y son independientes se cumple cov [X,Y] = 0. De este modo,
cov [X, Y] es una medida del grado de correlacién entre las variables X e Y. En general,

definimos la covarianza de un conjunto finito X;, 2 € I de variables aleatorias a ser

cov[ Xt €l =E H (Xi — E[X3])

i€l

Y

que es 0 en caso las variables X; sean independientes.

Lema 2.1.4. A y B son eventos independientes si, y solo si, 14 y 1g son variables

aleatorias independientes.

Demostracion. Si denotamos con o(A) y o(B) los o-algebras generados por 14 y 1p

respectivamente, entonces
o(A)={0,0,A4,A%,  o(A)={0,Q,A, A%

Si 14 y 1p son independientes, es claro que A y B lo son, pues A € 0(A) y B € o(B).
Para la implicaciéon contraria, analicemos los elementos de la forma C' N D, donde
D € 0(A) y D € o(B). Los casos en que C = 0, Q o D = (), Q puede verse sin
problema que p(CND) = P(C)P(D). Los siguientes casos los conforman las expresiones
ANB, AN B, AN B y A°N B¢ En el primer caso, por hipdtesis tenemos que
P(AN B) = P(A)P(B). Para el segundo, vemos que

P(A)=P(ANB°)+ P(ANB)=P(ANB°) + P(A)P(B),
y asi
P(ANB%) =P(A)(1—-P(B)) = P(A)P(B°).

El mismo razonamiento se aplica para probar que A°y B son independientes, asi como
A¢y B¢ Los elementos () reduce cualquier interseccién a un conjunto de probabilidad

0 mientras que €2 no la afecta, por lo que la prueba esta concluida. O

Observacion 2.1.1. Como consecuencia de la proposicién anterior, si A y B son even-
tos independientes, entonces también lo son A¢y B€. Es posible ver que si las variables
aleatorias X e Y son independientes y f,g: R — R son funciones continuas, entonces
F(X) y g(Y) son también variables aleatorias independientes. Esto es consecuencia de
que, por la continuidad de fy g, o(f(X)) C o(X) y o(g9(Y)) C o(Y). Si X e Y son
independientes, podemos ver que
VarlX +Y] = E[(X +Y)’] - E[X +Y]?

= E[X*+2XY +Y? — (E[X]* + 2E[X]|E[Y] + E[Y]?)

= E[X?] 4+ 2E[X]|E[Y] + E[Y?] — (E[X]* 4+ 2E[X]|E[Y] + E[Y]?)

= E[X?]+ E[Y? - E[X]* - E[Y]* = Var[X] + Var[Y].
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En general, si X;, i € I (I finito) son independientes,

> Xi] = Var[X

icl el

Var

Denotamos, para una familia numerable A = {A,,, n € N} de elementos de F,

liminf A, = G ) Ax,

n=1k>n

y también
hm sup A, ﬂ U Ay,
n=1k>n
llamados el limite inferior y el limite superior, respectivamente, de la familia A. Obser-
vemos que liminf,cn A, es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a todos
salvo una familia finita de los conjuntos A,,, mientras que lim sup,,. A, es el conjunto
de todos los elementos que pertenecen a una cantidad infinita de los conjuntos A,. De

este modo, es claro que liminf,ex A, C limsup,,cn An.

Lema 2.1.5 (Borel-Cantelli). Sean A,, n € N eventos en un espacio de probabilidad
(Q, F, P) tales que

ZP ) < 400.

Entonces,

P <h’m sup An) = 0.

nelN

Demostracion. Ver [9, p. 65]. O

El siguiente resultado puede verse también como consecuencia de la desigualdad de
Markov ([9, p. 29]).

Proposicién 2.1.6 (Desigualdad de Chebyshev). Si ¢ es una funcion estrictamente
positiva y creciente en (0,400), con ¢(—x) = ¢(x), y X es una variable aleatoria tal

que Elp(X)] < oo entonces, para a > 0:
¢(a)P{IX| > a} < E[p(X)].

Demostracion. Ver [6, p. 51]. O

2

Y

Como una consecuencia de este teorema, si consideramos la funcién ¢(z) = =
tenemos que para a € R,
a’P{|X| > a} < E[X?.
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Algo més interesante es que si Y = (X — E[X])* y A > 0, entonces E[Y] = Var[X], y
si aplicamos la desigualdad de Chebychev para a = A?E[Y],

PAY 2 E[Y] < e = 5
P{X — E[X]| > \W/Var[X]} < % (2.1)

Teorema 2.1.7 (Ley fuerte de los grandes nimeros). Sea (Y,,) una sucesion de varia-
bles aleatorias independientes definidas en un espacio de probabilidad (2, F, P) tales

que E[Y,] = 0, para todo n € N. Sea (a,) C R" creciente tal que a,, — +0o cuando

n — +oo. Si
—+oco
Var |Y,
yovarl
a
n=1 n
entonces

1 n
L3
ay, “
i=1
con probabilidad 1.
Demostracion. Ver [10, p. 189]. O
La siguiente es una version ligeramente distinta de la ley de los grandes nimeros.

Teorema 2.1.8 (Ley de los grandes nimeros). Sea (X,) una sucesion de variables
aleatorias independientes, con E[X,] > 0, para todo n € N. Supongamos también que
> i<i<n B[Xi] T 400 cuando n — oo y que

Var (X,,)

=1 (3 BLXG))

2<—|—o~o.

Entonces
i 2iEn

=" - =1

con probabilidad 1.

Demostracion. Usamos la Ley Fuerte de los Grandes Numeros (teorema 2.1.7) con

ay, = i E[X;],
i=1

Y = X; — E[X)],

de donde obtenemos el resultado. O
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La nocién de convergencia casi cierta no es la tnica en teoria de probabilidades. La
siguiente es una nocién muy util de convergencia para variables aleatorias, la cual sélo

depende de las funciones de distribucion que éstas definen en R.

Definicién 2.1.3. Sean p, p,, n € N medidas de probabilidad en R. Decimos que p,

converge débilmente a u, y denotamos

fin = 11,

pin(f) = 1),

cuando n — 400, para toda funciéon f : R — R uniformemente continua y limitada.
Decimos que una sucesion de variables aleatorias X, converge débilmente a otra variable

X (todas definidas en el mismo espacio de probabilidad) cuando sus leyes uy, lo hagan

a ux.

Proposicién 2.1.9. Sean p, p,, n € N medidas de probabilidad en R. p, = p si, y
solo si,
F/U'n (Z> — FN(’Z)?

cuando n — +00, para todo z punto de continuidad de F),.
Demostracion. Ver [3, p. 16, teorema 2.1]. ]

Para un estudio bastante extenso acerca de la convergencia de variables aleatorias

y resultados acerca de ésta se puede consultar [3].

2.2. Teoria probabilistica de niimeros

Presentamos en esta seccién algunas ideas para aproximar un problema de teoria
de numeros, por lo general el estudio de cierta funcién aritmética, mediante el em-
pleo de conceptos propios de teoria probabilistica. El objetivo es aplicar las diferentes
herramientas de esta teoria para conjeturar algunos resultados acerca de la sucesién
aritmética en estudio. Sin embargo, como iremos viendo, no es en general posible el
expresar un problema aritmético en forma de uno probabilistico sin perder conceptos
cruciales en el camino, por ejemplo el de independencia, que tan requerido es por las
herramientas probabilisticas. Es asi como el empleo de este tipo de herramientas tiene
que remitirse en algunos casos a ser una guia, y los resultados que con éstas se obtie-

nen una motivacion para buscar resultados similares mediante el uso de herramientas
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disenadas para trabajar con conjuntos finitos. Tales herramientas son, por supuesto,
las del analisis combinatorio.

Hay, sin embargo, un tipo de problemas en los que no es imposible utilizar resultados
probabilisticos directamente: los problemas de existencia, como veremos en la seccién
2.2.5.

2.2.1. Densidad

Consideremos un subconjunto A C IN. Queremos estudiar la idea de la probabilidad
de que un nimero entero z pertenezca a A. Un primer y evidente intento seria el definir
una adecuada medida de probabilida P en Z™. Esta, por cierto, no podria ser arbitraria.
Para que sea interesante desde el punto de vista numérico, deberia respetar algunas
ideas intuitivas bésicas. Una de ellas es, por ejemplo, si A = 2Z7" es el conjunto de
los ntimero pares, se deberia tener P(A) = 1/2, ya que en cierto modo, uno de cada
dos numeros es par. De un modo mas general, la probabilidad de que un niimero sea
multiplo de un entero m tendria que ser 1/m. El siguiente resultado muestra que tales

condiciones no son esperables de una medida de probabilidad.

Proposicion 2.2.1. No eziste una medida de probabilidad P definida en Z™ tal que,
para todo m € 7",
1
P(mZ*t) = —. (2.2)

m
Demostracion. Probemos el resultado por contradiccién. Sea P una medida de proba-

bilidad en Z* tal que (2.2) se cumple para todo m € Z*. Observemos que para a,b

€ Z*, con (a,b) = 1 tenemos que
aZt NOZT = abZ™,
de donde
P(aZ* N0EY) = - = P (a7") P (177),
por lo que los conjuntos aZ* y bZ* son independientes. Luego, por la proposicién 2.1.4

los eventos
Zf =17\ (aZ"), Zf =77\ (bZ7),

son también independientes. Asi,

p(zpz;j):( _é) (1_%).

Dado m € Z™ arbitrario, para p > m primo tenemos que m € Z;. Luego para N > m

cualquiera se tenemos

{m}c ) z.

m<p<N
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por lo que, como (p,q) = 1 para p # ¢ primos,

P{m}§P< N Z;): 1T (1—%).

m<p<N m<p<N

Usamos entonces la féormula de Mertens (teorema 1.3.5) para concluir que

1
< < 1 — =) =
0<P{m}< lim 1T (1 ) 0

m<p<N p

para todo m € Z%. De la aditividad de la medida de probabilidad P tendriamos

entonces que

P{z*}= Y P{m} =0,

meZ+

lo que es una contradiccién. Esto prueba la proposicion. O

La proposicién 2.28 muestra que no es posible definir una medida de probabili-
dad en ZT que satifaga 2.2. El siguiente concepto es, como mostraremos, una mejor

aproximacion en este sentido, aunque no es una medida en sentido estricto.

Definicién 2.2.1 (Densidad). Sea A C Z™. Decimos que A tiene densidad (natural)

si el limite p N
5(4) = tim ANV

N-+oo N (2:3)

existe. En este caso, §(A) serd llamada la densidad de A.

Observacion 2.2.1. En el caso de una sucesion creciente a = (a,)nen C Z7, diremos

que a tiene densidad « cuando §(A) = a donde A = {a,,n € N}. Esto es,

_ a0 1, N
o= Mm —y

Ejemplo 2.2.1. El conjunto de los nimeros primos tiene densidad 0. En efecto, del

teorema del nimero primo (teorema 1.3.2), si
m(N) =card Ay = {p;p < N},

entonces

. 7w(N)logN
I
Luego, como
w(N) 1
— 0
N < log N

entonces limy_, 4o 7(N)/N = 0, lo que muestra lo afirmado.
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Notemos que la idea de densidad respeta la idea intuitiva de cuantos multiplos de

m deberia haber en Z*. Podemos observar que:

i) Para un entero positivo r, el conjunto rZ tiene densidad 1/r. Para verificar esto,

notamos que
N
{n e Ninr < N}| = H ,
T

y por tanto
1 1 Nir—1_1 1
= < N:nr < N}H < -
=t < Slne N < NY <
y haciendo N — oo obtenemos el resultado. De igual modo, la densidad de la
progresién aritmética A = {ag + nr, n € Z*} posee densidad 1/r. En efecto,

observamos que

N —

r

de donde

N

Haciendo N — 400, obtenemos que la densidad de A es r.

1
%Hn; a0+rn§N}|:r+O<—>.

ii) Una sucesién estrictamente creciente (a,) de Z* tiene densidad « si, y sélo si,

i n
lim — =a.
n—-+oo an,

En efecto, supongamos primero que (a,) tiene densidad «. Entonces, observando
que

L ffn: 0w <a) = -,

ay a
tenemos haciendo N — +oo que N/ay — «. Para la otra implicacién, observe-
mos que para N € N existe n € N tal que a, < N < a,,1. De este modo,
n n

> 2.4
N — Ap41 — 1 ( )

1
1 4 < VY =

Denotemos
n+1 no G — (1)

- ’
An+1 apyr — 1 n41 (an+1 - 1)

Mn

como a, > n para todo n € N, entonces

cuando n — +oo. Observando finalmente que, por la definicién de 7, y (2.4),

n+1 _n <]aﬂ[[1,N]]|<£

J— n =

— J

apyr — 1 app1 —1 7 N n,
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y haciendo n — +00 obtenemos que

1,N
o 2L NI
N—+o00

Esto es lo que queriamos probar.

iii) Existen sucesiones crecientes en Z* que no tienen densidad. Para un ejemplo de

tales sucesiones, definamos

+o0
A= J{n; 10" <n<2-10".
k=0
Definamos, para cada N,
Ay = ANJ1, NJ.

Entonces, tenemos que

m—1
1
|Aygm_1| = Z 10F = = (10™ — 1),
k=0

©O|

1 5 4
Agqgm_1| == (10" =1 10" =—-(2-10" -1 —.
| Ag.10m 1] 9( )+ 9( )+9

Luego, tenemos que el limite definido en (2.3) no existe.

iv) La unién finita de conjuntos de densidad 0 es también un conjunto de densidad 0.
También todo subconjunto de un conjunto de densidad 0 tiene también densidad
0, asi como la union e interseccién finita de conjuntos con densidad 0 es también

un conjunto de densidad 0.

v) Teniendo en cuenta que un subconjunto de N tiene densidad 0 si, y sélo si, su
complemento tiene densidad 1, y del item anterior, entonces la unién e intersec-

cion finita de conjuntos con densidad 1 tiene también densidad 1.

Vayamos ahora con una interpretacién probabilistica del concepto de densidad: defina-

mos los espacios de probabilidad (las o-dlgebras son el conjunto potencia respectivo)
(Qn, vy ), donde
Qn =[1,N]

y vy es la medida de probabilidad natural, es decir, para C' C Qy,

VN(C)—%—%ZL

zeC

Entonces, la densidad de A es

5(14): lim VN<AOQN>,

N—+o00
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en caso el limite exista; es decir, el limite de las medidas de las restricciones de A a los
conjuntos (2. Si consideramos a la funcién caracteristica 1,4, observamos que
vn(ANQy) = Y wn({n})lalay () = Ellaloy].
neQN
Luego, la densidad de A puede ser entendida como el limite de las esperanzas de
las restricciones de su funcion caracteristica a 2y cuando N — +oo, las cuales son
variables aleatorias. Claramente, lo mismo puede decirse en el caso en que A es una

sucesion creciente de nimeros naturales.

2.2.2. Funcion de distribucién y orden normal

Consideremos una sucesién a = (a,) C N creciente de nimeros naturales, y su
funcion caracteristica f : N — R. La densidad de a puede interpretarse como el limite
de las esperanzas de una sucesion de variables aleatorias fy definidas en sendos espacios
de probabilidad finitos (Qy, pn), a saber, fx = flay, N € N, como vimos en la seccién
anterior. Con este punto de vista, podemos interpretar la existencia de una funcion de
distribucién para a a ser el limite de las funciones distribucién de las variables fy. La

teoria de la probabilidad tiene un concepto maés preciso para este hecho.

Definicién 2.2.2. Sea a C N una sucesion aritmética, f su funcion caracteristica y F
una funcién de distribucién. Sean fy = fl|q,, donde Qn = {1,..., N}. Decimos que a

tiene la funcion distribucion limite (o simplemente funcion distribucion) F cuando
Fy = fﬂ

donde Fly son las funciones distribucion de las variables aleatorias fy, definidas para
z € R por

Fn(z) = pn ({n; fn(n) < 23}).
Esto es, Fy(z) = F(z) cuando N — +00 para todo z punto de continuidad de F' (ver
la definicién 2.1.9).

A modo de ejemplo, veamos la relacién entre el concepto de densidad y el de funcién

distribucién limite.

Ejemplo 2.2.2. Es equivalente decir que una sucesién de enteros tiene densidad a a

afirmar que su funcién caracteristica 1,4 tiene la funcién de distribuciéon F' definida por

0 , 2 <0
Flz)=4 1—a ,0<z<1;
1 ,z > 1.

Probaremos el caso o # 0, en el que 1 no es punto de continuidad de F'. En efecto,

30



» Supongamos primero que A = {a,; n € N} tiene densidad a. Es claro que
para z < 0, Fx(z) = 0 y que para z > 1: Fy(z) = 1 para todo N € Z*
pues 0 < 14 < 1, por tanto limy_ o Fy(z) = F(z) en estos casos. Ahora, sea

0 < z < 1. De la definicién de funciéon de distribucién, debemos probar que
lim F, =1-
Jim Ev() =1-e.

donde Fy son las funciones distribucién de las restricciones de 1, a
Qy = [1, N]. Notemos que

Fn(z) = pnv{la < 2} = pn{la =0} =1 — pn{la =1}, (2.5)
y haciendo N — +o0,

lim Fy(z)=1-— lim un{la=1}=1-q,

N—+o00 N—+o00

que es lo que queriamos probar.

» Para la otra implicacién es suficiente ver (2.5) y hacer N — +o00. Asi tenemos lo

que habiamos afirmado.

El concepto de “casi ciertamente” en teoria de la probabilidad puede ser natural-
mente entendido también en el contexto de la teoria de nimeros. Una propiedad sobre
los niimeros enteros positivo se dice valida casi cietamente, denotado con c.c, cuando lo
sea excepto en un conjunto de densidad 0. Un concepto mas 1til (pero més debil) para
el estudio de funciones aritméticas con crecimiento irregular es el concepto de orden

normal.

Definicién 2.2.3 (Orden normal). Sea f : N — R una funcién aritmética. Decimos
que la funciéon g : N — R es un orden normal de f cuando, para todo € > 0, existe un

conjunto A. C N con densidad 1 (que depende de ¢) tal que

[f(n) —g(n)| <elg(n)],
para todo n € A..
Observaciéon 2.2.2. Es posible que una funcién f tenga varios 6rdenes normales.

Observacion 2.2.3. La definicion de orden normal es equivalente a la siguiente: dado

e > 0, el conjunto de los n € N tales que

|[f(n) = g(n)| > eg(n) (2.6)

tiene densidad 0. Esto es equivalente a afirmar, por definicién de densidad, que el

conjunto de los n < z que cumplen (2.6) tiene cardinal o(z) cuando x — +o0.
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Observacion 2.2.4. La expresion

f=(0+0(1))g c.c
equivale a decir que g es un orden normal para f.

Proposicion 2.2.2. Sean f, g funciones aritméticas positivas. Entonces g es un orden

normal de f si, y sdlo si, las funciones distribucion Hy de f/g, esto es,

Hi(2) =ﬂN{nSN; o gz}

convergen débilmente a la funcion de distribucion H = 1[ 4o

Demostracion. Primero veamos que si g es un orden normal de f entonces las funciones

Hy convergen débilmente a H. Sera suficiente ver, por la Proposicién 2.1.9, que
Hy(z) — H(z)
para todo z # 1.

= Siz > 1,seac > 0tal que z > 14¢. Como por hipétesis, la densidad de los enteros
n para los que |f(n)/g(n) — 1| > € es 0, entonces la densidad de los enteros n
para los que f(n)/g(n) —1 > € (que son una parte de aquellos), también es 0.
Por consiguiente, la densidad de los enteros n tales que f(n)/g(n) < 1+¢e < zes

1, lo que por definicién implica que Hy(z) — 1 cuando N — +oc.

= Si ahora z < 1, sea ¢ > 0 tal que z < 1 — . Por hipétesis, la densidad de los
enteros n para los que |f(n)/g(n) — 1| > € es 0. Luego, la densidad de los que
cumplen f(n)/g(n) < 1 — ¢ también es 0. Luego, como z < 1 — ¢, entonces
la densidad de los enteros n tales que f(n)/g(n) < z es también 0, lo que por

definicién significa que Hy(z) — 0 cuando z < 1.

De este modo, hemos probado la primera implicacién. Para ver la implicacién contraria,
notamos que, para € > 0, 1 —e y 1 + ¢ son puntos de continuidad de H. Luego, por

hipétesis, la densidad de los enteros n tales que

f(n)

o) =1 7F

es 0, que equivale a decir que la de aquellos para los que

f(n)

1—8<m
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es 1. También la densidad de los enteros n tales que

f(n)

L < 14e
g(n)

es 1, de donde podemos concluir que la densidad de los enteros n tales que

n
g(n)
es 1. Esto prueba que ¢ es un orden normal de f, y por tanto la proposicion. O

2.2.3. El teorema de Hardy-Ramanujan

Estudiaremos en esta seccion el comportamiento promedio de la funcién

w(n) = Kn; pln} =1,
pln

que cuenta el nimero de divisores primos de un entero n desde un punto de vista pro-
babilistico. En 1917 Hardy y Ramanujan [13] probaron, junto con resultados similares
para d(n) (el nimero de divisores de n) y ©2(n) (el nimero de divisores primos contando
su multiplicidad), que el orden normal de la funcién w(n) es loglogn. La prueba era de
naturaleza técnica y no utilizaba ideas probabilisticas en su desarrollo. En 1937 Turan
presentd una prueba mas simple a un problema algo mas preciso, que discutiremos en
esta seccidn, junto con algunas ideas probabilisticas acerca del tema. Como es tipico
en este tipo de pruebas, se hace uso intensivo de resultados combinatorios para seguir
ideas probabilisticas. Analicemos el siguiente modelo probabilistico:

Definamos las funciones X, : Z* — R (p primo) por

0, otro caso.

X,(n) :{ Loplm @)

Tales X,, son la funcién caracteristica de la sucesiéon a = pZ*. Observemos que tal

sucesion tiene densidad 1/p, por lo que las esperanzas de X, |, convergen a 1/p cuando

N — 4o00. Ademas,
w(n) = Z 1= ZXp(n).
pln p<n

Restringidas a Qy = [1, N], las funciones X, son variables aleatorias. y por tanto
wy =wloy = X,
p

es una variable aleatoria también. Si nos fijamos, es “esperable” que las variables aleato-

rias X, sean independientes. De cierto modo, el hecho de que un entero m sea dividible
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por un primo p; “no depende”’de que lo sea por un primo p,. Asi, estas funciones pue-
den ser vistas como observaciones a variables aleatorias independientes Y, definidas en

un espacio de probabilidad (2, v) tales que

1 1
Y= = vt =0)=1- .

Tales variables aleatorias modelan las funciones X,,. Observemos que para N € N ,

para cada n € 0y tenemos

wy(n) = [{p; pln} =D Xy(n),

p<N

de donde w se puede interpretar como una variable aleatoria en cada )y, y la variable

Y=>Y,

p<N

aleatoria

puede mostrarnos algunos resultados posibles para w. Para ser un poco mas precisos,
Si usamos las herramientas probabilisticas para Y, podemos observar que del teorema
1.3.4

EY] = Y ENI=) -
= i)o_g log N + OpEl). (28)

Ademas, como las variables Y, son independientes,

Var[Y] = Z VarlY,],

p<N
y por tanto
VarlY] = Y E[Y]]- B, =) EY,] - EY,]
p<N p<N
1 1
- YT
p<n P P
= loglog N + O(1) (2.9)

vaque ) n1/p=1loglog(N)+O(1)y > cn 1/p? < 400. Observemos que el término
O(1) es un término pequeno. De hecho, O(1) = o(f(N))) para cualquier funcién tal
que f(N) — 400 cuando N — +o0. Consideremos una funcién W(N) > 0. Si usamos
la desigualdad (2.1) para A = U(NN) > 0 tenemos

u{\Y—E[Y]\ > W(N) var[Y]} < Jov
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Las estimativas (2.8) y (2.9) motivan el conjeturar que

%Hn < N :|w(n) —loglog N| > U(N) 10g10g(N)}’ =0 (ﬁ) :

Veremos en la prueba del teorema 2.2.6 que esta afirmacién es cierta, y que implica

que

% Hn < N :|w(n) —loglogn| > \I/(n)\/loglog(n)}‘ =0 <m) . (2.10)

Sea ¢ > 0. Si ¥(N) — 400 cuando N — 400, por ejemplo en el caso que V(N) =
ev/loglog N, tendriamos que
w(n) 1
— — 1| > =0 ——
loglogn ‘ 8}‘ (log log N) ’

1

y por tanto loglog(/N) es un orden normal para la funcién w. La desigualdad 2.10 es

conocida como teorema de Hardy-Ramanujan, y como hemos visto, implica que loglog
es un orden normal para w.

Requeriremos de los siguientes lemas:

Lema 2.2.3. Sea f: Rt — R tal que f(x) > 6 para x > xq, con § > 0. Entonces el

numero de enteros positivos n < x tales que
|loglog x — loglogn| > f(x) (2.11)
es o(z) cuando v — +oo.

Demostracion. En efecto, sea n < x tal que (2.11) se cumple. Entonces

de donde
logz > (logn) e/@,

y de esto

Para x > x¢, 1/e/® < 1/(e’) = 1— ), para algtin A > 0, de donde el ntimero de enteros

n que cumplen (2.11) no excede z'~*, que es o(z) cuando z — +00. O

Lema 2.2.4. Se cumplen:

= Zw(n) = loglogx + O(1), (2.12)
T
n<x
Y 1
- Zw(n)2 = (loglog z)* + O(loglog ). (2.13)
n<lx
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Demostracion. Primero notemos que
Lz/p]

e = 35 = 33 =3 o

n<x n<m pln p<:p k=1 p<x
y como, por el teorema 1.3.4,
1
Z - =loglogz + O(1),
p<w
obtenemos
Zw(n) =zloglogz + O(z) + O(1) = xloglog x + O(x). (2.14)
n<x

Probaremos la otra afirmacion siguiendo las ideas de Hardy [12]. Observemos primero

N w(n)(w(n)—mzzllzzl—zll,
e oo
y asf
;w(n)z = ;w(n)—i—;%l—;;l
- X +;;H =l
= zloglogz + O(z p;{ J EL%J

por (2.14). Asi,

v s 2 [2] o

pq

n<z pq<z p?<z
Yy como
1
s = o,
pg<z Pq<x pq
y
M S S
p2<zx p2<x pElN
entonces
1 1
=Y “w(n)? =loglogz + O(1) + > — (2.15)
T A — rq
n<x pa=x

Para el sumando restante, notamos que

Z}? <Z<) (Z%y (2.16)

p<\/T pq<z p<w

por lo que nos enfocaremos en acotar ambos extremos de esta desigualdad.
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s Por el teorema 1.3.4 tenemos

1
Z — =loglog vz + O(1) = loglog x + O(1),
n<x

1
pues loglog z — loglog \/r = — log <§>, por tanto

2

1
> - (loglog z + O(1))* = (loglog z)? + O(loglog z). (2.17)
p<\x

» También, otra vez del teorema 1.3.4,

(Z %) = (O(loglogz + O(1))* = (loglog )* + O(loglog z). ~ (2.18)

p<w

Tomando en cuenta (2.18), (2.17) y notando que por (2.16) tenemos
2

2
1 1

< méx <Z —) — (loglog z)?|, Z —| — (loglogz)?| 3,
p p

p<z p<\/z

1
Z — — (loglog )?
q

pq<z

entonces

1
Z — = (loglog z)* + O(log log ).
pq

pq<z

Remplazando en (2.15) tenemos finalmente que

= Z w(n)? = (loglog x)* + O(loglog x),
T

n<x

lo que prueba el lema. O
Proposicién 2.2.5. El orden normal de la funcidn w(n) es loglogn.

Demostracion. Veamos en principio que cada una de las siguientes afirmaciones implica

la siguiente.

i) Para todo £ > 0, el nimero de enteros positivos n < z tales que
lw(n) —loglog z| > eloglog x (2.19)
es o(z) cuando x — +00.
ii) Para todo € > 0, el nimero de enteros positivos n < x tales que
lw(n) — loglogn| > eloglog x (2.20)
es o(x) cuando  — +o0.
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iii) Para todo € > 0, el nimero de enteros positivos n < z tales que
lw(n) — loglogn| > eloglogn (2.21)
es o(z) cuando x — +00.

Mostraremos primero que (i) implica (ii). Sea £ > 0. Notemos que para n cumpliendo
(2.20) tenemos

eloglogz < |w(n) —loglogn| < |w(n) — loglog z| + |loglog x — log log n.
Luego, si n cumple (2.20) entonces n cumple
glog logz < |w(n) — loglog x|, (2.22)
excepto para aquellos n tales que
|loglog = — loglogn| > glog log x,

que son en numero o(x) por el lema 2.2.3 . Luego, como el el niimero de los n cumpliendo
(2.22) es o(x) por (i), tenemos que el nimero de n cumpliendo (2.20) es o(z). Esto
prueba que (i) implica (ii).

Veamos ahora que (ii) implica (iii). Para esto, notemos que los n que cumplen (2.21)
satisfacen

lw(n) — loglogn| > eloglogn > glog log x (2.23)
excepto para aquellos n tales que
€
eloglogn < 3 log log x.
ie.,
1
loglog x — loglogn > 3 log log x.

El niimero de éstos es nuevamente por el lema 2.2.3, o(x). También el niimero de los
que satisfacen (2.23) es o(x) por (ii). Esto prueba que (ii) implica (iii).
Observemos que, por definicién, (iii) equivale a decir que loglogn es un orden

normal de w(n), por lo que es suficiente mostrar que (i) se cumple. Sean ¢ > 0 y
B. = {n < x; n cumple (2.19)}.

Asi, para los elementos n € B. se tiene

| < (w(n) —loglog z)?

e2(log log x)?
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Luego, usando (2.12) y (2.13),

1 1 (w(n) — loglog z)?
“D 1< ) 2

neEBe z n<zx (IOg IOg lL‘)
1 w(n)? — 2w(n)loglogz + (loglog z)?
e2x (log log )

n<x

B 1 1 5 2loglogx (loglog x)*
I (;Z“’W R R

(loglog z) e <z

1
= — ((log log x)2 + O (loglog x) — 2loglog z (loglog x + O(1))
2 (loglog x)
)

+ (loglog © 2)
O(loglog x)
e2 (log log )
= 0(1>7
como queriamos probar. O

Siguiendo las mimas ideas probamos el teorema de Hardy-Ramanujan, que tiene

por caso particular al anterior.

Teorema 2.2.6 (Hardy-Ramanujan). Sea ¥ : Zt — R una funcidn tal que ¥(t) —

400 cuando t — 4+00. Entonces el niumero de los enteros n < x que cumplen

lw(n) —loglogn| > ¥(n)y/loglogn

es O (x/¥(x)?). Luego, el conjunto

{n; lw(n) —loglogn| < \Il(n)\/loglogn}

tiene densidad 1.

Demostracion. La idea de la demostracion es, como dijimos antes, la de la proposiciéon
2.2.5. En lo que sigue de ella denotaremos por ¢ a una funcién positiva ¢ : ZT — R
tal que

(x) = 400

cuando x — +00. Notemos primero que cada una de las siguientes afirmaciones implica

la siguiente.

i) Para todo v el nimero de enteros positivos n < x tales que

lw(n) — loglog N| > ¥(N)+/loglog N (2.24)

es o(x).
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ii) Para todo v el nimero de enteros positivos n < z tales que
w(n) —loglogn| > ¥(N)4/loglog N (2.25)
es o(x).
iii) Para todo 1 el nimero de enteros positivos n < z tales que
w(n) — loglogn| > ¥(n)y/loglogn (2.26)
es o(x).
En efecto, vemos primero que si n cumple (2.25) entonces

U(x)y/loglogz < |w(n)—loglogn|

< |w(n) —loglog N| + |loglog N — loglog n,
luego n cumple (2.24) para ¥/2, i.e.,
S V(@)/iogTog < fw(n) ~ loglog s
excepto aquellos tales que
|loglog x — loglogn| > %\I!(x)\/m,

que son o(x) por el lema 2.2.3. Esto prueba que (i) implica (ii). Ahora veamos que (ii)

implica (iii). El método es completamente analogo. Sea ng > 0 tal que
W(n)>1 (2.27)
para todo n > ny. Entonces, para n > ny que satisface (2.26) tenemos
fw(n) ~ loglogn| > W(n)/loglogn > - /loglog s
excepto para aquellos n > ng para los que
¥(n)y/logTogm < 5 /g og &
Pero como ¥(n) > 1 para n> ng, éstos n satisfacen
loglogn < ilog log x,

y el niimero de éstos es, por el lema 2.2.3, o(x). El niimero de enteros n < ng es también

o(x), por lo que (ii) implica (iii). De este modo, sera suficiente ver que se cumple (i)
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para probar la proposicién. Sea ¥ una funcién creciente, positiva, tal que ¥(n) — 400

cuando n — +o00. Sea

B, ={n < z; |w(n) —loglog x| > ¥(z)/loglogx}.

Entonces,

Z 1 < Z (w(n) —loglogn)” < Z (w(n) — loglogn)?

= = U(z)?loglog x U(z)?loglog x
1
— Z (w(n)2 — 2w(n) loglog = + log log xQ)
U(z)?loglog x =
1
= Zw(n)2 — 210g10gx2w(n) + 20 (loglogx)> :
U(z)?loglog x (nS:c =

Usando entonces el lema 2.2.4, tenemos que

Y1=0 (ﬁ) = o(z),

neB

que es lo que queriamos probar. O

Finalizamos la seccién con una breve discusion acerca del estudio de una funcién
aritmética aditiva en general sugerida por Tenebaum|[16]. Consideremos una funcién

aditiva f : N — R, esto es, que cumple

f(mn) = f(m) + f(n),

para todo m,n € Z* con (m,n) = 1. Sea N € N. Para n < N, de la aditividad de f

podemos expresar

F)=>"f™ =) Fm&n(n),

pmn p<N m=1

1 m .
gpm(n):{ 0" |3

0 ,otro caso.

donde

Notemos esta suma es siempre una suma de finitos términos. Ahora bien, observemos
que las funciones &,m, p™ < N pueden ser vistas como variables aleatorias definidas en

el espacio de probabilidad (2, x), tomando valores 1 o 0. Tenemos

En[&m] = pn{n; p™ | n, p™ fn}

- (G-
S tero(d)
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de donde
pn{&m =1y =(1—-p )p " +O(N).

También, para p # q,
N N N N
prgh | Lpmtige | | prgett * prtigntl

L—p p™(l—qg)g"+ON
= B(&)E(&)+0(N7Y).

E [§m&e] =

Esto nos dice que las variables aleatorias {,m son asintéticamente independientes. Po-

demos interpretar este hecho diciendo que la funcion f puede ser expresada en la forma

=6

donde las funciones (, son variables aleatorias independientes definidas en un espacio

de probabilidad abstracto €2 tales que

P{=f@"}=0-p")p ™

En este punto, es necesario notar en el caso en que f(p™) coincida para diferentes
valores de m, la probabilidad se entiende como la suma de los valores respectivos.
Los dos siguientes resultados muestran que, bajo ciertas condiciones, el comportamiento

de la funcién f es aproximado por ) (.

Teorema 2.2.7 (Desigualdad de Turdn-Kubilius). Eziste una funcion € : Rt — R,

con £(x) — 0 cuando x — 400, tal que para toda funcion f: N — C aditiva se tiene

—Z\f < (2+e(x)) B(x)*,

n<z
donde
A)= > f@™p™(1-p" = 1™
pr<a pr<a
Demostracion. Ver [16, p. 302]. O

Teorema 2.2.8. Con la notacion y las hipotesis del teorema 2.2.7, si
B =o0(A),
entonces A es un orden normal de f.

Demostracion. Ver [16, p. 305]. O

42



En el caso de w, ésta es una funcién aditiva. En este caso tenemos que

1
A(N) = Z — =loglog N +O(1)
p<N
y también
B(N)? =loglog N + O(1)

por lo que
B = o0(A).

Luego, del teorema 2.2.8, loglog +O(1) es un orden normal para la funcién w, por lo
que loglog es un orden normal para w.

Una exposicién completa de esta prueba puede ser encontrada en [16, pp. 302-306].

2.2.4. Conteo de primos

Mostraremos ahora una aproximacion al conteo de primos usando las ideas de la
teorfa de la probabilidad. Consideramos las funciones X, definidas como en (2.7). Como
hicimos antes, interpretamos X, como (observaciones a) variables aleatorias indepen-
dientes tales que

PX, =1} =2, P{X, =0} =1— 1.
p p
Observamos que para N € N, un entero positivo n con VN < n < N es primo si, y
sélo si,

p1{n, para todo primo p < VN,

propiedad conocida como la criba de Eratostenes. Luego,

{\/N<n§N; nesprimo} = {\/N<n§N; X,(n) =0, Vpﬁ\/ﬁ}
= ﬂ{Xp:O}a

p<VN
de donde, asumiendo la independencia de las variables aleatorias X,

1

N {VN <n<N; nesprimo}‘ - P ﬂ (X, =0}

p<VvN

= [ P{x,=0}

p<VN

e

p<V'N
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Usamos la férmula de Mertens (teorema 1.3.5) para concluir que

2e77
log N’

1
N‘{\/N<n§N; nesprimo}‘w

donde v denota la constante de Euler. Luego, tendriamos

S (7(3) — =(V)) 2

N " log N’
y notando que

m(V'N) VN log N

e S T = = —+0

log N log N QQ*VW
cuando N — +o00, tenemos entonces que

7(N)  2e77
N log N

Notemos que esta es una aproximacién al teorema del nimero primo (teorema 1.3.2).

Sin embargo,
2e 7 #£ 1.

2.2.5. El problema de Sidon

En esta seccion presentamos una aplicacion, una solucién probabilistica a un pro-
blema de teoria aditiva de nimeros. El método usado es un método muy poderoso
para aplicar teoria probabilistica en la prueba de existencia de objetos matematicos
en diferentes areas. Este método consiste en construir un espacio de probabilidad ade-
cuado al problema de estudio, y probar que las propiedades del objeto a encontrar son
satisfechas con probabilidad positiva en este espacio. De este modo, tal objeto existe.
En nuestro caso, el problema que nos motiva a escribir esta seccién tiene por objeto a

encontrar una base A de orden 2 de Z™ tal que
card{a € A; n—a € A} =0(n°),
para algin € > 0. Esto es, un conjunto A C N tal que
i) A es una base de orden 2 de N (ver definicién 2.2.4).
ii) ra(n) = card{(a € A; n —a € A} = o(n®), para todo £ > 0.

En (1956), Erdés present6 una respuesta afirmativa, y de hecho mds precisa, a este
problema, denominado problema de Sidon. Algunos resultados de analisis combinatorio

pueden ser consultados en [10, Chapter III].

44



Definicién 2.2.4. Sea A C NT. Decimos que A es una base aditiva de orden k si para

todo n € N suficientemente grande, existen a; € A, i = 1...,k tales que
n=a +---+ ag.

En lo que sigue de la seccién denotaremos con (a,,) a una sucesién de numeros

positivos con 0 < o, < 1, lim «, =0
n—-+o0o

ani1 < ap (2.28)

para todo n > ng. Consideremos en lo que sigue un espacio de probabilidad (2, F, P)

y variables aleatorias independientes X, tales que
P{X,=1}=a,, P{X,=0}=1-a,, paran € N. (2.29)

Se puede ver [11] para una justificacién de la existencia de tales variables aleatorias.
A continuacién, construimos un conjunto de sucesiones basados en el conjunto €2, de
modo que probar la existencia de una determinada sucesién se reduzca al problema de
encontrar determinado subconjunto de 2. Definamos, para cada w € 2, los conjuntos

aleatorios
A(w)={n e N; X,(w) =1} CN,

An(w) = A(w) N[1, NJ.

De este modo, para w € ) se puede saber si un entero n es un elemento de A(w)

observando X, (w), pues
1A(w) (n) = Xn(w)

Podriamos decir que cada sucesiéon A(w) es el resultado de un juego de azar sobre los
enteros positivos: para cada entero n € Z™, se tiene una moneda X,,, con probabilidad
de éxito (cara) de . n es un elemento de la sucesién si y sélo si X, = 1 (cara).
., Cémo deben escogerse los «,, de modo que las sucesiones resultantes tengan algunas

propiedades deseadas? Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.2.3 (Modelamiento de los cuadrados). Con las notaciones anteriores, si

1
2y

Qn

entonces

card Ay (w) ~ VN

con probabilidad 1 en ().
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Demostracion. Nuestra herramienta basica sera la ley de los grandes niimeros. Primero,
verifiquemos que las variables aleatorias X, verifican las hipétesis del teorema 2.1.8 (ley

de los grandes nimeros). Para esto, notemos que

1
E[X,] = E[X}] = i

' 1 1
Luego,

<= Var[X 2 5 ( ﬁﬁ) = b 1

Z (s E Z 2 < e N\ (2.30)

n=1 =1 n=1 <Z,:1 Wg) n=1 (Zi:l ﬂ)
También

S OEX) =) IR~ (2.31)

cuando N — +o00o. En efecto, tenemos que

1 1351 1
m — S —— = Iim =S —
Nirfmm;m/ﬁ Nirfoo2;N z

L |
= —dr =
| 57

lo que prueba (2.31). Remplazando en (2.30) obtenemos, para algin C' > 0,

o0 M C-i—oo L N
;(ZLE[XA)Q = ;\/ﬁg < to0.

Como ademés
+0o0 +o0o 1
STTED SE R
n=1 n=1 \/ﬁ
aplicamos el teorema 2.1.8 y nos da

Z?lX'

lim =1cc 2.32
N Y (232)
Como
N
ZXn(w) =H{n; X, (w)=1, 1 <n< N} =card Ay, (2.33)
n=1

de (2.32), (2.33) y (2.31) tenemos que
Aw) N1, N]| = {n; Xa(w) =1, 1< 0 < N} ~ VN ce,
que es lo que se queria demostrar. O
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Ahora mostraremos la respuesta al problema de Sidon. Veremos que escogiendo
adecuadamente los «,, es posible encontrar un subconjunto de ' C € con medida
positiva (de hecho con medida 1) tal que, para w € €', A(w) satisface las condiciones

requeridas, es decir, es una base de orden dos suficientemente “pequena’.

Denotemos, para n € N,
ra(w) = > Xi(w) X, i(w). (2.34)
1<i<n/2

Para w € Q,observemos que para 1 < i < n/2, X;(w)X,_;(w) = 1 equivale a decir
que tanto ¢ como n — i son elementos de A(w), osea que n = i +n — i es suma de
dos elementos distintos de A(w). Del mismo modo, n es suma de dos elementos en
A(w) cuando X;(w)X,_;(w) = 1 para algin 1 <1i < n/2. Luego r,(w) es el nimero de

formas de expresar n como suma de dos enteros en A(w). Més precisamente,
ra(w) = |{(d,a") € A(w)* n=d +d", a’ <d"}|
= H{ie Alw);1<i<n/2,n—ie Alw)}.
Denotemos ahora A\, = E[r,], el promedio sobre todos los A(w) del nimero de maneras

expresar n. como suma de dos elementos distintos de A(w). De la independencia de las

variables aleatorias X,, tenemos

A= Y EXIJEX,]= > i (2.35)
1<i<n/2 1<i<n/2
También denotemos

No= Yy e (2.36)

— 1 —aian
1<i<n/2
Lema 2.2.9. Si (a,,) cumple (2.28) entonces
Ap ~ A
cuando n — +00.

Demostracion. Observemos en primer lugar que A, > \,,, y también

! 1

>

0< )\_: -1 = )\_n Z QO —j ((1 - aian—i)_l - 1)
1<i<n/2
1 Z Xin—i (2.37)
= Qi | ——————— . :
An . 1 — oo
1<i<n/2
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Sea 0 < ¢ < 1/2. De las condiciones en (2.28) tenemos, para algin ny > 0, que si

n>2nyy 1 <i<n/2entonces

Q0 < < Qg < E,

de donde
1 14—
QG 1 — o
Remplazando esto en (2.37), obtenemos que
/\/ i<n Qg
og——1g2521§</2 = %,

An An
para todo n > 2nq. Esto prueba el lema.

Lema 2.2.10. Consideremos, en (2.29),

logn

oy = «
n

paran > 2, y a; = 1/2, donde o > 0 es tal que se cumple (2.28). Entonces

1
Ap ~ 50427? logn

cuando n — +o00.

Demostracion. Se sigue de [10, lema 11] en el caso que ¢ = ¢ = 1/2 y observando que

[(1/2) = V7.

Lema 2.2.11. Para d,n € N tenemos que

/\d
P{r,=d} < ()\a?') e .

Demostracion. Ver [10, p. 148].

Lema 2.2.12. Consideremos

0<V<ELSU
Entonces . v
Z f_ < % 7
d! %4
0<d<V
Y . U
Z é < %
d! U
d>U
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Demostracion. Notemos que
E o VN (Y v e
> a2 i) =% a=\v)
0<d<V 0<d<V 0<d<V
lo que prueba (2.38). Por otro lado,
¢ Ut (e _ (e U (N o
>oa=2ale) =\g) 2a=lg)
&>U T d>U ’

Con esto tenemos probado (2.39) y por tanto el lema. ]
El siguiente teorema responde afirmativamente al problema de Sidon.

Teorema 2.2.13. Ezisten A C N, ¢; y co > 0 tales que
cllogn§|{i€A; 1§i§n/2,n—a€A}}§cglogn, (2.40)
para todo n > ny.

Demostracion. Como es de esperarse, el método consiste en escoger adecuadamente las

probabilidades «,,. Sean
log n

Qy, =« (2.41)

n

y {X,, n € N} variables aleatorias independientes definidas en un espacio de probabi-
lidad (€2, P) como en (2.29), es decir

|
(X, =1 =an=ay/ 2" P{X,=0}=1- P{X, =1},
n

- (% (1+ 2/7r))

Notemos que entonces 0 < a < 1 y que

donde

(NI

2 5
571'0[ :—7T<1+;) >Z>1.

Denotemos

A(w) = {n; Xp(w) =1},

Tny An ¥ Al como en (2.34), (2.35) y (2.36) respectivamente.
Probaremos que existen constantes positivas ¢;, co tales que A(w) satisface (2.40) para

algin w € Q. Notemos que como la funcién x — log x/x es decreciente en [3, +00] y

logn

<1
n
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para todo n > 1, entonces (a,) cumplen la condicién (2.28). El objetivo serd usar el
lema de Borel-Cantelli (lema 2.1.5) para probar que el conjunto de los w € €2 tales que

existen ¢;(w) > 0, co(w) > 0 cumpliendo, para algin ng(w) > 0,
c1(w)logn < r,(w) < cylogn para todo n > no(w) (2.42)

tiene probabilidad 1 en Q. Observemos que la existencia de constantes c¢i(w) > 0y
co(w) > 0 cumpliendo (2.42) es equivalente a la de constantes ¢ (w) > 0y ch(w) > 0

tales que, para algin ng(w) > 0,
c1(w)A (w) < rp(w) < dy(w) A, (w). (2.43)
para todo n > nj(w). Esto es consecuencia de que, por los lemas 2.2.9 y 2.2.10,
, 1
Ay ™~ Ay~ Qﬂlogn

cuando n — 4o00. Para probar (2.43) usaremos el lema de Borel-Cantelli. Antes que
todo, sabemos, por el lema 2.2.10, que \,/logn ~ (1/2)ra? > 1, de donde tenemos
que

An > logn(1 +9),

para algtin 6 > 0 y para todo n > ny. Luego,
e =0 (n_l_‘s) para todo n > ny. (2.44)

Veamos que el conjunto de los w € 2 para los que existen constantes c¢;(w) > 0,

ca(w) > 0y no(w) € N tales que
rn(w) < ca(w) X, (w)

para todo n > ng(w) tiene probabilidad 1. Serd suficiente ver, por el lema 2.1.5, que
+o00
ZP{w; cal, > rp(w)} < 400,
n=1

para algin ¢y > 0. Escojamos ¢y = e. Considerando que r,(w) s6lo toma valores enteros,

y los lemas 2.2.11 y 2.2.12, tenemos

ZP{rn >N} = Z Z P{r, =d}

n=1d>co\,
— (A
n) A
SIPWE
n=1 d>ca\],
+o00 6)\/ CQ)\;L +o00
< e M (—” ) =0 e
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y usando (2.44) entonces

+oo +o0
Z P{r, > c\} < ZO (n™7%) < +o0.
n=1 n=1

Usamos el lema de Borel-Cantelli, de donde

P (h’m sup{r, > 02A2}> =0,

n>1
ie.,
P (h’m>ilnf{rn < 02)‘;1}> =1,
por lo que dado w en un conjunto de probabilidad 1, existe un n;(w) tal que

rp(w) < cglogn para todo n > ny.

Usemos ahora un argumento similar para mostrar que existe ¢; > 0 tal que para w en

un conjunto de probabilidad 1 se tiene
cp logn < r,(w) para todo n > ny(w),

Consideremos 0 < ¢; < 1, de modo que 1\, < A,. De modo anélogo al caso anterior,

usando los lemas 2.2.12 y 2.2.10 tenemos

Y P{R, <N} = ) > P{r,=d}

n=11<d<c1 A},

+oo /\;Ld_)\
> oy Bl

n=11<d<c1 A},

+00 hV
-\ ( 6/\;1 )Cl "
Z e
/
Cl>\n

n=1
+00 e C1>\{ﬂ
-
= "l — 2.45
e (9 2.9

Sabemos que X, ~ A, vy que A\, = O(logn), por lo que, para alguna constante K > 0,

c1A, Kecylogn
<3> < (3> . (2.46)
C1 C1

Como tlogt — 0 cuando t — 0, entonces

IN

IN

et

e\t
lim (—) = lim —— =1,
n—+0 \ { n—+0 etlogt

por lo que, como



existe 0 < ¢; < 1 tal que

=
e

(&)

— <e
€1

De esto y (2.46) tenemos

i\, c1Klogn
€ € lJlogn o [
— <|— < ez =n2
C1 C1

para n suficientemente grande. Remplazando esto en (2.45) y usando(2.44) tenemos

+oo —+o00 s —+o00
ZP{Rn <M} < Ze_)‘%nE < Zn_l_‘m < +o0.
n=1 n=1

n=1

Luego, del lema de Borel-Cantelli,
P (h’mninf{cl < Tn}> =1,
por lo que dado w € liminf, {¢; < r,}, existe ny(w) tal que
1\, < rp(w) para todo n > ny(w).

Asi, (2.40) se cumple para todo w € lim,{c; A}, < r, } Nliminf, {r, < A}, que es un

conjunto de probabilidad 1. En particular, existe w € () tal que
X, < rp(w) < e para todo n > ng(w).

Como dijimos antes, esto es equivalente a probar la existencia de constantes C; > 0,
Cs > 0 tales que
Cilogn < r,(w) < Cylogn

para todo n > ng(w). Recordando que
ro(w) = [{(d,d") € A(w)*; n=d' +a", d <a"}|,

el teorema estd probado para A = A(w). O

2.3. Modelo probabilistico del problema

Presentamos en esta seccién una aproximacion probabilistica al problema de la dis-
tribucion de los enteros coprimos a un entero dado siguiendo las ideas de los capitulos
anteriores, en las cuales cierta propiedad aritmética P acerca de los niimeros naturales
puede ser estudiada considerando al hecho de que P sea valida o no en éstos como un

conjunto de observaciones de los valores de una variable aleatoria X definida en cierto
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espacio de probabilidad €2, por lo general tomando valores 0 o 1, de acuerdo a si P es

clerta o no.

Consideremos un entero natural ¢ € N. El niimero de enteros positivos coprimos
con ¢ y menores que ¢ estd dado por ¢(q). Luego la media de éstos seria ¢(q)/q.
Se podria decir que “la probabilidad de que un entero sea coprimo con ¢ es p =
©(q)/q”. Consideremos un intervalo I = [n + 1,n + h] de longitud h en N. El nimero
de enteros coprimos con ¢ en [n + 1,n + h] serfa, en promedio, ho(q)/q. Estamos
interesados en estudiar la desviacién del nimero de coprimos con ¢ en un intervalo de
longitud h respecto de este valor promedio. El niimero de coprimos con h en el intervalo

[n + 1,n + h] estd dado por
h

D l(n+iq) =1].

i=1
Asi, definimos

i=1 q

n=1

Mi(g;h) =) (Z[(n +i,q) =1] — hM) (2.46)

a ser el momento de grado k£ del niimero de coprimos con ¢ en un intervalo de longitud
h.
Ahora planteemos el problema siguiendo un camino probabilistico: consideremos la
sucesion a de los enteros coprimos con ¢q. Podemos observar que a tiene densidad
5(a) = pla)
q

Definamos las funciones X;, 1 <i < h por

Xy(n) = 1, (n+1,q9) =1,
' 0, (n+1,q) #1,

que indican si n + 4 es coprimo o no con q. Asi, X; son variables aleatorias definidas en

el espacio de probabilidad finito ([1, ¢, v,), donde para A C [1,q]

card A
ve(A) = P

Podemos observar que de este modo, el nimero de coprimos con ¢ en [n + 1,n + A

seria

que es también una variable aleatoria en [1, ¢]. También podemos ver que

E[Xi| = éZXZ(n) = %Q) =P,
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de donde X; son variables aleatorias tales que
P{X;, =1} =P, P{X,=0}=1-P,
y por tanto X = Z?:l X, es una variable aleatoria, con E[X] = hP = hp(q)/q. Luego,

“Mi(ash) = D (X(n) = EIX)" = ju[X),

n=1
es decir, los momentos centrales de los coprimos con ¢ son los momentos centrales de
grado k de X. Asi, una acotacién de los coprimos se traduce en un acotacion de los
mismos de una variable aleatoria. Si damos una rapida inspeccién de X ,es inmediata su
semejanza con una variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros (h, k). Y
decimos su semejanza, pues falta un ingrediente béasico para tal cosa: la independencia
de las variables aleatorias X;. Podemos ver por ejemplo [10, pp. 107-109] para una
discusion general acerca de este fendmeno. Sin embargo, si asumimos que h < P~(q),
donde P~(q) es el menor divisor primo de ¢, es posible intuir que para i,j € [1, h] los
eventos n + @ es coprimo con ¢ y n + j es coprimo con ¢ son independientes, ya que
n—+1ty n+j no comparten ningin divisor de primo de ¢. Este razonamiento puede ser

formalizado en la acotacién

P2
P=(q)log P~(q)

siendo esta acotacién un caso particular de la proposicién 4.0.9 para el caso I = {i,j},

cov [ X;, Xj] <

en el que t = card I = 2. Este resultado muestra que tal covarianza no depende de 7, j a
la vez que es pequenio para valores grandes de P~ (q). Tal resultado puede interpretarse
heuristicamente con el hecho que si i, j < h < P~(q) entonces los eventos (n+1i,q) = 1
y (n+ 7,q) = 1 son independientes.

El razonamiento anterior conduce a modelar las variables X; mediante el uso de va-
riables aleatorias Y;, éstas si independientes. Asi X; pueden ser consideradas como
observaciones de Y;, definidas en un espacio de probabilidad €2, tomando valores 0 o 1,
tales que

P{Y;=1}=P, P{¥;=0}=1-P

Observemos que
X(n)= ZXZ(TL) = card {7 € [1, h]; X;(n) =1},

que es el nimero de coprimos con ¢ en el intervalo [n + 1,n + h] serian considerados

observaciones de la variable aleatoria Y = )" | Y}, es decir de

card{i € [1,h]; ¥; = 1}.
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Debido a la asumpcién de la independencia de Y;, Y es una variable aleatoria con
ley binomial, de pardmetros (h, P). De este modo, es de esperar que una acotacién de
los momentos centrales de grado k de una ley binomial de pardametros (h, P) conlleve
a acotaciones similares para los momentos My(q; h).

Si denotamos con
pnlh, P) = ju(Y) = B |(Y = hP)"]

a los momentos centrales de una ley binomial de parametros (h, P), probaremos el

siguiente resultado: existe una constante ¢ > 0 absoluta tal que
ui(h, P) < (ck)*? (k + hP(1 = P))*"

para todo k& > 0. Considerando que Mjy(q; k) es el momento estadistico de la variable
aleatoria ZLI Y; calculado a partir de las observaciones X;, por comparacion resulta
natural el siguiente resultado, que es el objetivo de lo que sigue del trabajo: para una
constante absoluta ¢ > 0 se tiene

k/2
My(q; h) < (ck)*"? <k + h#) :

uniformemente en k > 0, h > 0 y ¢ tales que P~(¢q) > h, donde ¢ se asume sin factores

cuadrados.

Como ya hemos comentado, al no ser posible la aplicacién directa de herramientas
probabilisticas, el camino, a veces largo y técnico, consiste en soportar los calculos
mediante el uso de técnicas de andlisis combinatorio. A continuacion definiremos los
conceptos necesarios para abordar el estudio de los momentos de las variables X;. Los
siguientes conceptos son para una sucesion a modulo ¢ en general. Dado ¢ € N, una
sucesion

1<ay<a<...<a, <gq,

y definiendo para m € N, ¢ € [0,7 — 1]
rm+i = M + Q.

De este modo hemos definido una sucesion creciente a = (a;); C N, de modo que
P =6(a) = r/q. En el problema de interés, tales a; vendrian a ser los enteros coprimos
con ¢q. Usaremos los indicadores

e, = [n € a

para n € N. A continuacion, fijamos algunas notaciones ttiles para el estudio de la

sucesion a:
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» E,(l) =cardan(n+[0,l —1]) = Z en+i, que mide el nimero de elementos de
il
a en el intervalo n + I, donde I = 0,1 — 1].
n F(l) = card{n € [1,q]; E.(I) = j}. Notemos que para j > [ tal nimero serfa 0,
pues E, (1) <, por lo que consideraremos el caso en que j < [.

q
» Mi(l) = Z(En(l) —1P)*, donde P = 6(a) = r/q. Desde un punto de vista

n=1
estadistico, M} mide la desviacién de la cantidad de elementos de a en un intervalo

de longitud [ respecto del promedio [d(a) = PI.

Las definiciones de E,, F,, y Mg(l) pueden ser entendidas de un modo més general.

Definimos, para I C [1,4]
» F,(I)=card{a; : existe j €l cona;=n+j}.
» F(I) =card{n € [1,q]; E.(I) = j}.

s También
q

M (I) =Y (E,(I) - PcardI)* (2.47)

n=1
Notemos que en caso que I = [0,k — 1] se tiene E,(I) = E,(k). También que

M(I) = ZI (j — Pcard I)* F;(I), (2.48)

=0
pues E,(I) toma el valor j para F;(I) valores de n. Para un estudio mas efectivo de

F;(I) definamos, para J C I
Fi(I)=card{n € [1,q] : E,(I) =cardJ = E,(J)},
que mide la cantidad de elementos n € [1, ¢] para los cuales
aN(n+I)=an(n+J)=n+J.

De este modo, observando que para n € [1,q]: E,(I) = j si y s6lo si existe J C I tal

que E,(I) = E,(J) = card J = j, y en este caso .J es unico, tenemos que

F(D) =Y FiD). (2.49)
JCI
|J|=3

Respecto de F3(I) tenemos que
Fi(I)=card{n € [1,q]; n+ J Ca, (n+ I\J) Na=0}.
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Observando que n+J Cay (n+I\J)Na=0siysélosin+j € aparatodoj e Jy
n+i ¢ a para todo j € I\J, lo que es equivalente al hecho de que e, j =1, 1—e,4; =1
para todo j € J y i € I\J, siy sélo si

Hen-‘r] H en-H - 17

jeJ 1€I\J

tenemos que

= Z H€"+j H (1 —enyi)- (2.50)

n=1jeJ iel\J

También observemos que como I\ = () entonces

=> 1] en+s (2.51)

n=1 i€l

que es el nimero de enteros n < ¢ para los cuales todos los enteros n + 4, 1 € I es

coprimo con q.

Lema 2.3.1. Para I C N finito, a; € C, i € I, tenemos

[[a=a)=> (D" ]as

el JCI jed

Demostracion. Serd suficiente considerar el caso en que I = [1,m]. El lema se sigue
por induccién sobre m. Para m = 1 el resultado es claro. Supongdamoslo cierto para m.

Para m + 1 tenemos, por hipotesis inductiva,

m—+1 m
H (1 —ai)=(1—amnn H (1 — am1) Z (—1)|J‘ H a;
i=1 =1 JC[1,m] jeJ
y por tanto
m—+1
[Ta-a) = > ) [a- > D)Yana [[a
i=1 Jc[1,m] jeJ JC[1,m] jeJ
SEPINCIEN | RS DI C I |
JC[1,m] jeJ JC[1,m] jeJU{m+1}
= Y. ) ]w
JC[1,m+1] jeJ
probando el lema. O

Bueno, ahora probamos el siguiente lema que serd de utilidad en la prueba del

teorema principal del trabajo.
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Lema 2.3.2. Se cumple

Fi(I)= Y ()= F, (JuJ).

J'CINJ

Demostracion. De (2.50) tenemos

E H€n+j H en—i-z 9

n=1 jeJ i€I\J

y usando el lema 2.3.1 para H (1 — e,4;) tenemos

eI\J
q
* . card J’
F) = Yo | 3 0= e
n=1 jeJ J'cI\J jeJ’
q
card J’
= > (™) JTew [T enss
JICINT n=1 icJ jeJ’
q
card J’
= § (=1) § H Cntj-
J'CI\J n=1 jeJu.J’

Notando que de (2.51) tenemos, para J' C I\J

Fup (JUJ) = Z H Cntj

n=1icJUJ’

entonces

Fi()= > (=)= Fj,. (Ju.J).
JICI\J

]

De los resultados anteriores, podemos expresar los momentos centrales en la forma

card I

My(I) = Y (E.(I)— PcardI)*
j=0
card I
= Y (j— PcardI)" Fy(I)
j=0
card I
= (j — PeardI)* Y " F(I)
j=0 Jci
171=5
card I
= Z (j—Peard)* 3" N (—1) T Ey, (JU ).

‘chl J'cI\J
J|=j
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.Cual es la ventaja de expresar My ([) en funcién de F75;, (J U J')? jQué significan,
en general, F'7(.J)? Una mirada a la definicién de F;(.J) nos indica que mide el nimero
de n para los que

anN(n+J)=n+J,

es decir que todos los elementos de n + J son elementos de la sucesién. Esto es, si
Xj(n) =[n+j,9] =1,

Fi(J)=E

HXj] .

JjeJ
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Capitulo 3

Momentos centrales de una ley

binomaial

Pasamos ahora al estudio de los momentos centrales de la variable aleatoria
Y=Yi+--+Y,
donde Y;, 2 =1, ..., h son variables aleatorias independientes con
P(Y;=1)=P, PY;,=0)=1-P.

Esta variable Y define una ley binomial de parametros (h, P), esto es , para j € N,

PY =j) = (?) Pi(1 — P)",

El k-ésimo momento de Y a ser, como es usual,
p(h, P) = pu[Y] =E (Y — E(Y))k

Proposiciéon 3.0.3. Consideremos una variable aleatoria’Y con ley binomial de parame-

tros (h, P). Entonces
i) E[Y] = hP.
ii) po(h, P) = hP(1— P).
En general, notando que
P((v - B0 =G~ BW)) = Py =) = (M) P -y
y considerando que E(Y) = hP, tenemos

p(hP) = 3P ({¥ =i} ~EN))

= Y (j—hP) (;‘) Pi(1— Py,

J=0
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Proposicién 3.0.4 (Romanovsky). Para k > 1 tenemos

9
fesr (hy P) = khP(1 — P)py_i(h, P) + P(1 — P)%(h, P).

Demostracion. Ver [18]. O

Proposicion 3.0.5. Para k > 0 se tiene
(b, P) € ZIP|[hP(1 - P)].

Demostracion. El resultado es valido para k = 0 pues, po(h, P) = 1. Consideremos
ahora k > 1. Probaremos el resultado por induccion sobre k. Primero, recordemos que
pi(h, P) = 0 € Z[P][hP(1 — P)]. También us(h, P) = hP(1 — P) € Z[P|[hP(1 —
P)]. Ahora, supongamos que para todo i < k se tenga p;(h, P) € Z[P][hP(1 — P)].

Analicemos el caso k 4 1. De la proposicién 3.0.4 tenemos

0
pisa(h, P) = khP(L = P)p-a(h, P) + P(1 = P) 25 (h, P),

y considerando que por hipétisis inductiva py_1(h, P) € Z[p][hP(1 — P)|, entonces
seré suficiente probar que P(1 — P)%L;(h, P) € Z[P][hP(1 — P)]. Para esto, de la

hipétesis inductiva, existen polinomios Ry ; € Z[P] tales que

pi(h, P) =Y R ;(P) (hP(1 - P))

por lo que

P(1— P)%(ﬁ, P) = Z [P(1— P)R,(P)+ (1 —2P)Ry;(P)] (hP(1 — P)Y,

y por tanto P(l—P)%L}f(h, P) € Z|P][hP(1—P)], probando con esto la proposicién. [
Como una consecuencia tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.0.6. Para k > 0 tenemos

u(h, P) = 3 (hP(L — P))! Riy(P),

7j=0
donde los polinomios Ry, ; estan definidos recursivamente por las ecuaciones

i) Ro; =0(j), Ri; =0, Ryo=6(k) para j, k € N arbitrarios.
ii)
: 0
Rit1(x) = kRp_1j—1(z) + j(1 — 22) Ry, ;(z) + (1 — x)%Rk](m) (3.1)
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Demostracion. De la proposicién 3.0.5 tenemos que py(h, P) € Z[P][hP(1 — P)], por
lo que existen (1inicos) polinomios Ry ; € Z[P] tales que
= Ry;(P)(hP(1—P)y. (3.2)
7>0

Probaremos que los polinomios R}, ; son los polinomios de Romanovsky.

= Primero, tenemos que po(h, P) = 1, de donde Ry () = 1.

= Veamos que Ryo = Ry, = 0 para k > 1. En efecto, como pg(h, P) = 1, entonces
Roy = 0. Para ver que Ry = 0 notemos que py(h, P) es miltiplo de hP(1 — P).
En efecto, usaremos induccién sobre k > 1. Si k = 1 entonces py(h, P) = 0. Si
k = 2, entonces py(h, P) = hP(1— P). Suponiendo la propiedad vélida para todo
1 <75 <k, tenemos para k + 1, de la proposicion 3.0.4,

0
s = khP(L = Pl (h, P) + P(1 = P) S (b, P).

Serd suficiente probar que P(1 — P)%%(h, P) es miltiplo de hP(1 — P). De la
hipétesis inductiva, tenemos

= Ry;(P) (hP(1— P)Y,

7j>1
de donde
a“’“ (h, P) Z [ ) (hP(1—P)Y +j (hP(1 = P))’ " h(1 — 2P)Ry,;(P)| ,

>1
y por tanto P(1— P)%(h, P) es, efectivamente, multiplo de hP(1 — P), conclu-
yendo por el principio de induccién que g (h, P) es miltiplo de hP(1 — P) para
todo k > 1. De este modo, el término independiente respecto de hP(1 — P) es 0,

i.e, Rio =0, que es lo que querfamos probar.

» Probemos ahora que los polinomios Ry, ; satisfacen la ecuacién (3.1). Usando

nuevamente la proposicion 3.0.4 tenemos

pr1(h, P) = khP(1—P ZRk 15 (P hP(l_P))j

j>0
P(1-P 8P2Rk] ) (hP(1 — P))’
7>0
de donde
prs1(h, P) = kZRk 1;(P) (hP(1 — Pyt 4
7>0
+ 3" Ry (P)P(1 — P)j (hP(1— P)Y "' (1 - 2P),
Jj=>0
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= 3" (kRuc1jor(P) + (1 = 2P)Ryy(P) + P(L — PR ;(P)) (hP(1 — P))'.

Luego, como py11(h, P) =35, Riy1;(P) (hP(1 — P))’ entonces de la igualdad

polinomial anterior
Rii1j(P) = kRy—1,j-1(P) + j(1 = 2P) Ry j + P(1 = P)R,;, ;(P),
como queriamos probar.

Los tres items prueban el resultado. O

La proposicién anterior justifica un estudio mas o menos detallado de los polinomios
Ry, ;, lamados polinomios de Romanovsky. Como vemos, si queremos una acotacion
para los momentos pu(h, P), la tarea consiste en hallar una acotacién adecuada para

las normas de Ry ;.

3.1. Polinomios de Romanovsky

En este capitulo estudiamos las propiedades principales de los polinomios R; ;, 1la-
mados polinomios de Romanovsky, relacionadas con los momentos centrales de una ley
binomial como acabamos de ver, y definidos segin las ecuaciones en (i) y (ii) de la
proposicién 3.0.6.

Veremos a continuacién algunas propiedades importantes de tales polinomios.
Proposicién 3.1.1. Para k,j € N se tiene:
i) Ryj(1—2) = (=1)"Ry;(x);
ii) Ry, € Zlx(1 —x)] para k par, y Ry ; € (1 —2x)Zx(1 — z)] para k impar.
iii) deg Ry j <k —2j paral < j <k/2 ydegRy; =0 para j > k/2.
i) Ropr(x) = (2k)! para k > 1.

Demostracion. Usaremos la ecuacién (3.1) e induccién para probar la proposicion.

Empezamos probando i). Notemos que para todo j € N
Roj(1— ) =6(j) = (-1)"(2).
Ahora suponemos que para todo [ < k y para todo 7 € N se tiene
Rij(1 =) = (1) Ry (),
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y para k + 1 tendriamos
Rip1j(1—2) = kRp—1j-1(1—2)+ (—1)j(1 — 2z) Ry, j(1 — 2x) +
+(1 — x)(:c)R;w(l — )
= (=D)"kRp_y o (z) + (=1 jz(l — 2) Ry j(z) +
+2(1 —2)R; ;(1 — )

Pero Ry j(1 — x) = (—1)* Ry j(z), y usando la regla de la cadena entonces

2,;‘(1 —r) = (_1)“1]%,]’@);
Reemplazando esto en (3.3) nos da
Ry j(1—2) = (=DM kRioyjoa (@) + (1) 5(1 = 22) Ry (2) +
(=1 (1 - 2) Ry ()
= ()" Ry ()

para todo j € N, probando la parte (i). Ahora probamos la parte (ii). Usaremos
induccion sobre el conjunto de los enteros i € N tales que (ii) es cierto para el impar
21 — 1 y para el par 2¢. Para i = 0,1 el resultado es cierto por verificacién directa.

Supongamos ahora (hipétesis inductiva) que para 1 <[ <1 se cumple:
R2i71,j € (1 — 2517)2[1‘(1 — iL‘)] y RQiJ € Z[l’(l — l’)]

Para el caso i+ 1 tenemos 2(i+1)—1 =2i+1y 2(i+ 1) = 2i+2. Luego, de la ecuacién
(3.1),
R2i+1(l’) = QZ'RQZ‘,l,j,l(.ﬁE) —|—](1 — Q.T)RQZ‘,]'(IB) + l’(l — iL‘)RéZ,](.CE) (33)

Como Ry; ;(z) € Z[z(1 — x)], denotemos Ry; j(x) = p(z(1 — z)). Entonces

Ry () = (1 = 22)p'(z(1 — x)) € (1 — 22)Z[z(1 — z)].
Ademas, por hipdtesis inductiva,

Ryi1j-1(x) € (1 —22)Z[z(1 — z)] y (1 —22)Ry; (x) € (1 —22)Z]x(1 — )],
y de (3.3) concluimos que

Ryiyny-1(z) € (1 = 22)Z[z(1 — x)],

probando que (ii) es cierto para el impar 2i — 1. Prosiguiendo con la prueba, otra vez
de (3.1) tenemos

Raivaj(w) = (20 + 1) Ry j1 () + 5 (1 — 22) Roipr () + (1 — 2) Ry, yy 5(2).  (3.4)
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Suponiendo que Ry j(x) = (1 — 2x)q(x(1 — x)), entonces
(1= 22) Raiy1,(z) = (1 = 22)%q(2(1 - 2))

y asi

Ry (x) = =2q(2(1 — x)) + (1 — 22)*¢'(2(1 — 2));
notando también que (1 —2x)* = 1 —4z(1 —z) € Z[z(1 — )] tenemos esto implica que
Roiy1j(w), (1 —27) Ry, (v) € Z[z(1 — x)], y por consiguiente, de (3.4), concluimos
que

Roiy1),4(7) € Z]z(1 — 2],

probandose que (ii) es cierto para el par 2(i + 1). Esto prueba (ii).
Probamos ahora (iii) por induccién sobre k. Para k = 2, si 1 < j < k/2 =1

entonces j =1y
Rij(z) = Roo(z) + (1 = 22) Ry (z) + (1 — )Ry, (2) = 1,
de donde deg R 1(x) =0 =2—2(1). Si por el contrario tenemos j > k/2 = 1, entonces
Ry j(2) = Roj1(x) + j(1 — 20) Ry () + o(1 — )R} ,(z) = 0,

pues j —1 > 0y Ry; = 0. Supongamos ahora que (iii) es cierto para todo k < ky.
Consideremos el caso ko + 1. Primero, sea j > (ko + 1)/2. Entonces j —1 > (kg —1)/2
y Jj > ko/2, de donde Ry,—1,;-1(z) =0y Ry, ;(z) =0, por lo que

Rk0+17j = kRko—l,j—l(I) +j(1 - 2I>Rk0,j($) + JI(l - J,’) ;Co,j(‘r) =0.

El caso 1 < j < (ko + 1)/2 es andlogo.
Ahora probemos (iv). Para k = 0 tenemos que Roo(z) =1 = 0!l. Para k = 1,

RQJ(I) = R(),O(ZL') + (1 - 21‘)R171(l’) + I’(l - ZL’)R’LI(ZE),

pero como Ry 1(x) = 0 entonces Ry ;(x) =1 = 2!l. Procediendo por induccién sobre £,

supongamos que Ry, = (2k)!!. Entonces de (3.1)
Rotusnin(#) = (26 + 1) Rop(2) + (e + 1)(1 = 20) R 1 () (1 — ) Rl (2);
pero como k + 1 > (2k + 1)/2 entonces Rogy1 441(2) = 0, de donde
Rz(k+1),k+1($) = (2k + 1) Rop = (2k + 1)(20)!! = (2(k + 1))!!
por la hipétesis inductiva. Esto termina la prueba de la proposicién. O

65



Consideremos ahora en Z[x] la norma || - ||; definida por

n

g a; "

=0

n

=Z|ai|.

1 =0

Notemos que para p,q € Z[z| tenemos que ||p(x)q(x)|1 < ||p(x)|1]lg(z)|]1 v también
1P/ (@)1 < degp|lp(x)|:. En efecto, para un polinomio p(z) = > a;z" de grado m
tenemos que p'(z) = Y1 ia;z""!, de donde

m

' =) liail <m Y Jail = degplp])s.

i=1 =0

Proposicion 3.1.2. Para k,7 > 1 se tiene que
1R glly < K Rk-1all; + 2k = 5) 1 Risll,
Demostracion. De (3.1) tenemos, para k > 1

[Risrj(@)l, = ||kRe-1j-1(x) 4+ j(1 = 22) Ry j(z) + 2(1 — 2) Ry ;(z) ),

kN Re1 (@)l + 511 =2zl ||Recji ||, + lz(X = 2) Iy || Ry (2) ),
= k| Re—rj—1(@)[l; + 35 | R (@)l + 2(k — 25) | R s ()|,

k[ Re1-1ll, + (25 = 5) [[Regll,

IN

que es lo que queriamos probar. O

Denotaremos en lo que sigue, para ¢, € N,

1 _ Rip;5(0)
I TRy S Ty (3:5)

y también por

—j— 2i —25)1 ("7 ii> ]

J—1 0, en otro caso.

Tales nimeros nos serviran para acotar las normas || R; ||, cosa que haremos a conti-

nuacion.

Proposicion 3.1.3. Para i,j > 1 tenemos

Ti; < (4“ —J >>H (3.7)

e
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Demostracion. Usamos la proposicion 1.2.3 para obtener

r@@—ﬁ+ﬂ)géﬂ%6(%ilﬁyﬁ,

(&

i=J = 1) iy
i-1)=7
entonces

k—j—1 26— N\ . 124 /405 — 7Y\
ﬂ,j:[r(zz'—szrl)( ,jl )Sel/u\@((l J)) gi-i-1 _ € ((2 J)) .

e

y observando que también

Lema 3.1.4. Se tiene: T, = (i). Ademds, T;; = 0 para 2j > i y la formula de

recurrencia, para t,j > 1,

T;_H,j = ’ﬂ—%—l,j—l + (22’ - j)TZJ
i—1
-1

tinuacion, si 27 > ¢ entonces i — j — 1 < 7 — 1, de donde (Z;izl) = 0. De este modo,

Demostracidn. Primero, observando que ("7}) = 6(i), tenemos que Tjo = 6(i). A con-
T;; = 0 para 25 > i. Esto también implica que Ty ; = 0 para j > 1. Ahora, consi-
deremos ¢ > 1, j > 1. Probaremos la propiedad recursiva faltante. Si ¢ < j, entonces
(Z;J_II) = 0, puesto que 2 —j — 1 < 0 < 7 — 1. De este modo, si i < j, tenemos que
Tio1j1 =Ti; = Tiy1; = 0, cumpliéndose la propiedad deseada. Consideremos el caso
t > j > 1. Serd importante tener en cuenta que
. . 1—1—(—1)+1 . . 1—J+1

nldlzﬂ%%Jyao—n+n( j_%_g ):ﬂm-%+m(jil>.

Usando la propiedad de recurrencia ['(n 4+ 1+ 2) = (n + 1)['(n) tenemos que

L —j—1+1
Tor, = ﬂm—ag+1+m<l ?_1 >
141
_ m—%+UHM—%+DC ?1+>;
j_

usando la propiedad

i—j—1+1\ [(i—j—1 n i—j5—1
i1 ) -1 ji-2 )
y repartiendo el producto obtenemos

o S
Toijn = @r—%+4)01%—2j+m(2‘7 >4WX%—2j+D(Zfi2))

Jj—1
= (2~ )Ty + (2 = 2) + Vi jor — ( — VT (3.8)
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Notemos que de la propiedad de absorcion,

G-uty = rei-2enG-n(' 7Y

= rei-2jani-i-1-G-v+n ("5
= (1 -2+ 1)1,
y reemplazando esto en (3.8) tenemos
Tivy = Qi—)Ti;+@2i—2j+ DT — (=27 + DT
iTi 11+ (20 — )T 5,
como queriamos probar. O

Finalmente, tenemos la acotacién adecuada para las normas de los polinomios de

Romanovsky.

Proposicion 3.1.5. Para i,j € N tenemos
1Rl < 155
Luego, de (3.7),

46— )\’
[Rijlli <Tij < (%) :

Demostracion. Del lema 3.1.4 y la definicién de R, ; tenemos que ||Rooll1 = Too = 1.
Para j > 1 se tiene Ry; = Rjo = 0, de donde ||Ry |1 < Tp,; > 0y también ||R;ol1 =
0 < Tjo. Por induccién, suponiendo que ||R; ;|1 < T;;, para todo i < k, usando la

ecuacién (3.1)

[Rerislli = |[ERk-1j-1 + j(1 = 20) Ry + (1 — 2) Ry 4],
< Rl Re—rg-alls + 5l = 221 | Reglls + (|21 — @) [[1[[ Rejllx
< kT o1+ 35Tk + 2| R,
y como
172,51l < deg Ryl Ryl < (k= 25) T,
entonces

| Rit1,5l1 < ETj—q -1 + 35T + 2(k — 29)Ty; = kTj—1j—1 + 2k — )Tk j,

y por tanto, del lema 3.1.4 otra vez, || Ry ;|| < Tk, O
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Para concluir con la seccién, presentamos un par de resultados méas acerca de los

polinomios de Romanovsky que nos daran una idea més precisa de su comportamiento.
Lema 3.1.6. Sean i,j numeros naturales. Entonces
Z) 7“07]‘ =1 Yrio= 5(2)

it) Sii,5 > 1 entonces

(e +2y
Tij = Tij—1 1] ( J) )rifl,j-

F(i+2j+1
Demostracion. Para probar i) notamos que por la definicién de r; ; (ver (3.5)) tenemos

Ry;;(0) (29!

- _ ~ 1
TR ) (@2))!

También

. Rl’o(O) . .
rio = —[F(z' ) = 0(1).

Ahora probamos (ii). Usando (3.1) y la definicién dada en la ecuacién (3.5) tenemos

1
E— R
[(i+2j+1) "+

1

= ESIE) (142 = 1)Rit2j-2,;-1(0) + jRit25-1,;(0)) . (3.9)

Tij =

Notando que
FE+2j+1)=@+2)!=0+2 -1 +2 - =0+2—-DI (i +25—1)

tenemos entonces

1
R — ) 29 — 1 . o ' R o
/rlv] (Z + 2] _ 1)|r<2 + 2] _ 1) ((Z + J )Rl+2] 2,5 1(0) +le+2] 17](0))

Riyoj 21 J
Fi+2j—1) [(i+25+

J :
I]—(Z+2] + 1)R7«+2]_17]<0)7

1)Ri+2j—1,j(0)
= 71+

y finalmente, notando que por definicién de 7;_; ; tenemos
Riy2j-1,4(0) = rima 30 (i + 27),

entonces

I(i+ 2y
Tij = Tij—1+ ( J) )Tz‘—l,j,

TFi+2+1)

que es lo que queriamos probar. O
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Corolario 3.1.7. Tenemos que

I(21 + )
F(20+i+1)

Tiyj =
1<I<j

i—1,-

Demostracion. Aplicamos el lema 3.1.6 recursivamente en j.

Proposicion 3.1.8. Existe una constante ¢ > 0 absoluta tal que

;> ca 1/2‘731/2
7!
uniformemente en o € (0,1] y 0 < i < j.
Demostracion. Del corolario 3.1.7 se cumple
(20 + 1)
2 'F TRl+i+1) Y

Recordemos que de la férmula de Stirling (proposicién 1.2.3) tenemos que

T(t+1)~ \/E(é)m,

por lo que también

() ~ V2 (t — 1>(“)/2.

De estos dos resultados obtenemos

[F([tr:t—)l) ~ (i);:/? B ((1 a %)t) - e/? (%)1/2'

Tomando en cuenta que (1 — 1/t)" — e~ cuando t — 400 entonces

I'(¢)
F(t+1)

\/? I(t) 1
3TE+1) V3

[T
K=mhn/-———2— >0
rgP\/;T(t+1) -

V3K
sz = Z /—Tz 1l fl Z ! = Ti-1,l
1<I<y ai<l<j 2l +

cuando t — +o0, por lo que

cuando t — +00. Sea

entonces
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y como para «ai < [ se tiene

l l l 1 1
> :ﬁ\ﬂ—>ﬂ —
V2U+i ~ V2ai -+ iV2a+1 va 200+ 1

/3
Tij > Z K\/a\/z 2a+1ri—1,l > \/&K Z \/ZT,‘_U (3.10)

ai<I<j ai<I<j

entonces

para todo ¢ > 1 (notar que 3/(2ac+ 1) > 1). Denotemos con

1_673/2

Probaremos que para todo a € (0,1] y j > «i se tiene
532
Tij Z CZO//Q],—.
’ 7!
La desigualdad es vélida para i = 0 pues ambos miembros de ésta son iguales a 1.
Asumamos ¢ > 1. Supongamos que para todo « € (0,1], I > a(i — 1) se tiene
3(1—1)/2
> 017104(171)/20[(171)/2] _
= (I—1)!

Sea « € (0,1], at < j. De (3.10), como «(i — 1) < i < ¢ tenemos

;3(i=3)/2

r; > Kya Z VIO i-1/2

— 1))
s (1 —1)!

_ Kalﬂi Z i3i/2—1
B (i —1)! '
[ai]<I<j

3i/2—1

Como la funcién z — =z« es creciente entonces

RO T ,
Tij > Ka'?— '/ e 1
(i —1)! [oi]—1

i2C (s : i
= GRS (57 (el = 1))

. O/-/2 Oi_l :3i/2 K 1— ’—OZZ—‘ —1 3i/2
il 3/2 J

Finalmente, notemos que como j > [i| y i > [«i] entonces

. 3i/2 [ad]\ 3/ (2[eil)
([az]— 1) < ((1 = 1'1> ) < o Bi/2lail) < 32,
j ai

por lo que
K [ai] — 1)*7* K s
— - (= > (1—e3?) =C
3 ( () )zgpt-am=e
probandose la proposicion. O
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Corolario 3.1.9. Para una constante absoluta C' > 0 se tiene: para todo j > 0 y
k>25 €N
2(k—27)

Ry (0) > Otk 2

= (3.11)

Demostracion. Sea 1 =k — 25 > 0. De la proposicion 3.1.8 tenemos

rii > Clall? o
ij = L1t i
para todo o € (0,1/3] y j < ai > 0, donde
Tij = +Ri+2j,j(0),
F(i+2j+1)

donde C] es una constante absoluta. En el peor de los casos, podemos asumir C' < 1.

1 .
o = min —,‘Z. > .‘7 ,
2°1 2] +1

observamos que «i < j para todo j > 1y i > 0. Veamos que (3.11) se cumple.

Escogiendo

-0

» Sii=0entonces 1 =71y, > 1= 002;00!.

» Si¢ > 1 entonces

- CZ ] i/2 j3i/2 Cz j2i 1 Ckkj jQ(k_Qj)
Tij = ; ; T = — = - Q-
o Y\i+2j il LEk/2=34) ijkkﬂ (k= 2j)!

Recordando que, por definicién,

1 1
ij = ————————12j4+1,;(0) = ——= R ;(0),
T, ﬂ—(2j+l+1> 2J+17J( ) I]—(]{?—I—l) kJ( )
entonces
oy TEAD) oy 2670 TE1) 5 5207
REk,j(0) > ——=CTkK’ > CTkK
3(0) = e N =2 T N (k= 2j)!
ya que C] < 1. Sera suficiente probar que, para una constante Cy > 0,
F(k+1) i
T =

para esto, de la férmula de Stirling

H—(kj+1)/kk/2w\/§/ek/22 (%>k7

lo que prueba el resultado.
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3.2. Acotacion de los momentos centrales

Finalizamos el capitulo con la acotacién de los momentos centrales p(h, P), que
es consecuencia de la acotacién de las normas de Ry ;. Esta acotacién servird como

inspiracién para probar algo similar para los momentos centrales My (h; P).

Proposicién 3.2.1. Para una constante C' > 4/e se tiene
pi(h, P) < C*2EF2hP(1 — P) (k + hP(1 — P))*/271
uniformemente en k > 1. En consecuencia,
pi(h, P) < C*2EF2 (| + hP(1 — P))** .

Demostracion. De la proposicién (3.0.6) y notando que Ry o(z) =0y Ry j(x) = 0 para
J > k/2 tenemos

1%/2)
x(h, P)| <Y (RP(1 = P)) [Ry;(P)|

=1
[5/2] |
< Y (hP(1=P)Y || Ryl

j=1
Lk/2]

< Y (hP(1—P)Y Tiy;

Jj=1

ademds, tomando en cuenta (3.7) tenemos

Lk/2) o |
[ (h, P)| < Z (hP(1— P)) <%) (k — §)F7

| (h, )| < Lkﬁ (hP(1— P)y (g)“ (k¥
< () en ()
= (g)k K*='hP(1 — P) Lk/zijfl (—hp(lk_ P)>j .

Como por la férmula del binomio de Newton 7, ' < (1 + x)™, entonces, para
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cualquier ¢ > 4/e

4 k+hP(1— Py
u(hP) < (—) KUP(1 - P) ( Ll ))

e k
4/e

= (L) KRR P(1— P) (k + hP(1 — P))2
c

< (L) EM2FEE AR P(1 — P)) (k + hP(1 — P))*2

y como para (4/ec) < 1 tenemos (4/ec)*k'/? < 1, entonces se sigue lo que queremos

probar. O]
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Capitulo 4
Teorema principal

Seaqge Ny
1< <ay<...<a, <---

los ndmeros naturales coprimos con ¢, es decir, (a,,q) = 1 para todo

n € N. Podemos ver que para m € N, i € [0, p(¢) — 1] tenemos

Qp(q)ym+i = Mq + a;

y de este modo la densidad de a seria

Probamos en esta seccion el siguiente teorema:

Teorema 4.0.2. Para una constante absoluta C > 0 tenemos

M(q;h) < ¢ (Ok (k + h@))m

uniformemente en k > 0, h > 1 verificando P~(q) > h y q sin factores cuadrados.
Este es el andlogo al teorema 3.2.1 para la variable X = Z?:l X;, donde X;(n) =
[(n+1i,q) = 1].

Primero particularizaremos los conceptos definidos en la seccién 2.3 para este caso.
Asi, usaremos las definiciones de e,,, F;(I), F;(I), F;(I) y My(I) definidos en la seccién

2.3. Definimos también el polinomio m; mediante
& h
) = G- hot (- (1)
J
7=0

Podemos ver que
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Lema 4.0.3. Tenemos la siguiente igualdad polinomial:

) = 3 () (= ) sl

t>0

Demostracion. Expresamos

k
(j — ha)* = (j — hy + hy — ha)" Z()y—hx’”(hy hx),
=0

y reemplazando en (4.1) entonces

my(h,z,y) = Zh:(j—hx)k (f?>ya‘(1_y)h—j

— J
- gm(y—x)) (’Z)Z(h) (G- h) 0 - g
= Xty ) () )mecstmn)

Si reemplazamos x = y = P, hemos expresado p en funcién de los momentos de
grado menor fi_;.
Recordemos que de (2.51)
q
DI
n=1 i€l
donde e,,4; = [(n + i,q) = 1] son los indicadores que muestran si n + 4 es 0 no coprimo

con ¢. Si planteamos esto usando las variables aleatorias X; tendriamos
q
- [
n=1 i€l

es el nimero de enteros n < ¢ para los cuales todos los ntimeros n + ¢, ¢ € I son

coprimos con ¢. Luego,

ZHX

n=1 i€l

vendria a ser la esperanza del producto [,

.1 Xi- Tales ntimeros F7(.J) eran importantes

porque los momentos de grado k se expresaban en tltima instancia como un polinomio

en éstas, a saber

card [

M, (I) = Z(]—Pcardl S (=)@ E (Jud). (4.2)

|J|CI J'CINJ
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Recordemos que el objetivo es analizar el caso en que I = [[1, h]}, pues deseamos analizar
el nimero de coprimos con ¢ en intervalos de longitud A. Habiamos hecho un comentario
sobre la condicién h < P~(q), que era la condicién natural de independencia de los X;.

Tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.0.4. Sean ¢ € N y I C [1, P (q)]. Entonces

HXZ-] :H<1_ca;dl

el plg

1w
aF,(I) =E

N————

Demostracion. De la expresion (2.51) tenemos que

q

Fr(I) :Znenﬂ"

n=1 el
donde e,1; = [(n +i,q) = 1]. Observemos que
(n+i,q) =1 =]]l(n+ip) =1],
plg

por lo que

Fi1) = Y [I1Iin+ip)=1]

n=1 i€l p|q

- H(EP:H[(”Jri,p):l]).

p|q n=1 iEI

Notemos que para cada p|n, para cada n € [1,p]: (n +4,p) = 1 para todo i, excepto
en aquellos que n + 7 =pon+1i=2p. Como card] < P~(q) < p, el niimero de estos

ultimos es exactamente card I, de donde

STt +ip)=1=p—card .

n=1 iel

Luego,

Fi) = T[ - cord 1)~ T[T (1 - ca;d]) . (1 B card]) |

p
plg plg  plg plg

Es de interés observar que el lema 4.0.4 muestra que la esperanza del producto

HXizl—I(l_ca;dI)

el plg
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depende de [ sélo a travéz de su cardinalidad, lo que a su vez muestra nuevamente el
carater “independiente” de las variables aleatorias X; en el caso en que i € [1, P~ (q)].
Podemos decir que este hecho es de cierto modo natural y predecible pues cada variable
aleatoria X; se considera como una aproximaciéon a Y;. Ademads, como el interés es

calcular los momentos

mi(q, h) = ¢B |(X — B[X))*

los cuales en ultima instancia se reducen a un polinomio en esperanzas de productos
de variables X;, y éstas dependen solo del ntimero de factores, podemos resumir la
informacién e identificar [],.; X; con el polinomio y*4! definiendo la forma lineal

Eobs en el conjunto de polinomios R|[y| mediante

Hxi] — S e =u=T[(1- %), @3

el n=1 i€l plg p

IEobs [ym] =E

donde I C [1, P~ (q)] es cualquier conjunto con cardinal m. De este modo Eqps[y™] es

la esperanza de un producto de m variables X;. Asi,
F; (I) = q]Eobs [ycardl} .

Por ejemplo, observamos que

E H (X,-P)| = E Z(_l)cardI\JPcardI\JHXi]
iel Jcr ieJ
_ Z(_l)cardI\JPcardI\J]E HX@]
Jcr ieJ
_ Z(_l)card N peard N\ [ycard I\J}
Jci

— ]Eobs [(y . P)card[} )

Asf las covarianzas de las variables aleatorias X; se calculan mediante Eqps [(y — P)Y].

El siguiente resultado es una consecuencia directa de la ecuacién (4.2) y la definicién
de ]Eobs'

Lema 4.0.5. Sea g € N y I C [1, P (q)]. Entonces
My (1) = qEqps (my (card I, PY)) .

En particular, My(I) = My(q;card I).
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Demostracion. De los lemas 2.3.2 y 4.0.4 tenemos que

Fi) = > (=)™ F, (JulJ)
JICI\J

= Z (_1)CardJ’q]E0bS [ycardJUJ’] .

J'ci\J

Denotemos con j = card J. Por cada j' € [0, card(/\J) = card I — j] hay exactamente
(Cari.,[ 73') subconjuntos J' C I'\J, de donde

card [—j

« card[ j y L
SUEEDY () 0 B [y
card [—j .

, card I — v
v ( i j)(—l)Jy’]

J'=0
= qEobs [yj(l — y)card]_j} . (4.4)

= dq ]Eobs

Recordemos que de (2.49) tenemos

> Fi)

JcI
card J=j
y de (4.4) entonces
Fi(I) = Y qBEos [y (1—y) =]
JclI
card J=j
= qubs [yj(l_ Card[ j Z 1
JCI
card J=j
card [ , ,
— q( ] ) ]Eobs [y](l o y)cardlfj} )
Finalmente, de (2.48),
card
Mi(I) = > (j—PcardI)* Fy(I)
§=0
card card I
= gq Z (j —Pcard[)k ( j ) Eobs [y](l —y)h_q ,
j=0

y de la definicién de my(h, P,y) y la linealidad de E,ps entonces obtenemos que
Mk(-[7 Q) =q IEObs [mk (Cal’d ]7 Pv y)] )
probando la proposicién. O
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En el caso en que I = [1, h] tenemos card I = h, y de las proposicién 3.0.6 y el lema

4.0.3 tenemos la siguiente consecuencia inmediata.

Lema 4.0.6. Se cumple

Muai1) =03 3 ()14 e (0 =PI = ) syl

El siguiente lema es una aplicacién del teorema de integracién por partes para la

integral de Riemann-Stieltjes, presentado en la seccién de preliminares.

Lema 4.0.7. Tenemos la siguiente acotacion:

Y m <
(p—1)% " pilogp:’

p>p1

donde la suma estd extendida sobre los enteros p € N primos.

Demostracion. La prueba estéa basada en el teorema de integracién por partes para la

integral de Riemman-Stieltjes. Tenemos

1 oo 1
2 o1p = / TR

p>p1
oo o ()
42 / ),
p1 p1 (x - 1)3

) a) || [ e
lim /pl . ($—1)3d

- [ty

< +

Notos (N —1)2  (pp —1)2

AN a) |, [ A
= NEIEoo (N —1)2 * (pp —1)2 +/pl (x — 1)3d '

Observemos que, para x > 2,

x—1 1 1
1> =1——-> -
-z T = 2
de donde
1 < 1 1 < 1
(x —1)2 = 42%’ (x —1)3 = 8%
Luego,

Como m(x) < 6x/(logx) (ver [1, teorema 4.6]), entonces

1 1 1 oo 1
— < lim + + / dx
Z (p—1)2 N—+oo Nlog N p;logp, o vilogx

p>p1 1
1 1 o
< + / —2dZU
prlogpy  logpy J,,
B 1
pilogpi’
como se queria probar. O
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A continuacién empezamos la tarea de acotar las esperanzas Eqp,s [(y — P)'y? (1 — y)7].
Como observamos antes, el primer término en este producto es la covarianza entre t
variables X;. La proposicién 4.0.9 acota éstas y es la pieza fundamental en las acotacio-
nes siguientes. Basicamente se trata de una aplicacién directa del teorema 4.0.8, cuya

prueba trataremos en el siguiente capitulo.

Proposicién 4.0.8. Sean K, K' > 0enR,t € N,z € (R\{1})" y X = (2;/(1 — 2i));<icn-
Sit]| X || < K yt]|X||* < K’ entonces

! t\ ¢ 11— sz ¢
_1\t—s ? , 2\t/2
S0 () I gy <o (€T

s=0

para alguna constante C' = Ck g > 0.
Demostracion. Se desarrolla en detalle en el capitulo 5. O

Proposicién 4.0.9. Para todo t € N, q € N tales que t < P~(q) y q sin factores

cuadrados se tiene

t t y t/2
Eovs ((y = P)') < P (CP—(q) log P—(q))

para una constante absoluta ¢ > 0 y uniformemente en p,q.

Demostracion. De la formula del binomio de Newton tenemos que

Eobs{(%—l)t} — Eors g(—l)” (%)]

t

= Z(_l)tispis Eobs [ys]

_ :zt;(ntspsn (1 - ;) . (4.5)

Ahora bien, de la férmula de Euler (ver [1, teorema 2.4]) y la definicién de p tenemos

de donde

(- - (1(-3) () -

plg

y reemplazando en (4.5) entonces

o {(% - 1)1 = zt:(‘l)t_s @ g ﬁ'

s=0
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Sean p; < pa < ... < pp, los divisores primos de ¢q. Consideremos

. (1 i) e (C\{1})",

pl’ ,pm

X:( 1/p1 1/pm ):( 1 1 )
1=1/p" "1=1/pp p—=1"pn—1)"

A fin de aplicar el teorema 4.0.8 observemos que, usando la proposicion 4.0.7,

D EDY <

1
2 1 )
— oy (p—1) p1 log py

y también t < P~ (q). Aplicando la proposicién 4.0.8 obtenemos

> (U= < (ramg P—<q>>t/2

5=0 plg

para una constante absoluta C' > 0, que es lo queriamos demostrar. O

Recordando que cov|[X;, X;] = Eops [(y — P)?], (tendrfamos ¢ = 2) resulta

P2
P~(q)log P~(q)’

que muestra el cardcter independiente de X;, X; para valores grandes de P~(q).

cov[X;, X;j] <«

A continuacién, extenderemos el alcance de esta proposiciéon a polinomios més alla de

(y — P)'. Tenemos los dos siquientes resultados.

Lema 4.0.10. Sean m,n € N, g € N sin factores cuadrados, tales que t+m < P~(q).

Entonces
tt/?

(P~(q)log P~(q))"*
uniformemente en t,m,q y para una constante absoluta ¢ > 0.

Eobs ((y — P)'y™) < (cP)™*™

Demostracion. Escribimos y = (y — P) + p, de donde

y de este modo, de la linealidad de Egp,

B iy P17 = P55 () (5 1) .
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Del lema 4.0.9 tenemos entonces que, uniformemente y para una constante C' > 0
absoluta,

(ti)(t+i)/2

EwJ@_J”@ﬂ<<PHmZ;(T)OHQPmeng@W“W

e (P(q) 15;/;‘@))” ’ Zj; (T) (1 i §>t/2 (P‘(Q)tljgip‘(Q))k/Q’

yeomot+i<t+m<P (q)y (1+i/t) < e entonces
tt/2

(P~(q)log P~(g))"*
probando el resultado. O

]Eobs [(y o P)tym} < Ct+mpt+m

Lema 4.0.11. Para una constante absoluta C > 0 se tiene
tt/2

(P~(q)log P~(g))"*
uniformemente en (s,m) € N*> y R € R[x] con deg R = r satisfaciendo s +m +r <

P~(q).

Demostracion. Sea

Eobs ((y — P)'y" R(y)) < C* PRy

T
R = E o,
i=0

Entonces de la linealidad de E.,s tenemos

Eows [(y = P)y" R(y)] = > i Baps [(y — P)*y™ "] |

i=0
y como s+i+m < s+m+r < P~ (q), aplicando el corolario 4.0.10 se tiene que existe
una constante absoluta C' > 0 tal que, uniformemente en s,m € N

- . ) tt/2
]Eobs ((y — P)SymR(y)) < ’ai’08+m+zps+m+z
; (P~(q)log P~ (q))t/2

st+m+r ps+m . tt/z
< C P Z|0zZ

") (P~(q)log P~(g))""
/2

(P=(q)log P~(¢))""*

Cs+m+rps+m ||RH 1

Teorema 4.0.12. Para una constante absoluta ¢ > 0 tenemos

k/2
Mﬂ%M<«Mmfﬂ(k+h%§)

uniformemente en k > 0, h > 1 y q € N tales que P~(q) > h y q > 2 sin factores

cuadrados.
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Demostracion. De la definicion de My (h; P) tenemos, si h < k,

n=1 i=1

q h k
My(h; P) = (ZKn i) =1] - hP) < qh* < gk* < gk (k + hP)"2.
Ahora consideremos el caso k& < h < P~(q). De la proposicién 3.0.6 y el lema 4.0.3

tenemos

mﬂhxw%ZEZCﬁ(My—@f§zwml—wVRmmw%

t ,
t>0 5>0
donde los polinomios R?; ; son los polinomios de Romanovsky. De este modo, aplicando

el lema 4.0.3 y recordando que R;; = 0 para 25 > k — t tenemos

Mi(g;h) = qEous (mi(h, Py))
= QZ Z (i) R Eobs (v — P)'y’ (1 — y) Ri—e (y))

>0 §<0
= q Z <t) h't Eobs [(y - P)tyj(l — y)ij_tvj (y)}
t+25<k
< q > 2BV B [(y— P)'y (1 - y) Riej(y)] (4.6)
t+2j<k

Ahora bien, por ser R; ; los polinomios de Romanovsky tenemos deg R, ; < k—t—27.

Del lema 4.0.11 para R =y'Ry_;, m=j,r=j+k—t—2jy s =t como
s+m+r=t+j+j+k—t—2j=k<h<P(q)

entonces

/2
(P=(q)log P=(q))""*

Bobs [(y — P) (y(1 —y)y Rk—t,j(y)} < C*PH|(1 = y) Ri—r 5 (v) |
Observamos que

[ =) R )| < Q=9 [ Rierg I < 27 | Rt ()]

/4 bty . .
27 (—(k —t— j)> < QIQkTipht=d — ok pk—t=i
€

IN

por lo que
tt/2 kk—t—j
(P~(q) log P~(q))"*

Eobs [(3/ - P)tyj(l - y)ij—t,j(y)] < (QC)kPHj

reemplazando en (4.6), entonces

k—t—j

) (hP)t+jtt/2
M (q; h 4C 2
k) < ( >qu;k<p@>bgpm»“
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Notemos que P~(¢)log P~(q) > P~(q)log2 > hlog2 > hPlog?2, y también t'/? < k/2,

por lo que

/2
My(q:h) < (4C)q Y ( ) (R P)Y/2 4 gt/2 jh=t/2+5

t+25<k

(t+25)/2
< (UOygt Y ( nP ) |

e klog 2

log 2

Ahora, para cada p € [0,k] existen a lo mas k pares ordenados (j,t) verificando

t+ 25 = u, de donde

]’LP ,u/2
M(q; h) < k(40)quk2 <k1 2) .
u<k 08

Como k < (1+1/C)",

S = (56 (50)7)
[ () ) (4 (D))

<
k
v [ VEk+VhP
< 3| —F
VE
y ademas
Vk+VhP < V2(k+hP),
entonces

M) < o (vEC+D) W (REAE)

< Crgk? (k + hP)*?

para una redefinicion de la constante absoluta C', probando el teorema principal. [
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Capitulo 5

Un resultado de analisis

combinatorio

En este tultimo capitulo mostramos la prueba del teorema 4.0.8, que usamos para
probar la proposicién 4.0.9. ; En qué radica la diferencia con el estudio de una variable
aleatoria Y = )

My (q; h) de acotar pug(h, P)? La respuesta evidente estd en la gran diferencia entre

se1 Yi, 0 lo que es lo mismo, qué hace diferente el problema de acotar

las variables X; y sus andalogas Y;: la independencia. Si calculamos el analogo de los

términos F;(I)/q = Eqps [y*47], la esperanza de un producto [],.;Y; tenemos

card I
¢(q)
E H}/; _ HE[Y;] _ Pcard[ _ (_) )
iel iel q
Si usamos la igualdad
1
p(a) =q <1 - —)
plg g
tenemos _ i
1 car
E H )/; — (1 - _) )
el plg p
mientras que i
E HX‘ _H(l— card[)
el plq b

Si observamos desde otro punto de vista este hecho, vemos que mientras las covarianzas

[[vi-P)

icl

E
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son nulas, tenemos que (ver la prueba de la proposicién 4.0.9)

[[x:i-P)

il

E — ]Eobs |:(y o P)card[}

card I
N drl 1—s/p

— Pcardl -1 card [—s | CAT )

2D < JUa=y

5= pPlq

Esto implica a priori la necesidad de encontrar una herramienta para acotar dichos

términos, objetivo que nos proponemos en este capitulo.

5.1. Estimaciones sobre una forma general

Nuestra intencion en la presente seccién es el preparar el camino para la acotacion
de la expresion
m
st 1 — sx;
>0 i=1 v
que es la generalizacién natural de la ecuacién (5.1). El primer paso es expresarla como

un polinomio en las variables X; = z;/(1 — x;).
Lema 5.1.1. Sea z € C — {1}. Entonces
1—sx s
=1-X? 1 X’
(1—x) Z(T'i” >(r+2) ;

r>0

donde X = x/(1 — z).

Demostracion. Observemos que
l—sz  (l—-z+a)p ' (1-z—(s—1)z)
(1-a) (1—z)~1(1—-x)

_ <1+1_x>8 1(1—(3—1)1fx)
-2 () 6) (o)

r

-2 e () )

r

S0 () IARTE [ S

puesto que (5:1) = 0. Ahora, usando el lema 1.1.1 tenemos que
s s s s—1 s—1 s—1
—1 = — = _
=0() = ()= =C2)- 10 ) =0T
s—1 s—1
A6
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y reemplazando esto en (5.1) obtenemos

% _ —;(T—U(i) (1fw)r
_ 1—%(?"—1)(;:) (1:6)

como se quiere probar. O

En adelante, para un vector T = (2;)1<i<m € (C\{1})"™, denotaremos

X’i = Li , X = Li c (]:‘7717
1 = L= ) 1cicm

y si J C [1,m] (ordenado en forma creciente), entonces

XJ:< el ) c Wl
L= icJ

El lema anterior nos permite expresar el término (1 — sz)/(1 — x)* como un polinomio

en la variable X.

Lema 5.1.2. Paraa;; € C,0<r; <k, 1 <j <m se tenemos

m k
11 (1 - Za”,j) = > EOY T s
Jj=1 rj=0 JC[[1,m] (TJ'EJO) jeJ

Demostracion. La prueba se sigue usando el lema 2.3.1: denotemos

bj = E arm.

r;€[0,k]
Entonces del lema 2.3.1,
[Ta-0) = > ~v]os,
Jj=1 Jc[1,m] jeJ
= > O X s
JC[1,m] je€J r;€0,k]
(5.2)
y notando que
H Z Urjj = Z Haw
JEJ 0<r;<m r;>0 jeJ
(J€J)
tenemos el resultado. O
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(1) = @ i(—nt—s (z) f[ (:]) (5.3)

s=0 7j=1

Como una consecuencia de los lemas 5.1.1, 2.3.1 y 5.1.2 tenemos la siguiente identidad,

que expresa la suma Y - (=1)"*(*) [T, 7=2% como un polinomio en las variables

s =1 (1—z;)®

Proposicién 5.1.3. Sean x = (x1,...,2,) € (C\{1})" yt € ZT. Tenemos que

t\ v 1— sz S .
_ 1\t—s v \J| 2 r
S (O g = S oV I ¥ el () ],)x0
s>0 i=1 JC[1,m] JjeJ ;>0 JjeJ
(7€)
Demostracion. Para simplificar la notacién, denotemos
S
Ai=1- X} i1 X
DR BN P
r; >0
y del lema 5.1.1 entonces
— sw; s s
A L = 1—X-2 Ti—i-l X'
=TT - T (- v, 2) )

Luego, del lema 5.1.2

m m S N
gAi = 11 (1_;(2; 1)<n~+2>Xi )
2
= Y (- (HX) ZH(rj+1)( ’ )X;f’,
JC[1,m] jeJ ;>0 jeJ rj+2
(J€J)
y por tanto
t + m
()i
s§= =1
-y (l) S e (ITs) S e, )
s=0 JC[1,m] JjeJ (7;€>JO) jeJ
2 t
> (HXa) > Z(—D”(t) H(Tj—l—l)( N 2>X;". (5.4)
Jc[i,m] \jeJ (rjzo) s=0 5/ e rj+
jeJ
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Recordando que de la definicién (5.3)

Xt:(—l)t—s C) 1 (rj . 2) _ mw(ﬁ] +2,1),

s=0 jeJ

donde 7y = (1) jes y Ty + 2 = (rj + 2) jes, reemplazamos en (5.4) y obtenemos

S () 14

s=0 i=1
’ 1
_ )W | = it oy
= Z (—1) (H)Q) t! ZW(TJ+2’t)H(Tj+2)!XJ']’
Je[1,m] jeJ r; >0 JjeJ
(7€)
que es lo que queriamos probar. O

Mayorar los coeficientes w(7;+2, t) serd una parte importante de nuestro trabajo. A
continuaciéon hacemos un estudio de los coeficientes w(7, t) interpretandolos como solu-
ciones a un problema de enumeracién de conjuntos. Para tal fin, recordamos un famoso

resultado de analisis combinatorio, conocido como principio de inclusion-exclusion.

Lema 5.1.4 (Principio de inclusién-exclusién). Sea Q un conjunto finito no vacio.

Consideremos los subconjuntos Ay, ..., Ay de Q. Entonces
k
card U A = Z (=) card ﬂ A;
i=1 JCILA] jel
J#0

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que © = |J A;. Conside-
remos los indicadores 14,, 1 <17 < k. Luego,

k
0=1yay =1na =[] 1 -1a).

i=1

Usando el lema 2.3.1 nos da

0 = > (D] 14

JC[[1,m] jeJ

= 1+ Z (=) H La;,
JC[1,m] jeJ
J#0D
de donde

1 = Z (_1)|J|+1 HlAj(W)7

JC[[1,m] jeJ

T4

para todo w € . Sumando sobre todos los elementos w € Q = |J A; obtenemos el

resultado deseado. O
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El principio de inclusion exclusion puede ser planteado desde un punto de vista
ligeramente distinto: suponiendo que tenemos un conjunto finito A y un conjunto de
propiedades P, aplicables a los elementos del conjunto A. Si denotamos, para p € P,
por

A, = {z € A; z tiene la propiedad p},

y para B C P

Ap = () 4,

peEB
(con Ay = A) el conjunto de los elementos en A que poseen todas las propiedades
p € B, entonces la cantidad de elementos x € A que poseen por lo menos alguna

propiedad p € P es

card (U) = Z(—l)CMdB+1 card Ap.

peEP BCP
P#£)

Luego, el numero de los elementos en A que no cumplen ninguna de las propiedades

p € P es
Z(—l)cardBcardAB.
BCP
Proposicién 5.1.5. Sea r = (r1,...,7r,) € N¥. El miimero de formas de escoger k

subconjuntos Ay, ..., Ay de [1,t] tales que

i) card A; = r;, para todo j =1,... k.

ii) Ujy 4y = [

es exactamente |
t!

TURTT
i1 75!
Demostracion. Empecemos la prueba con una observacién. Dado un subconjunto B C

[1,%] con cardinal s, el nimero de maneras de obtener k-uplas (A, ..., Ax) tales que

11(;)

Luego,el nimero de formas de escoger una k-upla (A, ..., Ax) de subcojuntos de

A; C B para todo 7 es exactamente

[1,¢] tales que su card A; = r; para cada i es exactamente

() 55)
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A este numero, le debemos restar la cantidad de k-uplas tales que su unién no es [1, kJ.
Definiendo

Bi = [1,¢]\{i},

parai=1,...,t, tales k-uplas (Aj,... Ag) son tales que

A, CB

B

para todo ¢ = 1,... k, para algun j € {1,...,t}. Dado un subconjunto B C [1,¢]

definamos
Tp={(A1,...., A} : A C B, card 4; = r;, Vi € {1,...,k}}.
De este modo, el nimero de maneras de escoger (A, ..., Ax) tales que A; C B para

k
card Ty = H <card B).
T

i=1

todo 7 es exactamente

Luego, el nimero de k-uplas tales que su unién es un subconjunto propio de [[1,t] es
por el principio de inclusion-exclusién

t

card U Tp, = Z(—l)i’1 Z card ﬂ T, . (5.6)

i=1 i=1 Jc[1,1] jed
|J|=i

Ahora bien, notemos que

Z cardﬂTBj = Z card Tg

JC[1,t] jeJ BC[1,t]
|J|=i card B=t—i
k .
t t—1
- > o))
BC[1,t] j=1 Jj=1
card B=t—1
k
t—1
- (L)l
=1 7j=1

puesto que ambas cantidades suman, sobre cada B C [1,¢] con cardinal ¢t — i por
separado, el nimero de elementos de Tg. Luego, reemplazando en (5.6) tenemos que el

nimero buscado (digamos x) es, por (5.5),

) (S )m(;)

- e (OI()



que es

k
Hj:l 75t

por la definicion de w(7,t). O

Lema 5.1.6. Seat € Z* y {R;},_;, una particion del conjunto [1,r] (observemos que
r =Y card R;). Sea ¥ = (card Ry, ...,card Ry) € N*. Entonces eristen eractamente

w(r,t) particiones {Bi},,, de [1,7] tales que
card R; N B; <1
para todo 1 < j <kyl<i<t.

Demostracion. Consideremos una particion B de [1,#] con la enumeracién
B ={B;, 1 < i <t}. Dado z € [1,r] existe un tnico i € {1,...,t} tal que = € B,.

Definamos la aplicacién 75 : [1,7] — [1,t] por
() =1, para x € B;.

Observemos que 75 es sobreyectiva. Ademads, la condicién |R; N B;| < 1 para todo i, j
es equivalente a afirmar que para cada j € {1,...,k}: 75, := 7p|g, es inyectiva. En
efecto, fijado un j, afirmar que 73 ; no es inyectiva equivale a afirmar que existen dos
elementos (o mds) en R; tales que tienen la misma imagen, digamos i, que equivale a
decir que esos dos elementos estan en el mismo B; por definicién de 7. Esto prueba
lo observado. Ahora, 75 depende de la enumeracion de B, por lo que deducimos que
para cada particion B tal que |R; N B;| < 1, para todo 1, j, existen exactamente t!
aplicaciones 75 : [1,7] — [1,t] sobreyectivas tales que 7p; es inyectiva para todo
J € [1, k]. De hecho, toda aplicacién 7 con éstas caracteristicas se puede expresar como

T para alguna particién B de [1,r]. Definiendo
T = {7:[1,7] = [1,¢]/7 es sobreectiva, 7; = 7|g, es inyectiva, para todo j € [1, %]}

tenemos que por cada t! elementos de T, existe una particion B con las caracteristicas
deseadas.
Ahora, calculemos el niimero de aplicaciones 7 € T'.

Fijemos una coleccién enumerada {A;, i € [1,k]} de subconjuntos de [1,¢] tal que

card A; =r; y



Observemos que hay H?Zl r;! formas de definir aplicaciones 7 € T de modo que 7(R;) =
A; para todo j € [1,k]. Ademas, por el lema 5.1.5, el nimero de k-uplas (A, ..., Ay)

es
t!

—,
Hj:l rst

por lo que el nimero de elementos 7 de 1" es
i ¢! }
H il ———w(r t) = tlw(r, 1),
j=1 =173

con lo que se prueba la proposicion. O

Corolario 5.1.7. Seat € N y 7= (rq,...,r) € N". Entonces

0<w(it) < {251 ”}.

N t

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del hecho que {E[} mide el nimero de

particiones de [1, > r;] en ¢ subconjuntos. O

5.2. Mayoracion del sumando que involucra
w(fﬁ—l—lt)

Esta seccién esta dedicada a la mayoracion del término

S wm+2.0]] (rj ‘i 2)

7520 JjeJ

jed
que aparece en la proposicién 5.1.3, donde 7y = (r;)je; C NVl con J C [1,m]. Para
un vector

X =(Xy,...,Xn) €C”

denotaremos como antes con X; = (X;),.; v con ||| ¥ |.[[ a las normas del maximo

y euclideana en C™, definidas por

[ Xloo = maéx | XG|

1<i<k

X1 =

respectivamente.
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Lema 5.2.1. Suponiendo que t|| X || < K, entonces

rit 1l | 2 K 1\
ZW(FJ—i_Qat)HJ—XJ S_ )
) [l ]
= iy (r; +2)! t! K
(4€J)

Demostracion. Para simplificar la notaciéon denotemos con

_ = rj+1 Tj
E— Z(JJ(?"J—FQ,t)HmXJ .

>0 jeg
Como |X;| < [|X|co, (:5121)! = © +12) 5 < (erlrl)! y por el corolario 5.1.7
w(Fy +2,t) < {Zjej(;j " 2)} = {Zjeﬂi i 2"]'},
entonces
) i+l Syesmi 2T X[
ZW(TJ+2’t)H(T,+2)IXj <> ¢ T (r+ 1)
;=0 jeJ v J ’ ;>0 jeg\T'j :
(4€J)

Denotemos con A =) ._,r;; agrupando los multi-indices 7 que tienen la misma suma

jeJ
de componentes obtenemos

7= SR S g

A>0 ;>0
(JGJ)
2oTi=A
B Z{)\+2’J‘} X2 Z )\—1—1
OGJ
2ori=A

y haciendo el cambio de variable ji = 7+ 1 en la suma interior

A+ 2|J XA A+ |J])!
ESZ{JFH}J ”oo| Z (+|\')'.
Ut ORI A e
(7€)
=2+
Usando la proposicion 1.1.5 en la suma interior obtenemos

|J|' A+ 2|J)Y (A + || N
E< § X2
A+|J| t || X5

A>0

Haciendo uso de la acotacion de la proposicion 1.1.6 tenemos que {H?Ul} < I,

de donde ] |J|| \ |J|
/ ! T \
E < t| X)) -
< Zmum{ 7] }(” )

A>0
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Haciendo el cambio de variable s = A + |.J| obtenemos

£211 JI' s s
E < TZ%{U&(H!XHO@) .
Cos2l]
g P )
= (X)) HIX )
@10 G S

pues {\jl} = 0 para 0 < s < |J|. Luego, usando la identidad (1.3)

- 20 7 etlXlee — 1\ ! 2D etIX Dl 1l
-t X ot A\t X ][ -0

_ 211 /K 1 /]

-t K ’

siendo la iltima desigualdad una consecuencia de la convexidad de la funciéon exponen-

cial y la hip6tesis t|| X ||« < K, con lo cual concluimos la prueba. O
En el caso que t > 2|.J| podemos hacer una acotacién algo mas fina.

Lema 5.2.2. Sit|| X[ < K yt > 2|J| entonces

T ¢! K

t
1 | N CIIDINIM? [ eRIVE -
S i+ 20 [T 2 < @717 <2e 1, -2
J

(jed)

Demostracion. Observemos que

ri+1 ., r; +1
W +2.0 T x| < Wy + 2,0 T 2 [
Z (J )]1_‘[<T]+2)' j = Z (J )H(Tj+ )‘ |

;>0 eJ r; >0 jeJ
(4€J) (j€J)
ri+1 .
S IDIETY) s e
. |1
r>0 7;>0 jeJ <TJ T 2>’
Sorj=r

Denotemos con S a la suma que se desea mayorar para simplificar la notacion. Asi,

como
1

) sl ey
oy (TJ+2)' oy (Tj+2)!7’j!
entonces

| X"

¥o.t
S < Z Z A 1/2) H 1/2°
r>0 7;>0 <Hjeﬂ"j!) (rj +2) jet <Hjeﬂ"j!)

Sori=r
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y usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos

1/2 1/2

’I“JQ XJ
N o e B DI

T
r>0 7;>0 jeJ >0 jeJ
> Ti=r 2o Ti=T

1/2 1/2
Ol D DL iy B i oy § el
= Tes(rs +2)! rl

r>0 7>0 jeJ J

Z]‘ ri=T Zj =T

IN

Usamos la proposicién 5.1.7, de donde w(7y + 2,t) < {”?"”}, y asi

1/2 1/2
r+ Q\J]} .
SED N )3 > e
r>0 t 77>0 HJGJ rj+2)! 77>0 HJGJ =
2o Ti=T 2 Ti=T
1/2 1/2

_ {7 (2l
— Z (r + 2|1 72 Z HJGJ ri +2)! Z H H\X’

r>0 77>0 77>0 jeJ it jeJ
Z ri=r Z Tj=r
1/2 1/2
{THM} r+2|J]| r
t 2r;
3 = (AT (T
r>0 ((r+2[J])kr) / 77>0 r+2 77>0 Py
erj:r erj:r

Usando el corolario 1.1.3 y la proposicién 1.1.2 en cada uno de los paréntesis respecti-

vamente obtenemos

{H?M} r+2[J]\ 1/2 12 v
5= Z((qu\)!r!)m (=) 221

>0 jeJ

1 1z r+2|J]| . 1/2 .,
r>0

Observando que

1 (r +2[J])! ept e <r+2!J\)< @IIDE o
el QLN+ 200 =2l TN+ 2] (2N 21 ) T (2l

obtenemos

(2]J))+2ID72 £ 421 ]
ERR(CIV D EE Y = S A— X",
; (r+2|J])! po Xl

97



y haciendo en cambio de variable u = r + 2|.J| se tiene

o (I S @I (e <<2u|>!>”2; (1 (V2IX1)

=TT 2 BeIEY i

puesto que para pu < 2|J| <t tenemos{‘;} = 0. Luego, en virtud de la proposicion 1.3,

e ((2|JD')1/2 (6\/MHXJH — 1> / 2|J \/_ e\/2|_JHXJH || ||t—2|J\
Rl t! VAT ||XJ|| J ( ')
5.7

Como || X;|| < [J]Y?||X||o ¥, por hipétesis, t[| X[ < K entonces /2|J]||X,| <

K/v/2, y usando la convexidad de la funcién exponencial resulta

NV2ATXS L _ R

VIl K2

Reemplazando esto en (5.7) obtenemos el resultado deseado. O

Lema 5.2.3. Para k € N tenemos

2
XQk
> M) =5
JC[1,m] ljed
|J|=k

Demostracion. Observemos en primer lugar que para a; > 0, i € [1,m], tenemos

CARE S

i;€[1,m] j=1
(G€[1,k])

Dado un J = {i; < iy <... <4y} C [L,m] (|J| = k), el producto []*

j—1 @;; aparece

almenos k! veces en la suma de la derecha, por lo que tenemos

) 20 S e
()

i=1 JC[1,m] jeJ
|JI=F

En el caso en que a; = | X;|? obtenemos la desigualdad deseada. O

Lema 5.2.4. Para A > 0 se tiene

Z A

JC[1,m]

2
]| <

jeJ
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Demostracion. Usando el lema 5.2.3 tenemos

> eIy =y s e

Jc[t,m] jed k=1 JC[1,m] |j€J
|J|=k
2k
L
- k!
k=1
1/2 || 2
< elXexl = pxixa
que es lo que se quiere probar. O

Lema 5.2.5. Sean A € R y k € N. Entonces

Z A

JC[1,m]
| T[>k

2
2k
| ke Xl
| |X]‘ < Me o

jedJ

Demostracion. En primer lugar notemos que

n—k I‘k .Ti l‘k .
Zm:miin_l FrEEayE DI I

n>k

Luego, usando el lema 5.2.3 tenemos

2| =2 >

2

2
)X,

JC[1,m] 1j€J n>k JC[1,m] lj€J
| T[>k |J|=n
(A"
< 2
n>k

k
MIXT)” ey X0
- k! k!

Dado un vector = € (C\{1})™ denotaremos a fin de simlificar la notacién por

X = Miisien = (120 22 ) e @ap”

1—1’1

Proposicién 5.2.6. Sean K, K’ >0 enR,t € N yxz € (R\{1})". Si t[|X|cc < K y
t| X||* < K’ entonces

t m
> (-1 (S)H L- 5;” <201 (1] X|1P)"% + CuCt (1) X)) V2
s=0 i=1 z
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donde

K_1 / [ el —1
01:2<6K/ﬁ—1>, 02:26 I méx(l,VK’) ngzeK(eK_l)/K 266 7

Por consiguiente,

t m
_1)\t—s t I— ST 2\t/2
S () T =g <o (X1

Demostracion. Para simplificar la notacién, denotemos con
t m
t 1— sz,
S= —1)ts —_
Z( ) (s) H (1 — sz;)®
s=0 =1
De la proposicién 5.1.3 tenemos
s= 3 (-1 HXA 1S w420 [[ X
. ! (Tj + 2)' 77
JC[1,m] jed r; >0 jed
(JeJ)

y separando la suma para |J| <t/2y |J| > t/2 tenemos que

S= Sl + 827
donde
si=| Y (- HX- D GETY Hﬂxw
. / (Tj + 2)' J
JC[1,m] jeJ r;>0 eJ
| JI<t/2 (J€J)
Yy

_ PN . it
s—| 3 (- (ij) I ECREE) ) e}
JC[1,m] jeJ r;>0 jeJ
|J|>t/2 (jed)

Denotemos con C; = 2 (eK/‘/5 — 1) /K. Empezamos acotando S;. Del lema 5.2.2 y el

hecho que || X;|| < || X]| tenemos
¢
t/2 KV — ] t—2]J|
VeI 2| IIX

sio< > X

JC[1,m] 1jeJ
[J]<t/2
= > ([]x[Veunee x|
JC[[1,m] 1jed
|J1<[¢/2]
[t/2]
t—2k
= ZHXH VeRE2er X
JC[1,m] ljeJ
|J|=k
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Usando el lema 5.2.3 obtenemos

[t/2]

(2k)! B
S < CfZWTIIXII%IIXIIt 2
k=0 ’

/2] o\ /2
- Ckat”(,g) X1
k=0

" t/2 [t/2]
< clxlr(3) X vER
k=0
y como
[t/2]
Z 2k — 2Lt/2J+1 - 1 S 2t/2+1
k=0
entonces

s, < 20% (t]| X))

Ahora acotemos Sy. Denotemos con Cp = (e — 1) /K. Del lema 5.2.1 tenemos

K _ 7]
< 3 |5 ()

JC1,m] 1jeJ
|J|>t/2
2
J

= Y (@)X .
Jc[1,m] jeJ
[J|=[t/2]+1

y usando el lema 5.2.5 tenemos
|21t/2]+2

o172+ creix)z 1 X|
S = () T

Sabemos que n! > (n/e)" e, de donde

2t/2)+2
[t/2]+1 o2 x||2 Xl
82 < (OQtZ) (& 2
= (/2] 41
(Lt/26j+1> e
. t? N\ e
= e | Che———||X e“?! ,
(o)

y como t2/([t/2] +1) < ¢*/(¢/2) = 2t y [¢/2] +1 <t/2+ 1 entonces
S, < ot (20e) 2 (X))
— 20, (20262Cztllxn2+1)t/2 (X )
Luego, como por hipétesis t[| X ||* < K’ entonces

N2
S <20, (204 (e P)
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Observemos que como t|| X ||* < K’ entonces
(UIXIP) " = (X )
si ¢ es impar, y
(X2 = (el )2) 7 < VR (el ?)
si es par. Luego,

/ t/2
S2 < 202 max <17 \V K’) <2026202K +1> (t||X||2)(t+1)/2,

lo que junto con (5.8) prueba el resultado.
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Capitulo 6
Conclusiones

A modo de epilogo del presente trabajo presentamos algunas consideraciones finales
(las referencias precisas a las fuentes de los resultados que iremos mencionando pueden
ser encontradas en [5]) para el teorema 4.0.12 probado en la seccién anterior, el cual

puede ser considerado como una aproximacion a la siguiente acotacién uniforme:

Conjetura 6.0.7. Para una constante absoluta ¢ > 0 tenemos
> o)\
Mi(q; h) < q(ck)" (/f + h7>
uniformemente en k >0, h >0 y g € N.

Este resultado, conjeturable a la vista del teorema 4.0.12, estd intrinsicamente ligado
a la prueba de una conjetura presentada por P. Erdos, que asegura la existencia de un

nimero real x > 0 tal que, para todo ¢ € N — {0},

(9)
6$(ai+1—ai)<ﬂ(Q)/q < (,D(Q); (61)
1

b

i

donde 1 =a; < as < --- es la sucesién de enteros coprimos con ¢. Observando que

Q(Q) = IZ-%?’I‘\IX Ajy1 — Gy,

se sigue directamente que
q

9(q) < logq,
(q)
donde g es la funcién de Jhacobstal definida en la introduccién del trabajo. Esta aco-
tacién es por lo general la acotacion mas fuerte admitida para la funcion g. De hecho,

Erdos muestra que la expresiéon

(1 +o<1>>w<q>$
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es un orden normal y minorante para g(¢), mientras que la mejor acotaciéon conocida,
obtenida por H. Iwaniec esta dada por la expresion

9(q) < @w(q%g 2u(q).

Del mismo modo, la conjetura 6.0.7 permitiria probar la siguiente acotacién de la

diferencia entre dos primos consecutivos

Prt1 — P < py/*10g po,
acotacién ya probada por Cramér bajo la asumpcion hipdtesis de Riemann.
Por otro lado, recordemos el famoso teorema de Linnik, el cual asegura la existencia
de una constante L > 0 (llamada comunmente constante de Linnik) tal que el primer
primo p, 4 en una sucesién de aritmética (a + nd),en, con (a,d) = 1 puede ser acotado
en la forma

DPa,d < dL-

Algunos trabajos sobre el menor valor de L admisible conjeturan que L = 2. En este

contexto, la conjetura 6.0.7 permite probar la acotacién
Paa < d*(logd)?,

y de este modo p, 4 < d**¢, para todo £ > 0.
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