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Capitulo 1
Introduccion

La teoria ergddica es una rama de las matematicas que usa instrumentos de teoria de
la medida para estudiar el comportamiento a largo plazo de los sistemas dindmicos. Su
desarrollo inicial fue motivado por problemas en mecédnica celeste y mecanica estadisti-
ca. En mecdnica celeste, Henri Poincaré [16] mostré uno de los resultados més notables
conocido como el Teorema de Recurrencia de Poincaré que esencialmente dice que para
casi todas las drbitas, la orbita intersecta un abierto arbitrario no vacio en una sucesién
de valores del tiempo tendiendo a infinito. En mecanica estadistica la teoria ergddica se
origina en problemas del estudio de gases en seudo-esferas. Un aspecto central de la teoria
ergddica es el comportamiento de un sistema dindamico cuando se le permite correr du-
rante mucho tiempo. Esto se expresa a través de teoremas ergddicos que afirman que, bajo
ciertas condiciones, el promedio temporal y el promedio espacial de un sistema dinamico
coinciden en casi todas partes. Dos de los ejemplos mas importantes son los teoremas
ergddicos de Birkhoff y von Neumann. Otra de las propiedades de los sistemas dinamicos
que estudia la teoria ergddica es la entropia, que puede considerarse como el desorden
de un sistema, es decir, cuan homogéneo esta el sistema en cuestion. Coloquialmente, un
sistema se dice que tiene mucha entropia si esta altamente distribuido al azar. Asi como la
entropia, la propiedad de mezcla, ampliamente estudiada por la teoria ergddica, también
cuantifica que tan desordenado se encuentra un sistema dindmico, como por ejemplo, el
estudio de desorden de un sistema de gases.

Un papel destacado de la teoria ergddica esta dada por sus aplicaciones a los procesos
estocasticos usando las nociones de entropia de sistemas dinamicos. Estos métodos es-
tocasticos son aplicados actualmente para predecir resultados estadisticos de los modelos
estudiados En geometria, los métodos de la teoria ergédica han sido usados para estudiar
los flujos geodésicos en variedades de Riemann. La teoria ergdédica junto a las cadenas de

Markov forman un contexto en comun para aplicaciones en probabilidad. La teoria ergddi-



ca también tiene aplicaciones muy bien aprovechadas por el andlisis armoénico y teoria de
nimeros, por ejemplo, se ha probado con técnicas de teoria ergddica que los nimeros
primos contienen progresiones aritméticas de tamano arbitrario. Estos tltimos resulta-
dos han sido aplicados a la criptografia, que es la tecnologia encargada de garantizar la
confidencialidad y autenticidad de documentos electrénicos (seguridad informética).

Como se mencioné antes, la propiedad de mezcla de un sistema dindmico permite
estudiar el desorden en que se encuentra dicho sistema. En 1949, Vladimir Abramovich
Rohlin (1919-1984) en [18] generaliza la nocién de transformacién mezclante sobre un
espacio de probabilidad. La definicién de transformacion mezclante T' esencialmente dice
que si Ay B son dos eventos (representados por conjuntos medibles) cualquiera entonces
Ay T7"B se tornan cada vez mas independientes cuando n crece. La generalizacién
de transformacién mezclante dada por Rohlin consiste en considerar transformaciones
T tales que, al tomar tres eventos A, B y C entonces A, T-"B y T~ se tornan
cada vez mas independientes a medida que n y m crecen; a una transformacién que hace
esto Rohlin las llama transformacién 3-mezclante. En la definicion de transformacion
3-mezclante el nimero “3” representa la cantidad de eventos tomados; en este contexto,
una transformacion mezclante seria 2-mezclante. Siguiendo la idea de la definicién de una
transformacién 3-mezclante se puede definir lo que es una transformacion k-mezclante para
cualquier entero £ mayor o igual a 2. En la definiciéon de transformacion k-mezclante, al
igual que en la definicion de transformacion 3-mezclante, el niimero k£ va a representar la
cantidad de eventos tomados.

En 1949, Rohlin no solo generaliza la definicién de transformacién 2-mezclante a trans-
formacién 3-mezclante sino también plantea una interrogante, aiin sin resolver, respecto a
la relacién que hay entre ambas definiciones, es decir pregunta ;si ser una transformacién
2-mezclante bastara para ser k-mezclante 7

En 1983, Steven Arthur Kalikow [9] prueba que 2-mezclante implica 3-mezclante
para una familia de transformaciones invertibles llamadas transformaciones de rango-uno.
Kalikow también menciona que el método utilizado en su trabajo para probar que
2-mezclante implica 3-mezclante en transformaciones de rango-uno también se puede
utilizar para probar el caso general, es decir que también se puede usar para probar que
k-mezclante implica (k 4 1)-mezclante en transformaciones de rango-uno. En el articulo
de Kalikow solo se presenta la prueba de 2-mezclante implica 3-mezclante en transfor-
maciones de rango-uno, pero no muestra que k-mezclante implica (k 4 1)-mezclante en
transformaciones de rango-uno. En 1996, Sebastien Ferenczie en [6] también anuncia que
el método usado por Kalikow en [9] se puede generalizar para probar que en transforma-

ciones de rango-uno, k-mezclante implica (k + 1)-mezclante, pero al igual que Kalikow



no presenta detalles de dicha prueba. El presente trabajo esta dedicado a dar la prueba
minuciosa de la generalizacién del resultado de Kalikow en [9], es decir, se va a pro-
bar usando el método de Kalikow que en transformaciones de rango-uno 2-mezclante no
solo implica 3-mezclante sino también k-mezclante, precisamente el objetivo es probar el

siguiente teorema:

Teorema Principal. Cada transformacion 2-mezclante y de rango-uno también es

k-mezclante, para todo k > 2.

En 1993, Ryzhikov [17] prueba que para el caso de transformaciones de rango finito
se tiene que 2-mezclante implica k-mezclante. Cabe resaltar que los metodos usados por
Kalikow y Ryzhikov para sus respectivas demostraciones son totalmente distintos.

Otro resultado interesante respecto del problema planteado por Rohlin es el presentado
en 1991 por Host en [8]. Host prueba que toda transformacién 2-mezclante con espectro
singular es k-mezclante. Una nueva interrogante, también sin resolver, que vale la pena
mencionar es con respecto a la relacion que pueda existir entre transformaciones de rango-
uno y transformaciones con espectro singular, es decir, ;si las transformaciones de rango-
uno tienen espectro singular?

El presente trabajo se ha organizado en tres capitulos. El Capitulo 1, estd dedicado a
dar los conceptos basicos de Teoria de la Medida como por ejemplo espacio de medida e
integral de Lebesgue; de Teoria de la Probabilidad como lo es esperanza y varianza y de
Teoria Ergodica como lo es transformaciones ergddicas, el Teorema ergddico de Birkhoff,
mezcla y mezcla de orden k. El Capitulo 2, aborda lo que es una Transformacién de
rango-uno para las cuales se va a probar el Teorema Principal. Finalmente, el Capitulo 3
no solo contiene la demostracion del Teorema Principal, sino también una transformacion
que satisface tal teorema y otros avances respecto a la interrogante -ain sin resolver-

planteada por Rohlin.



Capitulo 2
Teoria ergodica

En este primer capitulo se da a conocer las nociones basicas de Teoria Ergddica,
necesarias para entender el presente trabajo, también recordaremos algunas notaciones
de Teoria de la Medida y de Teoria de la Probabilidad.

2.1. Medida y probabilidad

Sea () un conjunto no vacio, una o-algebra de €2 es una coleccién A de subconjuntos

de €2 tal que
(i) Q estd en A.
(ii) Para todo A € A se tiene A° € A.
(i) Si A =UpenAn v A, € A para todo n € N entonces A € A.
A los elementos de la o-algebra A los llamaremos conjuntos medibles.
Ejemplo 2.1.

1. Si Q es cualquier conjunto A = P(2), la clase formada por todos los subconjuntos

de €2, siempre es una o-algebra.
2. También, A = {0, Q} es una o-dlgebra para cualquier conjunto 2.

3. SeaC C P(Q), diremos que A es la o-dlgebra generada por C si es la menor o-dlgebra

de €2 que contiene a C.

4. Si A es una o-dlgebra de Q y €' C Q entonces la coleccion A" = {ANQ : A€ A}

es una o-algebra de 2.



5. Sea ) = R, la o-algebra generada por los conjuntos abiertos en R es llamada

o-dlgebra de Borel y se denota por B.

Si A es una o-algebra de algin conjunto no vacio €2, llamaremos medida sobre A a

una funcién p : A — [0, 00] que cumpla las siguientes propiedades:
(i) La medida del conjunto vacio es cero, (@) = 0.

(ii) La funcién p es contablemente aditival, es decir, si {A;}ien €s una coleccién

numerable de conjuntos medibles disjuntos dos a dos entonces

’ (u Az-) o)
i=1 i=1
donde | |2, A; denota la unién disjunta de los conjuntos A;.
Ejemplo 2.2 (Medida de Lebesgue). Sea A C R se define la medida exterior de
Lebesgue de A como

A*(A) = inf {Z |I;]: AC U I;, donde I; son intervalos acotados} : (2.1)
j=1 j=1

donde |/| denota la longitud del intervalo I.
Un conjunto E C R se dice Lebesgue medible si para todo A C R se cumple

N (A) = X*(AN E) + N (AN E°) (2.2)

La ecuacién (2.2) se conoce como la condicion de Caratheodory y la clase L de los conjuntos
Lebesgue medibles
L ={F CR: FE es Lebesgue medible}

es una o-algebra de R mas ain la restriccién A = A\*|£ es una medida sobre L.

La terna (€2, A, 1) donde € es un conjunto no vacio, A es una o-dlgebra y p es una
medida sobre A se llama espacio de medida. Un espacio de medida se llama espacio
de medida finito si u(2) < oo, en el caso particular en que p(2) = 1 el espacio de

medida es llamado espacio de probabilidad.
Ejemplo 2.3.
1. (R, L, \) es un espacio de medida.

2. ([0,1], £, A) es un espacio de probabilidad.

La condicién (ii) también es conocida como o-aditiva

9



Sea (€2, A, 1) un espacio de medida, un conjunto medible A con u(A) > 0 se llama
atomo si para todo conjunto B C A medible se tiene que p(B) =0 6 u(B) = pu(A), un

espacio de medida que no tiene atomos se llama espacio de medida no-atémico.
Ejemplo 2.4.
1. Los espacios de medida del Ejemplo 2.3 son no atémicos.

2. En Q2 = {a,b} considere la o-algebra A = {0, {a}, {b},Q} y definimos p: A — R
como p({a}) = u({b}) = 1/2, entonces (2, A, i) es un espacio de probabilidad

donde los conjuntos {a} y {b} son dtomos.

A continuacion enumeramos algunas propiedades de los espacios de medida cuya prue-

ba se encuentra en [12, pag. 25].
Proposicién 2.1. Sea (2, A, 1) un espacio de medida, se cumple lo siguiente:

1. Si A y B son conjuntos medibles tales que A C B y u(A) < oo entonces se tiene
que (B \ A) = p(B) — pu(A).

2. Si {Ai}ien es una sucesion de conjuntos medibles que crece hacia A, es decir,

A; C Ay C ... C A, entonces A es un conjunto medible y p(A) = lim; o0 A;.

3. Si {Ai}ien es una sucesion de conjuntos medibles que decrece hacia A, es decir,
A1 DA D ... DA, yexisteig € N tal que pu(A;,) < oo entonces A es un conjunto
medible y pu(A) = lim;_,, A;.

4. Silos A; son conjuntos medibles para todo i € N entonces p(UienA;) < > ooy (4;).

A continuacién se define semi-anillo para un espacio de medida, este semi-anillo cumple

ciertas propiedades que seran de mucha utilidad a lo largo del presente trabajo.

Definicién 2.1. Sea (£2, A, 1) un espacio de medida, un semi-anillo para (£2, A, 1) es una

coleccién C de subconjuntos medibles de 2 tal que
(1) C es no vacio;
(2) Si A, B € C entonces AN B €C;
(3) Si A, B € C entonces
A\ B = |i| I,
j=1

donde I; € C son dos a dos disjuntos.

10



(4) Para cada A€ A
n(A) = fnf{ZM([j) tAC UIj, y I;€C para j> 1}.
Jj=1 j=1

La siguiente proposiciéon nos dice que si un conjunto es unién de elementos de un
semi-anillo entonces también se puede expresar como unién disjunta de elemento de dicho

semi-anillo.

Proposicién 2.2. Sea C un semi-anillo para (Q, A, ). Si A =,—, A, donde A, € C

entonces A puede escribirse como

A=| ],
k=1
donde C}, € C.

Demostracion. Defina la sucesiéon de conjuntos {B,} de la siguiente manera B; = A; y

B,=A,\ (A U...UA, 1) paran > 1. Luego, los conjuntos {B,} son disjuntos y

Sin embargo los B, en general, no estans en C. Ahora probaremos que los B, pueden
escribirse como union finita disjunta de elementos de C. Sea C; = B; € C el primer
conjunto. Luego By = Ay \ Ay, donde Ay, As € C, entonces por la propiedad (3) de anillo,

By puede escribirse como union finita y disjunta de elementos de C, que llamaremos
Co, ..., Chy.

Para n > 3, observe que
B,=A \ (A U...UA,_1)=(A, \A) N (A, \ A) NN (A \ Ano).

Ademas, cada A, \ A; puede escribirse como unién finita disjunta de elementos de C

K

A\ A = |_| EY
k=1

donde E,Q“ eC.

Consideremos el caso n = 3; tenemos
By = (A3 \ A1) N (A3 \ 42) ,

entonces
K371 K3,2

Ag\Alz |_|E1]§71 y Ag\AQZ |_|E1]§72
k=1 k=1

11



y sea
3,1 3,2

para 1 <k < K3,y 1<1< Ks,, de donde {F},;} € C son disjuntos y ademads

Ks1 K32
By = (|_| E,?;J) N <|_| Ef”z) =| | Fr
kL

k=1 =1

es union finita disjunta de elementos de C, que podemos escribir Ci, 41, ...,Ch,.

Siguiendo el mismo procedimiento para B,,n > 3 tenemos que

A= |j Ck
k=1

con C}, € C disjuntos. O

Note que en la prueba de la proposicién anterior no se ha usado la propiedad (4) de
semi-anillo. El siguiente lema nos dice que el semi-anillo es una buena forma de aproxi-

macion de los conjuntos medibles.

Lema 2.1. Sea C un semi-anillo para el espacio de medida (Q, A, 1) y A un conjunto

medible con u(A) < oo entonces existe un conjunto H = H(A) de la forma

tal que

(i) ACHC...H,C...C HyC Hy.

(i1) p(H,) < oc.
(11i) Cada H, es union numerable disjunta de conjuntos en C.
(iv) p(H\ A) =0.

Demostracion. De la definicién de semi-anillo, propiedad (4), se sigue que para cualquier

e > 0 existe un conjunto H(e) = U2, I; con I; € C tal que
ACHYypuHE)\A) <e.

Tome
H,=H1)NH(1/2)Nn...NH(1/n),

12



de la definicién de semi-anillo, propiedad (2), y la Proposicién 2.2 se sigue que cada H,
es unién disjunta de elementos de C, ademéds de la construccién se sigue que H,,, C H,,
que A C H, y cada H,, es de medida finita para todo n > 1. Si

H:ﬁHm
n=1

entonces H tiene la forma requerida y ademas
1
pH N\ A) < p(Ha \ A) <,
para todo n > 1, se sigue que u(H \ A) = 0. O

Lema 2.2. Sea C un semi-anillo para el espacio de medida (Q,A,pn), A un conjunto
medible con u(A) < oo y e > 0 entonces existe un conjunto medible A’ que es union

disjunta de elementos de C tal que
p(ANA) < e.

Demostracion. De la definicién de semi-anillo, propiedad (4), se sigue que existe un con-

junto

ACHE ==L,
i=1
donde los I; estén en el semi-anillo C y u(Hle]) < u(A) + /2, por otro lado, también se

lir}n W (0 Q) = <D [i>
i=1 i=1

entonces, existe un N € N tal que

OSMHED—M<UL><

i=1

tiene que

N ™

Tome A’ = UY | I, entonces

WADAY = p(A'\ A) + p(A\ A)
u(HE\ A) + p(H[E) \ A)

E.

IN

A

Finalmente de la Proposicién 2.2 podemos suponer que A’ es unién disjunta de elementos
de C. m

13



Sea (€2, A, i) un espacio de medida y f : 2 — R una funcién. Se dice que f es medible
si f7Y((a,0)) es un conjunto medible para todo a € R.
La siguiente proposicién nos da otras formas equivalentes de establecer cuando una

funcion es medible y la prueba es inmediata a partir de la definicion de o-algebra.

Proposicion 2.3. Sea (2, A, 1) un espacio de medida y f : Q — R una funcion, entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) f es medible.
(ii) El conjunto f~*([a,00)) es medible para todo a € R.
(iii) El conjunto f~((—o0,a)) es medible para todo a € R.

(iv) El conjunto f~'((—o0,a]) es medible para todo a € R.
Ejemplo 2.5.

1. Sea E C () definimos la funcion caracteristica de E como la funcion Iz : 2 — R tal
que
lsiweFE

Ip(w) =4 (2.3)
Osiwe Q\E.

Si (€, A, 1) es un espacio de medida entonces I es medible si, y sélo si, el conjunto

E es un conjunto medible.

2. Decimos que s : 2 — R es una funcion simple si la imagen de s es un conjunto

finito, es decir s(Q) = {ay,a9,...,a,} C R, en tal caso s queda definida por
s(w) = Z a;lp, (w) (2.4)
i=1
donde E; = s7!(a;). Si (92,4, 1) es un espacio de medida entonces s es medible si,

y s6lo si, los conjuntos E; son conjuntos medibles.

El siguiente teorema mnos dice que podemos aproximarnos a toda funcién medible

positiva por funciones simples y la prueba puede encontrarla en [12, pag. 34].

Teorema 2.1 (Aproximacién). Sea (2, A, u) un espacio de medida y f : @ — [0,00) una

funcién medible (positiva), entonces existe una sucesion de funciones simples medibles

{$n}nen tal que

(i) La sucesion {sp}nen €s monotona creciente, es decir sp_1 < S < Sp1-

(i1) La sucesion {s,}nen convenge a la funcion f, es decir lim, o s,(w) = f(w) para

todo w € €.

14



2.1.1. Integral de Lebesgue

Ahora pasamos a definir la integral de funciones medibles, empezamos definiendo la
integral de funciones simples no negativas. Sea (2, .A, ) un espacio de mediday s : Q@ — R
una funcién simple, medible tal que s(w) > 0 para todow € 2. Si s(2) = {a,az,...,a,}y

E; = h™'(a;), definimos la integral de s, denotada por fQ sdu, como el numero extendido

/QSdM = Z aipt(E;).
i=1

La siguiente proposicién nos dice que la integral de funciones simples respeta desigualdades

y la prueba se sigue de la definicién.

Proposicién 2.4. Sea (2, A, 1) un espacio de medida y s1, s9 : @ — R funciones simples,

medibles y no negativas tales que s; < s9, entonces fQ spdp < fQ Sodjt.

Sea (€2, A, 1) un espacio de medida y f : © — R una funcién, medible no negativa.

Definimos la integral de Lebesgue de f, denotada por fQ fdu, como

/Qfdu:sup{/gsd,u:seS},

donde S' es el conjunto de todas las funciones simples no negativas tal que s < f, es decir
S={s:Q—>R:sessimpley 0 <s < f}.

Note que, con esta definicién, habria dos formas de calcular la integral de una funcién
simple, sin embargo estas dos definiciones coinciden en este caso.
La siguiente proposicion es una generalizacién de la Proposicion 2.4 y su demostracion

se sigue de la definicién de integral de una funcién no negativa y de la Proposicién 2.4.

Proposicion 2.5. Sea (2, A, 1) un espacio de medida y f1, fo : Q@ — R funciones medibles
y no negativas tales que f1 < fo, entonces fQ fidu < fﬂ fadp.

El siguiente es un teorema clasico de Teoria de la Medida y los detalles de su de-

mostracion puede encontrarlo en [12, pag. 38] 6 [19, pag. 22].

Teorema 2.2 (Convergencia Moné6tona de Lebesgue). Sea (2, A, 1) un espacio de medida

Y {fn}nen una sucesion de funciones medibles no negativas. Suponga que
(1) fo(w) < fri1(w) para todo w € Q y todo n € N.

(i1) Si definimos f(w) = lim, o fn(w) para todo w € 2

15



entonces f es medible y
/ fdu = lim f,dpu.
Q n—oo
Si juntamos este teorema con el Teorema 2.1, tenemos que siempre es posible para todo

f medible exhibir una sucesion de funciones simples s, tal que s, < s,11, lim, o 5, = f
y Mmoo [o Sndp = [, fdp.

Ahora definiremos la integral para una funciéon medible cualquiera. Debido a que
trataremos de funciones que pueden tomar valores positivos y negativos, necesitaremos
las siguientes definiciones.

Dada una funcién f : 2 — R definimos:

(i) La parte positiva de f, como la funcién f, : Q@ — R tal que
f+ =max{f,0}.
(ii) La parte negativa de f, como la funcién f_ : 2 — R tal que
f- =max{—f,0} = —min{f,0}.
(iii) El valor absoluto de f, como la funcién |f|: Q — R tal que
[fl(w) = [f(w)].

Sea (€, A, i) un espacio de medida y f :  — R una funcién medible. Decimos que f es

una funcion Lebesgue integrable si

[ 11 < o,
Q

en tal caso se define la integral de f como

KfWZLﬁW—AfW

El siguiente teorema, uno de los resultados mas importantes en Teoria de la Medida,
nos da una condicion para que el limite de una sucesion de funciones medibles inte-
grables sea también una funcion integrable, la prueba del teorema puede encontrarla en
[12, pag. 45] 6 [19, pag. 27].

Teorema 2.3 (Convergencia Dominada). Sea (2,4, 1) un espacio de medida y { fn}nen
una sucesion de funciones medibles tal que lim,,_, fn(w) existe para todo w € Q). Si existe
una funcion g : Q@ — R integrable tal que para todo n € N se tiene |f,(w)| < g(w) para

todo w € (), entonces

(i) La funcion f =1im, . f, es integrable,
(1) Mmoo [ [fro — fldp =10y

(141) My o0 [o frdp = [o, fdp.
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2.1.2. Esperanza y varianza

A continuacion se da a conocer algunas definiciones y teoremas, mayormente vistos en
un curso de Teoria de la Probabilidad, que seran de utilidad para enunciar y probar més
adelante los Lemas 2.6 y 2.7 que aplicaremos en el Capitulo 3.

Si f:Q — R es una funcién medible no negativa definida sobre un espacio de proba-

bilidad (€2, .4, 1), la Esperanza Matemaética de f se define como el nimero real

- /Q fdu.

Se sigue de la definicién que si la funcién f es simple, es decir f(Q2) = {a1,aq9,...,a,},

Z aip(f {al ))-

Teorema 2.4 (Desigualdad de Markov). Si f : Q — R es una funcién medible no negativa

entonces

definida sobre un espacio de probabilidad (Q, A, ) y € > 0 entonces
E(f)

; (2.5)

plweQ: flw) 2 e} <

Demostracion. En efecto, se tiene que

epfw € Q: fw) > e} = eB(ljuenfw)>e))
= F(eljwea:fw)>e})
< E(f),

donde la dltima desigualdad se sigue desde que elj co.fw)>(w) < f(w) para todo

w € Q. O

La Varianza de f se define como el ntiimero real

Var(f) = (E(f*) = E(f))*.

Teorema 2.5 (Desigualdad de Chebychev). Si f : © — R una funcion medible no
negativa definida sobre un espacio de probabilidad (2, A, ) y € > 0 entonces

Var(f)
gz

pH{weQ:|flw) - E(f)lz€}) <

(2.6)

La prueba de la Desigualdad de Chebychev puede encontrarla en [7, pdg. 194-195].
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2.2. Transformaciones ergoédicas

Una transformacién es una funcion para la cual el dominio y el rango son los mismos,
es decir la imagen de cada punto esta en el dominio de la funcion. Si T : 2 —  es una

transformacion en (2, el n—ésimo iterado de w € €2, escrito por T"(w), se define por

T’w) = w
T w) = ToT"(w) paran > 0.

Ademas, se dice que T es una transformacién invertible si es una biyeccién, en tal
caso T~! también es una transformacién.

SiT : Q — € es una transformacién y w € 2, se llama orbita positiva de w al
conjunto {7"(w)}n>o0. Si T es una transformacién invertible se llama érbita completa,
o simplemente érbita, de w al conjunto {T™(w)},ez. Un punto w € Q se dice peridédico
bajo T : Q — , 6 T-periddico, si el conjunto {7"(w)},>0 es finito, en tal caso el
periodo de w es #{T"(w) }rn>o0-

Ejemplo 2.6.
1. La funcién identidad, /d(w) = w es una transformacion.

2. Dado a € (0, 1) definimos la transformacion rotacidn por a como

R.:[0,1) — [0,1) (2.7)
w = Ry(w)=w+a—[w+d]

Observe que R,(w) =w mdd a.

3. Sea T :[0,1) — [0, 1) la transformacién definida por
T(w) = B 2 (2.8)

es no invertible y se le conoce como transformacion doble.

Si (92, A, 1) es un espacio de medida, una transformacién 7' : Q — € se dice que es

una transformacién medible si el conjunto

T A) ={weQ: Tw)e A}
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estd en A para todo A € Ay se dice que T preserva la medida si es medible y ademas
(T A)) = u(A) para todo A € A, (2.9)

en este caso se dice que 4 es una medida invariante por 7.

Se sigue de la definicién que si T' es una transformacién invertible medible entonces,
T preserva la medida si, y sélo si, T~! preserva la medida.

Si (92, A, 1) es un espacio de medida, finito y 7' : Q@ — 2 es una transformaciéon que
preserva la medida entonces decimos que (€2, A, 1, T') es un sistema dindmico.

El siguiente teorema nos dice que si una transformacién medible satisface la Ecuacion
2.9 para un semi-anillo del espacio de probabilidad entonces esta transformacion preserva

la medida.

Teorema 2.6. Si (0, A, i) es un espacio de probabilidad completo® con semi-anillo C,

T :Q — Q es una tranformacion y si para todo I € C
(i) T7Y(I) es medible, y
(1) W(TH(I)) = p(I)

entonces T' preserva la medida.

Demostracion. Sea H(A) del Lema 2.1, es decir
= ﬂ Hna
con H,,1 C H, y AC H, para todon > 1, cada H, es de la forma

0
=L

donde C,, ; € C. Asi, el conjunto
T-'H,=| |T7'Cy;
j>1
es medible, ademas

w(T™ ZN TC, n.5)

7>1

> (e

Jj=21
= w(Hn).

2(Q, A, 1) es completo si: A€ Ay u(A) =0 entonces B € A para todo B C A.
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También se tiene que T *H(A) = Ny>1T ' H,, es medible y
W(TVH(A)) = p(H(A)).

Por otro lado, si denotamos N = H(A) \ A, recuerde que A C H(A), entonces
1(N) = 0, usando nuevamente el Lema 2.1, esta vez para N, se tiene que existe H(N) tal
que N C H(N)y p(T"'H(N)) = 0, por lo tanto u(T"'N) = 0. Luego como

T'A=T'HA\T'N
entonces
W(ITA) = p(TH(A) — (TN
= J(H(A)) = u(A).
]

Ejemplo 2.7. La transformacion doble es una transformacién no invertible que preserva
la medida en ([0, 1), £, \), es suficiente verificar en el semi-anillo de los intervalos diddicos

en [0,1), es decir intervalos de la forma

kok+1
20 21 )

dondei e Ny 0 < k<2 —1.

Una transformacién que preserva la medida T definida en un espacio de medida
(Q, A, 1) se dice que es recurrente si para todo conjunto medible A de medida posi-
tiva existe un conjunto de medida nula N C A tal que si w € A\ N entonces T"(w) € A
para infinitos valores n > 0.

El siguiente teorema fue probado por Poincaré en 1899, que es usado en el estudio de
mecanica celeste, dice esencialmente que toda transformacion que preserva medida sobre

un espacio de probabilidad es siempre recurrente.

Teorema 2.7 (Recurrencia de Poincaré). Sea (Q,.A, 1) un espacio de probabilidad. Si

T :Q — Q es una transformacion que preserva la medida entonces T es recurrente.

Los detalles de la prueba del teorema de Recurrencia de Poincaré puede encontrarlo
en [11, pag. 32].
Sea T :  — € una transformacion. Decimos que A C ) es positivamente

invariante si A C T 1(A), es decir
si w € A entonces T'(w) € A,
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en tal caso T restricto a A también define una transformacién T': A — A, y decimos que

A C Q es estrictamente invariante si A = T7!(A), es decir
w e Asiysolosi T(w) € A.

Note que la definicién de positivamente invariante e invariante dependen de la transfor-

macion T tomada.
Ejemplo 2.8.

1. Sea Q = [0,00) y T : Q —  definido por T'(w) = w + 1, entonces A = [1,00) es

positivamente invariante pero no estrictamente invariante.

2. Sea T : Q — Q una transformacién cualquiera, los conjuntos () y €2 son positivamente

invariantes y () es estrictamente invariante si y solo si T' es sobreyectiva.

Ergodicidad es uno de los conceptos més importantes y fue introducido por Birkhoff
y Smith en 1928 [2], hay varias formas de definir ergodicidad, a continuacién se d4 una

definicién bésica.

Definicién 2.2. Sea (9, A, ;) un espacio de medida y T : Q — Q una transformacién
que preserva la medida. Decimos que T' es una transformacion ergddica, 6 simplemente

que T es ergddico, si para todo conjunto medible A estrictamente invariante, se tiene que
ji(A) =06 p(A) = 0.

La definicién de transformacion ergddica se puede entender como un sistema que no
tiene subconjunto propio estrictamente invariante, es decir como un sistema bésico que

no se puede descomponer.

Ejemplo 2.9. Si a € R\ Q, la rotacién por a (ver Ejemplo 2.6) es una transformacién

ergbdica.

Ahora introduciremos una técnica de aproximacién que nos sera 1til para probar
ergodicidad. Si (€2, A, p) un espacio de medida y A e I (donde I es tomado mayormente en
algin semi-anillo para 4) son conjuntos medibles, y 1 > § > 0 diremos que [ esta (1—0)-
lleno de A si

pANI) > (1 =06)u(l).

Lema 2.3. Sea (2, A, ) un espacio de medida no atomico con semi-anillo C. Dado un

conjunto A de medida positiva y € > 0 entonces existe I € C tal que I estd (1 — €)-lleno
de A.
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Demostracion. Considere € > 0 suficientemente pequeno tal que

o O
2-5

Se sigue del Lema 2.2 que existe A’ = UY | I}, con [; € C, tal que

HAAA) < ep(A),

entonces
p(A'NA) > (1—e)u(A),
y también
p(AY) < p(A) +ep(A) = (1 +2)u(A).
Si suponemos que para todo i € {1,..., N} se tiene que

pANL) < (1= 0)u(h),

entonces p(ANA") < (1 —9)u(A’), se sigue que

donde la segunda desigualdad se sigue de la eleccién del € tomado, llegando asi a una

contradiccion; lo que prueba el lema. O

2.3. El Teorema ergddico

El Teorema Ergddico, probado en 1931, primero por J. von Neumann [14] en el caso de
convergencia en media y por G. D. Birkhoff [3] en el caso de convergencia puntual, resuelve
una interrogante importante que surgié en mecdanica estadistica: dar una condicion bajo
la cual el promedio temporal y el promedio espacial de un sistema dindmico coinciden.
La version del Teorema Ergddico en convergencia puntual, conocido como el Teorema
Ergddico de Birkhoff, en su versién mas simple dice que una transformacion 7" que preserva

medida sobre un espacio de probabilidad (€2, A, 1) es ergddico si y sélo si

n—1

T S TL(T ) = p(4)

para todo conjunto medible A en 2 y cada w € 2\ N donde N = N(A) es un conjunto
de medida nula que depende de A.
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Ahora introducimos algunas notaciones que usaremos en esta seccién

[y

n—

folw) = f(T'w), n>1, (2.10)
i=0
n—1
felw) = hgggolf - Z f(T'w (2.11)
ff(w) = limsup — Zf (T'w (2.12)

Lema 2.4. Las funciones f.(w) y f*(w) son T-invariantes, es decir
fulw) = fu(Tw),
fw) = F(Tw).

Demostracion. De la definicion se tiene

Lf(Tw) = 23 )
=0

= 23 - )

n—+1

1
- ) = )

luego

f«(Tw) = liminf — fn(Tw)

n—oo

L n+1 1 1
= hﬁgf - ?fn—&—l( )—ﬁf(w)

= liminf fo1(w)
= fw).

Analogamente se prueba que f*(Tw) = f*(w). O

El siguiente lema cuya prueba se encuentra en [20, pag. 179], serd usado para la

demostracion del Teorema Ergddico de Birkhoff.
Lema 2.5. Sea f una funcion medible y p € N
1. Si definimos
E,={weQ: f,(w)>0 para todo n,1 <n < p},

entonces para todo n > p y para c.t.p. w €

|
—

n

Fa(w) Y A(T'w)lg, (T'w Z |f(T'w (2.13)

%

Il
o

i=n—p
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2. Si para cada r € R definimos
1 n—1
By ={weQ: EZf(T’w) > r para todo 1 < n < p},
i=0

entonces

/fdu < . fdp+r(1—p (E;)) : (2.14)

A continuacion se da el Teorema Ergddico de Birkhoff y una de sus demostraciones,

que puede encontrarla en “Invitation to Ergodic Theory” de Cesar Silva (ver [20, pag.

177)).

Teorema 2.8 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Sea (2, A, 1) un espacio de probabilidad
y T :Q — Q una transformacion ergodica que preserva la medida. Si f : 2 — R es una

funcion integrable entonces

n—1

1 .
lim — Tiw) = [ fd 1.p. 2.1
nggon;()f( w) /f ft para c.t.p (2.15)

Demostracion. Primero probaremos que para toda funcién integrable f

/fdu < fi(w) c.t.p. (2.16)

A—{weﬂz f*(w)</fdu}-

Para probar (2.16) es suficiente probar que p(A) = 0. Dado r € Q, sea

Sea

Cr={we: filw)<r< /fd,u}, (2.17)

entonces podemos escribir

A:UCT.

reQ
Si suponemos que p(A) > 0 entonces existe un r € Q para el cual u(C,) > 0.

Afirmacién. Dado r € Q, el conjunto C,AT~C, es de medida nula.

En efecto, pues si w € C, entonces del Lema 2.4 se sigue que w € T-YC,), luego
C, CT7HC,), as

W CATH(C)) = w(THC,)) — u(Cr) = 0.

Lo que prueba la afirmacion.
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Como T es ergddico se sigue que p(C,) = 1. Desde que
n—1
T 1 7
By ={wef: EZf(Tw)zr, para todo 1 < n < p},
i=0

entonces el hecho que p(C,) = 1 implica que

(77)-

lim p(E}) =0,

p—00

[ fin<r

lo que contradice la eleccién del r. Por lo tanto pu(A) = 0. Lo que prueba (2.16). Aplicando
(2.16) a —f, se tiene

Asi

y por (2.14)

n—1

1 )
_ < lminf = — E t.p. 6
fdu < higgolfn ; f(T'w) ct.p. 6

n—oQ

n—1
1 .
du > 1 - Tiw) c.t.p.
/fu > m’lSUI)n;:Of( w) c.t.p

De esto y (2.16) se tiene

n—1
.1 ;
/fdu = nh_)rgo - E_O f(T'w) c.t.p.,
lo que completa la prueba del teorema. O

Una aplicacion interesante del Teorema Ergodico de Birkhoff es la siguiente

caracterizacion para ergodicidad.

Teorema 2.9. Si T es una transformacion que preserva medida sobre un espacio de

probabilidad (2, A, 1) entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. T es ergodico.

2. Si A es conjunto medible

n—1
3 1 7 _
nh_g)lo - ;]IA(T w) = p(A) c.t.p.. (2.18)
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3. Dados A y B conjuntos medibles
1 n—1
Y 3T (A) 0 B) = W A(B), (2.19)

Demostracion. Suponga que T es ergddico y sean A, B conjuntos medibles entonces 4

es integrable y por el teorema de Birkhoff (Teorema 2.8) se tiene

n—1

o1 PN
nh—>I20 - E_O I4(T"w) = u(A) c.t.p..
Si se cumple (2.18) entonces

lim 1 Z_:]IA(Tiw)]IB(w) = u(A)lp(w) c.t.p.

n—oo N,

Observe que para todo n > 0

n—1

% D Lu(T'w)lp(w)

=0

<1, ct.p.

Luego por el teorema de convergencia dominada ( Teorema 2.3) se tiene

lim/%iﬂA(Tiw)]IB(w)d,u(w) = /lim li]IA(Tiw)]IB(w)d,u(w)

n—00 n—oo M,

- / H(AY 5 () dpu(w)
= W(Au(B).

Ahora suponga que se cumple (2.19), observe que si A es un conjunto medible T-invariante

entonces
1

LN T A) 0 4) = ()

Por otro lado, si se hace B = A en (2.19), se tiene

n—1
1 —i
LS T A) 0 4) = Ay
i=0
Asi, u(A) = u(A)? entonces p(A) =06 u(A) =1y por lo tanto T es ergédico. O

2.4. Mezcla

En el Teorema 2.9 vemos que una transformacién que preserva medida sobre un espacio

de probabilidad (£2,.A, ) es ergddico si, y s6lo si, para todo par de conjuntos medibles
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A, B se tiene

tim L 3" u(T7(4) 0 B) = w(A)u(B).

n—oo M,

Ahora, cabe preguntar si el limite de la sucesién u(T~*(A) N B) existe y si puede ser
w(A)p(B); esto motiva la siguiente definiciéon. Una transformacién 7' que preserva medida,
sobre un espacio de probabilidad (€2, .4, 1) se dice que es mezclante si para cada par de

conjuntos medibles Aj, A; se tiene
Jim u(Ao NT™N (A1) = p(Ao)p(Ar). (2.20)

De Teoria de la Probabilidad se tiene que dos ewventos, representados por conjuntos
medibles Ay y A, son llamados independientes si u(Ag N Ay) = u(Ag)p(Ay). Si T es
una transformacién mezclante entonces T~ (Ag) es “eventualmente independiente” de
A

Ejemplo 2.10. La transformacién doble (Ejemplo 2.6) es mezclante no invertible.

2.4.1. Mezcla de orden k

La definicién de transformacién mezclante dada anteriormente es también conocida
como 2-mezclante, en la siguiente generalizacion; sea k € N y T una transformacién que

preserva medida sobre un espacio de probabilidad (€2, A, ), se dice que T es k-mezclante

6 mezcla de orden k si dado conjuntos medibles Ay, Ay, ... Ax_1 se tiene que
k—1
Nh,Lnoo ,LL(A() N T_NlAl N T_(N1+N2)A2 N...N T_(N1+"'+Nk_1)Ak_1) = H ,u(A]) (221)
1<j<k—1 =0

Note de la definiciéon, que si T es una transformacién k-mezclante entonces es
(k — 1)-mezclante, pues basta considerar en la ecuacién (2.21) a A;_; = .
El siguiente teorema nos presenta la relacion entre transformaciones mezclantes y

ergodicas.
Teorema 2.10. Toda transformacion mezclante es ergodica.

Demostracion. Sea A un conjunto estrictamente invariante respecto a una transformacion

mezclante T', entonces
pA)p(A%) = dim p(T"NAN A%
= wAN A%
= 0,

por lo tanto u(A) =0 6 u(A°) =0, lo que muestra que 7" es ergédico. ]
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La siguiente proposicién da una condicién necesaria sobre la medida para que la trans-

formacién sea mezclante.

Proposicion 2.6. Si T es una transformacion mezclante sobre el espacio de probabilidad

(Q, A, 1) no trivial entonces la medida es no atémica.

Demostracion. Suponga por el contrario que existe A € A tal que 0 < u(A) < 1y que
para todo B € A con B C A se tiene que u(B) = 0 6 u(B) = u(A), es decir A es un

atomo; luego por ser T' una transformacion mezclante se tiene

lfm p(T~N(A) N A) = p(A)? (2.22)

N—oo

pero (T7N(A)N A) C A entonces u(TV(A)N A) — 06 1, lo que contradice 2.22. O

El siguiente teorema nos dice que es suficiente verificar la ecuacién (2.21) en un semi-

anillo para garantizar que la transformacion es k-mezclante.

Teorema 2.11. Si T es una transformacion que preserva medida sobre un espacio de

probabilidad (£, A, ) con semi-anillo C y si para todo Iy, Iy, ..., Ix_1 € C se tiene

k—1
lm (I NTM LN TNV A Mo ) = T )
i —00
1<j<h—1 j=0
entonces T es k-mezclante.
Demostracion. Sea ¢ > 0y Ag, A1,..., Ar_1 conjuntos medibles entonces, por el Lema

2.2, existen conjuntos A’ = u’;ﬁflj,ﬁ con I;, € C, tales que

para todo 0 < 57 < k — 1. Entonces como la propiedad de k-mezclante se cumple para
conjuntos medibles en el semi-anillo C, también se cumple para conjuntos que son uniéon

disjunta de elementos de dicho semi-anillo, asi se tiene que

k—1
ljlinoo p(AyNTMA N N7~ MtV gf ) = H 1(A%)
1<j<k—1 3=0
Luego, existe un M € N tal que si Ny ... N,_1 > M entonces
E—1
p(ApnTMATN . AT NNl ) T ()| < e (2.23)
§=0
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Por otro lado, se tiene que

{,U/ (A(] N T_NlAl n...N T_(N1+"'+Nk’_l)Ak_1)
—p (AgN TN A N T Wit AL )|
< |u([AonT MA N AT MtV g, ]
A[AGNTMA N nT- Mkt g0 1))

k—1
< Y (A NAY)
j=0
< ke.
Luego
k—1
M (AO N T_N1A1 N...N T_(N1+"'+Nk_1)Ak_1) — H [L(A])
§=0
< |p(Aon...nT Wit 4 ) — g (Ap N N TN 4 )|
k—1 k—1 k—1
+ (AN nT NN gLy — TT (AG)] + (T ] (A — il A0) T (4))
j=0 j=0 j=1
k—1 k—1 k—2 k—1
+((Ao) [ T (A — p(Ao)u(An) [T A | + -+ [T [ (Al Ay ) = T ] 1(Ay)
j=1 j=2 j=0 j=1

< ke+e+ke=(2k+ 1.

A continuacién se presentan los Lemas 2.6 y 2.7 que seran aplicados en el Capitulo 3.

Lema 2.6. Si T es una transformacion mezclante sobre el espacio de probabilidad (2, A, 1),
A es un conjunto medible y ¢ > 0 entonces existe un K € N tal que para todo k > K y

para toda sucesion ni,na,...,n, con k términos se tiene

1
] ({w e ’E#(A N{T" (w), T™(w), ..., T™(w)}) — /L(A)‘ > 5}) <e. (2.24)
Demostracion. Para cada m, sea X,, : {2 — R definido por

L,siT(w) e A
X(w) =

0, en otro caso.

Entonces

LsiweT™A)NT™(A)
X Xm(w) =
0, en otro caso.
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Dado § > 0, considere kq tal que si | m —n |> ko entonces
| E(XoXm) = (A)* | = [ (T (A)NT™™(A)) — (1(A))* |< 4.

Sea kyng <ng <...<ng.

Puesto que n;41 —n; > 1,81 | i — j |> ko entonces | n; —n; |> ko.

Sea
M) = T#AN T W), T ), .., T(w))
1 k
= E;Xm(w).
Luego
ET) = / Tdp
1 k
= E;/QXMCZ#
o
= EZM(T*’“(A))
= u(A),
ahora bien

Var(T) = E(I?) - (E())*

k k
= LY (BX) @A) Y (B~ ((A)?)
ij—=1 ij=1
li=j|>ko li—j|<ko
< %[k25+(2k0+1)k}
i
< 5+ 0K+
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Luego por la desigualdad de Chebychev (Teorema 2.5) se tiene

p({we Q| Tw)— ET) |>e}) < VG;(F)
entonces
p{weQ: DN(w) —p(Ad)] >¢e}) < Va;(F)
(74 21y
22

Donde la ultima desigualdad se sigue de considerar  suficientemente pequeno y K sufi-

cientemente grande. O

Lema 2.7. Si T es una transformacion invertible k-mezclante sobre un espacio de
probabilidad (2, A, 1), dados By, By ..., Bx_1 conjuntos medibles y M, ..., My_1 enteros
positivos, se define U'y[My, ..., My_1] : Q@ — R, haciendo T',,[My, ..., My_1](w) igual a

1
—#(BoNT™MB n..nT MtAMi)p, N {w Tw,... TV w}).
n

Si e > 0 entonces existe un My € N tal que st My ..., My_y € Z son tales que M; > M,

y para n > My se tiene

k—1
E ( To[Mi, ... M) = [ n(B;) ) <e. (2.25)
j=0
Demostracién. Como T es mezclante, T' x T' x ... x T es ergddico. Por el Teorema ergodi-

g

k—veces

co de Birkhoff (Teorema 2.8), para (wp, . ..,wr_1) € QF

N—-1k—-1 k—1

o % ; g Ig,(T'w;) = ]1;[0 p(B;)
entonces se escoge N; € N tal que
~ k IS
E ( Iy, _H“(Bj> ) <3

donde
- 1 .
Iy, (wo,wr, -« ywi—1) = ﬁ#{() <i< Ny —1:T"(w;) € B; para todo 0 < j <k —1}.
1

Ya que T es k-mezclante se tiene que para Ny, ..., Np_; suficientemente grandes, la dis-

tribucion conjunta de los eventos
{Tin S Bo, Tiwl S Bl c. ,Tiwk_l S Bk—l}OSiSNl—l
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esta muy cerca de la distribucion conjunta de los eventos
{TZ(U € Bo, TZ+N1LU € Bl, e ,TZ+N1+"'+N]€71(.U S Bk*l}OSiSleL

de modo que se puede elegir N, tal que para My ... M;_1 > N,

Sea N3 un entero positivo tal que N3 > g y sea My = max{Ny, N2, N3}. Supongase
My,...,M;_1 > My y n > My, lo suficiente, tal que n = N;L + R donde L y R son
enteros tales que 0 < R < Ny y L > N3 > %, entonces

k—1
D, (M, M) = [ (B))

J=0

DO ™

k-1 L k-1
1 .
To(w) = [ uB)| = |- (Z Ny T, (T0DNw) + RP(T“w)) — [ n(B;)
j=0 T\ J=0
1 L k—1 R
_ (i=1)N1,,) . -
< | S ) - [T +
i= j=
1 L k—1 1
< 7 DT (T M) — T u(By)| + I
i=1 j=0
Asi
k—1 k—1 1
E<Fn—HM(BJ) FNl—HM(Bj)> N
§=0 §=0

IN

S—
(VAN
CTRUR
W'Mh
=
N
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Capitulo 3
Transformaciones de rango-uno

Este capitulo esta dedicado a las Transformaciones de Rango-uno que son el objeto de
estudio de la presente tesis, ya que se desea probar que 2-mezclante implica k-mezclante

para este tipo de transformaciones.

3.1. Definicion de Transformacién de rango-uno

Sea {r;}ien C Z1, y sea {s;;}tienjef12,..n1 C Zg. Un n-bloque, con n = 0,1,2,. ..
se define de la siguiente manera; el O-bloque es la palabra ‘a’ y para n > 0, un n-bloque
es la palabra resultante del siguiente proceso: escriba el (n — 1)-bloque, luego la letra ‘0’
sp,1 veces, seguidamente anote el (n — 1)-bloque y la letra ‘0’ s,, 5 veces, ..., concluyendo

Y

el listado con la letra ‘b’ s, ,,, veces, es decir

Bn:Bn—l bb Bn—l bb Bn—l-HBn—l bb .

Sp,1veces Sp,2veces Sn,rp VECES

Sea Q = {a,b}” el espacio de sucesiones bi-infinitas de a’s y b’s, es decir
Q={w=1_(..,w_1,wp,wr,...): w; € {a,b} para todo i € Z}.
Un cilindro finito en € es un conjunto de la siguiente forma: Para cada nimero ¢ € Z
y sucesion finita {zo, z1,..., 2 : x; € {a,b}} dada, definimos el cilindro
C(t,{xg, 21, ...,21}) = {w € Q : w1 = x; para todo 0 < j < k}.
Sea A la o-algebra generada por el algebra C de todos los cilindros finitos, es decir,
A es la menor o-dlgebra que contiene a C. Ahora, se va a definir una medida sobre la
o-algebra A; sea B, = ;... [, el n-bloque, dado 0 < k < h,, — 1 definimos

o {a, 0} 5 0,1]
hn—Fk

F oo n(F) = 3 TGy Bon)

Jj=1
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—_—
Sn,2
—_—
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—_—
b4 ~
H . Sn
Sn,1 ©
—_—_ —_—
—_— —_—

>
By

Figura 3.1: n-bloque

El nimero p,(F) denota la frecuencia con que aparece la palabra F' en el n-bloque B,

por ejemplo:

La frecuencia de la palabra ‘aa’ en ‘aaab’ es 2/3, ya que 2 de 3 “subpalabras”

de dos letras son aa.

Ahora bien, definimos

p:C — [0,1]

C(i,{xo,x1,...,2x}) — w(C(,{xo,21,...,21})) :ngc}oun(azoxl...xk).

Note que la medida del cilindro C(i,{xo, z1,...,2,}) s6lo depende de la sucesién
{zo,x1,..., 2}, més no depende del i € Z tomado. Luego, u se extiende de forma tnica
a una medida de probabilidad sobre A [5, pag 19], que seguiremos denotando por p, por

lo tanto tenemos que (€2, .4, 1) es un espacio de probabilidad.

Definicién 3.1. Una Transformacion de rango-uno estd dada por (2, A, u,T), donde
(Q, A, i) es un espacio de probabilidad, como antes, y T':  — 2 es la transformacion
definida por:

(T(w)); = wiy1 para todo w € Q.
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; Sn,2
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B : f ? T
t Lt *
+ 0t +
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Figura 3.2: Transformacion de rango-uno

Note que la transformacién de rango-uno 7" estd determinada por los valores {r;} y
{s:;} dados, ademés, puesto que T'(C(%,{xo, x1,...,2%})) = C(i + 1,{xo, 1,...,2%}), se
sigue que 71" preserva medida.

Sea Bo = xox1%2...7;... la palabra infinita limite de la construccién inductiva de
los n-bloques, es decir

By = lim B,

n—oo

donde B, es el n-bloque. Dado k € Z, denotemos
C(k,Bx) = {w € Q : wy4; = x; para todo j > 0}.

Dado w € €, diremos que su cero-entrada wg es la i-ésima letra del n-bloque
siw € C(—k, By) para algin k > 0 y xy, es la i-ésima entrada de alguno de los n-bloques

B,, cuando expresamos
By =B,b...0Bb...... bB,b. .., (3.1)

si por el contrario xy es uno de los b’s que no esté en ningtin B,, de (3.1) entonces decimos
que wy es uno de los b's que no estd en ningun n-bloque.

Sea h,, el largo (o altura) del n-bloque, como palabra finita, y considere la regla de

correspondencia f, : Q — {1,2,..., hy, ‘error’,@} dada por:
7 si wy es la i-ésima letra del n-bloque,
Jn(w) = 9 ‘error’  siwg es uno de los b’s que no estd en ningtn n-bloque.
@ en otro caso.
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Lema 3.1. Si w es una palabra no periddica y existe i € {1,... h,} tal que f,(w) =i

entonces este i es unico.

Demostracion. Primero note que se puede suponer sin pérdida de generalidad que
cada n-bloque comienza y termina con una ‘a’. Caso contrario, simplemente se remueve
los comienzos y finales ‘b’ en cada n-bloque y se hacen intermedios ‘b’ del (n + 1)-bloque,
obteniendo asi la misma palabra resultante.

Se probara el resultado por contradiccién. Suponga que es posible ver a wy en la i-ésima
y j-ésima entrada de algin n-bloque, con i < j.

Si B denota al n-bloque, entonces deben haber dos extensiones doblemente infinitas de
B’s y b’s, que seran llamadas formas 1 y 2 respectivamente, tales que cuando se escriba
cada B en sus componentes a’s y b’s ambas formas se reducen a la misma palabra w, cuya
cero-entrada, o sea wy, es el i-ésimo término de B en su forma 1 y el j-ésimo término de

B en su forma 2.

Sea Bj el B en la forma 1 que contiene a wy, B11,B1,2,. .., los B’s siguientes a B;  en la
forma 1, en ese orden y By _1,B1 _2,..., los B’s anteriores a Bj o pero en orden inverso.
Anélogamente la forma 2; ..., By o, By _1, Bayg, B2, Baga,. .., donde By contiene a wy.

Sea r el numero de b’s entre By Bi1 s el niamero de b’s entre By By ;.
0y 1 y 0y s

Dado que wy es la i-ésima entrada de B, entonces w;_; es la primera entrada de By y

por lo tanto una a; pero también w;_; es la (j + 1 — ¢)-ésima entrada de By, puesto que

wi—; es una a, entonces la (j + 1 — i)-ésima entrada de B es también una a.

Note que wi_jip,+s €s la (j + 1 — i)-ésima entrada de By; y por lo tanto una a. Sin

embargo, como wy,,—; es la dltima entrada de By o, para que wh,, —it1, Why,—i+2; - - - » Why—itr

sean todos b’s, se debe tener
l—t+h,+s>h,—1+r,

de donde se tiene que
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BIU

formal: “

1 j+1—i i Iy 1 jH+1—i Iy
forma2: t t t
a ab ba a a
- S e S
.
[))2() [)’21
Figura 3.3:

Por otro lado note que wap,, +s—; es la ultima entrada de By ; y por lo tanto una a.

Afirmacién. El término wyp,4s—; también estd en B ;.

En efecto, puesto que wap, 45—, €s una a, debe estar en By, para algun k£ € Z. No
puede estar en B para k < 0 puesto que

2y + 85— > hy — 1,

Y Wh,—i es la ultima letra de B .

Ahora suponga que wap,, +5s—; estd en By para algin k& > 2, entonces wp,,4+s—; a lo menos

estd en By, y como wp, _it,41 €s la primera entrada de B;; se deduce que

hop+s—73>hy,—i+r+1, (3.3)
también se tiene

hp—i+r+1>h,—i+1>h,—j+1

(3.4)
Como wp,,—; es la ultima entrada de By entonces wp,, —j4+1,Wh,—j+2,- - - \Wh,—j+s SO0 todos

b’s, en particular de (3.3) y (3.4) se sigue que wp, ;1,41 €s una b, lo que es imposible, ya

que esta es la primera entrada de B;; y por tanto una a. Lo que prueba la afirmacién.
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Bll) Hll Bl/\‘

' - VN I

a ab ba a a
formal: k + p 1 s e ———

i in
w= wq Wh,—j Ohy—itril Wy ts—j [Ty
; j hy 1 hy
orma 2.: a ' ab ba a
Bz By
Figura 3.4:

Luego se tiene que wap,+s—; €s la (h, + s — 1 + i — j)-ésima entrada de By ;. Por lo
tanto, desde que wap, +s—; €s una @ y wh, +s—r—j €s la (h, + s —r + i — j)-ésima entrada
de B, se deduce que wp,4+s—r—; €s una a. Como wy,,_; es la ultima entrada de Bs g, por

definicién de s, wp,, —j+1, Why—j42; - - - s Why,—j+s SO0 todos b’s, de donde se tiene que
hyp+s—1r—73<h,—37+1,

y por lo tanto

s<r. (3.5)
Bio B,
R
a a ab ba a a
formal: + ——— +—
1 i hpy+s—r+i—j hy 1 hp+s—r+i—j
w= 0« Ofyyps—r—j -+ Ohy,—j W2, +s—j
f ] hy 1 hy
orma?2: - . s ri '
Bao B2y
Figura 3.5:

De (3.2 ) y (3.5) se obtiene que r = s.
Se ha probado que la distancia entre By y By, y la distancia entre By y By 1, son la
misma, a saber s.

Trasladando w, se puede utilizar el mismo argumento para demostrar que la distancia
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entre By y Biy1 es la misma que la distancia entre Byj y Ba i1, para todo k € Z,
luego se tiene que
Blob...anb...Bg_lb...b,

§
donde § es el nimero de b’'s entre By_1 v By, es un periodo para w, por lo tanto w es

periddica, lo que contradice la hipdtesis. O

Denotemos I,; = {w € Q; f,(w) = i}, para todo i € {1,2,...,h,}, la sucesién
finita (1,1, ..., Inp,) es llamada n-torre e I, ; el i-ésimo nivel de la n-torre y el conjunto
E, ={w € Q; f,(w) = error} es llamado conjunto error para la n-torre o simplemente
conjunto n-error.

De la definicién se sigue que la (n-torre) C ((n + 1)-torre) para todo n > 0, pues si
wp es una letra del n-bloque entonces es una letra del (n + 1)-bloque que lo contiene, mas
aun cada nivel de la n-torre es unién de niveles de la (n + 1)-torre.

La siguiente proposiciéon nos dice que las n-torres son casi todo el espacio €.
Proposicién 3.1. La union de las n-torres es un subconjunto de () de medida 1.

Demostracion. Sea
A ={d = (ap,...,a) € {a,b}*™ : ay...a; no es subpalabra de ningiin n-bloque}.

Primero se probara que

(Um-torre)) cUU Ucia .

n>0 keN GeAy, i=—k

En efecto, si w no esta en ninguna n-torre entonces wy no es ninguna entrada del n-bloque
para cualquier n € N, por lo tanto existe un cilindro C(i, ay, . .., ay) lo suficientemente
pequeno que contiene a w tal que ay, ..., ar no es subpalabra de ningtiin n-bloque, por lo
tanto w se encuentra en el conjunto del lado derecho de la ecuacién (3.6).
Ahora bien, de la definicién de Ay se sigue que p(C(i,d)) = 0 para todo @ € Ay y todo
1 € Z, lo que concluye la prueba.

m

De ahora en adelante cuando se diga w € €2 solo se estara considerando w en la unién

de las n-torres, es decir

w e U (n-torre),

n>0

esto sera suficiente, ya que por la proposicién anterior se tiene que p(U,>o(n-torre)) = 1.
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Teorema 3.1. Si la transformacion de rango-uno T es mezclante entonces las palabras

w’s en 2 son no-periddicas.

Demostracion. Suponga que existe w € 2 que es periddica
w:...JOJ()J()...

donde Jy = xpxy ... 71, entonces existe un ng € N tal que para todo n > nyg, el n-bloque,

que se denota B, es de la forma
Bn — J[)J()J() e JO-

SiJ; = x...x5x0... ;1 para 1 < i < k, evidentemente T'C'(0, J;_1) N C(0, J;) es no
vacio, asi también T'C(0, J,) N C(0, Jy) es no vacio.

Afirmacién. Para cada i € {l,...,k} se tiene que TC(0,J;—1) C C(0,.J;)
y TC(0, J) € C(0, Jp).

En efecto, suponga que existe w € C(0,J;_1) tal que T'(w) ¢ C(0,J;) entonces
w ¢ C(0,J;_1J;_1) y por lo tanto w ¢ B,, para n > ng, lo que es una contradiccion.

De la afirmacion se sigue que
0 < p(C(0, Jo)) = u(C(0, 1)) = ... = u(C(0, Ji)) < 1.
Pero T' es mezclante entonces
p(C(0,J0))* = lim p(T~NEDC(0,J0) N C(0,p)) = lim u(C(0, Jo)) = p(C(0, o))
Lo que es una contradiccion. O

Como la hipotesis general del trabajo es que T' sea mezclante, de ahora en adelante, se
va a considerar €2, osea la 1inion de las n-torres, solo de palabras no perioédicas, en tal caso,
note que, para n € N fijo los niveles de la n-torre son disjuntos y el espacio 2 es unién
disjunta de los niveles de la n-torre y el conjunto n-error F,,, de esto y de la Proposicion

3.1 se sigue que
lim u(E,) = 0.

n—oo

Observacién 3.1. Puesto que la o-algebra A, es generada por los n-bloques y cada
n-bloque es unién disjunta de niveles de la (n + 1)-torre entonces se tiene que el conjunto

C formado por todos los niveles de todas las torres, es decir
C={l,;:n>0y1<i<h,},
es un semi-anillo para la o-dlgebra A.
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También se tiene que
T(I:) = I+ para todo 1 < i < h,,

ademds, si w € Q es tal que f,(w) #errory 1 — f,(w) <m < h, — f,(w) entonces

fu(T"w) = fu(w) + m. (3.7)

La siguiente proposicion muestra que éstas transformaciones de rango-uno

son ergodicas.
Proposicion 3.2. Toda transformacion de rango-uno es ergddica.

Demostracion. Sea A un conjunto medible tal que T(A) = Ay u(A) > 0, el objetivo es
probar que p1(A) = 1. En efecto, dado € > 0, existe I,,;, en el semi-anillo C tal que

,U(A N [n,k) > (1 - 6)“([71,1@)’ (3'8)

donden € Ny 1 <k < h, y se puede suponer que u(E,) < &, pues de no ser asi recuerde
que I, ; es unién disjunta de niveles de cualquier m-torre con m > n y para uno de estos
niveles también se cumple (3.8), entonces existen p, ¢ € Z tales que T%(I,, ;) son disjuntos
dosadosparap<i1<q,q—p+1=h,y Ug:pTi(In,k) es la n-torre, que se denotara por
B. Asi

p4) = u(JANT () + (AN (E.)

S u(ANT (1)

1=p

Vv

q
= Z,u(Ti(A N I,x)) esto de suponer que A es invariante

= ZN(A N L)

> (¢—p+ 1)1 —e)ulln)
= ho(1—e)u(lnr)

= u(B)(1-¢)

> (1—¢)

Puesto que € > 0 se escogi6 arbitrario, se sigue que u(A) = 1. Por lo tanto 7" es ergddica.

[]
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Sea w € Q tal que f,(w) # error, definimos s,(w) como el nimero de b's entre el
n-bloque que contiene a wy y el siguiente n-bloque (ver figura 3.6), es decir, si f,(w) =i
entonces

sp(w) = min{j € N: f, (791 +n=i) = 1},

h, —i

h,

o
N
E | > —»l—» l—»--—%—» {—

Figura 3.6: s,(w)

Observacién 3.2. Asf como se ha definido la funcién s, : {w € Q : f,(w) # error} — Zg
como el nimero de b’s entre el n-bloque que contiene a wy y el siguiente n-bloque, también
se puede definir la funcién r, : {w € Q : fn(w) # error} — Z§ como el nimero de b’s

entre el n-bloque que contiene a wy y el n-bloque anterior, es decir, si f,(w) = i entonces
(W) =mim{j € N: f,(T-)(w)) = h,}.
Seaw € 0y L € Z con L > 0, considere el conjunto
O={i:0<i<L—1y f,(T'w) # error}.
Note que © depende de w y L, si f,,(w) = f,(T*w) = 1 entonces
(T
3 (M) — [ — #6.
, by
1€0
Asf, el valor promedio de s,(T'w) para todo i € © es
1 , L —#06
— W(T'w) =h, | ——— | . 3.9
o 2 (T (252°) 3.9
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Si L es escogido arbitrariamente grande de modo que f,(T*w) = 1, puesto que T es una

transformacion de rango-uno, de la Proposcion 3.2 se sigue que es ergddica entonces por

el Teorema ergddico de Birkhoff (Teorema 2.8 ) se tiene

AEEO—ZHE (') = (B

luego L 46

L A
Asi mismo

ggI;o_ZHEC (T'w) =1 — w(E,),

entonces 40

L A
De (3.10) y (3.11) se sigue que

Luego de (3.9) y (3.12) se tiene

E(sp{w € Q: fu(w) #error}) = Lh—I>Ic>lo #L Z 5n(T'w)

lim hiE(anw € Q: fulw) #error}) =0,

n—o0 n

entonces

esto ultimo se sigue desde que u(E,) — 0 cuando n — oo.

3.2. Las n-generaciones, definicion y propiedades

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Ahora se va a definir ciertos intervalos de nimeros enteros, que seran llamados

n-generaciones; para n fijo, las n-generaciones seran conjuntos disjuntos y cubriran casi

todos los enteros, ademds cada n-generacién serd subconjunto de una (n + 1)-generacién.

El resultado a resaltar en esta seccion es que para n fijo, cada dos n-generaciones sucesivas

almenos una de ellas cumple cierta propiedad llamada “buena’”.
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Dados n, Ny, ..., N € N, denotaremos ;[n, Ny,..., Ny : Q@ — {1,...h,,error} para

0 < j <k a las funciones definidas como sigue

lo[n,Nl,...,Nk](W) = fn<W),
Ln,Ni,...,NgJ(w) = fooT™(w),

Escribiremos simplemente Iy, 1, ..., lx, si n, Ny,..., N y w € € estén fijados.

Teorema 3.2. Sean w € 0, Ay, Ay, ..., A union de niveles de una mo-torre y n > my

entonces son equivalentes

(1) Ingy € Ao, Ingy C A1, oy, C Ago1 y 1oy, € Ag.

(1) w€ AgNTMA N.. . NT~-MNttN) 4,
donde l; = l;[n, N1, ..., Ng](w) para todo j € {0,1,...,k}.
Demostracion. Por definiciéon se tiene

Fo @) = lo fo (V) = by fo (T250) =y 3 o (T2 M0) = 1,
entonces
W€ Iy C Ay, TNw € Iy, CAy,... vy TE=Niwe I, C A

Luego
w € A(] N T7N1A1 n...N T*Z?=1NjAk_

Reciprocamente, se tiene
W€ AgN Ly, TNw € Ay N Loy, ...y TE=Niw € AN 1Ly,

entonces A; N1, # 0 y como n > my se sigue que I,,;; € A; para todo j € {0,1,...,k}.
O

Observaciéon 3.3. Se sigue de la Observacién 3.1 que es suficiente considerar desde ahora
a los conjuntos medibles Ay, A1, ..., Ax como en el Teorema 3.2, es decir, unién de niveles

de una mg-torre fija y n siempre serd mayor o igual a este my.

Diremos que el ntumero entero ¢ es inicio de una generacion si el conjunto
{lo(T'w), 1 (T'w), ... 1}.(T'w)} contiene 1 pero no contiene error y diremos que es fin de
una generacion si el conjunto {lo(T'w), l; (T w), ... lx(T'w)} contiene h, pero no contiene

error.
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Definicién 3.2. Dados ¢ y d numeros enteros, el conjunto [c,d] N Z es llamado
n-generacion o simplemente generacion si c es el inicio de una generaciéon y d es el menor

entero tal que d es el fin de una generacion y d > c.

Note que la definicién de n-generacién depende de los enteros positivos n, Ny, ..., Ny

y de w € (.
Proposicién 3.3. Para n fijo, las n-generaciones son todas disjuntas.

Demostracion. Sean ¢ < ¢y inicios de generaciones, se debe probar que existe un d € Z,
fin de generacién, tal que ¢; < d < cs.
Como ¢; es inicio de generacién entonces 1 € {lo(Tw),l1(Tw),..., (T w)}, luego

tenemos dos casos
i) Si h, € {lo(Tw), 1(Tw), ..., (T w)} entonces d = ¢;.

i) Sihy & {l(Tw), L(T"w), ..., (T w)}, entonces se procede como sigue

U —
—
—_—
sn(TN+ w) _—
su(T2 (T4 w)
sp(T4 )
— —
—_ _) —
/ Bn
It . . —e—1t
II,, — [| TEN (T )
11/1 - [()
\ ]1 I I r. %
TN‘ (Tm (JJ)
]() ©
T e
Te TNi+er ¢y TINj+ez ¢y

Figura 3.7: caso (ii) para o = Id.
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Sea o una permutacién de {0,1,...,k} tal que
lg(o) (Tclw) < lg(l)(Tclw) <...< lg(k) (Tclw),
sid=cy + hy, — l,x) entonces este d es fin de generacién, ya que

hy = Loy (T leww) € {Io (T lemw) 1y (T leww) |

I, (TCl+hn_lo'(k)w) }7

1 < Loy (T4 lotr ) < ) (T o) <L < Ly (T leow) = hy,,
es decir, no contiene ‘error’. Por otro lado, si ¢y es inicio de generacion entonces
e € {ci 4 hy—lo+ su(Tw) + 1,01+ by — Iy + 5, (TN (Tw)) + 1,
ol hy =+ sy, (TZ?=1 Nf(TClw)) +1}.
En cualquier caso, d < c,.
O

Una n-generacion es un intervalo de enteros, es decir un conjunto de la forma [¢, d|NZ

que de ahora en adelante, por comodidad, denotaremos simplemente [c, d].

Observaciéon 3.4. Un ndmero entero ¢ estd en la generacién [c,d] donde
c=1i+1—min{lg(T'w),...,k(T'w)} y d =i+ h, — méx{lo(T'w), ..., [(Tw)}.

En efecto, de la Ecuacion 3.7 se sigue que para todo 0 < j < k se tiene que

L(Tw) = L(Tminlo(T)du(Tw) )
= [j(T'w) + 1 —min{l(T'w), ..., k(T'w)},

entonces {lo(T°w), ..., lx(T°w)} no contiene error y ademéas
min{lo(Tw), ..., k(Tw)} = 1.

Por lo tanto ¢ = i + 1 — min{lo(T"w), ..., lx(T"w)} es inicio de generacién. De la misma
manera se sigue que d = i+ h,, — max{lo(T'w), ..., [;(T'w)} es fin de generacién. Ademas
de la Ecuacién 3.7 también se sigue que si i,7" estan contenidos en la misma generacién

entonces
Li(T"w) = 1;(T'w) + i — i para j € {0,1,...,k}.
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De esto y el Teorema 3.2 se sigue que el conocimiento de lo(T'w), I (T w), . .., l(T'w), no
solo determina a la generacién que contiene a ¢ sino que también determina qué valores

7" en dicha generacién tienen la propiedad
T (w) € AgNT N (AN, ..., NT~Z5=1Ni(Ay).

Llamaremos generacion actual a aquella que contiene al 0, a la generacién anterior a
la actual, sera llamada generacion predecesora y a la generacién siguiente a la actual,
sera llamada generacion sucesora.

Reemplazando ¢ por 0 en la observacion anterior, se sigue que el conocimiento de
lo = lo(w), h = Lh(w),..., lx = lx(w) provee suficiente informacién para completar la
generacion actual. ;Podremos saber algo de la generacion sucesora?.

Sean n, Ni,..., N, € N, denotaremos s, ;j[Ny,..., Ny : @ — {1,...h,, error} con

0 < j < k a las funciones definidas como sigue

$no[ N1y oo, NiJ(w) = sp(w),
$n1 [Ny N (w) = s, (TNMw),

Snd[Nh e Nk](w) = sn(TZ§:1 Njw)‘

Escribiremos simplemente sq, S1,...,s; sin, Ni,..., Ny € Ny w € Q estén fijados.

Sea ¢ una permutacién de {0,1,...,k} que ordena de forma creciente al conjunto
{lo, 01, ..., Ik}, es decir L) < lo) < ... < loem1) < lory- Si definimos 5 = s,(), entonces
S estard bien definido siempre que el maximo de {ly,1,...,lx} sea tGnico. Diremos que
(lo;lh, ..., 1k, 5) es aceptable si {ly, [y, ..., [;} tiene un tnico maximo y 5 < ly@) — lok-1),

donde o es la permutacion anterior (ver Figura 3.8).

47



Lok = Lo(k-1)

Ls(0)

1

Figura 3.8: aceptable.

Observacion 3.5. Si (lg, 1y, ..., S) es aceptable y o es la permutacién de {0, 1, ..., k}
tal que lo) < loy < ... < lo—1) < ly@) entonces [c,d] es la generacion sucesora si

c=h,+1+5— 1l y d=hy, — lyk_1) (ver Figura 3.9).

{
§=S$no(h) + el
Thnlot-ney
? -N
= loth) { t t
z as !
Ity = Lok olk
3
Loty = Lo(k-1)
L L J T
3
Lok —t
Lo(0)
—T’\/\

Tha=low+5 ¢y

Figura 3.9:
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Ademas para cualquier i € [c, d],
;(T'w) = I;j(w)+i para todo j € {0(0),0(1),...,0(k —1)}
y lg(k) (Tiw) = lg(k) (w) +i—h,—5

De esto y el Teorema 3.2 podemos determinar que valores ¢ en la generacion sucesora

¢, d] satisfacen
T w) € AgNT N (A) N ... AT Zi=1Ni(4y).

A continuaciéon definimos cuando una generacién tiene la propiedad de ser buena.

Dados Ny,..., Ny € N, denotaremos I[Ny, ..., Ni| : Q2 — {0,1} a la funcién definida por

I[Ny, ..., NiJ(w) = ]IAOQT’NIAlﬁ..ﬂT7 SN (w).
Escribiremos simplemente I cuando Ny, ..., N, estén fijados.
Definicién 3.3. Dado € > 0, una generacioén [c, d] es llamada e-buena si
1 d k
) I(T'w) — Al <e.
d_c+1; (T"w) ]H)M( )| <e

caso contrario sera llamada e-mala.

De las Observaciones 3.4 y 3.5 se sigue que, si (lo, l1,. .., 1, ) es aceptable entonces se
puede determinar si la generacion actual y la generacién sucesora son e-buena o e-mala.
Ahora el trabajo va a consistir en reducir el estudio de [y, [y, ..., I, que determina si
T es (k + 1)-mezclante, a simplemente estudiar I, (), - . ., lo(k—1), 5 que determina si T es
k-mezclante. Primero denotemos los vectores (lo, l1,...,l) por 1y (lo,...,lk, Soy- -, Sk)

_>
por ( [ ,?); tenga en cuenta que estos valores dependen de n, Ny, ..., Ny v w.

Dado 6 > 0, diremos que [ es d-razonable si cumple las siguientes condiciones
(i) El término error ¢ {lo,l1,...,},
(i) (1= Vo) = mix{ll; — L] : 5,7 € {01, K} y j £ 7'} ¥
(iii) Voh, <min{|l; — 1| : 5,5 €{0,1,... .k} y j #j'}.
Analogamente, (7, ?) es d-razonable cuando
(i) El vector 7 es 6-razonable y

(ii) dh, > méx{sg,,S1..., Sk}
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— —
Si ( l ,?) (respectivamente [ ) no es d-razonable, diremos que es d-irrrazonable.

_)
Note que si [ es d-razonable entonces los [;’s son todos distintos, ademas si 0 < d <1
_>
y < [ ,?) es d-razonable, se tiene

s < méax{so,S1,.-., 5k}

A

>
>
3

Voh,
mfﬂ{“y - lj" 5j,j/ € {0717"'7k} YJ#],}

lo(k) - lcr(k—l) )

IN A

IN

entonces (lo, l1, ...,k S) es aceptable.
%
El siguiente lema nos dice que el conjunto de los w’s para los cuales ( [ ,?) es

d-irrazonable es pequeno en medida.

Lema 3.2. Si la transformacion de rango-uno es mezclante y 0 < § < 1, entonces para

cada n suficientemente pequeno de modo que

52

existe N,, tal que

i ({w eQ: (7, ?) es 5—2'7“mzonable}> < (k+1)0> + (k+1)0 + 3k(k + 1)V4
siempre que Ny, ..., Np > Nn
Demostracion. Primero, note que para todo 0 < j < k se tiene

p{w : lj(w) =error}) = p({w: fu(TVHNiw) = error})
= o fulw) = error))

- M(En)a
entonces
p({w :error € {lo, Iy, ..., lx,}}) < (k+Du(E,) < (k+ 1)86% (3.15)
Por otro lado, condicionado sobre el evento {w : error ¢ {lo,l1,...,l;}}, cada [; toma

valores de 1 a h,, con distribucién uniforme.

Afirmacién. Si los [;’s fuesen independientes dos a dos, entonces

p({wi =t < Vo)) <2vo oy p({wili—tpl> (1= Vo) ha}) < 2v6
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para 7,7 € {0,1,...,k},7 #j'.
En efecto, si V/oh, € Z,

i ({w =1y < \/ghn}> < <2hn\/i; 2> "

< 2V,

y si v/oh, ¢ Z,
2 Hﬂhnﬂ h
——

n

u({w;|zj—zj,|<x/5hn}> <
< 2.

Anéglogamente, si (1 —\/6)h, € Z

(R (R T R

(o1 (i) = (=1 (1= v8) ] )

h2
1 (1= vE)
< 1——-
hy, hy,
= V0.
Cuando Ny, ..., N son suficientemente grandes, los [;’s son casi independientes dos a
dos, por lo tanto existe Nn € N tal que si Ny,..., Ny > Nn entonces

i ({wi =t < Vo) <3v8 v ({wi il =1l > (1-V8) ha}) <3V,
Asi, si Nq,..., N, > N,, entonces

p({w: (1= Vé)h, < méx{|l; — ly/|} 6 Voh, > min{|l; — 1|} - j # '}
{w :error ¢ {lo, ..., ,}}) < 3k(k+1)V5. (3.16)
Desde que u(E,) < % y de (3.13), para todo j € {0,1,...,k} se tiene que

E(sj{w : l; #error}) = hy <%)

< h,o%
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Asi, de la desigualdad de Markov (Teorema 2.4), se sigue que
p({w:s; > ho}{w : lj # error}) < § para todo j € {0,1,...,k}. (3.17)
De (3.15),(3.16) y (3.17) se sigue que existe N, € N tal que si Ny,..., N, > N, entonces
i <{w eQ: <—l>, ?) es 5—irrazonable}> < (k4+1)0%+ (k+1)6 + 3k(k + 1)V/5.
O

_>
El siguiente lema esencialmente dice que si ( L, ?) es d-razonable, para 0 pequeno, en-

tonces de T, THM . THXi=Ni L de estos se mezclan mientras i recorre la
generacion actual y otros k de ellos se mezclan cuando ¢ recorre la generacién suceso-
ra. Sea o la permutacion de {0,1,...,k} tal que lo0) < lo1y < ... < o), considere los

siguientes conjuntos:

Xa(j) :{Z 1< < hn - la(kz) + lO’(O) y In,i—la(o)-l-lg(j/) - Aa(j’) para todo j,6{07 s 73\7 R k}}

Yz{i 01 S 1 S la(k) — lo(k—l) y [n’i,thrla(j)Jrla(k) g Ao(j) para todo jE{O, Cey k — 1}}

Observe que si ¢ € X,(;) entonces ¢ — [,(g) estd en la generacion actual y

k
; o(3")
Tzil”(o)w S ﬂ T i NeAg(j/).

§'=0
i'#i

Lema 3.3. Sea T una transformacion de rango-uno k-mezclante y sea 6 > 0, si n es
%
suficientemente grande, | d-razonable entonces para la permutacion o de {0,1,...,k}

que satisface ly0) < ly) < ... <lyu), se tiene

#Xo() -

— Ag i < 9 3.18
T B ]1;[ (Ao () (3.18)

§'#

Yy
k—1
#Y

-_ Ags < 0. 3.19
lo(ky = lok—1) H)M( ) (3.19)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que o = id.

Sea & > 0 tal que 5 < %, por el Lema 2.7, considere n; de modo que para ny > n; y
mo, ..., My, ..., Mg > Ny, se tiene
k ~
E | [Tplmo, ... iy, ... ome] = [ (4] | <9, (3.20)
j'=0
J'#i

52



donde I',[mg, ..., m;,...,my] : @ = R es la funcién definida por

~

k
Palmo, i, m](w) = —# 4 (| T 20" Ay 0 {w,.. T w} o

S|

o

7.=0
J'#

<

ahora escoja n suficientemente grande tal que

WE) <3y hy> 2 (3.21)

Dadoie Z tal que 1 <i < h, — Il + 1y —ni + 1, sea
Qi = {p:i<p<i+n —1, Y Lnptg+1, © Ay paratodoj’G{O,...,‘/j\,‘..,kj}}
= {p:i<p<i+m—-1, pe X}

Ahora se considera la suma

hp—lp+lo—n1+1

s=L Y 0,

i=1
Note que cada elemento de X; se cuenta exactamente una vez en X excepto

lospe X;N([L,n]Ulh, — g+ 1o —ny + 1, hy — Ui, + 1)), por lo tanto
|#X; — 2| < 2n;. (3.22)
Por otro lado, sea N : 2 — N la funcién definida como
k
Nw)=#{q¢: 0<q¢<m —1yTWe ﬂ Tl A},
§'=0
J'#j
- .

desde que [ es d-razonable y de (3.21) se tiene

l; =1y > Voh,

> (Shn >Ny,

entonces aplicando (3.20) para no = n; y ZZ/:O mj = 1l; — l;, se tiene

k
1 ~
El|—N - i . )
N =T | <3 (3.23)
J'=0
J'#i
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Afirmacién. Siw € I,,; g1y, y 1 <@ < hy — I + 1o — n1 + 1 entonces

N(EE) = #0Q;.

En efecto, si ¢ se cuenta en N (@) entonces T9(w) € T4 %' A para todo j' € {0, . .. ,5, .

asi

w e le—lj’_qu/ M In,iiy41; para todo j edo,... ,3'\, kY

se sigue que
Lyt C le’lf/’qu/ para todo j' € {0,... ,3, ook}

entonces

Lyitg-to+1, © Aj para todo j edo,... e k)

Por lo tanto ¢ 4+ q € Q;.

7k}7

Anélogamente, sea p € (@; entonces p = i+ q con 0 < ¢ < n; — 1, luego

Tty =g e Lyivq-tog+y = Inp-ig+1, entonces

TG € Ay para todo j' € {0, . .. ,5, ook}
se sigue que

T% € T Aj para todo j' € {0,... Y
Por lo tanto ¢ se cuenta en N(w), lo que prueba la afirmacion.

De (3.21) se sigue que

w(lyi) > para 1 <i < h,,.

n

De lo tltimo, la afirmacién y aplicando (3.23) se tiene

B 1— g hp—l+lg—m1+1 1 k
o > ( N ) Z n—l#Qi - H 1(Ay)
n =0

=1

J'#i

1— ’5’ 1 hn—l+lo—n1+1 k
> ( W ) > #Qi_(hn_lk+l0_nl+1)H)M(Aj’)

n
1 i=1 _
J'#j
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g k
> <1hn6> (hn = I+ 1o) [ ] m(Ay) — #X5| - |”1—1\HM
J#J
1—-6
-

1—-6 i
> (hn> #X; — (D, —lk+lol:[ ) =3 |,

1 hn—lp+lo—n1+

— Z #Q; — #X;

ny

entonces

por lo tanto

Ohy, 3ny
p(Aj)| < = + (3.24)
b =l + 1o —lkz+lo jH (1—6>(hn—lk+lo) hn =l + 1o
J'#3

%
Por otro lado, puesto que [ es d-razonable, se tiene que I — [y < (1 — \/5) h,, entonces
Vohy, < hy — I+ lo.

Asi,

Ol < 0 < 2i (3.25)

(1—5) (h — L + o) (1—’5)\/5 Ve

y, otra vez aplicando (3.21) se tiene

W _321”0 < \jz_;;n < 3%. (3.26)
Asi, de (3.25) y (3.26) en (3.24) se sigue que
7 —ﬁM(A) 5£<5—2<5
b, — e 4 1o i NIV
3'#i
Lo que demuestra (3.18). De manera analoga se prueba (3.19). O

A continuacién se presentan los Lemas 3.4 y 3.5 en cuyas pruebas se usa el Lema2.6

para mostrar un nimero ) que depende de € y dice que si conocemos k valores de los

95



k+1 valores ly, l1, ..., l; entonces a lo més hay 2@ valores para el [; faltante que hace a la
generaciéon actual e-mala y si conocemos los k41 valores entonces a lo més hay 2@ valores
para s que hace a la generacién sucesora e-mala; en conclusion si conocemos k valores
de Iy, l1,. .., 1, entonces a lo méas hay 4Q? valores para 5 que hace a ambas generaciones

e-malas.

Lema 3.4. Sea T una transformacidon de rango-uno k-mezclante, e > 0y j € {1,...k—1},

si 0 > 0 es lo suficientemente pequeno tal que

Vo

54+
+1_6<5

entonces eziste Q € N de modo que sin € N es lo suficientemente grande tal que u(E,) < §
y que cumpla las condiciones del Lema 3.3, si o es definido por ly) < ... < ly), st
T, lg0)s -5 lo(j=1), lo(+1) - - - lo(r) SON conocidos y se sabe que _l> es 0-razonable, entonces
existen menos de 2Q) valores posibles para l,(jy (entre lo;—1y Y lo(j+1)) tal que la generacion

actual es forzada a ser e-mala.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que o = id.
Del Lema 2.6, escoja () tal que para cualquier sucesion de ) enteros ni,ng,...,ng se

tiene

E(|T ~ p(A)]) <6, (3.27)

donde I' : Q2 — R esta definido por

1
MNw) = é#(Aj N{T"w, Tw, ..., T"w}).
Se va a suponer lo contrario, es decir que que se pueden tener 2() opciones ny, na, . . ., N2g
de valores para l; entre [;_1 y [ 11, tal que (lo, ..., lj_1,1;, L1, . .., ;) fuerza a la generacién

actual a ser e-mala. Para cualquier eleccién de [;, considere el conjunto
O, ={i:1<i<hy—lp+1lo;In; € Aoy Lnjsi;—10 € Ajy oo Dnistp—1o C© Ar}
Note que un entero i’ en la generacién actual [1 — Iy, h,, — Ii] cumple que
T'we Agn.. . NT ZieoMA. . AT ZieoNeg,

si y solo si
[n,lo+i' - AO) s 7In,lj+i’ - Aj7 ey In,lkJri’ - Ak7
es decir, si y sélo si [ + @' € 0, entonces

> IT'w) = #6),,

i'=1—lo
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asi, la generacién actual [1 — Iy, h,, — li] es e-buena si y sélo si

k
1
— _#p, — A <
entonces, para 1 < p < 2@ se tiene
1 k
——#0, — A > e,
por lo tanto, ya sea que, hay () valores para p tales que
1 k
——#0, — Ay) > e, 3.28
T A ]Houm e (3.28)

0, hay @) valores para p tales que

1

k
w0, — T wAy) < —<.
AL gu(g)< e

En cualquier caso, la prueba por contradiccion es esencialmente la misma. Suponga sin

pérdida de generalidad que (3.28) se tiene para 1 < p < @. Considere el conjunto
X={i:1<i<h,—l+1ly iyt -1, © Ay para todo j € Ao,... ,3. .k}
Observe que para cualquier valor de [; escogido
0, € X.

Luego, considere la funcién ¢ : X — N definida como

Q
c(i) =) T, (i),

es decir, ¢(i) cuenta los p € {1,...,Q} para los cuales i € 0, , entonces de (3.28) se tiene
Q
o) = D #6n,
i€X p=1

> Q(hn — lk + lo) (H /L(Aj/) + 8) y (329)

también se tiene que si ¢ € X, entonces ¢ € 0, si y s6lo si I, j1n,—1, © A; y esto sucede
si y solo si
T o], C A,
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Asi, parai € X yw € I,,;

(TG =#{p: 1 <p<Qy T "% e A;}. (3.30)

HM@

Desde que u(E,) < 9, se sigue que para cada i € {1,2,...,h,}
1—

(o)

Puesto que T tiene la misma distribucién que @, de (3.27) y (3.30) se sigue que

E
> ( h‘f) ' ac(z) — u(A))
- () (sgo-woea]
= (1;;5) ”% C(Z)] —HM(A )(hn = 1 + 1)
1-6\ [{
- (50 | TL o = ot ) = #x0mc1) (331)
De (3.29) tenemos
Q Z H WA ) (hy — e+ lo)| > e(hp — Ik + 1o) (3.32)
y de (3.18) se sigue que
J[[()M(Aj/)(hn — U+ lo) = #(X)u(4;)] = p(A))(hn =l + o) 1_[0 %
i'#i
< O(hy — g + o). (3.33)

_>
Por hipdtesis tenemos que [ es d-razonable, entonces (1 — \/5) hp, >l — g, asi

hn_h%k‘i‘loz\/g’
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de esto, de (3.32) y de (3.33) en (3.31) tenemos
5>C%%[%;%J?QWMW—mm)
- (520 | TL et = o+ X))
(1};5) (e = 6)(hn — U + o)
> V61 —0)(e—6).
De aqui se sigue que

Vo

6<m+(5,

lo que se contradice con la eleccion del § tomado. O

Lema 3.5. Sea T una transformacion de rango-uno k-mezclante, € > 0, si 6 > 0 es lo

suficientemente pequeno tal que

0 < L +4)<5
Vo—§\1-96

entonces existe Q € N tal que sin € N es lo suficientemente grande tal que p(E,) < §
y que cumpla las condiciones del Lema 3.3, entonces si lg, ..., l; son conocidos y se sabe

— ~
que ( [ ,?) es 0-razonable, entonces existen menos de 2Q) valores posibles para s (desde

- ~ ~
que suponemos ( [ ,?) d-razonable solo se considera los valores s con s < dhy,) tal que

(loy ..., lk,S) fuerza a la generacion sucesora a ser e-mala.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que [y < l; < ... < [ entonces
5= Sk-

Del Lema 2.6 escoja () tal que para cualquier sucesion de () enteros ny,no, ..., ng se tiene
E(I0 = u(AW)]) < 6, (3.34)

donde I' : 2 — R esta definido por

1
I'w) = é#(Ak N{T"w, T™w, ..., T"w}).
Se va a suponer lo contrario, es decir que se puede tener 2¢) opciones ny,no, ..., nyg de

valores para s, todos menores que dh,, cada uno de los cuales fuerza a la generacion
sucesora a ser e-mala.

Para cualquier eleccion de s, considere el conjunto

0, = {Z DSk + 1 S 1 S lk — lk—l; In,i-i—hn-l-lj—lk g Aj para todo 0 S] <k y [n,i—sk g Ak}

Sk

29



Luego la generacién sucesora [h, + 1 + s — lg, hy, — lx_1] es e-mala si y sélo si

‘(lk_lk 1_3k) #esk HM

De manera andloga al Lema 3.4 asuma que para 1 <1 < () se tiene que

k
L, LAy > e (3.35)
=0

le =l — i
Considere el conjunto

Y={i:1<i<Ul—l—1; Lnith,+i C A para todo 0 < j < k},

ik
entonces para cualquier ¢ se tiene que

i€l siysdlosii ey, i>s,+1y [, C A (3.36)
Ahora considere los subconjunto

0, = 0, \{i:1<i<0dh,

k

y Y = Y\{i:1<i<dh,},
entonces si s < dh, de (3.36) se tiene que
i€ §Sk siy sblo sii e EN/, V Lnios, C Ay (3.37)

Luego, considere la funcién ¢ : Y — N definida como

Z]I% (i),

entonces de (3.35) y desde que n, < dh,, para cada p con 1 < p < (), se sigue que

Q ~
o) = > #bn,

icYy p=1
Q
> > (#0,, — 6hy)
p=1
Q k
> Z((Zk—lkl—np (HM )—5hn>
=1 7=0

> ((zk — lj_1 — Ohy) (H n(A;) + 5) - 6hn> Q. (3.38)



Suponga que ¢ € 37, entonces de (3.37) se tiene que i € gnp si y solo si
Tinp[n,i g Ak
Asi, para i € Y ywel,;

=N I (T7@) = #{p: 1< p < Qy T7™& € A (3.39)

Desde que u(E,) < 9, se sigue que para cada i € {1,2,...,h,}

) = 2
De (3.34) y (3.39) se sigue que
6 > E(|I'—p(4))
(57) X et =t
1-0\|1 -
> (59 |5 S~ #7 )l
. (1h—né) { % Zc(z) — (Iy = ly—1 — Ohy) HM(AJ) — 6hy, HM(A]-)]
(5 ) e [T = 0 - (5527) Jutan) () - #49)]
(3.40)
De (3.38) se tiene que
Z — (I — ly—1 — Ohy,) UOM ) > e(ly = Ly — Ohy) — Oy,
Asi
ch (Ix — lp_1 — Ohy,) Uo“ > e(ly — lg—y — 6hy) — Ohs,. (3.41)
Por otro lado, aplicando (3.19)
k k
(= te) [T 4 = #0A0)| = (A0~ 1) T cay) - 202
] < /L(Ak>(lk — lk_l)(sj (342)
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De la definicién de Y se sigue que
#(Y) = #(Y)| < 6hy. (3.43)

Juntando (3.41),(3.42) y (3.43) en (3.40) se sigue que

5 > (1h— 5) (s(zk — lp—y = Oh) — Ol — Ol | [ (A7) = 0l — i1 )u(Ax) — u(Ak)éhn>

Jj=0

> (1 - 5) (8(\/Shn — 6hn) — 6y 5hnﬁu<Aj> = (1 = Vo)hupu(Ar) - “(Ak>5hn>

J=0

e(V6—68) =0 —38—6+0Vou(Ay) —90)

\%
—~
—
|
>,
~—
—~~

> (1 —=10)(e(V6 — 8) — 40)

Asi
0 ( ! + 4) >
&,
Vo —a\1-9

lo que se contradice con la eleccion del § tomado. O

El siguiente lema nos dice que la probabilidad de que l,(1), ..., l;(k—1) tomen determi-
nados valores no varfa mucho a la probabilidad de que l,(), . . ., ly(x—1) tomen esos mismos

valores pero ya fijando los valores de o) ¥ So(k)-
Lema 3.6. Sea T una transformacion de rango-uno k-mezclante, se cumple
1. Bajo la condicion l; #error, l; es independiente de s; para todo 0 < j < k.

2. Para cada permutacion o de {0,1,...,k}. St § > 0, existe My € N tal que si
Ni,..., N, > M, entonces

n{w oy = a1y oo o1y = ar—1 }{w = Loy, Soi})
—p{w i oy = a1, lor-1) = g1 )] <9,
para todo a.
Demostracion.

1. Por definicién s; es el nimero de b’s entre el n-bloque que contiene a T30 Ney y
el siguiente n-bloque, es decir que depende de N; ..., N; y n; mas no depende del

nivel en que se encuentre, osea no depende de [;.
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—
TNi+-+Nj ¢y

Figura 3.10:

2. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad que ¢ = id, en tal caso queremos

probar que

p{w:li=a1,... . lgm1 = a1 FH{w Ik, sk}) —p{lh =1, ..o ki1 = ag—1})| < 6.

Sabemos que 0 < p(FE,) < u(E7) < 1, entonces

1 1
< .
L= p(En) = 1= p(Ey)
Como T es k-mezclante, existe My € N tal que si Ny, ..., Ny > M, entonces
k—1 k—1
-3 —3k 1 — p(Er)
L <m T 20-1 NZIn,aj NT 2i—1 Ne[n,%) — ,u([n,lk) H,u([n,aj) < h—n(s
Jj=1 j=1
(3.44)

Luego

p{w:li=a1,... ko1 = g H{w ey si ) —p({w b = aq, oo lgmr = a1 })|

p{w :l=oq, o lemr = agot, by, si}) ‘
= —pw:lh=ay,..., k1 =ap_

| (e i) plsh Z e )
_ ‘,u({w ch=ag,.. b =ap 1, L Pp({w : si})

p{w b pp({w : sk}

—,u({w . ll =, ... ,lk,1 = Oékfl})’
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_ ‘u({w chh=ag,. ey = ap_1, k)
pfw: Ik})
p{w:l =aq,..., g1 = a1 P p{w : Ik })
p{w : Ik})

p({ww € M TSV d o, N TS0} ) = lg,) T ()
L (1= u(Ey)

p (G2 T2 N, N TS N ) = D) T )
w1 = u(E,)

Observacion 3.6. De la demostraciéon del lema anterior, también se obtiene

pw{w:h=a1,.... ki =ap 1 }{w: k}) —p{w:Lh=a1,..., lk-1 = ap_1})| <0,
siempre que Ny,..., Ny > M.

Lema 3.7. Sea T una transformacion de rango-uno mezclante y 6 > 0 entonces para

n € N suficientemente grande,
p{we:s; =i}) <é
para todo 1 y para todo j € {0,1,... k}.

Demostracion. Sea m € N tal que

1<(5
P 2

y sea [ = I, el primer nivel de la m-torre, entonces

N

1
pu(l) = h—u(m—torre) <

m
Como T es una transformacién mezclante, podemos escoger L tal que

w(TH)NI) < g—i-,u(])2 < 6 para todo L > Ly.

Asi
p({w € I:T*w € I}) < § para todo L > L. (3.45)

Ahora, se considera n > m tal que h,, > Ly entonces para cualquiera de estos n tenemos
p({w € Q:s;=1i}) < 0 para todo i y todo j € {0,1,...,k}.
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En efecto, como s; no depende en que nivel de la n-torre se encuentra TN+ +Niy, se
puede asumir que esta en I puesto que, por ser n > m, I es unién de niveles de la n-torre,

asi
p{w: s; =i}[{w : s; estd definido }) = p({w : s; = i}[{w : TV HNiy € I}).
Si s; = ¢, entonces
T Fi(TNt-tNig) € I, siy sélo si TN 4N, e I,
Asi, si TM++Niy € T entonces T+ (TN+-+Nig)) € I, por lo tanto

p{we:s;=i}) < p({w:s; =i}|{w: s; esta definido })
p{w: sj =i} {w : TV Ny € T})

< p{w : T (TN ) € TH{w s TNy € TY)

< 0

donde la tltima desigualdad se sigue de (3.45). O

Teorema 3.3. Sea T una transformacion de rango-uno k-mezclante ye > 0, existe ng € N
tal que para cada n > ng la probabilidad de que w se encuentre entre n-generaciones o
que ambas, la n-generacion actual y la n-generacion sucesora sean c-malas es menor que

g, cuando Ny, ..., Ny > M, para algin M,.

Demostracion. Considere 6 > 0 lo suficientemente pequeno tal que obedezca las condi-

ciones de los Lemas 3.4 y 3.5 y ademds que
(k+1)8% + (k+ 1)(1 +24(k — DENS + 3k(k + DV < ¢ (3.46)

Sea ¢ una permutaciéon cualquiera de {0,1,...,k} y j € {l,....,k — 1}

diremos que  (ly(0),-- s lo(i—1)s loj+1) - - - > lok), So(r)) €5 doblemente malo si
looy < v < log—1) < log+1) < ... < lou) y si existe un valor para [, tal que
lg(j_l) < lg(j) < la(j—l—l) Yy (lg(o), .. ,lg(j_l), la(j), lg(j_H) ey lo‘(k)7 Sg(k)) es d-razonable (es

decir que existe s,(;) tal que ( ,?) es 0-razonable), pero ambas, la generacién actual y

la generacién sucesora son e-malas.

Considere los siguientes conjuntos

Z = {w: (_l>, $) es d-irrazonable}

Zoj = {w: (o) logi=1), lo(i+1) - - -+ lok)s So(k)) €s doblemente malo}.
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Donde ¢ varfa en el conjunto de permutaciones de {0,1,...,k} y 7 € {1,...,k — 1}, es

decir, los Z, ; son un total de [(k — 1)(k 4 1)!] conjuntos.

Observe que si w evita estos [(k — 1)(k + 1)! + 1] conjuntos entonces w esta en una
generacién y esta generacion o la generacion sucesora es e-buena. Entonces la prueba va
a consistir en encontrar ngy tal que para n > ng existe M, tal que si Ny,..., Ny > M,
entonces Ny, ..., Ni,n fuerzan a estos conjuntos a ser pequenos.

Escoja @ y ng tales que si n > ng, la conclusién de los Lemas 3.4 y 3.5 se cumplan para
este (), también que ,
pu(En) < ﬁ

y que se cumpla el Lema 3.7 pero con § reemplazado por %.

Luego escoja M, tal que si Ny,..., Ny > M, entonces se cumplen los Lemas 3.2 y 3.6
~1
s -5
en este tultimo se reeplaza § por ﬁ <1h_n> .
Si fijamos n > ngy Ny, ..., N > M, por el Lema 3.2 se tiene
w(Z) < (k+1)6% + (k+1)6 4 3k(k +1)V5 (3.47)

Ahora se va a calcular (1(Z;q,). Por el Lema 3.4 hay menos de 2@) valores para [; tal
que lp < Iy <ls, (lo,ly,...,l;) sea d-razonable y que la generacién actual sea e-mala. Una
vez escogido 1, por el Lema 3.5 hay menos de 2() valores a escoger para s (en este caso sx)
tal que (lo,l1, ..., Ik, Si) es razonable y para el cual la genercién sucesora es e-mala. Asi,
sily <ly <...<I hay alo més (2Q)(2Q) = 4Q? valores de s, tal que (lo, la, . . -, 1, S1)

es doblemente malo.

Suponga que ly, ls, . .., [, son conocidos, digamos [; = a; para todo j € {0,2,...,k}.
Sean dy, ds, . .., dsyg2 los 4Q* valores incluyendo los valores de s; donde (lg, la, ..., Iy, sk)
es doblemente malo. Recuerde que escogimos ng tal que si n > ng, se cumple el Lema 3.7

con ¢ reemplazado por &. Para tal n

)
p{w:sp =d;}) < 0 para todo 4, 1 < i < 4Q? (3.48)
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Por otro lado se tiene

p({w : sg=d;, ly=ag, la=as, . .., lx=a;})
p{w : lo=ag,ly = ag, ..., lr=ax})

p({w : sp=d;}{w : ly=ag, lo=as, ..., lx=ar}) =

_ p{w : lo=ao, lo=as, ..., l_1=ap_1 }{w : lk=ak, sp,=d;} ) p({w : ly=ay, sg=d;}) (3.49)
u({w . l():ao, lgzag, ey lk:ak}) '

Puesto que los eventos I = ag, s, = d;, son independientes bajo la condicion [, # error,

se sigue que

p({w : lg=ay, sp=d; }|{w : lk#error}) = p({w : ly=ax }|{w : lx#error})
p({w : sg=d;}{w : l#£error}) (3.50)

Pero {w : Iy = a} C{w : lx £ error} y {w: sp = d;} C {w : Il # error} entonces en
(3.50) se tiene

p{w : . = ag, s, = dy, I, # error})  p({w : Iy = ag, lx # errory)
uw({w : lx # error}) B p({w : g # error})
pw{w : ss = d;, lx # error})

pw({w : lx # error})

Asi

pw b = ar})p{w : s = di})
p({w : lx # error})
< 2u{w:ly = arp)p{w : sgp = d;}) (3.51)

p{w : Iy = ap, s, = d;}) =

donde la tltima desigualdad se sigue desde que p({w : Iy # error}) > 3. Usando (3.51)

en (3.49) tenemos

p{w:sp =d;i}{w : lo = ap,la = ag, ...l = ax})

{w : ly=ag, lb=as, ..., lx_1=ap_1}{w : lk=ar, sg=d; }) p({w : lk=ar})p({w : sp=d;})
p({w : lo=ag, la=as, . .., ly=a;})

2u({w lo=ag, la=as, ..., l_1=ap_1 }{w : ly=ay, sp,=d;})p({w : sp=d;})

p({w : lo=ap, lo=as, ..., ly_1=ak—1 }|{w : ly=ax})

_ 2#(

(3.52)

Recuerde que M, se escogié de manera que si Ny,..., Ny > M, entonces se cumple el

k—1
Lema 3.6 con ¢ reemplazado por i (%S) , entonces
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pw{w:ly = ag,lo = asg, ..., Ll }{w : I = ag, s, = d;})

1 (1-0\""
< ,u({w:lg:ao,lg:ag,...,lk1})4—%( h,n )

= p{w il =ag,.. la}{w: lo = aoh)p({w : lo = ao}) + i <17;6> _

< st (stoctm ot (2 ) o ()

= p{w:ly=aP)p({w:la=aq, ..., l1_1}) + % (1h_n(5> _ (14 p({w:lo=ap}))

Siguiendo asi por induccién y sabiendo que

u({w:zo:ao}>=...=u<{w;zk:ak}>:1—5_:%)

se tiene que

pw{w:lo = ag,lo = as, ..., 1 }H{w : l = ag, s, = d;})

k—1 k—2
<<mwwwwdw*+i(jf) > wlferly = ao)

< Gt =a) 4 (B0) -

< (=l g (5]
< Sl b = g}

Analogamente, se tiene

. k—1
o= oty = e Mo =) > Gl = byt - 3 (1)
> 2l Iy = ag))*!

De esto y (3.48) en (3.52) tenemos

p{w sy =dif{w 1 lo = ap,la = ag, ..., [y = ar}) < 2-
60
02
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Para que (ly, l, . . ., li, si) sea doblemente malo , donde [; = a; paracada j € {0,2,...,k},
es necesario que s, = d; para cualquier 1 <14 < 4Q?. Asf por (3.53)
60

0 4Q* = 246

w{w: (lo,la, ..., lk, sg) doblemente malo}|{w : lp=aq, la=as, ..., l1=a;}) <

donde los a; son arbitrarios, por lo tanto p(Z;q1) < 240.

Anélogamente se sigue p(Z, ;) < 249 para toda permutacién o y todo 1 < j <k — 1.
De esto, (3.46) y (3.47) se sigue que

” (z iy zg,j) < W2+ )

J?j

< (k4+1)8+ (k+ 1)+ 3k(k + 1)V6 + [(k — 1) (k + 1)!]246
= (k+1)0%+ (14 24(k — D)kDS + 3k(k + 1)V§

< €

]

Teorema 3.4. Sea T una transformacion de rango-uno k-mezclante ye > 0, existeng € N
tal que para cada n > ng la probabilidad de que w se encuentre entre n-generaciones o que
ambas, la n-generacion predecesora y la n-generacion actual sean e-malas es menor que

g, cuando Ny, ..., Ny > M, para algin M,.

Demostracion. La prueba es analoga a la del Teorema 3.3 teniendo en cuenta la Obser-
vacion 3.2 la cual dice que también podemos definir el nimero de b’s entre el n-bloque

que contiene a wy el n-bloque anterior. O
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Capitulo 4

En transformaciones de rango-uno,

2-mezclante implica k-mezclante

El resultado principal de la tesis se presenta en este capitulo, Seccion 3.2, la prueba
serd hecha por induccién, de modo que primero probaremos que k-mezclante implica

(k + 1)-mezclante.

4.1. En transformaciones de rango-uno, k-mezclante
implica (k + 1)-mezclante

En esta secciéon vamos a suponer que la transformacion de rango-uno ya es k-mezclante
para algin k > 2 y probaremos que también es (k + 1)-mezclante, asi el objetivo es

encontrar My € N tal que si Ny,..., Ny > M, entonces

k
p(AoNTN A L TN AN ALY — TT u(4y)

J=0

es pequeno.
Se empezara por encontrar una sucesion de términos, el ultimo de los cuales es Mj.

Primero fije € > 0, y sea g € N un ntiimero par de modo que

g
1 3
— | <, 4.1
(1) <2 (4.)
considere )

€

5= (_) . (42)
g

Ahora se define una sucesion de (g + 1) nimeros enteros ng, ny, . .., n,, de la siguiente

manera; para empezar escoja ng mayor que el encontrado en los Teoremas 3.3 y 3.4 , con
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e reemplazado por el ¢ de (4.2). Para i < g escoja n;11 > n;, lo suficiente, tal que

62Ny, > B, (4.3)

Ti+1

donde h,, es el tamano de la n-torre. Observe que n; > ny para todo 0 < i < g y por lo

tanto mayores que el de los Teoremas 3.3 y 3.4, con € reemplazado por 9.

Ahora se va a escoger el My. Sean j # j" ambos en {0, 1,...,k} y algtin n fijo, puesto
que la transformacién 7" es 2-mezclante entonces [;(n, Ny, ..., Ng) y l(n, Ny,..., Ni) son
casi independientes a medida que Ny, ..., N, crecen, en particular, sil; y l;; fuesen valores

completamente independientes entre 1 y h,, entonces
p{w |l = 1y] < 2eh,}) < 4e.
Asi, existe M, suficientemente grande tal que si Ny,..., N, > M,
p({w |l (ni, Nuy ooy Ni) — Lj(ng, Ny, ..., Ni)| < 2ehy,, }) < 4e (4.4)

para todo j # j" ambos en {0,1,...,k} y todoi € {0,1,...,g}.

Dado i € {0,1,..., g}, considere los siguientes eventos
Gi1 = {w:w estaentre (n;, Ny,..., Ni)-generaciones}.
Gia = {w:la (n; Ny,..., Ny)-generacion actual y la (n;, Ny,. .., Ni)-generacion

sucesora son d-malos}.

Gis = {w:la(ng Ni,..., Ni)-generacién actual y la (n;, Ny, ..., Ni)-generacién

)

predecesora son d-malos}.
Sea GY a la unién de estos eventos, es decir
0
Gi - Gi,l U GLQ U Gi’g.

Se sigue de los Teoremas 3.3 y 3.4 que si My es lo suficientemente grande entonces para
Ny,..., N, > M,
w(GY) < 28 para cada i € {0,1,...,g} (4.5)

Se toma My lo suficientemente grande tal que se cumpla (4.4) y (4.5), de ahora en adelante

consideraremos Ny, ..., N, fijos mayores que M.
Definicién 4.1. Sea S C Z finito. Diremos que S es w—bueno si
1 k
—— Y I(Tw) — || u(A)] <9,
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donde I : Q — {0,1} es la funcién definida por

[(w) =1 k (w)

AonT~-N1 A N.NnT 2j=1 N Ay,

Vamos a decir que S es bueno si w esta fijado.

Se sigue de la definicién que una n-generacion d-buena para w es un conjunto, en este
caso un intervalo, w-bueno, ademas, la union disjunta de conjuntos w-buenos es w-bueno,

en efecto, pues si S, R son buenos entonces

k

m > I(Tw) - HH(AJ')

1€SUR 7=0

1 . k 7, k
S ZEUR <;I<TW>_#(S)H<Aj> - ;I(T w)—#(R)E)(AQ)
< TS+ HRD)
— 4.

Sea L = hy,, se va a probar que p(AoNTN AN, . .NTN Nk ALy esta cerca de Hf:o 1(A;)
encontrando, para la mayoria de w’s, un subconjunto ‘grande’ de
{0,1,...,L — 1} el cual es bueno (por grande se refiere a que su cardinal estd muy serca
de ser igual a L). Ahora, para cada w, se va a construir una sucesién de particiones del
conjunto {0,1,...,L — 1} en tres subconjuntos, cada particién usada para construir la
siguiente, tal que para la mayoria de w’s uno de los conjuntos en la ultima particiéon es

nuestro conjunto grande y bueno buscado.

Sea

(Jg (W), Jg(w), T3 (w)), (Jg_1 (@), Jg_1 (@), Jg_1 (@), - - (Jo (W), Jg (), J5 (w))

la sucesién de particiones en tres conjuntos de {0,1,..., L — 1} construidos en este orden
por induccién. Se Denotara J}, JZ, J? en vez de J} (w), J?(w), J3(w), cuando w estd fijado.

Primero se considera

J=J=0yJ; ={0,1,...,L—1}.

SeaJ; = {R C J!\; : R es n;-generacién d-malo para w y #R < dhy,, } para0 < i < g—1;
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entonces se define

Jg_l = {RC J; . R es n,_1-generacién d-bueno para w},
Jg{1 = {q€ J; : ¢ no esta en ninguna n,_j-generacién para w} U J,_1

1. ‘ ‘s . 1
U{q € Jg : ¢ esta en una ny_j-generacion para w que intersecta a Jg

pero no esta contenida en ng} y

Jiy = {01, L=1}\(JZ,UJ ).

#< Bhng,1
—
Z : ;
cli, i, cli, cIi, cJi, cJi, cJ?

Il 7, i -generacién 5-mala para w

Il 7, i -generacién 5-bueno para w
Il enteros entre 1, -generaciones

Figura 4.1:

3 ‘ :
Ahora suponga que J}, |, J2,, J2, ya estdn construidos, entonces se define

J} = J2,U{RCJ. : R esn;generacién -bueno para w},

J? = J1'2+1 U{q € J.;: ¢ no esta en ninguna n;-generacién para w} U J;,

Jb o= {0,1,...,L—1}\ (JFUJ}).

(A
Observacién 4.1.

1. Para el caso particular de ¢ = g — 1 la definicién de J3—1 varia ligeramente en

comparacién con J? para 0 < i < g — 2.

2. El conjunto JQQ_1 U J;’_l, es unién de n,_;-generaciones, los enteros entre (g — 1)-
generaciones y las n,_;-generaciones incompletas, que a lo mas son dos, que estan
en los extremos de {0,1,..., L — 1}. El complemento de esta unién, J, ! |, es unién
de ny_;-generaciones, cada una de estas es unién de n,_s-generaciones con enteros
que estdn entre n,_s-generaciones; continuando por induccién se tiene que cada J}

es uniéon de n;-generaciones.

3. Se ver, por induccién, que J? es unién disjunta de n;-generaciones §-buenos entonces

se sigue que J? es un conjunto bueno. En particular J3 es un conjunto bueno.
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El objetivo es establecer que para la mayoria de w’s, J3(w) es el conjunto grande y
bueno buscado que se menciond anteriormente. Por lo tanto solo resta establecer que para
la mayorfa de w’s el J3(w) es grande.

Dado i € {0,1,..., g}, considere el siguiente evento

C? = {w:la n;-generacién predecesora, la n;-generacién actual o la n;-generacion

sucesora para w es de tamanio (cardinal) menor que €hy, }.
Observe que de la definicién de C} se tiene
C? C{w: |lj — Iy < 2¢h,, para algtin par j # j'6 l; < €h,,, para algtn j}. (4.6)

Dado j fijo, tenemos que
NJ({W : lj < ghnz}) ~ &,
asi

p({w : l; < ehy, para algin j}) ~ (k+ 1)e; (4.7)

por otro lado, de (4.4) se tienes que
p({w i |l; = ly| < ehy,, para algin j,j'}) < 2k(k + 1)e, (4.8)
entonces, de (4.12), (4.7) y (4.8) se sigue que
w(CH) < 2k + 1) (k + 1)e. (4.9)
Puesto que T es una transformacion que preserva medida, se sigue que
u(Ch) < (2k + 1)(k + 1)e, (4.10)

donde Cf = {w : T € C?} para cualquier ¢ € Z.
Considere la funcion €; :  — N definida como

L-1

Q:i(w):Z]ICqu:#{q: 0<¢<L-1yweCCi}

q=0

o

De (4.10), se tiene

[y

S

g—

1981
¢l = =S =E(e,
) 15" L sie

~>w(et)
< @kt D)k+ 1),

Q |~
<
Il
=

IN
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asi, de la desigualdad de Markov (Teorema 2.4) se sigue que

w <{w: FZ_:% -(w)] > f}) < (2k+ 1)(k + 1)y/z. (4.11)

Ahora, considere el evento

DY = {w:w estd en una n;-generacion de tamafo menor que dh,,, }.

Observe que de la definicién de DY se tiene
D} C{w:l; < 6h,, para algtn j}. (4.12)

Como
p({w : l; < dhy,, para algin j}) ~ (k + 1)0,

entonces, definitivamente
p({w : l; < Oh,, para algin j}) < (k + 2)0. (4.13)

Considere la funcion ©; : Q — N definida como

L1
@i(w):ZHDgw:#{q: 0<¢<L-1ywe D},

q=0

donde D! = {w : T% € DY} para cualquier ¢ € Z, entonces de (4.13)

(Z ) okt 2)8

" ({w: EgZ%@i(w) \/3}> < (k+2)V5. (4.14)

Analogamente de (4.5), si definimos &, : 2 — N como

QI»—

y asi

L-1

QSi(w):Z]IGgw:#{q: 0<¢<L-1yweG]},

}) < 2V3. (4.15)

198 1
g =0

entonces
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Definicién 4.2. Diremos que w es especial si

Ve y

|
(]
|
L
€
N

De (4.11), (4.14) y (4.15) Se sigue que
i({w : w no es especial}) < (2k + 1)(k + 1)v/E + (k + 4)V6 < (2k* + 4k + 5)/e. (4.16)

El siguiente lema establece que si w es especial entonces su respectivo J3(w), que ya

sabemos que es w-bueno, es grande.
Lema 4.1. Si w es especial entonces J3(w) es grande.

Demostracién. Sea w un punto fijo especial. Probaremos que Jj es grande, probando que

J¢ v J& son pequefios.

1. Probaremos que JZ es pequeiio.

Sea ¢ € {0,1,...,L — 1}, diremos que ¢ es anadido a J? si ¢ € J?\ J2 ,, luego se

tiene
g—1 g—1 g—1
U(Jz'2 \ Ji2+1> = U Ji2 \ ﬂ Jz'2+1
i=0 i=0 i=0
= B\ J:
— Jg,

entonces J2 es exactamente la unién de los enteros anadidos a J? para algin
ie{0,1,...,9—1}.

Ahora, si fijamos ¢ en {0,1,..., L — 1} anadido a J?, entonces

a) Si g estd en una n;-generaciéon de tamano menor que dh,,, entonces se tiene

que w estd en DJ. Asi, el nimero de enteros anadidos a J? que estdn en una

n;-generacién de tamano menor que 0h,,, para algin ¢ € {0,...,g — 1} es a lo
mas
g—1
gi(w)a
=0



de (4.2) y desde que w es especial, se tiene

g—1

> Dj(w) < VogL =¢L. (4.17)

1=

b) Si g estd entre m;-generaciones entonces se tiene que w estd en GY. Asi, el
nimero de enteros anadidos a J? que estdn entre n;-generaciones para algtin

i€40,...,9—1} es alo mas

9
I

®;(w) < eL. (4.18)

Il
=)

7

c¢) El nimero de enteros anadidos a Jg_l que estan en las n,_;-generaciones in-
completas que intersectan a {0,1,...,L — 1}, pero no estan contenidas en
{0,1,...,L — 1}, es menor que 2h,,_,, puesto que a lo mas son dos. De (4.3)
se tiene

2hn,_, < 26%h,, = 26°L.

Ng—1

Asi, de los items anteriores tenemos

#J; < (26% +2¢)L < 4eL. (4.19)

. Probaremos que Jj es pequerno.

Como ya mencionamos, para cualquier i € {0,1,...,9 — 1}, J}H consiste de
ni+1-generaciones, todas estas de tamanio mayor o igual que oh,, ., ya que por
definicién las de tamafio menor que dh,,,, estdn en JZ, 6 J2,,.

MNi41 7

.7 . . . 1 . .
Sea R una n;;i-generacion fija, arbitraria, en J;, ;. Si Hyr = # I entonces

Hyp > 6h (4.20)

41"

Sea

Hi r = #{r € R: r no esta en ninguna n;-generacién}.

Si ordenamos las n;-generaciones, contenidas en R en pares
Ry, Ri2,Ro1, Rop, R31, R32, ... ;

y si en caso el numero de n;-generaciones contenidas en J es impar llamamos a la

ultima R,.

7



Figura 4.2:

Sea

HZ,R = #R()a
si el numero de n;-generaciones contenidas en [ es par entonces Hop = 0.
Evidentemente

Hyp < hy,, (4.21)
entonces

Hop—Hip— Hyp=# U(Rt,l UR;o2).
t

Sean

Hsp = #{reR: re Ry UR;, tales que R;; y R;2 son d-malos},
Hyrp = #{re R: r € Ri1UR;, tales que R;; 6 R es de tamano

menor que €hy,, }.

Observacién 4.2. Note que Hsp y Hypr pueden contar a los mismos pares de
neracion urrird en u r un 1 ‘9 n o-m
eneraciones, esto oc 4 en el caso que para al t, Ri1 y Rio sean d-malos

alguno de ellos de tamano menor que €h,,,.

Si en R retiramos los enteros que estan entre n;-generaciones, retiramos Ry si es que
existe y retiramos los pares de generaciones en que ambos son d-malos o en el que
al menos uno de ellos es de tamano menor que ¢h,, y llamamos a lo que resta F.
Entonces

#E > Hor — Hir — Hyr — H3 r — Hyp, (4.22)

donde no siempre se tiene la igualdad debido a la Observacion 4.2.
Fijemos R;1,R;2 C E, por lo tanto ambos de tamano mayor o igual que eh,,, y

sea 1) la permutacién de {1, 2} tal que Ry, es siempre una n;-generacién d-bueno.

Puesto que R}, (2) es de tamano menor que h,,, se sigue que

#R 1) S _€
#Ri1 +#Ro ~ 14¢
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Puesto que, por definicién de J3, Ry ) C J? y como esto se cumple para cada par
de n;-generaciones en E entonces

€
1+e

Si ahora hacemos variar R entre las n;;i-generaciones en J} | tenemos

#(RN Jf’) > (Hop — Hip— Hyp— Hs g — Hy).

1 3y > _©
#(Ji N J7) > T

Z(HO,R - HI,R - HQ,R - H3,R - H4’R). (423)
R
Ademas
#J5 = Hon. (4.24)
R
Sear € J},

a) Sir es contado por Hy g entonces se tiene que 77w estd en G ;.

b) Sir es contado por Hj r entonces se tiene que T"w estd en G2 6 en G, 3.

Asi, si r es contado por Hyp + Hspr entonces se tiene que w estd en GJ,
se sigue que

> Hig+ Hyp < ®;(w). (4.25)
R
De (4.3), (4.20) y (4.21), tenemos

H27R < hnl < 52h < 5H07R,

i1

de esto y (4.24), se sigue que
> Hyp < 6#J}, <6L. (4.26)
R
Sir es contado por Hy r entonces se tiene que w esta en C], se sigue que
Z Hyr < €(w). (4.27)
R

De (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) y (4.27) se sigue que

3

I 0T 2 T (Tl — Bi(w) — 0L — € (w), (4.28)
entonces
I ST — T (T (B1(w) + 0L+ € (w) (4.29)

Dado que w es especial

N O HOLHEw) < VitdHvE
< 3,
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asi, hay al menos § (recuerde que g es par) valores de 7, digamos i; > iy >,...,> ig,

tales que para todot € {1,...,4},0<4, <g—1y
1

De (4.29) y (4.30)

#Ji,

IN

£
# i1 — T2 Tie1 — (&3 (w) + 0L + &, (w)))

g
Jh — 1—+5(#Ji11+1 — 6v/€L)

IA

1 €
= —#J'  +——6EL

L( L y= 6\/E>. (4.31)

IN

I+e 1+e¢
Puesto que #J. ., < #J}, de (4.29), (4.30) y (4.31) se tiene

e
#J, < #JIL— 1—+5(#J¢12+1 — 6v/cL)

1 €
-yt 6VEL
1—|—5# ’2+1+1+5\/E

L 1
< ( + -5 6\/§)+L6\/EL
1+e¢

l1+e\l4+e 1+c¢

- o ((2) s () o),

si continuamos asi por induccién y de (4.1) tenemos

o . 1\ ¢ 1\t 1 \:2

I < ...+1]6

#’% - (1+5> +1—|—5 <1+€) +(1—|—€) et ve
1 \? e A/ 1\

e 6

(1+8> +\/51+5;(1+5)>

= L ($>g+6\/5)

L(Ve +6v¢)
7VeL.

IN
h

Asi
#Js < J' < TyEL. (4.32)

19
2

Por lo tanto, de (4.19) y (4.32) se sigue que

#Jo = L—#Jy—#J;
> L —T7yeL —4eL
> L(1—11e). (4.33)
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Esto prueba que J¢ es un subconjunto de {0, 1,..., L—1} grande y bueno para la mayoria
de w’s. O]

Teorema 4.1. ST es una transformacion de rango-uno k-mezclante entonces también

es (k + 1)-mezclante para todo k > 2.

Demostracion. Nuestro objetivo es probar que 7" es (k+ 1)-mezclante, suponiendo que ya
es k-mezclante, esto serd mostrando que la existencia de un subconjunto grande bueno en
{0,1,..., L — 1} para la mayoria de w’s implica que
k
p(AoNT MA N AT NN A - TT u(4))
5=0
es pequeno.

Desde que J3(w) es bueno, por definicién se tiene

k
1 7
e Z I(T'w) — H u(A)| < 6. (4.34)
zEJg’ 7=0
Ademaés
1 L—-1 k
B — I(T'w) — A 1 4.35
i¢J3

Esto ultimo, por ser el valor absoluto de la diferencia de dos valores entre 0 y 1.
De (4.33), (4.34) y (4.35) se sigue

L—

—

k k

1 . #J3| 1 .
31w - [Tn)| < B2 o= 3 1rw) - [T u(4y)
L4 , L |#Jg - ,
i= J=0 ieJd J=0
I _ #JS 1 L—1 ' k
I(T'w) — A;
it "
#Jo o L—#T5
<
< 7 o+ i
< 5+ 11y < 12v/. (4.36)

Note que (4.36) solo es valido para w especial.

Por otro lado, dado ¢ arbitrario
p(ANTMA N AT M4 = (T (A NT MA N nT NN 4)
= E(IoT
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Asi, de (4.16), (4.36) tenemos

k
p(ANTMA N TNt A — TT(4))

j=0
1 L—1 A k
_ | <_zzow) LA
=0 7=0
1 L-1 A k
_ g (_Zzow - HM))
=0 Jj=0
1 L-1 k
< E(Z ]OTi—HN<AJ)>
=0 7=0
1 L-1 A k
= F ( Z Z [oT"— HM(AJ) : H{w:w especial})
i=0 Jj=0

L-1 k
1 .
+E ( Z Z ToT"— H M(Aj) . H{w:w no especial})
i=0 Jj=0
12y/ + p({w : w no es especial})

12v/€ + (2k* + 4k + 5)/c
(2k* + 4k + 17)/E.

VAR VAN

4.2. Teorema principal

El resultado principal de esta tesis se presenta a continuacion, la demostracion queda

como un corolario del Teorema 4.1

Teorema 4.2. Sv T es una transformacion de rango-uno 2-mezclante entonces también

es k-mezclante para todo k > 2.

Demostracion. Si la transformacién de rango-uno es 2-mezclante entonces cumple las
hipotesis del Teorema 4.1, para k = 2, luego se sigue que 1" es 3-mezclante. Ahora suponga
que el enunciado del teorema es valido para un k& cualquiera, probaremos que es valido
para (k + 1), en efecto esto se sigue de suponer que ya es valido para k y nuevamente

aplicando el Teorema 4.1. O
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4.3. Ejemplo de transformacién mezclante de rango-

uno

En 1972, Ornstein [15] presenta por primera vez un ejemplo de transformaciéon mez-
clante de rango-uno. En esta seccién se da a conocer una condicion suficiente para que
una transformacion de rango-uno sea mezclante.

Recordemos de la definicion de transformacion de rango-uno que cada 7' es determina-
da por las sucesiones {r,}nen € Ny {si;}ienjeq1,2,..m} C Zg . Una transformacién de
rango-uno 71" es llamada construccién escalera si s, ; = j — 1, para todo @ € N y todo

1 <j < (ver figura 4.3).

—
Bn+1
— — )l
———— —
—

Figura 4.3: construccion Escalera

Observacion 4.3. Sea T la construccién escalera dada por la sucesién {r,}.

1. Si {r,}nen es una sucesién acotada, diremos que 7' es una construccion escalera

acotada.
2. Sir, — oo diremos que T' es una construccion escalera infinita
3. La construccion escalera cldsica es dada por r,, = n para todo n € N.

El teorema de Terrence Adams [1] presenta una condicién suficiente para que una

construccién escalera sea mezclante.
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Teorema 4.3 (T. Adams). Sea T' la construccion escalera dada por la sucesion divergente

{Tn}nEN- SZ

donde h,, es la altura del n-bloque, entonces T es mezclante.

Ejemplo 4.1. La construccién escalera clasica es k—mezclante para todo & > 2.
(n—1)n

Esto se sigue desde que 1, =n 'y h, =nh, 1 + —5— > n!, entonces
2 2
, T , n
lIim =+ < lim — = 0.

n

4.4. Contra-ejemplo de Ledrappier

En 1978, F. Ledrappier en su articulo “Un champ markovien peut étre nulle et
mélangeant” prueba que 2-mezclante no implica 3-mezclante para acciones de Z" con
r > 1, las transformaciones son acciones de Z, en esta seccion introducimos algunos al-
cances del mencionado contra-ejemplo.

Sean T}, ..., T, una familia de transformaciones conmutativa invertibles que preservan
medida sobre un espacio de medida (2,4, i), una Z"-accién, asociada a Ti,...,T,, es

una aplicacién T : Z" x ) — () definida por

T(ny,...,n,w)=T"o...0oT "w.
Denotemos T™ = 1" o ... o T’ donde n = (nq,...,n,) € Z". Asi la Z™-accién queda
denotada por
Tw=T(ny,...,nmw).

Sea (T™) una Z"-accién sobre un espacio de probabilidad (2,4, u) y k > 2, decimos que

(T™) es k-mezclante si para Ay, ..., Ay conjuntos medibles se tiene

cuando n; — n; — oo para todo i # j.

Denotemos por Fy = Zs el cuerpo de dos elementos. Considere el conjunto IF%Q de todas
las sucesiones dobles sobre Fy. Equipado con la topologia producto y la suma coordenada
a coordenada, FZ* forma un grupo abeliano compacto. La medida de Haar sobre FZ* es
el producto de medidas obtenido al tomar el normalizador de la medida de conteo de Iy
(ver [11, pag. 57]). En IE‘%2 tenemos un shift hacia la izquierda o y un shift hacia abajo 7,

definidos de la siguiente manera

84



0((an)§f,nzfoo) = (V(m—l-l)n)ﬁ,n:foo

T((an)fr?,n:—oo) = (Vm(“+1))$:,n:—oo

Note que, el conjunto

G = {(an)ZLO:”:*OO © Vmn 7+ V(im+1)n + Vm(n+1) = 07 (m7 n) S Z2}

es un subrupo compacto de ]F%Q, o y T invariante.

Frangois Ledrappier muestra en [10] que el par de automorfismos conmutativos o y 7
son mezclantes sobre el espacio de probabilidad (G, B, i) donde B es el cuerpo de Borel de
G y p es la medida de Haar normalizada en G y presenta un conjunto de medida positiva

A para el cual

AN ANTA) = u(A)>?,

cuando n — o0o. Lo que muestra que para acciones de Z2?, 2-mezclante no implica

3-mezclante.
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Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones

5.1. Conclusiones

En transformaciones de rango-uno se encuentran ejemplos de transformaciones que son
ergddicas pero no son mezclantes, es por eso que en algin momento uno podria pensar que
en esta clase de transformaciones se podria encontrar un ejemplo de una transformacion
k-mezclante que no sea (k+ 1)-mezclante, este trabajo descarta esa posibilidad pues se ha
probado que la interrogante planteado por Rohlin, ;Si 2-mezclante implica k-mezclante?,
tiene respuesta afirmativa para el caso particular de transformaciones de rango-uno.

Para la prueba del teorema principal ha sido de gran ayuda el haber conseguido ex-
presar a las transformaciones de rango-uno como un shift, el cual cumple propiedades que
facilitan el desarrollo de este trabajo algo que no siempre es posible conseguir con todas

las transformaciones.

5.2. Recomendaciones

En la Seccion 3 del Capitulo 1 se ha dado una prueba del teorema ergédico de Birkhoff
para el caso particular de que la transformacion es ergodica, mencionado teorema se
enuncia también para transformaciones que no necesariamente son ergddicas, el estudio de
mencionada generalizacion serd importante para trabajos posteriores , pues su aplicacion
se encuentra en diversos problemas del area.

Es conveniente recordar que en el presente trabajo se ha generalizado el método usado
por Kalikow, entonces cabe preguntarse si este método también se puede usar para probar
el mismo resultado para el caso de transformaciones de rango-q con ¢ > 1, que es una
generalizacién de la definicion de transformacion de rango-uno que se ha visto en este

trabajo.
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Otros aportes importantes respecto al tema son los hechos por Ryzhikov y Host, un

trabajo posterior sera el revisar los métodos y resultados de mencionados trabajos.
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