
ANEXO I

MATRICES DE RIGIDEZ DE LOS 
ELEMENTOS DEL ANALISIS

ESTATICO

* 1.1 * 1,2 * 1,3 * 1,4 * 1,5 * 1,6

* 2,2 * 2,3 * 2,4 * 2,5 * 2,6

* 3,3 * 3,4 * 3,5 * 3,6

* 4,4 * 4,5 * 4,6

* 5,5 * 5,6

* 6,6

(Al . l )
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FIGURA A l.l Elementos Usados.

MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO CON DOS 

EXTREMOS CONTINUOS Y CON EXTREMOS RIGIDOS [EE]

* 0 ,1 )  = 5, (A 1.2)

OIIcÑT (A l.3)

* ( 1,3) = 0 (A 1.4)

* ( M )  -  - Sj (A l.5)

*(1,5) -  0 (A 1.6)

*(1,6) = 0 (A 1.7)

*(2,2) = S2 (A1.8)

*(2,3) = S3 + SA (A l.9)

*(2,4) = 0 (A l.10)

*(2,5) = -  S2 (A l.11)

*(2,6) = S3 + SB (A l.12)

*(3,4) = 0 (A l.14)
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K(3,3) = S4 * (4 + <(>) + 2 * So * RA * (1 + EA)  (A l.13)
L

£(3,5) = - (53 + SA) (A 1.15)

£(3,6) = S4 * (2. - <|)) + S3 * (RA + RB + R) (A l.16)

£(4,4) = 5 ,  (A 1.17)

£(4,5) = 0 (A 1.18)

£(4,6) = 0 (A 1.19)

£(5,5) = S2 (A 1.20)

£(5,6) = -  (S3 + SB) (A l.21)

£(6,6) = S4 * (4 + <|)) + 2 * S3 * RB * (1 + — ) (A l.22)

Donde:
12.* £ * /* /  

G*A *L2
(A l.23)

*2

^3

^4

12.*E * /

6 .* £ * / 

L 2* (l + (|>)

E*I
L* (1 + 0 )

2.*/?A*/?fi
L

12.*£*/*/?A 
L 3*(l + (|))

12.*£*/*/?£ 

L3*(l + (t)) 

(1 + 0 )

(A 1.24)

(A 1.25)

(A 1.26) 

(A 1.27)

(A 1.28)

(A 1.29)

(A 1.30)

(4 + <())
(A1.31)
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FF = (1 + ^  (A 1.31)
(4 + <|))

Donde:

E es el módulo de elasticidad

G es el módulo de corte

L es la longitud del elemento

I es la inercia de la sección

A es el área de la sección

AC es el área de corte de la sección

f es el factor de forma

RA longitud del extremo rígido inicial

RB longitud del extremo rígido final

2) MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO CON UN EXTREMO 

CONTINUO Y CON EXTREMOS RIGIDOS [AR]
[AR] es una matriz con brazos rígidos y una rótula en un extremo, si la rótula se encuentra 

en el otro extremo la matriz es simétrica con respecto a los extremos:

*0 ,1) = sl
* ( 1,2) = 0

*(1,3) = 0 

* ( 1,4) -  - St

*(1,5) = 0 

*(1,6) = 0 

*(2,2) = S2 * FF

*(2,3) = SA * FF

*(2,4) = 0

*(2,5) = - S2 * FF

(A 1.32) 

(A l.33) 

(A 1.34)

(A 1.35) 

(A 1.36) 

(A l.37)

(A l.38) 

(A l.39) 

(A 1.40)

(A1.41)
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*(2,6) = S2 * L * (1 + RB
L ■) (A 1.42)

*(3,3) -  SA * FF * RA (A 1.43)

*(3,4) = 0 (A 1.44)

*(3,5) = - SA * FF (A 1.45)

*(3,6) « SA * FF * L * (1 + RB 
L )

(A 1.46)

*(4,4) = Sj (A 1.47)

*(4,5) = 0 (A 1.48)

*(4,6) = 0 (A 1.49)

*(5,5) = S2 * FF (A 1.50)

*(5,6) = - S2 * L (l + RB ) *
Lá

FF (A l.51)

*(6,6) -  S2 * FF * L 2 * (1 + RB 2 
L J

(A 1.52)

3) MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO SIN EXTREMOS 
CONTINUOS Y CON EXTREMOS RIGIDOS [RR]

Es una matriz con brazos rígidos y dos rótulas una en cada extremo:

*0,1) = 5, (A 1.53)

*(1,4) = - 5, (A 1.54)

*(4,4) = 5, (A 1.55)

El resto de los valores es igual a 0



ANEXO II

DISEÑO DE
ESTRUCTURAS APORTICADAS

ESTRUCTURAS CONSIDERADAS

Para realizar los diferentes análisis se consideraron 3 pórticos simples de concreto armado, 

cuya geometría es mostrada en la figura 5.2:

Pórtico de cuatro pisos y cuatro crujías (P - 4).

Pórtico de ocho pisos y cuatro crujías (P - 8).

Pórtico de doce pisos y cuatro crujías (P - 12).

El pórtico P-4 podría considerarse bajo, el pórtico P-8 se consideraría como mediano 

bajo y el pórtico P-12 sería mediano alto.

Dichos pórticos solo constan de columnas y vigas y tienen losa armada en una 

dirección con un espesor de 20 cm (23).
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Las características del concreto supuestas son:

f’c= 210 kg/cm2

Ec= 217,000 kg/cm2

Gc= 86,800 kg/cm2

\i= 0.25

El diseño de los pórticos se realizó de acuerdo al procedimiento que se describe:

1. Predimensionamiento de las estructuras

Se usaron los valores considerados por Echarry(23) y que se muestran en la tabla A.l.

Se consideró que los pórticos corresponden al pórtico central de una edificación cuyo 

ancho tributario es de 5 m.

2. Análisis

Se llevó a cabo el análisis estático para determinar los efectos en los elementos de las 

estructuras debido a las cargas de gravedad, tanto para carga viva (sobrecarga) como para 

carga muerta. La sobrecarga se asignó considerando el uso de oficinas.

Usando análisis dinámico espectral fueron determinadas las fuerzas sísmicas por 

superposición modal. Como espectro de diseño se empleo el espectro teórico de las normas 

peruanas de diseño sismoresistente (NPDSR), donde los factores considerados son:

Factor de zona Z=1.0. Factor de suelo S=1.0. Factor de uso U=1.0. Período del suelo

Ts=0.3 s. Factor de reducción por ductilidad Rd=5.0. El factor de aceleración espectral se

obtiene de la ecuación propuesta en las NPDSR, es decir, c = 0.8/(I +T/Ts), donde T

es el período de la estructura (correspondiente al primer modo).
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La aceleración espectral de diseño corresponde a la ecuación:

Sa = Z U S c 
Rd 8

donde g es la aceleración de la gravedad.

En el análisis dinámico se consideraron que las masas están concentradas a nivel de 

cada piso (hipótesis de losa rígida). Las masas corresponden a la carga muerta más el 25% 

de la carga viva. Se obtiene la matriz de rigidez lateral del pórtico por condensación 

estática de la matriz de rigidez de toda la estructura, en la cual se consideran dos grados 

de libertad por nudo (rotación y desplazamiento vertical) y un grado de libertad por piso 

(correspondiente al desplazamiento horizontal de cada piso). Se supone que el sismo actúa 

horizontalmente en el plano del pórtico.

Se consideran zonas rígidas para las vigas, equivalente al 100% de la distancia del 

eje a la cara de la columna para cada extremo de la viga.

Las características dinámicas determinadas de acuerdo a las consideraciones

mencionadas son presentadas en las tablas A.2 a A.4. Las formas de modos están 

normalizadas con respecto al desplazamiento modal del último nivel.

Se determinan los efectos máximos (desplazamientos, distorsiones, cortantes, 

momentos) para los modos significativos, los cuales son combinados de acuerdo a las 

NPDSR, es decir, la media de la suma absoluta y la raíz cuadrada de la suma de los 

cuadrados. Se realiza la combinación para cada efecto independientemente.

El cortante basal obtenido en la forma mencionada, se compara con el calculado por 

el método simplificado de las NPDSR, adoptándose los resultados de la combinación modal 

si es mayor del 80% del método simplificado o escalar los resultados al 80% del método 

simplificado en caso contrario.

»
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Los desplazamientos y cortantes de piso se presentan en la tabla A. 5. El 

desplazamiento corresponde al desplazamiento inelástico, es decir, el obtenido al multiplicar 

el desplazamiento elástico por el 75% del factor de reducción de ductilidad.

Para los tres modelos se consideran los efectos modales según el análisis mencionado

líneas arriba.

3. Diseño

Con los efectos sísmicos obtenidos del análisis dinámico espectral y los efectos de carga 

de gravedad por análisis estático, se determinan las envolventes para los elementos del 

pórtico de acuerdo a las combinaciones propuestas por el Código Peruano(43). Para este 

estudio, empleando el método de la rotura se determinó las áreas de acero en los extremos 

de vigas y columnas que son consideradas las zonas críticas, es decir, donde puede 

desarrollarse las rótulas plásticas, hay que agregar que se trató de uniformizar el refuerzo 

en cada nivel.

Con el fin de conseguir un comportamiento dúctil de los elementos y por ende en
»

la estructura, los pórticos se consideran pórticos dúctiles, diseñándolos con ese objetivo, 

algunas consideraciones supuestas son:

- Refuerzo mínimo equivalente a una cuantía de 14/fy en cualquier sección de la viga.

- Acero negativo no menor de la mitad del acero positivo en extremos de viga, con 

el fin de prevenir el efecto de inversión de momentos.

- Concepto de viga débil, columna fuerte, con el objetivo que la rótula se forme en la 

viga antes que en la columna.

En las tablas A.6 y A.7 se presentan las áreas de acero obtenidas en los extremos de 

vigas y columnas (zonas críticas).
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Las áreas de acero indicadas, corresponden al refuerzo longitudinal por flexión y son 

suficientes para definir las propiedades plásticas de la sección, sin embargo, para el diseño 

final es necesario definir otras características tales como refuerzo por corte (refuerzo 

transversal), refuerzo a lo largo del elemento, unión viga columna, etc., de manera que se

garantice un comportamiento dúctil en los elementos del pórtico.
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Tabla A.l
PREDIMENSIONAMIENTO DE LAS ESTRUCTURAS

PORTICO NIVEL VIGAS
2cnr

COLUMNAS
2cm

P - 4 1 30 x 55 40 x 50
2 - 4 30 x 50 40 x 60

P - 8 1 - 4 30 x 60 55 x 60
5 - 8 30 x 60 45 x 55

P - 12 1 - 8 30 x 65 70 x 70
9 - 12 30 x 60 55 x 60

Tabla A.2

PERIODOS Y FORMAS DE MODO 
PORTICO DE 4 PISOS ( P - 4 )

MODO 1 2 3 4

PERIODO (s) 0.514 0.164 0.090 0.061

1 0.308 -0.850 1.221 -1.587
FORMA MODAL 2 0.615 -0.861 -0.385 2.396

(Nivel) 3 0.862 0.037 -1.056 -2.018
4 1.000 1.000 1.000 1.000

F.P.M. r 0.499 0.170 0.083 0.036
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Tabla A.3

PERIODOS Y FORMAS DE MODO 
PORTICO DE 8 PISOS ( P - 8 )

MODO 1 2 3 4 5

PERIODO (S) 0.853 0.285 0.158 0.106 0.077

1 0.202 -0.548 0.772 -0.953 0.993
2 0.366 -0.850 0.838 -0.474 -0.169
3 0.518 -0.921 0.290 0.628 -1.000

FORMA MODAL 4 0.655 -0.743 -0.486 0.935 0.149
(Nivel) 5 0.787 -0.305 -0.974 -0.142 1.155

6 0.891 0.240 -0.630 -1.028 -0.511
7 0.962 0.717 0.262 -0.318 -0.968
8 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

F.P.M. r 0.728 0.247 0.130 -0.084 -0.053

Tabla A.4

PERIODOS Y FORMAS DE MODO 
PORTICO DE 12 PISOS ( P - 12 )

MODO 1 2 3 4 5 6

PERIOD ($) 1.098 0.384 0.217 0.145 0.108 0.082

1 0.127 -0.306 0.571 -0.657 0.790 -0.966
2 0.234 -0.529 0.862 -0.783 0.660 -0.382
3 0.341 -0.691 0.873 -0.417 -0.109 0.733

FORMA 4 0.444 -0.769 0.597 0.213 -0.770 0.830
MODAL 5 0.540 -0.754 0.124 0.708 -0.680 -0.225
(Nivel) 6 0.629 -0.648 -0.390 0.755 0.074 -0.964

7 0.710 -0.461 -0.778 0.319 0.760 -0.350
8 0.782 -0.211 -0.924 -0.350 0.722 0.822
9 0.860 0.157 -0.682 -0.931 -0.328 0.766

10 0.926 0.533 -0.087 -0.708 -0.995 -0.797
11 0.972 0.827 0.564 0.176 -0.246 -0.742
12 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

F.P.M. r 0.909 0.319 0.193 0.124 0.092 0.069
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Tabla A.5
CORTANTES Y DESPLAZAMIENTOS 

ANALISIS ESPECTRAL ELASTICO
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Tabla A.6
AREAS DE ACERO EN EXTREMOS DE VIGAS

PORT. PISO ACERO SUPERIOR ACERO INFERIOR

ARMADURA As
(cm2)

My
(t-cm)

ARMADURA As
(cm2)

My
(t-cm)

1 2#6+1#5 7.65 1420 l#4+2#5 5.17 960
P-4 2 3#6 8.55 1420 2#4+1#5 4.49 750

3 2#6+1#5 7.65 1270 2#4+1#5 4.49 750
4 2#4+1#5 4.49 860 2#4+1#5 4.49 750

1 2#5+2#6 9.60 1960 2#4+1#6 5.39 1100
2-3 3#6 8.55 1750 2#4+l#6 5.39 1100

P-8 4-5 2#6+1#5 7.65 1560 2#4+1#6 5.39 1100
6-7 2#5+l#6 6.75 1380 2#4+1#6 5.39 1100

8 2#4+1#6 5.39 1100 2#4+1#6 5.39 1100

1-3 2#5+2#6 9.60 2140 3#5 5.85 1300
4-7a 2#5+2#6 9.60 2140 3#5 5.85 1300
4-7b 3#6 8.55 1910

8a 2#5+2#6 9.60 2140 3#5 5.85 1300
P-12 8b 2#6+1#5 7.65 1710

9-10a 3#6 8.55 1750 2#4+1#6 5.34 1100
9-1 ()b 2#6+1#5 7.65 1560

11 2#5+l#6 6.75 1380 2#4+1#6 5.34 1100
12 2#4+1#6 5.39 1100 2#4+1#6 5.34 1100

a) Refuerzo de viga en extremo de columna exterior.
b) Refuerzo en viga en extremo de columna central.

Tabla A.7
AREAS DE ACERO EN EXTREMOS DE COLUMNAS

PORTICO NIVEL ARMADURA As (cm2) My (t-cm) a

P-4 1-4 4# 8 20.3 2070

P-8 1-4 8#8 40.6 6520
5-8 4#8+2#6 26.0 2820

P-12 1-8 10#8 50.7 4180
9-12 8#8 40.6 8990

a) Momento en una columna central superior del tramo indicado.



ANEXO III

CALCULO DE CARACTERISTICAS 
RESISTENTES DE ALGUNOS DE LOS

PARAMETROS EMPLEADOS

a) CALCULO DEL MOMENTO DE FLUENCIA My=Mu

Para el cálculo del momento de fluencia My, que se supone igual al momento último Mu, 

por ser un valor muy parecido. En las vigas es diferente la cara superior y la inferior, y 

en las columnas se consideran iguales. Para las columnas se considera la fuerza axial del 

elemento despreciándose para vigas.

Para calcular usamos el rectángulo de Whitney como se aprecia en la figura A3.1. 

Se usa el extremo izquierdo de la viga del extremo izquierdo del pórtico de cuatro 

pisos, con las siguientes consideraciones:

A’s = 5.17 cm2 

As = 7.65 cm2' 

f’c = 210 kg/cm2
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Fy = 4200 kg/cm:

b = 30 cm

d = 54 cm

n = Es/Ec = 9.33

d’ = 6 cm

£uc = 0.003 deformación

b

d

y/\

ti ...

—
d

" 
"^f

cu

Sección
T=

C ,
- P

Esfuerzo

unitaria última del concreto. FIGURA A3.1 Sección de la viga.

Conociendo: Ts = As * Fy

Cs = As / * F^donde F ' s < Fy

F = 6 * a * p 1 * / / C;<s = 0.85 c

De las deformaciones tenemos:

/F se calcula por deformación.

/ e '  u * ( c  - d! ) (A3.1)

se supone c > d luego F (compresión)

F = F *  As = F ' S * As ' + b * a $ \ * f (A3.2)

M = $ i* f  c * a * b * (d - a
2

/)+ F ’ * As * (d - d ) - M(A3.3)

Por elasticidad.

de (A3.4) y (A3.1)
F ' s - E s *

(A3.4)

Z7' = E * e d ^s S U (A3.5)

Reemplazando (A3.5) en (A3.2) y reemplazando tenemos valores tenemos

a = 5.54 cm \ a > d! * 0.85 = 5.1 ; Fs = 476.5 kg.

Reemplazando en (A3.3) tenemos.

My = 1477.4 t-cm.
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b) CALCULO DEL MOMENTO DE FISURACION Mcr

El Momento de fisuración Mcr se calcula por el método de elasticidad equivalente, 

considerando la fuerza axial en el elemento para columnas, despreciándose para vigas y la 

misma viga del ejemplo anterior.

Según el ACI f c = 2 * J f  ,

(o  * ° £
Despejando tenemos M = ---------------

y
Para el caso de columnas, P es la fuerza axial en el elemento y A es el área de la 

columna. P=0 Para vigas.

M y 
1

P
A

/

(A3.6)

Tabla para calcular la inercia equivalente, calculamos el centro de inercia.

Area y Area * y

CONCRET
0

30 * 55 22.5 37125

As 7.65 * n 49 3500.68

A’s 5.17 * n 6 289.69

I 1769.72 40915.87

y  =  

/  =

Area * y = 23.12 cm
Area 

30 * 553
12

+ (22.5 -  y)I 2 * 30 * 55 + 7.65 * n (49-y )2 + 5.17 n (6-y)2

I = 478573.31 cm4

M = 600.29 t-cm
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c) CALCULO DE LA SEGUNDA PENDIENTE

El porcentaje de la segunda pendiente es calculada como la razón de inercia fisurada 

e inercia total, esto no es real, porque la inercia fisurada es calculada usando solo la 

sección en compresión del concreto, lo que nos da una pendiente menor como se aprecia 

en la figura A3.2, pero como este valor es pequeño se acepta como válido.

La inercia Ig es calculada únicamente con la sección de concreto (sin tomar en

cuenta el acero).

La inercia fisurada es calculada tomando en cuenta el acero, y solo el extremo del 

concreto en compresión, es calculada haciendo un equilibrio de fuerzas, considerando que 

la zona en tracción está fisurada por lo que no se considera, y la inercia es calculada 

únicamente por la sección en compresión y las áreas de acero.

Despejando el valor de Ms" obtenemos el eje neutro y también la zona en compresión 

de la siguiente ecuación (A3.7), y usando el teorema de Steiner se calcula la Inercia.

As * n * (d -s ) + As'  * (n- 1) * (s -  d ') + As * s * -! = 0 (A3.7)

De la viga del ejemplo despejamos s=13.08cm. y por Steiner tenemos 

Icr=l 16976.72cm4 y el porcentaje de la segunda pendiente es: 

cr=28.12% .

i


