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1. Introduccién

Los pro—objetos de una categoria dada son clases de equivalencia de sistemas
directos en dicha categoria. Constituyen una categoria con morfismos dados por
clases de equivalencias de flechas (sec. 2.2).

Esta categoria hereda muchas propiedades de la categoria de la cual proviene, como
por ejemplo el poseer limite, el ser aditiva y abeliana, poseer niicleo y co-niicleo (sec.
2.3).

Para esta categoria entonces se definen conceptos como los de objeto graduado de
homologia (sec. 2.6).

En el caso de ser abelianas se tienen resultados como el lema de los 3, de los 5
y el lema de la serpiente que es de importancia capital en el dlgebra homolégica.
La tltima parte de la secciéon 2 trata de las categorias monoidales que son una
generalizacion de la categoria de médulo que esta provista del producto tensorial.
Aqui se muestra como es que la pro—categoria de los modulos sobre un anillo con-

mutativo con unidad es monoidal con un producto inducido por el producto tensorial.

En la seccién 3 empezamos por generalizar la homologia de Hochschild para el
caso en que las algebras no tengan unidad, para que tenga sentido el plantearse la

siguiente pregunta: ;si

es exacta se induce un tridngulo exacto:

HH(A) - HH(B) ?

\ /v/

HH(C)

para lo cual se le extiende para un éalgebra I (que no tiene unidad necesaria-



mente) de manera estandar:

HH(I) := Conu(HH(A) — HH(I,))

que coincide con la definicién cldsica de Hochschild en el caso en que las algebras
tengan unidad, debido a que si A es un ideal propio de B, A no tiene a la unidad
como elemento. Mas adelante conseguimos una férmula explicita de la homologia de
Hochschild:

HH(I) = H(Tot(CC(I)4}))

donde CC(I)* son las dos primeras columnas del bicomplejo que define a la ho-
mologia de Hochschild.
Junto con esta férmula se obtiene una sucesién exacta corta que relaciona las teorias

HHna’ive y Hhm:

0 — C(I) — Tot(CC(I){#) — (C*)=4(I) —=0

la cual implica que:

HH™ (1) HH"™"(I)
\ 7/
AN

AN
AN

HH(])

es un tridngulo exacto.

En la seccién 3.2 definimos el problema de escisién para la homologia de Hochschild

para una extension pura de algebras ( I A B 0 : Diremos que 1
satisface escisién para la homologia de Hochschild si el morfismo CC(I)1# @ X —
Nu(7® X) es un cuasi-isomorfismo, para cualquier médulo X, donde 7 : CC(A){* —
CC(B)'# es la proyeccién canénica. Aqui la inyectividad de CC (N ®X — Nu(r®

X') esta garantizada por tratarse de una extensién pura de algebras. De forma similar



se definen los problemas de escision para la teorias H H™™ H" v HC.

En la definicion 3.2.2 es la de /-médulo H—unitario: M es homoldgicamente unitario
o [l —unitario si para todo A—maédulo X se tiene que el complejo (M & I ¥),.2 % X
es exacto.

Finalmente se tiene la prueba del teorema de Wodzicki que establece la equivalencia de
la condicion de H—unitario con la de satisfacer el problema de escision en cualquiera
de la teorfas estudiadas.

En el capitulo 4 se enuncian las definiciones de las teorias I, ITH™™, H™ y HC
para el caso de pro—algebras. las cuales estan inspiradas en las correspondientes para
algebras. Para probar el teorema de Wodzicki para pro—élgebras establecemos que la
condicién necesaria v suficiente para que una pro—algebra cumpla escision de alguna
de las teorias es que se cumpla en cada nivel la escision para algebras respectiva.

Usando el teorema de Wodzicki para algebras tenemos demostrado el teorema.



2. Pro-Categorias

2.1. Sistemas Directos e Inversos

Definicién 2.1.1. Decimos que un conjunto ( P, <) parcialmente ordenado es dirigiac

si para a,b € P existec€ P tal quea <c yb<c.

Definicién 2.1.2. Sea C una categoria y (P, <) un conjunto dirigido. Llamaremos
un sistema directo en C a una familia de objetos de C (S;)icp provista de morfismos
ki;: Si — S;, para cada i < j tales que existe la siguiente regla de compatibilidad:

Sii < k < j, entonces:

conmauta.

Definicién 2.1.3 (Limite de un Sistema Directo). Sea (S;, K;;)ijer, i< un sis-
tema directo. Llamaremos limite directo a un objeto S con morfismos ¢; : S; — S

para cada i € P compatibles con el sistema directo, es decir:

S
]
@j
; fpaafitin. SR -}

es conmutativo para todos losi,j € P, i < j, tales que cumplen la siguiente propiedad
universal:
Para todo objeto X y toda sucesion de morfismos (f; : S; — X )icp compatible con el

sistema directo existe un inico f : S — X tal que el siguiente diagrama conmuta:

Si"i")(

A
\If
¢l I

S



Proposicién 2.1.1 (Unicidad del Limite). Dos limites de un mismo sistema

directo son isomorfos

Demostracién: Sean (S, ¢:)icp v (I, %;)ic p dos limites para el sistema directo
(S, Ki)icp. Por la propiedad universal, existen f : S — X y g : B — X tales que

conmutan los siguientes diagramas:

Combinando ambos diagramas tenemos:

S.i ¢: S Sl' wz’ R
AR
gl ff
i R , i g ,
/ ,-/idg / //'idn_
S - R -

Por la unicidad go f =idgy fog=1idg. O

Denotaremos h_r.n S; a cualquiera de los elementos de la clase de isomorfismo de limites
directos de (éiii i Si — Sj)icpi<j- Por ejemplo si G es un grupo y tenemos una
cadena ascendente de subgrupos: S; C --- C S; C Siz1 C ---. Denotemos j; a las
inclusiones S; < S;,, entonces EES‘ es la union de los grupos con ¢; : S; — EIBS;

) ieN ieN

la inclusién. Este es justamente el limite natural de muchas estructuras familiares,
como por ejemplo: Una cadena ascendente de ideales de algin anillo, o una cadena
de espacios topoldgicos ascendente, al limite se le da la topologia inducida por la

cadena.

El dual a este concepto es el limite inverso.

Definicién 2.1.4. Sea C una categoria y (P, <) un conjunto dirigido . Llamaremos
sistema inverso en C a una familia de objetos de C (S;)icp provista de morfismos

oi;: Si — Sj, para cada i > j tales que existe la siguiente regla de compatibilidad:



Si i >k > j, entonces:

conmauta.

Definicién 2.1.5 (Limite de un Sistema Inverso). Sea (L,, 0, ;)i jcp iv; un sis-
tema inverso. Llamaremos limite inverso a un objeto L con morfismos m; + L — L,

para cada i € P, que son compatibles con el sistema inverso, es decir:

L,

L3

es conmutativo para todos los i, j € P, i = j, tales que cumplen la siguiente propiedad
universal:
Para todo objeto Y y toda sucesion de morfismos (g © Y — L;)cp compatible con el

sistema inverso existe un unico g 1 Y — L tal que el siguiente diagrama conmuta:

[ —1L;

A
gl
i%
Y

Proposicién 2.1.2 (Unicidad del Limite Inverso). Dos limites de un mismo

sistema inverso son isomorfos.

Demostracion: Es similar a la del limite directo 0.
Denotaremos Iim L; a cualquiera de los elementos de la clase de isomorfismo de limites
ie P
inversos de (L, 0.; : Li — Lj)icp i j-
Definicién 2.1.6 (Categorias con Limites). A una categoria C la llamaremos

Categoria con Limite Directo(Inverso) sobre el conjunto dirigido (P, <) si todo sis-

tema directo (inverso) sobre (P, <) posee limite.



Veremos ahora que la categoria de médulos sobre un anillo k£ es una categoria

con limites directo e inverso con indices en N.

Proposicién 2.1.3 (Existencia de Limites Directos en la Categoria de
k-Médulos). La categoria de médulos sobre un anillo posee limite directo, con indices

en N.

Demostracion: Sea (M, K, 41 @ M, — M, 11),ex un sistema directo. Consid-

eremos el submodulo S de la suma directa @ M,, generado por los elementos de la
nelN

forma m, — Knns1(m,), donde m, € M,. Y con morfismos ¢, = 7 o i,, donde i,

es la inyeccién candnica de la suma directa y 7 es la aplicacion de paso al cociente.

Veremos que

lim M,, =~ @ M../S

neN nelN

Primero veamos la compatibilidad con los &, ,+1. Sea n € N. Si x,, € M,, entonces
tn(Zn) — tng1(Knns+1(Tn)) = 7(Tn—Knns1(25)) = 0, pues &, —k, n41(x,) € S, entonces
ln = ln+1 © Knnt1-

Sea X un k—moéduloy, (f, : M,, — X),..x compatible con el sistema directo. Debemos

encontrar un morfismo f : @ M, /S — X que haga conmutar el siguiente diagrama:
nelN

M, L X

A

\ |
Ln = |

I

I

I

I

|

Para esto probaremos que S C Nu(&:f,), esto nos permitirfa definir de forma unica:

[ [x]) = (@&fu)(x). Six, € M, entonces

@fn(xn_ﬁn=n+1(4r)) =& f!(d"ﬂ)_%fn(ﬂn.n+l(i")) - @fn(iﬁ(?tn))_%fn(in+1(ﬁ3n,n+] (l)))



= fa(zn) — fn+l(f€n,n+1(1')) =0

por la condicién de compatibilidad. La unicidad de f se da por la propiedad universal

de la suma directa pues para todo n € N se da la conmutatividad de:

entonces f o7 = @ f, de lo que se deduce que f = f.0

Ahora también daremos una caracterizacion del limite inverso:

Proposicién 2.1.4 (Existencia de Limites Inversos en la Categoria de
k-Médulos). La categoria de modulos sobre un anillo posee limite inverso, con

indices en N.

Demostraciéon: Sea (M,,, 0p11n)nen Un sistema inverso. Consideremos la apli-
cacion ¢ : len — I—IMZrl definida por &(...,Zn Ty, .- ) — (.., (—1)"(z, —
neN nelN

Opi1,n(Tni1), - - - ). Denotemos B = Nu(éd). Veremos que I con p,, = 7, ot, donde ¢ es

la inclusiéon canénica de Nu(d) en [], . M,, cumple la propiedad universal,es decir:

lim M,, = Nu(3)

neN
Verifiquemos primero la compatibilidad con los 0,41, Sean n € Ny z € Nu(d),
T=1(...,%n,Tns1,--- ), entonces
Ont1n(Pns1(x)) — Pu(T) = Ont1.0(Tnt1) — Tn = £ma(d(z)) = 0, pues z € Nu(d), por
lo tanto 0nt1m © Pnt1 = Pn-
Sea Y un k—mddulo v (g, )nen compatible con el sistema inverso. Debemos encontrar
un morfismo

9:Y — Nu(d)



jue haga conmutar el siguiente diagrama

Y

M,

/7

/Trn

an
i
| [, 9n
i
|
L 11 M.
1 ncN
|
\ L
Y
u

Nu(6)

Veamos que Im([], g.) C°Nu(d), lo que nos permitiria definir de manera tnica:

g:y— [1,9.(y). Seay € Y, entonces

(80 [T 92)®)) = £(0ns1,2(9n+1(¥)) — 92 (1) ) = £(90(¥) — 9n(y) ) = 0

n

por la condicién de compatibilidad de las g,’s. Esto se cumple para todo n € N, por
lo tanto (6 o [], gn)(y) = 0. La unicidad de g se da por la propiedad universal del

producto directo, pues si g : ¥ — Nu(d) también cumple la condicién entonces:

tenemos que ¢ o § = | [, 9. de lo que se deduce que g = g. U

2.2. Categorias de Sistemas Directos e Inversos

Dada una categoria C y un conjunto parcialmente ordenado (P, <) la clase de
sistemas directos (e inversos) en C e indices en P constituyen una categoria para lo
cual definimos sus morfismos: Sean (S;, K:;)icp,i<; ¥ (B, Aij)icp,i<; sistemas directos
(inversos)en C. Un morfismo f : (S, kij)icpi<i — (Fi; Aij)icp,i<; €s una familia de

morfismos (f; : S; — R;)icp tal que cumple la siguiente condicion de compatibilidad:



U

Si i < j entonces:

es conmutativo. Se puede probar facilmente que los sistemas directos (inversos) con
estos morfismos definen una categoria.
Si C es una categorfa con limites directos (inversos) con indices en (P, <), se puede

definir la aplicacion:

« .  Sistemas N
1—"2 " Directos en C ¢

s o . Sistemas
Proposicién 2.2.1. Jlr_nT " Divectos enC C es un funtor

Demostracién: Sean (Si, £ ;)icpi<i ¥ (RiyAij)iep,i<; sistemas directos en C,
v f o (Siykij)iepizi — (RisXij)iepi<j un morfismo. Consideremos S = limS; y
R = lim R; con sus respectivas familias de morfismos (¢; : S; — S) y (¢ : R; — R).

i
Entonces como

es conmutativo tenemos que R con la familia de morfismos (¢; o f;) es compatible

con el sistema directo (S;, s; ;), entonces tenemos que existe un tnico f, : § — R tal

que:
Yiofi
Si i R,‘ Wi R

A
|

Pi : .
|
S
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por la propiedad universal del limite directo. Definimos lim((f;)) = f.. Se puede
probar facilmente que es compatible con la composicién. U

De forma andloga se puede probar:

e i Sistemas
Proposicion 2.2.2. ‘lﬂ  Inversos en C-——>C es un funtor

O
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2.3. Pro-Categorias

Aqui veremos el tipo de categoria que se usaran en el presente trabajo. Sea (C)
una categoria. La categorfa que vamos a construir es llamada Pro-Categoria de C y
denotada por Pro—C. Los objetos de esta categoria son los sistemas inversos de (C)
indexada por un conjunto dirigido (P, <), a los que llamaremos de ahora en adelante

Pro-Objetos de C y cuyos morfismos definiremos después de algunos resultados.

Definicién 2.3.1. Sean A, B € Pro— C, llamaremos flecha entre A y B a un par
ordenado f = (I,(f:)icp), donde I : P — P es tal que preserva las desigualdades
estrictas en P, y los f; - Ajs) — Bi, i € P son compatibles con el sistema directo, es
decir, que para todo i = j, conmuta el siguiente diagrama: Ay Sy B;

"I(a‘).lml |°u
Argy 2 B
Por comodidad denotaremos simplemente o a cualquiera de las aplicaciones
que estan definidas en el sistema inverso. A estas aplicaciones se les llama mapeos
eSTructurales.
Sean A, B,C € Pro—C y las flechas f = (I,(f:)icp), g = (J,(gi)icp) entre Ay B;y

By C respectivamente. Se define la composicién de g con f:

go f=(IoJ(gio fii))icp)

En diagramas:

Aroni) e Biy 5—C;

Esta composicién es asociativa: Sean A, B,C,D € Pro — C y las flechas f =
(I, (fi)ier), 9 = (J,(gi)icp) ¥y h = (K, (ki)icp) entre Ay B, By C;y C'y D re-

spectivamente, entonces
ho(go f)=((IoJ)oK,(hio(go f)ki))icr)

=((I o J)o K, (hio(gk) © fika))iep)
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= (I o (J o K),((hi © gk)) © fakn)icP)
= (L o (J o K), ((hi © gk(@) © fik ) )icP)
= (I o(Jo K),{((hog)io frxq)icp)
= (I o(JoK),((hog)e fixaicp)
=(hog)of
‘En diagramas:
@of)x)

T

hi
Aru ey Bk @) g~ Cxe —= D
(hog)i
Definiremos ahora una relacién entre flechas de dos Pro-objetos. Sean A, B € Pro—C,

diremos que dos flechas f = (I,(fi)icp) ¥y 9 = (J,(gi)iep) entre A, B estdn rela-
cionadas, f ~ g, si para cada i € P, existe un k € P, con k > I(i) y k > J(1) tal que

el siguiente diagrama conmuta:

A

\

o Arg)

X

A i B;

Se puede verificar que esta relacién es de equivalencia. La clase de equivalencia de
una flecha f serd denotada por [f]. Veamos que esta relacién es compatible con la

composicion:

Proposicién 2.3.1. Sean A, B,C € Pro—C, si f, f1, f2 son flechas de A hacia B y

g, g1, g2 de B hacia C, entonces se cumple lo siguiente:
1. Sig, ~ go entonces go f~ gao f.

2. Si fi ~ fo entonces go fi ~ go fs.
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3. Sigi~goy fi ~ fa2 entonces g0 fr ~ gz 0 fo.

Demostracién: Claramente 3. se deduce de 1. y 2.. Sean f = (I,(fi)icp),

i = (L, (fiidier), fo = (I2,(fai)icr), 9 = (L (gi)icp), ;1 = (J1,(91i)icp) ¥

92 = (J2, (92i)icp)-

1. Silefz,SeaiEP,
Ay

\

a

An @) (gof1):i

oy BJ(i} gi C

Anay
(gofz)i

el cuadrado més grande es conmutativo de donde go f; ~ go fo

2. Tenemos que g, ~ g2, sea j € P.

f
Ay : By
\ \\
o Arny) U\f.r}m By
A g1y
g2j
A1) T B, ) - C;

Como todos los cuadrados conmutan tenemos que:

Arr
\
\ Arn) ——— B
915
o
B ———

(920f);

conmuta, por loque gy o f ~ g0 f. O



Podemos construir flechas equivalentes a la identidad a partir de los mapeos estruc-
turales (o;;). Sea I : P — P una funcién que preserva las designaldades estrictas.

Consideremos la flecha o := (1, (opyyi)icp)
Proposicién 2.3.2. o ~ ids = (idp, (ida,)icp)
Demostracion: Basta observar que el siguiente diagrama:
Ay 295 4,
id,‘\‘.(“ id,;.,
Ap(i) 225 A,
es conmutativo para cada 7 € P. [

Definicién 2.3.2 (Pro-Categoria). Sea C una categoria y (P, <) un conjunto di-
rigido. Llamaremos Pro-categoria de C a la categoria cuyos objetos son los sistemas

directos de C sobre (P, <) y para A, B € Pro— C definimos:
Hom(A, B) = {[f]/f es una flecha entre A y B}
la composicion por:
9] o [f] == lg o f], donde [f] € Hom(A, B) y [g] € Hom(B, C)

y la identidad por 1ds := [id 4], donde A € Pro—C

Si bien en un morfismo |f|] € Hom(A, B) no siempre se encuentra una flecha
cuya funcion entre indices sea la identidad (nivel a nivel), podemos encontrar un
Pro—objeto isomorfo a A tal que se induzca de forma tnica una flecha que cuya
funcion entre indices sea la identidad. Con esto podremos mostrar después que muchas

propiedades de las categorias son heredadas por sus respectivas Pro—categorias.

Proposicién 2.3.3. Sean A,B € Pro—C, y f = (I,([:)icp) una flecha entre A y

B, entonces existe un inico Pro—objeto A y una inica flecha | = (idp, ( fi)iep), tal
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1. A= A (isomorfos en Pro—C).

2. Conmuta el siquiente diagrama de flechas: A——

donde o es el mapeo estructural inducido por I :

o :=(I,0i = o10),10) : Ay — Aiiep

Demostracién: Veamos primero la unicidad de f. Como conmuta el diagrama,
entonces f = foo = (Ioidp, (fiooiau))icp) = (I (f)icp), luego f = (I,(f; : Ay —
Bi)icp) = (I, (f,’),‘ep) de lo que se deduce: f, = fi : Aji) — Bi. la existencia es clara.
Veamos ahora que el isomorfismo entre A y A es justamente la clase de equivalencia

de 0. Definamos ¢ = (idp, (0(;):)icp). Mostraremos que ésta es la inversa de o.
(o ot) = (idp o I,(0i o t1))icp) = (I, (016),16) © L1gi) Viep)

= (1, (o16).16) © T1(10)),16) )iep) = (L (O1(10)).00) )icp) ~ id;

= (0 01) ~idy
(toa)=(I o id,, (L odi)iep) = (I, (Jf{i),(i) OGI(e),I(i))ieP)

= (I, {o10i),i))iep) ~ ida
- (LOO')N‘idA. 0O

En el caso de que el conjunto de indices sea N se puede dar la siguiente caracterizacién:

Hom(A, B) 2 lim Em hom(A,, B,,)

L

2.4. Categorias con Objeto Nulo

Sea C una categoria
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Definicién 2.4.1. Un objeto I € C es llamado Objeto inicial si para cada objeto
B € C existe un tinico morfismo f: 1 — B

Definicién 2.4.2. Un objeto F € C es llamado Objeto Final si para cada objeto

A € C existe un tinico morfismo f: A— F

Definicién 2.4.3. Un objeto 0 € C es llamado Objeto Nulo si es inicial y final a la

Si una categoria posee objeto nulo, éste es tunico, salvo isomorfis-

idg
mo: Sea () € C otro objeto nulo, entonces: 0@ y
>0 —>0
idy
Of/_é_;F:“;Or , donde § y & son los morfismos dados por la
Jf

definicién de objeto nulo.

Los 1inicos morfismos —~ gV A ——>(S€ les denota también por 0.

Definicién 2.4.4 (Nucleo Categérico). Sea C una categoria con objeto nulo,
ABeCyf:A— B, diremos que (K, : K — A) es un miicleo de f si fok =0y
se cumple la siguiente propiedad universal:

Para todo objeto C € C y todo g : C — A tal que f o g = 0 eziste un inico morfismo

h:C — K tal que conmuta el siguiente diagrama:

1f—"—>A—’>B

A

C
Definicién 2.4.5 (Co-Nucleo Categérico). Sea C una categoria con objeto nulo,

A,BeCyf:A— B, diremos que (E,§ : B— Z) es un co-micleo de f si§o f =0
y se cumple la siquiente propiedad universal:
Para todo objeto D € C y todo g - B — D tal que go [ = 0 exisle un inico morfismo

k : = — B tal que conmuta el siguiente diagrama:

f § -

A—B——=Z

\ |
3
g ¥

D
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Diremos que una categoria posee niicleo (co-nticleo) si todo morfismo entre sus
objetos posee niicleo(co-nticleo). Muchas categorias familiares poseen estos objetos
como los grupos abelianos, médulos sobre un anillo, complejos de cadena, etc. Las
propiedades universales usadas en sus definiciones hacen que estos objetos tinicos

cada categoria salvo isomorfismos.

Proposicién 2.4.1 (Unicidad del Nicleo de un Morfismo). Sea C una calegoria
con objeto nulo, A, B € C y f: A— B. Si (K r) vy (Ksny) son nicleo de f

entonces Ky y Ko son isomorfaos.

Demostracion: Como ambos pares cumplen la propiedad, existen h; : Ky — K

v hy : Ky — K tales que hacen conmutar los siguientes diagramas:

Ki2eAtsp Ky, 2ea-top
A A

Bl /h’ hal /

S | i

K K

(C'ombinando ambos diagramas obtenemos los siguientes diagramas conmutativos:

Ki——>4 L. Ky 4 L.
A A A /{
. /
/ / hl] //'yz / . h'_,[ //”;

idg, | A-‘z . idp,y | f\.l / Ko

Por la propiedad universal h; o hy = idg, v ha o hy = idg,. O

Proposicién 2.4.2 (Unicidad del Co-Nucleo de un Morfismo). Sea C una
categoria con objeto nulo, A,B€Cy f:A— B. 5 (2,.§) y(Z2&) son co-nicleo

de f entonces =) y =, son isomorfos.

Demostracion: Es andloga a la de la proposicion anterior. [J

Denotaremos (Nu(f).nu(f)) vy (Conu(f},conu(f)} a pares cualquiera que sean niicleo
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y co-nticleo de un morfismo f respectivamente
En categorfas algebraicas familiares se tiene niicleo y co-nticleo canénico. En la sigu-
iente proposicién se da la forma de estos objetos en la categoria de A—maédulos, donde

A es un anillo.

Proposicién 2.4.3 (Nicleo y Co-niicleo de un morfismos de A—mddulos).

Sea f: M — N un morfismo de A—mddulos, entonces:

Ker(f) := f~(0) y ker(f) : Ker(f) = N

Coker(f) := y coker(f) :=m —m+ f(M)

.0
J(M)
0

Una propiedad que hereda de forma natural una Pro—categoria de la categoria de la

cual proviene es la existencia del objeto nulo:

Proposicién 2.4.4. Sea C una categoria con objeto nulo 0 y (P, <) un conjunto

dirigido, entonces Pro— C tiene como objeto nulo al Pro—objeto: 0 := (0)icp

Demostracién: Probaremos que 0 es un objeto inicial: Sea f = (I,(f:)icp) :
0 — A una flecha en Pro — C. Pero por definicién de objeto nulo de C cada f; = 0,
por lo que f ~ (id,, (0);cp) de lo que se tiene que cualquier flecha que proviene del
Pro—objeto 0 es equivalente a (id,, (0);cp). La prueba de que 0 es un objeto final es
similar. (0
Ahora que hemos visto que si una categoria posee objeto nulo entonces también lo
posee su Pro—categoria sobre un conjunto dirigido (P, <), es natural preguntarse si

también hereda la propiedades de tener niicleo o co-niicleo. La respuesta es afirmativa:

Proposicién 2.4.5 (Pro—Categorias de Categorias con Niicleo). Sea C una
categoria con nicleo y (P, <) un conjunto dirigido, entonces la Pro—categoria de C

sobre (P, <) también posee niicleo

Lo mismo para el co-nicleo:
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Proposicién 2.4.6 (Pro—Categorias de Categorias con Co-Nucleo). Sea C
una categoria con co-nicleo y { P, <) un conjunto dirigido, entonces la Pro—categoria

de C sobre (P, <)} también posee co-nicleo

2.5. Categorias Aditivas

La nocion de categoria aditiva nace inspirada en las propiedades universales de
la suma directa v producto directo en las categorias de modulos sobre un anillo.
Para estas categorias en cada uno de sus objetos hay una estructura de grupo abeliano
que otorga a sus conjuntos de morfismos una estructura natural de grupo abeliano.
Esta es la propiedad que caracterizara a un tipo de categoria previa a la de categoria

aditiva.

Definicién 2.5.1. Decimos que una categoria C. es Pre-Aditiva si para todo par de
objetos A, B € C. hom{A, B) es un grupo abeliano, y la composicion o : hom( A, B) x

hom{ B, (") — hom(A, () es bilineal.

A un morfismo entre dos objetos de una categoria pre-aditiva se le llama homo-
morfismo. Dados dos objetos A, B € C, al elemento neutro de hom( A, B} lo denota-
mos por 0. Diremos que un objeto M es un objeto cero si idy = 0. En esta categoria
los conceptos de objeto inicial v final son equivalentes entre si v a la vez equivalentes

cada uno al de objeto cero.

Proposicién 2.5.1. Fn una cateqoria C pre-aditiva, un objeto es cero si y solo si es

final.

Demostracion: Sea M € C un objeto cerov A € C. Es inmediato que hom(A. A/)
tiene un solo elemento, es decir que hom( A, M) es el grupo nulo, pues para cualquier
f:A— M tenemos f = foidy = 0, por la bilinealidad de la composicion. Por lo
tanto M es un objeto final. La otra implicacién es obvia, pues si /7 € C es objeto
final entonces hom(F, I') tiene un solo objeto lo cual quiere decir que idp = 0. OJ

Analogamente se tiene:



Proposicién 2.5.2. En una categoria C pre-aditiva, un objeto es cero si y solo si es

ACLAL.

Por lo tanto en una categoria pre-aditiva los conceptos de objeto nulo y objeto

cero son equivalentes.

Definicién 2.5.2 (Biproducto). Dados dos objetos A,B € C de una categoria
aditiva. Decimos que S es biproducto de A y B si existeniy: A— S, ip: B — S,

pa:S — A ypp:B— S tales que:
1. paoiyg=idy, ppoip=idp.
2. igq0ops+ipopp=ids.
Proposicién 2.5.3. pgoig =0 ypaoip =0.

Demostracion:

pao(iaopa)+pac(ipops) = pao (ids)

(pacia)opa+ (pacip)ops =pa
idgopa+ (paoip)opp = pa
pa+(pacip)ops=pa
(pacip)opp =0
(pacip)o(ppoip) =0
(pacip)oidp =0
pacip—0
Anélogamente pgoig = 0. O

Proposicién 2.5.4 (Propiedades Universales del Biproducto). Sean A, B, S €
348
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1. Si S es biproducto de A y B, entonces para todo objeto M y para todo par de

homomorfismos fa : A — M y fp : B — M existe un inico hemomorfismo

f:8 — M tal que conmuta el siguiente diagrama:

A-\\ fa
N >M
: f
74 s

B

9. Si S es biproducto de A y B, entonces para todo objeto N y para todo par de

homemorfismos g4 : N — A y gg : N — B existe un tinico homomorfismo

g: N — S tal que conmuta el siguiente diagrama:

A
gA
PA
MZ---->8
PB
9B
B

Demostracién: Definamos f = f4 © pa + fg © pg, por la proposicién anterior:
ppois = 0y por la definicion de biproducto: ps o i4 = ida, luego fois = fa,

similarmente foig = fp. Veamos ahora la unicidad. Si g : S — M hace conmutar el

diagrama, entonces:

g=goids = go(isopatipopg)

g=1(gois)opa+(goip)opp
g=faopat feope=f

Corolario 2.5.1. Si S y S’ son biproductos de A y B entonces son isomorfos.



Aplicando el funtor F a las ecuaciones que definen el biproducto:

ik F(’pA OiA) == F(EdA)

F(pa) o F(i4) = idg(a)- Similarmente F(pp) o F(ip) = idp(p)

2. F(igsopa+ipopp)=F(idssn)
F(ia) o F(pa) + F(ip) o F(pp) = F(idasn)

F(ia) o F(pa) + F(ip) o F(pg) = idr(asp)-

Se ve, entonces, que los morfismos F(i4), F(ig), F(pa), F(pgp) hacen de F(A® B) un
biproducto de F(A) y F(B) por el corolario anterior F(A & B) =~ F(A) @ F(B). O
Como ejemplos importantes de funtores aditivos, estudiaremos los que provienen de

los morfismos de una categoria pre-aditiva

Proposicién 2.5.6 (El Funtor Hom(A, —)). Sea C una categoria pre-aditiva. Si
A € C, la aplicacion Hom(A, -} : X — hom(A, X) y a cada o : X — Y le asigna
@, : f € hom(A, X) +— ao f es un funtor aditivo entre C y b (categoria de grupos
abelianos y sus homomorfismos).

Proposicién 2.5.7 (El Co-Funtor Hom(—, B)). Sea C una categoria pre-aditiva.
Si A € C, la aplicacién Hom(—, B) : X — hom(X, B) y a cada o : X — 'Y le asigna
o* : f € hom(Y, B) — foa es un co-funtor aditivo entre C y b (categoria de grupos

abelianos y sus homomorfismos).

La prueba de ambas proposiciones son inmediatas usando que o es una bilineal.
La propiedad de aditividad (pre-aditividad) es también heredada por la

Pro—categoria:

Proposicién 2.5.8. Si C es una categoria aditiva y (P, <) es un conjunto dirigido,

entonces la Pro— C con indices en P es aditiva.

2.6. Categorias Graduadas

Definicién 2.6.1 (Categoria Graduada). Sea C una categoria y sea I' un grupo

abeliano, llamaremos categoria I'-graduada de C, denotada por grad(C) a la categoria



tai quc:
"1. Sus objetos son sucesiones de objetos de C con indices en L.

2. Si A= (A))ser y B = (B,)er son objetos de gradp(C), entonces un morfismo
entre A y B es una sucesion (fy)yer, donde f, € hom(A,, By}, para algin

k €T fijo. Dicho nimero & es llamado grado del morfismo.

3. 8i f = (fy)rer es un morfismo de grado k y g = (gy)yer €s un morfismo de
grado A, entonces definimos su composicion como: go f = (Gy+x © fy)yer, que

es de grado Kk + .
4. Para un objeto A € grad(C) el morfismo identidad es ids = (ida, )yer

Para grad;(C), el conjunto de morfismos entre dos objetos A = (Ay)yer ¥

B = (B,),cr se puede expresar de la siguiente forma:

Hom(A, B) = |_J Hom"(A, B)

kel

donde Hom"( A, B) es el conjunto de morfismos de grado .

Cuando la categoria es pre-aditiva, los objetos de su categoria graduada con los
morfismos grado comiin x, es pre-aditiva también con la suma de grupos término a
término, para cada x € I'. Veremos ahora que la condicién de aditividad también
se hereda. Denotemos por gradf(C) a la categoria, cuyos objetos son los mismos de

gradp(C) pero solo con morfismos de grado k.
Proposicién 2.6.1. Si C es aditiva entonces grad(C) también es aditiva.

Demostracién: Sean A = (A, )yer, B = (By)yer € gtadf(C). Sea S = (S, )er,
donde S, = A,® B,, con morfismos i, ig,,Pa, Y PB,, Para cada vy € I'. Es inmediato
verificar que iz := (ia, )yer, i = (iB, )yers Pa = (PA,)rer ¥ PB := (DB, )ser, hacen
de S = (S,)yer un biproducto de Ay B. [

El hecho de tener niicleo y co-nticleo también se transfieren a las categorias graduadas.
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Proposicién 2.6.2. Sea C con objeto nulo. SiC es una categoria con nicleo entonces
gradp(C), que tiene por objeto nulo a la sucesion constante del objeto nulo, también

es con nicleo.

Demostracién: Sean A = (A, )yer, B = (By)yer € gtadr(C), ¥y g = (gy)yer :
C — A. Supongamos que ambas son de grado 0. En otro caso la prueba es andloga.
Sea g = (gy)qer : C — A tal que fog =0, entonces para cada vy € I' fy 0 gy = 0.
Luego existen tnicos h, : C — Nu(f,) tal que g, = nu(f,) o h, para cada y € I'. De
esto vemos que si definimos K = (Nu(f,))yer v k = (nu(f,))yer, el par (K, k) es un
niicleo para f. [

La demostracién del siguiente hecho es completamente similar:

Proposicién 2.6.3. Sea C con objeto nulo. Si C es una categoria con co-nicleo
entonces geadp(C), que tiene por objeto nulo a la sucesion constante del objeto nulo,

también es con co-niicleo.

2.7. Homologia

Definicién 2.7.1 (Categoria de Complejos). SeaC una categoria que posee nicleo
y co-niicleo, A un grupo ciclico y e € A, un generador. Llamaremos categoria de
complejos sobre (A, ), que denotaremos por Ca,, a la categoria con las siguientes

caracteristicas:

1. Los objetos son pares, llamados complejos, (C,d), donde C € grad(C,C) y
0 € Homge,, (C,C) tal que 900 =0

2. Un morfismo f entre dos objetos (C,0¢),(D,dp). es un elemento de
Homgm%((], D), tal que fode=0po f

2. La composicion de morfismos y la identidad de un objeto de Ca, son las mismas

de las categorias graduadas.

Definicién 2.7.2 (Objeto Graduado de Homologia). Sea Ca, una categoria de

complejos sobre C y (C,0) € Ca,. Definimos H(C) de la siguiente forma: Tenemos
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|

que 303 = 0, entonces existe un unico he : Conu{d) — C. de grado —¢. tal que
he 04(:01111(3) = d, entonces

H(C") := Nu(h)

serd llamado objeto graduado de homologia de

Al

Hemos asignado a cada complejo (" € Ca. un objeto graduado H(C'), en la

siguiente proposicion veremos que esa asignacion es funtorial.

Proposicion 2.7.1. H : Ca. — grad,(C) es un funtor.

Demostracion: Establezcamos primero como actiia sobre los morfismos de com-

plejos. Sean C, D € grad,(C). Si f:C — D.
(conu(dp) o f) o de = conu(dp) o (f o d) = conu(dp)o(dpe f)=0

Por la propiedad universal del co-niicleo, existe un tinico morfismo j; : Conu(de) —
Conu(dp) tal que: conu(dp)o f = j; o con{d-). Por otro lado tenemos que f o d¢
cumple {f o dx) o d = 0, por la propiedad universal del co-niicleo hay una tnica
forma de descomponer f o d- con el co-niicleo.

Ahora, fodc = fo (heoconu(d:)) = (f o he) e conu(d), lo que seria una descom-
posicion de f ¢ de.

Pero (hp o j;) o conu(de) = hp o (jy o conu(de)) = hp o (conu(dp) o f) =
(hpoconu{dp))o f = dpo f = fodq, lo que seria otra descomposicion de f o d-. Por
la unicidad se tiene que: f o he = hp o jy. Tenemos entonces el siguiente diagrama
conmutativo:

Nu(he) i‘iﬁ’conu(aﬂ\":_, o

|'I'_{ lf

Nu(hp) ka4 )(,’ontt( dp )hi—’ D




Mostraremos que existe un tinico ¢ : Nu(he) — Nu(hp) que cierra el diagrama:

Nu(he) M)Conu(ac)hc—lv C
|

1¢ if [f

N y nu(hp) p hp
u(hp) —"Conu(0p) —= D

Tenemos que hp o (j; onu(he)) = (hp o jy) onu(he) = (f o he)onu(he) = fo (he o
nu(hc)) = 0. Entonces existe un tnico ¢ : Nu(hc) — Nu(hp) tal que jy o nu(he) =
nu(hp) o ¢. Definimos entonces: H(f): H(C) — H(D) := ¢.

Recapitulando, para un morfismo f : C — D, definimos H(f) = H(C) — H(D) el
unico morfismo tal que

jy onu(he) =nu(hp) o H(f)

donde j; : Conu(he) — Conu(hp) es el tinico morfismo tal que
conu(dp) o f = jy o conu(dc)

Facilmente se verifica que H(idc) = idyc).
Veamos ahora cémo se comporta con la composicion. Sean f:C —= Dy g: D — F,

morfismos de complejos. Tenemos

jr onu(he) = nu(hp) o H(f), j, o nu(hp) = nu(hr) o H(g)

donde:

conu(dp) o f = j o conu(dc ), conu{dp) o g = j, 0 conu(Jp)

entonces
(conu(dr) o g) o f = jg o (conu(dp) o f) = jz © (jy o conu(c))

conu(dr) o (g o f) = (Jy © jy) o conu(dc)



Por unicidad jso5 = jg © js. De la definicion

nu(hp) o H(go f) = jgor onulhc)

(Jg © Jg) oemulhe) = j, o (jy o nu(hc))
= Jgo (nu(hp) o H(f)) = (j, onu(hp)) o H(f)
= (nu(hr) o H(g)) o H(f) = nu(hr) o (H(g) o H([))

Por unicidad H{g o f) = H(g) o H(f), con lo que queda demostrado que H es un

funtor.

2.8. Homologia sobre Categorias Aditivas

La propiedad de pre-aditividad y aditividad es transmitida de una categoria a

sus respectivas categorias graduadas:

Proposicién 2.8.1. SiC es aditiva entonces Ca, es aditiva, donde A un grupo ciclico

y £ € A un generador.

Demostracion: Ya se ha visto que gradl(C) es aditiva. Sean (C,0¢) y (D, dp)
dos complejos. Definimos (C,0¢) @ (D,0p) = (C & D,0c & Jp), se trata de un
complejo pues (Jc @ dp) o (Oc B Ip) = (Fc o de) B (Ipedp) =050 = 0.

También la categoria de complejos sobre una categoria con nicleo tiene nicleo.

Proposicion 2.8.2. Sea C con objeto nulo. Si C es una categoria que tiene nicleo en-
tonces Ca_, que liene por objeto nulo a la sucesion constante del objeto nulo, también

tiene nicleo.

Demostracion: Sean (C,d¢) y (D, dp) dos complejos, v f : (C,0c — (D,0p)

un morfismo de complejos. Sea k := nu(f : C — D) y K := Nu(f : C — D).

Se mostrarda que (K, k) es un nicleo de f como morfismo de objetos graduados. Le



daremos una estructura de complejo. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Nul(f,)) —=C——=D
dc tap

: nu( fi_ - fa.
Nu(f,-..,.j il 8 C e, D

Como fi_.o(deonu(f)) = (fi—cedco)onu(f;} = (dpo fi)onu(f;) = 0 entonces existe

un unico t}f s Nu(fi) — Nu(/fi_-) que completa el diagrama:

Nu(f)™ ), o S p
|

éjr | Je lan

Y nalfi .
N'll(f,‘,_—ls(fl :) (‘1 fi-s D

usando un argumento similar para el siguiente diagrama, se puede mostrar que dy o

af 0:

N “y fi-"
Nu(fiy:) —> Ciye —> Dy

SR

ot Nu( f;) —e+— i D;

\
A i f_}f \ 13(‘_‘ J 50
N fi

Nu(fie) ——=Ci e —>D;_.

Con lo que ((Nu{f).ﬂ}). nu( f)) es un nicleo para f : (C.0x) — (D, dp). O

(C‘uando la categoria es pre-aditiva, el funtor H es aditivo:

Proposicién 2.8.3. El funtor H : Ca, — grad}(C) es aditivo, si C es pre-aditiva.

Demostracion: Como ya se ha visto, Ca, v grad(C) son aditivas cuando C lo
es. Sean C, D € Ca,. Si f1, fo : €' — D, entonces para cada i = 1, 2, H{f;} es el inico
morfismo tal que

Jionu(he) =nulhp)o H(f;)

donde j; : Conu(he) — Conu(hp) es el tinico morfismo tal que

conu(dp) o f; = ji o conu(dc)
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Como grad (C) es pre-aditiva, por la bilinealidad de la composicion, H(f1) + H(fz2)

es un morfismo que cumple:

(j1 + j2) enu(he) =nu(hp) o (H(f1) + H(f2))

donde j; + j» cumple:

conu{dp) o (f1 + f2) = (j1 + J2) o conu(dc)

Por la definicion de H, H(f, + f2) = H(fi) + H{f2). O
Para una categoria pre-aditiva, si (C, d¢), (D, dp) € Ca., existe una relacion de equiv-

alencia muy importante en Hom(C, D):

Definicién 2.8.1. Diremos que dos morfismos f,q : (C,00) — (D,dp). son ho-
motopicos, que denotaremos f =~ g si eriste un morfismo de objetos graduados

h:C — D de grado = tal que: hodc+dpoh =f —g

Es facil verificar que la relacion de homotopia es de equivalencia. Se puede
mostrar que al aplicar el funtor H a dos morfismos homotépicos se obtienen imagenes

iguales.

Proposicién 2.8.4. Sean f,g: C — D, morfismos de complejos. Si f ~ g entonces

H(f) = H(g).

Demostracion: H{f — g) es el tinico morfismo tal que

Jenu(hc) = nu(hp)e H(f —g)

donde j : Conu(he) — Conu(hp) es el inico morfismo tal que

conu(dp)o (f — g) = 7 oconu(d)

Como f =~ g existe un morfismo D de grado = tal que:
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f—g=hods+ dp o h, entonces

conu(dp) o (hode + dpoh) = joconu(de)

conu{dp) o (hodz) = j o conufde)
conu(dp) o (h o (he o conu(de))) = j o conu(de)
({(conu(dp) o h) o he) o conu(de) = j o conu(de)

luego

(conu(dp)oh)ohs =7

Reemplazando en la ecuacién de H(f — g)

((conu(dp) o h) o h¢) o nufhe) = nu(hp) o H(f - g)

0 = nu(hp) o H(f - 9)

es decir j onu(he) =0 =nu(hp) o0 =nu(hp) o H(f — g).

Se tiene por unicidad que H(f — g) = 0. Por la aditividad de H tenemos el resultado.
O

Este resultado nos permite tener una condicién suficiente para que dos complejos

tengan el mismo grupo graduado de homologia.

Definicién 2.8.2. Diremos que dos complejos (C,c), (D, dp) € Ca. son homotdpi-
camente equivalentes si ezisten f : (C,0¢c) — (D,dp) y g : (D,dp) — (C,0¢) tales

que fog=idp ygo f~idc.

Cuando dos complejos son homotdpicamente equivalentes se suele decir que
tienen el mismo tipo de homotopia. Es facil comprobar que esta relacién es de equiv-
alencia. La homologia sélo depende del tipo de homologia de un complejo, por la

proposicién anterior,



34

Proposicién 2.9.1. En una categoria abeliana un morfismo es isomorfismo si y sélo

i es monomorfismo y epimorfismo.

Demostracién: Supongamos que f : A — B es monomorfismo y epimorfismo.
Como es monomorfismo existe un morfismo g : B — C tal que f = nu(g), entonces
gof =0=00f, como f es epimorfismo g = 0, entonces, por unicidad del nicleo,
existe un isomorfismo « tal que f = aonu(0) = acidg = a. Asi f es un isomorfismo.

O

En las categorias abelianas todo morfismo tiene un factorizacion canénica.

Proposicién 2.9.2. Para todo morfismo f : A — B enire objetos de un categoria
abeliana existe una factorizacion f = nu(conu(f)) o @5 o (conu(nu(f))), donde 05 es

un isomorfismo.

Demostracién: Ver [M]. O
Para un morfismo f : A — B entre objetos de una categoria abeliana, defin-
imos: im(f) := nu(conu(f)), Im(f) := Nu(conu(f)), coim{f) := conu(nu(f)) y
Coim(f) := Conu{nu(f)). Notese que si f morfismo de moédulos, estas coinciden

con las definiciones clasicas.

Corolario 2.9.1. Sea f un morfismo entre objetos de una categoria abeliana, en-

ONCES!
i. Si f es monomorfismo entonces f = nu(conu(f))

2. Si f es epimorfismo entonces f = conu(nu(f))

Sea C una categoria abeliana. Diremos que la sucesion de objetos y morfismos
f g
A—B—C

1. Es semi-exacta, si go f =0

2. Es exacta, si es semi-exacta e im(f) = nu(g).
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3. Decimos que una sucesién arbitraria de objetos 'y morfismos
fi i . .
cos — Ay —— A &, A; ——>--- es exacta (semi-exacta), si para

cadai € Z A, S A, _fi ., es exacta (semi-exacta).

Obsérvese que si se trata de categoria de médulos sobre un anillo, significa que

Im(f) = f(A) = g '({0}) = Nu(g).

Por ejemplo, sean C € grad,(C) y 6 € hom;;%(c)((], ("), donde A es un grupo ciclico
6i+£

T &
y = € A un generador, entonces (C,d) € Ca. si y solo si Ciye —=C;—=Ci_: es

semi-exacta, para todo i € A.

Proposicién 2.9.3. La sucesion de objetos y morfismos en una categoria abeliana:

0—= A AN A 0 €5 exacta es equivalente a cada una de las siguiente

DTrONOSICILONES.
1. f es monomorfismo y f = nu(g,
2. g es epimorfismo y g = conu(f)
A una sucesion del tipo anterior se le llamard “sucesion ezacta corta”.

Demostracién: Probaremos la primera equivalencia, la prueba de la segunda es

analoga. Antes necesitamos un lema:

Lema 2.9.1. Sear un morfismo entre objetos de una categoria pre-aditiva, con nicleo

y co-nicleo, entonces:
1. 1 es un monomorfismo si y solo si nu(r) = 0.
2. r es un epimorfismo si y solo si conu(r) = 0.

Demostraciéon: Probaremos la primera equivalencia. La prueba de la segunda es
completamente analoga. Si r es monomorfismo, como 7 © nu(r) = 0 = r o 0 entonces
nu(r) = 0. Reciprocamente, si nu(r) = 0 entonces si ro¢ = ro1, entonces ro(¢p—vy) =
0 entonces existe un morfismo p tal que ¢ — 1 = 00 p = 0 luego ¢ = 9, con lo que se

tiene que r es un monomorfismo.
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Si la sucesion es exacta, entonces nu(f) = im(0) = conu({id,) = 0, entonces f es un
monomorfismo. Similarmente se puede probar que g es epimorfismo.

Veamos que f equivalente a nu{g). Como nu(f) = 0, entonces f = im( f)of;. Entonces
f = im(f) como la sucesién es exacta, entonces im(f) = nu(g), por transitividad
f =nu(g).

Reciprocamente, supongamos ahora que f = nu(g) y que f es un monomorfismo,
entonces como f es monomorfismo tenemos que nu{f) = 0 = conu(ker(0) = im(0).
Como f es un monomorfismo, tenemos la siguiente descomposicién: f = im(f) o 0y,
por lo tanto f = im(f) ademads por hipétesis nu(g) = f, por lo que im{f) = nu(g).
O.

Corolario 2.9.2. Sear : A — B un morfismo en una categoria abeliana. Entonces
1. 7 es monomorfismo si y sdlo si la sucesion ) —= A—— B es exacta
2. 1 es epimorfismo si y sélo si la sucesion A——= B——( es exacta
Demostracion:

1. 00— A—— B es exacta si y sélo si

0 A—B ConU'%cuflu(a'") —0
es exacta pues por definicion im(r) = nu(conu(r)), por la proposicion, se tiene
la equivalencia.

2. Se prueba aplicando un razonamiento analogo al anterior en la sucesion:

nur) r

0 — Nu(r) A

B 0.0

Si C,D son categorias abelianas, un funtor (co-funtor) F : C — D preser-

. . . . f g .
va la semi-exactitud es decir: Si A——= B——= (' es semi-exacta entonces

F(f)

F(A) 2L r(B) 2% F(0) (F(C) 22 F(B) ~Y% F(A) ) también es semi-exacta.

Sin embargo no todo funtor preserva la exactitud.
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Definicién 2.9.6. Sea (. 4 LY B—>C o eracta, donde A, B,C € C,

f € home(A, B) y g € home(B,C), y sea F:C — D un funtor.

1. Decimos que es F exacto a derecha si py A) Fo, F(B) Fa), F(C)—0

es exacta.

2. Decimos que es F exacto a izquierda si F(A) F) F(B) o) F(C)

es exacta.
3. Decimos que es F exacto si es exacta por derecha e izquierda al mismo tiempo.
Veamos ahora que el funtor Hom(A, —) es exacto por izquierda.

Proposicién 2.9.4. Sea C una categoria abeliana y X € C. Entonces Hom(X, —) es

exacto por izquierda.

Demostracion: Sea () A f B —Ys ¢ — () exacta. Mostraremos que

0 —= Hom(X, A) 2> Hom(X, B) —2> Hom(X, C)

es exacta.

1. f. es inyectiva, pues si f,(a) = foa = 0 implica que a = 0 dado que f es un

monomorfismo.

2. Im(f,) = Nu(g.), pues g, o f. = (go f). = 0y si @ € Nu(g.), entonces
go(@) = goa = 0, luego como f = nu(g) existe un morfismo g : X — A tal
que o = f o pu, lo que significa que f,(u) = a.
O

De forma anéloga tenemos una proposicién sobre el co-funtor Hom(—, X):

Proposicién 2.9.5. Sea C una categoria abeliana y X € C. Entonces Hom(—, X) es

eracto por izquierda.
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Ahora mostraremos un resultado que sera 1itil en las siguientes secciones. Dire-
mos que una sucesion exacta corta:

0 A f B—sC ( se parte, si existe un morfismo g : C — B tal que

gou=idc.

2.10. Homologia en Categorias Abelianas

A continuacién se presentan algunos lemas importantes en la teoria de

homologia.

Lema 2.10.1. Consideremos el siguiente diagrama de objetos y morfismos de una

categoria abeliana:

0—X A B 0
| bk
i Y
0 X A B’ 0

el cual tiene filas exactas y todos sus cuadrados conmutativos, entonces si f es un

monomorfismo, g también lo es.
Este es el dual del teorema precedente:

Lema 2.10.2. Consideremos el siguienle diagrama de objetos y morfismos de una

categoria abeliana:

0—A—2>B—Lsy—>0

b,

0 A== p Y 0

el cual tiene filas exactas y todos sus cuadrados conmutativos, entonces si g es un

epimorfismo, f también lo es.

Lema 2.10.3 (Lema de los 5). Sea C una categoria abeliana. Consideremos el

siquiente objetos y morfismos de C:

Al f A2 f2 A3 fa A, fa A-

N

Bl g1 Bz g2 83 g3 Bd Q4kBS
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con filas exactas y cuadrados conmulativas. Si ¢y, P2, P4, ¢5 son isomorfismos, en-

tonces ¢ también lo es.

Lema 2.10.4 (Lema de la Serpiente). Si el siguiente diagrama de obietos u mos-

fismos de una categoria abeliana tiene filas exactas v sus cuadrados son conmutativos:

A s A, 5 A 0

b, b

0 B, B, Bs

B2

entonces eriste un morfismo w : Nu(f3) — Conu(f;) tal que:
Nu( f) ~2> Nu(f) —2> Nu( f5) —> Conu( f1) —> Conu( f2) === Conu( fs)

es eracta.

En el caso de categorias abelianas, los objetos de homologia se pueden carac-
terizar de otra manera, que nos proporcionara en el futuro propiedades importantes
del funtor de homologia. Consideremos la siguiente sucesion semi-exacta de objetos

y morfismos de una categoria abeliana:
f g
A—B——(C

Como im({g) o (6, o coim(g) o f) = go f = 0, denotemos entonces coim(g) o f = 0, por
lo que existe un morfismo r tal que coim(g) = r o conu(f). Denotemos H = Nu(r).
Por otro lado, como go (im(f)cf;ocoim(f)) = go f = 0, entonces goim(f) = 0, por

lo que existe un morfismo s tal que im(f) = nu(g) o s. Tenemos el siguiente diagrama
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cuyos tridngulos son conmutativos:

nu{r)

Nu(r) — Conu( f) — Coim(g)

20 lU.( f)
{\ /olm(.‘”
f

im{f)

conu(s)

Im( f) —— Nu(g) — Conu(s)
Proposicién 2.10.1. H = H'

Demostracion: Del diagrama anterior,

(conu(f) o nu(g)) o s = conu(f) o (nu(g) o s) = conu(f) o (im(f)) = 0

entonces existe un tnico morfismo « tal que conu(f) o nu(g) = a o conu(s), similar-

mente, existe un tnico morfismo £ tal que conu( f) o nu(g) = nu(r)o 4. En diagrama:

nur)

Nu(r) — Conu( f) — Coim(g)
, »

conu(s)

Im(f) —— N:l(g) —— Conu(s)

Del diagrama

(roa)oconu(s) =r o (aoconu(s)) =r o (conu(f) onu(g))

= (r oconu(f)) o nu(g) = coim(g) o nu(g) =0

luego, como conu(s) es epimorfismo, r o a = 0, entonces existe un tnico o tal que
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a — mu(r) e 0. De manera analoga, se prueba que existe un tinico morfismo 7 tal que
3 = roconu(r). Como tenemos que nu(r)egoconu(s) — conu(f)onu(g) = nu(rjere
conu(s), entonces ¢ — 7, pues nu(r) es monomorfismo y conu(s) es un epimorfismo.

Ahora probaremos que ¢ es un monomorfismo y que 7 es un epimorfismo.

Nu(r) — Conu(f) —— Coim(g)
13 T\
\ AY

3‘\ ' conu(f)

nulg) l

A RN
Im(f) ——= Nu(g) Lol Conu(s)

La flecha punteada representa a: o = 7.

Veamos ahora que ¢ es un monomorfismo, consideremos el siguiente diagrama:

conu(s

0 — Im(f) — Nu(g) — Conu(s) —=0

e T
0 ——1Im(f) i) B comlU!bonu(f)*}ﬂ

Por un lema anterior, como nu{g) es un monomorfismo, entonces a también lo es.
Tenemos que a = nu(r) e g, luego si o 1 = 0, entonces @ oy = nu(r)o ooy = 0,
como a es monomorfismo, tenemos que g = 0, con lo que ¢ es un monomorfismo.
Aplicando un razonamiento dual, obtenemos que 7 es un epimorfismo, con lo que
obtenemos finalmente que ¢ = 7 : Conu(s) ™~ Nu(r). O

El signiente teorema es muy util para relacionar las homologias de complejos que

estan en sucesion exacta corta

Teorema 2.10.1 (Sucesién larga en Homologia). Sea C una categoria abeliana,

A un grupo ciclico y £ € A un generador. Sean (A,d4),(B,dg),(C,0c) € Ca.

St A B0 0 €5 eracla, enlonces erisle un morfismo w €
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Hom o, (H(C), H(A)), tal que el siguiente tridngulo:

H(A) L H(B)

\ /

H(C)

es ezacto.

Demostracién: Tenemos el siguiente diagrama conmutativos con las filas exac-

tas, para cada i € A:

fite Gite
)—> A»i+€ —— Bi+s Ci+s 0
ai+sl Oite l 3i+zl
fi 9i

0 Ai Bi Ci —0

R

f\'—z
00— Ai—a‘

De las dos 1ltimas filas podemos obtener el siguiente diagrama:

0 —— Nu(9;) Nu(d;) — Nu(9;)
0 > A; LB - & 0
8,-1 a;l 611
fi—e Gi—e
0 A B;_. Cie——0

Conu(d;) — Conu(9;) — Conu(9;) — 0

Las primera y ultima filas son exactas por el Lema de la Serpiente. Por otro lado
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo que proviene de la proposicion anterior:

Sie nu(si—e

H,(A) 25 Conu(d,..) ~— Coim(8,) ——> Im(8;) —== Nu(@,_ T h!_(A)

coim(d;) im(8;)

conu(d;..) nu(d;_.)

8;

8; 8
Ai-!—s = Ai A‘i—e e A1 —2e

Definimos el siguiente morfismo: h; := s;_. o fy, © r;, como r; es monomorfismo, s, .
es un epimorfismo y @5, es un isomorfismo, entonces Nu{h;) = H;(A) y Conu(h;) =
H!__(A). Si se usa un razonamiento analogo para los complejos B y ', tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

Conu(0;4¢) — Conu(d;4.) — Conu(d; 4. ) —= 0

l l l

)—— Nu(&_e) Nu(a;(,;) Nu(a;,g)

donde las flechas horizontales son las inducidas por f y g Aplicando el Lema de la

Serpiente tenemos que existe un morfismo w; tal que la siguiente sucesion es exacta:
Hi(A) — H{(B) — H,(C) —> H;_.(A) — H;_.(B) — H;_.(C)
Definimos entonces w € Hom ., (H(C), H(A)) como: w = (w;)ica

2.11. Categorias Monoidales

Definicién 2.11.1. Sea C una categoria. Sean X,Y € C, y F, G : X — Y funtores,
diremos que X\ una coleccion de flechas Ax : F(X) — G(Y), para todo X € C, es
una transformacion natural si para todo morfismo f : X — Y entre objetos de C,

onmuta el siguiente diagrama:

FxX) 2 Ry)

,\Xl lxr

G(X) > G(Y)
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Diremos que una transformacion natural es una equivalencia natural, si cada

elemento de la transformacion natural es un isomorfismo.

Definicién 2.11.2. Sea M una categoria. Diremos que un bifuntor 0 : MxM — M

es un producto tensorial sobre M si:

1. Para todos los A, B,C € M, existe una equivalencia natural:

a : AO(BOC) = (AOB)OC

2. Enrxiste un objeto KK € M que es una identidad salvo isomorfismo, es decir que

para todo objeto A € M existen equivalencias naturales:

A:AOE~ A, pu: EOAX A

Las equivalencias naturales mencionadas anteriormente deben hacer conmuta-

tivos los siaquiente diagramas:

(AOB)O(COD)

AD(BO(CTID)) (ADB)OC)OD
id 4 Oo allidp

AD((BOC)OD) ) (AD(BOC))OD

Para todos A, B,C,D € M

AO(EOC) — (AOKOC
idACI(EDC')& (id,qDE)DCl



A =p: EOFE — E, para todos A,C € M

El concepto de categoria Monoidales es una abstraccion del concepto del
producto tensorial de las categorias familiares: grupos abelianos, médulos sobre un
anillo con unidad, complejos v co-complejos sobre un modulo, etc.

Veamos qué sucede ahora con la pro-categoria de A—modulos, con indices sobre los
naturales, donde A es un anillo, que por comodidad denotaremos por Pro — Mod

conmutativo con unidad:

Definicién 2.11.3. Sean A, B € Pro — Mod definimos como el producto tensorial

A® B al siguiente pro-mddulo definido por:
(A ® B)n = A, ® B,
con mapeos estructurales: o ® o. Y para una flecha f = (I, fu)nen: A — A':

(f® B)n = frin) ®idg,

Veamos que este producto es un bifuntor. Primero debe probarse que
respeta la relacion de equivalencia de flechas. Sean A, A", B € Pro — Mod, y
f = U fa)nen : A = Ay g = (J,gn)nen : A — A’ dos flechas equivalentes.
Mostraremos que f ® B ~ g ® B.

Sea n € N. Como f ~ g, existe k € N tal que k > I(n), k > J(n) y que conmutan
los siguientes diagramas:

“ \ ) N

o \
7 Arm) i - B
m X
Asin) = Al B - B,
ahora al multiplicar tensorialmente ambos diagramas tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:



46

Ar ® By
oo

= Ajn) ® Bin)

W‘

n @0
! Al @ B,

Ajm) ® By

de lo que se tiene que f ® B ~ g® B, similarmente se puede ver que si f ~ g entonces
AR f~A®g.

A continuacién mostraremos que el producto tensorial es un bifuntor. Sean A, A’, A" €
Pro—Mod,y f = (I, fa)nen : A —= A, g = (J, gn)nen : A" — A", tenemos el siguiente

diagrama para la composicién de flechas:

(gof)n

Aror)(n) e Ay 5> A

también es conmutativo:

o

TN

Biosyn) —— Bim) —— By,

Multiplicando ambos diagramas se tiene que: ((go f)® B)n = (§® B)no (f ® B)i)-
De lo que se puede concluir que — ® — es un funtor en la primera variable. De forma
similar se puede probar para la segunda.

Como el producto tensorial respeta la equivalencia de flechas y la composicion es
un bifuntor de Pro—mdédulos. Es facil probar que este bifuntor es aditivo en ambas

variables.




3. Homologia de Algebras

En esta parte describiremos las teorias homoldgicas que seran luego general-
izadas para el caso de Pro—algebras. En todo este capitulo fijaremos un anillo A

conmutativo con unidad.

Definicién 3.0.4 (Complejo y Homologia Barra). Sea A un A—dlgebra. sean,
paran > 1: b, : AT — A® definidos por

n—1

B lag® a1 ® ...0,) = Z(—l}iao@;---@aiam R...0n

i=0

Se cumple que b 1104, =0, para todo n € N, lo cual nos permite definir el siguiente

JTNVLEN0:

’
n+1 b;,,

Cbar(A) s A(n—{—l)@ ’ > An®

A(fl*].)@ —_—

Al grupo graduado de homologia de C*(A) serd llamado Homologia Barra de A, que

se denotard por H* (A).

Definicién 3.0.5 (Complejo y Homologia de Hochschild). Sea A un A—dlgebra
y M un k—mdédulo que también es un bimddulo sobre A. Consideremos los siguientes

morfismos, paran > 1: b, : M @ A™® — M ® A" '® definidos por

n—1

bo(m®a®. .. a,) == ma®- - -®an+2(—l)im®- R0 R - R, H -1 a,mRa, ®- - -

=1

Se puede verificar que by o b, = 0, para todo n € N, lo cual nos permite definir el

siquiente commeio’

C(M;A): - M& A " A Av10 e @ A2 -

A7




y a su grupo de homologia lo denotaremos H H(M; A). Definimos

C(A) i= C(A; A) : - —— Ar+16 s g s o160 -

Cuando A tenga unidad, al grupo graduado de homologia de C(A) serd llamado Ho-
mologia de Hochschild de A, que es denotado por HH(A). Si el dalgebra no tiene
unidad, al grupo graduado de homologia de C(A) serd llamado Homologia Intuiti-
va de Hochschild que se denota por HH""*(A). Luego daremos una extension de la
definicion de la homologia de Hochschild para dlgebras sin unidad que tendra casi las

mismas propieaaades que para ias que tienen unidad.

T =fnicién 3.0.6 (Bi-complejo). Sea C una calegoria aditiva. Una familia de ob-
jetos (Ci ) )mmez, y morfismos (dn : Cu gy — Cij—1), do : Ciijy — Cli-1,4)), para todo
i,j € Z x Z, es un bi-complejo si:

1. dvod,,=0yd,,0dh=0

2. dyod,+dpod,=0

En resumen podriamos decir que un bi-complejo es un diagrama cuadriculado
de morfismos y objetos tal que las filas y las columnas son semiexactas y los cuadrados

“anticonmutan”.

dy dy

4
Clitrg) <3 Clirrgeny <g—

dp,

dy dv

o Cli) ~——— Cagen =5—

dv dy
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A cada bi-complejo C' = (C ;) se le asocia un complejo:

TOt C) @ C(w

i+j=n

con morfismos: d, = @ (d, + dp), justamente es un complejo pues:
i+j=n
(dy+dp)o(d, +dy) =dyod, tdyod,+dpod,+d,od, =0
Definicién 3.0.7 (Homologia Ciclica). Para cada n definimos el operador ciclico:

by : AUHD® _, glnt1)o

tal que tp(ag ® a1 ® ... an) = (—1)"(n ® a0 & ... an-1), para todos ag, ...,an € A Y

definimos el operador norma como:
N:=1+t+...t"
Lema 3.0.1. Los operadores t, N, b y b’ satisfacen las siguientes identidades:

(1—)b =b(1—t), HN=Nb



Con estas identidades es posible definir un bicomplejo:

| |

Ate e AVD —— A < Ade -t

[

A3® 41_4— AS@ T A3® - A3®

CC(A)

Af
b —v b v
\
A‘l’@ o A2® . A‘Z@ < A2® =
b b b -
} P &
10 e Al® «— Al® <« 1®
A 1-t A N A 1-t A N

El médulo de la esquina inferior izquierda estd en la posicion (0,0), y los médulos

que tienen algin indice negativo son nulos.

Definicién 3.0.8. Sea A un A—dlgebra. Definimos el grupo graduado de Homologia

Ciclica como el grupo graduado

HC(A) := H(Tot(CC(A)))

Sea A un élgebra con unidad, consideremos el médulo D, C A® A" generado
por los elementos (ag ® a; -+ ® ax), tal que por lo menos alguno de {ay,...,a.} es
igual a 1.

Si tomamos un generador de A ® A™®, g ®a; ® - ® 1 _®...an:

J



n—1
[ Z(_l)iaﬂ@---@ai&i.}.]®"'®an
=0

i;ﬁl Sil<j<n
Y H=1)aa® & 1 ®.. .0,
J
n—1
Z(_l)lao & XA K & Ay, Si j=n
\ =0

En todos los casos b{ay ® a1 ®---® 1 &...a,) € D, . Entonces de la siguiente
J

sucesion exacta corta, para cada n € Z:

m A® A
D,

0 D, T . AR A™®

donde ¢, es la inclusién y 7, es la aplicacién canénica de paso al cociente, tenemos

el siguiente diagrama:

Dn+1 i Dn

tn+1 ln Lp—1
A@A{n‘?‘])@ml‘@An@i)A®A{n~1)®

Tn+1 Tn Tn—1

A® A(n+1)® 1_7_n+1 A An® ) - A ® A(nfl)@

- >

®
Dinyyy D,
0

donde los morfismos y b,, son los tinicos morfismos que hacen conmutar los cuadrados,

por la propiedad universal del co-kernel, ademds por esta misma razon las filas son
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y usando la sucesién larga en homologia tenemos que el siguiente triangulo es exacto:

H(A[0]) H H(A)

HH(A)

pues por lo mencionado anteriormente hay un cuasi-isomorfismo entre C(A) y C{A).

De aqui se desprende que

0——=HH{A) —>HH,(A) A H Ho(A) —=HHo(A)

y que HH,(A) = HH,(A) sin # 0.

Definicién 3.0.12 (Homologia Relativa de Hochschild). Sea A una A—dlgebra

con unidad e I C A un ideal bilateral. Definimos el grupo graduado de Homologia de

Hochschild, el grupo graduado Nu(C(A) — C(A/1))

De la sucesion exacta:

0 — Nu(C(A) — C(A/T)) —> C(A) —= C(A/]) —=0

tenemos el siguiente triangulo exacto:

HH(A, I) HH(A)

HH(A/T)

3.1. Algebras sin unidad

La idea es ahora extender el concepto de homologia de Hochschild para las
algebras sin unidad, pero tiene que ser de una manera que se comporte bien respecto

a las sucesiones cortas exactas.
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Sean A un A—&lgebra con unidad e I C A un ideal bilateral, consideremos el siguiente

diagrama de extension de algebras:

0 1 A A/l 0

Solamente cuando I = A se tiene que I tiene unidad, pero se trata de un caso trivial.
Nos gustaria poder aplicar la sucesién exacta larga en homologia para calcular las
homologias de alguna de las tres dlgebras a partir de las otras dos. Es decir queremos

extender el concepto de homologia de Hochschild a dlgebras sin unidad tal que:

HH(I) H
\ //

HH(A/T)

H(4)

sea exacto. Para extender estas nociones a Pro—algebras es necesario tener concep-
tos que sélo dependan de morfismos entre Pro—élgebras. No existe por ejemplo el
concepto de “unidad de una Pro—aélgebra”. Sin embargo luego se dard una definicion
un poco mas débil que tener unidad que es meramente categérica.

Veamos como se extiende un funtor F definido en las algebras con unidad con valores
en grupos abelianos, a las dlgebras sin unidad.

Sea [ un 4lgebra sin unidad, sea I, el A—mddulo A & I, dotemos ahora a I, de
un producto: (A, z)(n,y) = (M, Ay + xzn + zy), con esto damos una estructura de
A—algebra a I, con unidad (1,0), vemos que hay una inclusién natural: A — [
entre A—4lgebras con unidad A — (A, 0).

Definimos entonces

F(I) := Conu(F(A) — F(1}))

Lema 3.1.1. Si F(A) @ F(A') — F(A® A') para cualesquiera A, A" A—dlgebras con
unidad, es un isomorfismo, entonces la imagen de un A—dlgebra mediante F como

dlgebra con unidad y sin unidad coinciden



Demostracion: Sitp : A = A@Ayis: A — AP A son las inclusiones canonicas,
tenemos por hipotesis que: ¢ := F(ta)®F(24) es un isomorfismo, donde F(ipy) ©F(14)

es el tnico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama:

F(A)

F(A) ® F(A)- - - - - T 3F(Ae4A)
oo

de lo que podemos obtener el siguiente diagrama:

F(A) ———F(A)
iF(A) F(ea)
F(A) @ F(A) 'j_> F(A @ A)

del que finalmente se obtiene:

Conu(F(A) — F(A4)) = Conu(F(A) — F(A) @ F(A)) =~ F(A)

O
Usando el lema podemos extender nuestra definicion de Homologia de Hochschild a
las A—4&lgebras con unidad. Antes probaremos que H H cumple las hipdtesis para ser

extendido a las A—algebras con unidad:

Lema 3.1.2. Sean A y A’ dos dlgebras con unidad, entonces

HH(A@® A') ~ HH(A) @ HH(A)

Entonces definimos la homologia de Hochschild de un algebra arbitraria como:

Conu(HH(A) — HH(AL))
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Hemos definido la homologia de Hochschild sobre A—dlgebras sin unidad como
extension del funtor HH definido sobre las dlgebras con unidad. A continuacién
mostraremos Otras formas equivalente de definir la homologia de Hochschild para

algebras sin unidad.

Proposicién 3.1.1. Sea [ un A—anillo. y considerémoslo con un ideal bilateral de

I, entonces:

I1 11 HH 1.1 JA\ .‘u"i‘H:O
HH,(I) = HH,(I+) = HH, (I, 1) = o3 1+)/

HH,(I;:1;) sin#0

Demostracion: Analicemos primero HH(/,). Por la definicién de homologia

reducida tenemos la siguiente sucesion exacta corta

0 A[0] C(l)—— (C(I4)),q—0

y ademés debido a que I, = A @& I, se tiene que [ = I./A, lo que implica que
Co(ly) = Iy & (14 /A)'® = Iy & I" = C(I; 1), con los mismos bordes, ademas
identificando I con {0} x I se le puede considerar como un ideal bilateral de /4 y por

lo tanto un bimédulo sobre I, entonces se tiene que:

0 - A[0] ——— C(I: I,) — (C(14)),,y——0

pero como la aplicacién ¢ : n +— (n,0) tiene inversa por izquierda (n, x) — n, entonces

1, sigue siendo inyectiva. Luego en el tridngulo exacto:

HH(A HH(/4)

H(A/I)
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[1}

w = 0, lo que quiere decir que

0 ——HH(A) —=HH(I,) —HH(I,) ——0

es exacta, de lo que tenemos que HH(/,) = Conu(H H(A) — HH(I,)) = HH(J)
del triangulo se tiene que HH,, (/) = HH,(/,) = HH,(/; 1) sin # 0. Y en el caso
n=0.

0 A HHo(/4) — HHo(l1) ——0

lo que implica que H Ho(/4) = H Ho{/4)/A = HHo(7; 14 )/A.

HHo(l; I4)/A sin=0
Ahora probaremos que HH{/, ) =

HH.(I; L) sin#0
Por definicién se tiene que C(I4, 1) = Nu(C(l;) — C(I4/1)) = Nu(C(I;) — A),

C(Ily, I)—C(14) C(A)

es decir

0 es exacto, donde
C(14+) — A es el inducido por p : (n,z) — n, ya vimos que tiene inversa derecha

¢t :n — (n,0). Entonces se tiene el siguiente tridngulo exacto:

HH(I,, 1) HH(I,) = HH(I; 1)

w=0

H H(A)

lo que implica que para cada n la siguiente sucesién corta es exacta:

HH,(Iy,I)—=HH,(I;I,) Z—HH,(A) ———0

y ademds se parte, pues p, o1, = (pot), = idyp(a) del cual se deduce que existe una

sucesion exacta:

0———>HH,(A) —=>HH,(I;I,) —HH,(I;,]) ———>0



Por un razonamiento analogo al anterior se tiene el resultado. U

Si A es una A—éalgebra, denotaremos CC{A)? al complejo total de:

18 «—— Al@
AP

que justamente son las dos primeras columnas de C'C(A).

Clon este bicomplejo obtenemos otra férmula para la homologia de Hochschild:

Proposicién 3.1.2. Para I un A—dlgebra se tiene que :

(C(I)),.a = Tot(CCO (1))

Demostracién: Tenemos que la homologia de Hochschild de un A—algebra es
la homologia del complejo: (C(1))..a que tiene en la posicion n a I, & 1", sin # 0
y I /A = I,si n = 0. Si n # 0 entonces tenemos: [y ® /"% = ["H& g (A ® ["9),

sobre I™*1® ¢] borde es simplemente b, ;. Sobre A ® ["?, al tomar un generador

1®a; ®--- ® ay, se tiene que su imagen es:

a'l®"'®an_1®ﬂ'la2®"'®an+"'+(_1)nan®a]®"'®an—l

es decir
n—1
] X ® Oy T (_1)“”'?1,”'1 K- R p—1 + 1 ® Z(_l)tal & ... Aillipy - & Iy
1=]

que se puede escribir en término de los operadores usados en la definicién de homologfa
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Demostracion: En el diagrama de C'C/(]){2}

b -
20 2
420 —— A
b B
1@ 1®
AP —— 4

se ve que la primera columna es el complejo intuitivo de Hochschild de 7, la segunda

es el complejo barra de /. Entonces tenemos la siguiente sucesién de complejos:

0 C([) Tot(CC(1)1#) —— ()~ U(]) ——0

Al formar la sucesién larga de homologfa se obtiene el resultado. [

3.2. El problema de la Escisién

Antes de plantear el problema de escision necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.2.1. Dada la siguiente sucesion exacta corta de A—mddulos

’ 8 L . ‘ :
0 A——B C 0, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe un morfismo p : C — B tal que B o p = ide (es decir la sucesion se

parte).

2. Eriste un morfismo = : A — B tal que £ o« = id,

Demostracién: 1. = 2. Como « es inyectivo, entonces posee inversa sobre su
imagen. Veamos que Im(id, — p o 3) € ITm(ar). Como la sucesion es exacta tenemos
que Im(a) = Nu(8). De fo(idy —puoB) = 3—(Bop)off — 3— (ide)o B =3-08=0,

se deduce que Im(ids — po 3) C Nu(3). Definimos entonces £ := ' o (idy — o ).
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Se puede verificar facilmente que c o av = id .

2. = 1. Sea ¢ € (', como [ es sobrevectivo, existe b € B tal que
3(b) = . Se probarda que si ¥ € B también cumple que F(0') = ¢, entonces
b—(xoze)b)y = b —(aos)l) Sea u = (b—V) — (aoe)b— V). Entonces
Blu) =pb—b)—(Folace))(b=V)=c—c—({Foa)oe)(b—1b) =0, es decir u €
Nu(3) = Im(a), sca a € A tal que a(a) = u, entonces a{a) = (b—¥b') — (aoz)(b—1'),
luego a = (coa)(a) =c(b—V)— ((coa)oc)(b—=b)==b—V)—=(b—¥V)=0delo
que se tiene que ¢ = 0 y por lo tanto © = 0. Con esto podemos definir una aplicacion
p: O — B, definida por p{c) = b— (a0 2){(b), si f(b) = c. Es facil verificar que 1 es

un morfismo y que cumple que po 3 = ide. O

Una extension de A—algebras es una sucesion exacta corta en la categoria de A—alge-

bras. Diremos que una extension de algebras 0 ! A B 0 es
pura si para todo A—modulo X, / ® X — A ® X. Esto se cumple por ejemplo si
la sucesion se parte, ya que también tendriamos que I — A tiene inversa por la
izquierda, y por lo tanto [ ® X — A ® X también tiene inversa por la izquierda lo

cual implica que es inyectiva.

Definiciéon 3.2.1. Sea () I A B 0 wuna extension pura de
A—dlgebras, y sea © : CC(AY2 — CC(B)Y2 la proyeccion candnica inducida por la
extension. Diremos que I satisface escision para la homologia de Hochschild si para

todo A—mddulo X, el morfismo CC(I)Y 2@ X — Nu(r®X) es un cuasi-isomorfismo.

De manera andloga podemos definir la escision para la homologia intuitiva de

Hochschild, la homologia barra y homologia ciclica usando los bicomplejos respec-

tivos: C(7) 0 s, O] 0 <oy CC(I). Buscare-
mos qué condicion debe satisfacer un A—dlgebra para que cumpla escision en la

homologia de Hochschild. Para esto necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 3.2.2. Sea I una A—dlgebra y M un [—bimédulo. Decimos que M es

homoldgicamente unitario o H —unitario si para todo A—mddulo X se tiene que el
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complejo (M @ 1", b )pez 0 X es exacto.

En [W] Wodzicki probé que la para que un A—élgebra cumpla escision es nece-
sario y suficiente que se H —unitario. Para probar esto necesitamos algunos resultados

previos:

Proposicién 3.2.1. Sea () 1 A B (0 wuna extension pura de
A—adlgebras, sea M un A—bimédulo y X un A—mddulo. Si M es H—unitario como

I—bimddulo, entonces las siguientes inclusiones candnicas son cuasi-isomorfismos:

i (M1 bz @ X — (M & A b)pez ® X
i (MR )ez ® X = (M QA V)pez ® X

Demostracion: Veamos la demostracién para ¢, la prueba para i’ es andloga.

Consideremos la sucesion formada por los complejos

bt b bn -
o= ...—”+M@ﬂ@®An®_rm*iM®I®An®—“,.AM®Anw
. b
Mg AIe L M@ A—2— M
para n > 0. Consideremos
bn : - bn 2 - bn -
Frtl— .. ™  MRIQAQRA® ——> M AR A™® T - Mg A
N b
. M@ An-1® : MgA—2 =M

entonces tenemos que F” es un subcomplejo de F™H y

e X Buta b2 bt

ﬁ—::"'—-—-*—)-M I@d An®- —)-_ﬂ,/f ﬁ -An® ) __L).

Frg X RIRTRA®® X R4 A® g X 50
I")n 0 Bn—l.__ 0 El 0

De la extension pura tenemos que B = i?— Las aplicaciones 5,, son los morfismos
imagen de aplicaciones inducidas por el cociente via el funtor — & X.

Veamos quién es Bn+p, donde p € N.

Seam®r1 @Ry 1 R|ag) a1 @ ®a,®r € MR 'R B®A™ ® X entonces

bpap(M@ T &+ R Ty 1 ® ag] W) ® -+ ®a, Q) =
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(M) ® - Qx, 18 [a]| Va1 Q@+ Ry —MRT1T2 R+ R Ty B Jag) ®ay ® -+ &
n + o ()P PMR e @ QT 2ty @ag) R a1 ® - Ra,) R =

b (M2, ®- ®2,1)®[a] a1 ® - Ra, ®x

es decir

busp = b, 1 @ (B® A" ® X)
Lo que quiere decir que

(Fm+i I X

e X ) — (J’V] ® ]r—(n+l),b; (n—f—l‘]) ® (B ®An® ® Ar)

Fn'i'l ® X
para cada r € Z, como M es H —unitario entonces Fax es exacta. Luego

tomando la sucesion exacta larga en homologia de:

Jntt ® X
Fn X I Fn+1 X — 0
# “ Fre X

tenemos que la inclusion FV @ X — F” ® X es un cuasi-isomorfismo, para todo
n € Zporloquei: (M®I"),0z28X — (M&A"™),.2 ® X también es un

cuasi-isomorfismo, pues FV ® X = (M ® ["®),.z ® X. O

Corolario 3.2.1. Sea () I A B (0 wna extension pura de
A—adlgebras. Entonces las aplicaciones candnicas © : (B @ A™ by)pez & X —
(B® B bu)ncz ® X y '+ (B® A, b)pez @ X — (B ® B ¥, )uez ® X son

Cuasi-isomorfismos.

Demostracién: Consideremos la sucesion de complejos, cuyo término n—ésimo

€8s

B® B ® A*® ——=B& B ® A

B & B™®

B ® B:kl@ C B ® BZ®

B&® B




entonces

Ol 1= oo B® B B® A

B®Bn®® B B ®Bn(:‘:

BB

B ® Bn.—l@) R B & B2{\) B

Se usara un argumento andlogo a la prueba del teorema anterior. Tenemos que probar
que 7, : C), ® X — Chi1 ® X es un cuasi-isomorfismo. Como 3 = A/l, Nu(m,) =

(B®B"™®I)& A7+ b)), 0 X pues

Cn®X —— BaBn"®gA%® BeB"®gA B@Bm®
((BoB"2aleAr-(n+1) b}, @X BeB"®gIaA B&B"Og[ B&B"@ a0
Bepn—1@ o Be RB2® BB B
~ BeBn"-18g0 BaB2®g0 B@B®0 E
= BRBY®B® A B® B B B& B
B ® B™! B ® B? B® B B =Chp

v la aplicacién , es justamente la aplicacién canénica del paso al cociente. Por el
teorema anterior Nu(m,) = (B ® B"™® @ [) ® A»~"*1) b} 5 ® X es cuasi-isomorfo
(BB~ bY@ X = (BeB2QN@I- )y ) 09X

el cual es un complejo exacto por ser / H —unitario. Tomando la sucesién larga en

homologia a la sucesién exacta corta:

Cn.®X_7L'Cn+1 ®-’Y—‘_"O

0 —— Nu(m,)

tenemos que Cy ® X es cuasi-isomorfo a €, ® X, para todo n € N, de lo que se infiere
que 7 : (B® A", by)uer @ X — (B ® B",by,)pez ® X Una prueba similar para 7’/
se puede hacer. O

Con estos resultados podemos demostrar el teorema de Wodzicki.

Teorema 3.2.1. Para un A—dlgebra I, son equivalentes las siguientes afirmaciones:



1. | es H—unitaria.

2. I cumple escisidn para la homologia intuitiva de Hochschild.

3. 1 cumple escision para la homologia barra.

4. I cumple escision para la homologia Hochschild.

4. 1 cumple escision para la homologia ciclica.

Demostracién: Sea () b A B 0 una extensién pura de
A—algebras y X un A—moddulo. Probemos 1. -=- 2., consideremos p : (A &
A" b Vpez @ X — (B & B™ b, )nez @ X la proyeccién canénica. Consideremos

el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas:

0—— (I ® Art@, bﬂ)uGZ X — (A ® Aﬂ@s bn)raGZ ®X — (B @ Au@! bﬂ)neﬁ @X —=0

r | X

0 Nll(p) (A ® An@’ bn)nez ® X _p) {B ® Bn@a bn)nEE ® X —_— 0

Entonces como [ es H —unitaria tenemos por el corolario que 7 es un cuasi-
isomorfismo. De lo que se deduce que j es también un cuasi-isomorfismo, luego por la
proposicién anterior tenemos que i : (I @ 1™ b)) ez & X — (I @ A™ b,)nez @ X es
un cuasi-isomorfismo con lo que se concluye que la aplicacion (1 & 1", b, )pez ® X —
Nu(p} es un cuasi-isomorfismo, por lo tanto I satisface escision para la homologia
intuitiva de Hochschild.

Para I. == 4. aplicamos el razonamiento anterior a:

' TVn

| | I

0 Nu(p) (A® A™ b}z ® X —— (B® B, )ez® X — 0

'

0——>(I@A"® W )nez® X —> (AR A", b )z ® X —> (B A", b Juez ® X —>0

Veremos que 2.y 3. = /. Sea Tenemos la siguientes sucesiones de bi-
complejos:
0—co(HH —Cco(l)—co()P(-1,0) —=0
0 — CC(AD —= CC(A) — CC(A) 2 (-1,0) —=0
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0 — CC(B)& — CC(B) —= CC(B)2H~1,0) —= 0

si les aplicamos el funtor — & X, se conserva ann la exactitud.

Como (——— Nu(m ® X) — Nu({m ® X) — Nu(m ® X) 0 es

el Kernel de la aplicaciéon de morfismos:

0—=CcC(AM @ X — AT @ X —COA)H-1,00 X —=0
1(7{'1@-)( LFQ-})X 17r;;€.'.X

0—cc(B)Y e Xx CC(B)& CC(B)#(-1,0)® X —=0

s

tenemos el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas:

0—CC(IM}® X —COo()B @ X —CC(I)H{-1,0) X —0

l l l

0 — Nu(m; ® X) — Nu(m; ® X) Nu(rs ® X)

donde los morfismos de los lados izquierdo y derecho son cuasi-isomorfismos por

hipétesis al aplicar Tot y la sucesion larga en homologia se tiene que:

Hp 41 (CC W (—1,0) @ X) — Ha(CO(D M @ X) —— Ha(CO()? @ X) —— Ha(con BH-10)® X) — Ha_(CC( U @ x)

l i ! 1 |

Hp 1 (Nu(mg @ X)) —————> Hyp(Nu(m) @ X)) ———3 Ho(Nu(my @ X)) ———5 Ho(Nu(ry @ X)) ———> H, 1 (Nu(rm; @ X))

es conmutativo v de filas exactas. Las dos morfismos de la izquierda v los dos de la
derecha son isomorfismos por provenir de cuasi-isomorfismos. Entonces aplicando el
Lema de los 5 se tiene que el morfismo del medio es un isomorfismo, lo que quiere
decir que CC(I){# — Nu(m, ® X) es un cuasi-isomorfismo y por lo tanto 7 cumple
escision para la homologia de Hochschild.

Para probar 4. < 5. se utiliza un razonamiento andlogo al anterior aplicado a

las sucesiones:

0 co(n co(I) CC()[2,0) ———0
0 CC(A) CC(A) CC(A)[2,0] 0
0 co(B)? CC(B) CC(B)[2,0) ———0
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2. = 1. Sea X un A—mdédulo y consideremos el A—dlgebra A = I & X
con el producto (n,m) - (z,y) = (nz,0) y la proyeccién candnica
T (A® A bp)nez — (X ® X" by)nez. Sea Ly == (I & X) ® (1 & 0)"® =
(302 a0)") & (0 X)® (I d0)"?), es facil ver que L, C Nu(m,) y
ademas L, es sumando directo de A ® A™ y por lo tanto es sumando directo de
Nu(m,). Calculemos b,|.,, sea (ap,z) ® (a1,0) ® -+ ® (a,,0) € L, un generador
bu((0, 2)® (a1, 0)®- - & (an, 0)) = bn{(a0, 0)&- - & (an, 0)) +0,((0,2)® (a1,0)® - ®
{n, 0)} = bul{ag,0) ® - -+ @ (an, 0)) + (0, 2) ® i(—l)i(cbl R Qi 80y, 0) =
bn((ap,0) ® +++ ® (ay,0)) + (0,2) ® b;_l((alial) &% -+ & (a,,0)). De esto se puede
concluir que (L, bn)nez = (1 & 1" by )nez & (X @ (1 @ I"'Cb | )nez) de forma

natural. Tenemos el siguiente diagrama:

T& I bplnez & (X® I @110 0] )nez)C - Nu(r)C (A® A™ b)) ey ——> (X & X"E b lnez
(1®1"g-bn)nez

la inclusién vertical es la tinica que hace conmutar el tridngulo de la derecha por
propiedad universal del kernel. Las inclusiones i e id ¢ 0 son de sumas directas. Al

aplicar el funtor de homologia se tiene el siguiente tridngulo conmutativo:

H((T ® 1", by)ucz) @ H((X & (I ® ["719,H, _}pez))——= H(Nu(r))

* ST
((I & ]"6}7 bn)néZ’.)

pues [ satisface escision para la homologia intuitiva de Hochschild. De lo que se
deduce que id @ 0 es sobreyectiva y por lo tanto 0 : 0 — (X @ H({(I/ & I b, )nez)
es sobreyectiva lo que quiere decir que X ® (I & "' b, 1),z es exacta, lo cual es

equivalente a decir que I es H —unitario.

Para probar 3. = 1. se usa el razonamiento anterior considerando la apli-
cacion 7 : (A ® A" b ez — (X ® X" ¥ )uez v se puede probar luego que

(L, bpnez = (1 © X) @ (1@ 0)*® = (T ® I"®, by ez @ (X ® (I ® I" '€, b,y )nez).
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4. = 1.sea X una A—algebra, v A =1 @& X como en la prueba de 2. = 1.
v consideremos la aplicacién canénica 7 : CC(I @ X)) — CcC(X)? y el sub-
bicomplejo £ tal que su entrada (n,m) esté conformada por elementos de Nu(z) que
estén generadas por elementos de la forma ag & --- ® a,, con a; € Ay con al menos
uno de los factores en X. Con esto tenemos que Nu(w) = CC(I){% @ £. Debido
a que la inclusién canénica CC(I)1? < Nu(rx) es un cuasi-isomorfismo, entonces
H{Tot(L)) = 0.
Supongamos por contradiccion que X @ (I @ 1™, b)),z no es exacta. Sea x € X ®
I ® 1™, es decir z = 37, X(0,2;) ® agp) ® -+ ® ap,; tal que es un ciclo pero
no un borde. Sea y = (0, N(z)) € Tot(L),, donde N es el operador norma definido
anteriormente. d(y) = (0+{1—t)(N(z)), —=b'(N(z))) = (0, N(b(z))) = (0, N(=b'(z)+
(=1)™(an)(0,2:)) ® ago,) ® -+ @ a(n-1,)))) = (0,0). Entonces y es un ciclo. Como £
es exacto existe y' = (r,3) € Tot(L),+1 tal que (y') = y. Es decir que {bp42(r)+ (1 —
t)(s), —b), 1 (s)) = y entonces existiria s en el submaddulo de (1 ® X) & (I ¢ X)He
generado por elementos de la forma ag ® -+ - ® a,41 que tienen algiin a; en X, tal
que b, (s) = N{z). Llamemos £"*! al submédulo generado por elementos del tipo
descrito y denotemos con £7%* al submédulo de £7F* generado por los elementos de
la forma ap ® --- ® a, que tienen algin a; con i # 0 en X. Asi, £ = (06 X) ®
(I & X)) @ &7+ Definamos similarmente £, y £7. Escribamos s = s’ + s, con
sSeleoX®Ua0)t®y s e £ Bs facil ver que b, (s) € (08 X)® (1 ¢ X)*®
y b, 1(s1) € £7. Como por definicibn z € (00 X) @ (1 & X)"® v N(z)—xz € £7, la
igualdad

b1 (s) + 0,1 (s1) =¥, (s) = N(z) =2+ (N(z) — z)

implica que b, ;(s") = z lo cual contradice la suposicién de que 2 no es un borde. O



4. Homologia de Pro-Algebras

En esta seccién definiremos las teorfas homoldgicas para pro-algebras en base
a las definidas en el capitulo precedente.
Sea A € Pro — Alg. Para cada n € N definimos b = (b,) y b’ = (b)) donde
b, : A® A™® — A® A1 = (b, : A4 ® A — A @ AT v by, A® A —
A A9 = (b, Ap @ AY® — A, ® AYT'9), donde los mapeos estructurales de
A® A™ son ok R O™ 1 Ap1 ® Ap ™ — A ® A", Usando las propiedades
del producto tensorial se puede ver que by, y b/, son morfismos de pro—modulos.
Como bob = 0y b ob = 0, se pueden definir dos complejos de pro—modulos:
C(A) = (A® A" b,) y C™(A) = (A® A",b),) a los que llamaremos complejo
intuitivo de Hochschild y complejo barra de la pro—algebra A respectivamente.
Definamos t = (t,) donde t,, : AQ A™® — A® A™® := (L, : Ay @A — A, @A)k y
M,: AR A™® - AQA™ := (N, : A Q@ AY® — A ® A7®)y, usando las propiedades

de t,, y N, tenemos los siguientes bicomplejos:

CC(A) = l l coA)® =
AR® < At® N A1® <— At n A3® <—— A3
b v b Y 1
_ b v
A3® < A < A3 = A <5 A20 <—— A29
b e b Y i
b v
A% 1t A?® n A% 1—t A% m Al® «<—— Al
b - b v S

1® 1® 1® < 1@
A 1—¢ A mn A 1t A n

luego definimos H C(A) = H(Tot(CC(A))) y HH{A) = H(Tot(CC(A)?)) como los
grupos graduados homologia ciclica y de Hochschild respectivamente. También se

tienen las siguientes sucesiones exactas cortas de complejos:

0 —> C(I) — Tot(CC(I){%) —= (C™)=(1) —= 0
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00— CO(1)& —= CC(I) —> CC(1)[2.0] —> 0

pues dependen solo de la forma de los bicomplejos y no de sus entradas. Se de-
finen andlogamente los conceptos de extension pura de pro—algebras, escision en las
homologias de Hochschild, intuitiva de Hochschild, barra y ciclica y pro—modulo

H —unitario.

Proposicién 4.0.2. Sea A = (A )ien una pro—dlgebra. Entonces A satisface es-
cision para la homologia de Hochschild si y solo es isomorfa a una pro—dlgebra tal que

en cada uno de sus lérminos se salisface la escision para la homologia de Hochschild.

Demostracion: Sea [ una pro—algebra y ( 1 A B ( una
extension pura de pro—algebras. Supongamos que [ satisface la homologia de
Hochschild. Sea X una A—élgebra vy j € N, usemos la escision con el pro—modu-

lo = definido por:

Entonces para la aplicacion 7 : CC(A) — CC(B)1 se cumple que CC(Z)
X — Nu(r ® Z) es un cuasi-isomorfismo. Pero como todas las entradas de = son
ceros exceplo en la posicion j, donde esta X, entonces se tiene que C'C(/ j){Q} ®RX —
Nu(7; ® X) es un cuasi-isomorfismo, con lo podemos concluir que I cumple escision
para la homologia de Hochschild.

Para probar la implicaciéon contraria basta notar que si tomamos una pro—algebra
X, como las entradas CC(I},)# — Nu(mp @ Xj) son cuasi-isomorfismos, entonces
CC(I) — Nu(r ® X) también es un cuasi-isomorfismo. [J

De manera similar se dan los siguientes resultados:

Proposicién 4.0.3. Sea A = (Ap)ren una pro—dlgebra. Entonces A satisface es-
cision para la homologia de barra si y solo en cada uno de sus términos se satisface

la escision para la homologia de barra.

Proposicién 4.0.4. Sea A = (Ag)ken una pro—dlgebra. Entonces A satisface es-

cision para la homologia de Hochschild si y solo en cada uno de sus términos se
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