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RESUMEN

En este trabajo extendemos el Teorema de la Funcion Inversa para funciones entre
espacios de Banach al caso de aplicaciones Multivaluadas. En el inicio se define el
concepto de aplicacién multivaluada y se muestran algunos ejemplos. Luego, se estudia
el concepto de semicontinuidad superior de aplicaciones multivaluadas. Para definir la
derivada de una aplicacién multivaluada se necesita los conceptos de cono contingente y
cono tangente. Estos conceptos se definen y se caracterizan los elementos de estos
conjuntos. Ademas se muestran algunas relaciones entre estos conjuntos en casos
particulares. El estudio de estos conos se hace para definir la derivada de una aplicacion
multivaluada en la forma mas semejante a la derivada de funciones. Luego, se enuncia y
demuestra el Teorema de la Funcion Inversa para aplicaciones multivaluadas que es el
tema central de este trabajo. Finalmente vemos la relacion entre el Teorema de la
Funcion Inversa para aplicaciones multivaluadas y el Teorema de la Aplicacion Abierta
uniforme y otras versiones mas del teorema central.
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Introduccion

En esta tesis se hace una extension del Teorema de la Funcién Inversa ¢n ¢spacios de
Banach a las Aplicaciones multivaluadas, con el uso de herramientas del Andlisis
Funcional lineal v de conceptos nuevos que se definirdn conforme se avance en el
trabajo.

En el Capitulo 1 se muestran las definiciones de conceptos sobre Espacios métricos y
espacios de Banach. También se enuncia y demuestra el Teorema de la Funcidn
Inversa para funciones entre espacios de Banach.

En el Capitulo 2 se definen las aplicaciones multivaluadas (que también llamaremos
correpsondencias); mostraremos algunos ejemplos de estas aplicaciones. Este capitulo
concluye definiendo el concepto de semicontinuidad superior.

En el Capitulo 3 se inicia el estudio de los conos contingente y tangente para conjuntos
que no son necesariamente convexos. Estableceremos caracterizaciones de los
elementos de estos conjuntos y de las relaciones entre ellos en ciertos casos.

En el Capitulo 4 se enuncia y demuestra el Teorma de la funcién Inversa para
aplicaciones multivaluadas, que es el tema de la tesis. La demostracién se hace en
detalle y en algunas partes se establecen afirmaciones que se demuestran ahi mismo.

Finalmente, en el Capitulo 5 se muestra la relacién entre el Teorema de la funcién
Inversa para aplicaciones multivaluadas y el Principio de la Aplicacién Abierta
Uniforme; luego veremos dos versiones mdés del Teorema de funcién Inversa.
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Capitulo 1

Conceptos y resultados
preliminares

En este capitulo estableceremos algunos conceptos y resultados sobre espacios métricos,
de Banach y espacios de Hilbert. que usaremos en los capitulos posteriores.

1.1Espacios métricos

Definicion 1.1.1 Sea X un conjunto no vacio. Una métrica (o distancia) en X es una
funcion d: X x X — IR que satisface las siguientes condiciones:

M1: Vx,ye X :d(xy)>0
M2:VxyeX:d(xy)=0=x=y

M3: vx,yeX :d(xy)=d(y;x)

M4: vx,y,zeX :d(xz)<d(xy)+d(y;z)

En este caso, el par (X ;d) suele llamarse un espacio métrico.

Definici6n 1.1.2 Sean (X ;d) un espacio métrico y (x,) una sucesién en X .

a) Se dice que (xn) es una sucesion convergente en X si existe X, e X tal que para
cada & >0 existe un numero natural N tal que

vn>IN :d(x, ;%)< &

El punto x, se llama el limite de la sucesién (x,) y se escribe lim x, =X, .
X—>X%,

b) Se dice que (xn) es una sucesion de Cauchy en X si para cada £ >0 existe un
namero natural N tal que
vm,n>N:d(x,;x,)< &

m?»n

Proposicion 1.1.1 Toda sucesion convergente es de Cauchy.
Lo reciproco no es cierto. Esto genera el concepto de espacio métrico completo.

Definicion 1.1.3 Un espacio métrico es llamado completo si toda sucesion de Cauchy es
convergente.




Definicionl1.1.4 Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico X . El diametro
de A se denota por diam(A) y se define como

diam(A)=sup{d(x;y)/ xe A;y e A}

Definicion 1.1.5. Sean x,€ X y A un subconjunto no vacio de X . La distancia de
X, a A se denota por d(x,;A) y se define como

d(x,; A)=inf {d(x,;;a)/ aec A}

Definicion 1.1.6 Sean X, X y r>0. La bola abierta de centro x, y radio r se
denota por B(x,;r) y se define como

B(x;r)=1{ xe X /d(x;x)<r}

Definicion 1.1.7 Sea A un subconjunto de X.

i) Si A=¢,diremos que A es abierto.
i) Si A= ¢, diremos que A es abierto si para cada a € A existe r >0 tal que
B(a;r) c A.

Proposicion 1.1.2 La familia I' formada por el conjunto ¢ y todos los conjuntos
abiertos forman una topologia para X .

1.2 Espacios de Banach

Definicién 1.2.1 Sea X es un espacio vectorial sobre R. Una norma en X es una
funcion | |: X — IR que satisface las siguientes condiciones:

N1:Vxe X:|x]|>0

N2: |x|=0 < x=0

N3:Vxe X, VaelR:|ax|=|a||x]|
N4:vxyeX:|x+y|<|x]|+]y|

En este caso, el par (X ; H) se llama un espacio vectorial normado.

La funcién d:X xX — IR definidapor d(x;y)=|x—y| esunamétricaen X .

Cuando X es un espacio métrico completo con la métrica inducida por la norma H H se
dice que X es una espacio de Banach.



La bola cerrada unitaria de centro X, y radio r la denotaremos por §(xO ; r)y esta dada
por
B(xy;r)= {XEX Ix=%| Sr}

Luego, la bola cerrada de centro x, y radio r es el conjunto
Xo +rB(0,1) = {XEX Ix=%, | sr}
La bola abierta de centro x, y radio r es el conjunto
B(Xy:r)= {XEX I x=%| <r}

Una vecindad de un punto X, es un conjunto U que contiene a X, tal que existe r>0
tal que B(xy;r)cU.

Definicién 1.2.2 Sea X un espacio vectorial normado. El espacio dual de X se

denota por X~y se define como el conjunto formado por todas las funcionales lineales
y continuas p: X — IR.

El conjunto X es un espacio vectorial normado, donde la norma esta dada por

xH£1}

| pHZSUD{\<D;X>\IXE X,

Ahora vamos a definir los conceptos de semicontinuidad inferior y superior para una
funcién real definida sobre un espacio vectorial normado.

Proposicion 1.2.1 Sean X un espacio vectorial normado
f: X—IR unafuncion y x,eX

Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) Ve>0,3r>0/VxeB(x;r): f(x)>f(x)-¢
b) v (a;o)con f(x)e(a;o)3 r>0/ V xeB(x;r):f(x)e(a; o)

Definicion 1.2.3 Sean X un espacio vectorial normado
f: X —IR unafuncion y x,eX

1) Se dice que f es semicontinua inferiormente en X, si se cumple una de las
condiciones (a) o (b) de la Proposicion 1.2.1.

i) Se dice que f es semicontinua inferiormente en X si f es semicontinua
inferiormente en cada x € X .



Proposicion 1.2.2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f essemicontinua inferiormente en X .
b) VAeIR:{xeX/f(x)> A} es abierto.

Proposicion 1.2.3 Sean X un espacio vectorial normado
f: X—IR unafuncion y x,eX

Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) Ve>0,3r>0/¥xeB(x;r): f(x)<f(x)+e
b) — f essemicontinua inferiormente en X, .

Definicion 1.2.4 Sean X un espacio vectorial normado
f: X—IR unafuncion y x,eX

i) Se dice que f es semicontinua superiormente en X, si se cumple una de las
condiciones (a) o (b) de la Proposicion 1.2.3.

i) Se dice que f es semicontinua superiormente en X si f es semicontinua
superiormente en cada x e X .

Proposicion 1.2.4 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f essemicontinua superiormente en X .
b) VAelR:{xeX/f(x) >4} es cerrado.

Definicion 1.2.5 Sean X un espacio vectorial normado
f: X—IR unafuncion y x,eX

1) Sediceque f escontinuaen x, si f escontinua inferior y superiormente en X, .
i) Sediceque f escontinuaen X si f escontinuaencada xeX .

Definicion 1.2.6 Sea X un espacio vectorial normado. La topologia débil en X se
denota por T, y se define como la menor topologia para la cual todas las funcionales de

X" son continuas. La convergencia de sucesiones en T se caracteriza asf:

(x,) converge débilmente a X, si, y solo si paracada peX™ lim (p,x,)=(p,X,).
X=X,



Proposicion 1.2.5 Sean X e Y espacios vectoriales normados.

a) El conjunto .£2 (X;Y) formado por todas las aplicaciones lineales y acotadas
L: X —>Y es un espacio vectorial.

b) Lafuncién | |:.£(X;Y) —>IR definida por
Lzsup{LX / XEX,X;ﬁO}
X

es una norma en .£(X;Y).

c) Si Y esde Banach, entonces .£(X;Y) también es de Banach con la norma H L H .

Definicion 1.2.7. Sean X e Y espacios vectoriales normados sobre IR, U un
subconjunto abierto no vacio de X, f:U c X—Y una funcion y x,e U . Se dice

que f esdiferenciable en x, si existe una aplicacion lineal T:X —Y que satisface la
siguiente condicion:

V£>036>0/VxeU con | x—x | <& | F(x)=f(x)-Tx=x)| <& |x=x|
Se dice que f esdiferenciable en U si f esdiferenciable en cada x e U .

Si f es diferenciable en X,, entonces la aplicacion lineal T:X —Y es unica y no
necesariamente es acotada. La aplicacion lineal T: X —Y es llamada la derivada de f
en X, y se denota por f'(x,).

Teorema 1.26 Sea f:U c X —Y una funcion diferenciable en X, U . Luego,
f'(x,) esacotadasi, y solosi f escontinuaen Xx,.

Corolario 1.2.7 Suponga que X es de dimension finita. Si f es diferenciable en X,
entonces f escontinuaen X, .

Definicion 1.2.8 Sea f:U < X — Y una funcién continua y diferenciable en U . La
derivada de f eslaaplicacion f':U — .£(X;Y) que asocia a cada x € U la derivada

f/(x).

Definicion 1.2.9 Sea f:U < X — Y una funcién continua y diferenciable en U . Se

dice que f es de clase Cl(U) (continuamente diferenciableen U ) si f':U — £2(X;Y)
es continuaen U .



1.3 Teorema de la Funcion Inversa en espacios de Banach

Teorema 1.3.1 Suponga que: Ey F son espacios de Banach.
¢ #U c E es un conjunto abierto.

f:UcE—F esuna funcion de clase C*
aecU, f'(a)e £L(EF) tieneinversa [f'(a)[" e £(F;:E)

Luego, existe una vecindad V —cU de a y W F tales que:

1. f(V) esunavecindad de f(a).
2. Lafuncion f, = f| :V —>W tiene inversa de clase C': f,* :\W —»V

3. Laderivadade f,* esta dada por

vyew : [f,] =[t ()]
Demostracion. En lo que sigue la aplicacion lineal f’(a) sera denotada por A.

Sean k,a € (0;1) cualesquiera.
Afirmacion 1. Existe un nimero positivo & tal que para cada x € B(a;5) se cumplen:

1. H | — A (x) Hsk
2, H A [f(x)— f(a)— A(x—a)] H <al| x-a|

En efecto, definamos la funcién H:U —L(E; E) de la manera siguiente:
vxeU :HX) =I-A1f'(x)

Como f es de clase C* es claro que f':U — .£(E;F) es continua, lo cual que
implica que H también es continua. De la continuidad de H en a se tiene que
existe un numero positivo & tal que para cada xeB(a;5) se cumple que

| HX)-H(a)| <k. De la definicién de H y observando que H(a) =0 se tiene
que
Vx e B(a;5) : H I—Af'(x) H <k
Asi queda probada la Afirmacion 1.
l-a)o
A
W =B(f(a);r) V=f"*(W)~B(a;d)

Ahora tomemos r = y definamos los conjuntos W y V de la manera siguiente:



Sea f, =f|, :V -W larestriccionde f aV .
Afirmacion 2. Para cada yeW la funcién g:B(a;8)—B(a;o) definida por

VxeB(a;8): g(x) = x+A(y—f(x))
es una contraccion.

En efecto, primero veamos que para cada x eB(a;5): g(x) eB(a;s) . Como
gx)-a = x+AN(y-f(x)—a=A"f@+(x—a)-A*f(X)+Aly-—A'f(a) =

A[f(@)+Ax—a)-f(x)] + A*(y-f(a))

tomando norma en los extremos y usando el lema 1 se tiene que

|g(0-a] < H A*[f@)+A(x—a)- f(x)] H+ H At(y—f(a)) H
SaHx—aHJrH A HHy—f(a)HSaHx—aH +H A H r<as+0-a)s=6

Esto muestra que la funcion g vade B(a;5) a B(a;s) .

De la definicion de g es claro que para cada x eB(a;5) : g'(x)=1+A™f'(x), de
lo cual usando el Lema 1 se sigue que

VxeB(a;5):] 9’| = H | +Af'(X) H <k<1

Asi, g es k —Lipschitz sobre la bola §(a;5) con 0<k <1. Por lo tanto, g es una
contraccion. Asi queda probada la Afirmacion 2.

Afirmacion 3. Para cada y eW la sucesion (x, ) definida por

{XO =a
Xoq = (X, )=x, + A (y - f(x,))

f)=y

- ademas
xeBas)

converge a la solucion dnica de la ecuacion {

X, —a < (cte)k".



La Afirmacion 3 se demuestra aplicando el Principio de contraccion de Banach a la
contraccion g sobre labola B(a;d5).

Afirmacion 4. La funcion f,, es biyectiva.

En efecto, primero veamos que f, es sobreyectiva. Sea y €W cualquiera. Por la
Afirmacion 2 se tiene que la funcion g:B(a;8)—B(a;o) definida por

VxeB(@;d): g(x) = x+ A (y—f(x))
es una contraccion y por lo tanto tiene un unico punto fijo el cual lo denotaremos por
X. Esto significa que g(f()=§< lo cual, usando la definicion de gimplica que
y = f(X).Esto muestra que f es sobreyectiva.

Ahora veamos que f, es inyectiva. Sean X, y X, en B(a;5) tales que f(x,)=f(x,)=2z.
Considere la funcion g:B(a;5)—B(a;d) definida por

VxeB(a;6):g(x) = x+ A (z—f(x))
Como g(x,)=x, +A*(z-f(x)=% Yy g(x,)=x,+A*(z—f(x,)=x, se tiene que

X, Y X, son puntos fijos de g . Debido a la unicidad del punto fijo se tiene que X, = X, .
Esto muestra que f, es inyectiva. Asi queda probada la Afirmacion 4.

Afirmacion 5. La funcién f,* es continua.

En efecto, sean y, y Yy, elementos cualesquiera de §(a;5).Como f, es biyectiva
existen X, y X, en B(a;5) de manera Gnica tales que f(x, )=y, y f(x,)=1y, lo cual
es equivalente a f,*(y,)=x, y f,%(y,)=x,.Definamos las funciones

0,:B(@;6)>B(&;8) y 9,:B(a;8)—>B(a;5) de la manera siguiente:

9, () = x+A™(y, - f(x)) 9,(x) =x+A*(y, - f(x))

De estas definiciones es claro que g,(x,)=%, y 9,(X,)=X,. Ahora, en lo que sigue
estimaremos H £, (y,)— fv’l(yz)H . En efecto, a partir de

H fv_l(yl)_ fv_l(yz)H =H X =X, H =H gl(xl)_gZ(XZ)H < H gl(xl)_gz(xl)H + H gZ(Xl)_ gz(xz)H
se sigue que

H fvil(Y1)_ fvil(yz)H < H gl(xl)_gz(xl)H + H gz(xl)_gz(xz)H ------ (*)

De las definiciones de g, y g, se tiene que



gl(xl):Xl + Ail(Yl - f(Xl)) gZ(Xl):Xl + Ail(yz — f (Xl))

de donde se sigue que
[ 9:06)=0.00) | = Ay =va] | < [ A2 = Yo [ ()

Por otro lado, de la Afirmacion 2 se tiene que g, es una contraccion y entonces

19,06) =95 (6) | <KX =%, [ (***)

Reemplazando (**) y (***) en (*) se tiene que
[ 0= 17 (v) ) < [ A=y [+ K= | = [ A7 v = ys [+k] 87 ()= £7(v2)

de donde se sigue que

AL
AR (ATE [ ]yl Yo |

Esto muestra que f,* es continua. Asi queda probada la Afirmacién 5.

Afirmacion 6. Para cada xeV = f (W) B(a;0) la aplicacion lineal f'(x) tiene
inversa.
En efecto,sea x eV = f (W) " B(a;5) cualquiera. De la parte (a) de la Afirmacion 1

se tiene que H - Af/(%) Hsk<1. Luego, la aplicacion I —{l — A f'(x) j=A"f'(x) es
invertible y
At [P =S -att ] = s
j=0
La Gltima igualdad implica que

ALE(X)S(X) =1
S()ALF(X)=1

de donde se obtiene que [f ’(x)]‘l =S(x)A™. Asi queda probada la Afirmacion 6.

Afirmacion 7. f," es de clase C*.

En efecto, sean vy, y, € g(f(a);r) cualesquiera y tomemos x = f,*(y), X, = f, " (Y,)-
Como f esdiferenciable segun Frecheten x, se tiene que

FO) = (%) = F/(%) (X=%;) +(x)| X=X, |

donde lim ¢(x) =0 (en F, cuando x tiende a X, en E).



La Gltima igualdad se puede escribir como
Y= Yo= O ) = 157 (v) |+ (12 )| 1720 = 172 (3) |

Notemos que lim ¢(fv‘l(y)) =0 1y que la Afirmacién 5 garantiza la continuidad de
Y—Yo

f, . Por lo tanto, si hacemos (y) = ¢(fv’l(y)) tenemos que
Y= Yo=F ) [0~ () [+ w3y~ Vs |
donde lim y(y)=0. De la tltima igualdad se sigue que
Y=>Yo

fvil(Y) - fvil(yo) = [f ’(Xo)] “(y- Yo) + [f ’(Xo)] - V/(Y)H Y—Yo H

Esta Ultima igualdad significa que f,* es diferenciable segin Fréchet en y, y su
derivada esta dada por

[fvil(yo)] , :[f ,(Xo)] ,:[f '(fvil(YO))]il

El término [f ’(f\,*l(yo))]fl depende continuamente de y,, pues f,* es continuay f

es de clase C' en V . Asi queda probada la Afirmacion 7. -
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Capitulo 2

Aplicaciones multivaluadas

Sean X e Y dos espacios vectoriales normados. Si f: X — Y es una funcion ( se
suele decir que f es una funcién punto a punto) sabemos que a cada xeX le
corresponde un unico elemento f(x)eY . En este capitulo extendemos el concepto de
funcién punto a punto a aplicaciones multivaluadas que asocian a cada xe X un dnico

subconjunto de Y . Para este nuevo tipo de aplicaciones definiremos los conceptos de
dominio, rango, grafica, semicontinuidad superior e inferior.

2.1 Aplicaciones multivaluadas

Definicion 2.1.1 Sean X e Y dos conjuntos. Una aplicacion multivaluada (aplicacion
punto-conjunto o correspondencia) F de X a Y es una aplicacion que asocia a cada
x € X un Gnico subconjunto de Y denotado por F(x). El conjunto F(x) se llama la
imagen de x bajo F.

Definicion 2.1.2 Sea F una correspondenciade X en Y.

a) Sedice que F es propia si existe al menos un elemento x € X tal que F(x);t o;
es decir, si F no es la aplicacion constante ¢ .

b) Si F una correspondencia propiade X en Y, el dominio de F se denota por
Dom(F) y se define como

Dom(F )={x e X / F(x)# ¢}

c) Elgraficode F esel subconjunto de X xY denotado por Graf(F) definido
como

Graf (F)={(x;y)eX xY / yeF(x)}

Proposicion 2.1.1 Cada subconjunto no vacio G de X xY es el grafico de alguna
aplicacion multivaluadade X en Y .

Demostracion. Sea G cualquier subconjunto no vacio de X xY. Si para cada
x € X definimos F(x)={yeF/(x;y)eG}, es claro que F es una correspondencia de
X en 'Y cuyo grafico es el conjunto G . n

11



Definicion 2.1.3 Sea F una correspondencia de X en Y .La imagen o rango de F se
denota por Im(F) y se define como

Im(F)=JF(x)

xeX

Definicion 2.1.4 Sea F una correspondencia de X en Y . La correspondencia inversa
de F se denotapor Fy se define como

vyeY: Fl(y)={xeX/yeF(x)}
O equivalentemente
vyeY: Fi(y)={xeX/(xy)eGraf(F) }

Proposicion 2.1.2 Sea F una correspondenciade X en Y . Luego se cumple:

a) Dom(F*)=Im(F)
b) Im(F )= Dom(F)
¢) Graf(F*) = {(y;x)eY x X /(x;y)eGraf(F)}

Demostracion. La prueba es un buen ejercicio sobre igualdad de conjuntos. n

Definicion 2.1.5 Sea F una correspondencia de X en Y. Se dice que F es estricta si
Dom(F )= X ; es decir, si para cada xe X , F(x)= ¢.

Definicion 2.1.6 Sean X e Y dos conjuntos cualesquiera, K un subconjunto no vacio
de X y F:K=3Y una correspondencia estricta de K en Y. Definimos la

correspondencia F, : X =3 Y de la siguiente manera

Es claro que Dom(F, )=K .

Observacion. Si F: X =3 Y es una correspondenciay K es un subconjunto no vacio
de X, larestriccion de F a K es denotada por F|K.

Definicion 2.1.7 Sean F:X=3Y una correspondencia y (P) una propiedad de

conjuntos (por ejemplo, conjunto cerrado, convexo, monotono, maximal mondtono,
etc.). Se dice que F satisface la propiedad (P) si el grafico de F tiene esa propiedad.
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Definicion 2.1.8 Sea F:X=3Y una correspondencia. Se dice que F es cerrada,
convexa, compacta y asi sucesivamente, si para cada xe X, el conjunto F(x) es
cerrado, convexo, acotado, compacto y asi sucesivamente.

Definicion 2.1.9 Sean F:X=3 Y, G:X =3Y dos correspondencias. Definamos la
unién, interseccion, diferenciay sumade F y G como

a) (FUG)x)=F(x)uG(x) b) (F G)x)=F(x)nG(x)

C) (F / GXX) = F(X)/ G(X) d) (F + G)(X) = F(X)+ G(X) (Y es un espacio vectorial)

2.2 Ejemplos de aplicaciones multivaluadas

Ejemplo 2.2.1 El primer ejemplo natural donde aparecen las aplicaciones multivaluadas
es la inversa de una funcion f: X —>Y:

f(y)={xe X/ f(x)=y}

El dominio de esta correspondencia es Im(X) y es estricta cuando f es sobreyectivay
es una funcidén punto a punto cuando f es inyectiva.

Ejemplo 2.2.2 Sea V : X — IRU{+ oo} una funcién. Definamos V,: X =2 IRU{+ o} de

la siguiente manera
{V(X)+<O;+oo> , 81 V/(X)< 400

@ , SiV(X)=+oo

El dominio de V, es el conjunto Dom(V, )={ xe X / V(x)<+oo} y el gréfico de V, es el
epigrafo de V

Graf(v,) = {(x;y) / y eV,(x)} ={(x;y) / y eV (x)+(0;+o0)} =
(Vv ()+4) 1 A>0}={(x;y)/ y>V(x)}=Epi(v)

Ejemplo 2.2.3 Sea f(e;u): X —Y una familia de funciones donde u recorre un
conjunto U de parametros. Definamos la correspondencia F : X =3 Y mediante

Vxe X 1 F(x)={f(x;u)/ ueU }
Este tipo de correspondencia aparece en la Teoria de Control.

Ejemplo 2.2.4 Sean H un espacio de Hilbert y V:H—IRU{+} una funcion
semicontinua inferiormente. Definamos 6V :H =3 H' la correspondencia definida por

VxeV :oV(x)= { X'eH'/ ;nea)>(<{<x’; y)-V(y)}= <x’;x>—V(x)}
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Luego,

a) oV (x) es llamado el subdiferencial de V en x.

b) 6V (x) es un subconjunto convexo y cerrado de H'.aV (x) puede ser vacio.

d) ov (x) generaliza el concepto de gradiente, en el sentido de que si V tiene gradiente
VV(x), entonces oV (x)={Vf(x)}.

e) Otro hecho importante es que la inversa de oV es también el subdiferencial de una

-, . . . . * . ..
funcion convexa semicontinua inferiormente V ,llamada la conjugada, definida
sobre el dual H' de H mediante

V*(x') = Sup{(x;y)-V(y)}
yeH

2.3 Conceptos de continuidad de correspondencias

En esta seccion asumiremos que X e Y son espacios vectoriales normados y que
F:X=3Y es una correspondencia estricta.

Definicion 2.3.1 Se dice que F es semicontinua superiormente en Xy € X si para
cualquier conjunto abierto V que contenga a F(xg), existe una vecindad U de xg tal
que FU)cV.

Diremos que F es semicontinua superiormente si lo es en cada xpe X .

Proposicion 2.3.1 Sean F:X=3Y, G:Y =3 Z.Si F y G son semicontinuas
superiormente, entonces GF también lo es.

Demostracion. Sea Xy € X cualquiera. Sea W cualquier conjunto abierto que contiene
a GF(xg). Es decir,

Jo(y) c w

yEF(Xo)

Definamos V ={ yeY / G(y) cW }. Veamos que F(xg)cV .
En efecto: Sea y € F(xg ). Luego, a partir de
G(y)e | Joly) cw

yeF(x,)
se sigue que G(y) W ; es decir, yeV .

Veamos que V es abierto.

En efecto, sea yq eV cualquiera. Como G(yy) =W es claro que W es una vecindad de
G(yp). Como G es semicontinua superiormente, entonces existe un subconjunto
abierto A que contiene a yq tal que G(A)cW . Esto quiere decir que para cada y € A
se cumple que G(y) W ; esdecir, AcV .Estomuestraque V es abierto.
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Como F(xg)cV y V es abierto se sigue que V es una vecindad de F(xg) y como F
es semicontinua superiormente en Xg, entonces existe una vecindad U de x; tal que
F(U)cV. Luego, de

G(FU))cG(V)cw

se sigue que (GF)(U)cW. Asi, queda probado que GF es semicontinua
superiormente en Xo. Como xp fue tomado arbitrariamente, GF es semicontinua
superiormente. m

Proposicion 2.3.2 Sea F:X=3 Y, una correspondencia semicontinua superiormente
tal que paracada xe X, F(x) es cerrado. Luego, el grafico de F es cerrado.

Demostracion. Recordemos que
Graf(F)={(x;y)/ yeF(x)}

Sea (x,;yp) Una sucesion cualquiera en Graf (F) que converge a (x;y)e X xY . Sea V
cualquier conjunto abierto que contiene a F(x).Como F es semicontinua
superiormente en X, existe una vecindad U de x tal que F(U)cV. Como X, > XYy
x eU , entonces existe un numero natural N tal que paracada n>N, x, €U .

Como y,eF(x,)c F(U)cV se sigue que para cada n>N, y,eV . Esto implica

que yeV y por lo tanto, y € F(x). Como F(x) es cerrado se tiene que y € F(x), de lo
cual se sigue que (x;y) e Graf (F). Asi, Graf (F) es cerrado. .

Proposicion 2.3.3Sean F:X =3Y, G:X =3 Y dos correspondencias tales que

Para cada x e X : F(X)NG(x) # ¢.

F es semicontinua superiormente en Xg .
F(xg) es compacto.

El Graf(G) es cerrado.

Luego, la correspondencia F "G : X =3Y definida por
vxe X :(FNG)x)= F(x)nG(x)
es semicontinua superiormente en Xg .

Demostracion. Sea V =V (F (xg) " G(Xg)) una vecindad abierta de F(xg)G(xg).
Debemos hallar una vecindad U(xg) de xq tal que

VxeU : F(x)NG(x)cU
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Supongamos que F(xp) <V :

Como F es semicontinua superiormente en Xq, entonces existe una vecindad U(xg) de
Xo tal que

VvxeU(xg): F(x)cU
lo cual implica que

vxeU(xg): F(x)NG(x)cU
Supongamos que F(xp)zV :
Definamos el conjunto K como K =F(xg)\V el cual es compacto pues F(xg) lo es.

Veamos que paracada yeK, (xg;y)e Graf(G).
En efecto, Sea yeK cualquiera, entonces vy zG(xo).Procedamos por
contradiccion. Si y pertenecieraa G(xg ), entonces y estariaen F(xy)nG(xg)
se tendria que y estariaen V , lo cual es una contradiccion pues y e K .
Como y &G(xg), es claro que (xg;y)e Graf (G).

Sea yeK cualquiera. Como (xo:;y)e Graf(G), entonces (xo;y)e Graf(G)C el cual
es abierto. Luego, existen vecindades abiertas Vy(xp) y V(y) tales que

Graf (G)n{Vy (xo )}V (Y) f=¢....... *)

Veamos que para cada x eVy(Xg), G(X)NV(y)= ¢
En efecto, procedamos por contradiccion. Supongamos que existe X eVy (xo) tal

que G(x)nV(y)=¢. Sea zeG(x)V(y). Luego se tendria que (x;z)eGraf(g)
y (x;:2)eVy(xg)V(y), lo cual seria una contradiccion con (*).

Como K= UV(y) y K es compacto, existe {y;,......,yN < K} tal queK c UV(yj).
yeK j=1
Es claro que la union M = UV(yj) es una vecindad de K vy por lo tanto, MWV es
j=1
una vecindad de F(xg).
Como F es semicontinua superiormente en g, entonces existe una vecindad  U(xg)

tal que
VxeUg(xg): F(X)c MUV ....... (%)

N
Sea U(xg) = Uo(xo)m{ ﬂvyj (xo )} el cual es claramente una vecindad de Xg .

=1
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Veamos que VxeU(xg): G(x)nM =¢ , F(x)c MUV .

En efecto, sea x €U(xg) cualquiera. De la definicion de U (xg ) es claro que
xeUg(xg) y por (**) se sigue que F(x)c MUV .
N
Usando nuevamente la definicion de U (xg ) se tiene que XEﬂVyj (xg). Es
j=1

G(x)mv(yj )=¢. Esto implica que

N
G(x) N Uv(yj) =¢ delo cual se sigue que G(X)"M =4¢.
j=1

Finalmente, para cada x eU(xg) se tiene que
F(x)nG(x) = (M WV )N G(x) = {M nG(x)} U{V NG(X)} cgp WV =V
Por lo tanto, F NG es semicontinua superiormente en Xg .

Corolario 2.3.4 Sean X e Y espacios de Hausdorff con Y compacto.Si G: X =3 Y,
es una correspondencia cerrada, entonces G es superiormente continua.

Demostracion. Sea F:X =2 Y, la correspondencia definida por vxe X: F(x)=Y .

Se puede probar que F y G satisfacen las hipétesis de la Proposicion 2.3.3, de lo cual
se sigue que F NG es semicontinua superiormente. Como F "G =G se concluye que
G es semicontinua superiormente.

Observacion. EIl corolario 2.3.4 da una herramienta muy Util para probar que una
correspondencia es semicontinua superiormente. Sin embargo, la condicion de la
compacidad de Y es esencial como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.1 Sea F:IR=3 IR? ( IR? no es compacto) la correspondencia definida por
vtelR: F(t)= {(x;y)e IR? / y:tx}
Paracada telIR, F(t) es la recta que pasa por el origen de coordenadas de pendiente t.

Veamos que Graf (F) es cerrado.
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En efecto: Sea (t,;(X,;Yn) ) una sucesion en el Graf(F) que converge a (t,(x;y) ).
Luego, t, —>t, X, = X e yp — y.Como (X,; Yy )e F(t, ), entonces y, =t, X, . Asi,
(x;y)e F(t) lo cual implica que (t;(x;y)) eGraf (F).

Veamos que F no es semicontinua superiormente en 0 .

Es claro que F(0)={(x;y)/ y=0.x}={(x;y)/ y=0}=Eje X.

yA F(t)

SeaV={(x;y)/ —e<y<e}.Esclaroque V esunavecindad de F(0). Ahora, para
cualquier t IR, el conjunto F(t) no esta contenido en V , lo cual muestra que F no es

semicontinua superiormente en 0.

Proposicion 2.35 Sean X e Y espacios de Hausdorff con X compacto. Si
F:X =3 Y, es una correspondencia semicontinua superiormente tal que para cada

x e X , el conjunto F(x) es compacto, entonces F(X ) es compacto.

Demostracion. Sea {U, /ael } cualquier cubrimiento abierto de F(X). Luego, para
cada xeX, {U,/ael } es un cubrimiento abierto de F(x). Como F(x) es compacto,

entonces existe un nimero natural N(x) tal que
N (x)

F(x) c U,
k=1

k

N (x)
Como U U,, esunavecindad de F(x) y F es semicontinua superiormente en X,
k=1

N(x)
entonces existe una vecindad U (x) de x tal que F(U(x))c UU“k :
k=1

A partir de que X c U U (x) y del hecho de que X es compacto, se sigue que existe

xe X

m
{ Xq,oe X | tal que X UU(xj). Luego, de
j=1
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m N(Xj)

F(X)cF LmJU(xj) =UF(U(XJ-)) chJ U,
j=1

j=1 j=1| k=1

se sigue que {Uak /1<k< N(Xj),lS j<m } es un cubrimiento finito de F(X). Asi

queda probado que F(X) es compacto. "

Supongamos que X e Y son espacios vectoriales normados y que F:X =3 Y es una
correspondencia estricta.

Definicion 2.3.2 Se dice que F es semicontinua inferiormente en xg e X si para
cualquier y e F(xo) y cualquier vecindad V de y, existe una vecindad U de Xgtal que
VxeU: F(x)NV = 4.

Diremos que F es semicontinua inferiormente si lo es en cada xge X .
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Capitulo 3

Conos contingente y tangente

Sean X e Y dos espacios de Banach. En este capitulo definimos tres conjuntos que se
encuentran contenidos en X y que forman el soporte geométrico del estudio de la
derivada de una aplicacion multivaluada de X en Y, el cono contingente, el limite
inferior de una aplicacion multivaluada y cono tangente. Estableceremos algunas
propiedades de estos conjuntos y alguna relaciones entre ellos.

3.1 Cono contingente

En esta parte asumiremos que K es un subconjunto no vacio de un espacio de Banach
X.

Notacién: B ={xe X /|x|<1f
¢B={xeB/|x|<e}
By (Xo;6) = K N(% +B) = {xeK /| x—x, | <&
x—X > x, significa que x se aproximaa x, en K

Definicion 3.1.1 Sea x € X . El cono contingente a K en x se denota por T, (x) y se

9= U] 58]

50 150 he(0r]
Proposicion 3.1.1 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) veT,(x)

b) Ve>0,vr>0,3ue(v+eB),Ihe(0;r]/ (x+hu)eK
Demostracion.

(a) = (b) . Supongamos que ve T, (x); es decir,

ve NN U|F-0ee)

£>0 r>0 he(0ir]
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Esto implica que para cada £>0 y cada r>0, ve U {1 (K- x)+gB} . Luego,

h5<0 r]

existe he<0;r] tal que v e :](K—x)+gB, de lo cual se sigue que existen ae K vy
beeB de manera que v:i(a—x)+b. Si hacemos ¢ =-b, entonces tenemos que

ceeB y v::](a—x)—c, lo cual muestra que v+c = i(a—x). Si tomamos u=v+c,

es claro que uev+sB y hu=h(v+c)=a—x; es decir, x+hu=acK. Asi, queda
probado (b).

(b)=(a). Sean >0 y r>0 cualesquiera. Por hipétesis, existen ue(v+&B) y
he(0,r] tales que (x+hu)eK . Si hacemos z=x-+hu, entonces tenemos que

Z—X

zeK y u= e:](K—x)
Luego, de

v:u+(v—u):i(z—x)+(v—u) y [v-ul<e
se sigue que

Ve i(K—x)+gB

lo cual muestra que v e U {1 K x)+gB} Como ¢ y r fueron tomados en forma
he<0 I‘]

arbitraria se tiene que

ve NN U|F0-x0-e8)

£>0 >0 he(0;r]

es decir, veT,(x).

Proposicion 3.1.2 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) veT,(x)

b) Existen sucesiones (h,) < (0;00) y (u,)= X tales que

i) limu, =v

n —oo

i) limh, =0

n —owo

i) VneN:(x+hu, )eK
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Demostracion.
(@) =(b).Sean ve T, (x) y nelIN cualesquiera. Como 1.0, usando la Proposicion
n

3.1.1 se sigue que existen u, (v+1 Bj y h e <0;1} tales que (x+hnun)e K vy asi
n n

n —oo

se cumple iii). A partir de que paracada neIN, h, e<0;1} ,esclaroque limh, =0 lo
n

cual muestra que se cumple ii). También, como para cada neIN:u, (v+% B) se sigue
que

VnelN:|u,-v|<*
n

lo cual implica que limu, =v. Asi, se cumple i).

n —o

(b) :>(a).Supongamos que existen sucesiones (h,)c <O;oo> y (u,)c X tales que se
cumplen i) , ii) y iii). Sean £>0 y r>0 cualesquiera. Como lim h, =0, existe un

n —oo
namero natural N, tal que
vnx>N, :0<h, <r

Ademas, como limu, = v, existe un nimero natural N, tal que

n —o

vnzN,:|u,-v|<e  oequivalentemente  Vn=N,:u,e(v+eB)

Si tomamos N=max {N, ; N, }, entonces tenemos que

O<hy<r y [u,-v]<e

Asi, tenemos que existen uy e(v+&B)y hy(0;r] tales que (x+hyuy,)e K. De la
Proposicién 3.1.1 se sigue que ve T, (x).

Proposicion 3.1.3. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) ve T, (x)
im inf {O'K(Xh”“’)} =0

|
h —0*

b)

Demostracion.
(a) =(b). Supongamos que veT,(x). Sea &>0 cualquiera. Usando la Proposicion
3.1.1 se tiene que existen UE(V-l—é‘B) y he<0,g] (tomando r=¢) tales que

(x+ hu)e K. Sea 6> 0 cualquiera. Como para cualquier he<0,5] se cumple que

d(x+hv,K)<d(x+hv;x+hu)<h|u-v|<he
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es claro que
vhe (0;0] dK(xh+hv) _ d(x+le; K)S .

lo cual implica
inf dy (x+hv)
he(0;5] h

<¢g

Si en la Gltima desigualdad tomamos limite cuando & —0" tenemos

ves0: lim inf Gx(x+hv)

50" he(0;5] h

=0

lo cual es equivalente a hIim inf [dK(X;hV)} =0.

—0"

—0*

(b) = (a) . Supongamos que lim inf [dK(XhHW)} =0.

Sea ¢ > 0 cualquiera.. Como hlin(} inf {d"(x;hv)} =0, se tiene que

lim [ inf dK(X*hV)} .................................... (1)

r—0 he<0;r] h

De (1) se sigue que existe R >0 tal que

Vre(OR]: inf delx+hv) @)
h€<0,r] h
De (2) setieneque Vr>0 Elhe<0;r] : dK(X;hV) <e¢

O equivalentemente:
Vr>03he0;r]: di(x+hv)< eh.......... 3)

Utilizando la definicion de d, , de (3) se sigue que

Vr>0 3he(0;r],Jac K: dy(x+hv)< eh
Hagamos u:a;X.

Esclaroque x+hu =a e K. Ademas, a partir de
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_d(x+hv;a) -,

h

a—x—hv
h

—X

h

u-v]=

se tiene que U e (v+&B). Asi, tenemos que

Ve>0,Vr>03he(0;r],Jue(v+eB)/ (x+hu)eK

De la Proposicion 3.1.1 se sigue que ve T, (x).

Proposicién 3.1.4 T, (x) es un cono cerrado.

Demostracion. Primero probaremos que T, (X) es un cono.

¢Si veT (x)y t>0,entonces (v)e T, (x)?

Sean VETK(X) y t>0 cualesquiera. Sean &£>0 y r >0 cualesquiera. De la
Proposicion 3.1.1 se sigue que existen UG(V+‘t£B) y he<0;tr] tales que
(x+hu)eK.

Como u e (v+%B) es claro que tue(tv+&B) ycomo he <O;tr] se tiene que

" e (0;r]. Ademés, x+(1)(tu) =(x+hu)e K. Asi, hemos probado que

“Ve>0,vr>0,3h(=1)e(0;r], Ju(=tu)etv+eB) talque (x+hu)eK™

Usando la Proposicion 3.1.1 se sigue que (tv) e T, (x).

Ahora veamos que T,(x) es un conjunto cerrado. Sea veT,(x) cualquiera.
Usaremos la Proposicion 3.1.3 para probar que veT, (x)

Como v e T, (x), entonces existe una sucesion (v, ) < T, (x) tal que limv, =v.

n—o
Sea &>0 cualquiera. Luego, existe un nimero natural N tal que |v, —Vv| < &. Sean

aeK, r>0y he<0; r] cualesquiera. A partir de
de(x+hv)=d(x+hv;K)<d(x+hv;a)= |[x+hv-a||
(x+hvy —a)+h(v=vy)|| <|x+hvy —a|/+h/[v-v, |

y tomando infimo sobre los a € K se tiene que

dy (x+hv)<d,(x+hvy)+he

lo cual implica que

24



vhe(0;r], dK(Xh+hV) < dK(X;hVN) &, (4)

Si en (4) tomamos infimo sobre los h e <O; r] tenemos que

inf {dK(“hV)} < inf {dK(X*hVN)} b, 5)
he(0;r] h he(0;r]

Si en (5) hacemos que r —0" se obtiene

lim inf {C'K(Xh”“’)} <liminf {dK(“hVN)} +e...(6)

h—0* h »0* h

h —0*

. : L h
Como v, €T, (x), de la Proposicién 3.1.3 se tiene que lim inf {dK(X:VN)} =0,lo

cual junto con (6) y considerando que & >0 fue tomado arbitrariamente se tiene que
lim inf {dK(Xh*hV)} =0

Usando nuevamente la Proposicion 3.1.3 se concluye que v e T, (x) -

Proposicién 3.1.5 Si x e int(K), entonces T, (x)= X .

Demostracién. Como x e int(K) , entonces existe R>0 tal que x+RB < K.
Probaremos que X < T,(x) .
Sea v e X cualquiera. Sean £ >0y r > 0 cualesquiera. Si hacemos u=v es claro

que  ue(v+eB). Tomemos he(0;r] con h|v|<R. Luego, si
z =x+hu =x+ hv, setiene que | z—x| = h|v| < R, lo cual implica que z € x + RB
yasi zeK.

Por lo tanto, hemos probado que
“Ve>0,vr>0,3ue(v+eB),The <O;r]: z=x+hu™

Usando la Proposicion 3.1.1 se tiene que ve T, (x) y asi concluimos que X < T, (x) .

Observaciones.

. vV xeX:T,(x)=X.

. Se conviene escribir T,(x): = ¢.
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3.2 Limite inferior de una aplicacion multivaluada

Definicion 3.2.1. Sean U un espacio métrico, u, € U.
F:U =3 X unacorrespondenciade U en X.

El limite inferior de F cuando u tiende a u, se denota por liminf F(u) y se define

u— Ug

como

liminf Fu):=(J () [Flu)+zB]

u—Uup £>0 r>0 ueB(ug;r)

Proposicion 3.2.1 Si paracada u e U, el conjunto F(u) es cerrado, entonces

lim inf F(u) < F(Ug)............ (7)
u— ug
Demostracion. Sean v e lim inf F(u) y & > Ocualesquiera.
u— Ug
Como v e U ﬂ )+¢ B se tiene que existe un nimero positivo r tal que

r>0 ueB u0

Ve ﬂ [F(u)+eB] < F(u,)+¢B

ueB(ug;r)

Asi, tenemos que
vV e>0, veF(u,)+&B

es decir, ve Fiu0 ) y como este conjunto es cerrado se concluye que ve F(uo). Con
esto queda demostrado (7). -
Proposicion 3.2.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) F es semicontinua inferiormente en u,.

b) F(u,) < lim inf F(u).

u— Ug
Demostracion.

(a) = (b). Supongamos que F es semicontinua inferiormente en u,.Sean v € F(u,)

o]
y >0 cualesquiera. Si consideramos B(v;e) es claro que ve F(u,)N B(v;e). Como
F es semicontinua inferiormente en u,, existe un nimero positivo r tal que

V zeB(u,;r):Fz)N B(v;e) # ¢
es decir,
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vz eB(u,:r):velF(z)+eB].......... (8)

De (8) se sigue que v € ﬂ [F(z)+&B] , lo cual implica que

z eB(uD;r)

VeU ﬂ +SB

r>0 z eB u0

Asi, hemos probado que

ve>0:ve | ] [ [Fz)+eB]

r>0 zeB(ug;r)

lo cual significa que ve(Y U [ [F2)+zB]

£>0 r>0 zeB(up;r)

es decir, v e lim inf F(u).

u— ug

(b) = (a) . Supongamos que F(u,)c lim inf F(u).

u— ug

Sea V< X cualquier conjunto abierto con VF(u, )= ¢. Como F(u,) < lim inf F(u)

u— ug

se tiene que VA liminf F(u) = ¢. Sea v talque ve V y v e liminf F(u).

u—>ug u—ug

Como veV y V es un conjunto abierto, entonces existe un numero positivo r, tal que
B(v;,)c V. Como Ve liminf F(u), tomando e=r, >0, existt r>0 tal que

ve [ I[F(x)+r B]. Luego,
xeB(ug;:r)
V x € B(u,;r): ve[F(x)+r,B]

JzeF(x)/|v-z|<r,
zeF(x) y z eB(v;r,)) cV
zeF(x)nV
FX) NV = ¢

Usando la definicion se tiene que F es semicontinuaen u, . -

Observacion. Si para cada x € Dom(F), F(x) es cerrado se tiene que

[F es _semicontinua ] N ( liminf F(u) = F(UO)J ........... )

inf eriormente en u, u->u,
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Proposicion 3.2.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) v e liminf F(u)

u—> Uy

b) Ve>0,3r>0: sup d(v;F(u))<e

ue B(ug;r)

Demostracion.

(a) = (b) Supongamos que v € liminf F(u); es decir, v € ﬂU ﬂ (u)+¢B].

u— Ug
£>0 r>0 ueB(ug;r

Sea ¢>0 cualquiera. Luego, es claro que v € U ﬂ +gB] lo cual |mpI|ca que

r>0 ue B(ug;r)

existe un numero positivo r tal que v € ﬂ [F(u)+g B]. La ultima inclusion significa
ue B(ug;r)
que
V ueB(u,;r):ve[F(u)+e B]

VY ueB(Uy;r):dVv;Fu)<e.ooooorr..n. (10)

Si en (10) tomamos supremo sobre todos los u € B(u, ;&) se obtiene sup d(v;F(u))< e
ue B(ug;r)

(b) = (a) .Sea £>0 cualquiera. Por hipdtesis, existe un nimero positivo r tal que

sup d(v;F(u)) <

ue B(ug:r)

lo cual implica que
YV ueB(Uy;r):d(v;F(u))<e

Asi, tenemos

YV ueB(u,;r):ve[F(u)+e B]

La Gltima afirmacion significa que Vv e ﬂ [F(u)+£B] y esto implica que

ue B(ug;r)
vV e U ﬂ +gB

r>0 ue B(ug;r

Como la tltima inclusién se cumple para cualquier £ >0 se tiene que

<NU N Feses

>0 r>0 ueB(uy;r

es decir, v e liminf F(u). -

u— U
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3.3 Cono tangente

Definicion 3.3.1. Sea x, € X . El cono tangente a K en x, se denota por C, (x,) y se
define como

Cy(%): _Ilirllxrolf (K—x) ﬂU m (K —x)+&B]

>0 r>0 xeBK Xg ;0
h—0" 5>0 he(0;5]

Proposicion 3.3.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) veCy(x,)

b) V £>0,3r>0,36>0:VxeB,(X,;r),vhe(0;5]Jue(v+eB): x+hu e K
Demostracion.

(a) = (b) Supongamos que v e C, (X, ). Luego,

ve N U [£ (K=x)+¢B].......... (11)

>0 r>0 xeBy (Xy;5)
6>0 he(0;5]

Sea ¢>0 cualquiera. De (11) se sigue que existen nimeros positivos r y o tales que

ve () [E(K-x)+eB]

xeBy (X:0)
he(0;5]
lo cual implica que
V¥ xeBy (¥,:r),Vhe(0,6]:ve [H(K-x)+&B].......... (12)

De (12) se tiene que existen zeK y w e ¢£B tales que v:%(z—w)+x 0 también
V+(-w)=1(z-x). Si hacemos u=v+(-w) se tiene que ue(v+&B) y como
u:%(z — x) se muestra que z=x+hu e K. Asi, hemos probado que

" Ve>0,3r>0,35>0:VxeB,(X,;r), Vhe(0;8]3u(v+eB): (x+hu)e K~
(b) = (a) Sea ¢>0 cualquiera. Por hipotesis existen r>0 y §>0 tales que

Vxe By (X,;r), ¥ he(0;8]3u(v+eB): (x+hu)e K
Si z=x+hu,entonces ze Ky u=1(z—x)e (K-x). Como

V=u+(v-u)=1(z—x)+(v-u) e 1(K-x) +¢B
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se tiene que
Vxe By (Xo:r), Vhe(0;8] :ve[t(K-x)+eB]

lo cual implica que

Asi tenemos que

r>0  xeBy(xq;8)
3>0  he(0;3)

y como &>0 fue tomado arbitrariamente se tiene que

Ve ﬂU ﬂ [t (K -x)+&B]

&>0 r>0 xeBy(xy;6)
6>0 he(0;5]

es decir,v e C, (X, ). -

Proposicion 3.3.2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) VeCK(XO)
b) V (x,) e K, X, = X,,¥(h,) =(0;) con h, -0, I(u,)<= X, con (u,)—>v,
INeIN/Vn>N:(x, +hu, )eK.

Demostracion.

@)= (b) Supongamos que v € C, (xo). Sea £>0 cualquiera. De la Proposicion 3.3.1
se sigue que existen nimeros positivos r y o tales que

Vx eBy(Xo:r),vhe(0;8] Jue(v+eB): (x+hu)e K............ (13)

Sean (x,)cKy (h,)c=(0,0) sucesiones cualesquiera tales que x, —> X, y h, —0.
Luego, existen numeros naturales N, y N, tales que
vnx=N, :x, €(x, +rB)
vn>N,:0<h <3
Si N=max{N,;N,}, entonces
YNn=N:x,eB,(X;r), h,e(0;8] .ccocoovrinn. (14)

De (13) y (14) se sigue que
vn>N:3u, e(v+eB):(x, +hu )eK y u, >V
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(b) = (a) Procedamos por contradiccion. Supongamos que Vv ¢ C,(x,) . Usando la
Proposicion 3.3.1 se tiene que existe un nimero positivo ¢ tal que
Vr>0,v3>0,3 X, € B (X,;r), 3h,;€(0;8], Vue(v+eB): (x, +hyu) e K......(15)

Sea nelIN cualquiera. Tomando r=%1 y &=42%. De (15) se sigue que existen

n

X, € By (Xo:1) y h,e(0;2] tales que

Vue(v+eB):(x, +hu) e Koo, (16)
Es decir, tenemos sucesiones (x,)c K 'y (h,) = (0,%) con x, =X,y h, >0
tales que se cumple (16) lo cual contradice (b). Por lo tanto, v € C, (X, ).

Proposicion 3.3.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) v Cy (%) b) lim {M}:o

X=X
h—0*

Demostracion.

@)= (b) Supongamos que v € C, (xo). Sea &>0 cualquiera. De la Proposicion 4.3.1
se sigue que existen nimeros positivos r y o tales que

VX €By(Xq;r),¥he(0;8] Jue(v+eB): (x+hu) e Koo, (17)
Si z=x+hu, entonces z € K y a partir de
de(x+hv)<d(x+hv;z)=d(x +hv;x+hu)= |hv—hu| =h|v-u| < he

se sigue que

Ve>0,3r>0,38>0:Vx e B, (X,:r), V he <0;5]; M <eg

lo cual muestra (b).

=X
h—0*

(b) = (a) Supongamos que lim {W} =0.
Sea £>0 cualquiera. Por hipdtesis existen r>0 y >0 tales que

Vx e By (X,;r) v he (0;3]: M <

lo cual es equivalente a decir que
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Vx e By (Xo;r) v he(0;8]: d(x+hv)<eh
Como d,(x+hv)<eh,existe zeK tal que d(x +hv;z)< ¢h, lo cual implica que

Z—X

V——| <&
h

Si tomamos u=% tenemos que |v—u| < e; es decir, u e(v+&B)y

z=x+hu e K. De la Proposicion 3.3.1 se sigue que v € C, (%, ).

Proposicion 3.3.4 Si x, € int(K), entonces C,(x,) = X
Demostracion.

Como x, e int(K), existe R>0 tal que x,+RB c K. Es claro que C,(x,)c X.
Probaremos que X < C,(x,) . Sea veX cualquiera. Para demostrar que
v e C, (x,) usaremos la Proposicion 3.3.1. Si v=0 es claro que ve X asi asumiremos
que v = 0.

Sea £>0 cualquiera. Tomemos r=2 y &= ;.. Luego, si para cada x B (x,:%)y

para cada h e<0;ﬁ] tomamos u=v se tiene que U € (v +&B).

Si z=x+hu, entonces a partir de

2% | =[x+ hu—xo] < [ x| +hlu] < 2+ | v] = R

se sigue que | z—X, || < R; es decir, z € B(x,;R) < K yasi z e K. De la Proposicion

3.3.1 se sigue que v e C, (X, ). -

Observaciones.

e Paracada xe X:Cy =X.

e Sedefine Cy =¢.
Proposicion 3.3.5 El cono tangente C (Xg) es cerrado y convexo.
Demostracion. Veamos que C (xp) es un cono.

En efecto, Sean v e Ck (xo) y t >0 cualesquiera. Probaremos que tv e Cy (xg), para
lo cual usaremos la Proposicion 3.3.1.
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Sea & >0 cualquiera. Como veCg (xg ), de la Proposicion 3.3.1 se sigue que existen

r>0y o>0 tales que
V xeBy (Xg:r), Vhe<0;6], Jue (v+%B) :(x+hu)e K

lo cual implica que
v xeBy (%), VSe<0;ﬂ(st €(0;5]) tue (tv+eB) A (x+stu)eK

Asi, tenemos que

vxeBy (x,;r), Vs €(0;9],3 (tu)e(v+eB): [x+s(tu)]eK
De la proposicion 3.3.1 se sigue que tv € Cg (xo).
Veamos ahora que C (xg) es cerrado.

En efecto, Sea v eC, (x,) cualquiera. Luego, existe una sucesion (v,) < C,(x,) que
converge a v. Sea ¢ >0 cualquiera. Luego, existe un nimero natural N tal que

Como v,, €C, (x, ), de la proposicién 4.3.3 se sigue que

. d (x+hv
I|m K( N)
X——> X% h

h—0"

=0

lo cual implica que existen nimeros positivos r y o tales que

VXEBK(xo;r),Vhe<O;5]:dK(X;mN) <§ ....... )

Sea a eK cualquiera. A partir de
dy (x+hv) = d(x+hv;K) < d(x+hv;a)=|x+hv—-a| = [x+hv, +hv-a-hv, | =

H(x+th —a)+ h(v—vN)H < Hx+th —aH + thN —VH
se sigue que

VaeK:dg(x+hv)<|x+hvy —a|+h|v, -v|

Si en la ultima desigualdad tomamos infimo sobre los ac K se obtiene
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dy (x+hv) < d (x+hvy)+h| v, -v|

lo cual, junto con (1) y (2), implica que

dy (x+hv) . de (x+hv,) .\

£
h h 2

Asi, tenemos que

¥£>0,3r>0,35>0/ ¥xeB, (x;r),¥he(0;5]: dK(Xh+hV)<g

N . d.(x+hv

lo cual significa que lim M
X %o h
h—0*

= 0.De la Proposicién 3.3.3 se concluye que

veC,(x,) yasi C(x,) es cerrado.

Veamos que C,(x,) es convexo.

En efecto, como C,(x,) s un cono es suficiente probar que si v,,v, € C, (X, ), entonces
(Vl +V2)€CK(XO)'

Sean V,,v, € C,(x,) cualesquiera. Para probar que (v, +v,)eC.(x,) usaremos la
Proposicion 3.3.2.

Sean (x,) < K, (h,) = (0;+) sucesiones cualesquiera tales que X, —> X, y h, —0.
Como v, € C, (x, ), existe una sucesion (u,) = X con u, — v, tal que

vV nelN:y, =(x, +h u )e K

La sucesion (y, ) esta contenida en K y converge a x,. Como v, eC,(x,), usando
nuevamente la Proposicion 3.3.2, se tiene que existe una sucesion (w,)c X con
W, —V, Yy existe un nimero natural N, tal que

vn>N, 1y, +h w, =x, +h (u, +w, )eK

Como (u, +W,)c X es una sucesion que converge a v, +V, tenemos que
V(x,) = K con x, = X,,V(h,) = (0;+) con h, —0,3(u, +w,) = X tal que
(u, +w,)— Vv, +V, y existe un nimero natural N, tal que

Vv n>N,:x, +h (U, +w,)eK

De la Proposicion 3.3.2 se sigue que (v, +V, )e Cy (X, ).
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3.4 Relaciones entre los conos contingente y tangente.

Proposicion 3.4.1 Ck (xg) < Tk (o) CL[U i(K ~Xg )J
h>0
Demostracion.

Es claro que Ck (xg) <= T(Xg)

1
V T CL —(K -
eamos que Tk (xg) < LL;JO h( X0 )]

En efecto, para cualesquiera £ >0y o6 >0 es claro que

U {i(K—X0)+5B} c U{i(K—XO)+5B}

he(0; 6] h>0

lo cual implica que

N U { (= +gB} Ul:i(K—XO)+8B:|

5>0he(0;5] h>0
Como la dltima inclusién se cumple para cualquier £ >0 se tiene que
1
ﬂﬂ U ~“(K-xp)+eB| ﬂ Uh(K—x0)+gB
e>06>0 he 0; 5 e>0 L h>0

es decir,

T (xo) < CL[U i(K —XO)J

h>0

Proposicion 3.4.2 Si K es un subconjunto convexo, los tres conos coinciden:

h
h>0

Ck (x0) = T (x0) = CL{ U 1<KxO>]

Demostracion. Probaremos que CL[ U E(K ~Xg )] c Ck(xg).
h>0
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Sea Ve CL[U i(Kxo)] cualquiera. Para probar que v e Ck(xg) usaremos la
h>0

Proposicion 3.3.1.

Sea ¢ >0 cualquiera. Como Ve CL[U E(K ~Xg )J existe W e U ;(K ~Xg) tal

h>0 h>0
que
HV—WH < S (*)
Como w e U i(K —Xg) existen 6 >0y yeK tales que w = i(y—xo) lo cual
h>0
junto con (*) implica que
V= (Y=X0) | < 5 e ()

Definamos r = 525 Sean x €Bk (xg;r) y he <0;5] cualesquiera. Sea u = y;x

Veamos que U e (v+€B).

Ju-v] =55 -

X X] ly=Xo
o o

Veamos que (x + hu) € K.

Como xe K,y € K,K esconvexo y ; € <0;1] a partir de

x+hu=x+h(y_xj=x+hy—hxz (1—hjx+(h] y
o o o o o

se sigue que (x+hu) e K.,

De la Proposicion 3.3.1 se tiene que v € Ck (Xg).
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Ejemplo 3.4.1 Los conos contingente y tangente pueden ser diferentes. En efecto, sea
f la funcion definida por

VA
f(x)z{o , X<0
X ,x=>0

Sea K la graficade f ;esdecir, K = {(x;f(x))/ xe IR }
Si x<0: Ck(x;0)=T(x;0)=IRx{0}={(t;0)/t € IR } = Eje X
Si x=0: Cx(0;0)={(0;0)}
Tk (0;0) = — IR, x{0} U {(t;t)/t e(0;+o0)}
Si x>0: Cx (x;x)=Tg (x;x)={(t,t)/te IR }

Véase que el cono tangente CK(O;O) es convexo, pero trivial; mientras el cono
contingente Tk (0;0) no es convexo y tiene infinitos elementos.

Proposicion 3.4.3 Si X es un espacio de Banach finito dimensional, entonces

VXoeK:CK(Xo) c liminf TK(X)

Demostracion. Por definicion sabemos que

CK(XO):ﬂU U ﬂ {Kh_x-%EB}

£>0r>0 5>0 xeB, (x,;r) he(0;

S
2,

Afirmacién 1.

U ﬂ ﬂ [K;X+gB}c ﬂ U | {K;X+58}

5>0 xeB, (x,;r) he(0;5]
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En efecto, si ze U ﬂ {K_

5>0 xeB, (x,;r) he(0;5]

N {K_

xeB, (x,:r) he(0;5]

X +¢ B] entonces existe o > 0 tal

que

X+&‘B}

Esto implica que

VXxeBy (xo;r): ze ﬂ {K +‘9B} U ﬂ [

he(0;5] 5>0 he(0;5]

De aqui se tiene que ze ﬂ U ﬂ {

xeB, (X,;r) 5>0he(0;5]

+8B}

+& B}. Esto prueba la

Afirmacionl.

Sea v eCy (xg) cualquiera. Luego,

veor veJU N N[5 +ee]

r>0 §>0 xeB(x,;r) he(0;5]

3r>0: ve U ﬂ ﬂ {K;X+g B} (usando la Afirmacioni)

5>0 xeB(x,;r) he(0;5]

VXGBK X0 I ZVEU ﬂ [K;X+5B} ......... *)

5>0 he(0; 5]

Afirmacion 2. U ﬂ {

5>0 he(0;5]

K;X +£B} cTk(x)+¢&B

En efecto, sea z U ﬂ {K —X g B] Luego, existe & > 0 tal que
h
5>0he(0;5]

ze ﬂ {K;X +gB]

. 1
Sea N un numero natural tal que ﬁ< o : Luego, paracada n> N se

cumple que 1 (0;5]. Asi, podemos construir una sucesion (x, ) =K tal
n
que
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_ Xpn — X i
Si up :THTT’ entonces (uy, ) es una sucesion acotada'y como X es de

n
dimension finita, entonces (un) tiene una subsucesion (que la seguiremos

denotando por (un )) que converge, digamos a w. Asi, tenemos que

limu,=w y Ilim [1j =0

n—oo n—oo\ N

n
3.1.2 se sigue que we Tk (). Por lo tanto, z € Tk (x)+ & B. Esto prueba la
Afirmacion 2.

Ademas, paracada ne IN, x+[lJun = X, € K .Usando la Proposicion

Siguiendo de (*) y usando la Afirmacién 2 se tiene que veTg (X)+& B . Asi, hasta aqui
hemos probado que

Ve>0,3r>0,Vx e Bk (Xg;r) :ve Tk (x) +&£B

es decir, v e ﬂU ﬂ [Tk (x)+&£B]: = liminf T, (x).

£>0r>0xeB(x,;r) X=X,

Asi, ya probamos que Cg (Xg) < liminf Ty (x).

X —X,

Sean X un espacio de Hilbert y K un subconjunto no vacio de X débilmente cerrado.

Lema 3.4.4 Paracada y € X , defina el conjunto
HK(Y)3={X€K Ik (y)=|x-y]| }

Luego, B
VyeK, Vxellg(y), Vveco Tk (x): (y—x;v)<0

Lema 3.4.5 Paracada yeX :

im i | Ak (V)2 = (d ()

min ” < di () dlv 0Ty (T (1))
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Lema3.4.6 Sea f:[0;00)—>IR lafuncion definida por f(t)= ; [dy (x+1v) ]2

Luego, para casi todo t>0: f'(t)<dk (x+tv)d (v . co Tk (HK(x+tv))

Teorema 3.4.7 Sea K un subconjunto no vacio débilmente cerrado de un espacio de
Hilbert X . Luego,

liminf Ty (x) < liminf co Tk (x) = Ck(Xg)
X—5> X, X—5> X,

Demostracion. Probaremos que
liminf co Ty (x) = Ck (xg)

X—5>X,

Sea v e liminf co Ty (x) cualquiera. Luego,

VEﬂU ﬂ[coTK +gB]

€>Or>0XeBX r
es decir,

V&>0,3p>0/ VxeB(X,;p):ve[coT, (X)+£B]

P

Afirmacion 1. Si r = 5

y 0= L, entonces
4v]

V xeBy (Xo;1), Vte(0;6): Tk (x+tV) < By (X9 5 0).......(¥)

En efecto, sean xeBy (X ;r) Yy te(0;5) cualesquiera. Sea zelly (x+1v)
cualquiera. Luego,

dy (x+tv) = | x+tv—z| <|tv| ,(pues xeK)
A partir de

|z=xo || =] z=x=tvax+tv—xo| <|z=x-tv]+|x=x | +|tv]
<ltv|+r+ftv|<2s|v]+r=2 L ||v]+~ =p
wlrefov(z2a ol or=df £ v

se sigue que Z e BK (Xo;p). (Fin de la prueba de la Afirmacion 1)
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Definamos la funcién
1
()= e (x+w)]?

Del Lema 3.4.6 se sigue que

f’(t)de(Xthv)d(v;5TK(HK(x+tv))§ gdg (x+tv) < st|v|
Ahora, paracada xeB, (x,;r) ycada te(0;5) :

2 h h h2
0 0
de lo cual se sigue que
dg (x+hv) _ ¢[v[h
< .

h 2
La Gltima desigualdad implicaque  lim M =0

X=X,

h—0"

Por la Proposicion 3.3.3 se tiene que veCy (Xg ).Luego, obtenemos que

liminf Tg(x) < liminf co Tk (x) < Ck (%)
X—5 X, X——> X,

Observacion. Si X es de dimensién finita, de la Proposicién 3.4.3 se sigue que

liminf T (x) = liminf co T, (x) = C (%)

X—5 5%, X—5 5%,
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Capitulo 4

Teorema de la Funcion Inversa para
correspondencias

El Teorema 1.3.1 establece el Teorema de la Funcion Inversa para una funcién
f:Uc X —>Y donde X e Y espacios de Banach. En este capitulo definimos la

derivada contingente de una aplicacion multivaluada F:X =3Y y establecemos el

teorema central de este trabajo: El teorema de la Funcion Inversa para aplicaciones
multivaluadas.

4.1 Derivada contingente

Adaptaremos la definicién intuitiva de derivada de una funcion en términos de la
tangente a su grafica al caso de una correspondencia.

Definicion 4.1.1. Sean X e Y espacios de Banach
F:X =3Y una correspondencia propia.

(xo;Yo) € Graf (F)

La derivada contingente de F en (Xq;Yg) se denota por DF(xg;Yg) Y se define como
la correspondencia DF(xo; yo): X=3Y cuyo grafico el cono contingente

Tyrar (F)(Xo0:Yo) del graficode F en (Xg; o).

Observaciones.
e Sea ug e X cualquiera. Es claro que DF(xg;Yo)ug) = Y 'y
Vo € DF(Xg; Yo NUg) <= (Ug:Vo) € Tgrat () (X0 Vo)

o Vge DF(xg ;Yo )Xup) si, y solo si existen sucesiones h, —0%,u, — U,
Vp = Vg tales que

vnelN :v, e(F(XOJrT]”U“)_ij
n
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En efecto,

Vo€ DF(XO; yo)(uo) = (uo ;Vo) € Tgraf(F)(XO ; yo)
< Existen sucesiones (h,) =(0;%), (u,;v,)= X xY tales que

* (un;vn)%(uo;\/o)
e limh, =0

n—oo

o VnelN: (x,;Y,)+h,(u,;v,)e graf (F) <

(%, +hu, ;y,+hv,)egraf (F) <

h

n

yo 4‘|1nVn € F:(XO +hnun) A= Vn GE[ F:(XO +-h“\/")__ yO }

Y . F hu)—
Proposicion 4.1.1 v, e DF(xO;yO)(uo) < lim inf d£V02 (Xo +hu) Yo j: 0
h—0"
Demostracion. Supongamos que Vv, € DF(X,; Y, XU, ). Luego, (Uy;Vy)e Tyrar (X0 5 Vo)
lo cual significa (segun la Definicién 1 de la seccion 4.1) que

e () U, (FFO-0) 0]

£>0 r>0 he(0;r] h
£,>0

es decir, Ve >0,Ve, >0,Vr>0,3he(0;r] tal que

(uo;vo)e[graf(l:)_(xo;y‘)) +ng><ng} ........ (1)

h
De (1) se sigue que existe (u;V) e [graf (F)h_ (%; y")} tal que
Uy;Vo)elu;v)+gBxe,B.......... (2)
0rY0 1 2

De (2) es claro que u e (u, +£,B) y ve (v, +&,B).

Como (u;v) e [graf (F)h—(xo; yO)} se tiene que (x,; Y, )+ h(u;v) e graf (F) o lo que es

lo mismo (x, +hu;y, +hv)e graf (F) lo cual significa que

' {F(xo +hu)- yo}

h
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Como d(v,;Vv)<s,, de (3) se sigue que

LA

Esto implica que lim inf d(vo; Flx, +:u)—y0 ]: 0.
h—0"

Observacion. Si F:X — Y es una funcion simple, entonces DF(x, ) = DF(x,; F(X,))-
Esta formula implica que

v, € DF(x, u, ) < lim inf =0

h—0*
u—u,

_VO

F(x, +hu)—F(x,)
h

o HF(Xo"'hU)_ F(Xo)_hVoH
< liminf . =0
h—0*

4.2 El Teorema de la Funcién Inversa para correspondencias

Teorema 4.2.1 Sean X e Y espacios de Banach.
F:X=3Y una correspondencia propia.
(Xo: Yo) € graf (F)

Supongamos que existen constantes « e [0;1>, n >0, c>0 tales que

v (x; y)egraf (F) con Hx—x0 H+Hy—yo Hsn, vveY,Jue X ,IweY talesque

el y W <alv]®

Luego, F ™ es seudo Lipschitziana alrededor en (y,;X,).

nll-a)
31+a+c)

R (y)=F*(y)N {XO +(Cl+ Zaj r B} F(y)=F*(y)N {xo + 3[01+ Zaj r B}

2 -

Demostracién. Definamos r:=
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Para establecer que F™ es seudo Lipschitziana en (y,;X,) debemos probar lo
siguiente: Para alguna constante L

Vye(y,+rB):F,(y)#¢....(6)

0
v yl,yze(yo +rBj (R ()i R () S L= Yo oD

Sea L= C1+ 2a .Se puede probar que

1 l-a n
= — ... 8 L+1)r="2....... 9
1+L l1+c+a ® ( ) 3 ©)

Sean vy,,y, eW =y, + rI§ cualesquiera. Como H Y, — Yo H <ry H Y, = Yo H <rse

tiene que |y, -y, |<2r.Sea p cualquier ndmero del intervalo < [yi-v. r>

cualquiera.
o % O
=yl p r
Definamos ¢:= H Loy H Se puede probar que
H Yi— Y, H+ Lp
1 3” Y1_y2H l1-«o
Sl Y= Yo | =L (10) Tl 2TE 1)
£ 2n l+c+a

Definamos la funcion V : graf (F) — IR mediante

v (x,y) graf (F) :V(xy) =y, -y|

Sea (a;y,)e graf (F) cualquiera. Por el Principio variacional de Ekeland existe
(i;y)e graf (F) tal que

V(xy)+ e d((ay):(x:y))< Viay,)
Vv (x;y)=(x;y) e graf (F) :V(x;y) <V(x;y) + e d((xy) (% Y))
Las desigualdades anteriores se traducen en

1y, -y|+e {|a-x|+|yi=y | <] vo =i oo (12)
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v(x;y) e graf (F), (x;y) = (x;y):

1yo =y <|yo-y|+e || x=x|+|y=y[ ] (13)
De (12) se tiene que
lfa=xle|n-y| [< -yl v elfax|+fn-vl] <]yl

Lo cual implica que
Yoyl _2n
£ 3

la=x|+]y.-y|=
Afirmacion 1. Hi—xo H + Hy—yo H <n

En efecto: A partir de

el o = o 45 4
:‘\i—a\‘+‘\y—yl H+Ha—x0 |+ v:=Yo | 32377 +(L+)r = p

se sigue que H X—X, H + H Y=Y, H <.
Usemos ahora la hipotesis del teorema:

Sea v=y, —y. Luego, existen ue X, weY tales que
(yo—y )e DF(x;y ku) +w..oooooo.... (15)
lul <cly,-y| ~|w|<a|y,-y] .. (16)

Afirmacion 2. y =y,

En efecto: De (15) se sigue que (y2 —y —w)e DF(?;Y)(U) ,lo cual es
equivalente a

(U ;Y2 —y—W)GTgraf(F)(i 'y)
Usando la Proposicion 3.1.1 se tiene

v 6>0 (Tomar e =r =) 3he(0;5], 3(p;q)e(u;yz—y—w)+(5B><5B)
tal que

(x:y)+ h (p;q)  graf (F)
Es decir, existen us e 6B, vs e 6 B tales que
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{p =U+Ug
q=Y2—y-W-Vs
y ademas

(i ;§)+(u +Ugs ;Yo —y—w—vg)e graf (F)

es decir,
(x+hu+hug ; y+hy, —hy—hw—-hvy) e graf (F)
Usando (13) se tiene
[v2=y|< [¥.=y=h(y,=y) +hw+hv,| +
e [[hu+hu, |+ @y, - y)~hw-hv,|||=
H(1—h)(y2 —y)+hw+hv, H +

e [[hu+hu, |+ @y, - y)-hw-hy, ||| <

@=n)[y,—y| +hw]+hlv,| +

ehlul+eh|u, | +eh|y, ~y|+eh|w|+eh]v,]
lo cual implica que
hya=y|<h [w]+he| |ul+]y,-y|+|w] ]+
h[ eu, | +@+e)v,| |
Dividiendo por h se tiene

v=y = Jwl e | fuf+]vo =3[« [w] ] +lu, [+ @re)lv | omo

salya-y| +elely -y lyva-y] ey -y Jrefus - @re)v|
lo cual implica que

H Y, —VH < (a+e(C+a+l)) H Y, —?H +efu, [+ @+s)|vy] .o (17)
Como & > 0 fue tomado arbitrariamente, en (17) tomamos limite cuando 6 - 0*:

H Y2—9H < (a+elc+a+l) H Y2 —yH
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lo cual muestra que
0< (a+g(c+a+1)—l)H yz—yH ......... (18)

De la segunda desigualdad de (11) se obtiene que « + g(c +a +1)—1< 0,lo
cual junto con (18) implican que y = yo.

Afirmacion 3. x e F(y,)N (@a+2LrB)=F*(y,)
En efecto, Si en (12) reemplazamos y, por y obtenemos

e {a-x|+l v <] ve -l
de lo cual se sigue que

la-x| S(i—lj lya—wi|=Lp<2Lr

Asi, tenemos que x € (@a+2LrB) . Ademés, como (i y) = (i; yz)e graf (F)
se tiene que y, e F(i); es decir, x e F(y, ). Por lo tanto, hemos probado que
xe F(y,)N@+2LrB)=F(y,).

Luego,

d (a; Fl*l(yz))s H a—iH < (i—lj [V, =vi|=Lp.n. (19)
Si hacemos que p — |y, —y; |, de (19) y (10) se obtiene
d (a; Fl‘l(yz)) < LH Y, — Y, H ....... (20)
Si tomamos (a;y;) = (X, ; Yo ) hemos probado que
yeevorr e F N +LrE) - Ry

En otras palabras

Vye(yo+ré]:Fo‘1(y)¢¢

De (20) se sigue que
d(F )R )<Ly -y |
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Capitulo 5

Aplicaciones

En este capitulo veremos algunas aplicaciones del Teorema de la Funcion Inversa para
aplicaciones multivaluadas y su relacion con el Principio de la Aplicacion Abierta
Uniforme. También veremos los Teoremas de Funcion Inversa de primer orden y de
orden superior.

5.1 Otra version del Teorema de la Funcion Inversa para aplicaciones
multivaluadas

Definicion 5.1.1 Sean X e Y espacios de Banach
F:X =3Y una correspondencia propia.

(x0: Yo ) € Graf (F)
La derivada de F en (x0 ; yo) se denota por CF(x0 ; yo) y se define como la aplicacion
multivaluada CF(x,;Y,): X =3 Y cuyo gréfico es el cono tangente Cgraf(F)(xO; y,) del
graficode F en (x,;Y,)-

Es claro de la definicién que

Vo ECF(Xo;yo)(uo) = (UO;VO)E Cgraf(F)(XO;yO)
En esta parte usaremos dos teoremas que se encuentran en [1] J.P. Aubin and I.
Ekeland.

Proposicion 5.1.1 (Teorema del grafico cerrado)

Sean Xe Y espacios de Banach
F:X =3Y una aplicacién multivaluada propia convexa y cerrada tal que Im(F)
tiene interior no vacio.

YoeInt(Im(F) ), x, eF(y,)
B es la bola cerrada unitaria de X .

Luego, existe y >0 tal que
VXxe Dom(F),Vyeyo+;/B:d(x;F’l(y))sld(y;F(x))[l+Hx—x0 H]
v
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Proposicion 5.1.2 Sean Xe Y espacios de Banach
F:X=3Y una aplicacion multivaluada propia convexa y

cerrada tal que Im(F) tiene interior no vacio.

YoeInt(Im(F) ), x, eF(y,)
B es la bola cerrada unitaria de X .

Luego, Y, e Int(F[Dom(F)N (x, +B)])

Proposicion 5.1.3 Sean Xe Y espacios de Banach de dimension finita.
F:X =3Y una aplicacion multivaluada con gréafico cerrado.

(X0:Yo) € Graf (F)
Si la derivada CF(x,;y,): X =3Y es sobreyectiva, entonces
Va>0, 3¢>0,3 7>0 tales que
v(x y)egraf (F) con |x—x, |+|y=Y,|<n, VveY,Jue X ,IweY talesque
ve DF(x;y)u)+w
jul=clv] v [wsaly

Demostracion. Como la aplicacion multivaluada CF(xO;yO):X =Y es convexa y
cerrada, entonces de la Proposicion 5.1.2 con X,=0 e y,=0 tenemos que
0 e Int CF(x,; Y, ) B ].Luego existe »>0 tal que

Definamos el conjunto
H:= (Bx]/ B)ﬂ Cgraf(F)(XO; yo): (BX7 B)ﬂ graf (CF(XO; yo))(**)

Como X e Y son de dimension finita, entonces H es un subconjunto compacto del
cono tangente C,.;x(Xy: Y, ). Por la Proposicion 3.4.3 se tiene que C,uqr (X0 o) €S €l

limite inferior de conos contingentes T, (X y) con (x;y)egraf(F) y
(x;y)—(X,; Y, )-Luego, para cada >0, existe 77 > 0 tal que

v(uo ;VO)E H ! V(X’ y)E Bgraf(F)((XO ; yO) ’77 ): (UO ;VO) € Tgraf(F)(X; y)+a(BX B) (***)
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Jvi

Sea veY cualquieracon v=0. Si v,= € yB de (*) se tiene que existe u, € B tal

que v, € CF(x0 Yo )(uo) ; es decir,
Uoe B, voerB, (Ug;Vy) € graf CF (X, V) = Cyrarce) (X0 ¥o)
Luego, de (***) se tiene que
V7 (X;Y) € Byrargey( (%03 ¥o) 177 ) (Un Vo) € Tyrarey (%: ¥) + @ (BxB)

Es decir, existen u, e aB, v, eaB talesque (U, —U,; Vo=V, ) € Ty (X; y), lo cual
implica que

Vo €DF(X; y)ug —u,) +V,

Teorema5.1.4 Sean Xe Y espacios de Banach de dimension finita.
F:X =3Y una aplicacion multivaluada con gréafico cerrado.

(Xo:Yo) € Graf (F)

Si la derivada CF(x,;y,):X =3 Y es sobreyectiva, entonces F* es seudo
Lipschitziana alrededor de (y,; X, ) -

Demostracion. La prueba se obtiene de la Proposicién 5.1.3 y del Teorema 4.2.1. ]

5.2 El Teorema de la Funcion Inversay el Principio de la Aplicacion
Abierta Uniforme.

Sean : X un espacio métrico completo, Y un espacio métrico.
F:X =3 Y una correspondencia.

En X xY usaremos la métrica d:(X xY )x(X xY)— IR definida por
V() (X5y)e (XxY) 1 d((6y;(x5y) )= dy (6x)+d, (y;y)
Asumiremos que el grafico de F es cerrado.

Paracada xe X yparacada h>0:
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0

Bn(x) : Bola abierta de centro x y radio h.
B, (x): Bola cerrada de centro x y radio h.

En esta parte estudiaremos una relacién entre el Principio de la Aplicacion Abierta
Uniforme y el Teorema de la Funcion Inversa para correspondencias.

Teorema5.2.1 Sean k>0, p>0, X, €X, Y, € F(x,).
Si V(x;y)e graf (F) cercade (x,;y,) ytodo zeY cercade y,:

entonces
V(x;y)e graf (F) cercade (x,;Y,), Yh>0 pequefio: é)(y;phk)c F(B(x;h)) ....(2)

(]
Demostracion. Sea ZEB(y;phk) cualquiera. Luego z estd cerca de ycon
dY(y;z)<,ohk y como Yy esta cerca de y,, entonces z esta cercade y,.

A partir de (1) se tiene que
d, (F*(@)< p ¥[d, ()€ < p (oh* )% =h

Es decir, la distancia entre x y F’l(x) es menor que h; lo cual implica que existe
weF ™(z) tal que d, (x;w)<h.

Asi, weB(x;h) y zeF(w), de lo cual se sigue que zeF(B(x;h)) y por lo tanto

Bo(y;ph")c F(B(x;h)). -

Teorema5.2.2 Supongamos que:

Yo € F(x,), existen K >0, >0, p>0, B<(0]) tales que
V(x;y)e graf (F) N[B(x,;6)xB(y,;¢)], Vhe[0;¢]:

sup d, (b;F(B(x;h)) )< Bph*.......... 3)

b eB(y;th)

Luego, V(x;y)e graf (F) H{B(XO;ZJX B(y0 ‘;ﬂ
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vV h>0 con max Ll 2pn b <2 vzeB(y;ph*): dy (xF(2))< h .
1-5 2 1-pk
Demostracion. Sea a e <ﬁ;1> tal que Y < g lo cual es equivalente a
l-«

k
ﬂ<a$(1—2hj <1.

5

Afirmacion 1.
v(x;y) e graf (F) N[B(xy;)x B(y;€)], Vh €(0;¢], vbeB(y; ph*), 3(u;v)egraf (F)/

d,(x;u)<h A d,(o;v)<aph®........ 4)

En efecto, sean (x;y)egraf (F)N[B(X,;)x B(Y,; )], he (0;6] y beB(y; ph*)
cualesquiera. De (3) se sigue que

sup d,(b;F(B(x;h)) )< Bph" <aph

b eB(y;th)

lo cual implica que
d, (b; F(B(x;h))) < & ph*

Luego, existen ueB(x;h) y ve F(u) tales que d, (b;v)<a ph*

(Fin de la prueba de la Afirmacion 1)
Sean (x; y)egraf(F) N B(xo;gjx B(yo;‘g] , h>0 con max Ll;thk <&
2 2 1- gk 2
y z eB(y;phk) cualesquiera.

Afirmacion 2.
Existe una sucesion {(u, ;v, )} c graf (F) tal que

En efecto, Tomemos u,=x. De (4) se sigue que existe (ul;vl)egraf(F) tal que
dy (Up;u)<h A d,(z;v,)<aph® .Supongamos que tenemos {(u,;v;)/i=1..,n}
que satisfacen (5) y (6).
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Veamos que d, (x;u,)<

dX(X;ui): dx(uo;ui)S dx(uo;ul)"‘dx(ul;uz)"‘ ----- +dx(ui—1;ui):

éolx(uj BE Za o hga(szhizla(iJ:hi(aiJjg

l—a%.

Veamos que  Vi=1..,n:dy (Xg:Uj)< & .....(8)

dy (Xo;ui) < dy (xg:x)+ dx (x;u) <
Veamos que Vi=1,...,n:dy(yg:Vi)<&......(9)
dy (Yorvi) < dy (yo:y) +dy (yi2)dy (zivi) < 7 +ph* + pa' € <7 4 2ph¥ <747 =
De (8) y (9) se sigue que

Vi=1..,n:(u ;vi) e graf (F) N[B(xg; &) xB(xg:¢)] ......... (10)

En particular, cuando i=n se tiene que (up, ;vy)e graf (F) N[B(xp;&)xB(xg;€)]
ool
Como h=a’k he(0;¢], de (4), existe (Uny1:Vny1) € graf (F) tal que

n n
: . k n+1 .k
dX(Un’Un+1)<aAh y dy(Vn+1,Z)<ap[a%h] = pa"th
(Fin de la prueba de la Afirmacion 2)

Afirmacion 3. (uy,) es una sucesion de Cauchy en X .

En efecto, sean me IN , neIN cualesquiera y supongamos que m < n. Usando (5) se
tiene que

dX(Um ;un) B dx(Um ;Um+1) + dX(Um+1;Um+2) T +dX(Un—l;Un)

Shobynas S Sl S -

j=m J=m
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lo cual muestra que (up,) es una sucesion de Cauchy en X . (in de la prueba de la Afirmacion 3).

Como (un) es de Cauchy y X es completo, entonces existe w = lim u,. De (6) es
n—o0

claro que lim v, = z, lo cual implica que (u,;vy)egraf(F) y (uy:v,)—(w;z).
N—o00

Como el grafico de F es cerrado se tiene que (W;z)egraf(F) yasi zeF(w) o

equivalentemente w e F‘l(z).

Si en (7) tomamos limite cuando i — oo se obtiene

h

h
1_a% 1_0[% ........

Como « fue tomado en forma arbitraria cerca de £, de (11) se concluye que

dy (x;w) < lo cual implicaque dy (x; F1(2) )s

h
1- ,B%

dx(x;F‘l(z))s

5.3 El Teorema de la Funcion Inversa de Primer orden.

Definicion 5.3.1 Sean : X un espacio métrico e Y espacios de Banach.
{ Ax/xe X} una familia de subconjuntos de Y .

El limite superior de Kuratowski cuando x tiene a x, de la familia { Ax/xe X} se

denota por limsup A, : = { veY / liminf dist(v; Ay ) = 0}

X—> X, X—>X,

Definicion 5.3.2 Sean : X un espacio métrico e Y espacios de Banach.
F:X =3Y una correspondencia.

(x;y) € graf (F)

La variacion contingente de F en (x;y) se denota por F(l)(x; y) y se define como

F(l)(x; y) := limsup

h—0" h

[F(Bh(x»—y}
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Observaciones.

o F(l)(x; y) esun subconjunto cerrado de Y .

e veFWY(xy) < Existen sucesiones (h,)—> 0", (v,)->V tales que
(y+hq v )e F(Bhn () )

Teorema 5.3.1 Sean : (X ;d) un espacio métrico completo.
(Y; \) un espacio de Banach.
F:X =Y una correspondencia con grafico cerrado.
(x07o) € graf (F).

Siexisttn e>0y p>0talesque p B = ﬂ F(l)(x; 1Y) RETTT (12)
(x;y)egraf (F)
d(x;x,)< ¢
[y=vo[=e

entonces,

V(X y)e graf(F)ﬂ[B(xO;Zj x B(Yo ;Zﬂ :

ly-z|
o,

disty (x; F_l(z)) <
Demostracion.

Afirmacién 1. V >0, V(x; y)egraf (F) N {B(xo;‘;jx B(yo;;ﬂ
Vhe<0-‘1;[p)§ _ FBXh)-y . ... (13)
"2 144 h

En efecto, procedamos por contradiccion.
Supongamos que existen A >0, (t;z)egraf (F)N |:B(XO ‘;j x B(yo ; ‘;ﬂ he

tales que

o2 8

>
=

— 0 — —
Esto significa que existe y € z +[ J B con y¢ F(B(t;h)) ......... (14)

1+

N
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Si 6= BT entonces 0 < & <1. Definamos el espacio métrico (K; dg )
Yo

de la siguiente manera

K:=graf (F)N [B(t;@ﬁ) x B(z;@ﬁ)]

donde la métrica dy :K x K — IR se define mediante

V(u;v), (U5v) e K dg ((u;v); ;v ) :=d(u;u’)

Es claro que (K; dK) es un espacio métrico completo. Consideremos la funcion
f:K — IR definida por

v(Gy)e K f(gy)=]y-y|
la cual es claramente continua.

Aplicando el Principio Variacional de Ekeland a la funcion f con ¢ = 19/1 se sigue
+

que existe (x; y) € K tal que

V(u;v)eK f(xy) < f(u;v)+[6p

1+}JdK((U;V);(x;y) )

es decir,

Veamos que y =Y. En efecto, si y =y de (14) se tendria que y¢ F(B(t;ﬁ)). Por otro
lado, como (x;y)eK =graf (F) ﬂ[B(t;@ﬁ)x B(z;eﬁ)] entonces yeF(x),
X e B(t;@ﬁ)cB(t;ﬁ). Asi, tendriamos que ye F(B(t;ﬁ)) lo cual seria una
contradiccion.

Si definimos w=— p(y ) , entonces. De (12) w e pBse tiene que w e F(l)(x y).
y-y

Asi, existen sucesiones (h,)— 0", (w,)— w tales que
y+haw, € F(B(xhy) )

lo cual implica que existe u,eB(x;h,) tal que y-+hyw, e F(u,). Como
(Un; y +h,w, )eK , de (15) se tiene que

Hy—yH < HY"‘han —yH + (gpj {d(unix)+iy+hnwn—y }

1+ 4
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= H y+how —y+how, —hnWH + (19:1 {d(un;x)jtihn | Wy }

< H y+hnw—§H+hnHwn -w|+ (16::01} hn Jrihn | wh }

ply-vy)

Como w=- =
-yl

, entonces

i

oh . goh A
ot e

lo cual implica que

Gph A
Phy <hp HWn _WH "{ﬁ_;j {1+an }

voyls

Goh A
+h, HWn —WH +(1’i:‘J {1+Wn }

O también

o A
o= - wl+ (2] 12w |
Si en la ultima desigualdad tomamos limite cuando n — oo obtenemos:

0 \[14 A pw] - [10 2]
G N R

de donde se tendria que 1< & lo cual seria una contradiccion, pues 6 <0;1>.

(Fin de la prueba de la Afirmacion 1)

Afirmacion 2. Sup disty (b;F(B(x;h))=0.................. (16)
beB(y;ph)
En efecto, de la Afirmacion 1 se sigue que pB CF(B(xhh))—y lo cual implica que

y+ phB < F(B(x;h) ) ; es decir, B(y; ph) = F(B(x;h) ).Esto muestra (16).

(Fin de la prueba de la Afirmacién 2)

A partir de la Afirmacion 2 tenemos que
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2

VB e(0;1), V(xy)e graf(F)ﬂ{ (Xo 2}( B(yo Eﬂ Vhe{o;ﬂ:
sup dist(b; F(B(x;h))) = 0< Sph
beB(y; ph)

Por el Teorema 5.2.2 se tiene

VB e(0;1), V(x y)egraf (F)H{B(XO; ‘;Jx B(yo;(;ﬂ :

vh>0 con max{lh;th}<Z .............. (17)
vz e B(y; ph): dISt(X F- (z)) h (18)
1-p
. - & &
Afirmacion 3.  V(x;y)e graf (F)N [ (Xo;‘]) x B[yo ;4)}
&
vh>0 con max{h; 2,oh}<Z ......... (19)
v z e B(y;ph) dist(x F(2) ) ............... (20)
En efecto, sea h >0 como en (19). Como h < % se sigue que para cada [ € <O;1— 4h> se
&
cumple que < % Por lo tanto, para cada S e <0;1— 4h> se cumple (17) lo cual implica
— &
que
Ve 0;1—ﬁ VzeB(y;ph): dist(x; F_l(z))g h
£ 1-p

Si en la dltima desigualdad tomamos limite cuando S — O obtenemos (20).
(Fin de la prueba de la Afirmacion 3)

Ahora ya estamos listos para establecer la conclusion del Teorema 5.2.1.

Sean (x; y)e graf(F)ﬂ[B(xo;Zj x B(yo;jﬂ y zeYecon [z-y|< min{‘; ;‘30}_

4
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Tomemos h= ‘7

<§ y 2,oh:22—y<2(g):jr

lo cual muestra que se cumple (19). Como z € B(y ; ph) de (20) se tiene que

ly-z|
Yo,

disty (x; F_l(z))g
5.4 El Teorema de la Funcién Inversa de orden superior.

Definicion 5.4.1 Sean : X un espacio métrico e Y espacio de Banach.
{ Ax/xe X} una familia de subconjuntos de Y .

El limite inferior de Kuratowski cuando x tiene a x, de la familia { Ax/xe X} se

denota por liminf A, y se define como
X—>X,

liminf A ::{v eY / lim dist(v;AX):O}

X—>X, X=X,

Definicion 5.4.2 Sean : X un espacio métrico e Y espacios de Banach.
F:X =3 Y una correspondencia.

(x;y) e graf (F), k >0.

La variacion de F en (xg;Yg) de orden k se denota por FK (Xo; Yo) Y se define como

FK(x0;y0) :=  lim inf [F(Bh(x))—y}

(x:y)=>(%;Y,) h¥
(x;y)egraf (F)
h—0°*

Observaciones.

e FX(xg:yo) es un subconjunto cerrado de Y .
o veFX(x:yp) si, ysolosi V(h,)— 0", ¥(x,; vy, )€ graf (F) que converge a

(Xo: Yo ), existe una sucesion (v, )—> v tal que (yn + hﬁvn)e F(B(X,:hy))-
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Definicién 5.4.3 Sea Y un espacio de Banach. Se dice que Y es uniformemente suave

si su norma H H es uniformemente diferenciable segin Fréchet; es decir, si para
cualquier funcion O:(0,00) —(0;e0) con lim Ot(t):o y para cualquier yeY con
t—o0”"

0<|y|<1,existe I(y)eY’ con | I(y)|,, =1 tal que

VtelR: sup H\y+t\/H—HyH—t (3(y); v>‘ (\t\)

Observacion. Todo espacio de Banach uniformemente suave es un espacio reflexivo.

Teorema 5.4.1 Sean: (X ;d) un espacio métrico completo.

(v;
F:X =3 Y una correspondencia con gréfico cerrado.
(X Yo) € graf (F).

) un espacio de Banach uniformemente suave.

Siexisten £ >0, M >0 y un conjunto compacto Q Y tales que
Int N [co( )(x; y)ﬂl\/IB)+Q] = &

Siparaalgin k>1,0¢ Int{co FX(Xo; Yo) } entonces existe L >0 tal que

V(x;y)e graf (F) cercade (x,;Y,), VzeY cercade y,:

dist(x; F‘l(z)) <L|y-z H%
Demostracion.

Por el Teorema 5.2.1 es suficiente probar que existe p >0 tal que

V(x; y)e graf (F) cercade (x,;Y,), Vh>0 pequefio :

(0]
y+ph“Bc F(B(xh)).......... 1)
Procedamos por contradiccion. Supongamos que

- 0
Vp >03(t; z)e graf (F) cerca de (xy;Y,), 3h >0 pequefio, Hye[z+phk BJ con

yeF(B(t;h)).
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n+2k
Paracada ne IN sea p, =[2) . Luego, existe (t,;z,)egraf (F) que converge a

- n+2k 0
(%0: ¥p), existe (h,)—> 0", existe y, € z, +[2) h¥ B con

Vo & F(B(t,;h)) oo, (22)

Para cada n e IN considere el espacio métrico (E, ;d,,) dado por

E,:= graf (F)N [B(t,;h,)xY]
{dn (V) 5v)):i= d(u,u)+|v—v'|

Es claro que cada (E,;d,) es un espacio métrico completo. Sea f,:E,— IR la
funcion definida por

. PN I 7 4
V(X, y)e En . fn(X’ y) _H \ yn

la cual es claramente continua. Por el Principio Variacional de Ekeland existe
(x,: ¥, )€ E, que satisface las siguientes condiciones:

h
o d(xty)+ | ya—2, Hsﬁ
1
. ‘ Yo — Yo % < Zhnnz .................. (23)
1 1
o V(xy)eEq:| Yo n <ly-y, 4+:][d(X:xn)+Y—yn | B2

Veamos que y, # Y, -

Procedamos por contradiccion. Supongamos que y, =y,. De (22) se tendria que
y, & F(B(t,;h,)). Por otro lado, como (x,;y, )eE,, se tendria que

(X0 Yo )earaf (F) A (X, ¥,)€Bl(t,;h,)xY

Es decir, y, € F(x,) ¥ X, €Bl(t,;h,), lo cual implicaria que y, € F(B(t,;h,) lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto, y, # Y, .

Y, —V, |<1.Como Y es uniformemente suave existe

p, €Y’ con H P, HY =1 tal que

De (23) se sigue que 0< ‘
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Vte IR: HSL‘I‘p A —ﬂ+th — Yo=Y | = (P ;tv>‘ <O(t])..ovo. (25)
V(<1
q - . y . 0(t) _
onde 0:(0;00)— (0;00) es una funcion tal que lim e 0. De (25) se sigue que
t—o0”"
VtelR, Yveon |v|<1:]y, —yT+th + (P tV)+O(t]) oo (26)
Veamos que
Ver:Hy—ﬂ <y, -V, +<pn;y—yn>+O(Hy—ynH) ........... (27)
En efecto, sea yeY cualquiera. Si elegimos
y-y
t:H Y= Yn H ' V:H y_y: H

Usando (26) obtenemos

yn_ﬁ'i' Y=Y

I
[y =Ya|

+(paiy=Ya) + Oy =y, )

<

yn_ﬂ

lo cual prueba (27).

Veamos que

%S

yn_ﬂ

-,

K 1+1<pn; Y= ¥n >+o M ............ (28)
KAy =ya Yo = Vi

donde 6Z<0;oo>—) (0;00) es una funcién tal que lim Ot(t)z 0.

t—o"

En efecto, de (27) se sigue que

%o vy + olly -y ) *

yn_ﬂ

-,
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1

k
1ilp i YV L Oly-wl)
Yn — Vi Yn—Yn
1 (5-5p)*
Kl lp . y=ve ), OUY-Yal
yn_yn yn_yn
1 _ _
K 1+l P y yL +0 Hy ylH
k Yn—Yn Yo=Y

donde 6:<0;oo> (0;00) es una funcién tal que lim t() 0. Esto prueba (28).

t—o"

‘yn_ﬂ

={

= yn_ﬂ

= yn_ﬂ

Veamos que V(x;y)e E
k-1

n yn_ﬂ K
[;’ 3; J , [d(x;xn)+ Y=Y ]-.-(29)

E, ,de (24)y (28) se tiene que

—@nyyﬁ

% Yo = Yo

En efecto, para cada (x;y)e

o | % <[y [+ Hatex )+ y-va ]

1o v g vl || laesx)«ly-y, |
k yn_yn yn_yn n
ol [y=¥n |
Wnyﬂ

< yn_%

ya % + 2 (P Y= Yn) +

=1 Yn—Yn E

yn_% K

Yn— yn

+ L [d06x) + [ y-ya | |

lo cual implica que

0<

-1
(PnsY=Yn)+

T
E Yn—Yn K Yn = Yn
Yn = Yn n

V. %0( y—%]+ [400x) 4y - ]
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y de aqui se sigue que

k-1
1 il y-y Vo= Ya | [d06x)+ ]y =, ]
0< - (P0iY=Ya)*| Yo~ ¥a|O y=xl |, P 4y
Yn—Yn n
lo cual muestra (29).
Si definimos
Y -
h yn - yn _ F(B(Xn;hn))_ yn
! n%k Ek
entonces
_ —k _ 1 1 _
Yo=Y :\/ﬁhn Y | Yn—Yn %:nékhn
Veamos que B(xn ;E)c B(t,;h,).......... (30)

En efecto, si we B(xn E) entonces d(w;x, ) < h, . Luego, a partir de

v | &
— Ya—Y h h h

d(w;t,) < d(w;x,)+d(x,;t,) < h, +d(x,;t,) < nn%: + is ﬁ+§ < h,
se sigue que weB(t, ;h, ).Asi, hemos probado (30).

Ahora veamos que V W e A, : F(B(X”;rl“»_ Yn

hn
1 W 1 k-1
Osk<pn;w>+x5%\m}r o 1+h, W} .......... (31)

F( B(Xn;hir:)) ~ Yn
h

En efecto, sea w e A, = cualquiera. Si hacemos y =w+ Yy, se tiene

n

que

(y-yy)e F(B(X”;hk"))_y” =y, +h, (y—va) e F(B(x,

. )

Usando (30) se tiene que y, + Ek(y— y,) € F(B(t,;h,)). Reemplazando en (29):
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k-1

- Yo=Ya| ¥
o—i<pn W)+ Yo = Yn O{ W} Lok ]y - vl ]
Yn = Yn
) k-1
o ( nhjk
§£<pn W>+x/ﬁhn O HW‘L + B [hn+HWH]
k Yn—Yn n
k-1
= —(pyiw)+/nh," O HWH* +(\n)k ) [hn+HWH]
Yn = Yn n

Rak Ay

< Lipyiwy no[w} o [14 1 ]
An —
n2k

se obtiene (31).

Sea v e F¥(xy;y,) cualquiera. Para las sucesiones (E) y (x,;y,)c graf (F) que
converge a (X,,Y,) que hemos obtenido anteriormente, existe una sucesion (v, ) —v
tal que

vne N :(yn th ¢ vn) e F(Bx,:hy)).rnn.. (32)

De (32) es claro que v, € A, . Usando (31) tenemos que

[EEN

=~

0< = (py;Vy) + Fo{ T] — [1+h Hv } .......... (33)

n2k

Sea p cualquier elemento de la clausura debil de {pn / nelIN } (‘este pexiste pues
Y es un espacio reflexivo). Si en (33) tomamos limite cuando n— oo obtenemos

< li<p;v>. Asi, hemos probado que

VveF* (X Yo): (p;v)=0
lo cual implica que

pe[Fk(xo;yo)]+ =[c*oFk(xo;yO)]+ ={0} = p=0........ (34)
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Veamos ahoraque p=0.

En efecto, sea veFW(x,;y,) cualquiera. Luego, existen (h,)— 0%, (v;) — v tales que

(vn + i) € F(B(x,: 1))

Sea y=Yy, + hyv;. Reemplazando en (29):

Yo = Yn

[ [ | ] _n [d(x,xn)+ h v | ]
Yo = Yn

v |k
o[ J L [ en v ]
Yn = Yn n

Yo = Yo

1
<~ (p_:hv
<k<pn, Vi) +

h

1 (Paivi)+h

Yo =Yn

Dividiendo por h;:

1
SE<pn; O+ Yo=Y

V; y —)TT
{ Yo — Yn }Jr n nn [1+ Hvi H ]
n n

Tomando limite cuando i — oo

1
0< E<pn ;v> +

ke
oY= Yn k [l+HvH].Luego,

Sea ¢, =
VAVRS a(F(l)(xn;yn) MB): 0<(py;V)+&, = (PniV) = —¢,

Sean zeY y r>0 talesque

Z+rB < Int ﬂ[co( (xy)ﬂMB)+Q]

Sea w, < B tal que <pn;wn>21—i. Sean a, E(F(l)(xn;yn)), q, € Q tales

que
Z—rw, =a, +q,
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Luego, a partir de

(PniZ—0y) = (Pni@y +T W, ) = (P iTWy) + (Pyi@y) =T (PyiWy )+ (Ppiay)

1
>ril-=|-g¢

<pn;z—qn>2r(1—1j—gn .......... (36)

n

se tiene que

Sean {pni}, {qni}sucesionestales que {pni}converge débilmentea p y {qni}

converge a g € Q. Si en (36) tomamos limite cuando n — coobtenemos (p;z—q)>r

lo cual muestraque p=0.
Es claro que la dltima conclusién contradice (34).
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