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RESUMEN 

 

 

En este trabajo extendemos el Teorema de la Función Inversa para funciones entre 

espacios de Banach al caso de aplicaciones Multivaluadas. En el inicio se define el 

concepto de aplicación multivaluada y se muestran algunos ejemplos. Luego, se estudia 

el concepto de semicontinuidad superior de aplicaciones multivaluadas. Para definir la 

derivada de una aplicación multivaluada se necesita los conceptos de cono contingente y 

cono tangente. Estos conceptos se definen y se caracterizan los elementos de estos 

conjuntos. Además se muestran algunas relaciones entre estos conjuntos en casos 

particulares. El estudio de estos conos se hace para definir la derivada de una aplicación 

multivaluada en la forma más semejante a la derivada de funciones. Luego, se enuncia y 

demuestra el Teorema de la Función Inversa para aplicaciones multivaluadas que es el 

tema central de este trabajo. Finalmente vemos la relación entre el Teorema de la 

Función Inversa para aplicaciones multivaluadas y el Teorema de la Aplicación Abierta 

uniforme y otras  versiones más del teorema central. 
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Capítulo 1 

 

 

Conceptos y resultados 

 preliminares 
 

 

 

En este capítulo estableceremos algunos conceptos y resultados sobre espacios métricos, 

de Banach y espacios de Hilbert. que usaremos en los capítulos posteriores.   

 

1.1 Espacios métricos 
 

Definición 1.1.1 Sea X un conjunto no vacío. Una métrica (o distancia) en X  es una 

función IRXXd :  que satisface las siguientes condiciones: 

 

   0;:,:1  yxdXyxM  

   yxyxdXyxM  0;:,:2  

    xydyxdXyxM ;;:,:3   

      zydyxdzxdXzyxM ;;;:,,:4   

 

En este caso, el par  dX ;  suele llamarse un espacio métrico. 

 

Definición 1.1.2  Sean  dX ;  un espacio métrico y  nx  una sucesión en X .  

 

a) Se dice que  nx  es una sucesión convergente en X  si existe Xx 0 tal que para 

cada 0  existe un número natural N  tal que  

 

   0;: xxdINn n  

 

El punto 0x  se llama el límite de la sucesión  nx  y se escribe 0
0

lim xxn
xx




. 

b) Se dice que  nx  es una sucesión de Cauchy en X  si para cada 0  existe un 

número natural N  tal que  

   nm xxdNnm ;:,  

 

Proposición 1.1.1 Toda sucesión convergente es de Cauchy.  

Lo recíproco no es cierto. Esto  genera el concepto de espacio métrico completo. 

 

Definición 1.1.3 Un espacio métrico es llamado completo si toda sucesión de Cauchy es 

convergente. 
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Definición1.1.4 Sea A  un subconjunto no vacío de un espacio métrico X . El diámetro 

de A  se denota por  Adiam  y se define como 

 

    AyAxyxdAdiam  ;/;sup  

 

Definición 1.1.5. Sean Xx 0  y A  un subconjunto no vacío de X . La distancia de 

0x a A  se denota por  Axd ;0  y se define como 

 

    AaaxdAxd  /;inf; 00  

 

Definición 1.1.6  Sean Xx 0  y 0r . La bola abierta de centro 0x  y radio r  se 

denota por   rxB ;0  y se define como 

 

    rxxdXxrxB  00 ;/;  

 

Definición 1.1.7  Sea  A  un subconjunto  de X . 

 

i) Si A , diremos que A  es abierto. 

ii) Si A , diremos que A  es abierto si para cada Aa  existe 0r  tal que 

  AraB ; . 

 

Proposición 1.1.2  La familia   formada por el conjunto   y todos los conjuntos 

abiertos forman una topología para X . 

 

 

1.2  Espacios de Banach 
 

Definición 1.2.1 Sea  X  es un espacio vectorial sobre R .  Una norma en X  es una 

función IRX :  que satisface las siguientes condiciones: 

 

 0::1  xXxN  

 00:2  xxN  

 xxIRXxN   :,:3  

 yxyxXyxN  :,:4  

 

En este caso, el par  ;X  se llama un espacio vectorial normado. 

 

La función IRXXd :  definida por    yxyxd ;  es una métrica en X . 

Cuando X  es un espacio métrico completo con la métrica inducida por la norma se 

dice que X  es una espacio de Banach. 
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La bola cerrada unitaria de centro 0x  y  radio r  la denotaremos por  rxB ;0 y está dada 

por 

   rxxXxrxB  00 /;  

 

Luego, la bola cerrada de centro 0x  y radio r  es el conjunto  

 

   rxxXxBrx  00 /1,0  

 

La bola abierta de centro 0x  y radio r  es el conjunto 

 

   rxxXxrxB  00 /;  

 

Una vecindad de un punto 0x  es un conjunto U  que contiene a 0x  tal que existe 0r  

tal que   UrxB ;0 . 

 

Definición 1.2.2   Sea  X  un espacio vectorial normado. El espacio dual de X  se 

denota por 
*X  y se define como el conjunto formado por todas las funcionales lineales 

y continuas IRXp : . 

 

El conjunto 
*X  es un espacio vectorial normado, donde la norma está dada por 

 

 1,/;sup  xXxxpp  

 

Ahora vamos a definir los conceptos de semicontinuidad inferior y superior para una 

función real definida sobre un espacio vectorial normado. 

 

Proposición 1.2.1  Sean X  un espacio vectorial normado 

                  IRXf :  una función  y Xx 0  

 

Las afirmaciones siguientes son equivalentes: 

 

a)         00 :;/0,0 xfxfrxBxr  

b)        ;:;/0;; 0 axfrxBxraxfcona  

 

Definición 1.2.3  Sean X  un espacio vectorial normado 

   IRXf :  una función  y Xx 0  

 

i) Se dice que f  es semicontinua inferiormente en 0x si se cumple una de las 

condiciones (a) o (b) de la Proposición 1.2.1. 

 

ii) Se dice que f  es semicontinua inferiormente en X  si f  es semicontinua 

inferiormente en cada Xx . 
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Proposición 1.2.2  Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

 

a) f  es semicontinua inferiormente en X . 

b)     xfXxIR /:  es abierto. 

 

 

Proposición 1.2.3 Sean X  un espacio vectorial normado 

                  IRXf :  una función  y Xx 0  

 

Las afirmaciones siguientes son equivalentes: 

 

a)         00 :;/0,0 xfxfrxBxr  

b)  f  es semicontinua inferiormente en 0x . 

 

 

Definición 1.2.4 Sean X  un espacio vectorial normado 

   IRXf :  una función  y Xx 0  

 

i) Se dice que f  es semicontinua superiormente en 0x  si se cumple una de las 

condiciones (a) o (b) de la Proposición 1.2.3. 

 

ii) Se dice que f  es semicontinua superiormente en X  si f  es semicontinua 

superiormente en cada Xx . 

 

 

Proposición 1.2.4  Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

 

a) f  es semicontinua superiormente en X . 

b)     xfXxIR /:  es cerrado. 

 

 

Definición 1.2.5 Sean X  un espacio vectorial normado 

   IRXf :  una función  y Xx 0  

 

i) Se dice que f  es continua en 0x  si f  es continua inferior y superiormente en 0x . 

ii) Se dice que f  es continua en X  si f  es continua en cada Xx . 

 

 

Definición 1.2.6 Sea  X  un espacio vectorial normado. La topología débil en X se 

denota por d  y se define como la menor topología para la cual todas las funcionales de 

*X  son continuas. La convergencia de sucesiones en d  se caracteriza así: 

 

 nx  converge débilmente a 0x  sí, y solo si para cada 
*Xp  0,,lim

0

xpxp n
xx




. 
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Proposición 1.2.5 Sean X  e Y  espacios vectoriales normados.  

 

a) El conjunto L (X;Y) formado por todas las aplicaciones lineales y acotadas 

YXL :  es un espacio vectorial. 

 

b) La función  :  L (X;Y) IR  definida por   

 

 

 

 

es una norma en L (X;Y). 

 

c) Si Y  es de Banach, entonces L (X;Y)  también es de Banach  con la norma L . 

 

 

Definición 1.2.7. Sean X  e Y  espacios vectoriales normados sobre IR , U un 

subconjunto abierto no vacío de X , YXUf :  una función y Ux 0 . Se dice 

que f  es diferenciable  en 0x  si existe una aplicación lineal YXT :  que satisface la 

siguiente condición: 

 

      0000 :/00 xxxxTxfxfxxconUx    

 

Se dice que f  es diferenciable en U  si f  es diferenciable en cada Ux . 

 

Si f  es diferenciable en 0x , entonces la aplicación lineal YXT :  es única y no 

necesariamente es acotada. La aplicación lineal YXT :  es llamada la derivada de f  

en 0x  y se denota por  0xf  . 

 

Teorema 1.2.6  Sea YXUf :  una función diferenciable en Ux 0 . Luego, 

 0xf  es acotada sí, y solo si f  es continua en 0x . 

 

Corolario 1.2.7  Suponga que X  es de dimensión finita. Si  f  es diferenciable en 0x , 

entonces f  es continua en 0x . 

 

Definición 1.2.8 Sea YXUf :  una función continua y diferenciable en U . La 

derivada de f  es la aplicación  Uf :  L (X;Y)  que asocia a cada Ux  la derivada 

 xf  . 

 

Definición 1.2.9  Sea YXUf :  una función continua y diferenciable en U . Se 

dice que f  es de clase  UC1
 (continuamente diferenciable en U ) si  Uf :  L (X;Y)  

es continua en U . 

 













 0,/sup xXx
x

Lx
L



 

 

 

 

6 

 
1.3  Teorema de la Función Inversa en espacios de Banach 

 
 

Teorema 1.3.1  Suponga que:  E y F son espacios de Banach. 

       EU   es un conjunto abierto. 

      FEUf :  es una función de clase 1C  

       ,Ua   )(af  L (E;F)  tiene inversa    1
)(af  L (F;E) 

 

Luego, existe una vecindad UV   de a  y FW   tales que: 

 

1. )(Vf  es una vecindad de )(af . 

2. La función WVff
VV  :  tiene inversa de clase 1C : VWfV  :1  

3. La derivada de 1

Vf  está dada por  

 

      111 )(´:
  yfffWy VV  

Demostración. En lo que sigue la aplicación lineal  )(af  será denotada por A .  

 

Sean 1;0, k  cualesquiera. 

 

Afirmación 1. Existe un número positivo   tal que para cada );( aBx  se cumplen: 

 

  1.  kxfAI   )(1  

  2.    axaxAafxfA  )()()(1  

 

En efecto, definamos la función );(: EELUH   de la manera siguiente: 

 

)()(: 1 xfAIxHUx    

 

Como f  es de clase 1C  es claro que  Uf :  L (E;F)  es continua, lo cual que 

implica que H  también es continua. De la continuidad de H  en a  se tiene que 

existe un número positivo   tal que para cada );( aBx  se cumple que 

kaHxH  )()( . De la definición de H  y observando que 0)( aH  se tiene 

que  

kxfAIaBx   )(:);( 1  

Así queda probada la Afirmación 1.  

 

Ahora tomemos 
1

)1(






A
r


 y definamos los conjuntos W  y V  de la manera siguiente: 

));(( rafBW         );(1 aBWfV    
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Sea WVff
VV  :  la restricción de f  a V . 

 

Afirmación 2. Para cada Wy  la función );();(:  aBaBg   definida por 

 

 )()(:);( 1 xfyAxxgaBx    

es una contracción. 

 

 

En efecto, primero veamos que para cada     ;)(:; aBxgaBx  . Como 

 

      )()()()()( 11111 afAyAxfAaxafAaxfyAxaxg

 

                        )()()( 11 afyAxfaxAafA    

 

 

tomando norma en los extremos y usando el lema 1 se tiene que 

 

    )()()()( 11 afyAxfaxAafAaxg    

 

                   

     1)( 11 rAaxafyAax  

 

 

Esto muestra que la función g va de  ;aB a  ;aB . 

 

De la definición de g  es claro que para cada  ;aBx  : )()( 1 xfAIxg   , de 

lo cual usando el Lema 1 se sigue que 

 

  1)()(:; 1   kxfAIxgaBx   

 

Así, g  es k Lipschitz sobre la bola  ;aB con 10  k . Por lo tanto, g  es una 

contracción.  Así queda probada la Afirmación 2.  

 

Afirmación 3. Para cada Wy  la sucesión  nx  definida por  

   









 )(1

1

0

nnnn xfyAxxgx

ax
 

 

converge a la solución única de la ecuación  
 








;

)(

aBx

yxf
  y además 

n

n kcteax )( . 
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La Afirmación  3 se demuestra aplicando el Principio de contracción de Banach a la 

contracción g  sobre la bola  ;aB . 

 

Afirmación 4. La función Vf  es biyectiva. 

 

En efecto, primero veamos que Vf  es sobreyectiva. Sea Wy  cualquiera. Por la 

Afirmación 2 se tiene que la función  );();(:  aBaBg   definida por 

 

 )()(:);( 1 xfyAxxgaBx    

 

es una contracción y por lo tanto tiene un único punto fijo el cual lo denotaremos por  

x̂ . Esto significa que   xxg ˆˆ   lo cual, usando la definición de g implica que 

 xfy ˆ .Esto muestra que f  es sobreyectiva. 

Ahora veamos que Vf  es inyectiva. Sean 1x  y 2x  en  ;aB  tales  que     zxfxf  21 . 

Considere la función  );();(:  aBaBg   definida por 

 

 )()(:);( 1 xfzAxxgaBx    

 

Como     11

1

11 ( xxfzAxxg       y      22

1

22 ( xxfzAxxg    se tiene que 

1x  y 2x  son puntos fijos de g . Debido a la unicidad del punto fijo se tiene que 21 xx  . 

Esto muestra que Vf  es inyectiva.  Así queda probada la Afirmación 4.  

Afirmación 5. La función 1

Vf  es continua. 

 

En efecto, sean 1y  y 2y  elementos cualesquiera de  ;aB .Como Vf  es biyectiva 

existen 1x  y 2x  en  ;aB  de manera única tales que   11 yxf   y   22 yxf   lo cual 

es equivalente a   11

1 xyfV   y   22

1 xyfV  .Definamos las funciones 

);();(:1  aBaBg   y );();(:2  aBaBg   de la manera siguiente: 

 

 )()( 1

1

1 xfyAxxg       )()( 2

1

2 xfyAxxg    

 

 De estas definiciones es claro que   111 xxg   y   222 xxg  . Ahora, en lo que sigue 

estimaremos     2

1

1

1 yfyf VV

  . En efecto, a partir de  

 

               221212112211212

1

1

1 xgxgxgxgxgxgxxyfyf VV  

 

se sigue que     

 

           221212112

1

1

1 xgxgxgxgyfyf VV   ......(*) 

 

De las definiciones de 1g  y 2g  se tiene que  
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   )( 11

1

111 xfyAxxg              )( 12

1

112 xfyAxxg    

 

de donde se sigue que 

      21

1

21

1

1211 yyAyyAxgxg   .........(**) 

 

Por otro lado, de la Afirmación 2 se tiene que 2g  es una contracción y entonces 

 

212212 )()( xxkxgxg  ............(***) 

 

Reemplazando (**) y (***) en (*) se tiene que 

 

       2

1

1

1

21

1

2121

1

2

1

1

1 yfyfkyyAxxkyyAyfyf VVVV

 

 

de donde se sigue que 

    21

1

2

1

1

1

1
yy

k

A
yfyf VV 





















 

Esto muestra que 1

Vf  es continua. Así queda probada la Afirmación 5. 

 

Afirmación 6. Para cada );()(1 aBWfVx    la aplicación lineal )(xf   tiene 

inversa. 

En efecto,sea );()(1 aBWfVx    cualquiera. De la parte (a) de la Afirmación 1 

se tiene que 1)(1   kxfAI . Luego, la aplicación   )()( 11 xfAxfAII    es 

invertible y  

   




 
0

111 )()()(
j

j
xSxfAIxfA  

La última igualdad implica que 















IxfAxS

IxSxfA

)()(

)()(

1

1

 

 

de donde se obtiene que   11
)()( 

 AxSxf . Así queda probada la Afirmación 6. 

 

Afirmación 7.  1

Vf  es de clase 1C . 

 

En efecto, sean ));((, 0 rafByy   cualesquiera y tomemos )(1 yfx V

 , )( 0

1

0 yfx V

 . 

Como f  es diferenciable  según Fréchet en 0x  se tiene que 

 

0000 )()()()()( xxxxxxfxfxf    

 

donde 0)(lim
0




x
xx
  ( en F, cuando x tiende a 0x  en E). 
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La última igualdad se puede escribir como 

 

    )()()()()()( 0

111

0

11

00 yfyfyfyfyfxfyy VVVVV

    

 

Notemos que   0)(lim 1

0




yfV

yy
   y que la Afirmación 5 garantiza la continuidad de 

1

Vf . Por lo tanto, si hacemos  )()( 1 yfy V

  tenemos que 

 

  00

11

00 )()()()( yyyyfyfxfyy VV     

 

donde 0)(lim
0




y
yy
 . De la última igualdad se sigue que 

 

    0

1

00

1

00

11 )()()()()()( yyyxfyyxfyfyf VV     

 

Esta última igualdad significa que 1

Vf  es diferenciable según Fréchet en 0y  y su 

derivada está dada por  

 

       1

0

1

00

1 )()()(
 


yffxfyf VV  

 

 

El término    1

0

1 )(
 yff V  depende continuamente de 0y , pues 1

Vf  es continua y f  

es de clase 1C  en V . Así queda probada la Afirmación 7. 
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Capítulo 2 

 

 

Aplicaciones multivaluadas 

 

 
Sean  X  e Y  dos espacios vectoriales normados. Si YXf : es una función ( se 

suele decir que f  es una función punto a punto) sabemos que a cada Xx  le 

corresponde un único elemento   Yxf  . En este capítulo extendemos el concepto de 

función punto a punto a aplicaciones multivaluadas que asocian a cada Xx  un único 

subconjunto de Y . Para este nuevo tipo de aplicaciones definiremos los conceptos de 

dominio, rango, gráfica, semicontinuidad superior e inferior. 

 

 

2.1 Aplicaciones multivaluadas 

 
Definición 2.1.1 Sean X  e Y  dos conjuntos. Una aplicación multivaluada (aplicación 

punto-conjunto o correspondencia) F  de X  a Y  es una aplicación que asocia a cada 

Xx  un único subconjunto de Y  denotado por  xF . El conjunto  xF  se llama la 

imagen de x  bajo F . 

 

Definición 2.1.2 Sea F  una correspondencia de X  en Y . 

 

a) Se dice que F  es propia si existe al menos un elemento Xx  tal que   xF ; 

es decir, si F  no es la aplicación constante  . 

b) Si F  una correspondencia propia de X  en Y , el dominio de F  se denota por 

 FDom  y se define como 

     xF/XxFDom  

 

c) El gráfico de F  es el subconjunto de YX   denotado por  FGraf  definido 

como 

 

      xFy/YXy;xFGraf   

 

Proposición 2.1.1 Cada subconjunto no vacío G  de YX   es el gráfico de alguna 

aplicación multivaluada de X  en Y . 

 

Demostración. Sea  G  cualquier subconjunto no vacío de YX  . Si para cada 

Xx definimos      Gy;x/FyxF  , es claro que F  es una correspondencia de 

X  en Y cuyo gráfico es el conjunto G .       
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Definición 2.1.3 Sea F  una correspondencia de X  en Y .La imagen o rango de F  se 

denota por  FIm  y se define como 

 

   
Xx

xFFIm


  

Definición 2.1.4 Sea F  una correspondencia de X  en Y . La correspondencia inversa 

de F  se denota por 1F  y se define como 

 

    xFyXxyFYy   /: 1  

O equivalentemente 

      FGrafyxXxyFYy   ;/: 1  

 

Proposición 2.1.2 Sea F  una correspondencia de X  en Y . Luego se cumple: 

 

a)    FImFDom 1  

b)    FDomFIm 1  

c)         FGrafy;x/XYx;yFGraf 1  

 

Demostración. La prueba es un buen ejercicio sobre igualdad de conjuntos. 

 

 

Definición 2.1.5 Sea F  una correspondencia de X  en Y . Se dice que F  es estricta si 

  XFDom  ; es decir, si para cada    xF,Xx . 

 

 

Definición 2.1.6 Sean X  e Y  dos conjuntos cualesquiera, K  un subconjunto no vacío 

de X  y YK:F   una correspondencia estricta de K  en Y . Definimos la 

correspondencia YX:FK  de la siguiente manera 

 

 

 
 










Kxsi,

Kxsi,xF
xFK


 

 

Es claro que   KFDom K  . 

 

Observación. Si  YX:F  es una correspondencia y K  es un subconjunto no vacío 

de X , la restricción de F  a K  es denotada por 
K

F . 

 

Definición 2.1.7 Sean YX:F   una correspondencia y )P(  una propiedad de 

conjuntos (por ejemplo, conjunto cerrado, convexo, monótono, maximal monótono, 

etc.). Se dice que F  satisface la propiedad )P(  si el gráfico de F  tiene esa propiedad. 
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Definición 2.1.8 Sea YX:F   una correspondencia. Se dice que F  es cerrada, 

convexa, compacta y así sucesivamente, si para cada Xx , el conjunto  xF  es 

cerrado, convexo, acotado, compacto y así sucesivamente. 

 

Definición 2.1.9 Sean YX:F , YX:G  dos correspondencias. Definamos la 

unión, intersección, diferencia y suma de F  y  G  como 

 

a)        xGxFxGF     b)       xGxFxGF   

 

c)       xG/xFxG/F    d)       xGxFxGF    (Y es un espacio vectorial) 

 

 

2.2 Ejemplos de aplicaciones multivaluadas 

 
Ejemplo 2.2.1 El primer ejemplo natural donde aparecen las aplicaciones multivaluadas 

es la inversa de una función YX:f  : 

 

    yxf/Xxyf 1  

 

El dominio de esta correspondencia es  XIm  y es estricta cuando f  es sobreyectiva y 

es una función punto a punto cuando f  es inyectiva. 

 

Ejemplo 2.2.2 Sea   IRX:V  una función. Definamos  IRX:V1  de 

la siguiente manera 

 
   

 








xVsi,

xVsi,;xV
xV



0
1  

 

El dominio de 1V  es el conjunto       xV/XxVDom 1  y el gráfico de 1V  es el 

epígrafo de V  

           
          VEpixVy/y;x/xV;x

;xVy/y;xxVy/y;xVGraf





0

011


 

 

Ejemplo 2.2.3  Sea   YX:u;f   una familia de funciones donde u  recorre un 

conjunto U  de parámetros. Definamos la correspondencia YX:F  mediante 

 

  Uu/u;xf)x(F:Xx   

 

Este tipo de correspondencia aparece en la Teoría de Control. 

 

Ejemplo 2.2.4  Sean H  un espacio de Hilbert y  IRHV :  una función 

semicontinua inferiormente. Definamos HHV  :  la correspondencia definida por 

      











xVxxyVyxHxxVVx
Xy

;;max/:  
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Luego, 

 

a)  xV  es llamado el subdiferencial de V  en x . 

b)  xV  es un subconjunto convexo y cerrado de H  .  xV  puede ser vacío. 

d)  xV  generaliza el concepto de gradiente, en el sentido de que si  V  tiene gradiente 

 xV , entonces      xfxV  . 

e) Otro hecho importante es que la inversa de V es también el subdiferencial de una 

función convexa semicontinua inferiormente *V ,llamada la conjugada, definida 

sobre el dual H   de H  mediante 

    yVyxSupxV
Hy




 ;  

 

2.3 Conceptos de continuidad de correspondencias 

 
En esta sección asumiremos que X  e Y  son espacios vectoriales normados y que 

YX:F  es una correspondencia estricta. 

 

Definición 2.3.1 Se dice que F  es semicontinua superiormente en Xx 0  si para 

cualquier conjunto abierto V que contenga a  0xF , existe una vecindad U de 0x tal 

que   VUF  . 

Diremos que F  es semicontinua superiormente si lo es en cada Xx 0 . 

 

Proposición 2.3.1 Sean YX:F , ZYG: .Si F  y G  son semicontinuas 

superiormente, entonces GF también lo es. 

 

Demostración. Sea Xx 0  cualquiera. Sea W  cualquier conjunto abierto que contiene 

a  0xGF . Es decir, 

 
 


0
xFy

WyG



  

 

Definamos   WyGYyV  / . Veamos que   VxF 0 . 

En efecto: Sea  0xFy . Luego, a partir de 

   
 


0
xFy

WyGyG



  

se sigue que   WyG  ; es decir, Vy . 

  

Veamos que V  es abierto. 

 

En efecto, sea Vy 0 cualquiera. Como   WyG 0 es claro que W  es una vecindad de 

 0yG . Como G  es semicontinua superiormente, entonces existe un subconjunto 

abierto A  que contiene a 0y  tal que   WAG  . Esto quiere decir que para cada Ay  

se cumple que   WyG  ; es decir,  VA  . Esto muestra que V  es abierto. 
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Como   VxF 0  y V  es abierto se sigue que V  es una vecindad de  0xF  y como F  

es semicontinua superiormente en 0x , entonces existe una vecindad U de 0x  tal que 

  VUF  . Luego, de  

     WVGUFG   

 

se sigue que   WUGF )( . Así, queda probado que GF  es semicontinua 

superiormente en 0x . Como 0x  fue tomado arbitrariamente, GF es semicontinua 

superiormente.   

 

Proposición 2.3.2  Sea  YX:F , una correspondencia semicontinua superiormente 

tal que para cada Xx ,  xF  es cerrado. Luego, el gráfico de F  es cerrado. 

 

Demostración. Recordemos que  

 

      xFyyxFGraf  /;  

 

Sea  nn yx ;  una sucesión cualquiera en  FGraf  que converge a   YXyx ; . Sea V  

cualquier conjunto abierto que contiene a  xF .Como F  es semicontinua 

superiormente en x , existe una vecindad U  de x  tal que   VUF  . Como xxn   y 

Ux , entonces existe un número natural N  tal que para cada Nn  , Uxn  . 

 

Como     VUFxFy nn   se sigue que para cada Nn  ,  Vyn . Esto implica 

que Vy  y por lo tanto,  xFy . Como  xF  es cerrado se tiene que  xFy , de lo 

cual se sigue que    FGrafyx ; . Así,  FGraf  es cerrado. 

 

Proposición 2.3.3 Sean   YX:F , YXG:  dos correspondencias tales que 

 

 Para cada      xGxFXx : . 

 F es semicontinua superiormente en 0x . 

  0xF  es compacto. 

 El  GGraf  es cerrado. 

 

Luego, la correspondencia YXGF :  definida por  

 

      xGxFxGFXx  :  

 

es semicontinua superiormente en 0x . 

 

Demostración. Sea   00)( xGxFVV   una vecindad abierta de    00 xGxF  . 

Debemos hallar una vecindad  0xU   de  0x  tal que 

 

    UxGxFUx  :  
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Supongamos que   VxF 0 : 

  

Como F  es semicontinua superiormente en 0x , entonces existe una vecindad  0xU  de 

0x  tal que 

    UxFxUx  :0  

lo cual implica que  

 

      UxGxFxUx  :0  

Supongamos que    VxF 0 : 

Definamos el conjunto K  como   V\ 0xFK      el cual es compacto pues  0xF  lo es. 

 

Veamos que  para cada Ky ,     GGrafyx ;0 . 

 En efecto, Sea Ky  cualquiera, entonces   0xGy .Procedamos por 

contradicción. Si y  perteneciera a  0xG , entonces y  estaría en    00 xGxF   

se tendría que y  estaría en V , lo cual es una contradicción pues Ky .  

 Como  0xGy , es claro que    GGrafyx ;0 . 

 

Sea Ky  cualquiera. Como    GGrafyx ;0 , entonces    CGGrafyx ;0  el cual 

es abierto. Luego, existen vecindades  abiertas  0xVy   y  yV  tales que 

 

        yVxVGGraf y 0 ……..(*) 

 

Veamos que para cada  0xVx y ,      yVxG  

En efecto, procedamos por contradicción. Supongamos que existe  0xVx y  tal 

que       yVxG . Sea    yVxGz  . Luego se tendría que    gGrafzx ;  

y      yVxVzx y  0; , lo cual sería una contradicción con (*). 

 

Como  
Ky

yVK



  y K  es compacto,  existe  Kyy N ,.......,1  tal que  
1



j

jyVK . 

Es claro que la unión  
1



j

jyVM  es una vecindad de K  y por lo tanto, VM   es 

una vecindad de  0xF . 

Como F  es semicontinua superiormente en 0x , entonces existe una vecindad  00 xU  

tal que 

    VMxFxUx  :00 …….(**) 

 

Sea      





















N

j

y xVxUxU
j

1

0000  el cual es claramente una vecindad de 0x . 
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Veamos que       VMxFMxGxUx  ,:0  . 

 

En efecto, sea  0xUx  cualquiera. De la definición de  0xU  es claro que 

 00 xUx  y por (**) se sigue que   VMxF  .  

Usando nuevamente la definición de  0xU  se tiene que  
N

j

y xVx
j

1

0



 . Es 

decir, para cada    0:,.....,1 xVxNj
j

y  lo cual junto con (**) se sigue que 

     jyVxG . Esto implica que  

    





















N

j

jyVxG

1

     de lo cual se sigue que     MxG . 

 

Finalmente, para cada  0xUx  se tiene que 

 

              VVxGVxGMxGVMxGxF    

 

Por lo tanto, GF   es semicontinua superiormente en 0x . 

 

Corolario 2.3.4 Sean X  e  Y  espacios de Hausdorff  con Y  compacto.Si YXG: , 

es una correspondencia cerrada, entonces G  es superiormente continua. 

 

Demostración. Sea YXF : , la correspondencia definida por   YxFXx  : . 

 

Se puede probar que F  y G  satisfacen las hipótesis de la Proposición 2.3.3, de lo cual 

se sigue que GF   es semicontinua superiormente. Como GGF   se concluye que 

G  es semicontinua superiormente. 

 

Observación.  El corolario 2.3.4 da una herramienta muy útil para probar que una 

correspondencia es semicontinua superiormente. Sin embargo, la condición de la 

compacidad de Y  es esencial como se muestra en el siguiente ejemplo. 

 

Ejemplo 2.3.1 Sea 2: IRIRF  ( 2IR  no es compacto) la correspondencia definida por 

 

    xtyIRyxtFIRt  /;: 2  

 

Para cada IRt ,  tF  es la recta que pasa por el origen de coordenadas de pendiente t . 

 

Veamos que  FGraf  es cerrado. 
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En efecto: Sea  );(; nnn yxt  una sucesión en el  FGraf  que converge a  );(, yxt . 

Luego, ttn  , xxn   e yyn  .Como    nnn tFyx ; , entonces nnn xty  . Así, 

   tFyx ;  lo cual implica que    FGrafyxt );(; . 

 

Veamos que F  no es semicontinua superiormente en 0 . 

 

Es claro que         XEjeyyxxyyxF  0/;.0/;0 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sea     yyxV /; . Es claro que V  es una vecindad de  0F . Ahora, para 

cualquier IRt , el conjunto  tF  no está contenido en V , lo cual muestra que F  no es 

semicontinua superiormente en 0 . 

 

 

Proposición 2.3.5 Sean X  e Y  espacios de Hausdorff con X  compacto. Si 

YXF : , es una correspondencia semicontinua superiormente tal que para cada 

Xx , el conjunto  xF  es compacto, entonces  XF  es compacto. 

 

Demostración. Sea  IU  /  cualquier cubrimiento abierto de  XF . Luego, para 

cada Xx ,  IU  /  es un cubrimiento abierto de  xF . Como  xF  es compacto, 

entonces existe un número natural  xN  tal que 

 

 
 


xN

k

k
UxF

1

   

Como 

 


xN

k

K
U

1

  es una vecindad de  xF  y F  es semicontinua superiormente en x , 

entonces existe una vecindad  xU  de x  tal que  
 


xN

k

k
UxUF

1

)(



  . 

A partir de que 
Xx

xUX



 )(  y del hecho de que X  es compacto, se sigue que existe 

 mxx ,....,1  tal que  
m

j

jxUX

1

 . Luego, de 

y  

y  

x 

y 

0 

 tF  
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   
 

  
m

j

m

j

xN

k

j

m

j

j

j

k
UxUFxUFXF

1 1 11

)()(

   
































   

 

 

se sigue que   mjxNkU j
k

 1,1/  es un cubrimiento finito de  XF . Así 

queda probado que  XF  es compacto. 

 

Supongamos que X  e Y  son espacios vectoriales normados y que YX:F  es una 

correspondencia estricta. 

 

Definición 2.3.2 Se dice que F  es semicontinua inferiormente en Xx 0  si para 

cualquier   0xFy  y cualquier vecindad V de y , existe una vecindad U de 0x tal que 

   VxFUx : . 

Diremos que F  es semicontinua inferiormente si lo es en cada Xx 0 . 
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Capítulo 3     

 

 

 

Conos contingente y tangente 

 

 
Sean X e Y  dos espacios de Banach. En este capítulo definimos tres conjuntos que se 

encuentran contenidos en X  y que forman el  soporte geométrico del estudio de la 

derivada de una aplicación multivaluada de X en Y , el cono contingente, el límite 

inferior de una aplicación multivaluada y  cono tangente. Estableceremos algunas 

propiedades de estos conjuntos y alguna relaciones entre ellos. 

 
3.1 Cono contingente 

 
En esta parte asumiremos que K  es un subconjunto no vacío de un espacio de Banach 

X . 

 

Notación:       1/  xXxB     

             xBxB /  

                           000 /; xxKxBxKxBK  

                    0xx K  significa que x  se aproxima a 0x  en K  

 

 

Definición 3.1.1 Sea Xx . El cono contingente a K  en x  se denota por  xTK  y se 

define como 

   


 
0 0 ;0

1
:

  














r rh

K BxK
h

xT  

 

Proposición 3.1.1  Las afirmaciones siguientes son equivalentes: 

 

a)   xTv K  

b)       KuhxrhBvur  /;0,,0,0   

 

Demostración.   

 

  .b)a(   Supongamos que  xTv K ; es decir,  

 

 


 
0 0 ;0

1

  














r rh

BxK
h

v  
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Esto implica que para cada 0  y cada 0r ,  



rh

BxK
h

v
;0

1










   . Luego, 

existe rh ;0  tal que   BxK
h

v 
1

, de lo cual se sigue que existen Ka  y 

Bb   de manera que   bxa
h

v 
1

. Si hacemos bc  , entonces tenemos que  

Bc    y    cxa
h

v 
1

, lo cual muestra que  xa
h

cv 
1

. Si tomamos cvu  , 

es claro que Bvu    y    xacvhuh  ; es decir,  Kauhx  . Así, queda 

probado )(b . 

 

  .)( ab   Sean 0  y  0r  cualesquiera. Por hipótesis, existen  Bvu   y  

rh ,0  tales que   Kuhx  . Si hacemos uhxz  , entonces tenemos que 

Kz   y    xK
hh

xz
u 




1
 

Luego, de 

     uvxz
h

uvuv 
1

         y     uv  

se sigue que   

  BxK
h

v 
1

 

 

lo cual muestra que  



rh

BxK
h

v
;0

1










  . Como   y r  fueron tomados en forma 

arbitraria se tiene que  

 


 
0 0 ;0

1

  














r rh

BxK
h

v  

es decir,   xTv K . 

 

Proposición 3.1.2  Las afirmaciones siguientes son equivalentes: 

 

a)   xTv K  

b)  Existen sucesiones    ;0nh  y    Xun   tales que 

 

 i)  vun
n




lim    

ii)  0lim 


n
n

h     

iii)    KuhxNn nn  :  
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Demostración.   

  .)( ba  Sean  xTv K   y  INn   cualesquiera. Como 0
1


n
, usando la Proposición 

3.1.1 se sigue que existen 







 B

n
vun

1
 y  






n
hn

1
;0  tales que   Kuhx nn   y así 

se cumple iii). A partir de que para cada INn , 





n
hn

1
;0 , es claro que 0lim 


n

n
h  lo 

cual muestra que se cumple ii). También, como para cada  BvuINn
nn
1:   se sigue 

que 

n
vuINn n

1
:   

lo cual implica que vun
n




lim . Así, se cumple i). 

  .)( ab  Supongamos que existen sucesiones    ;0nh  y   Xun   tales que se 

cumplen i) , ii) y iii). Sean 0  y 0r  cualesquiera. Como 0lim 


n
n

h , existe un 

número natural 1N  tal que  

rhNn n  0:1  

 

Además, como vun
n




lim , existe un número natural 2N  tal que 

 

 vuNn n:2        o equivalentemente       BvuNn n  :2  

 

Si tomamos  21 ;max NNN  , entonces tenemos que 

rhN 0       y     vun  

 

Así, tenemos que existen   BvuN   y  rhN ;0  tales que    Kuhx NN  . De la 

Proposición 3.1.1 se sigue que  xTv K .      

 

Proposición 3.1.3.   Las afirmaciones siguientes son equivalentes: 

a)  xTv K  

b)  
 

0inflim
0








 
 h

hvxdK

h
 

 

Demostración.   

  .)( ba   Supongamos que  xTv K . Sea 0  cualquiera. Usando la Proposición 

3.1.1 se tiene que existen  Bvu   y  ,0h  (tomando r ) tales que 

  Kuhx  . Sea 0  cualquiera. Como para cualquier ,0h  se cumple que 

 

    hvuhuhxvhxdKvhxd  ;,  
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es claro que 

:;0 h
   







h

Khvxd

h

hvxdK ;
 

lo cual implica  



 







 h

hvxdK

h ;0
inf  

Si en la última desigualdad tomamos límite cuando 0  tenemos 

 



 
0inflim:0

;00





  h

vhxdK

h 
  

 

lo cual es equivalente a 
 

0inflim
0








 
 h

hvxdK

h
. 

  .a)b(  Supongamos que 
 

0inflim
0








 
 h

hvxdK

h
. 

Sea 0  cualquiera.. Como 
 

0inflim
0








 
 h

hvxdK

h
, se tiene que 



 







 

 h

vhxdK

rhr ;00
inflim ………………………………(1) 

 

De (1) se sigue que existe 0R  tal que 

 

 :,0 Rr 


 




 h

vhxdK

rh ,0
inf ……………..….(2) 

De (2) se tiene que  :;00 rhr 
 




h

vhxdK  

 

O equivalentemente: 

 :;00 rhr    hvhxdK  ……………..(3) 

Utilizando la definición de Kd , de (3) se sigue que 

 

 :,;00 Karhr    hvhxdK   

Hagamos  
h

xa
u


 . 

Es claro que  Kauhx  . Además, a partir de  
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 











h

avhxd

h

vhxa
v

h

xa
vu

;
 

 

se tiene que   Bvu  . Así, tenemos que  

     KuhxBvurhr  /,;0,0,0   

 

De la Proposición 3.1.1 se sigue que  xTv K .    

 

Proposición 3.1.4  xTK   es  un cono cerrado. 

 

Demostración.  Primero probaremos que  xTK   es un cono. 

¿Si  xTv K  y  0t , entonces    xTtv K ? 

Sean  xTv K  y  0t  cualesquiera. Sean 0  y 0r  cualesquiera. De la 

Proposición 3.1.1 se sigue que existen  Bvu
t
  y  rth ;0  tales que 

  Kuhx  . 

Como  Bvu
t
  es claro que  Btvut    y como  rth ;0   se tiene que 

r
t
h ;0 . Además,        Kuhxutx

t
h  . Así, hemos probado que 

 

`` 0  , 0r  ,   rh
t
h ;0 ,    Bvtutu   tal que    Kuhx  `` 

Usando la Proposición 3.1.1 se sigue que    xTtv K . 

Ahora veamos que  xTK  es un conjunto cerrado. Sea  xTv K  cualquiera. 

Usaremos la Proposición 3.1.3 para probar que  xTv K . 

Como  xTv K , entonces existe una sucesión    xTv Kn   tal que  vvn
n




lim . 

Sea 0   cualquiera. Luego, existe un número natural N  tal que  vvN . Sean 

Ka  , 0r  y  rh ;0  cualesquiera. A partir de 

 

      avhxavhxdKvhxdvhxdK  ;;  

 

    NNNN vvhavhxvvhavhx   

 

y tomando ínfimo sobre los Ka    se tiene que 

 

    hvhxdvhxd NKK   

lo cual implica que  
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rh ;0 , 
   







h

vhxd

h

vhxd NKK ………(4) 

 

Si en (4) tomamos ínfimo sobre los rh ;0  tenemos que 

 



 


 








 








 

 h

vhxd

h

vhxd NK

rh

K

rh ;0;0
infinf ………(5) 

 

Si en (5) hacemos que 0r  se obtiene 

   








 








 

  h

vhxd

h

vhxd NK

h

K

h 00

infliminflim …..(6) 

 

Como  xTv KN  , de la Proposición 3.1.3 se tiene que 
 

0inflim
0








 
 h

vhxd NK

h
, lo 

cual junto con (6) y considerando que 0  fue tomado arbitrariamente se tiene que  

 
0inflim

0








 
 h

vhxdK

h
 

Usando nuevamente la Proposición 3.1.3 se concluye que  xTv K .   

 
 

Proposición 3.1.5   Si  Kx int , entonces   XxTK  . 

 

Demostración. Como  Kx int  , entonces existe 0R  tal que KBRx  . 

Probaremos que  xTX K .  

Sea Xv   cualquiera. Sean 0  y  0r  cualesquiera. Si hacemos  vu  es claro 

que  Bvu  . Tomemos r;h 0  con Rvh  . Luego, si  

vhxuhxz  , se tiene que Rvhxz  , lo cual implica que RBxz   

y así  Kz  . 

Por lo tanto, hemos probado que 

``    uhxz:r;0h,Bvu,0r,0  `` 

Usando la Proposición 3.1.1 se tiene que  xTv K  y así concluimos que  xTX K . . 

 

Observaciones. 

 

   XxT:Xx X  . 

 Se conviene escribir    :xT . 

 



 

 

 

 

26 

3.2  Límite inferior de una aplicación multivaluada 

 
Definición 3.2.1. Sean  U  un espacio métrico, Uu 0  . 

           XUF :  una correspondencia de U  en  X . 

 

El límite inferior de F  cuando u  tiende a 0u  se denota por   uFinflim
0uu

  y se define 

como 

 

    
 

 
0 0r r;uBuuu

0
0

BuF:uFinflim
  

  

 

Proposición 3.2.1   Si para cada  Uu  , el conjunto  uF  es cerrado, entonces 

 

   0
uu

uFuFinflim
0




…………(7) 

Demostración. Sean   uFinflimv
0uu

 y  0 cualesquiera.  

Como    
 

 
0r r;uBu 0

BuFv
 

    se tiene que existe un número positivo r  tal que  

 

    
 


r;uBu

0

0

BuFBuFv


  

 

Así, tenemos que   

  BuFv,0 0   

 

es decir,   0uFv  y como este conjunto es cerrado se concluye que  0uFv . Con 

esto queda demostrado (7). 

 

 

Proposición 3.2.2.  Las siguientes afirmaciones   son equivalentes: 

 

a)  F   es  semicontinua inferiormente en 0u . 

b)    uFinflimuF
0uu

0


 . 

 

Demostración.   

 

  .b)a(   Supongamos que  F   es  semicontinua inferiormente en 0u .Sean  0uFv   

y  0   cualesquiera. Si consideramos   ;vB  es claro  que     ;vBuFv
o

0  . Como 

F   es  semicontinua inferiormente en 0u , existe un número positivo r  tal que 

 

       ;vBzF:r;uBz 0   

 

es decir,   
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    BzFv:r;uBz 0  ……….(8) 

 

De (8) se sigue que   
 


r;uBz 0

BzFv


  , lo cual implica que 

  
 

 
0r r;uBz 0

BzFv
 

 . 

Así, hemos probado que 

 

  
 

 
0r r;uBz 0

BzFv:0
 

  

 

lo cual significa que                 
 

  
0 0r r;uBz 0

BzFv
  

  

 

es decir,   uFinflimv
0uu

 . 

 

  .a)b(   Supongamos que    uFinflimuF
0uu

0


 .  

Sea XV  cualquier conjunto abierto con     0uFV . Como    uFinflimuF
0uu

0


  

se tiene que   


uFinflimV
0uu

.  Sea v   tal que Vv  y   uFinflimv
0uu

 . 

Como Vv  y  V  es un conjunto abierto, entonces existe un número positivo 1r  tal que 

  Vr;vB 1  . Como  uFinflimv
0uu

 , tomando 0r1  , existe 0r  tal que 

  
 


r;uBx

1

0

BrxFv


 . Luego, 

 

    BrxFv:r;uBx 10   

                            1rzv/xFz   

                               Vr;vBzyxFz 1   

                             VxFz   

      VxF  

 

Usando la definición se tiene que F  es semicontinua en 0u . 

 

Observación. Si para cada  FDomx  ,  xF  es cerrado se tiene que  

 

 

    


















0

0 0

inflim
inf

uFuF
ueneriormente

uasemicontinesF

uu

………..(9) 
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Proposición 3.2.3.  Las siguientes afirmaciones   son equivalentes: 

 

a)  uFv
uu 0

inflim


  

b) 
 

    


uFvdr
ruBu

;sup:0,0
;0

 

 

Demostración.  
 

 ba )( Supongamos que  uFv
uu 0

inflim


 ; es decir,    
 

 
0 0 ;0  







r ruBu

BuFv . 

Sea 0  cualquiera. Luego, es claro que    
 

 
0 ;0 



r ruBu

BuFv   lo cual implica que 

existe un número positivo r  tal que   
 


ruBu

BuFv

;0

  . La última inclusión significa 

que 

    BuFvruBu  :;0  

 

      uFvdruBu ;:;0 ……………(10) 

 

Si en (10) tomamos supremo sobre todos los  ;0uBu   se obtiene 
 

   


uFvd
ruBu

;sup
;0

. 

 

  .a)b(  Sea 0  cualquiera. Por hipótesis, existe un número positivo r  tal que  

 

 
   



uFvd
ruBu

;sup
;0

 

 

lo cual implica que  

      uFvdruBu ;:;0  

 

Así, tenemos 

    BuFvruBu  :;0  

 

La última afirmación significa que   
 


ruBu

BuFv

;0

   y esto implica que 

  
 

 
0 ;0 



r ruBu

BuFv  . 

 

Como la última inclusión se cumple para cualquier 0  se tiene que  

 

  
 

 
0 0 ;0  







r ruBu

BuFv  

 es decir,  uFv
uu 0

inflim


 .   
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3.3 Cono tangente 

 
Definición 3.3.1. Sea Xx 0 . El cono tangente a K  en 0x  se denota por  0xCK  y se 

define como 

 

      
 


 
0

0
0

;0
;

11

0

0

0
0

inflim:














 
 





r
h

xBx

hh

h

xx
K

K

BxKxKxC  

 

 

Proposición 3.3.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:  

 

a)  0xCv K  

 

b)      KuhxBvuhrxBxr K  :;0,;:0,0,0 0   

 

Demostración.  

 

 ba )( Supongamos que  0xCv K . Luego,  

 

  
 


  
0

0
0

;0
;

1

0









 



r

h
xBx

h

K

BxKv ……….(11) 

 

Sea 0  cualquiera. De (11) se sigue que existen números positivos r  y   tales que 

 

  
 









;0
;

1

0






h
xBx

h

K

BxKv  

lo cual implica que 

 

     BxKvhrxBx
hK   1

0 :,0,; ……….(12) 

  
De (12) se tiene que existen Kz  y  Bw   tales que    xwzv

h
 1  o también  

   xzwv
h

 1 . Si hacemos  wvu   se tiene que  Bvu   y como 

 xzu
h

 1  se muestra que Kuhxz  . Así, hemos probado que 

 

´´        ´´Kuhx:Bεvuδ;0h,r;xBx:0δ,0r,0ε 0K   

 

 ab )( Sea 0  cualquiera. Por hipótesis existen 0r  y  0δ  tales que 

 

       Kuhx:Bεvuδ;0h,r;xBx 0K   

 

Si  uhxz  , entonces Kz   y    xKxzu
h
1

h
1  . Como 

 

        BεxKuvxzuvuv
h
1

h
1   
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se tiene que 

     BεxKv:δ;0h,r;xBx
h
1

0K   

 

lo cual implica que   

  
 



δ;0h

δ;xBx

h
1

0K

BεxKv




 . 

Así tenemos que  

  
 


 
0δ
0r

δ;0h
δ;xBx

h
1

0K

BεxKv







  

  

y como  0  fue tomado arbitrariamente se tiene que   

 

  
 


  
0

0
0

;0
;

1

0









 



r

h
xBx

h

K

BxKv  

 es decir,  0xCv K . 

 

Proposición 3.3.2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:  

 

a)  0xCv K  

b)      ;0h,xx,Kx n0nn  con 0h n  ,    Xu n  , con   vu n  , 

   Kuhx:Nn/INN nnn  . 

 

Demostración.  

 

 ba )( Supongamos que  0xCv K . Sea 0  cualquiera. De la Proposición 3.3.1 

se sigue que existen números positivos r  y   tales que 

 

       Kuhx:Bεvuδ;0h,r;xBx 0K  ………...(13) 

 

Sean    Kx n   y     ,0h n  sucesiones cualesquiera tales que 0n xx   y 0h n  . 

Luego, existen números naturales 1N  y  2N  tales que 

 

 Brxx:Nn 0n1   

   δh0:Nn n2   

Si  21 N;NmaxN , entonces 

                   δ;0h,r;xBx:Nn n0Kn   ………………(14) 

De (13) y (14) se sigue que 

 

    vuyKuhx:Bεvu:Nn nnnnn   



 

 

 

 

31 

 a)b(  Procedamos por contradicción. Supongamos que  0K xCv . Usando la 

Proposición 3.3.1 se tiene que existe un número positivo ε  tal que 

 

       Kuhx:Bεvu,δ;0h,r;xBx,0δ,0r δrδ0Kr  …….(15) 

Sea  INn   cualquiera. Tomando 
n
1r    y  

n
1δ  . De (15) se sigue que existen  

 
n
1

0Kn ;xBx    y  
n
1

n ;0h   tales que 

    Kuhx:Bεvu nn  ……………………..(16) 

Es decir, tenemos sucesiones   Kx n     y     ,0h n   con 0n xx   y 0h n   

tales que se cumple (16) lo cual contradice (b). Por lo tanto,  0xCv K .    

 

Proposición 3.3.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:  

 

a)  0xCv K    b)  
 

0
h

vhxd
lim K

0h

xx 0








 




 

Demostración.  

 

 ba )( Supongamos que  0xCv K . Sea 0  cualquiera. De la Proposición 4.3.1 

se sigue que existen números positivos r  y   tales que 

 

                      Kuhx:Bεvuδ;0h,r;xBx 0K  ………….….....(17) 

 

Si uhxz  , entonces Kz   y a partir de  

 

      εhuvhhuhvhux;hvxdz;hvxdvhxdK   

 

se sigue que 

  
 

ε
h

hvxd
:δ;0h,r;xBx:0δ,0r,0ε K

0K 


  

 

lo cual muestra (b). 

 

 a)b(  Supongamos que 
 

0
h

vhxd
lim K

0h

xx 0








 




. 

Sea 0  cualquiera. Por hipótesis existen 0r  y 0δ  tales que 

 

  
 

ε
h

hvxd
:δ;0h,r;xBx K

0K 


  

 

lo cual es equivalente a decir que 
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     hεhvxd:δ;0h,r;xBx K0K   

 

Como    hεhvxdK  , existe Kz   tal que   hεz;hvxd  , lo cual implica que 

 

ε
h

xz
v 


  

Si tomamos 
h

xz
u


  tenemos que εuv  ; es decir,  Bεvu   y  

Khuxz  . De la Proposición 3.3.1 se sigue que  0xCv K . 

 

 

Proposición 3.3.4  Si  Kintx0 , entonces   XxC 0K   

 

Demostración.  

 

Como  Kx int0 , existe 0R   tal que KRBx 0 . Es claro que    XxCK 0 . 

Probaremos que   0K xCX  . Sea Xv   cualquiera. Para demostrar que 

 0xCv K  usaremos la Proposición 3.3.1. Si 0v  es claro que Xv  así asumiremos 

que 0v . 

 

Sea 0  cualquiera. Tomemos 
2
Rr    y  

v

R

2
δ  . Luego, si para cada   

20 ; R
K xBx   y 

para cada 
v

Rh
2

;0   tomamos vu  se tiene que  Bvu ε . 

Si uhxz  , entonces a partir de 

 

  Rvuhxxxhuxxz
v

RR 
22000  

 

se sigue que Rxz  0 ; es decir,   KRxBz  ;0  y así Kz  . De la Proposición 

3.3.1 se sigue que  0xCv K . 

 

Observaciones. 

 Para cada XCXx X  : . 

 Se define  C . 

Proposición 3.3.5  El cono tangente   0xCK  es cerrado y convexo. 

Demostración.  Veamos que  0xCK  es un cono. 

En efecto, Sean  0xCv K  y 0t  cualesquiera. Probaremos que  0xCvt K , para 

lo cual usaremos la Proposición 3.3.1. 
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Sea 0  cualquiera. Como  0xCv K , de la Proposición 3.3.1 se sigue que existen 

0r  y 0  tales que 

       KuhxBvuhrxBx
tK  :,;0,;0
  

lo cual implica que 

        KutsxBtvutts
t

srxBx K 



 


,;0;0,;0  

Así, tenemos que 

          KutsxBtvutsrxBx
tK  :,;0,;0   

De la proposición 3.3.1 se sigue que  0xCvt K . 

Veamos ahora que  0xCK  es cerrado. 

En efecto, Sea  0xCv K  cualquiera. Luego, existe una sucesión    0xCv Kn   que 

converge a v . Sea 0  cualquiera. Luego, existe un número natural N  tal que 

2


 vvN ………(1) 

Como  0xCv KN  , de la proposición 4.3.3 se sigue que 

 
0lim

0

0






 h

vhxd NK

h

xx
K

 

lo  cual implica que existen números positivos r  y   tales que 

  
 

2
:;0,;0


 




h

vhxd
hrxBx NK

K …….(2) 

Sea Ka   cualquiera. A partir de  

       NNK vhavhvhxavhxavhxdKvhxdvhxd ;;  

    vvhavhxvvhavhx NNNN   

se sigue que 

  vvhavhxvhxdKa NNK  :  

 

Si en la última desigualdad tomamos ínfimo sobre los Ka  se obtiene 
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    vvhvhxdvhxd NNKK   

lo cual, junto con (1) y (2), implica que 

   










222h

vhxd

h

vhxd NKK  

Así, tenemos que 

  
 

 



h

hvxd
hrxBxr K

K :;0,;/0,0,0 0  

lo cual significa que 
 

0lim

0

0






 h

vhxdK

h

xx
K

.De la Proposición 3.3.3 se concluye que  

 0xCv K  y así  0xCK  es cerrado. 

 

Veamos que  0xCK  es convexo. 

En efecto, como  0xCK  es un cono es suficiente probar que si  021 , xCvv K , entonces 

   021 xCvv K . 

Sean  021 , xCvv K  cualesquiera. Para probar que    021 xCvv K  usaremos la 

Proposición 3.3.2. 

Sean   Kxn  ,    ;0nh  sucesiones cualesquiera tales que 0xxn   y  0nh . 

Como  01 xCv K , existe una sucesión   Xun   con 1vun   tal que  

 

  KuhxyINn nnnn  :  

 

La sucesión  ny  está contenida en K  y converge a 0x . Como  02 xCv K , usando 

nuevamente la Proposición 3.3.2, se tiene que existe una sucesión   Xwn   con 

2vwn   y existe un número natural 1N  tal que  

  KwuhxwhyNn nnnnnnn  :1  

 

Como   Xwu nn   es una sucesión que converge a 21 vv   tenemos que 

      quetalXwuhconhxxconKx nnnnnn  ,0;0,0   

  21 vvwu nn   y existe un número natural 1N  tal que  

  KwuhxNn nnnn  :1  

 

De la Proposición 3.3.2 se sigue que    021 xCvv K . 
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3.4 Relaciones entre los conos contingente y tangente. 

 

Proposición 3.4.1       


















0

000
1

h

KK xK
h

CLxTxC  

Demostración.  

 

Es claro que    00 xTxCK   

Veamos que    


















0

00
1

h

K xK
h

CLxT  

 

En efecto, para cualesquiera  0  y  0  es claro que 

 

 


 
0

0

;0

0
11






















hh

BxK
h

BxK
h





 

 

lo cual implica que  

   


  
0 ;0 0

00
11

  




















 



h h

BxK
h

BxK
h

 

 

Como la última inclusión se cumple para cualquier 0  se tiene que 

 

 


   
0 0 0 0

0

;0

0
11

    























  



hh

BxK
h

BxK
h

 

 

es decir, 

   


















0

00
1

h

K xK
h

CLxT  

 

Proposición 3.4.2 Si K  es un subconjunto convexo, los tres conos coinciden: 

 

     


















0

000
1

h

KK xK
h

CLxTxC  

 

Demostración. Probaremos que    0

0

0
1

xCxK
h

CL K

h



















 . 
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Sea  


















0

0
1

h

xK
h

CLv  cualquiera. Para probar que  0xCv K  usaremos la 

Proposición 3.3.1. 

Sea 0  cualquiera. Como   


















0

0
1

h

xK
h

CLv  existe  
0

0
1





h

xK
h

w  tal 

que 

 

2


 wv ……..(*) 

 

Como  
0

0
1





h

xK
h

w  existen 0  y Ky  tales que  0
1

xy
h

w   lo cual  

 

junto con (*) implica que 

  ........
2

1
0


 xy

h
v (**) 

 

Definamos 
2


r . Sean  rxBx K ;0   y  ;0h  cualesquiera. Sea 



xy
u


 . 

 

Veamos que  Bvu  . 

 






























222

00

0000

r
v

xyxx

v
xyxx

v
xxxy

v
xy

vu

 

 

Veamos que   Kuhx  . 

 

Como Kx  , Ky  , K  es convexo  y  1;0


h
  a partir de 

 

y
h

x
hxhyh

x
xy

hxuhx 
























 



1  

 

se sigue que    Kuhx  . 

 

De la Proposición 3.3.1 se tiene que  0xCv K . 
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Ejemplo 3.4.1  Los conos contingente y tangente pueden ser diferentes. En efecto, sea 

f  la función definida por 

 

 

 









0,

0,0

xx

x
xf   

 

 

 

 

 

 

 

Sea K  la gráfica de f ; es decir,   IRxxfxK  /)(;  

 

Si 0x :          XEjeIRttIRxTxCK  /0;00;0;  

 

Si 0x :      0;00;0 KC  

 

               ;0/;00;0 tttIRTK  

 

Si 0x :       IRtttxxTxxC KK  /,;;  

 

Véase que el cono tangente  0;0KC  es convexo, pero trivial; mientras el cono 

contingente  0;0KT  no es convexo y tiene infinitos elementos. 

 

 

Proposición 3.4.3 Si X  es un espacio de Banach finito dimensional, entonces  

 

   xTxCKx K
xx

K
K

0

inflim: 00


  

 

Demostración. Por definición sabemos que 

 

 
 

   
0 ; ;00 0

0

0
   














 



rxBx hr

K

K

B
h

xK
xC  

 

Afirmación 1.   

 

  
     

0 ; ;0 ; 0 ;0
0 0

     

























   



rxBx h rxBx h
K K

B
h

xK
B

h

xK
 

 

x 

y 

0 
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En efecto, si 

 
  

0 ; ;0
0

  














 



rxBx h
K

B
h

xK
z , entonces existe 0  tal 

que 

 
 

rxBx h
K

B
h

xK
z

; ;0
0

 
















  

Esto implica que  

 

 


  
  



;0 0 ;0

0 :;

  


























h h

K B
h

xK
B

h

xK
zrxBx  

 

De aquí se tiene que   

 
  

rxBx h
K

B
h

xK
z

; 0 ;0
0

  














 

 . Esto prueba la   

Afirmación1. 

 

 

Sea  0xCv K  cualquiera. Luego,  

 

    :0   

 
   

0 0 ; ;0
0

   














r rxBx h

B
h

xK
v

 

   

 

    :0 r  

 
  

0 ; ;0
0

  














 



rxBx h

B
h

xK
v  (usando la Afirmación1) 

 

  :;0 rxBx K   


 

0 ;0 














 



h

B
h

xK
v ………(*) 

 

Afirmación 2.  



  
0 ;0 













 

 BxTB
h

xK
K

h

 

 

En efecto, sea 


 

0 ;0 














 



h

B
h

xK
z . Luego, existe 0  tal que 








;0














h

B
h

xK
z . 

 

Sea N  un número natural tal que 
N

1
: Luego, para cada Nn   se 

cumple que ;0
1


n
. Así, podemos construir una sucesión   Kxn   tal 

que  
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  
















 B
xx

z

n

n 
1

 

 

Si 
 
n

n
n

xx
u

1


 , entonces  nu  es una sucesión acotada y como X  es de 

dimensión finita, entonces  nu  tiene una subsucesión  (que la seguiremos 

denotando por  nu ) que converge, digamos a w . Así, tenemos que  

 

wun
n




lim     y   0
1

lim 








 nn
 

 

Además, para cada INn , Kxu
n

x nn 









1
.Usando la Proposición 

3.1.2 se sigue que  xTw K . Por lo tanto,   BxTz K  . Esto prueba la 

Afirmación 2. 

 

Siguiendo de (*) y usando la Afirmación 2 se tiene que   BxTv K  . Así, hasta aquí 

hemos probado que 

 

    BxTvrxBxr KK   :;,0,0 0  

 

es decir,    
 

  
0 0 ;

0
0

inflim:

   







r

k

rxBx xx
K xTBxTv

K

. 

 

Así, ya probamos que     xTxC K
xx

K
K

0

inflim0


 . 

 

Sean X  un espacio de Hilbert y K  un subconjunto no vacío de X  débilmente cerrado. 

 

Lema 3.4.4   Para cada Xy , defina el conjunto 

 

    yxydKxy KK  /:  

Luego,  

    0;:,,  vxyxTcovyxKy KK  

 

Lema 3.4.5  Para cada  :Xy  

 

   
  )(;)(

2

)((
inflim

22

0

yTcovdyd
h

ydhvyd
KKK

KK

h














 


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Lema 3.4.6   Sea  IRf ;0:  la función definida por      2
2

1
tvxdtf K   

 

Luego, para casi todo 0t :       vtxTcovdvtxdtf KKK  (;  

 

 

Teorema 3.4.7  Sea  K  un subconjunto no vacío débilmente cerrado de un espacio de 

Hilbert X . Luego, 

 

     0

00

infliminflim xCxTcoxT KK
xx

K
xx KK




 

 

Demostración. Probaremos que   

   0

0

inflim xCxTco KK
xx K




 

 

Sea  xTcov K
xx K

0

inflim


  cualquiera. Luego,  

 

  
 

 
0 0 ;

0
  







r rxBx

K BxTcov  

es decir,  

 

    BxTcovxBx K   :;/0,0 0  

 

Afirmación 1.  Si  
2


r   y  

v4


  , entonces  

 

      ;:;0,; 00 xBvtxtrxBx KKK  …….(*) 

 

En efecto, sean  rxBx K ;0  y ;0t  cualesquiera. Sea  vtxz K   

cualquiera. Luego, 

 

  vtzvtxvtxdK  ,( pues  Kx ) 

 A partir de  

 

 vtxxvtxzxvtxvtxzxz  000  

 

     


 















24
22 v

v
rvvtrvt  

 

se sigue que   ;0xBz K .  (Fin de la prueba de la Afirmación 1) 
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Definamos la función  

     2

2

1
tvxdtf K   

Del Lema 3.4.6 se sigue que 

 

         vttvxdvtxTcovdvtxdtf KKKK   (;  

Ahora, para cada  rxBx K ;0  y cada ;0t : 

 

  
     

2
0

2

0 0

2 hv
dttvdttffhf

h

hvxd
h h

K


  


 

 

de lo cual se sigue que 

 
2

hv

h

vhxdK





. 

 

La última desigualdad implica que 
 

0lim

0
0





 h

vhxdK

h
xx

 

Por la Proposición 3.3.3  se tiene que  0xCv K .Luego, obtenemos que 

 

     0

00

infliminflim xCxTcoxT KK
xx

K
xx KK




 

 

Observación. Si X  es de dimensión finita, de la Proposición 3.4.3 se sigue que 

 

     0

00

infliminflim xCxTcoxT KK
xx

K
xx

KK



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Capítulo 4    

 

 

 

 

Teorema de la Función Inversa para 

correspondencias 
 

 

El Teorema 1.3.1 establece el Teorema de la Función Inversa para una función 

YXUf :  donde X e Y  espacios de Banach. En este capítulo definimos la 

derivada contingente de una aplicación multivaluada YXF :  y establecemos el 

teorema central de este trabajo: El teorema de la Función Inversa para aplicaciones 

multivaluadas. 

 

 

4.1 Derivada contingente 

 
Adaptaremos la definición intuitiva de derivada de una función en términos de la 

tangente a su gráfica al caso de una correspondencia. 

 

Definición 4.1.1. Sean X e Y  espacios de Banach 

                                       YXF :  una correspondencia propia. 

          FGrafyx 00;   

 

La derivada contingente de F en  00 ; yx  se denota por  00 ; yxDF  y se define como 

la correspondencia   YXyxDF :; 00  cuyo gráfico el cono contingente 

 00)( ; yxT Fgraf   del gráfico de F  en  00 ; yx . 

 

 

Observaciones. 

 

 Sea Xu 0  cualquiera. Es claro que    YuyxDF 000;   y  

 

      00)(000000 ;;; yxTvuuyxDFv Fgraf   

   )(; 0000 uyxDFv   sí, y solo si existen sucesiones  0nh , 0uun  , 

0vvn   tales que 

 

 









 


n

nn
n

h

yuhxF
vINn 00:  

 



 

 

 

 

43 

En efecto,  

 

      00)(000000 ;;; yxTvuuyxDFv Fgraf  

 Existen sucesiones    ;0nh ,   YXvu nn ;  tales que 

 

    00 ;; vuvu nn   

 0lim 


n
n

h  

     )(;;: 00 FgrafvuhyxINn nnn    

 

  )(; 00 Fgrafvhyuhx nnnn      

 

 nnnn uhxFvhy  00  
 








 


n

nn
n

h

yvhxF
v 00  

 

Proposición 4.1.1     
 

0;inflim; 00

0
0

0000

0








 



  h

yhuxF
vduyxDFv

uu
h

 

 

Demostración.  Supongamos que   0000 ; uyxDFv  . Luego,    00)(00 ;; yxTvu Fgraf  

lo cual significa (según la Definición 1 de la sección 4.1) que 

 

 
 


 

0
0 0 ;0

21

00

00

2

1

;)(
;


  


















r rh

BB
h

yxFgraf
vu  

 

es decir,  rhr ;0,0,0,0 21    tal que 

 

 
 












 BB

h

yxFgraf
vu 21

00

00

;)(
;  ……..(1) 

 

De (1) se sigue que existe  
 








 


h

yxFgraf
vu 00 ;)(

;  tal que 

 

    BBvuvu 2100 ;;   ……….(2) 

 

De (2) es claro que   Buu 10   y  Bvv 20  . 

 

Como  
 








 


h

yxFgraf
vu 00 ;)(

;  se tiene que     )(;; 00 Fgrafvuhyx   o lo que es 

lo mismo    )(; 00 Fgrafhvyhux   lo cual significa que 

 

 







 


h

yhuxF
v 00 ………(3) 
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Como   20 ; vvd , de (3) se sigue que 

 

 
2

00

0

)
; 







 

h

yhuxF
vd  

 

Esto implica que  
 

0;inflim 00

0
0

0








 


  h

yhuxF
vd

uu
h

. 

 

Observación. Si YXF :  es una función simple, entonces     )(; 000 xFxDFxDF  . 

Esta fórmula implica que 

 

  
   

0inflim 0

00

0
000

0







 

v
h

xFhuxF
uxDFv

uu
h

 

 

     
   

0inflim
000

0

0







  h

vhxFhuxF

uu
h

 

 

 

4.2 El Teorema de la Función Inversa para correspondencias 
 

 

Teorema 4.2.1  Sean X  e Y  espacios de Banach. 

              YXF :   una  correspondencia propia. 

                )(; 00 Fgrafyx   

 

Supongamos que existen constantes  1;0 , ,0 0c  tales que  

 

  )(; Fgrafyx   con  00 yyxx , Yv , YwXu  ,  tales que 

 

   wuyxDFv  ; …………….….(4) 

 

vcu      y    vw  ……(5) 

 

Luego, 1F  es seudo Lipschitziana alrededor en  00 ; xy . 

 

Demostración.  Definamos    
 

 c
r










13

1
:          

 

    



















  Br

c
xyFyF





1

2
: 0

11

0                 



















  Br

c
xyFyF





1

2
3: 0

11

1   
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Para establecer que 1F  es seudo Lipschitziana en  00 ; xy  debemos probar lo 

siguiente: Para alguna constante L  

 

      yFrByy 1

00 : …..(6) 

 

     212

1

11

1

0

0

021 ;:, yyLyFyFdBryyy 







  ……(7) 

 

Sea 









1

2c
L .Se puede probar que 

 










 cL 1

1

1

1
……(8)            

3
1


 rL …….(9) 

 

Sean 1y ,
0

02 BryWy   cualesquiera. Como ryy  01   y  ryy  02  se 

tiene que ryy 221  .Sea   cualquier número del intervalo  ryy ;21   

cualquiera. 

 

 

 

 

 

Definamos  



Lyy

yy






21

21
:      Se puede probar que 

 




Lyy 







 211

1
...........(10)                       






 






c

yy

1

1

2

3 21
……..(11) 

 

Definamos la función    IRFgrafV )(:    mediante 

 

    yyyxVFgrafyx  2;:)(,  

 

Sea   )(; 1 Fgrafya   cualquiera. Por el Principio variacional de Ekeland  existe 

  )(; Fgrafyx   tal que  

 

     11 ;);(;);(; yaVyxyadyxV    

 

         );(;);(;;:)(;; yxyxdyxVyxVFgrafyxyx   

 

Las desigualdades anteriores se traducen en 

 

  1212 yyyyxayy   ……….(12) 

21 yy   r   
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 yyxxyyyy  22 …………….(13) 

 

De (12) se tiene que 

 

    12121 yyyyxayyyyxa    

 

Lo cual implica que  

3

212

1









yy
yyxa …….(14) 

 

Afirmación 1.   00 yyxx  

 

  En efecto: A partir de 

 

  011000 yyyyxaaxyyxx   

 

    


 rLyyxayyax 1
3

2
0101  

 

  se sigue que   00 yyxx . 

 

Usemos ahora la hipótesis del teorema: 

 

Sea yyv  2 .  Luego, existen Xu  , Yw  tales que 

 

    wuyxDFyy  )(;2 ………….(15) 

 

yywyycu  22  ……..(16) 

 

Afirmación 2. 2yy   

 

En efecto: De (15) se sigue que     )(;2 uyxDFwyy  , lo cual es 

equivalente a  

   yxTwyyu Fgraf ;; )(2   

Usando la Proposición 3.1.1  se tiene 

 

0  (Tomar   r )  ;0 h ,      BBwyyuqp   2;;     

tal que 

    )(;; Fgrafqphyx   

Es decir, existen Bu   , Bv    tales que 

      :;;,)(; yxyxFgrafyx 
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











vwyyq

uup

2

 

y además 

    )(;; 2 Fgrafvwyyuuyx    

es decir, 

  )(; 2 Fgrafvhwhyhyhyuhuhx    

 

 Usando (13) se tiene 

 

  vhwhyyhyyyy )( 222  

 

      vhwhyyhuhuh )( 2  

 

      vhwhyyh 21   

 

    vhwhyyhuhuh )( 2   

 

 





 vhwhyyhuhuh

vhwhyyh





2

21
 

     

lo cual implica que 

 

     wyyuhwhyyh 22   

 

        vuh  1  

 

 Dividiendo por h  se tiene 

 

       vuwyyuwyy  122 (por 16) 

 

         

      vuyyyyyycyy  12222  

lo cual implica que 

 

      vuyycyy  1)1( 22 ……(17) 

 

 Como 0  fue tomado arbitrariamente, en (17) tomamos límite cuando  0 : 

 

  yycyy  22 )1(   
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lo cual muestra que  

  yyc  21)1(0  ………(18) 

 

De la segunda desigualdad de (11)  se obtiene que   011   c , lo 

cual junto con (18) implican que 2yy  . 

 

Afirmación 3.      2
1

12
1 2 yFBrLayFx     

 

 En efecto, Si en (12) reemplazamos 2y  por y  obtenemos 

 

  1221 yyyyxa   

de  lo cual se sigue que 

 

rLLyyxa 21
1

12 







 


 

Así, tenemos que  BrLax 2 . Además, como     )(;; 2 Fgrafyxyx   

se tiene que  xFy 2 ; es decir,  2
1 yFx  .  Por lo tanto, hemos probado que 

     2
1

12
1 2 yFBrLayFx    . 

 

Luego,  

  


LyyxayFad 









122

1

1 1
1

)(; …….(19) 

 

Si hacemos que 12 yy  , de (19) y (10)  se obtiene 

 

  212

1

1 )(; yyLyFad  …….(20) 

 

Si tomamos    001 ;; yxya   hemos probado que 

 

     2
1

002
1

02 : yFBrLxyFxBryy  












 



 

 

En otras palabras 

  












  yFBryy 1

00 :


 

 

De (20) se sigue que 

 

 

 

 

     212

1

11

1

0 ; yyLyFyFd 
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Capítulo 5  

 

 

 

Aplicaciones 

 
 

En este capítulo veremos algunas aplicaciones del Teorema de la Función Inversa para 

aplicaciones multivaluadas y su relación con el Principio de la Aplicación Abierta 

Uniforme. También veremos los Teoremas de Función Inversa de primer orden y de 

orden superior. 

 
5.1 Otra versión del Teorema de la Función Inversa para aplicaciones 

multivaluadas 

 
Definición 5.1.1  Sean    X e Y  espacios de Banach 

                                       YXF :  una correspondencia propia. 

          FGrafyx 00;   

La derivada de F en  00 ; yx  se denota por  00 ; yxCF  y se define como la aplicación 

multivaluada    YXyxCF :; 00  cuyo gráfico es el cono tangente  00)( ; yxC Fgraf  del 

gráfico de F  en  00 ; yx . 

 

Es claro de la definición que 

 

      00)(000000 ;;; yxCvuuyxCFv Fgraf  

 

En esta parte usaremos dos teoremas que se encuentran en  1   J.P. Aubin and I. 

Ekeland. 

 

 

Proposición 5.1.1  (Teorema del gráfico cerrado) 

  

Sean    X e Y  espacios de Banach 

           YXF :  una aplicación multivaluada propia convexa y cerrada tal que )Im(F  

tiene interior no vacío. 

            )Im(0 FInty   ,  0

1

0 yFx   

           B  es la bola cerrada unitaria de X . 

 

Luego, existe 0  tal que 

 

    0

1

0 1)(;
1

)(;:,)( xxxFydyFxdByyFDomx  


  
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Proposición 5.1.2  Sean    X e Y  espacios de Banach 

YXF :  una aplicación multivaluada propia convexa y      

cerrada tal que )Im(F  tiene interior no vacío. 

        )Im(0 FInty   ,  0

1

0 yFx   

       B  es la bola cerrada unitaria de X . 

 

Luego,     BxFDomFInty  00 )(   

 

 

Proposición 5.1.3   Sean    X e Y  espacios de Banach de dimensión finita. 

YXF :  una aplicación multivaluada con gráfico cerrado.   

   FGrafyx 00;  

 

Si la derivada   YXyxCF :; 00  es sobreyectiva, entonces 

 

0 ,  ,0 c 0   tales que  

 

  )(; Fgrafyx   con  00 yyxx , Yv , YwXu  ,  tales que 

 

   wuyxDFv  ;  

 

vcu      y    vw   

 

Demostración.  Como la aplicación multivaluada   YXyxCF :; 00  es convexa y 

cerrada, entonces de la Proposición 5.1.2 con 00 x  e 00 y  tenemos que 

  ByxCFInt 00;0 .Luego existe 0  tal que  

 

  ByxCFB 00 ; ……(*) 

 

Definamos el conjunto  

 

        0000)( ;;: yxCFgrafBByxCBBH Fgraf    …..(**) 

 

Como X e Y  son de dimensión finita, entonces H  es un subconjunto compacto del 

cono tangente  00)( ; yxC Fgraf . Por la Proposición 3.4.3 se tiene que  00)( ; yxC Fgraf  es el 

límite inferior de conos contingentes  yxT Fgraf ;)(  con   )(; Fgrafyx   y 

   00 ;; yxyx  .Luego, para cada 0 , existe 0  tal que 

 

         BByxTvuyxByxHvu FgrafFgraf   );(;:;);(;,; )(0000)(00 …..(***) 
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Sea Yv  cualquiera con 0v . Si B
v

v
v 


0   de (*) se tiene que existe Bu 0  tal 

que   )(; 0000 uyxCFv  ; es decir,  

 

     00)(000000 ;;;,, yxCyxCFgrafvuBvBu Fgraf   

 

Luego, de (***) se tiene que  

 

         BByxTvuyxByx FgrafFgraf   ;;:;);(; )(0000)(  

 

Es decir, existen Bu  ,  Bv    tales que    yxTvvuu Fgraf ;; )(00   , lo cual 

implica que 

 

   vuuyxDFv  )(; 00  

 

Sean  


uu
v

u 













 0:   y   


v

v
w














: . Luego,  es claro que   wuyxDFv  ;  

con  vu 






 




1
    y    vw




 .    

 

 

Teorema 5.1.4  Sean    X e Y  espacios de Banach de dimensión finita. 

YXF :  una aplicación multivaluada con gráfico cerrado.   

   FGrafyx 00;  

 

Si la derivada   YXyxCF :; 00  es sobreyectiva, entonces 1F  es  seudo 

Lipschitziana alrededor de  00; xy . 

 

Demostración. La prueba se obtiene de la Proposición 5.1.3 y del Teorema 4.2.1. 

 

 

5.2  El Teorema de la Función Inversa y el Principio de la Aplicación 

Abierta  Uniforme. 
 

Sean : X  un espacio métrico completo, Y  un espacio métrico. 

           YXF :  una correspondencia. 

 

En YX   usaremos la métrica      IRYXYXd :  definida por 

 

           yydxxdyxyxdYXyxyx YX
 ;;);(;;(:;,;  

 

Asumiremos que el gráfico de F  es cerrado. 

 

Para cada Xx  y para cada 0h : 
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 xBh

o

: Bola abierta de centro x  y radio h . 

 xBh : Bola cerrada de centro x  y radio h . 

 

En esta parte estudiaremos una relación entre el Principio de la Aplicación Abierta 

Uniforme y el Teorema de la Función Inversa para correspondencias. 

 

Teorema 5.2.1  Sean 0k , 0 , Xx 0 ,  00 xFy  .  

Si    )(; Fgrafyx   cerca de  00 ; yx  y todo Yz  cerca de 0y : 

 

    k
Y

k
X zydxFxd

11
1 ;()(;

   ……(1) 

 

entonces 

 

  )(; Fgrafyx   cerca de  00 ; yx , 0h  pequeño:     );(; hxBFhyB k
o

   …..(2) 

 

Demostración. Sea   k
o

hyBz ;   cualquiera. Luego z  está cerca de y con 

  k

Y hzyd ;  y como y  está cerca de 0y , entonces z  está cerca de 0y . 

 

A partir de (1) se tiene que 

 

       hhzydzFxd kkkk
y

k
X 


1111

1 ;)(;   

  

Es decir, la distancia entre x   y   xF 1  es menor que h ; lo cual implica que existe 

 zFw 1  tal que    hwxdX ; . 

 

Así,  hxBw ;  y   wFz , de lo cual se sigue que   hxBFz ;  y por lo tanto 

   );(; hxBFhyB k
o

 . 

 

 

Teorema 5.2.2   Supongamos que: 

 

 00 xFy  ,  existen 0K , 0 , 0 , 1,0  tales que 

 

       ;;)(; 00 yBxBFgrafyx   ,  ;0h : 

 

 
    K

y
hyBb

hhxBFbd
K







;;sup
;

……….(3) 

 

Luego,      

























2
;

2
;)(; 00


yBxBFgrafyx  ,  
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0 h   con  
2

2;
1

max
1





















k

k

h
h

,   khyBz ; :     
k

X

h
zFxd

1

1

1
)(;


  

 

Demostración. Sea 1;  tal que  
21

1






 k

h
, lo cual es equivalente a 

 

1
2

1 









k
h


 . 

 

 

Afirmación 1.  

       ;;)(; 00 yBxBFgrafyx   , ;0h ,  khyBb ; ,   )(; Fgrafvu  / 

 

    k

YX hvbdhuxd  ;; ……..(4) 

 

En efecto, sean        ;;)(; 00 yBxBFgrafyx   , ;0h  y  khyBb ;  

cualesquiera. De (3)  se sigue que 

 

 
    kK

y
hyBb

hhhxBFbd
K







;;sup
;

 

 

lo cual implica que  

   k

Y hhxBFbd );(;  

 

Luego, existen  hxBu ;  y  uFv  tales que   k

Y hvbd ;  
(Fin de la prueba de la Afirmación 1) 

 

Sean    

























2
;

2
;)(; 00


yBxBFgrafyx   ,  0h  con 

2
2;

1
max

1





















k

k

h
h

 

y  khyBz ;  cualesquiera. 

 

Afirmación 2.  

Existe una sucesión    )(; Fgrafvu nn   tal que  

 

   huud k

i

iiX








 

 

1

1;  …………………..…..(5) 

  

k

k

i

ki

iY hhzvd
























; ……….…(6) 

 

En efecto, Tomemos xu 0 . De (4) se sigue que existe   )(; 11 Fgrafvu   tal que  

    k

YX hvzdhuud  110 ;;  .Supongamos que tenemos   nivu ii ,...,1/;   

que satisfacen (5) y (6).  
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Veamos que  
k

iX

h
uxd

1

1
;


 ………(7) 

 

 

         

   
 



























 







 























i

j

i

j

i

j

j

k

i

j

k

ji

j

k

j

k

j

jjX

iiXXXiXiX

hhhhuud

uuduuduuduuduxd

1 1

1

1

11

11

11

1

121100

;

;.....;;;;


 

 
k

h
1

1 
. 

 

Veamos que       iX uxdni ;:,...,1 0  …..(8) 

 

      










k
iXXiX

h
uxdxxduxd

100

1
2

;;;  

 

Veamos que    iY vydni ;:,...,1 0 ……(9) 

 

        









22

2
22

;;;; 00
kkik

iYYYiY hhhvzdzydyydvyd

 

De (8) y (9) se sigue que 

 

       ;;)(;:,...,1 00 xBxBFgrafvuni ii   ………(10) 

 

En particular, cuando ni  se tiene que        ;;)(; 00 xBxBFgrafvu nn    

 

Como  ;0 hh k
n

, de (4), existe   )(; 11 Fgrafvu nn   tal que 

 

  huud k
n

nnX 1;  y    knkk
n

nY hhzvd 1
1 ; 
 










   

(Fin de la prueba de la Afirmación 2) 

 

Afirmación 3.   nu  es una sucesión de Cauchy en X . 

 

En efecto, sean INnINm  ,  cualesquiera y supongamos que nm  . Usando (5) se 

tiene que 

 

       nnXmmXmmXnmX uuduuduuduud ;.......;;; 1211    

         

                      

  












 











1 1
1

1

1;

n

mj

n

mj

jk

n

mj

k
j

jjX hhuud  




















0
1

1

1j k

j

k h
h 



  
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lo cual muestra que   nu  es una sucesión de Cauchy en X . (Fin de la prueba de la Afirmación 3). 

 

Como  nu  es de Cauchy y X  es completo, entonces existe n
n

uw


 lim . De (6) es 

claro que zvn
n




lim , lo cual implica que   )(; Fgrafvu nn   y     zwvu nn ;;  . 

Como el gráfico de F  es cerrado se tiene que   )(; Fgrafzw   y así )(wFz  o 

equivalentemente )(1 zFw  . 

 

Si en (7) tomamos límite cuando i  se obtiene 

 

 
k

X
h

wxd
1

1

;



       lo cual implica que      
k

X
h

zFxd
1

1

1

)(;



 ……..(11) 

 

Como    fue tomado en forma arbitraria cerca de  , de (11) se concluye que 

 

 
k

X
h

zFxd
1

1

1

)(;



               

 

 

5.3 El Teorema de la Función Inversa de Primer orden. 
 

 

Definición 5.3.1 Sean : X un espacio métrico  e Y  espacios de Banach. 

  XxxA /  una familia de subconjuntos de Y . 

 

 

El límite superior de Kuratowski cuando x  tiene a 0x  de la familia  XxxA /  se 

denota por  
















00

0;inflim/:suplim
xx

xx
xx

AvdistYvA  

 

 

Definición 5.3.2 Sean : X un espacio métrico  e Y  espacios de Banach. 

  YXF :  una correspondencia. 

     )(; Fgrafyx   

 

La variación contingente de F en  yx ;  se denota por   );(1 yxF  y se define como 

 

 

   







 


 h

yxBF
yxF h

h

)(
suplim:);(
0

1  
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Observaciones. 

 

   );(1 yxF  es un subconjunto cerrado de Y . 

   );(1 yxFv      Existen sucesiones    0nh ,   vvn   tales que 

   )(xBFvhy
n

hnn  . 

 

 

Teorema 5.3.1  Sean :  dX ;  un espacio métrico completo. 

    ;Y   un espacio de Banach. 

   YXF :  una correspondencia con gráfico cerrado. 

     )(; 00 Fgrafyx  . 

 

Si existen 0  y 0  tales que  













0

0
);(

)();(

)1( );(

yy

xxd
Fgrafyx

yxFB ………..(12) 

entonces,  

  


























4
;

4
;)(; 00


yBxBFgrafyx   : 

 

 


zy
zFxdistX


 )(; 1

 
 

Demostración.  

 

Afirmación 1.    

























2
;

2
;)(;,0 00


 yBxBFgrafyx   

  
h

yhxBF
Bh
o 
















;

1
:

2
;0



 ………(13) 

 

En efecto, procedamos por contradicción.  

Supongamos que existen 0 ,   


























2
;

2
;)(; 00


yBxBFgrafzt  , 






2
;0


h  

tales que 

  
h

zhtBF
B
o 












;

1 


 

 

Esto significa que existe 
o

B
h

zy 




















1
  con    htBFy ; ………(14) 
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Si  
 

h

yz









1
, entonces 10  . Definamos el espacio métrico  KdK;  

de la siguiente manera 

    hzBhtBFgrafK  ;;)(:    

 

donde la métrica  IRKKdK :  se define mediante 

 

        vvuudvuvudKvuvu K 



;:);(;);(:;,;  

 

Es claro que  KdK;  es un espacio métrico completo. Consideremos la función 

IRKf :  definida por  

    yyyxfKyx  ;:;  

la cual es claramente continua. 

 

Aplicando el Principio Variacional de Ekeland a la función f con 








1
 se sigue 

que existe   Kyx ; tal que 

       );();;(
1

;;:; yxvudvufyxfKvu K














 

es decir, 

 

    


















 yvxudyvyyKvu








;

1
:; ……….(15) 

Veamos que yy  . En efecto, si yy   de (14) se tendría que  );( htBFy . Por otro 

lado, como    );();()(; hzBhtBFgrafKyx     entonces  )(xFy , 

   htBhtBx ;;   . Así, tendríamos que  );( htBFy  lo cual sería una 

contradicción. 

 

Si definimos 
 

yy

yy
w







, entonces. De (12) Bw  se tiene que );()1( yxFw . 

Así, existen sucesiones    0nh ,   wwn   tales que 

 

 );( nnn hxBFwhy   

 

lo cual implica que existe  nn hxBu ;  tal que  nnn uFwhy  . Como 

  Kwhyu nnn ; , de (15) se tiene que 

 

  


















 ywhyxudywhyyy nnnnn








;

1
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           


















 nnnnnnn whxudwhwhywhy








;

1
 

 

         


















 nnnnnn whhwwhywhy









1
 

 

Como 
 

yy

yy
w







, entonces 

   
























 n

n
nn

n w
h

wwh
yy

yyh
yyyy








1

1
 

     





































 n

n
nn

n w
h

wwhyy
yy

h








1

1
1  

 

lo cual implica que 




















 n

n
nnn w

h
wwhh








 1

1
 

 

O también 




















 nn www








 1

1
 

 

 

Si en la última desigualdad tomamos límite cuando n  obtenemos: 

 

















 































 1

1
1

1
w  

 

 de donde se tendría que 1  lo cual sería una contradicción, pues 1;0 . 

(Fin de la prueba de la Afirmación 1) 
 

 

Afirmación 2. 
 

   0;(;
;




hxBFbdistSup
hyBb
Y


……….……..(16) 

  

En efecto, de la Afirmación 1 se sigue que 
 

h

yhxBF
B




);(
 , lo cual implica que 

 );( hxBFhBy    ; es decir,  );();( hxBFhyB  .Esto muestra (16). 
 (Fin de la prueba de la Afirmación 2) 

 

A partir de la Afirmación 2 tenemos que  
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  :
2

;0,
2

;
2

;)(;,1;0 00 



































 hyBxBFgrafyx   

 

 
   hhxBFbdist

hyBb







0);(;sup
;

 

 

Por el Teorema 5.2.2 se tiene  

 

  ,
2

;
2

;)(;,1;0 00 


























 yBxBFgrafyx   

 

 

4
2;

1
max0
















 h

h
conh …………..(17) 

 

   





 

1
)(;:; 1 h

zFxdisthyBz ……..(18)  

 

Afirmación 3.       


























4
;

4
;)(; 00


yBxBFgrafyx   

    
4

2;max0


  hhconh ………(19) 

 

      hzFxdisthyBz   )(;:; 1 …………...(20) 

 

En efecto, sea 0h como en (19). Como 
4


h  se sigue que para cada 




h4
1;0   se 

cumple que 
41








h
. Por lo tanto, para cada 




h4
1;0   se cumple (17) lo cual implica 

que 

 

   








 

1
)(;:;,

4
1;0 1 h

zFxdisthyBz
h

 

 

Si en la última desigualdad tomamos límite cuando 0  obtenemos (20).  
(Fin de la prueba de la Afirmación 3) 

 

 

Ahora ya estamos listos para establecer la conclusión del Teorema 5.2.1.  

 

 

Sean   


























4
;

4
;)(; 00


yBxBFgrafyx   y  Yz con 










4

;
8

min


yz .  
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Tomemos 


yz
h


 . Luego, 

 

4









yz
h      y   

48
222


 








 yzh  

 

lo cual muestra que se cumple (19). Como  hyBz ; , de (20) se tiene que  

 

 


zy
zFxdistX


 )(; 1

 
 

5.4 El Teorema de la Función Inversa de orden superior. 
 

 

Definición 5.4.1  Sean : X un espacio métrico  e Y  espacio de Banach. 

         XxxA /  una familia de subconjuntos de Y . 

 

 

El límite inferior de Kuratowski cuando x  tiene a 0x  de la familia  XxxA /  se 

denota  por  x
xx

A

0

inflim


 y se define como 

 











0;lim/:inflim
0

0

x
xx

x
xx

AvdistYvA  

 

 

 

Definición 5.4.2   Sean : X un espacio métrico  e Y  espacios de Banach. 

  YXF :  una correspondencia. 

     )(; Fgrafyx  , 0k . 

 

La variación  de F en  00 ; yx  de orden k se denota por );( 00 yxF k  y se define como 

 

 







 






k
h

h
Fgrafyx

yxyx

k

h

yxBF
yxF

)(
inflim:);(

0
)();(

;);(
00

00

 

Observaciones. 

 

  00; yxF K  es un subconjunto cerrado de Y . 

  00; yxFv K  sí, y solo si    0nh ,   )(; Fgrafyx nn   que converge a 

 00; yx , existe una sucesión   vvn  tal que     nnn
k
nn hxBFvhy ; . 
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Definición 5.4.3  Sea Y  un espacio de Banach. Se dice que Y  es uniformemente suave 

si su norma  es uniformemente diferenciable según Fréchet; es decir, si para 

cualquier función  ;0,0:O  con 0
)(

lim 
 t

tO

ot
 y para cualquier Yy con 

10  y , existe   YyJ   con   1
Y

yJ  tal que 

 

 tOvyJtytvyIRt
v




);(sup:
1

 

 

Observación. Todo espacio de Banach uniformemente suave es un espacio reflexivo. 

 

 

Teorema 5.4.1 Sean:   dX ;  un espacio métrico completo. 

     ;Y  un espacio de Banach uniformemente suave. 

  YXF :  una correspondencia con gráfico cerrado. 

     )(; 00 Fgrafyx  . 

 

Si existen 0 , 0M  y un conjunto compacto YQ  tales que  

 

    

























 

)()();(
)();(

1

00

);(

yBxByx
Fgrafyx

QMByxFcoInt  

 

Si para algún  1k ,  );(0 00 yxFcoInt K , entonces existe 0L  tal que 

 

  )(; Fgrafyx   cerca de  00; yx , Yz  cerca de 0y : 

 

  kzyLzFxdist
1

1 )(;   

Demostración.  

 

Por el Teorema 5.2.1 es suficiente probar que existe 0  tal que  

 

  )(; Fgrafyx  cerca de  00; yx , 0h  pequeño :  

 );( hxBFBhy
o

k   …………(21) 

 

 

Procedamos por contradicción. Supongamos que  

 

  )(;0 Fgrafzt  cerca de  00; yx , 0h pequeño, 









o
k Bhzy   con 

 );( htBFy . 
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Para cada INn  sea  

kn

n

2

2

1










 . Luego, existe   )(; Fgrafzt nn   que converge a 

 00; yx , existe    ohn , existe 
02

2

1
Bhzy k

n

kn

nn











   con  

 

 );( nnn htBFy  ……………....(22) 

 

 

 

Para cada INn  considere el espacio métrico  nn dE ;  dado por 

 

 

   









vvuudvuvud

YhtBFgrafE

n

nnn

,:);(;);(

);()(: 
 

 

Es claro que cada  nn dE ;  es un espacio métrico completo. Sea IREf nn :  la 

función definida por  

    k
nnn yyyxfEyx

1

;:;   

 

la cual es claramente continua. Por el Principio Variacional de Ekeland existe 

  nnn Eyx ; que satisface las siguientes condiciones: 

 

  
n

h
zytxd n

nnnn
2

;   

 
2

1

2n

h
yy nk

nn  ………………(23) 

     nn
k

n
k

nnn yyxxd
h

yyyyEyx  ;
1

:;
11

……..(24) 

 

 

Veamos que nn yy  . 

 

Procedamos por contradicción. Supongamos que nn yy  . De (22) se tendría que 

 );( nnn htBFy  . Por otro lado, como   nnn Eyx ; , se tendría que 

 

      YhtByxFgrafyx nnnnnn  ;;)(;  

 

Es decir,  nn xFy   y  nnn htBx ; , lo cual implicaría que  nnn htBFy ;(  lo cual es 

una contradicción. Por lo tanto, nn yy  . 

 

De (23) se sigue que 10  nn yy . Como Y  es uniformemente suave existe 

Ypn
  con 1

Ynp  tal que 
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 tOvtpyyvtyyIRt nnnnn
v




;sup:
1

……….(25) 

 

donde   ;0;0:O  es una función tal que 0
)(

lim 
 t

tO

ot
. De (25) se sigue que 

 

 tOvtpvtyyvconvIRt nnn  ;:1, ……….(26) 

 

Veamos que 

 

 nnnnnn yyOyypyyyyYy  ;: ………..(27) 

 

En efecto, sea Yy  cualquiera. Si elegimos 

 

n

n
n

yy

yy
vyyt




 ,  

 

Usando  (26)  obtenemos 

 

 



















n

n
nnnnnnn

yy

yy
yyyyyyyyyy  

 

      nnnnn yyOyypyy  ;  

 

lo cual prueba (27). 

 

Veamos que  

 









































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nn

n

n

n
n

k
nn

k
n

yy

yy
O

yy

yy
p

k
yyyy ;

1
1

11

………...(28) 

 

donde   ;0;0:O  es una función tal que 0
)(

lim 
 t

tO

ot
. 

 

 

En efecto, de (27) se sigue que 

 

   k
nnnnn

k
n yyOyypyyyy

11

;   
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 
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k
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











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










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













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n
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n
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k
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k
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1
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1

 

 

donde   ;0;0:O  es una función tal que 0
)(

lim 
 t

tO

ot
. Esto prueba (28). 

 

Veamos que   :; nEyx    

  nn

k

k

nn

nn

n

nnnn yyxxd
n

yy

yy

yy
Oyyyyp

k



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




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

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







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0

1

…(29) 

En efecto, para cada   nEyx ; , de (24) y (28) se tiene que  
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n
k
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n
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

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  nn yyxxd
n

 );(
1

 

lo cual implica que 
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y de aquí se sigue que 

 
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lo cual muestra (29). 

 

 

Si definimos 

k

k
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n

n
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h

2
1
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:
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 

k
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


);(
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entonces  

k

nnn hnyy     y   n
kk

nn hnyy 2
11

  

 

Veamos que    nnnn htBhxB ;;  ……….(30) 

 

En efecto, si  nn hxBw ; , entonces   nn hxwd ; . Luego, a partir de 

 

        n
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k

k
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n
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1

 

se sigue que  nn htBw ; .Así, hemos probado (30). 

 

Ahora veamos que   
  

k

n

nnn
n

h

yhxBF
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


;
:  

 





 



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
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
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1
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En efecto, sea 
  

k

n
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n

h
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


;
 cualquiera. Si hacemos nywy   se tiene 

que 

 
  
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


;
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Usando (30) se tiene que     nnn

k

nn htBFyyhy ; . Reemplazando en (29): 
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se obtiene (31). 

 

Sea  00; yxFv k  cualquiera. Para las sucesiones  nh  y   )(; Fgrafyx nn   que 

converge a  00 , yx  que hemos obtenido anteriormente, existe una sucesión   vvn   

tal que 

  nnn

k

nn hxBFvhyINn ;: 




  ……….(32) 

 

De (32) es claro que nn Av  . Usando (31) tenemos que  
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Sea p  cualquier elemento de la clausura débil de  INnpn /  ( este p existe pues 

Y  es un espacio reflexivo). Si en (33) tomamos límite cuando n  obtenemos 

vp
k

;
1

0  . Así, hemos probado que 

  0;:; 00  vpyxFv k  

lo cual implica que  

 

       0;; 0000 


yxFcoyxFp kk 0 p ………(34) 
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Veamos  ahora que 0p . 

 

En efecto, sea   nn yxFv ;1  cualquiera. Luego, existen    0ih ,   vvi   tales que 
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Sea iin vhyy  . Reemplazando en (29): 
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Dividiendo por ih : 
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Tomando límite cuando i : 
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 . Luego, 
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Sean Yz  y 0r  tales que 

 

   
  





















 

 ;);();(
)();(

1

00

);(

yBxByx
Fgrafyx

QMByxFcoIntBrz  

 

Sea Bwn  tal que  
n

wp nn

1
1;  .  Sean 

  );(1
nnn yxFcoa  , Qqn   tales 

que 

nnn qawrz   



 

 

 

 

68 

Luego, a partir de 
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se tiene que  

nnn
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Sean  
inp  ,  

inq  sucesiones tales que  
inp  converge débilmente a p  y  

inq  

converge a Qq  . Si en (36) tomamos límite cuando n obtenemos rqzp ;  

lo cual muestra que  0p .  

Es claro que la última conclusión contradice  (34). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 






