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Algoritmo y Complejidad

El estudio de la complejidad de problemas relativos a algoritmos de progra-
macion lineal es uno de los objetivos de estudio del presente capitulo. En particular,
se estudia la resolubilidad de problemas con algoritmos de complejidad polinomial.
Para estudiar la complejidad de los problemas, el primer paso sera describir que
se entiende por conceptos tales como 'problema’, tamano’, 'algoritmo’, tiempo de
ejecucion’, etc. Trabajaremos con x € R™ vector columna. En este Capitulo se de-
muestra que el método simplex, tiene convergencia exponencial en el peor de los
casos, se estudia también la complejidad del método del elipsoide que al igual que
el método de Karmarkar es un algoritmo de complejidad polinomial. Para el estudio
de la complejidad del algoritmo del elipsoide se define el volumen de la envoltura
convexa apartir de una medida, finalmente se expone brevemente como se aplica

este método en problemas de programacion lineal.

1.1. Letras, Tamano, Palabras

Basicamente cuando se formaliza el problema de complejidad los objetos son

simbolos y cadenas de simbolos.

Definicion 1.1.1. Sea >, un conjunto finito (a menudo >, = {1,0}). >, es llamado

el alfabeto y sus elementos son llamados simbolos o letras.

Definicion 1.1.2. Una sucesion finita y ordenada de simbolos de Y. es llamada

cadena (de simbolos) o palabra.

Definicion 1.1.3. Denotemos por Y.)* al conjunto de todas las cadenas de simbolos
de ..

Definiciéon 1.1.4. El tamano de una cadena es el numero de sus componentes.



La cadena de tamano 0 es la cadena vacia, denotada por ®.

Las cadenas pueden tener la forma de sucesion finita de ntimeros racionales,
vectores, matrices, grafos, sistemas de ecuaciones lineales o inecuaciones, etc. Hay
varios métodos generales de transformacion para codificar estos objetos de manera
uniforme, como cadenas de simbolos de algtn alfabeto prefijado con {1, 0}.
Dependiendo de estos métodos de transformacion, esto induce el concepto de tamano
de dichos objetos. Los tamanos de un niimero racional o = § con p, q enteros primos
entre si, de un vector racional ¢ = (04,03, ...,0,) y de una matriz racional

A = (ag),, ., donde i =1..m,j = 1..n; se definen como:

tam () 1+ [log (|pl) + 11 + [log (gf) + 1]

tam(c) = n+tamo; + ...tamo,

tam (A) = mn+ Z tama;;
1,J

Nota: [x] denota el mayor nimero entero menor o igual que x.
El tamano de una desigualdad lineal az < [ 6 una ecuacién ax = [ es igual a
1 + tam (a) + tam (B) . El tamano de un sistema Azx < b (Az = b) de inecuaciones
lineales 1 + tam (A) + tam (b).

A menos que se indique lo contrario, log representa el logaritmo en base 2.

Definicion 1.1.5. Sean f,g : N — R funciones reales, decimos que f (n) = O (g (n))
st existe ¢ > 0 y ng € N tal que:

| f(n) |< cg(n),Yn = no.

La O que define esta expresion significa que f esta acotada por g a partir de ny.

1.2. Problemas

Definicion 1.2.1. Se define un problema como un subconjunto 11 de Y* x >*

donde Y es algun alafabeto.

Asf un problema puede tener la forma de una interrogaciéon o la forma de una
tarea.

Ejemplo 1.2.1. El problema matemdtico: "Dado z € >.*, encontrar unay € Y," tal
que (z,y) € I1, o decidir que tal cadena y no existe".

Aqui, la cadena z es llamada la entrada del problema, e y es la soluciéon o salida.



Definicion 1.2.2. El problema I1 es llamado problema de decision o problema si/no

si, para cada (z,y) € 11, y es la cadena vacia P.

En este caso, el problema es a menudo identificado como el conjunto y de cadenas
z € 3" para las cuales (z, ®) pertenece a II.

Un problema también puede indicarse de la siguiente forma:

"Dada una cadena z € >.*, decidir si pertenece a x", o "dado z € )" ; Pertenece
a x7".

Veamos algunos ejemplos de problemas:

Ejemplo 1.2.2. Consideremos:

1. {((A,b),®) /A es una matriz de orden n x n, b € R*, tal que Ax <b para al
menos un vector columna x € R™}.
Esto quiere decir:

Dado un sistema Ax < b de desigualdades lineales, ;tiene solucion?

2. {((A,b),x) /A es una matriz de orden n x n, b,x € R*, tal que Ax < b}.
Esto quiere decir:
Dado un sistema Ax < b de desigualdades lineales, encontrar una solucion si

existe, caso contrario decir que no existe solucion.

1.3. Algoritmos y Tiempos de Ejecucion

Definicion 1.3.1. Entenderemos por algoritmo a una lista de instrucciones que

permiten resolver un Problema.

Para una entrada z € Y., un algoritmo para el problema IT € >.* x Y * determina
una salida "y" tal que (z,y) € II, o se detiene sin determinar ninguna salida si no
existe tal "y".

Un algoritmo puede ser definido como una cadena finita, W, de ceros y unos. Se
dice que ¥ resuelve el problema II o que es un algoritmo para II, si para cualquier
entrada z de II, si introducimos la cadena (¥, z) en una maquina universal de turing;
la maquina se detiene después de un numero finito de pasos, proporcionando una
cadena "y" con (z,y) € IT o no proporciona cadena alguna en caso de que no exista.

Hay varias formas de definir el concepto de tiempo de ejecucion para indicar la
cantidad de operaciones elementales de bit necesarias en la ejecucion de un algoritmo
por una computadora.

El tiempo de ejecucion depende de la particular implementacion del algoritmo.



Definicion 1.3.2. Sea ¥ un problema determinado con J un conjunto de indices,
entonces U, es la familia de soluciones del problema ¥, y ¥;(n) la familia de solu-
ciones de U cuyo tamano n, Tj(n) el tiempo de ejecucion del algoritmo para la

solucion V;(n), se define como:
T(n) = max{Ty(n),f € J}

Ejemplo 1.3.1. Dado el polinomio P(n) = 3n* + n + 4 donde n es el tamano
del problema del algoritmo V¥, el cual acota al tiempo de ejecucion del algoritmo
mencionado, decimos que el algoritimo VU queda polinomialmente acotado por O(n?)
es decir T(n) < cn?, donde c € R.

Definicion 1.3.3. Un modelo en el cual el tiempo de ejecucion de una instruccion

de un algoritmo se considera constante se llama modelo aritmético.

Definiciéon 1.3.4. El modelo bit es un modelo en el cual cada instruccion es des-
compuesta en un conjunto de instrucciones elementales que operan sobre nimeros
de un solo bit y se asume que el tiempo de ejecucion cada instruccion elemental es

una unidad de tiempo.

1.4. Algoritmos Polinomiales

El tiempo de ejecucion de un algoritmo dependera, en general del problema al
cual es aplicado. Sea T'(n) el peor caso de tiempo de ejecucion de algin algoritmo
sobre todos los problemas de tamano n, de acuerdo al modelo bit. En otras palabras,
sobre todos los problemas de tamano n, consideremos un problema el cual toma el

algoritmo mas grande.

Definicion 1.4.1. Un algoritmo se ejecuta en un tiempo polinomial si existe un
entero k tal que T(n) = O(n*).

En [3] en la seccion 1.6 existe el ejemplo de la inversiéon de una matriz por
eliminaciéon gaussiana, en este caso el algoritmo converge polinomialmente tanto
para el modelo bit como para el modelo aritmético, existen otros aspectos aiin no
estudiados como la eleccion del lenguaje de programacion, la secuencia en la que
se dan las instrucciones en estos lenguajes puede hacer que un algoritmo resulte
polinomial para un lenguaje para otro no.

Las operaciones aritméticas elementales son: adicién, sustraccion, multiplicacion,
division y comparacion de niimeros. En aritmética racional, estas operaciones pueden

ser ejecutadas por algoritmos polinomiales. Por tanto, para reducir la polinomialidad
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de un algoritmo que incluya una secuencia de operciones aritméticas elementales es
suficiente demostrar que el niimero total de estas operaciones esti polinomialmente

acotado por el tamano de la entrada.

1.5. Tiempo de Ejecucion del Algoritmo Simplex

Para probar que el método simplex con la regla de ejecucion de pivote de Dantzig,
se puede comportar como un algoritmo polinomial en muchos casos. Consideremos

el siguiente problema propuesto por Klee y Minty en su articulo [10]:

max  {2" lzy + 2" 2o 4+ .+ 20,1 + 2}

s.a. I < 5
dxq + 29 < 25
81’1 + 4£C2 + Z3 < 125 (LPn)
2y + 2" ey + 2" 2 + -+ Aoy, 4, <B
T1,Lo, ...k, = 0

Teorema 1.5.1. Aplicando el método simplex al problema LP,, con la regla de

seleccion pivotal de Dantzig, se requiere la construccion de 2" tablas.

Demostracion. Sean yi, s, ..., Y, las variables de holgura anadidas a LFP,. observa-
mos que:
Para z; se verifica inmediatamente. El problema con x1,xs,...,z,_1 variables

tiene como funciéon objetivo
Objp_1 = 2" 221 + 2" 309 + ... + 2200 + Tn_s
y como valor maximo 5" !, se puede ver que
0 < Objp, 1 <5
La desigualdad
2y 4+ 20 g + 2" 2y - Ay + T, <5

se introduce para el problema con n — variables entonces

22 (2" Py 4+ 2T p + Tpy) 2, <D
22 (Objy—1) + x, < 5"
r, < 5" —2%(0bj, 1)



la funcién objetivo sera
Obj, = 2" tay + 2" 29 + ... + 22,1 + T,

asi
Obj,, =2 (Objn_l) +x, < 2 (Objn_l) + 57 — 22 (Objn_l)

Obj, < 5" —2(0bj, 1)
Entonces el mayor valor de Obj,, = 5" de la ultima desiguldad del problema de n
variables si x,, = 5", se cumple que 1 = x5 = ... = x,_1 = 0 ademas esta solucion
es Unica, en efecto supongamos que existe otra soluciéon entonces:
22 (Objp 1) +x, < 5" esto es Obj, +20bj, 1 < 5" por lo tanto Obj, < 5" —20bj, 4
si x1,x9,...,T,_1 tienen valores diferentes de cero entonces Obj, < 5" y esto es
absurdo.

Ahora En el sistema de inecuaciones introduzcamos las variables de holgura

Y1,Y2, s Yn—1, Yn €S decir:

T1+ W% = 5
dry + 29 + Yo = 25
8I1 + 4LL’2 + x3 + Ys = 125
2"y + 2" g 4wy T Y = D7

en la ultima igualdad si x,, = y,, = 0 entonces

22 (2"_21:1 + 2" By 4 4 200 + :L‘n_l) =5".....(%)

pero Obj,_1 es como méximo igual a 5" !y de (*) Obj,_; resulta que es 2= > 571,

por lo tanto las dos variables son diferentes de cero o una es diferente de cero y
la otra es cero. Como hay n variables bésicas supongamos que x, y ¥, son basicas
luego quedan n — 2 variables basicas y n — 1 pares (x;,y;) al menos un par seria
0,0), lo cual no puede ser, entonces si x; es basica y; no es bésica y viciversa.

7 ) Y

De manera ilustrativa resolvamos el sistema con el método simplex

méx {227 + 2wy + 23}

s.a. I < 5
Azy + 2 < 2% (1.1)

2321 + 4y + 73 < 53

Ty, 9, x3 = 0

se obtienen las siguientes 2% tablas



z T T2 T3 Y1 Y2 Y3
-22 2 -1 0 0 0]0
Y1 1 0 0O 1 0 015
Yo | 4 1 0 0 1 052
ys | 8 4 1 0 0 1|5
Cuadro 1.1: Tabla del Simplex
Z T o T3 Y1 Y2 Y3 z ry T2 T3 Y1 Y2 Y3
-22 -2 -1 0 0 00 0o -2 -1 4 0 0120
Y1 1 0O 1 0 O0]5 x| 1 0 1 0 0
Yo | 4 0 0 1 0]52 ys | O 1 -4 1 0
ys | 8 1 0 0 1|5 y3 | O 4 -8 0 1|85
Cuadro 1.2: Tabla 1 del Simplex Cuadro 1.3: Tabla 2 del Simplex
z ry T2 T3 Y1 Y2 Y3 z Ty T2 X3 Y1 Y2 Y3
0 0 -1 —4 030 4 0 -1 0 2 0150
x| 1 0 0 1 0 | 1 0 1 0 0] 5
Ty | O 1 0 —4 1 0 Ty | 4 1 0 1 0125
y3 | O 0 1 8 —4 1165 ys | —8 0 0 —4 1125
Cuadro 1.4: Tabla 3 del Simplex Cuadro 1.5: Tabla 4 del Simplex
z Ty T2 T3 Y1 Y2 Y3 z Iy T2 T3 Y1 Y2 Y3
-4 0 0 0 =2 1|75 0 0 O 4 -2 1195
v | 1 0O 0 1 0 0] 5 x| 1 0 O 1 0 0
Ty | 4 1 0 O 1 0125 Ty | O 1 0 —4 1 0
x3 | -8 0 1 0 —4 1|25 x3 | 0 0 1 8 —4 1165
Cuadro 1.6: Tabla 5 del Simplex Cuadro 1.7: Tabla 6 del Simplex
z Ty T2 T3 Y1 Y2 Y3 z T T2 T3 Y1 Y2 Y3
0 2 0 —4 0 1105 4 2 0 0 0 1125
x| 1 0 0 1 0 0| 5 Y1 1 0 0 1 0 0] 5
ya | O 1 0 -4 1 0] 5 | 4 1 0 0 1 0] 25
x3 | 0 4 1 -8 0 1] 8 5| 8 4 1 0 0 1] 5

Cuadro 1.8: Tabla 7 del Simplex

Cuadro 1.9: Tabla 8 del Simplex

De estas tablas se pueden tener las siguientes hipotesis inductivas, que la primera

fila de las tablas tiene coeficientes enteros y las tablas 1 y 2" para el problema LP,



SO1:

—Ct —1 01><n,1 0 0

Anflxnfl 0nfl><1 [nflxnfl Onflxl bnflxl
2Ct 1 01><n,1 1 5m

Cuadro 1.10: Tabla 1 del Simplex

ct 0 O1xn1 1 o™
An—lxn—l 0n—1><1 In—lxn—l On—lxl bn—1><1
QCt 1 01><n,1 1 5™

Cuadro 1.11: Tabla 2™ del Simplex

donde ¢! = (2771 27=1 .. 22 2)  Si construimos el problema LP,,; en tablas
tenemos
Ln+1 Yn+1
—2c —2 —1 O1xn-1 0 0 0
An—lxn—l 0n—1><1 On—lxl In—lxn—l On—1><1 On—lxl bn—lxl
2ct 1 0 O1xn-1 1 0 5%
4ct 4 1 01 xn—1 0 1 St

Cuadro 1.12: Tabla del Problema LP,

Se puede ver que las columnas n + 1 y 2n + 2 no son pivote para las 2" — 1
primeras tablas porque los coeficientes de la primera fila son enteros y como minimo
—2, v la dltima fila tampoco puede ser pivote ya que si esto ocurriera Z, 11V Yni1
serfan diferente de cero ambas, ademas si se retiran las columnas n+1y 2n+ 2 con
la dltima fila el problema tiene la misma estructura que LP, entonces el problema
se resuelve como LP, hasta la tabla 2". Por la similaridad a LP, luego de 2" — 1
tablas

2¢t 0 -1 Oixn-1 2 0 23"
Anflxnfl Onflxl Onflxl [nflxnfl On71><1 Onfl><1 bnflxl
2¢t 1 0 Opxn—1 1 0 o"

—4Ct 0 1 01><n—1 —4 1 5™

Cuadro 1.13: Tabla 2" del Simplex de LP,

Se observa que el valor de la solucién de la funciéon objetivo es el doble ya que
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los coeficientes de la primera fila son el doble, de igual forma el pivote es el indicado

en negrita, entonces observando la tabla 2" + 1 del cuadro (1.14)

—2ct 0 0 Oixpn_1 —2 1 335"
Apn—ixn—1 On—ixt Op—ixt Tn—ixn—1 Op—ixi Op—ixi bn—ixa
2ct 1 0 Oixn_1 1 0 5"

—4¢ 0 1 O1xpn1 —4 1 "

Cuadro 1.14: Tabla 2" + 1 del Simplex de LFP,

Por las mismas razones del caso anterior es decir, se puede ver que las columnas
n+ 1y 2n+ 2 no son pivote para las siguientes 2" — 1 tablas, porque los coeficientes
de la primera fila son enteros y como minimo —2, entonces el problema tiene la
misma estructura de LP, solo que y, estd en vez de x,, y y,,1 esta en vez de x, 1,
en 2" — 1 pasos llegamos a la tltima tabla entonces 2" 4+ 1 + 2" — 1 = 2"*! pasos, se

observa que el simplex es exponencial en este caso. O

1.6. Tiempo de ejecuciéon medio del Algoritmo
Simplex

Recientemente, Borgwardt [1] ha demostrado que la media del tiempo ejecucion
del algoritmo del simplex esta polinomialmente acotada por el tamano del problema,
en cierto modelo probabilistico natural usando determinada regla de seleccion del

pivote. Borwardt demostro que el niimero medio de pasos al resolver

méx {c'x/ Ax < b} (I)

es O (n?’mﬁ) , Borgwart [1] supone que b es positivo. (m y n denotan el ntimero
de filas y columnas, respectivamente, de A).

Usando un modelo probabilistico diferente y con otra regla de selecciéon de pivote,
Smale [16], independientemente, ha demostrado para un m fijo, la siguiente cota

superior: O ((log n)m(m+1)), al resolver el problema
min {¢'x/x > 0; Ax < b} (IT)

La cota de Smale no es de tipo polinomial, pero puede ser mejor que la de Borgwardt

(si m es fijo y n — ).



Heimovich [6], combinando la regla de seleccion de pivote dé Borgwardt [1] con
una version méas general del modelo probabilistico de Smale, ha demostrado que el

nimero medio de pasos es, de hecho, lineal y puede ser acotado por

—n+1 +1

min g, m ; , m 3 para problemas de tipo (I)
1 1

min g, m;— , n 7;; * para problemas de tipo (II)

Para obtener estas cotas, no se ha supuesto b > 0.

Lo expuesto anteriormente coincide con la experiencia practica observada al
aplicar el método del simplex: El tiempo medio de resoluciéon de problemas de pro-
gramacion lineal por el algoritmo del simplex es lineal en el niimero de variables. A
pesar de estos buenos resultados "medios", los investigadores han intentado encon-

trar métodos de resolucion que trabajaran en tiempo polinomial.

1.7. El Algoritmo de la Elipsoide

En el ano 1979, el matematico soviético L.G. Khachiyan [9] publicé una de-
mostracion, de que cierto algoritmo para resolver problemas de programacion lineal
es polinomial, resolviendo asi, al menos tedricamente, una cuestiéon abierta desde
bastante tiempo antes. El resultado de Khachian [9] se basa en los trabajos de otros
matematicos soviéticos sobre programacion no lineal, en particular de Shor, Yudin
y Nemirovskii [12].

Dicho algoritmo es conocido como algoritmo del elipsoide, el algoritmo es itera-
tivo y, en principio, se aplica a un problema del siguiente tipo : Dado un conjunto
de desigualdades lineales del tipo Az < b, jtiene una soluciéon?. Entonces, en cada
iteracion se construye un elipsoide que contiene siempre una soluciéon del proble-
ma anterior (si la hay) . El elipsoide construido en cada iteracion es siempre."mas
pequeno que el anterior, de manera que, después de un determinado ntmero de
iteraciones se encuentra una soluciéon o se concluye que tal solucién no existe. A
continuaciéon exponemos el algoritmo y una serie de resultados previos, que nos
permitiran probar la convergencia polinomial del mismo.

Consideremos pues el siguiente sistema de desigualdades lineales estrictas con

coeficientes enteros:

alx <b; (i=1,2,...m;a;€Z", x€R", b; € Z) (1)

Las condiciones impuestas a los coeficientes ¢; y b; no son restrictivas puesto que si

una ecuacion tiene los coeficientes en Q\ Z, reducimos al caso anterior multiplicando
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por el m.c.m., y si fuese irracional, estos son truncados cuando se lleva el problema

al computador, por lo que son tratados como racionales sea:

Ax < b, (A =[aijlmxn,z € R", be R™) (2)
Se Define el tamano del problema (2) de la siguiente forma:
L=[> (loglay|+ )]+ (log|b;| + 1)] + [log (mn) + 1]

ij i
aiﬂéﬂ b; #0

1.7.1. El Algoritmo

Definimos una sucesion zg, x1,...,€ R™ y una sucesiéon de matrices simétricas

definidas positivas de orden n: Ag, A;, ... recursivamente

1 Akaz’k

Tk+1 = .lek_n+1' a? Akai
\/ k k
t
Apr = n’ <A 2 (Akaik) (Akaik) )

L — .
n?—1 n+1 at Aga;,
k

con: zg = 0, Ag = 2°/1, a; € R",b; € R. Se comprueba si z es una solucion de
( 1), si esta se cumple se detiene el proceso. Si no, se toma una cualquiera de las
desigualdades de (1) que no se cumple

t
a; T = b,»k

como veremos mas adelante.
Notar que el producto del vector Aga; por su transpuesta (Aga;)" en la segunda
igualdad da como resultado una matriz n x n.

El resultado fundamental viene dado por el siguiente teorema.

Teorema 1.7.1. Si el algoritmo se detiene, x, es una solucion de (1) Si el algoritmo

no se detiene en 4(n + 1)>L pasos, entonces (1) no tiene solucion.
Demostracion. veremos méas adelante en la pagina (18). O

Nota 1. Este teorema asequra la polinomialidad del algoritmo, pues en cada paso

hay que realizar un nimero de operaciones elementales de orden polinomial.

La primera afirmaciéon del teorema es, por supuesto, una repeticion de la regla
de parada del algoritmo antes descrito. Para probar la segunda parte, definiremos

previamente algunos conceptos, y daremos varios lemas.
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Definicion 1.7.1. Dado z¢g € R™ y una matriz D, ., simétrica y definida positiva.
Entonces:
(x —20)' D7 (z — 1) < 1

define un elipsoide E(xq, D) con centro xq. Los vectores x € R™ para los cuales se

verifica la igualdad, definen la frontera de dicha elipsoide.

Lema 1.7.1. Las matrices Ag, ..., Ay, ... de orden n x n son simétricas y definidas

positivas.

Demostracion. La simetria es evidente. Supongamos que A, es definida positiva
luego define un elipsoide E(xy, Ax). Mediante una transformacion afin adecuada,
podemos transformar este elipsoide en la esfera unidad y el vector a;, en (a,0,0,...,0)

con o > 0. De esta forma se obtiene:

1
= —-.0,...,0
Thkt1 (n+17 PR )

n*  (n-—1
Ak+1 = 2 _ 1dzag (n—ﬂ’ ]_, ceey ]_>

Que es definida positiva. Asi pues E (zy, Ag) define una sucesion de elipsoides. [

Definicion 1.7.2. Al elipsoide E (x, Ax) lo denotaremos como Ej.

Lema 1.7.2. Se verifica que 2* = T] ] (lai;| + 1) [T (|b:| + 1) (mn + 1) donde L

j=1 i=1

—_

1=

es el tamano segin (2).

Demostracion. Basta probar que que si n € N~ {0} entonces:

2loentl > (p 4+ 1) o equivalentemente log(n+1) < logn+1 Consideremos el intervalo
I, =[27,2P*! — 1] donde pe N. Sip e Ny n € [, nN~ {0}, por ser log z una funcion
monotona log(n + 1) < log (2P — 1+ 1) = p+ 1 y por otra parte:
logn+1>log2? +1=p+ 1. O]

Lema 1.7.3. Si M es el valor de un determinante cuyos elementos son a;; de la

matriz K = [aij]nxn que define el vértice de un poliedro, se verifica que:

M < HH(|6LU| +1).
i
Lema 1.7.4. Sea v = (v',...,v™)" un vértice cualquiera del poliedro
I = {xER"/aﬁx <b,r>0,0,€ER" b eR, i = 1,...,m}

se verifican:
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‘ . 2k
a). Las coordenadas de v son nimeros racionales de denominador menor que —.
n

b). |v| < 2F. (|| denota la norma 2)
Demostracion.

a). Por ser v un vértice, sus coordenadas seran solucion de un sistema de ecua-
i

siendo

ciones de orden n que con la regla de Cramer seran de la forma v® =
My M determinantes cuyos elementos son coeficientes de las desigualdades
que definen al poliedro I, es decir ,0,1, a;;,b;. Tendremos pues que M y M’

son enteros y ademas, por los lemas anteriores:

L

M < T losl + DTl + 1) < %

b). Por ser M entero no nulo, |[M| > 1. Ademaés, analogicamente al apartado
L

anterior M; < —, Vi Luego
n

n A/n
O
En principio, vamos a suponer que el poliedro definido por (1) esta acotado.
Definicion 1.7.3. Definimos el volumen de la envoltura convexa en R™ como
n Yk ynfl
Vol,, = abs Z(—l)kf Vol —dy
k=0 0 Y
donde yi es la dltima nupla del punto (ul, yx)
1 | 1 - 1
VOln—l,k = Y] det Y; € ]R, u; € Rnil
(n—1)! Up -+ Up—1 Ugg1 -~ Up
de esta manera
1 1 1 1
Vol, = o det | wy -+ up_1 up -+ up
Yo - Yx—1 Yr - Un

Lema 1.7.5. Sea Q = {z € R"/alzx < b;, a; e R, Vie N, |z|| < 2%} se verifican:

13



a).
b).
c).

QCE().
Vk3i tal que Q < {x e R"/ — al(x — z) > 0, a;, x4 € R"}.

Si Q # ®, entonces Vol(Q) > 2~ (UL,

Demostracion.

a).

Por definicién, Fy es la esfera centrada en el origen y de radio 2%
Ey = E(wg, 4g) = {w € R"/(x — 20)' Ay  (z — m0) < 1, 29 € R"} donde Ay es

una matriz simétrica de orden n x n segun la definicion.

. Por la definicion del algoritmo, x; no verifica la restriccion iy, es decir,

t
a; Tk = bik

size@ = aka<bl-
y combinando las dos desigualdades queda:

—afk (x —ay) > 0.

Si @ # @, el poliedro definido por las restricciones (abierto) ha de contener
necesariamente un punto interior. Se verifica que dicho poliedro tiene n + 1
vértices linealmente independientes. En efecto, si todos los conjuntos de n + 1
vértices fueran linealmente dependientes el poliedro estaria contenido en un
hiperplano de dimensién menor que n. Sea x un punto interior y sea ¢ la
minima distancia de x.a las caras del poliedro .Evidentemente ¢ > 0 y la

esfera de centro z y radio ¢ esta contenida en el poliedro lo cual es absurdo.

Sean pues vg, Vy..., Up, n+1 vértices linealmente independientes. Denotemos por
H la envoltura convexa definida por dichos vértices. Si x es un punto interior
de H, por una parte, verifica alx < b;,Vi. Y ademas, por ser: |v]| < 2% Vi

(lema 1.7.4) y por ser x combinacién convexa de vy, vy..., v, se tiene
| < 2"

concluimos que Int(H) = @ = Vol(Q) > Vol(H), por otra parte de la defini-

ci6n 1.7.3
det UO Ul P UTL
1 1 .- 1

14
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. M:
y por ser v; = 3/ tendremos
J

ME oo M
1 1 : .
Vol(H) = ————————|det ’ '
(H) n! | M| ... |M,| Mp oo M
My --- M,

el ultimo valor absoluto de la expresion anterior es mayor o igual que 1 ya que
es entero y estrictamente mayor que cero. Y como

2L
|Mj| < —,Vj
n

tendremos ) .
Vol(H) > ————= > 9~ L(n+1)

]

En caso de que el poliedro definido por (1) fuera no acotado, bastaria anadir las

restricciones:

lz;| < — i=1,..,n.

Lema 1.7.6. Vk, Ex N {x eR"/ — aﬁk (x —xp) > 0, i, , Ty € R”} c B

Demostracion. Mediante una transformacion afin, E) se puede transformar en la
esfera de radio unidad centrada en el origen. Y mediante un giro de centro el origen
(que deja dicha esfera invariante), el vector —a;,se puede transformar en (a0, ..., 0)
con o = Haik H > (. Y por las propiedades de dichas transformaciones en R podemos

realizar la demostracién con dichos elementos. Asi pues:

1
= —0,...,0
Tk+1 (n+17 ) ) )

2 —1
Apyr = " diag (n—,l,...,l)
n

n?—1

Seaz € B, n {weR”/—aﬁk(x—xk) > 0, aik,xkeR”} c Eiyq

|* <1
—a; (v —ap) = ary >0
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t A—1 — .t A1 t A—1 t -1
= (T = @) Ay (0 = wpn) = @A = 200 AL T + 2 AL s

2 2
_n 5 2 L] 2x(n"—-1)(n+1)
Con2—1 =" + —1 n?(n?—1) *
(n? —1)(n+1)
n?(n+1)%(n —1)
nr—1,_ ., 2n+1), 1
= 2n2 : H'IH + n2 2( (Qi; 1_)1'1) + ﬁ
n- — ) n
= n2 [”LK” — 1] + Txl(:cl — 1) +1
< 17
pues |z <1y 0 <z <1
luego x € Ej 11 ]

Definicion 1.7.4. Sea T : R" — R" una transformacion afin definida como:
T(Y)={yeR"fy=Ax+b si zeT} (1.2)

Definicion 1.7.5. El volumen de un conjunto Y < R™, lo denotamos por Vol(Y) y
se define como:Vol(T) = § . dx
de modo que

Vol(T(Y)) = §,crer dy
= SmeT | det(J(x))|dx
= §,oy | det(A)|dz
Vol(T(T)) = |det(A)|§, oy dz

de modo que Vol(T(Y)) = |det(A)|Vol(T).
Si R es una matriz de rotacion definida como

2(u + Jluler)(u + [uller)’
u + |ulley

R = —I ,e;=(1,0,0,...,0),ueR"

entonces R'R = I, como D es simétrica y definida positiva define un elipsoide
entonces existe D™ que admite descomposicion D 2D 2 =D sea D:D2 = D.

Sea
By =E(0,I)
E1 =F (Io, D)
Sea S(z) una transformacion affn tal que S(z) = D™z (z — z,)

W(z) = RS(z)
= RD™ (z — z0)

entonces W (E;) = Ej.
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Dada F = R™ — R" Lineal y afin definida como

1

F(z) =D 2 (z—x);siA =D

entonces F'(F;) = FEy dado que

1o
(E—io)tAl A (—zy) <1
Fllz)F(z) <1

entonces F'(z) € Ey verifica la desigualdad anterior.

Size Ey = F(z) = A, ? (x — -%5) pertenece a Ey

Vol(E,) = det (Al)% Vol(Ey) entonces Vol(E;) = 4/det (A1)Vol(Ep).

Lema 1.7.7. .
a). Vol(Ey) < 20+,
b). Yk, Vol(Exi1) = ¢, Vol(Ey), siendo ¢, < 97T

Demostracion.

a). By = F (O,QQLI) esto es, la esfera de centro el origen y el radio 2¥. Dicha

esfera estd incluida (estrictamente) en un cubo de lado 2£+! cuyo volumen es

2n(L+1).

b). Como las transformaciones afines conservan la relacion entre voltumenes, pode-

mos razonar, como en el lema anterior, como con Fj, esfera centrada en el origen

y de radio unidad, y a} = (a,0, ...,0) Tendremos:

det(Aps1)]?
Vol(E = | ———2| Vol(E
Ol Bys1) [ det(Ay,) ol(Ex)
= [det(Ag+1)]2 Vol(Ek)
= ¢, Vol(Ey)
puesto que
A " diag ("0
= ia
k+1 B) g n+17 ) 9
. 1
n? " n? : n n?
Cn - e
n?—1 (n+1)2 n+1|n?2-1
pero
n = 1-— ! < e e
n+1 n 4+
n2 21
a1 - 1+n2_ < en®-1



luego
n—1 1 1

1 1 1
Cn, < eim€2(n2—1) = e 2(nt+l) < 2 2(n+1)

A continuaciéon pasamos a demostrar el Teorema 1.7.1

Demostracion. Supongamos que el sistema (1) admite una solucion y que el algo-

ritmo no la ha proporcionado en k pasos con k = 4 (n + 1)* L. Por el Lema 1.7.7.

Vol(Ex) = c,Vol(Ex—1) = ... = EVol(Ey) < 9 2 Qn(LA1)

4(n+1)2L
< 2 20D on(L+1)

= 9—(n+1)Lo—(n+1)Lon(L+1)

_ 9—(n+1)Lon—L

<2+ DL puesn < L
Por otra parte, por los lemas 1.7.5. y 1.7.6 y por recurrencia, se tiene que

Qc Ep= Vol(Q) < 2~m+L,
Ahora bien, ) # ¢ pues el sistema (1) admite solucion, y por el lema 1.7.5, tendremos
Vol(Q) > 2-(nDE

que es una contradiccion. O

Nota 2. Consideremos la matriz A,,x, los vectores columna ¢,z € R",y € R™, b€

R™ Si queremos resolver el problema de programacion lineal de la forma

min: c'z
s.aa. Ax=b (P)
x =0
basta considerar el problema dual
max by
s.a Aly<c (D)
y=0

por teoria de dualidad, si T e 7 son soluciones factibles de P y D, y si T = b'7y),
entonces T ey son soluciones optimas de P y D respectivamente. Considerando pues
el siguiente sistema:
cr = by
Ax = b
Aly <c
r=20,y=0

(C)
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st en la solucion de P existe y es finita, para hallarla basta calcular una solucion
de C. Finalmente observemos que el algoritmo del elipsoide se aplica a un sistema
con desiqualdades estrictas. En el caso de que esto no suceda, como por ejemplo en
el problema C, el sistema se puede transformar en otro con desigualdades estrictas
anadiendo perturbaciones. La validez de este procedimiento queda asequrada por el

siguiente lema

Lema 1.7.8. El sistema
alxr < b, (i=1,...m,zeR", a;€ Z",b; € 7) (1)
tiene una solucion si y solo si el sistema
alr <bj+e, (i=1,...m,x€R" a;€ Z",b; € 7) (2)
tiene una solucion. Donde ¢ = 272F.

Demostracion. Si el sistema (1) tiene una solucion esta también satisface el sistema
(2). Inversamente, supongamos que z, es una solucion del sistema (2), consideremos

el conjunto de vectores:

I= {aiEZ”/bi<a§xo <bi+57 l’oERn, bZEZ}

podemos suponer que

Vi, aj = Z Bjia;

a; €l
siendo 3;; ciertos coeficientes. En efecto, si a; es independiente de los vectores a; de

I, el sistema:

alz = 0,iel, zeR"

a.z = 1

t
j

tiene una soluciéon zy. Tomando x; = zg + Azg para A suficientemente pequeno
tenemos otra solucion z; de (2) y que tiene un vector més en el conjunto /. Y este
procedimiento lo prodremos repetir como méaximo m veces.

Asi pues

Vi, a; = Z Bjiai

aiEI/
para algtn subconjunto I’ de vectores linealmente independientes de I. Por la regla

de cramer, los coeficientes 3;; son cocientes de determinantes de valores absolutos
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M. . .,
2 Consideremos una solucion

menores que 2 (ver lema 1.7.4). Escribamos f3;; = i

"x”, del sistema:

¢

a;

l':bi,az‘EII

tendremos para cada j:

aieI’
= > Mybi — |M[b
aiel’
= — Z Mij (aﬁfo — bl) + |M| (G;fo — bj)
a;el’
< € <Z | Mji| + |M|> <272 (m + 1)2*F
a; el
< 1

va que 2 > m + 1. Ahora, por la definicién de x, los denominadores de sus com-
ponentes dividen a D por tanto [M| (a'Z —b;) es entero (y menor que 1) luego
(aéf — bj) < 0, y (1) tiene una solucién. Observamos que la construccion de z es a

partir de x( se realiza en un ntimero polinomial de pasos. O
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2
Algoritmo de Karmarkar

El algoritmo de Karmarkar resuelve el problema de programacion lineal cruzando
a través de la region factible, ésta es la diferencia principal frente al método simplex.
Al igual que el algoritmo del elipsoide encuentra la funcién objetivo con ayuda
de elipsoides que garantizan que las aproximaciones de la solucién se encuentran
dentro de la region factible del problema, ambos algoritmos presentan complejidad
polinomial, el algoritmo de Karmarkar a tenido exito en la disminucién del tiempo
de ejecucion de un problema frente al simplex.

Basicamente el algoritmo de Karmarkar transforma el problema 2.1 en el pro-

blema:

min Dy
s.a. ADy=0
ely =1
ly—¢f<ar;0<a<1
Esto indica que se busca la soluciéon en una esfera de radio menor o igual al de la
esfera inscrita en ey = 1. La interpretacion geométrica del método sera explicada

en el ejemplo 2.3.2.

2.1. Descripcion del Algoritmo

El algoritmo proyectivo de Karmarkar se aplica a un problema de programacion

lineal del tipo:

min czx

s.a. Arx =0
S (2.1)
z=0
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Donde ¢, z,e son vectores columnas de R™ : con e = (1,..,1) y A € Myxn.
Suponemos que se verifican las siguientes hipotesis:

H1: El valor 6ptimo de la funcién objetivo es cero.

H2: A es el rango completo por filas.

H3: 3 2° € R” con z° > 0, factible.

La idea basica de este algoritmo es la siguiente: Dado un ¥ factible con

— t . ., . .
T = (x1,...,2,) > 0, realizar una transformacion proyectiva del tipo:
() Az
X = = y
etAx
e . . :
de forma que el punto x se transforma en z = —. veamos a continuacién una serie

n
de definiciones y resultados que nos seran de utilidad.

Definiciéon 2.1.1. Definimos un simplex como el conjunto de puntos que cumple
S={zeR"/e'z=1,2>0}
Definicion 2.1.2. Definimos T : S — S de la siguiente forma:

T
D'z
T

Lema 2.1.1. La transformacion T estd bien definida y verifica e'T(x) = 1. Ademds
D

posee inversa T~ : S — S que viene dada por T™(y) = %, donde D es de
ey

tamano n x n

Demostracion. Veamos, de (2.2)

e'D
e'T(x) = €tD:Z =1
Si llamamos y = T(z) = f)‘jx entonces Dy = — = x = (e!D'z) Dy pero
o . e!D 1z etD 1y
e!Dy = D1 = ap-i, entonces D7y = Dy entonces
o= e =170 = 0

Si aplicamos la transformacion a nuestro problema inicial (2.1), obtenemos el
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siguiente problema transformado:
c! Dy
t
s.a %gg =0
 etDy
ely =1
Dy
e'Dy

Y por ser cero el valor 6ptimo de la funciéon objetivo, y por la forma especial de la

min

=0

Transformacion 7', el problema anterior es equivalente a:

min c'Dy

s.a. ADy =0
ely =1
y=0

e
si llamamos z = — y por la hipotesis H1 tendremos que:
n

ADz = Ax = 0 etz=ﬁzl, z>0

n

Luego z es un punto factible del problema transformado e interior. A dicho prob-
lema transformado le aplicamos el método del gradiente proyectado, tomando pre-
cisamente z como valor previo obteniendo un nuevo punto que vendré dado en la
forma:

V=z—ard ae(O,l),rz(n(n—l))_% (2.3)

d es un vector unitario en la direccion del gradiente de la funcion objetivo "' Dy"

proyectado sobre el espacio nulo de

()
e
Donde: B(ni1)xn, Amxns Dnxn ¥ € € R, con e = (1,1,...,1).

Por una parte, la eleccion de d garantiza que el nuevo punto siga verificando las
dos primeras restricciones. Por otra parte, la elecciéon de o y r, ya que este tltimo
representa, geométricamente, el radio de la esfera inscrita en S, asegura que también
cumpla la tercera restriccion, es mas, por ser a < 1, y! serd estrictamente positivo
en todas sus componentes. Todas estas afirmaciones, basadas en ideas geométricas,
se justificaran posteriormente.

Si ahora aplicamos a ' la Transformacion 7!, obtendremos un valor para x! =
T-1(y') que mejora la funcién objetivo, y al que podemos aplicar nuevamente el

1

procedimiento. Observamos que al ser y! > 0 también lo sera x!.

En suma, el algoritmo tiene la siguiente forma:

23



Algoritmo 2.1.1. (Algoritmo De Karmarkar)
1. Hacer k =0, si c'2° = 0 parar (2° es solucion), si no

2. Definir:

P, = I—BL(ByBL) "By

bk = PkaC
d¥ = b
16

3. yFtt = £ —ard*

DkykJrl

4' xk:-i-l —
etDkyk‘-i-l

5. (Terminacion). Para un grado de precision, p € N, prefijado.

Ct$k+1

St

< 27P parar.
ctax?
En caso contrario, k + 1 — k y volver al paso 2

Ejemplo 2.1.1. Resolver el problema

min 7 = —4x + 4x9 + 623 + 24

s.a. T1+xo—x3—24=0
201 +3x2 —bdxy =0
T+ To+a3+a4=1

X1,X2,T3, T4 = 0

Inicio identificar la matriz A y el vector ¢

—4
4 11 -1 -1
c= ;A=
6 [ 23 0 5 ]
1
Inicio del algoritmo
0,25
0,25
Te—e xr=
0,25
0,25
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clr = 1,75
0,25 0 0 0

D— 0 025 0 0 ;si;l _ AD: i 0,25 0,256 —-0,25 —0,25
0 0 025 0 0,50 0,75 0 —1,25
0 0 0 02
se tiene
—0,8413 0,4301 0,431
08413 | 0,0699 | 0,0699
| o683 |7V T | 0286 |7 T | 0286
0,1683 0,214 0,214
Primera Iteracion
clr = 0,489
[ 0,4301 0 0 0
S| 0 oo oo | 5 [ 0431 00699 —0286 —0214
0 0 0,286 0 7 0,8603 0,2096 0 —1.,0699
0 0 0 0214
C 0,1699 0,3559 0,4936
p_| o386 || o0mss | | 00064
—0,1186 0,3239 0,2987
0,067 0,2918 0,2013
Segunda Iteracion
clx = 0,0449
—0,0116 0,3278 0,4995
p_ 0,0336 Ly = 0,0250 N 0,0005
0,012 0,3252 0,2999
—0,0108 0,3220 0,2001
Tercera Iteracion
ctz = 0,0035
—0,0009 0,3252 0,50
0,0026 | 0,0250 | 0,00
| —00000 |'Y 7| 03250 |" "7 | 0.30
—0,0009 0,3248 0,20

Cuarta Iteraciéon
clz = 0,0002667
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—0,0667 0,3250 0,50
0,2000 0,0250 0,00

P =103 ' Ly = ’ D ox = ’ solucion final
—0,0667 0,3250 0,30

—0,0667 0,3250 0,20

2.2. Convergencia y Complejidad

Un resultado fundamental, obtenido por Karmarkar, asegura que a se puede

escoger de manera que:
52
1-p

Teorema 2.2.1. El algoritmo 2.1.1 necesita como mdzimo O (np) iteraciones antes

In(1+a)—

1
> (0 donde Bza( n1> <1

de detenerse para cualquier p =1 y con 0 < a < 0,7968...

Antes de exponer la demostracion daremos una serie de lemas previos . Suponemos,
e
0

sin pérdida de generalidad, que x° = 2z = —, pues si no fuera asi, bastaria tranformar
n

el problema como se mostr6 en la seccién anterior.

Lema 2.2.1. La sucesion de puntos x¥ € R k e N U {0} generada por el algoritmo

—1 2
2.1.1, es positivo y factible para 0 < o < (n ) )
n

Demostracion. Observemos que d* es un vector unitario luego —1 < df < 1. Ademas
1 ozdf

de (2.3) yi™t = — - T pero
"o (n(n-1))2
1
(n — 1) 2
ad” 1
J . < n—l:—:>y§?+1>0 ) Vi
(-1} m-1): 7
D k+1
k+1 k+1 _ kY
= v 0= = o ey > 0
Por otra parte
D k+1
etph+l — 6t$yk+l =1 (Segunda restriccion)
AD k+1 1
AT = Y [ADy [z — ard]] =0

et Dyl et Dpyktl
va que ADpz = Az*/n = 0 y la aplicacion del método del gradiente proyectado

garantiza que la direccion de dy pertenezca al espacio nulo de ADy O
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Lema 2.2.2. Sean H = {xeR"/e'z =1,ee€R"},a € [0,1),r =

)

(n(n—1))2

z € R™ se verifican:

a) HnBlz,r] < R"" € Hn Bz, (n—1)r]

n—1
b).ermB[z,ar]:Ha:j>(1—a)(1+ al) n="
n_

Donde Bz, r] representa la bola cerrada con centro en z y radio r, R*" repre-

senta el vector con coordenadas positivas.

Demostracion. Veamos por casos

a). Sea x = (x1,...,x,) € H n B[z,r]. Para demostrar que z € R"*, supongamos,

sin pérdida de generalidad, que x; < 0 tenemos que.
1\’ 1\’ ) 1\ , 1
To—— | +...+ {2y —— =T —-—) <r-—
n n n n

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

($2—%>+...+($n—%) < (n—1)

1
1 1 2 1
< -1z — = —
(n ) (n2(n—1)) n:>
1 n-1
To+...+x, < —+
n n

N

[
AN
N
8

[\o}
|
3|
N———
no
+
+
7N
8
3
|
SRS
N————
no
N——
|

=sr+..+x, <1

Lo que contradice el hecho de x € H.
Ahora, si x € H nR"*

12++ Ly’ (@24 .+ 22) + — 2(++)
Ty — — T, — — = (x T S i — — —(x ..tz
" n ! n? no
< (@4 +z) + === (4. +1x,)
2 1
— -4+ =1-==r*(n-1)
n n n

de donde se deduce que z € Bz, (n — 1)r]
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b). Primero probaremos lo siguiente:

Sea A, ue R. Si T, ¥, € son valores reales que resuelven el problema

min{nyp/ n+y+e=Ar+7+*=pfcon T<T<Q (1)

entonces ¥ = ().

A A A
En efecto. Reemplazando 7, v, ¢ por n — 3 v — 3 Y — 3 podemos suponer
que A = 0. Es claro que el minimo es no positivo se tiene T <0< ¥ <)

entonces por la desigualdad entre media aritmética y geométrica, y por ser

T <0.
ruo st (L) T
g 2 4
por otra parte
T2+ 024 0% =y T+¥+Q=0
= T=—(V+0Q)
= T2 =(U+Q)°=024+0%+200
= T?+7T?-20Q =y
= T2_yo="F
2
Pero
U+0\* T2 m T2 372
< - — By s
e ( 2 ) T
= T2<2—u
3
s (Op)2
3 1
S T L T L)
18
Por otra parte
(T, 0,Q) = _(6p)% (6p)% (6p)2
Y ) 3 ) 6 ) 6
610)2
cuando satisface Y + ¥ +Q = 0, T2+ V2 4+ O? = 4, TV = —,u( 1MS) Es decir,

produce la igualdad en (2) por lo tanto ¥ = ().

probemos ahora b). El caso n = 2 es trivial. Supongamos que n > 3, ademés

supongamos que = = (xq, ..., xn)t resuelve el problema:
min {Ilz; /ze€ Hn Bz, arl}
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sin pérdida de generalidad podemos suponer z; < x5 < ... < x,. Entonces Vi, j, k

con 1 <i < j <k <n tendremos que el vector (x;, z;, ;) resuelve el problema:
min{nye /n+y+e=zi+z;j+a, 7+ +" =] + 2 +a;}

Pues de otra manera, bastaria reemplazar sus valores por otros mas apropiados. De
aqui, por (1), se sigue que z; = xj. Por lo tanto tendremos x; zo = x3 = ... = x,.

Y por ser x € H n B[z, ar], un sencillo calculo nos lleva a:
1— 1
.1'1:( a),$2:$3=...=$n=<1+ @ )—
n n—1/n

Y el producto de tales z; nos da la cota inferior de b). O

Corolario 2.2.1. La sucesion de puntos 2*, k € N U {0} generada por el algoritmo
2.1.1 es positiva y factible Vo € [0, 1).

Demostracion. Basta tener en cuenta el apartado b) del lema anterior, pues, por la

forma de obtener z* este verifica y* € H n B[z, ar] luego tendremos
Myt >0=19y">0=2">0
donde y € S m
Lema 2.2.3. El punto y**' = 2 — pd* resuelve el problema de optimizacion:
min{ctDky /ADyy =0 , e'y=1, yeB [z,p]}
donde Dy € Myxn Y Amsxn, YER", ce R", e R", z€ §.

AD ADyy =
Demostracion. Llamando B = ( tk > , las restricciones { tky 10 }
ely =
(m+1)xn

pueden ser escritas como By = b = (0, ...,0, 1)t y el problema:
, t _
min {¢'Dyy / By =, |z —y| < p}

Sea A = (A1, ...\, )\nﬂ)t el vector de multiplicadores de Lagrange asociados a las

restricciones By = b. Y sea "y" un punto factible, tendremos:

N By = \b , NBz = \b
luego

¢'Dyz—'Dyy = (Dye— Bt}\)t (2 =)
|Drc — B*A| |z — y| < |[Dye— B"A| p

N

29



Conforme nos acerquemos al minimo de ¢! D;y méas nos acercamos a la cota anterior.

La igualdad se dara si se cumplen: Dyc — B'A = ~ (2 —y) dado que los vectores

Dyc — B'A
son paralelos se tiene |z —y| = p = v = w de donde se deduce que
P
DkC—Bt)\ dara el L. P
= 2 — p————~ hos dard el minimo. Pero
P e =B
B(Dye—B'A) = By(ly—z)=7v(b-0)=0

— BDjc= BB'A= A= (BB")” BDc

y teniendo en cuenta que b* = (I — B"(BB")™' B) Dyc queda; d* = ﬁ

y=2—pd"
Donde: I, xn, Bimt1)xn, ¢ € R™. O
Definicion 2.2.1. Liamamos funcién potencial a la funcion h : R\ {0} — R defini-
t
da de la siguiente forma: h(x) = c -
Hil?j);

Lema 2.2.4. se cumple

h(z*+1) B ¢! DyyFtl 1

Ky t 1
h(x*) ctDyz (Hny;c+1)n
Dkyk-i-l
Demostracion. Recordemos que z#+! = — 7 Y que Dye = "
et Dy, yk+l
1
h(.iEk'H) ekl (Hx‘]]?)n
h(xk B k+1\n ctxk
(") (Iz5™)

1
Dyttt e Dyttt (Taf)”
tD k+1 % t ok
e ky (Hx;cy;ﬁ‘-l-l) cC'r

ot Dkyszrl 1

t I
ctDyz (Hny;c-&-l) n
]
Lema 2.2.5. Se cumple
t k+1
D @
ctDyz n—1

donde « es del teorema 2.2.1
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Demostracion. Veamos
I Dyttt = Dy (2 — ardy)

« «
= (1 - 1) c"'Dyz + p— 1ctDl€ (z—(n—1)rdy)

por el lema 2.2.3
Dy (2 — (n—1)rdy) = min {¢'Dyy/ADy = 0,e'y = 1,y € B[z, (n—1)r]}
y por el lema 2.2.2, apartado a), dicho minimo sera menor o igual que:
min {ctDky / ADwy = 0,e'y =1,y > O} =0

entonces

ctDkka < (1 - > e'Dyz
n—1

Lema 2.2.6. Se cumple

1 << 1 ) 1
(Mg t)s \( =) <1+(nfl)>n;1

1

Demostracion. Reemplazando x; por y**! en el apartado b) del lema 2.2.2 resulta

la desigualdad anterior. O]
A continuaciéon pasamos a demostrar el Teorema 2.2.1

Demostracion. De los lemas , 2.2.4, 2.2.5 y 2.2.6 se sigue que:
1

=g (avn)

R
ey 1 (e
hzk) 4@ -«

n—1

por otra parte:

h(a™) _ h(@™) h(z™")  h(z") I
W)~ h ) () o) S L)




Para obtener la ultima expresion se ha aplicado la desigualdad, entre media arit-
mética y media geométrica, y que e'z™ = 1. Seguidamente vamos a buscar una cota

para la funcion

1
_ al 1+ al n
n — n —
= e (0,1
o) = 2| 2=l e
n_
1 al L1+ al
Ing(a,n) = In|—"72= |+ -In| —"—=
1+ n 11—«
n—1

-z 3 )
|z| < 1, tendremos para el primer sumando

1 3 5
Considerando el desarrollo In (1 * x) =2 <x + T + T + ) valido para

«

In L:Q(_Q_ o’ B ><—2a
R n—1 3(mn-1)> n—1

n—1

Por otra parte

« o
1—Jr<ewpara|x|<1:>ln(1—x)<_g;:>1n(1+ 1)< -
n_

—2u 1 « 1
— Zln(1 —
n—1 nn-1 nn( a)
—2 o « 1
= - — — —1In(1—
n—1 n+n—1 nn( a)

Ing(a,n) <

B —%(a—l—ln(l—a))

T n_l(a+ln(1—a))

entonces

m

20 \ =T ¢ 2
( )< e ““ \ 1 ctx™ - e % \ -1
a,n =
AU 11—« ctxd T\ 11—«

—2«

1

1 verifica f(0) = 1, f/(0) < 0 y tiene un minimo para o = 3
—«

luego existe ag € (0,1) tal que: f(ap) = 1, donde se verifica que 0 < f(a) < 1 para

la funcion f(a) =
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a € (0,aq), siendo g la raiz no nula de la ecuaciéon €72 = 1 — « que es
ap = 0,7968...
y para a € (0, ap) tendremos que el valor 6ptimo de la funcién objetivo se podra
) _ : . (n—1)pln2
hacer més pequeno como se quiera. Si tomamos m > tendremos
2a+In (1 — «)
m pln2
ctym e2a \ n-1 e~ 2\ 2a+In(1—a) _
< < <277
cta? 11—« e
luego en O (np) iteraciones conseguimos la presicion deseada. O

Oservacién 2.2.1. :
En el algoritmo 2.1.1 se calcula en cada iteracion (BkB,’;)fl, esto mecesita un nimero

O(n®) pasos en cada iteracion, de esta forma el algoritmo tiene un orden de conver-
gencia O(n’p).

Oservacion 2.2.2. :

n—1
Podemos obtener una cota sencilla de g (a,n) tomando o = con lo cual

2n — 3’
~N
<=
o= ()

) se consigue la acotacion deseada. Ademds, por ser

obtenemos:

In2
1—1In2

y tomando m = np <

2
3 <In2 < 7 se cumple m = 3np.

2.3. Transformaciones del Problema General

En general, un problema de programacion lineal vendra dado como:

min clx
s.a. Ar=2b
x=0

Donde: la matriz A, xx, «, ¢, e son vectores columna en R”, b € R™. Pero la apli-
cacion del algoritmo de Karmarkar requiere que se verifiquen una serie de condiciones

que podemos resumir en :

1. Que el problema aparezca en la forma :

t

min c'z

s.a. Az =0
elr =1
r=0
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2. Conocimiento de una solucién inicial factible z > 0.
3. Valor ¢ptimo de la funcién objetivo igual a cero.

Como veremos, esta tultima condicién se puede sustituir por el requerimiento,
menos restrictivo de que se conozca el valor 6ptimo de la funciéon objetivo.

Numerosas transformaciones y modificaciones del algoritmo se han ideado para
poder aplicarlo a un problema de tipo general. Hemos de mencionar, en primer lugar,
la soluciéon propuesta por el propio Karmarkar. Esta solucién combina el problema
primal con el dual, de la siguiente forma:

Dado el problema

min cx
s.a. Az =0b
=0

Donde: la matriz A,,x,, =, ¢ son vectores columna en R", b € R™
Consideremos su dual

mix b'u

s.aa. Au+w=c

w =0
Donde: la matriz A,,x,, U, b son vectores columna en R™, w € R"
Con el requerimiento que los valores 6ptimos de ambas funciones objetivos coinciden.
Reemplazando el vector w por la diferencia de dos vectores no negativos, u — v,

con u,v € R™ obtenemos

Ax =b

Alu — Alv+w =c¢

e —bu+bv=0
z=20u=0v=20w=0

Y podemos plantear el siguiente problema de programacion lineal:

min: A
s.a. Az +gA =10
Aty — Alv+w +hA=c (Q)
cdr—bu+bv +BA=0
x=0,u=>0, v=20w=0A=0
cuya solucion 6ptima ha de ser A = 0, y de donde se han hecho las siguientes
sustituciones:
g=0b— Ax

h =c¢— (Alug — A'vg + wp)
B = —(c'zg — blug + b'vy)
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donde: b, g, ug, vy son vectores columnas en R™, h,c,wyg son vectores columnas en
R"y 5 eR.
t

Siendo (xf), uf, vh, wh) > 0 cualquier positivo arbitrario. Por ejemplo I o O
n+2m

tonces el problema anterior tiene (zf, uf, v§, w§, 1) como solucion factible positiva,
el orden del vector es 2(m + n + 1) y de aqui en adelante sera denotado por n.

Consideremos la siguiente transformacion:

/
o= — 19 -1

n—1

1+ 29
j=1

1
n—1

1L+ 29
j=1

Y observamos que Y y; =1y que y; =y} - yn,t = 1,2,..n — 1, siendo el orden del
i=1

vector 2(m+n+ 1),y = (', u',v', w',1)", luego el problema Q se convierte;

’ Yn—1
min
Y
s.a. Ay=0
ely =1
y=0
siendo
Amxn Omxm Omxm Oan Imx1 _bmxl
A = Onxn A%Xm _AZXm Inxn hnxl —Cpx1
Cixn _blixm bﬁxm len lel 01><1

El problema anterior es equivalente a minimizar 1, ; considerando las mismas
restricciones. y° = € esun punto factible y en el 6ptimo las variables originales se
obtienen como: "

y=2 =12 ..n-1
Yn
Con estas transformaciones de un problema general se obtiene un problema equiva-
lente al que se puede aplicar el algoritmo de Karmarkar. Desgraciadamente el prob-
lema inicial se ve tremendamente aumentado.
Veamos a continuacion otros tipos de transformaciones que nos permiten superar

los requerimientos anteriores.
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2.3.1. Transformaciéon del Problema General Cuando se Conoce

una Solucion Factible Estrictamente Positiva.

Consideremos el problema

min c'y
s.aa. Ay=1> (P)
y=0

Donde: la matriz A,, ., los vectores columna y,c en R", b€ R™
Y sea g = (49,49, ..4°,)" > 0 una solucién factible. Suponemos que el valor

6ptimo de la funcién objetivo vale cero. Consideremos la siguiente Transformacion:

Yi
0
0 . 3
T; = —iy.v] =120  Tpa=1-2uw (T1)
1+ Y 2 !
i=1Yj

que esta bien definida en el conjunto factible. Si llamamos

Yj
LU 0 .
K = 1+ y—éﬁszy—j@yjzﬂij?f(@f(%:y—é
j=1 Yj K Yj
N KZ@zZy—ézK—l:K(l—an)zK—l
j=1 =17
0
TiYy; .
= Kr,1=1=K= = y; = g =1,2,...n
Tn4+1 Tn+1
y sustituyendo en el problema (P), queda:
& YT
min =
j=1 Tn+1
0
& QiYL .
s.a. Zﬁzbi;ZZLZ,...,n )
j=1 Tn+1 (")
n+1

}: xj:: 1
j=1
z;20;5=1,2,...,n+1
Observemos que T1 transforma el problema P en el P’ de manera que:

a). A cada solucion factible "y ", de P, le corresponde una solucion factible, "z ",

de P’

b). La solucion 6ptima de P se transforma en la solucion 6ptima de P’y en ambos

casos el 6ptimo vale cero.
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De esta forma, el problema anterior es equivalente a:

n
min Y] ¢;yle;

j=1

S 10 — b1 — 0 —

s.a. ]§1 ;YT — bjrn 1 = 0;i=1,2,...m (P

n+1

Z €Ty = 1

j=1

r; 20;7=12,...,n+1

Y De

Y llamamos z' = (21,29, ...x,), D = A =[AD —b];c = ( 0 )

0
Yn

. /"

donde: A, xn, Dpxn, los vectores columna x,c,e en R”, b € R™ de manera que P

queda en la forma
min ca

s.aa. Az =0

elx =1;2 =0

que es la requerida por el algoritmo de Karmarkar. Ademas el punto

1 1\
20 = ) s >0
n+1 n+1

es factible y se puede usar como punto inicial.

2.3.2. Obtencién de una Solucién Factible Estrictamente

Positiva.

Consideremos nuevamente el problema

min clx
s.a. Ar=0b (P)
=0

donde: A,,xn, los vectores columna z,c en R", b€ R™

La aplicacion del algoritmo de Karmarkar requiere el conocimiento de un punto
inicial factible estrictamente positivo, para comenzar las iteraciones. Ya vimos co-
mo la transformacién originalmente propuesta por Karmarkar nos proporciona un
punto inicial de este tipo. Veamos ahora otro método para generar puntos factibles

interiores, si los hay.
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Consideremos un vector arbitrario * > 0 y sea R = AT — b. Planteamos el

siguiente problema de programacion lineal:

min A
s.a. Axr—AR=10 (@)
r=20A=20

Obviamente x = T, A = 1 es una solucién factible del problema anterior verifi-

cando:

a). (T, \) es estrictamente positiva.

b). Si existe una solucién factible "z"para el problema @', el valor éptimo de la
funcién objetivo de este problema () es A = 0 y proporciona una solucién

estrictamente positiva para el problema P.

Tenemos pues un problema que podemos transformar en la forma requerida
por el algoritmo de Karmarkar. Como ademas, dicho algoritmo genera soluciones
factibles positivas, la solucién obtenida en esta primera fase puede ser utilizada como
punto inicial para el algoritmo de Karmarkar propiamente dicho. De esta forma, la
resolucion del problema P pasa por dos fases, una primera, llamada de factibilidad,
en la que se genera un punto factible estrictamente positivo, y una segunda fase, de
optimalidad, en la que se aplica el algoritmo al problema original. Es importante
observar que este método de dos fases es usado, no necesariamente en la misma

forma, por otras variantes del algoritmo de Karmarkar.
Ejemplo 2.3.1. Usando el algoritmo de Karmarkar Resolver el problema

min 2 = —x1 — 1,42,

s.a. T+ xo = 400
T + 229 = 580
1 = 300

1,22 20

Convirtiendo a la forma canénica de minimizacion e identificando la matriz A y

los vectores ¢, b se tiene:

) -1 -1 —400
02[ ]; A= -1 =2 |;b=| =580
—1,4
-1 0 —300
los coeficientes de la matriz son:
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[ -1 -1 0 0 0O -1 0 0 0 0]

1 =2 0 0 0 0 -1 00

e |-t 0 0 o0 0 0 —10 0

0 0 -1 -1 -1 0 0 0 10

0 0 -1 -2 0 0 0 0 01

| 1 1.4 400 580 300 0 0 0 0 0 |
b’:[—400 580 —300 —1 —1.4 o]t

¢
c’:[OOOOOOOOOOl]
Los coeficientes de la matriz A” son:

[ -1 -1 0 0 0 -1 0 0 00 —397
-1 -2 0 0 0 0 -1 0 00 =59
-1 0 0 0 0 0 0 —-100 —298
o 0 -1 -1 -1 0 0 0 10 1
0O 0 -1 -2 0 0 0 0 01 06
| —1 —1.4 400 580 300 0 0 0 0 0 —1227,6 |
b”:[—400 580 —300 —1 —1.4 oy
Finalmente .
c":[000000000010]
los coeficientes de la matriz A™ son:
[ -1 -1 0 0 0 -1 0 0 0 0 —397 400 |
-1 -2 0 0 0 0 -1 0 00 =59 580
-1 0 0 0 0 0 0 —-100 —298 300
o 0 -1 -1 -1 0 0 0 10 1 1
o 0 -1 -2 0 0 0 0 01 06 14
—1 —1,4 400 580 300 0 0 0 0 0 —1227,6 O

la solucion es: .
Y’:[ 0,45643055 0,37344311 ... 0,00207469 }
y dividiendo las dos primeras componentes por 0,00207469 se obtiene.

t

X = [ 2,1999999 1,7999999
Los valores de la solucion exacta del problema inicial son :
T, = 2,2
To = 1,8
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Ejemplo 2.3.2. Resolver el problema

min Z = —z1 + 229
s.a. T1—2x9+x3=0
T+ T+ 23 = 1

Ty1,T2,T3 =0

En el presente ejemplo se aplica el algoritmo de Karmarkar ilustrando su inter-
pretacion geométrica.
Definiendo valores iniciales
a=209:;
e = (3,3,3) centro del simplex.
Dado un punto factible x que cumpla las condiciones
Ar =0, 21 — 229+ 23 =0y 21 + 29 + 23 = 1 tal como (%,%,%) que es el punto

factible buscado entonces.

0,3333
r=| 03333 |i 1= /oy = /% = 0.40825, entonces Z = 0,33333
0,3333

X3

(0,0,1)

Sistema Homogeneo

Centro del Simplex Az =10

Region del Simplex
efx =1 1+ +xz=1

La intersececcion de los sistemas Az = 0y e'z = 1 sera region factible donde se
encuentra la solucién.

La idea principal de Karmarkar es empezar desde un punto interior representado
por el centro del simplex y después avanzar en direccién del gradiente proyectado
para determinar un nuevo punto de aproximacion. El punto debe ser estrictamente

un punto interior, no debe estar en los limites del simplex.
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X3

]]'II-E]'*:BCC]OF] clel .J1mplle.\ (0,0,1)
con una esfera de radio r
cuyo centro ez el centro

del simplex

[nterseccidon de
Ar=0 con ezx=1

S AN
/” [\

/

(1,0,0) = X3

Interzeccidn del Simplex

con una esfera de radio ar

cuyo centro es €l centro
del simplex

Para garantizar este resultado, se inscribe una esfera con su centro coincidiendo
con el centro del simplex, una esfera mas pequena con radio ar (o < a < 1) sera
un subconjunto de la esfera y cualquier punto en la interseccion de la esfera més
pequena con el sistema homogéneo Az = 0 sera un punto interior. Por consiguiente
podemos avanzar en este espacio restringido a lo largo del gradiente proyectado,
para determinar el nuevo punto de aproximaciéon, necesariamente mejorado.

Para que el procedimiento sea iterativo, necesitamos encontrar una forma de
llevar el punto de la solucién hacia el centro del simplex. Karmarkar satisface este
. . : . D lx
requerimiento proponiendo una transformacion proyectiva y = T () = T El

problema transformado tiene el mismo formato que el problema original.

Primera iteracion:

2 0 0 03333 0 0
D=|0 2, 0 |=>D= 0 03333 0 ;A=[1 9 1]
0 0 0 0 03333

A AD = A = [ 0,3333 0,3333 0,3333 ]

~ ~

t
C«—Dc=C= [ —0,33333 0,66666 0 ]

i 0,33333 —0,66666 0,33333
B« =B =
¢! 1,00000  1,00000 1,00000
0,166666
D (1 — BY(BBY" B) C=p=| 0000000
—0,166666
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Después de cada iteracion, podemos calcular los valores de las variables x origi-
nales a partir de la soluciéon y, realizando una transformacion inversa, obtendremos

un valor z que mejora la funciéon objetivo Z.

D 0,593141 0,593141
T = etlg y=1 0,333333 r = 0,333333 Z = 0,073526
Y 0,073525 0,073526
g

Y; Fl 7

F_.g,'r = o:ré
Pl
p  es el vector direccidn del
gradiente de la funcidn objetive &
provectado sobre el espacio nulo de B

— P
Y=t ar—
|

El nuevo punto de la soluciéon ya no estaré en el centro del simplex. Para que
el procedimiento sea iterativo, necesitamos llevar el nuevo punto de la solucién ha-

cia el centro del simplex. Karmarkar satisface este requerimiento proponiendo una
-1

transformacion proyectiva y = T (z) = la transformacion traza el espacio

T etD- 1z’
x sobre el espacio y tinicamente

Segunda iteracion

0,593141 0 0

D= 0 0,33333 0 A= [ 0,593141 —0,66666 0,073526 }

0 0 0073526 |

~ t

C = [ —0,593141 0,66666 0 ]

5 | 0593141 —0.66666 0,07352 ]

~ | 1,00000 1,00000 1,00000

0,028508 0,508703 0,661052

p=1 002013 |;y=1| 0456443 |; 2= 0333333 |;: Z =0,0056145
—0,048521 0,034855 0,005615
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A

Tercera Iteraciéon

0,6610522 0 0
D= 0 0,33333 0 ;
0 0  0,005615
A=1 06610522 —0,666666 0,005615 ]
~ B t
C'=| —0,6610522 0,666666 o]
B [ 0,661052 —0,66666 0,00561
1,00000  1,00000 1,00000
0,001895 0,4852322 0,6662778
p=1 0001848 |;y=| 04814265 |;z= | 0,3333333
—0,003743 0,0333414 0,0003888

7 = 3,888347779250623 + 10~

g
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Cuarta Iteracién

0,666277 0 0
D= 0 0,33333 0 ; A= [ 0,666277 —0,666666 0,00038 ]
0 0 0,00038

~

t
C = [ —0,666277 0,666666 0 }

B 0,666277 —0,66666 0,00038
1,00000  1,00000  1,00000

0,12972 0,483465 0,666665
p=10%10093 012949 |[;:y =] 0483202 |;2 =] 0,3333333
—0,25922 0,033333 0,000002

7 = 2,682350849925186 = 107°.
E

(0,01} (0,0,1)

(0,1,0)

(0,483; 0,483 0,033) * (0,666:0,333:0,000)

N =z
6,666648 = 1073
3,333333 « 1073

3 1,849932 « 10~¢
y la funcién objetivo tiende a cero.

los valores de x son

2.4. Variantes del Algoritmo de Karmarkar

Desde la publicaciéon del algoritmo de Karmarkar, varios autores han propuesto
métodos que de alguna forma se basan en las ideas de aquél. La principal motivacion
de estos métodos es el poder obviar los requerimientos del algoritmo original de Kar-

markar y también disminuir el volumen de los calculos a realizar en cada iteracion.
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Muchas de estas variantes introducen realmente pocas modificaciones con respecto
a dicho algoritmo. Acontinuacién estudiamos la variante de Barnes.

2.4.1. Variante de Barnes

Esta variante se aplica a problemas de la forma:

min clx
s.a. Ar=0b (P1)
=0

donde: A,,xn, los vectores columna z,c en R"”, b € R™
y no requiere que el valor 6ptimo de la funcién objetivo sea conocido, pero si es
necesario disponer de un punto inicial factible estrictamente positivo. Como es usual,
¢y x son vectores n-dimensionales y A una matriz de orden m x n y de rango m,
cuya j-ésima columna se denotara a;. Suponemos que P1 tiene soluciones bésicas no
degeneradas y que su dual:
ot

min:  b'\ (D1)

s.aa. A'd<ec
tiene soluciones bésicas no degeneradas. Esto significa que b no puede ser expresado
como una combinacién positiva de menos de m columnas de A y que como méaximo
m de las ecuaciones:

ci—alA=0, i=1,..,n

pueden ser satisfechas simultaneamente. Claramente, P1 y D1 permanecen no de-
generados si b y ¢ son sometidos a pequenas perturbaciones. De hecho, si P1 es no
degenerado existe un nimero £; > 0 tal que cualquier solucién factible de P1 tiene
al menos m componentes mayores que ;. Y analogamente, si D1 es no degenerado,

existe un nimero £ > 0 tal que como maximo m de las desigualdades:
‘Ci — af)\‘ <e , t=1,..,n

Puede verificarse simultaneamente. Los nimeros £, y €5 pueden tomarse de forma
que las condiciones anteriores se sigan verificando cuando b y ¢ son sometidos a
pequenas perturbaciones.

Sea y = (y1, ..., yn)" una solucion factile de P1 tal que y > 0. Sea 0 < R < 1. Se

verifica que el elipsoide
n 2
(J:z ygyl) < R2 (2'4)

=1
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estda contenido en el interior de {z € R® /x> 0}. En efecto, si z; < 0 para algin

J, tendriamos que:
n

2 2
Z (i _2%) > (:E] _Zyj) > 1> R
i=1 Y Yj

Esto implica que podemos obtener una solucién factible de P1, satisfaciendo

c'z < cly, resolviendo el siguiente problema:

min clx
s.aa. Az =0
n 2
Z (i — vi) < R? (P1)
y?
i—1 i

Para resolver P17, consideremos A = (Ay, ..., A\,)" vector de multiplicadores de La-
grange correspondiente a las restricciones Az = b, (con A, )y sea D = diag ( Y1, ..., Yn) -

Tendremos que:
dy—cdaz = {c—A'N(y—=z)=|D (c—At)\)]tD’l (x —y)
< |D(c=AN)||D7 (= —y)| < |D(c—AN)|.R (2.5)

Las ultimas desigualdades se deducen de las desigualdades de Shwartz y de la

segunda restriccion de P1’. La igualdad sera si se verifica:
D(c—A'N) =~D""(z —y) (2.6)

para alguna constante, y si
D7 @—y)| =R

condiciones que implican:

D (e— A
R
y sustituyendo en 2.6 llegamos a:
RD? (c — A'))
r=y—
| D (c— AN

por otra parte, la condicion Ax = Ay = b implica , a partir de 2.6 que
AD* (c—A'N) =7yA(z—y)=b—-b=0
de donde deducimos
A= (AD?AY " AD%
Si ahora escribimos 2.5 como c'z > 'y — R||D (¢ — A*)\)|, el minimo se dara
precisamente para la igualdad, con lo cual, z y A vendran dados por las expresiones

anteriores.

De esta forma, podemos construir el siguiente algoritmo:
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Algoritmo 2.4.1. Sea 2° > 0, satisfaciendo Az’ = b, con Apxn,2° € R*. En
general, dado 7° > 0, definimos

Dy, = diag ( x'f,. a:k)

eey n

k1> 0 (por la sequnda restriccion de P1°), de la siguiente forma:

LRk RD% (c — A"\p)
| Dy (¢ = At |

Siendo X, = (AD?A") ™" AD?c.

y hallamos x

(2.7)

A continuacién se resuelve el ejemplo 2.1.1 con el algoritmo de Barnes

Iteracion 1 Iteracion 2
Barnes | Karmarkar | Barnes | Karmarkar
0,4060 | 0,431 0,4879 | 0,4936
0,0939 | 0,0699 0,0120 | 0,0064
0,2812 | 0,286 0,2975 | 0,2987
0,2187 | 0,214 0,2024 | 0,2013

Iteracion 3 Iteracion 4

Barnes | Karmarkar | Barnes | Karmarkar

0,4987 | 0,4995 0,4998 | 0,50
0,0012 | 0,0005 0,0001 | 0,00
0,2997 | 0,2999 0,2999 | 0,30
0,2002 | 0,2001 0,2000 | 0,20

Cuadro 2.1: Comparacion de los Algoritmos de Karmarkar y Barnes

En este ejemplo el algoritmo de Karmarkar se muestra mas efectivo que el algorit-
mo de Barnes sin embargo la implementacion en cédigo de programa del algoritmo
de Barnes es més sencilla que la implementacion de Karmarkar. El algoritmo de
Barnes es sencible a la eleccion del punto inicial, en este caso ambos algoritmos
tienen como punto inicial (0,25 0,25 0,25 0, 25)".

Teorema 2.4.1. Si el problema P1 tiene solucion dptima acotada, la sucesz’o’n{xk}
producida por el algoritmo 2.4.1 converge a una solucion optima de P1, esto es,

a un punto extremo de las restricciones definidas por Av = b,x = 0, con Apxn,
x,be R™
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Demostracion. Ya hemos visto anteriormente que, en la forma en que se definen las

iteraciones sucesivas del algoritmo 2.4.1, se ha de cumplir que:

daftt = b — R HDk (c — At)\k)

Yk

Como los ntimeros c'z* forma una sucesién decreciente y acotada inferiormente,

tendremos que {ctxk } converge. Esto implica que:
lim D, (¢~ A% = 0.

Sea ahora ¢ > 0 satisfaciendo ¢ < €1 y € < €9 y escojamos k lo suficientemente
grande para que
|D, (c — A'\,)| < ® parar = k

Existen entonces n — m valores de ¢ para los cuales
‘ci — af)\r‘ > g9 > € (2.8)

Supongamos que r = k es fijo. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la
desigualdad anterior se verifica para i =m + 1,...,n.

Para cada ¢ tenemos:

N

o e —aid | < |20 (@) (e —afa)’
j=1
= |Dr(c—A'N)| <€ (2.9)

y por 2.8 tendremos
ri<e,t=m+1,..,n (2.10)

Como P1 es no degenerado y Ax"™ = b, 2" tiene al menos m componentes mayores
estrictamente que e; y por ello, mayores estrictamente que ¢, luego, teniendo en

cuenta 2.9 se ha de verificar:
x;>¢e , i=1,..,m (2.11)
Por ser €1 > € y por 2.9, se cumplira también que:
‘ci — af)\r‘ <e , i=1,...m

Esta condicion implica que los vectores aq, ...a,, son linealmente independientes si €
es lo suficientemente pequeno, ya que si fueran dependientes, el problema dual D1

con ¢ sometido a una pequena perturbacion tendria una solucién basica degenerada.
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Denotemos por B la base factible (ai,...a,,) y llamemos z} = (2%, ...,2",)" . Ten-
dremos entonces: .

2 — B7h = — Z zi B a; (2.12)

i=m+1

y por 2.10, se sigue que z'5 est4 muy proximo a la solucion factible bésica B~ para
valores pequenios de €, o, de manera equivalente, para k suficientemente grande y
r > k. De esta forma, podemos asociar cada una de las soluciones factibles z*,r > k,
con una solucién factible bésica del problema P1. Si z e y son puntos extremos del
conjunto definido por Az = b,z > 0, tendremos que ||z — y|| > v/2¢;.por la hipotesis
de no degeneracion. Entonces, para ¢ suficientemente pequenio z” se aproxima a un
tinico punto extremo del conjunto definido por las restricciones del problema P1.

Ahora, a partir de 2.4 tendremos

lo que significa que

/™ > (1 — R)a} paracada iy cadar

Esto significa que que si € es suficientemente pequeno y x} > €1, no podemos tener
que m?“ < ¢. Entonces desde 2.10 y 2.11, deducimos que la solucién factible basica
asociada con " también estara asociada con 2”1 para r suficientemente grande. Asf
pues, 2.10 y 2.11 se cumplen para todo r suficientemente grande y para alguna base
B que que seguiremos suponiendo B = {ay, ...,a,,}. A las variables que satisfacen
2.10 la llamaremos no béasicas a las que satisfacen 2.11 basicas. Ya que ¢ en 2.10

puede ser escogido arbitrariamente pequeno, tendremos que:

limz] = 0. para cada variable no bésica z] (2.13)
T—>00

t . . . .
Sea ahora cg = (c1,...c;y)" €l vector m-dimencional correspondiente a las variables
bésicas, y sea D = diag (7, ..., 2! ) . Tenemos que:

n

AD?A! = Z (21)? a;a' = BDB" + Z (1) a;al = BDB' + M,

7
i=1 i=m+1

donde | M| = 6 (£?) luego

o N\l o N\l 2 o N1
_ |1 (BDTBt) M1+<(BDTBt) M1> _. (BDT,Bt>

2
T

(AD24Y) " = (1+(Bﬁf3t)1M11)1 (Bﬁth)l

_ (BD Bt) A
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donde |[M;| = 6 (¢%).
Denotemos por N la matriz de orden m x (n —m) siguiente:
N = [(x;H)Q Uty -y (20 an] y sea ¢y = (Cma1, ---Cn) tendremos que

AD%C = BbiCB + NCN y
— -1 _
A = (AD2AY) " ADZc = (BD}B')  BDjen+e, = (B) "ep+e
donde |le,| = 60 (¢*). Y ya que podemos tomar € — 0 cuando r — oo tendremos que

lim A, = (BY) ™ ¢cg (2.14)

r—00

Consideremos ahora la i-ésima componente en 2.7

2
rl g (If) (Ci - ag/\r)

' © Dy (e — A

X

que prueba

{ ot > al sie —ath, <0 (2.15)

ot <ol osi—ath >0

Si 2! es una variable no basica, es imposible que ¢; — a‘)\,. cambie de signo cuando
aumenta r, para r suficientemente grande. En efecto, de la hipdtesis de no dege-
neracion junto con el hecho de que ¢; — a‘\, no puede cambiar de signo sin hacerse
muy proximo a cero. Luego tenemos, a partir de 2.13 y 2.15 que ¢; — at), > 0 para
cada variable no bésica si r es suficientemente grande. Sea ahora xp = B~ 1'b. De
2.12 y 2.13 se tiene

2y — rp cuando r — o0.

Para completar la demostraciéon del teorema, probaremos que zp es una solucion

bésica factible y 6ptima de P1. Tenemos que:
chrp = dsB7'b = b A donde A= (B") 'cp

Entonces el vectores x = (2,0, ..., O)t y A originan que las funciones objetivo primal
y dual ( P1 y DI1) coincidan. Ademas se cumple z‘(c — A*\) = 0. Finalmente,
tenemos:

c — af/\ = lim (ci — afx\r) >e9>0

T—00
para x; no basica.
Luego A*)\ < c entonces \ es factible para el problema dual. Es decir, z y \ satisfacen

la condicion necesaria y suficiente para que x sea una solucién bésica de P1. O
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Teorema 2.4.2. Sea z* una solucion del problema P1. La sucesion {xk} generada

por el algoritmo 2.4.1 satisface:

R

(n—m—i—&k)%

Ct$k+l _th* < [1 _

] (c'z" — 'a*)
donde {e;} es una sucesion de nimeros positivos que converge a cero.

Demostracion. Por la suposicion de no degeneracion, sabemos que z* = limz* tiene
n — m componentes iguales a cero. Por simplicidad, supondremos que

t
0,...,0)" . Entonces:

z* = (zf,...,x

*
m?

ok — ¥ [Dk (c — At)\k)]t Dk_1 (:vk — x*)

< Dk (c= AN (n—m +ey)?
= % (cah = ") (n—m + sk)é

_ q i
donde ¢, = ;1 ;
- (2
La desigualdad puede ser escrita como:

2
m o[k g
L+ 1 —0cuando k£ —

i (ctavlC — ct:r;*)

Ctkarl —Ctl’* o (Ctl'k —Ctl'*) < o

N

(n—m+eyg)
que es equivalente a la tesis del teorema. O

Notemos que el anterior teorema proporciona informacion sobre la rapidez de

convergencia del método, pero no prueba que tenga complejidad polinomial.
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3
Aplicaciéon

La programacion lineal es empleada para formular y resolver problemas de diver-
sos campos de la ingenierfa. Por ejemplo en el campo de los recursos hidratlicos, en el
planeamiento de distribucién urbana de agua, operacion de reservorios, dotacion de
agua de cultivo (riego), minimizar el costo y cantidad de materiales en la ingenieria
estructural.

En este capitulo presentamos dos ejemplos relativos al campo de la ingenieria,
en ellos se aplica la programacion lineal para su solucion. La primera aplicacion
esté referida a la obtencién del peso minimo de una estructura aporticada sujeta
a fuerzas externas, este es un problema de interés en la ingenieria estructural;la
segunda aplicacion esté relacionada a la distribucion de dotacion de agua de cultivo,

este ultimo es un problema de interés tanto en la ingenieria hidraulica como agricola.

3.1. Aplicacién a la Ingenieria Estructural
Definimos algunos términos que se usaran en el desarrollo de esta aplicacion

» Comportamiento Lineal: Las secciones transversales de los elementos de la

edificacion vuelven a su posicion inicial, cuando dejan de actuar las fuerzas

externas, la relacion momento - giro es lineal (ver figura 3.1(a)).

= Comportamiento Plastico: cuando una seccion transversal del portico gira

un valor mayor o igual al giro plastico el comportamiento es como se indica
en la figura 3.1(b).

» Rotula Plastica: La seccion de una viga tiene el comportamiento plastico a

partir de una deformacion conocida como deformacion de fluencia (giro plastico

de la seccion). Esta deformacion se representa por 6,.
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M A ", A
Plastico
MP
" Lineal ‘i Lineal
> >
ep
0 0
(a) Comportamiento Lineal (b) Comportamiento Plastico

Figura 3.1: Comportamiento del material

= Momento flector: Es el momento que se produce en una seccién transversal

de un elemento de una estructura debido a las fuerzas que actuan en ella.

Cuando este momento produce el giro ¢, toma el nombre de momento plastico.

Se considera que el trabajo de deformacién interna en un punto de la estructura
se calcula como U; = M;0; y el trabajo realizado por una carga externa se obtiene
multiplicando la carga por el desplazamiento que produce.

Se debe cumplir que

n m
Uit 2 Y Bear.
— =1

i=1

Donde:
> Uing: denota la suma de los trabajos producidos por fuerzas internas.

D) Eegs: Denota la suma de los trabajos producidos por fuerzas externas.

El ejemplo de aplicacion, ilustra la obtension del peso minimo de una edificacion
cuando esta cumple las siguientes hipotesis:
a) Se considera unicamente cargas puntuales.

b) Los puntos en que pueden producirse rotulas pléasticas son fijos y corresponden

a nudos de la estructuras o a puntos de aplicacion de cargas.
c¢) Las cargas crecen monoténicamente hasta el colapso.
d) La geometria de la estructura se considera inalterable.

e) Se considera que el colapso se produce tnicamente por efecto de los esfuerzos

de flexioén.

f) Se considera que el area de la seccion transversal es proporcional al momento

pléstico.
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Si se considera que el momento pléstico M, es proporcional al area de la seccion

transversal se tiene N .
Fop; = PZ Al = kaMpilia
i=1 i=1

entonces el problema consiste en minimizar

Fpy =Y, M,1;
i=1

Donde:
F,,; : funcion objetivo.
M, : Momento plastico de la seccion .
[; : longitud del elemento %.

Se tiene un portico rigido como el que se muestra en la figura (3.2). El momento
plastico en la viga es representado por M, = x5 y el momento en la columna es
denotado por M, = x1, las fuerzas F; = P y F; = 2P, consideremos P = 1.

F, =2P
F =P

1 3 3
=1 =1
3 —»{4— > —>

Figura 3.2: Poértico Viga Columna

Por las hipotesis mencionadas anteriormente, los puntos de desarrollo del mo-
mento plastico en la estructura son enumerados desde 1 hasta 7 en la figura (3.2).
En las figuras (3.3) (a, b. ¢, d, e, f) se indican cuando el portico seréd inestable,
a estos estados se les conoce como mecanismo de colapso. El trabajo interno (U)
que puede soportar el portico debe ser mayor que el trabajo externo (E) para los
diversos mecanismos de colapso de la estructura. Los casos de Colapso plastico que

deben considerarse y las ecuaciones asociadas a ellos son

a). 4xq > 1
b). 4oy + 229 =4
c). 201 + 229 =3
d). dry =3
e). 201 + 4wy =4
f). 2r1 + 219 =1
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F
M, 8, =10 :
: K M,‘
6
v
E=PO! ¢ E=4P0
U =40 M, U=40M +20M,
(a)
F ML F‘2 M

E=3P0
U=20M_+20M, U=40M,

B g L.

E=4P0
U=20M,+40M, U=20M,+20 M,
(e) ()

Figura 3.3: Posibles mecanismos de colapso del Portico

La funcién objetivo que permite determinar el peso minimo vendra definida por

la ecuacion F' = 2x1 + 3x5. Por tanto el problema lineal sera:

min F = 21’1 + 3.’13'2

s.a. 4x; =1
41 + 229 = 4

201 + 229 =2 3

4o =1

Las desigualdades, se obtienen comparando los trabajos producidos por las fuerzas
internas y externas del portico, los resultados se indican en las figuras 3.3 (a,b,c,d,e,f).

Asi tenemos:
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min 'z min F = 2x; + 3z,

s.aa. Az =0 s.a. 4z, >1
z =0 41 + 229 = 4
201+ 219 = 3
4(132 Z ]_
1,72 20
Acondicionando el problema determinamos el problema dual,
mix blu max F' =y +4ys + 3ys +
s.a. Alu<ec s.a. Ay +4ys +2y3 <2
u=0 2ys + 2ys +4ys < 3

Y1,Y2,Y3,Y4 = 0

Introduciendo las variables de holgura a fin de conseguir una base inicial, se
obtiene:

méax  F' =y + 4ys + 3ys + ya + Ys + Yo
sa. 4y +4ys +2ys + ys =2
20 +2ys +4ys +ys =3
Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Ys = 0

Resolviendo el problema haciendo uso del método Simplex

Yy Y2 Yz Y+ Ys Ys | C
fl-1 -4 -4 -1 0 o]0
ys| 4 4 2 0 1 0]2
ys | O 2 2 4 0 113

Cuadro 3.1: Tabla 1 del ejemplo
entra en la base la variable y3 y sale ys

Y Y2 Ys Y4+  Ys Ys | C
fl7 4 0 -1 2 4
ys | 2 2 1 0 1/2 1
v | —4 -2 0 4 -1 1|1

Cuadro 3.2: Tabla 2 del ejemplo

56



entra en la base la variable y4 y sale ys y se obtiene la tabla

Y1 Y2 Yz Ya Ys Ye c
F | 6 72 0 0 7/4 1/4 | 17/4
ys | 2 2 0 1/2 0 1
ys | =1 —1/2 1 —1/4 1/4] 1/4

O =

Cuadro 3.3: Tabla 3 del ejemplo

como en la funcién objetivo no hay coeficientes negativos el proceso se da por
terminado. Asi el valor minimo es

F =17/4.

Para resolver el problema del pértico por el Algoritmo de Karmarkar debemos

acondicionar previamente el problema asi se tiene:

min ctx max bt
s.a. Ax>=b s.aa. Al<c
z =0 A=0

que en el optimo se verifica
min 'z = max b'\

asi

min cz — i\ min clr — b\
s.a. Ax = b s.a. Ar—2' =b
AN <c AN+ N =c¢
x,A=0 z, ', N =0

el problema consiste en resolver:

min 21’1 + 3512'2 - )\1 —)\2
s.a. 2xq1 + 219 — 23 =1
41’1 — T4

2X1 + 4N + A3 =
2\ +X\ =3
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que haciendo la transformacion indicada en (2.3) (transformacion del problema

general a la forma canonica de Karmarkar) se tiene:

min  2y] + 3y, — Yt
s.a. 2y + 3yh + v Yy =0
=3y Yo =0
2y/5 —2yy =0
2y5 +2u5 Yo =3
aplicando el algoritmo de Karmarkar se tiene como soluciéon factible estrictamente

positiva a 4,85. como se muestra en la tabla

Nite | 1 Y x1 To F
1 0,104 | 0,075 | 1,0 1,0 5
10 0,123 | 0,076 | 0,488 | 0,023 | 1,045
20 0,112 | 0,082 | 0,500 | 0,000 | 1,001

Cuadro 3.4: Tabla de Iteracion del Algoritmo de Karmarkar

3.2. Aplicacién a la dotacién de agua de riego

Esta aplicacion esté referida a la produccion agricola del sub sector de riego bajo
Caplina situado en Tacna, que en adelante sera llamado valle Caplina la formu-
lacion del problema toma en cuenta un patron de cultivo heterogéneo, conformado
por cultivos permanentes (vid negra corriente), transitorios (papa, maiz amilaceo,
hortalizas, maiz choclo, aji, tomate, haba y arveja), forrajeros (alfalfa y maiz chala)
y forestales.

El valle Caplina se tipifica como una zona de menor desarrollo relativo con ten-
dencia al estancamiento principalmente en las areas de minifundio; sin embargo, su
potencial agro ecologico es un factor determinante para impulsar complejos fruti-
horticolas con fines agroindustriales y para el consumo humano directo.

La programacion Lineal es un método de asignacion de recursos que busca la
optimizacién de recursos limitados a un numero de actividades en competencia. El
objetivo de esta aplicacion es optimizar la cedula de cultivos acorde con las condi-
ciones agro climéticas y econémicas del valle Caplina, mediante la formulaciéon de
modelos de programacion lineal, utilizando para esto el algoritmo de programacion
lineal de Karmarkar programado en MATLAB.

58



Con el modelo se pretende maximizar los beneficios del area del proyecto, sujeto

a diferentes restricciones:

. Agua

. Mano de obra

Mercado

. Suelo

Obteniendo una cedula de cultivo optima; con cultivos econémicamente rentables y

la cantidad de areas a ser instaladas en una campana agricola.

La metodologia empleada en para la optimizaciéon de la cédula de cultivo toma

en cuenta:

a).

Recopilacion de informaciéon agroeconémica, suelo, disponibilidad de agua, re-

querimientos agroclimaticos de los cultivos.

. Definicién de cultivos a considerar teniendo en cuenta su adecuacion al clima,

demanda del producto en el mercado, rentabilidad, requerimiento de agua. A

cada cultivo se le asigna una variable.

. Formulacién de las funciones objetivo de los modelos que maximicen los ben-

eficios de la produccion, mediante la rentabilidad econémica de los cultivos.

. Definiciéon de la restricciones de los modelos como demanda y disponibilidad

de agua, mano de obra requerida, demanda de mercado y disponibilidad de

suelo.

. Formulacién de los Modelos.

Obtencién de la cedula optimizada mediante la técnica de Karmarkar en pro-
gramacion lineal en MATLAB.

La funciéon objetivo ha sido definida mediante la sumatoria de los productos de

los Valores Netos de la Produccion VN P; y el area correspondiente a cada cultivo

Z;.

méx » (VNP z;)

La funcion objetivo maximiza los beneficios de la produccion en (USS$) esta es

representada por:
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max Z = 980z + 759z, + 882x3 + 847z, +
768x5 + 16926 + 107727 + 21325+
18629 + 45919 + 561211 + 405212

Las Restricciones del Modelo se elaboran teniendo en cuenta los siguientes cri-

terios

a). AGUA. La restriccion del agua es la sumatoria del producto del volumen de
agua expresado en m3/mes-Ha y el area de cada cultivo(Ha), esta sumatoria

debe ser menor o igual al volumen de agua disponible del mes correspondiente.

- DEMANDA. La demanda bruta de agua ha sido elaborada teniendo en
cuenta la condicion actual de un 31 % de eficiencia de riego y las proyec-
ciones del Plan de Desarrollo Agropecuario Tacna 1995-2015, en la cual se
espera una eficiencia de riego de 46 % con el sistema de riego por gravedad
mejorado.

- DISPONIBILIDAD. La disponibilidad de agua para los fines de restric-
cion se ha definido como la suma de las descargas del rio Caplina al
75% de persistencia, menos la demanda poblacional (0,05 m3/s) y las

condiciones de aporte.
b). MANO DE OBRA

-. REQUERIMIENTO. Segin el censo de poblaciéon y vivienda de 1993 la
poblaciéon urbana entre 20 y 24 anos de edad se estima en 22239 personas.
Este dato se ha tomado como restriccion de la disponibilidad de mano de

obra para la produccion de los cultivos.

¢). MERCADO.

-. AREAS MAXIMAS. Las superficies de cultivo por restricciones de merca-
do es la cantidad maxima a sembrarse en hectareas y ha sido determinado
en el Plan de Desarrollo Agropecuario Tacna 1995-2015, considerando las
demandas locales, regionales e industriales y la no saturaciéon del mercado

interno.

d). SUELO. La restriccion de suelo es la sumatoria de todas las areas de los
diferentes cultivos a sembrarse y debe ser menor o igual al area disponible del
terreno, que segin el padron de regantes el area regable es de 1253 Ha, esta

area como méaximo puede duplicar su uso en un ano(2506 Ha).
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La matriz de restricciones en MATLAB muestra en el Anexo 5.2.2, a continuaciéon

se entrega en forma tabular la matriz de restricciones

RESTRICCIONES [ N°| X1 X2 X3 | X4 | X5 X6 X7 X8 X9 | X10 | X11 | X12
1122003000 3400| O 0 0 3400] 0 0 0 0 0 <= 2127721
A 211987 2710 3071 0 0 0 2890 0 0 0 0 0 <= 2195666
3 2090 2850]3230| 0 0 0 2850 0 0 0 0 1520 <= 2058083
G 4 11597 | 2177 [ 2468 0 1161 0 0 1161 1161 0 0 2032 | <= 1879701
5[1320]1800]2040| 0 1680 0 0 1992 ) 1680 | 960 | 10802280 | <= 2021121
u 611011 1379[ 1563 0 1931 0 0 1931) 1655 | 1287 | 1103 | 1563 | < = 2092262
7 {1100 1500] 1700| 0 1700| © 0 1800 | 2000 | 2100 | 1800 | 1400 | < = 2160397
A 8 [1320] 1800 2040| 0 1680 0 0 1440 | 1440 19202520 0 <= 2173789
9 1544 ]2105]2385[2245] 0 842 | 842 0 0 1684 [ 2806 | O <= 2143584
(m3/mes-Ha) 10| 1980 | 2700 | 3060 | 3780 0 2520 [ 2160 0 0 0 2520 0 <= 2452879
1112076 | 2831 | 3208 | 3963 0 3963 | 3585 0 0 0 0 0 <= 2993242
12| 2310 | 3150 | 3570 | 4410 0 4200 | 3780 0 0 0 0 0 <= 3155155
13] 20 13 4 0 0 0 18 0 0 0 0 0 <= 22239
MANO 14| 23 15 4 0 0 0 26 0 0 0 0 0 <= 22239
15| 14 12 2 0 0 0 26 0 0 0 0 23 [ <= 22239
16| 9 5 4 0 41 0 0 29 21 0 0 21 | <= 22239
DE 17] 8 4 3 0 37 0 0 28 20 28 40 22 | <= 22239
18| 7 4 2 0 29 0 0 20 16 26 34 45 | <= 22239
19| 10 5 4 0 34 0 0 39 21 19 27 46 | <= 22239
OBRA 20| 16 7 3 0 32 0 0 38 20 21 21 0 <= 22239
21] 8 5 2 13 0 29 28 0 0 38 36 0 <= 22239
(Jor/Ha) 22] 9 4 3 13 0 33 28 0 0 0 40 0 <= 22239
23] 1 11 2 17 0 19 25 0 0 0 0 0 <= 22239
24| 8 10 2 16 0 29 19 0 0 0 0 0 <= 22239
25] 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 <= 120
M 26| 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 <= 80
E 27] 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 <= 190
R 28] O 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 <= 40
C 29| 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 <= 260
A 30 0O 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 <= 110
D 31 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 <= 125
o 32| 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 <= 200
33 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 <= 150
(Ha) 34| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 <= 50
35| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 <= 130
36| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 <= 190
SUELO(Ha) 37] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 <= 2506

Cuadro 3.5: Tabla de Restricciones

La soluciéon que nos brinda el algoritmo corresponde a la cédula optimizada. Esta
cédula optimizada representa el méximo beneficio para los usuarios del valle Caplina,
considerando la rentabilidad econémica de los cultivos y la asignacion equitativa de

los recursos (agua, mano de obra, suelo).

Los resultados obtenidos por el algoritmo presentado son:

61



X
120.00
0.00
88.93
14.34
260.00
0.00
125.00
0.00
0.00
50.00
129.28
12 160.92

© 00 N O T W N =2

—_
— O

F
117600.00
0.00
78440.14
12149.36
199680.00
0.00
134625.00
0.00

0.00
22950.00
72930.00
65175.79

La valor funcion 6ptima es :$703146,781
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4

Conclusiones

El algoritmo del elipsoide tiene una convergencia polinomial si se considera cada
instrucciéon como un paso del algoritmo, sin embargo no ha sido posible asegurar en
este trabajo que el tiempo de ejecuciéon sea polinomial, si se considera al tiempo de

ejecucion de cada caracter como paso del problema.

El simplex busca el maximo de la funcién objetivo en los vértices de la regiéon
factible, esto hace que el método sea lento a medida que se incrementa el tamano
del problema; el método de karmarkar encuentra la solucién atravezando la region
factible, lo que hace que el método se aproxime con mayor rapidez a la solucién a

medida que crece el tamano del problema.

El tiempo de ejecucion del algoritmo Karmarkar es polinomialmente acotable
O(np) en el peor de los casos el simplex es exponencial como queda demostrado en

el capitulo 1 seccion 2.5 .

Muchos problemas del campo de la ingenieria son modelados con métodos de
programacion lineal y tienen un tamano del problema considerable, esto pone en

vigencia algoritmos polinomiales como el de Karmarkar.
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5!

Anexos

5.1. Programacién en Matlab del Algoritmo de

Karmarkar

La programacion del algoritmo de Karmarkar se realizo en Matlab 2007, dicho

algoritmo lleva por nombre karjfs, el programa consta de seis (6) partes o estructuras:
= karjfs.m
= optkarc.m
= maxkarc.m
= minkarc.m
= kare.m
s karfo.m

Siendo el eje principal del algoritmo el archivo karjfs.m en el cual se encuentra
estructurado los diferentes casos en que se presentan los problemas de programacion
lineal, encontrandose las llamadas a los demés archivos.

El archivo optkar.m contiene los valores de las constantes o y eps; a es una
constante entre 0 y 1 (0 < o < 1), eps es el valor del error donde se detiene el
algoritmo.

El archivo maxkarc.m contiene la solucién del caso particular de maximizacion
en el cual el problema se encuentre directamente en la forma canénica de karmarkar

A+z=0.
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El archivo minkarc.m contiene la solucion del caso particular de minimizacion
en el cual el problema se encuentre directamente en la forma canénica de karmarkar
Axx=0.

El archivo kare.m contiene la solucion del caso particular de maximizacion y
minimizacién en el cual el problema se encuentre en la forma estandar A » x >=b.

El archivo karfo.m contiene la soluciéon del caso particular de maximizacion y
minimizacion en el cual el problema se encuentre en la forma estandar de 6ptimo
finito A = x = b.

El programa se ejecuta escribiendo karjfs en ">» "karjfs

A continuacion se indican el coédigo de los algoritmos en matlab

5.1.1. Archivo karjfs

Listing 5.1: Programa karjfs.m

© 00 N O U W N

W W W W W WK N NDNDDNDDDNDDNDNDL = = = = e e s
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Db % % ok % ok ok % ok o %ok K Kok Kk K
% * karjfs.m

P *

% x

% x

e s ¢ sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
clc

warning off;

fprintf(’Cocoooon Metodo_de_Karmarkar_para_"n"_variables\n\n’);
fprintf(’Si_esta_en_la_forma_canoénica_de_Karmarkar_____ Axx=0_F=0_\n");
fprintf(’Si_esta_en_la_forma._ . .oceooocoonoiooonoauon Asx>=b_F=1_\n");
fprintf(’Si_esta_en_la_forma_estandar_de_optimo_finito _Axx=0_F=0_\n\n’);
F = input(’Ingrese_F:____ooooo \n’);

fprintf(’Para_Minimizar _P=0___\n’);
fprintf(’Para_Minimizar P=0___\n’);

A= input(’nlngrese_la_matriz_ A:___.__cccv \n\n’);
c¢= input(’nlngrese_el_vector_columna_de_restricciones_c:__\n\n’);
optkar;
if P7=0
c=c;
maxkarc;
else
minkarc;
end
elseif F==
HAngrese de esta manera "mazr c’xx<=b"
HAngrese de esta manera "minz c’xx>=b"
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36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

b=input (’\nIngrese_el_vector_columna_de_constantes_b:__\n\n’);

c=input (’\nIngrese_el_vector_columna_de_restricciones_c:__\n\n’);

optkar;

if P7=0
c=-c;
A=A;
—Db
end
kare;
else

b=input (’\nlngrese_el_vector_columna_de_constantes_b:__\n\n’);
c=input (’nlngrese_el_vector_columna_de_restricciones_c:__\n\n’);

optkar;

if P7=0

c=-cC;

end
karfo;
end
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5.1.2. Archivo kare

Listing 5.2: Kare.m

© 00 O U R W NN
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% kare.m

% %

% %

% ADAPTACION AL ALGORITMO DE KARMARKAR

% %

% TRANSFORMAR POR EJEMPLO:

%

% max Z=c’*zx _ maz Z=c 'xy

% Axz<=b Axy=0

% z>=0 e ’'xy=I

% y>=0

%

% EMPECEMOS CON EL PROBLEMA PL

% PL

% min c’x x

% PL

% Axx<=b

% z> =0

% Utilizando la teoria del primal y dual

% transformamos el problema PL en un problema de factibilidad estand % llamado

%L1 APLIxz=bPLI

% z> =0

APL1=[A zeros (m) —eye (m) zeros (m, n.) ; zeros (n) A’ zeros (n,m)
eye(n) c’ —bl zeros(1l,m) zeros (1,n)];

bPLl=[b;c;0] ;

% Como mecesitamos un punto inicial factible estrictamente positivo

% para comenzar las iteraciones, —generamos dicho punto realizando

% un artificio entonces transformamos el problema PLI en un problema

% de minimizacidon llamado PL2 factible y con dptimo nulo.

%

% min cPL2’xz

% oL

% PL2 APL2xx=bPLl

% z> =0

% %

APL2=[APL1 bPLI-APLlxones(2*m+}2*n,1)]; cPL2=[zeros(2*m+2*n, 1); 1] ;

% PL2 se puede convertir en un problema en la FCK (Axz=0) realizando

% una transformacién proyectiva y agrupando adecuadamente mos resulta
% PL3 que esta la FCK.

o

% min cPL8 *y

%

% PL3 APL3xy=0 %e’xy=l %y>=0 %

ao=ones (2xn+2+mtl ,1); d=diag(ao); APL3=[APL2xd —bPLl|; cPL3=[d*cPL2;0];

IDEFINIENDO VALORES INICIALES

e=ones (2*m+2«n+2, 1) ; ee=e/(2*xm}2+n+2) ; x=eexl; N=O0;
I=eye (2*n+2xm+2);

r=(1/sqrt ((2*m+2*n+2)*(2+m+2xn+2—1)));

67

PL1




55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88

% INICIO DEL ALGORITMO
while (1%cPL3’)*x>eps

dd=diag(x) ; % (1)

cc=[dd*cPL3]; % (2)

AA=APL3xdd ; % (3)

w=[AAje’] % (4 )

p=(I-w’*inv (wsw’)xw)xcc; % (5)

y=(ee—alfax*r*(p/norm(p)))*10; % . . . (6)

x=(ddxy/(e’*ddx*y))*100; % (7)

N=N+1;

end

%'IN DEL ALGORITMO

% Obtenida una buena aproximacion de la solucidn Jdptima de este

% problema de karmarkar, es necesario utilizar una transformacion
% inversa para regresar al PL2 ; para esto basta con dividir las

% primeras 2n+2m+l componentes de la solucion final por la wultima
% componente (2n+2m+2). Las primeras n componentes serdn la solucidn
% del problema inicial (PL).

for j=l:n

xx(j)=(ao(j)*x(]j))/x(2+m+2xn+2);

X=xx"};

end

elapsedtime = etime (clock ,tstart);

c=abs(c);
fprintf(’\n\nEl_numero_de_iteraciones_es:_%\n\n’,N)
disp (7CoN. Cocooooon F_.7)

for i=l:n

ffec (i) *X(i);

fprintf(’\n_%oooooe O 'sd\n\i, X(i),ff)_end
F=c ’xX;
fprintf(’\n\nLa_funcién_objetivo_optimizada _F_es:_%l\n’,F) FF=cPL3 xx;

fprintf(’\n\nLa_funcién_objetivo_dual_es:_%\n\n’ ,FF)
fprintf (> \nALGORITMO_KARMARKAR: _Tiempo_de_ejecucion =%_9.3 f_segundos ...
_\n’,elapsedtime );
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5.1.3. Archivo karfo

Listing 5.3: karfo.m

© 00 N O Utk W N
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% karfo.m

% ADAPTACION AL ALGORITMO DE KARMARKAR

% TRANSFORMAR POR EJEMPLO:

%

% mar Z=c’'xr —o-—> maz Z=c *y
Axxz=b Axy=0
z>=0 e’'xy=I

y>=0

X

EMPECEMOS CON EL PROBLEMA PL

g

min ¢’k

Axz=b
z>=0

Utilizando la teoria del primal y dual
transformamos el problema PL en un problema de factibilidad estiandar

llamado PL1

PL1 APLIxz=bPLIl
> = 0

APLl1= [A zeros(m) zeros(m) zeros(m,n);...

zeros(n) A’ —A’ eye(n);...
¢’ =b’ b’ zeros(l,n)];
bPLI=[b;c;0];
% Como mecesitamos un punto inicial factible estrictamente positivo
% para comenzar las iteraciones, generamos dicho punto realizando
% un artificio entonces transformamos el problema PLI1 en un problema
% de minimizacidn llamado PL2 factible y con dptimo nulo.
% i
% min cPL2 sz
%’ % PL2 APL2xx=bPLl % x>=0
% %
APL2=|APL1 bPLI-APLl*ones (2*m+2*n,1)]|;

cPL2=[zeros (2*xm+2+n; 1); 1] ;
% PL2 se puede convertir en un problema en la FCK (Axz=0) realizando

% una transformacién proyectiva y agrupando adecuadamente mos resulta
% PL3 que esta la FCK.

% PL3 min cPL3 xy
% % APLS# y—0
% e’xy=I
% y>=0

ao=omnes (2*n+2xmtl, 1);
d=diag(ao) ;
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54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96

APL3=[APL2xd —bPLl1];
cPL3=[d*cPL2;0] ;
IDEFINIENDO VALORES INICIALES

e=ones (2*m+2+«n+2,1);

ee=e /(2*m+2+n+2);

x=ee; N=0;

I=eye (2*n+2+m+2);

r=(1/sqrt ((2*m+2*n+2)*(2+m+2«n+2—1)));
ANICIO DEL ALGORITMO

while cPL3’xx>eps

dd=diag(x); % (1)

cc=[dd*cPL3]; % (2)

AA=APL3xdd; % (3)

w= [AAse’] ; % (4)

p=(I-Wxinv (wsw’)*w) )*cc; % (5)
y=(ee—alfax*r*(p/norm(p)))*10; % (6)

x=(dd*y /(e +xddxy))*100; % (7)

N=N+1;

end

%'IN DEL ALGORITMO

% Obtenida wuna buena aproximacién de la solucidn Jptima de este

% problema de karmarkar, es necesario utilizar una transformacion
% inversa para regresar al PL2; para esto basta con dividir las

% primeras 2n+2m+l componentes de la solucidn final por la ultima
% componente (2n+2m+2). Las primeras m componentes serdn la solucidn
% del problema inicial (PL).

for j=l:n

xx (j)=(a0(§)*x(§))/x(2+mi2en+2);

X=xx"

end

elapsedtime = etime(clock ,tstart);
fprintf(’\n\nEl_numero_de_iteraciones_es:_%\n\n’,N)

disp ("_N. Cecooon Xeeeoooo F_.7)
for i=l:n

ff=c (i)’ *X(i);

fprintf (’\n_.%l____o . %\n’,i, X(i),ff)

end

F=c’'*X;
fprintf(’\n\nLa_funcién_optimizada_F_es:_%\n\n’,F)

disp ( ’ALGORITMO_KARMARKAR_ *)
fprintf (’\nALGORITMO_KARMARKAR: _Tiempo_de_ejecuciéon _—=%_9.3f_segundos...
\n’,elapsedtime);
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5.1.4. Archivo maxkarc

Listing 5.4: maxkarc.m

© 00 N O Ut s W N
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Inazkarc.m

Wefiniendo valores iniciales
I=eye(n);

e=ones(n,1);

ee=e/n;

x=ee;

N=0;

r=(1/sqrt (nx(n—1)));
foi=c’xx;

D=diag(x);

AA=A%D;

cc=Dxc;

B=[AAse " |;

p=(I—-(B’*inv (BxB’)*B))*cc;
y=(ee—alfax*r*(p/norm(p)));
x=(Dxy /(e ’*Dxy));

N=N+1;

fof=c’xx;

%Hnicio del algoritmo
while abs(fof—foi)>eps

D=diag(x); P (1)
AA=A+D; /A (2)
cc=Dxc; P (3)
W=[AA;e’]; oo (4)
p=(I—-(Wxinv (WsW )«W))*xcc; %..(5)
y=(ee—alfa*r*(p/norm(p)))*10; %.(6)
x=(Dxy /(e ’*Dxy))*100; % ... (7)
N=N+1;
foi=fof;
fof=c’*x;

end

% Fin algoritmo

elapsedtime=etime (clock , tstart );

—c'%X;
fprintf(’\n\nEl_numero_de_iteraciones_es_:_%\n\n’,N)
disp('N._oooooooo D F)

for i=1:n

xx=x(1);

ff=c(i) *x(i);

fprintf (’\n._ %___.%\n’,i,xx, ff)
end
fprintf(’\n\nLa_funcion_optimizada_F_es:_%\n\n’ ,F)

fprintf(’\nAlgoritmo_karmarkar: _tiempo_de_ejecucion_=%—9.3f_segundos._ ...

\n’,elapsedtime);
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5.1.5. Archivo minkarc

Listing 5.5: minkarc.m

© 00 N O U AW N
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Yminkarc.m

Iefiniendo valores iniciales
I=eye(n);

e=ones (n,1);

ee=e/n;

x=ee;

N=0;

r=(1/sqrt(nx(n—1)));

%mnicio del algoritmo

while c¢’sx>eps

D=diag(x); /A (1)
AA=A%D; /A (2)
cc=Dxc; /A (3)
W=[AAje "’ ]; [/ (4)

p=(I-W=xinv (W«W ) «W))xcc % ..(5)
y=(ee—alfaxrx(p/norm(p)))*x1 %.(6)
x=(Dxy /(e’*Dxy))x*1 A (7)
N=N+1;

end

% Fin algoritmo

Z%elapsedtime=etime (clock , tstart);
F=c’xx;
fprintf(’\n\nEl_numero_de_iteraciones_es_:_%\n\n’ ,N)
disp ('N.__ccoooon X bnnen F)
for i=1:n

xx=x(1);

ff=c(i)’ *x(i);

fprintf ("\n_o_ %o oo %1, xx, ff)
end
fprintf(’\n\nLa_funcion_optimizada_F_es:_%\n\n’,F)
Horintf( \nAlgoritmo karmarkar: tiempo de ejecucion =%—9.8f segundos
% \n’, elapsedtime );

5.1.6. Archivo optkarc
Determina el tamano de la matriz A

Listing 5.6: optkarc.m

1
2
3

alfa=0.7968;
eps=10"—-8;

[m,n]=size (A);
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5.2. Algoritmo de Barnes.

Es una variante del método que resuelve un problema de la forma de la seccion
(2.4.1), en este algoritmo los datos de ingreso son:

x0: vector inicial / Az = b

A: matriz de restricciones

c: coeficientes de la funcién objetivo

R: radio del elipsoide

La programacion del algoritmo de Barnes se realizo en Matlab 2007, dicho al-
goritmo lleva por nombre Barnes.m, y La matriz de ingreso de datos se tiene por
nombre datosb.m

5.2.1. Archivo barnes

Listing 5.7: barnes.m

—
= O © 00 O O W N =

12

function [x1,it]=barnes(A,x0,c,tol ,R)

E=2xtol;

it =0;

while E>tol
D=diag(x0); B (1)
L=inv (A*D*DxA’) x AxD*Dxc ; P (2)
x1=x0—-R/norm (D* (c—A’*L) ,2) *D*Dx* (c—A’xL); B (8)
E=norm(x1-x0,2); B (4)
x0=x1
it=it+1

end

% Fin algoritmo
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5.2.2. Tabla de Datos de Ingreso

Listing 5.8: datosb.m

1

2 BIODELO 7 :EFICIENCIA=81 %, SIN DERIVACION DE UCHUSUMA, SIN ROTACION DE CULTIVOS

3 Mo=7;

4 % mazr c¢’'*xX

5

6 % AxX<=b

7

8

9 A=[2200 3000 3400 0 0 0 3400 0 0 0 0 0
10 1987 2710 3071 0 0 0 2890 0 0 0 0 0
11 2090 2850 3230 0 0 0 2850 0 0 0 0 1520
12 1597 2177 2468 0 1161 0 0 1161 1161 0 0 2032
13 1320 1800 2040 0 1680 0 0 1992 1680 960 1080 2280
14 1011 1379 1563 0 1931 0 0 1931 1655 1287 1103 1563
15 1100 1500 1700 0 1700 0 0 1800 2000 2100 1800 1400
16 1320 1800 2040 0 1680 0 0 1440 1440 1920 2520 0
17 1544 2105 2385 2245 0 842 842 0 0 1684 2806 0
18 1980 2700 3060 3780 0 2520 2160 0 0 0 2520 0
19 2076 2831 3208 3963 0 3963 3585 0 0 0 0 0
20 2310 3150 3570 4410 0 4200 3780 0 0 0 0 0
21 20 13 4 0 0 0 18 0 0 0 0 0
22 23 15 4 0 0 0 26 0 0 0 0 0
23 14 12 2 0 0 0 26 0 0 0 0 23
24 9 5 4 0 41 0 0 29 21 0 0 21
25 8 4 3 0 37 0 0 28 20 28 40 22
26 7 4 2 0 29 0 0 20 16 26 34 45
27 10 5 4 0 34 0 0 39 21 19 27 46
28 16 7 3 0 32 0 0 38 20 21 21 0
29 8 5 2 13 0 29 28 0 0 38 36 0
30 9 4 3 13 0 33 28 0 0 0 40 0
31 17 11 2 17 0 19 25 0 0 0 0 0
32 8 10 2 16 0 29 19 0 0 0 0 0
33 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
34 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
35 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
36 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
37 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
38 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
39 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
40 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
41 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
42 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
43 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
44 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
45 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1];
46
47
48
49 c=[980 ; 759 ; 882 ;847 ; 768 ; 169 ; 1077 ; 213 ; 186 ; 459 ; 561 ; 405];

50

51

52 b=[1582934 ; 1874880 ; 1909699 ; 1462406 ; 1331165 ; 1319328 ; 1312416 ;

53 1272240 ; 1174176 ; 1159747 ; 1039392 ; 1157069 ; 22239 ; 22239 ; 22239 ;

54 22239 ; 22239 ; 22239 ; 22239 ; 22239 ; 22239 ; 22239 ; 22239 ; 22239 ;

55 120 ; 80 ; 190 ; 40 ; 260 ; 110 ; 125 ; 200 ; 150 ; 50 ; 130 ; 190 ; 2506];
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