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Resumen

Como los algoritmos son la base de la ciencia de la computacién y una de
sus disciplinas es la complejidad de los algoritmos, rama que necesita una base
de andlisis matematico, lo cual es tratado en la siguiente investigacién, con el
objetivo en primer término, de describir los fundamentos de los algoritmos, des-
cribiendo las técnicas existentes de diseflo para crear algoritmos, a continuacién
las caracteristicas de un buen algoritmo y las aplicaciones de los algoritmos, y
también se describe las técnicas matemédticas para realizar el andlisis de algo-
ritmos, basdndose en la definicién de las funciones de complejidad asociados al
algoritmo que se est4 analizando, a continuacién se detalla los fundamentos de
la teoria de grafos necesarios para el estudio de los algoritmos PRIM y KRUS-
KAL, definidos mediante la teoria de grafos, concluyendo con la comparacién de

la complejidad de los mismos.
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Capitulo 1

Fundamentos de Algoritmos

Los algoritmos son fundamentales en todas las ramas de la ciencia, en parti-
cular creo que es importante conocer los fundamentos de la teoria de algoritmos
para aplicarlos en la solucién de problemas reales, empezaremos con los funda-

mentos basicos, luego se realizard una introduccién al disefio de algoritmos.

1.1. Algoritmos

La palabra algoritmo es de origen arabe, proviene de la palabra al-Khwarizmi,
sobrenombre del famoso matemético Mohamed Ben Musa, que quiere decir de
Khwarizmi, el estado donde nacié Ben Musa.

Mohamed Ben Musa fue un matematico famoso, quien establecié los métodos
bésicos para sumar, multiplicar y dividir nimeros, rafz cuadrada y el cdlculo
de los digitos de pi. Estos procedimientos eran precisos, claros, mecanicos y
correctos, que definitivamente eran algoritmos, razén por lo cual el nombre se
puso en honor a él.

Como regla mnemotécnica, se dice que un algoritmo es un fideo: finito, defi-

nido y organizado.



1.1.1. Definicién de Algoritmo

El Diccionario de la Lengua Espafiola de la Real Academia Espafiola define
el término algoritmo como un conjunto ordenado y finito de operaciones que
permite hallar la solucién de un problema. Entonces se define en matematicas
un algoritmo como cualquier procedimiento formado por un conjunto finito de
instrucciones no ambiguas y efectivas bien definidas que toma de cero a maés
valores como entrada y genera algin valor, o un conjunto de valores como salida,
entonces un algoritmo es una secuencia de pasos que transforma las entradas en

salidas y para ejecutarse necesitan una cantidad finita de recursos:
= Tiempo
= Memoria

Otra caracteristica que se deduce de la definicién es que un mismo algoritmo
puede resolver todos los problemas de una misma clase.

Se debe de considerar en identificar los problemas que resolvera el algoritmo.
Aquellos problemas bien definidos y adecuados para ser solucionados mediante
el uso de computadoras digitales.

Los algoritmos se escriben pensando en el ejecutor o procesador del algorit-
mo(méquina o personal). El procesador debe de ser capaz de interpretarlo y de

ejecutarlo.

1.1.2. Aplicaciones de los algoritmos

Los algoritmos est4n presente en todos los campos, asi tenemos(1]:

» El proyecto del genoma humano tiene por objetivo identificar todos los
100,000 genes, en el ADN humano, determinar la secuencia de los 3 billones

de pares de quimicos base que forman parte el ADN humano, guardar la



informacién en la base de datos y el desarrollo de herramientas para el
andlisis de la data, en cada una de estas etapas es necesario algoritmos
sofisticados y complejos. Los ahorros por el uso de los algoritmos en la
solucién de problemas biolégicos son: tiempo de horas hombres, tiempo de

horas maquina y dinero.

Internet permite a todas las personas alrededor del mundo acceder rapi-
damente y recuperar cantidades grandes de informacién, para lo cual se
necesita algoritmos que permita gestionar y manipular los grandes volime-
nes de informacién. Ejemplos de problemas que deben de ser resueltos son:
hallar rutas adecuadas para la transferencia de los datos y el uso de bus-
cadores para hallar rapidamente las paginas en las cuales se encuentra una

determinada informacion.

El comercio electrénico permite negociar e intercambiar bienes y servicios
electronicamente. Mantener de forma confidencial el niimero de la tarjeta de
crédito, los passwords y las reglas de negocio del banco es fundamental para
el uso masivo del comercio electrénico, usando para tal efecto llaves piiblicas
criptograficas y firmas digitales, los cuales estdn basadas en algoritmos

numéricos y la teoria de niimeros.

En la fabricacién de bienes es importante asignar los recursos escasos dis-
ponibles en la forma méas beneficiosa posible, usando para tal fin la progra-

macién lineal, algunos ejemplos son:

e Una compaiiia de petréleo necesita saber donde ubicar su pozos para

maximizar sus ganancias.

e Un candidato presidencial desears determinar donde invertir en pu-
blicidad, con la finalidad de maximizar su posibilidad ‘de ganar las

elecciones.



e Un proveedor de servicios de internet desearia determinar, donde ubi-
car recursos adicionales con el objetivo de servir a sus clientes con

mayor efectividad.

e Una aereolia desearia asignar las tripulaciones de vuelos con el menor
costo posible, asegurandose que cada vuelo esté cubierto y que las

regulaciones del gobierno con respecto a las tripulaciones se cumplan.

1.2. Diseno de los algoritmos

Existen muchas técnicas para disenar algoritmos, algunas de las cuales son
las siguientes: Divide y vencerds, programacién dindmica, dvidos y método de

retroceso (backtraking, poda alfa).

1.2.1. Divide y venceras

Cuando el algoritmo es recursivo en estructura, para resolver un determinado
problema, se llaman a si mismo recursivamente uno o mas veces, esta técnica
que consiste en la descomposicién de un problema de tamafio n en problemas
mas pequeiios independientes, de tal forma que usando la solucién independiente
de dichos problemas sea posible construir con facilidad una solucién al problema
completo, también es importante siempre balancear los costos, siempre que sea
posible, por lo tanto es mejor que los subproblemas generados con la aplicacién
de esta técnica siempre tengan un tamano aproximadamente igual.

Ejemplo de problemas que se resuelven con estéd técnica tenemos a: multipli-
cacién de enteros grandes, programacién de torneos de tenis, bisqueda binaria,
ordenacién por mezcla, ordenacién rapida, busqueda de la mediana, multiplica-

cién de matrices, etc.



La resolucién de un problema mediante esta técnica consta de los siguientes

pasos:

1. En primer lugar se debe de plantear el problema de tal forma que pueda ser
descompuesta en k subproblemas del mismo tipo, pero de menor tamano.
Es decir, si el tamafio de la estrada es n. Se debe de conseguir dividir el
problema en k subproblemas (donde 1 < k < n), cada uno con una entrada

de tamafio ny y donde 0 < n; < n. A esta tarea se le conoce como division.

2. En segundo lugar han de resolverse independientemente todos los subpro-
blemas, bien directamente si son elementales o bien de forma recursiva. El
hecho de que el tamaiio de los subproblemas sea estrictamente menor que el
tamano original del problema nos garantiza la convergencia hacia los casos

elementales, también denominados casos base.

3. Combinar las soluciones hallados a los sub problemas para la solucién del

problema original.

Algunas consideraciones a tomar en cuenta al usar esta técnica son las si-

guientes:

1. El nimero k debe de ser pequeno e independiente de una entrada determi-
nada. El caso particular cuando el algoritmo tiene una sola llamada recur-
siva, es decir k= 1, le denominaremos algoritmo de simplificacién, ejem-
plos de este tipo de algoritmos son: el cdlculo del factorial de un nimero,

busqueda binaria en un vector, etc.

2. La ventaja de los algoritmos de simplificacién es que consiguen reducir el
tamano del problema en cada paso, por lo que sus tiempos de ejecucion sue-

len ser muy buenos (normalmente de orden logaritmico o lineal). Ademds



pueden admitir una mejora adicional, por cuanto se puede eliminar ficil-
mente la recursién mediante el uso de un bucle iterativo, lo que da como
resultado menores tiempos de ejecucién y menor complejidad espacial al
no utilizar la pila de recursién, pero esto ocasiona un detrimiento de la

legibilidad del cédigo resultante.

. El disefio usando esta técnica es simple, claro, robusto y elegante, lo cual re-
dunda en una mayor legibilidad y facilidad de depuracién y mantenimiento

del cédigo obtenido.

. La desventaja es que los disefios recursivos conllevan normalmente a un
mayor tiempo de ejecucién que los iterativos, ademds de la complejidad

espacial que puede representar el uso de la pila de recursién.

. Para obtener eficiencia, es importante conseguir que los subproblemas sean
independientes o que no exista solapamiento entre ellos. De lo contrario el

tiempo de ejecucién de estos algortimos serd exponencial.

. El ntimero de subproblemas y su tamaifio, influye en la complejidad del

algoritmo resultante, afectando la eficiencia.

. Es importante que la divisién en subproblemas se realice de la forma mas
equilibrada posible, para evitar anomalias de funcionamiento, lo cual sig-

nifica el aumento de la complejidad.

1.2.2. Programacién dinamica

Este método particiona el problema en subproblemas dependientes, resuelve

los subproblemas recursivamente y entonces combina sus soluciones para resolver

el problema original, los subproblemas dependientes comparten sus subsubpro-

blemas, los cuales son resueltos una sola vez y son guardados para los siguientes
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calculos en una tabla de soluciones, evitando el trabajo de recalcular cada vez
que el subsubproblema es encontrado. La formaciéon de la tabla de subproble-
mas para alcanzar una solucién a un problema dado se denomina programacién
dindmica, nombre que proviene de la teoria de control [1].

La forma de un algoritmo de programacién dindmica puede variar, pero es
comin lo siguiente: una tabla a rellenar y un orden en el cual se hacen las
entradas.

Este método se aplica a problemas de optimizacién.

El desarrollo de un algoritmo de programacién dindmica puede ser divida en

una secuencia de cuatro etapas:

Caracterizar la estructura de una solucién optimal.

Recursivamente definir el valor de una solucién 6ptima.

Calcular el valor de una solucién 6ptima en el sentido de abajo hacia arriba.

Construir una solucién éptima de la informacién calculada

Se pueden aplicar en la solucién de los siguientes problemas: Problema de
triangulacién, apuestas en la serie mundial de béisbol, multiplicacién de matrices,

etc.

1.2.3. Avidos o Voraces (greedy)

Esta técnica selecciona la opcién que sea localmente 6ptimal en cualquier
sentido particular y en cualquier paso individual que se dé, ignorando el efecto
futuro. Es adecuado el uso de esta técnica cuando podamos garantizar que la
mejor solucién local nos lleve a la solucién global del problema, ademas de servir
para obtener rapidamente una aproximacién a la solucién del problema, tener

presente que la solucién no siempre serd la optima, por ejemplo al considerar
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aristas ponderadas negativas en los algoritmos de Dijkstra y de Kruskal, tene-
mos como resultado que el algoritmo de Kruskal no se verd afectado mostrando
siempre la solucién correcta, pero en cambio el algoritmo de Dijkstra en algunos
casos no produce la solucién correcta. Se pueden aplicar en problemas de opti-
mizacién: bisqueda del camino més corto, bisqueda del arbol de menor o mayor
peso.

Descripcién del Algoritmo.-

1. Para resolver el problema, un algoritmo 4vido tratard de encontrar un
subconjunto de candidatos tales que, cumpliendo las restricciones del pro-

blema, constituya la solucién éptima.

2. Para ello trabajard por etapas, tomando en cada una de ellas la decisién
que le parece la mejor, sin considerar las consecuencias futuras, y por tanto
escogera de entre todos los candidatos el que produce un éptimo local para

esa etapa, suponiendo que sera a su vez éptimo global para el problema.

3. Antes de afiadir un candidato a la solucién que estd construyendo compro-
baré si es prometedora al afiadirlo. En caso afirmativo lo incluird en ella
y en caso contrario descartard este candidato para siempre y no volvera a

considerarlo.

4. Cada vez que se incluye un candidato comprobara si el conjunto obtenido

es solucidn.

Para, identificar si un problema es factible de ser resuelto por un algoritmo
avido, deben estar definidos los siguientes componentes, los cuales tienen que

estar presente en el problema.

1. Un conjunto de candidatos.- Es el conjunto de donde se crea la solucién.



2. Una funcién de seleccién.- Escoge el mejor candidato a ser adicionado a la

solucién, entre los que ain no han sido seleccionados ni rechazados.

3. Una funcién de factibilidad.- Verifica si un cierto subconjunto de candidatos

se usa para determinar si un candidato puede formar parte de la solucidén.

4. Una funcién objetivo.- Asigna un valor a la solucién o a la solucién parcial

hallada. Es la funcién que queremos maximizar o minimizar.

5. Una funcién solucién.- Comprueba si un subconjunto de las entradas es

solucion al problema , sea 6ptima o no.

Consideraciones

1. No se puede utilizar siempre esta técnica porque no todos los problemas

admiten esta estrategia de solucién.

2. Se debe de probar que la funcién de seleccién nos permita encontrar 6ptimos

globales, para cualquier entrada del algoritmo.

3. También se utiliza para poder hallar una solucién aproximada al proble-
ma, que servira luego para poder hallar la solucién definitiva usando otras

técnicas.

4. Su nombre original proviene del término ingles greedy, que siginifica que el
algoritmo en cada etapa ”toman lo que pueden”sin analizar consecuencias,

es decir son glotones por naturaleza.

1.3. Caracteristicas de los algoritmos

Para disefiar un algoritmo correctamente se debe buscar que se cumpla las

siguientes caracteristicas:



Existencia de un conjunto de entradas.- Debe de existir un conjunto es-
pecifico de objetos cada uno de los cuales son los datos iniciales de un caso
particular del problema que resuelve el algoritmo. Este conjunto se llama

conjunto de entradas del problema.

Finitud.- Un algoritmo siempre tiene que finalizar tras un niimero finito de

pasos. Esto significa que el tiempo de ejecucién de un algoritmo es finito.

Precisién.- Todas las acciones de un algoritmo deben estar bien definidas,
no deben ser ambiguas, cada una de ellas solo debe de interpretarse de una

forma tnica .

Predecibilidad.- Dado un conjunto de entradas y si ejecutamos el algoritmo
muchas veces con el mismo conjunto de entradas, obtendremos siempre el

mismo resultado intermedio y final.

Claridad.- Un algoritmo tiene que ser comprensible para el ser humano, pa-

ra poder implementarlo posteriormente con un lenguaje de programacion.

Generalidad.- Todos los algoritmos tienen que resolver problemas generales,
es decir los valores de las entradas tienen que ser variables, que pueden

tomar los valores correspondientes a su domino.

Eficiencia.- Se debe buscar que el algoritmo al momento de ser implemen-
tado con un software, use los recursos computacionales minimos: Memoria,

CPU, Tiempo.

Sencillez.- El algoritmo tiene que ser lo mas simple posible o lo menos
complejo, se debe de buscar un equilibrio entre la claridad y la eficiencia,

aun si se pierde un poco de eficiencia.
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= Modularidad.- Considerar que el algoritmo puede formar parte de un Al-
goritmo mucho més complejo, como también que el algoritmo puede ser
descompuesto en otros algoritmos, siempre y cuando esta descomposicién

favorezca a la claridad del algoritmo.

» Efectividad.- Todas las operaciones a realizar en el algoritmo deben ser
suficientemente bésicas para que se pueda hacer en un tiempo finito en el

procesador que ejecuta el algoritmo.

» Existencia de un conjunto de salidas.- Es el conjunto producto del resultado

del algoritmo asociado al conjunto de entradas.
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Capitulo 2

Analisis de la complejidad de

algoritmos

En este capitulo se desarrolla la teorfa de la complejidad en la parte que

corresponde al analisis del tiempo de ejecucién o complejidad temporal.

2.1. Analisis de algoritmos

Analizar un algoritmo es predecir los recursos que el algoritmo requiere, re-
cursos como memoria, ancho de banda de comunicaciones o hardware necesario,
pero frecuentemente lo que se desea medir es el tiempo computacional, para este
fin en la ciencia computacional existe una rama llamada Anaélisis de la compleji-
dad de algoritmos, que forma parte de la teoria de la complejidad computacional,
que tiene como objetivo la, estimacién tecrica de los recursos necesarios para que
un algoritmo resuelva un problema computacional dado, buscando con este fin
la eficiencia del algoritmo.

Existen dos pardmetros que son usados frecuentemente con los cuales po-

demos buscar la eficiencia: el tiempo de ejecucién (complejidad temporal) y la

12



cantidad de memoria (espacio, complejidad espacial), en el presente estudio se
toma en cuenta el parametro tiempo de ejecucién, que es el mds usado.

El tiempo de ejecucién de un algoritmo dependers de diversos factores tales
como: los datos de entrada, la calidad del cddigo generado por el compilador para
crear el programa objeto, la naturaleza y rapidez de las instrucciones maquina
del procesador concreto que ejecute el programa, y la complejidad intrinseca del

algoritmo. Existen dos estudios posibles sobre el tiempo [3]:

= Uno que proporciona una medida tedrica (a priori), que consiste en obtener
una funcién que acote (por arriba o por abajo) el tiempo de ejecucién del

algoritmo para unos valores de entrada dados.

= Y otro que ofrece una medida real (a posteriori), que consiste en medir el
tiempo de ejecucion del algoritmo para unos valores de entrada dados y en

un ordenador concreto, por ejemplo: PENTIUM DUAL CORE, AMD, etc.

Para analizar la complejidad usando el tiempo, dependiendo del problema
se considera una variable que mida su tamafio:n, esta variable dependera de la
naturaleza del problema, que es el nimero de componentes sobre los que se va a

ejecutar el algoritmo, asf tenemos los siguientes ejemplos:
= Para un vector sera su longitud
= Para una matriz serd el niimero de elementos
» Para un grafo se considera el nimero de vértices o el nimero de arcos
» En un archivo de datos se toma en cuenta el nimero de registros

Una vez definida la variable n, se busca una funcién al cual llamaremos fun-
cién de complejidad temporal que depende de la variable n, que tiene como

dominio los nimeros naturales N = {0,1,2,} : f(n), que mida la complejidad

13



temporal del algoritmo, para que sea independiente del tipo de méquina, len-
guaje de programacién, compilador, etc. en el cual se implementara el algoritmo,
esta funcién tedricamente indica el nimero de instrucciones ejecutadas por un
ordenador idealizado.

El analisis se realizara en el comportamiento de la funcién de complejidad

temporal: f(n), para grandes valores de n.

2.2. Mejor caso vs peor caso

Se realiza un andlisis del peor caso, caso medio y del mejor caso, para ana-.
lizar la eficiencia, frecuentemente se analiza el peor caso, también se tiene que
tener presente que muchas veces un algoritmo més ineficiente puede ser el mas
adecuado para resolver un problema real, porque existen otros factores que se

deben de considerar.

2.2.1. Peor caso

Es el analisis més frecuente realizado porque en ningin caso el costo de cual-
quier caso excederd este valor, porque es el caso correspondiente al de mayores
pasos, consiste en el andlisis del tiempo maximo necesario para un problema de

tamatio n, con las siguientes consideraciones:

» Analizar el crecimiento de la funcién de complejidad cuando el tamano

aumenta.

= Ignorar las constantes y los términos de menor peso dependientes del con-

texto.

También el tiempo del peor caso en algunos algoritmos ocurre frecuentemente,

por ejemplo en el la bisqueda de informacién en una base de datos, €l peor caso

14



ocurre cuando la informacién no se encuentra en la base de datos.

2.2.2. Caso medio

Es el analisis que consiste en el andlisis del tiempo medio esperado para un

problema cualquiera de tamaifio n, este caso muchas veces es similar al peor caso.

2.2.3. Mejor caso

Este es un anélisis que no se realiza frecuentemente porque puede ser enganoso
y es un caso ideal, y que en la practica como pueden ocurrir todos los casos, es

mejor estudiar el del peor caso.

2.3. Tamano de la entrada y tiempo compu-
tacional

El tamafio depender4 del problema en estudio, asi tenemos:

PROBLEMA TAMANO DEL PROBLEMA
Busqueda de un elemento en un conjunto | Numero de elementos en el conjunto
Multiplicar dos matrices Dimensién de las matrices

Recorrer un arbol Numero de nodos en el arbol

Resolver un sistema de ecuaciones lineales | Nimero de ecuaciones y/o incégnitas

Ordenar un conjunto de valores Numero de elementos en el conjunto

Multiplicacién de dos niimeros Numero de bits de los ntimeros

Entonces debemos ser explicitos en los datos de la entrada, dependiendo del
problema. El tiempo computacional es el nimero de pasos ejecutados o el nimero

de operaciones, de esta manera tendremos independencia de las computadoras,
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para realizar un mejor andlisis se trabaja con el concepto de operaciones elemen-

tales.

2.3.1. Operaciones elementales

Es la operacién que realiza un computador en un tiempo acotado por una

constante, por ejemplo tenemos:

» Operaciones aritméticas bésicas

Asignaciones a variables de tipo predefinido por el compilador

Llamadas a funciones y procedimientos

Retorno de los procedimientos

= Comparaciones légicas

Acceso a estructuras indexadas, tales como los vectores y matrices

2.3.2. Tiempo de ejecucion

El tiempo de ejecucién que tiene un algoritmo, se puede modelar mediante una
funcién que mida el nimero de operaciones elementales que realiza un algoritmo
para un tamaifio de entrada dado, al cual se le denomina funcién de complejidad

temporal, que permitira el estudio de la complejidad del algoritmo.

2.4. Funciones de complejidad

La funcién de complejidad temporal mide el orden del crecimiento del tiempo
de ejecucién de un algoritmo, lo cual nos permitird analizar la eficiencia del algo-
ritmo y también nos permitird comparar el desempefio de algoritmos alternativos,

para poder implementar el méas éptimo.
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Ain cuando se pueda algunas veces determinar el tiempo exacto de ejecu-
cién de un algoritmo, mediante una funcién de complejidad temporal totalmente
definida, por otro lado cuando las entradas son grandes, las constantes multipli-
cativas que existen en la funcién de complejidad temporal y todos los términos
de orden menor al mayor que exista en la funcién, son dominados por los efectos
del tamano de la entrada.

El estudio asintético de los algoritmos consiste en el andlisis del tamano de
las entradas suficientemente grandes para hacer que el orden de crecimiento del
tiempo de ejecucién sea lo més relevante, analizando para tal efecto como el
tiempo de ejecucién de un algoritmo se incrementa con el tamano de la entrada
en el limite, sin ninguna restriccién, usualmente los algoritmos que son asintoti-

camente mas eficiente sera la mejor elecciéon pero para muy pocas entradas.

2.4.1. Notacién asintética

Las funciones de complejidad temporal asociadas a un algoritmo se estudiaran
mediante otras funciones de referencia, que permiten comparar la rapidez del
crecimiento de un par de funciones, para lo cual se define las siguientes notaciones

siguientes:

notacién ©

Esta es una acotacién por arriba y debajo de una funcién, se define de la

siguiente forma:
O(g(n)) = {f(n)/Ezisten constantes positivas ci,cz y ng € N tal que 0 <
ag(n) < f(n) < cag(n) Yn = ne}

Se considera equivalentemente lo mismo a las siguientes expresiones:

= f(n) € ©(g(n))
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= f(n) = ©(g(n))

Donde f(z) = ©(g(x)) se puede interpretar que f crece a la misma razén que
g cuando z es muy grande [5].

Graficamente seria de la siguiente forma:

Jeagln) f(n)
: 281

- cigln)
.MM

a7

Figura 2.1: Notacién asintética

Propiedades de ©

1. Para cualquier funcién f se tiene que f € O(f)
Demostracién:
Para cualquier funcién f se cumple: f(n) < f(n) < f(n) Vn
entonces existen ¢; = ¢ = 1 tal que ¢; f(n) < f(n) < cof(n) Vn

entonces f(n) € ©(g(n))

2. f€0O(g9) = 06(f) =O(g)

Demostracion:
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a) (=) ©(f) C 6(9)
Por (1) se cumple f € O(f)
y como dato f € ©(g)

entonces se cumple: O(f) C O(g)

b) (=) 6(f) > O(g)
Por (1) se cumple g € ©(g)
Por dato se cumple f € ©(g), por lo tanto
existen ¢, ¢, np tal que c;9(n) < f(n) < cag(n) Vn > ng
= L) <g(n) < 2f(n) Vo2 g

entonces por definicién se cumple g(n) € O(f(n))
De a) y b) Se concluye que O(f) = 6(g)

3. ©(f) =6(g) & f € O(g9) y g € O(f)
4 fe6lg)ygeOh) = feo
Si f € O(g) se cumple:
existen ci, ¢p, g tal que c19(n) < f(n) < cag(n) Yn > ng (1)
Si g € ©(h) se cumple:
existen dy, dy, mg tal que dih(n) < g(n) < dyh(n) Vn > my (2)
de (1) y (2) obtenemos:
cidih(n) < c19(n) < f(n) < cag(n) < cadah(n) VYn > maz{ny, mo}
entonces existen e; = ¢;dy, ea = cady, lg = maz{ny, mp} y se cumple:
erh(n) < f(n) < esh(n) Vn >,

= f(n) € ©(h)
5. Regla de la suma: Si f; € O(g) y fo € O(h) = f1 + fé € ©(mazx(g,h))
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6. Regla del producto: Si fi € O(g) y f2 € ©(h) = fifs € ©(g.h)
Si fi € ©(g) se cumple:
existen ¢y, ¢, ng tal que c1g(n) < fi(n) < cag(n) Yn > ng (1)
Si fo € ©(h) se cumple:
existen di, dz, mp tal que dih(n) < fo(n) < dah(n) Yn > my (2)
de (1) y (2) obtenemos:
cidig(n)h(n) < fi(n)fa(n) < cadag(n)h(n) ¥Yn > maz{ng, me}
entonces existen e; = ¢1dy, e2 = cady, ly = maz{ng, mg} y se cumple:

eg(n)h(n) < fi(n)fa(n) < eag(n)h(n) ¥n >l
= fi(n)fa(n) € ©(gh)
f(n)

7. Si existe limn_,ooﬂ = k, dependiendo de los valores que tome k obtene-
g(n

mos:

» Sik#0yk<oo= O(f) =0(g)

» 57 k = 0 las érdenes exactos de f y g son distintos.

notacién @

Dada una funcién f, queremos estudiar aquellas funciones g que a lo sumo
crecen tan deprisa como f. Al conjunto de tales funciones se le llama cota supe-
rior de f y lo denominamos O(f). Conociendo la cota superior de un algoritmo
podemos asegurar que, en ningin caso, €l tiempo empleado serd de un orden
superior al de la cota.

También se puede considerla como una acotacién por arriba solamente de una
funcién y se define de la siguiente forma:

Sea f,g: Zt — R, Sedice que gdominaa f o f es dominada por g si existen
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constantes m € Rt y k€ Z% tal que |f(n)| < m|g(n)|Vne Z*, n>k
También algunos autores consideran:

f es dominado por g <= fesdeordenalomasdeg < fe€O
También llamado: Big-O

Donde:

O(g) : Orden g, Big—Q de g, representa al conjunto de funciones dominadas por g.

Se considera equivalentemente lo mismo a las siguientes expresiones:

= f(n) € O(g(n))

Donde f(z) = O(g(z)) se puede interpretar que f crece a la misma razén o
que crece mas despacio que g cuando x es muy grande [5].

Graficamente seria de la siguiente forma:

pmg(n) fin)

b T4

Figura 2.2: O notacién

Esta es una de las mas utilizadas en el estudio de la complejidad de un

algoritmo.
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Algunas funciones especiales Big-O:

BIG-O NOMBRE
O(1) Constante
O(logan) Logaritmico
O(n) Lineal
O(nlogan) O(nlogen)
O(n?) Cuadrético
O(nd) Ctbico
O(mn™), m=0,1,2,3 Polinomial
Oo(c"), ¢>1 Exponenciall
O(n!) Factorial

El anélisis de algunas de las funciones especiales segun Sedgewick[4] es:

» Constante: Es cuando una instruccién se ejecuta una vez o a lo mas sola-

mente unas cuantas veces.

» [ogN: Cuando N se duplica logN se incrementa por una constante y logN

se duplica cuanto N se incrementa hasta N2

= N: Cuando el tiempo de un algoritmo es lineal, es la situacién éptima que

indica que el algoritmo debe procesar N entradas.

s NlogN: Tenemos una combinacién de las dos funciones anteriores, cuando

N se duplica el tiempo llega a ser mas que el doble.

s N2: Es cuando se tiene el proceso de todos los pares de items de datos.

Cuando N se duplica, el tiempo se llega a cuadruplicar.

s N3: Es cuando se tiene el proceso triple de los items de datos. Cuando N

se duplica, el tiempo llega al valor de ocho veces el valor original.
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» 2V: Este valor indica la solucién de los problemas usando la fuerza bru-

ta. Cuando N se duplica, el tiempo llega al valor del cuadrado del valor

original.

Propiedades de O

1.

2.

Para cualquier funcién f se tiene que f € O(f)
f€0(g) = O(f) c Og)

O(f) =0(g9) & f € O(g) y g € O(f)

feO(g)ygeOh)= feOh)

. f€0(g) y g € O(h) = f € O(min(g, h))

Regla de la suma: Si f; € O(g9) y fo € O(h) = fi + fo € O(maz(g, h))

Regla del producto: Si fi € O(g) y fo € O(h) = fifs € O(g.h)
Si existe limn_,oog% = k, dependiendo de los valores que tome k obtene-
mos:

s Sik#0yk<oo= O(f) = O(g)

n Sik=0= f e Og), es decir. O(f) C O(g), pero sin embargo se
verifica que g ¢ O(f)

notacioén

Dada una funcién f, queremos estudiar aquellas funciones g que a lo sumo

crecen tan lentamente como f. Al conjunto de tales funciones se le llama cota

inferior de f y lo denominamos Q(f). Conociendo la cota inferior de un algoritmo

podemos asegurar que, en ningun caso, el tiempo empleado serd de un orden

inferior al de la cota.
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Esta es una acotacién por debajo de una funcién, se define de la siguiente
forma:

Qg(n)) = {f(n)/ Ezisten constantes positivos ¢ y ng tal que 0 < cg(n) <
f(n)Vn> ne}

Se considera equivalentemente lo mismo a las siguientes expresiones:

= f(n) € Q(g(n))
= f(n) = Q(g(n))

Donde f(z) = Q(g(x)) se puede interpretar como la negacién de la interpre-
tacién de o cuando z es muy grande [5].

Grificamente seria de la siguiente forma:

Figura 2.3: ) notacién

Propiedades de €2

1. Para cualquier funcién f se tiene que f € Q(f)

Demostracion:
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Para cualquier funcién f se cumple: f(n) < f(n) Vn
entonces existen ¢; = 1 tal que ¢1f(n) < f(n) Vn

entonces f(n) € Q(f(n))

2. feQ(g) = Qf) CUg)

Demostracion:
Por (1) se cumple f € Q(f)
y como dato f € (g)

entonces se cumple: Q(f) C Q(g)

3. Q(f) = Qg) & Feg) y g € Q)

4. feQg)ygeQh) = fe(h)
Si f € Q(g) se cumple:
existen ¢, ng tal que cg(n) < f(n) Vn > ng (1)
Si g € Q(h) se cumple:
existen d, mg tal que dh(n) < g(n) Yn > my (2)
de (1) y (2) obtenemos:
cdh(n) < cg(n) < f(n) Yn > maz{ng, mo}
entonces existen e = cd, ly = max{ng, mp} y se cumple:
eh(n) < f(n) Vn >

= f(n) € Q(h)
5 feQ(g)y g€ Qh)= f e Q(maz(g,h))

6. Regladelasuma: Si fL € Q(g)y fo € QUh) = fi+ o€ Qg+ )
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7. Regla del producto: Si f; € Q(g) y fo € Q(h) = fifs € Q(g.h)
Si f1 € Q(g) se cumple:
existen ¢, ng tal que cg(n) < fi(n) Vn > ng (1)
Si fa € Q(h) se cumple:
existen d, mg tal que dh(n) < fo(n) Vn > mg (2)
de (1) y (2) obtenemos:
cdg(n)h(n) < fi(n)fa(n) Vn > maz{ng, my}
entonces existen e = cd, ly = max{ng,mp} y se cumple:
eg(n)h(n) < fi(n) fa(n) Yn >
= fi(n)fa(n) € Q(gh)
8. Si existe limn_»oo% = k, dependiendo de los valores que tome k obtene-
mos:
» Sik#0yk<oo=Q(f) = Qg)

» Sik=0= g€ Qf), es decir. Q(g) C Q(f), pero sin embargo se
verifica que f ¢ Q(g)

0 notacién
Esta es una acotacién por arriba solamente de una funcién, que se define de
la siguiente forma:
o(g(n)) ={f(n)/ ¥V c>0,3ne >0 tal que 0 < f(n) < cg(n) Vn > ne}
Donde f(z) = o(g(x)) se puede interpretar que f crece mas despacio que g

cuando x es muy grande.
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w notacién

Esta es una acotacién por abajo solamente de una funcién, que se define de

la siguiente forma:

w(g(n)) = {f(n)/ ¥ ¢>0, ng >0tal que 0 < cg(n) < f(n) Vn > ng}

2.4.2. Propiedades

Algunas de las propiedades de las funciones de complejidad temporal son las

siguientes:

s Transitiva:

* f(n) = 6(g(n)) A g(n)
o f(n) = 0O(g(n)) Ag(n) = O(h(n)) = f(n) = O(h(n))
o f(n) =Q(g(n)) A g(n) = Qh(n)) = f(n) = Q(h(n))
o f(n) = o(g(n)) Ag(n) = o(h(n)) = f(n) = o(h(n))

o f(n) =w(g(n)) Ag(n) =w(h(n)) = f(n) = w(h(n))

B(h(n)) = f(n) = ©(h(n))

s Reflexiva:

e f(n) =06(f(n))
e f(n) =O(f(n))
o f(n) =Q(f(n))

= Simétrica
o f(n) =©(g(n)) sl y solo sf g(n) = O(f(n))

» Simétrica Transpuesta
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e f(n)=0(g(n)) si y solo si g(n) = Q(f(n)) |

o f(n) = o(g(n)) sty solo si g(n) = w(f(n))

2.4.3. Recurrencias

Existen algoritmos que son recursivos, de la forma general T'(n) = E(n),
donde en la expresién E(n) aparece la propia funcién T'(n), para poder analizar
este tipo de algoritmos se debe de encontrar una ecuacién no recursiva de T(n).

Algunas técnicas para hallar las ecuaciones no recursivas son:
s Método del teorema maestro

s Método de la ecuacién caracteristica,

Método del teorema maestro

Se aplica en casos como:

) ifn=20
T(n) =

9T(n) ifn#0

Es importante identificar:

» La cantidad de llamadas recursivas

» El cociente en el que se divide el tamafio de las instancias
= la sobrecarga extra a las llamadas recursivas

Teorema

Sean a > 1,b > 1 constantes, f(n) una funcién y T(n) una recurrencia
definida sobre los enteros no negativos de la forma T'(n) = aT(n/b) + f(n),

donde n/b puede interpretarse como [n/b]. Entonces:
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= Si f(n) € O(nlo%=¢) para algiin € > 0 entonces T'(n) € O(nlo%?),
= Si f(n) € O(n'°%2) entonces T'(n) € O(nl*%gn).

» Si f(n) € Q(n'°%°+€) para algiin € > 0 y satisface af(n/b) < cf(n) para al-

guna constante ¢ < 1 y n suficientemente grande entonces T'(n) € O(f(n)).
Ejemplos:

» Si T(n) =9T(n/3) + n entonces a = 9,b = 3, se aplica el caso 1 con ¢ =1
y T(n) € 6(n?).

» Si T(n) = T(2n/3) + 1 entonces a = 1,b = 3/2, se aplica el caso 2 y
T(n) = O(logn).

» Si T(n) = 3T(n/4) + nlogn entonces a = 3, b = 4, f(n) = nlogn, co-
mo f(n) € Q(n'°93+%2) y Para un n suficientemente grande, af(n/b) =
3(n/4)log(n/4) < (3/4)nlogn = cf(n), con ¢ = 3/4, por lo que se aplica el
caso 3y T'(n) € ©(nlogn).

Método de la ecuacidn caracteristica

Se aplica a ciertas recurrencias lineales con coeficientes constantes como:

¢
5 ifn=0

T(n) =110 ifn=1

L5T(n—1)+8T(n—2)+2n ifn>1

En general sirve para recurrencias de la forma:
Tn)=a01T(n—1)+aT(n—2)+...+aT(n—k)+ b"p(n)

donde a;,1 < i < k, b son constantes y p(n) es un polinomio en n de grado s.

Se resuelve siguiendo el siguiente procedimiento:
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s Hallar las raices no nulas de la ecuacién caracteristica:

(*F —a1zF "t — b2 — . —a)(z - b)* 1 =0

Raices: 13,1 < i < k, cada una con multiplicidad m;.

» Las soluciones son de la forma de combinaciones lineales de estas raices de

acuerdo a su multiplicidad.
T(’I’L) Z’L_ Z] =1 clJn] 1

= Sise necesita, se encuentran valores para las constantes ¢;;,1 <7 <[,0 <
j<m;—1yd;0<1i<s—1segin larecurrencia original y las condiciones

iniciales (valores de la recurrencia para n=0,1,...)

Ejemplo:

0 ifn=20
T(n) =

2T(n~1)+1 ifn>0

Sib=1y p(n) =1 de grado 0, la ecuacién caracteristica es:

(z—2)(z-1)""=0,conry =2;m =1yr,=1my=1.

La Solucién general es de la forma T'(n) = ¢112" + ¢211™.

A partir de las condiciones iniciales se encuentra:
cn+c21=Oden==02cll—|—021=1den=1

de donde C11 = 1 Yy Co1 = —1.

La solucién es T'(n) = 2" — 1
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Capitulo 3

Aplicacién: Algoritmo de PRIM
y KRUSKAL

Para el desarrollo de los Algoritmos PRIM y KRUSKAL, se utilizé la Teoria
de grafos y se aplica en el modelamiento de problemas de sistemas reales, en el
cual los pesos y los costos son asociados a los arcos del grafo, asi tenemos su

utilizacién para resolver:

= En disefio de redes de transporte, donde los pesos pueden representar dis-

tancias asociadas a la interconexién entre un lugar y otro.

» En diseno de redes de telecomunicaciones, donde los pesos podrian repre-

sentar distancias asociadas a la interconexién entre un par de servidores.

= En sistemas distribuidos, donde los pesos representarian el trafico de los

sistemas.

= En un mapa de una linea aérea, donde los arcos del grafo representan las

rutas de vuelo y los pesos representan distancias o tarifas.
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» Fn un circuito eléctrico, donde los arcos representan los cables y los pesos

estan asociados a la longitud de los cables o los costos de los cables.

La solucién a cada uno de los problemas mencionados, consiste en hallar la
forma de interrelacionar todos los vértices del modelo al menor costo, y en el
grupo de algoritmos que solucionan este tipo de problemas tenemos a: PRIM y
KRUSKAL.

Estos algoritmos generan una solucién 6ptima, que es un arbol minimal o
maximal, que es un arbol que contiene todos los vértices del grafo, con los arcos

cuya suma total de pesos sea minima o maxima segin corresponda.

3.1. Introduccién a la Teoria de Grafos [2]

La Teoria de Grafos se inicia con un trabajo del Leonhard Euler(1707-1783),
en el ano de 1736, en el cual utiliza la Teoria de Grafos para modelar el problema
conocido como Los siete puentes de Konigsberg y luego la posterior solucién

mediante el planteamiento de un teorema para solucionarlo.

3.1.1. Grafo

Sea V un conjunto no vacio finito, y sea E C VxV, El par (V, E) se llama
un grafo dirigido en V, 6 un digrafo en V, donde V es un conjunto de vértices,
6 nodos, y E es un conjunto de arcos 6 aristas dirigidos. A este grafo se denota
como G = (V, E).

Ejemplo: Sea V = {vy, v2, v3,vs, vs} €l conjunto de vértices

Sea E = {v1vq, V13, U104, Uy, U205 } €l conjunto de arcos.

Se puede definir el grafo G = (V, E) con dichos conjuntos.
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Representacion gréafica

Un grafo se representa mediante un diagrama en el cual a cada vértice le
corresponde un punto y si dos vértices son adyacentes se unen sus puntos corres-
pondientes mediante una linea o curva.

Ejemplo del grafo definido anteriormente:

Figura 3.1: Representacién grafica de un grafo

Cuando no existe interés acerca de la direccién de los arcos, El conjunto £
es un conjunto de pares sin orden de elementos pertenecientes a V', y a G se le
llama un grafo no dirigido.

Ejemplo de grafo no dirigido ver figura 3.1.

Sea G = (V, E) dirigido 6 sin direccién, se llamard V el conjunto de vértices
de G y a E el conjunto de arcos 4 aristas de G.

En general si un grafo G no estd definido como dirigido 6 sin direccién, se
asume que el grafo es sin direccidn, si el grafo es dirigido se llamara grafo dirigido

o digrafo. Ejemplo de digrafo o grafo dirigido:
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Figura 3.2: Representacién grifica de un grafo dirigido o digrafo

También si el grafo no contiene lazos se le llamars libre de lazos o simple.

Ejemplo de grafo que no contiene lazos ver figura 3.2.

Camino

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido 6 sin direccién, entonces x — y se lla-
mard un camino en (G si existe una secuencia alternada finita

T =2xp,€1,21,€2,T2,€3,....€p_1,Tp-1,€En, Tpn =Y

de vértices y arcos de G, empezando en el vértice z y finalizando en el vértice
y, incluyendo los n arcos e; = z;_1,2;, donde 1 < ¢ < n, ademas que ningin
vértice ocurra mas de una vez.

Ejemplo.

Un camino v4—v en el grafo de la figura 3.1, seria el siguiente: vy, 43, U3, UsUs, Us, UsV2, U2

SubGrafo

Sea G = (V, E) un grafo dirigido 6 sin direccién, entonces G; = (V4, Ey) se
llamard un subgrafo de G st ¢ # V; C V y E; C E, donde cada arco en E; es

incidente con vértices en V4.
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Si V; =V, entonces G, se llamara un subgrafo de expansién de G.

Ejemplo de subgrafos:

G Hy Hy Hy

Figura 3.3: Representaciéon de subgrafos
En la figura se tiene que Hy, Hy yH3 son subgrafos de G.

Grafo Conexo

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido 6 sin direccién, se llamard a G conexo si
existe un camino entre cualquier par de vértices distintos de G.

Ejemplo de grafo conexo es el grafo representado en la figura 3.1.

Un grafo que no es conexo se llamara disconexo.

Ejemplo de grafo disconexo:

35



Figura 3.4: Representacién de un grafo disconexo

3.1.2. Arboles

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido 6 sin direccién sin lazos, G es un arbol
si es conexo y no contiene ciclos.

Ejemplo de arbol:

Figura 3.5: Representacion de un arbol

Un arbol de expansién de un grafo conexo es un subgrafo de expansién que
también es un 4rbol.

Ejemplo de drbol de expansién:
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{a) {b)

Figura 3.6: Representacién de un arbol de expansién
En la figura 3.6 el arbol (b) es un 4rbol de expansién del grafo conexo (a).

Teoremas de Caracterizacion de arboles

Teorema.- G es un arbol si y solo si entre cada dos vértices existe sélo un
camino(sin aristas respetidas).

Teorema.- G es un drbol si y solo si es conexo y el nimero de aristas es igual
al de vértices menos 1.

Teorema.- Un grafo G es un drbol si y solo si es conexo y tiene la propiedad
de que al eliminar una arista cualquiera del grafo, este deja de ser conexo.

Teorema.- Un grafo G es un arbol si y solo si no tiene ciclos y, si aiadimos

una arista cualquiera, se forma un ciclo.
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Arbol Maximimal, Arbol Minimal

Sea G = (V, E) un grafo conexo sin direccién y sin lazos , si a cada arco se
le asigna un nimero real positivo que serd su peso correspondiente, se denomina
grafo con pesos.

Si T es un drbol de expansién de G, serd un drbol Minimal o Maximal si la
suma de los pesos de los arcos de T es el minimo o méximo respectivamente de

todos los drboles de expansién de G.

3.2. Algoritmo de KRUSKAL

Este algoritmo fue desarrollado por Joseph Bernard Kruskal en 1956, es del
tipo avido o voraz (greedy). El algoritmo de Kruskal tiene como entrada un
grafo conexo con sus correspondientes pesos en sus arcos y como salida un arbol
maximal o minimal, donde el peso total de las aristas en el arbol es maximizada
o minimizada segin corresponda. También es factible aplicarlo sobre grafos no
conexos, para lo cual se aplica el algoritmo a cada componente conexo del grafo
que modela el problema.

Desde un enfoque sistémico, usando el modelo bdsico podemos representar a

este algoritmo de esta forma.
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Algoritmo de Kruskal
Enirada: Un grafo ponderado conexo (\.A).
Safida: Las aristas de un arbol generador ginimal:

Entrada

Salida

v

Algoritmo de KRUSKAL

Donde V: Conjunto de vértices  A: Conjunto de arcos con pesos

Figura 3.7: Kruskal

Algoritmo 1 Kruskal

Entrada: Grafo ponderado conexo G(V, A)
Salida: T'=4rbol de expansién minimo del grafo G(V, A)
Ordenar los pesos de los vértices del Grafo G de menor a mayor
n < el nimero de vértices de G
T+ 0
Inicializar n conjuntos, que cada uno contenga un elemento diferente de V
repetir
e < {u,v} < el menor arco aun no considerado
ucomp < hallar(u)
vecomp « hallar(v)
si ucomp # vcomp entonces
unir(ucomp, vcomp)
T+ TU{e}
fin si

hasta que T contenga (n — 1) arcos
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La complejidad se puede analizar contemplando lo siguiente:

s Se tiene una complejidad de O(aloga) para ordenar los arcos, el cual es

equivalente a O(aloga), comon —1<a <n(n—1)/2
= Se tiene una complejidad de O(n) al inicializar los n conjuntos disjuntos
» Se tiene una complejidad de O((2a — 1)log*n para todas las bisquedas

Considerando que:

K llamadas a operaciones buscar el lider del conjunto que contiene a un vértice
de conjuntos disjuntos de n elementos lleva un tiempo de O(Klog*n).

log*n € O(logn), pero logn ¢ O(log*n).

Por lo tanto podemos concluir que la complejidad del algoritmo de Kruskal

es O(alogn).

3.3. Algoritmo de PRIM

Este algoritmo fue disenado en 1930 por el matemético Vojtech Jarnik y
posteriormente de manera independie;nte por el cientifico computacional Robert
C. Prim en 1957, y redescubierto por Dijkstra en 1959, razén por la cual muchos
autores consideran a este algoritmo como: algoritmo DJP o algoritmo de Jarnik,
es del tipo avido o voraz (greedy).

El algoritmo de Prim tiene como entrada un grafo conexo con sus correspon-
dientes pesos en sus arcos y como salida un drbol maximal o minimal, donde
el peso total de las aristas en el arbol es maximizada o minimizada segin co-
rresponda. También es factible aplicarlo sobre grafos no conexos, para lo cual se
aplica el algoritmo a cada componente conexo del grafo que modela el problema.

Desde un enfoque sistémico, usando el modelo bésico podemos representar a

este algoritmo de esta forma:
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) Algoritmo de _PRIM
Entradia. Un grafo ponderado conexo (Y.A).
Salida: Las aristas de un arbol generador pjnimal.

Entrada RSSO Salida

v

v

| Algoritmo de PRIM

Donde V. Conjunto de vértices A Conjunto de arcos con pesos

| Figura 3.8: PRIM

Definamos:
1. B: Conjunto solucién

2. cerca(i): Halla un nodo en el conjunto solucién B que sea el mas cercano a

1.
3. distanciamin(i): Halla la distancia del nodo i al nodo mas cercano.
4. L(i,j): matriz de,pesos del grafo

Algoritmo de Prim:
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Algoritmo 2 Prim ‘
Entrada: Grafo ponderado conexo G(V, A)

Salida: T'=érbol de expansién minimo del grafo G(V, A)
T« 0
B + { Un vértice arbitrario de V }
mientras B # V hacer
hallar e = {u,v} de longitud minima tal queu € ByveV — B
T + T U {e};
B <« BU{v};

fin mientras

El bucle principal se ejecuta n — 1 veces, en cada iteracién cada bucle interior

toma O(n), por lo tanto el tiempo de ejecucién del algoritmo de PRIM toma
O(n?) .

3.4. Comparacion general

Tenemos las siguientes diferencias y similitudes:
= Ambos algoritmos son del tipo 4vidos (greedy).

s FEl algoritmo de PRIM, va creando un solo arbol en todo el proceso de las
iteraciones, en cambio el algoritmo de KRUSKAL, crea uno o varios drboles
en cada iteracidén, finalizando con un solo arbol de expansién minimo o

maximo.

= El algoritmo de PRIM, se inicia desde un vértice cualquiera, en cambio el
algoritmo de KRUSKAL, se inicia desde el arco o arista de menor o mayor

peso segiin corresponda a una maximizacién o minimizacion.
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» Las soluciones halladas por ambos algoritmos son éptimos e iguales siem-
pre, es decir al final tienen el mismo peso total maximo o minimo segin

corresponda, a una maximizacién o minimizacién.

» Ambos algoritmos pueden generar mas de un drbol de expansién minimo o
maximo segin corresponda a una maximizacién o minimizacién, en el caso
los pesos fueran todos diferentes se genera como solucién un tnico érbol,
pero si hubiera al menos dos arcos con pesos iguales existe la posibilidad

que se generen dos soluciones 6ptimas.

3.5. Comparacion de la complejidad

La complejidad del algoritmo de PRIM es O(n?), en cambio la complejidad
del algoritmo de KRUSKAL es O(alogn), donde n es el nimero de vértices y a
es el mimero de arcos.

Comon—-1<a< @ se cumple, entonces:

a Si a = n conviene utilizar Kruskal

» Si a = n? conviene utilizar Prim
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Capitulo 4

Conclusiones

= La teoria de la complejidad permite analizar el tiempo computacional de
un algoritmo, obteniéndose como resultado una funcién de complejidad
temporal que dependera de una variable relacionado al problema, en el caso
del presente trabajo la funcién hallada depende del ntimero de vértices del

grafo que modela el problema a solucionar, como en el caso de los algoritmos

de PRIM y KRUSKAL.

» Si tenemos definido un problema, que se puede modelar mediante un grafo
conexo y la solucién a dicho problema es mediante un arbol minimal o
maximal, podemos usar los algoritmos de PRIM y KRUSKAL para hallar

dichos arboles.

» Para escoger uno de los algoritmos de PRIM y KRUSKAL, se puede resumir
en el siguiente andlisis: Donde n es el niimero de vértices y a es el nimero

de arcos.

e Sia =~ n conviene utilizar Kruskal

e Si a = n? conviene utilizar Prim
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