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Resumen 

Las propiedades de la función signo matricial, relativamente un nuevo objeto de la teoría 
de matrices, se describen. En la moderna algebra computacional, subyace una tecnología efi
ciente que permite resolver los problemas actuales de la teoría de control. Las potencialidades 
de esta tecnología se demuetsrar con el ejemplo de los problemas espectrales y ecuaciones 
matriciales algebraicas de Lyapunov, Sylvester y Riccati. Criterios prácticos de estabilidad 
para sistemas dinámicos lineales se proponen en las bases del proceso iterativo para el cálculo 
de la función signo matricial. 

En este trabajo estudiaremos la función signo para una matriz cnxn, veremos que propie
dades tiene esta nueva función tomando como base el Álgebra Lineal. Uno de los objetivos a 
tratar es de hallar la función signo para una matriz de cualquier orden, pero para matrices de 
mayor orden daremos métodos iterativos para su cálculo, estudiando el método de Newton 
y el de Schur. Para el éxito de estas iteraciones estudiaremos una manera de decidir cuando 
terminarlas. La funcipn signo matricial para el conjunto de matrices rectangulares se definen 
basándose en el álgebra de relaciones lineales. 

Introduciremos conceptos nuevos que pueden ser tratados en un curso de Sistemas Li
neales de Dimensión Infinita, como por ejemplo: bases de Riesz, operador Riesz espectral 
y C0-semigrupo; así como resultados de bases de Riesz que serán utilizados a lo largo del 
desarrollo del tema. El objetivo principal se centra en el estudio de la ecuación algebraica de 
Riccati en dos tipos de espacios, cnxn y espacios de Hilbert; estudiando el tipo de soluciones 
y cardinalidad en este último espacio. Para el conjunto de matrices reales cuadradas se dará 
un-inétodo iterativo para la resolución de la ecuación algebraica de Riccati. 

Por último, todo lo estudiado se aplicará ha encontrar las soluciones de la ecuación del 
calor, dando una expresión explícita para todas ellas. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

La definición 1.0.3, los teoremas 1.0.1 y 1.0.2 mencionados a continuación serán de mayor 
utilidad en el capítulo 2. En el capítulo 3, las definiciones y propiedades que se dan en 1.1 es 
de gran utilidad. En este capítulo 1.2, 1.3 y 1.4 serán de mayor importancia para el desarrollo 
del capítulo 4. 

Definición 1.0.1. Sea n ~ <C, decimos que !1 es cerrado bajo la conjugación si para todo 
z E !1 se tiene z E !1. 

Daremos el concepto de espectro de una matriz. 

Definición 1.0.2. Sea A E cnxn una matriz, el espectro de A denotado por a-(A) es el 
conjunto de autovalores de A. 

Teorema 1.0.1. ( {14}) Dada una función analítica f en un subconjunto abierto n ~ <C tal 
que cada componente conexa de n es cerrado bajo la conjugación. Consideremos la función 
matricial f correspondiente en su dominio natural cnxn, el conjunto D dado por 

D = { A E cnxn : a(A) ~ !1 } , 

Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes: 

1. f(A*) = f(A)*, \:fA E D. 

2. f(A) = f(A), \:fA E D. 

3. f(JRnXn n D) ~ JR1l.Xn. 

4. f(IRnn)~IR 

donde A* denota la matriz transpuesta conjugada de A. 

Demostración: Ver [14] página 13. o 

Teorema 1.0.2. ( [14}) Sea A E cnxn una matriz la cual no tiene autovalores en IR-. Luego 
existe una única matriz cuadrada X de entre todas de A cuyos autovalores se encuentran en 
el semiplano abierto derecho y es una función matricial primaria de A, es decir X es la raíz 
cuadrada principal de A y escribimos X = A 112 . Si A es real entonces A 112 es real. 

Demostración: Ver (14] página 20. o 



l. Preliminares 

Definición 1.0.3. (FUnción Matricial vía Integral de Cauchy) Para la matriz compleja 
A, definimos 

f(A) = -
2

1 
. { f(z)(zl- A)-1dz, 

1r2 lr 
donde f es analítica sobre y dentro de un contorno cerrador tal que incluya a a(A). 

1.1. Definiciones Básicas y Propiedades 

Para cualquier matriz compleja A, usaremos XA para designar al polinomio característico 
de A y L~, L~, LA_ la suma de los autoespacios correspondientes a los autovalores que perte
necen al semiplano izquierdo, eje imaginario, semiplano derecho (los cuales tienen parte real 
negativa, cero, positiva respectivamente). 

Definición 1.1.1. Dada una matriz compleja A luego: 

1. Decimos que A es estable si todos sus autovalores tienen parte real negativa. 

2. Decimos que A es anti-estable si -A es estable. 

Las multiplicidades parciales de un autovalor A de A son justamente los tamaños de los 
bloques de Jordan correspondientes a A en la forma de Jordan de A, o, que es lo mismo, los 
grados de los divisores elementales de si- A del tipo (s- Ar~. La multiplicidad de A es la 
suma de las multiplicidades parciales de A. 

Definición 1.1.2. Decimos que A es cíclico si cada autovalor de A tiene una sola multipli
cidad parcial. 

Definición 1.1.3. Un subespacio V e en se dice invariante bajo A o A-invariante, si AV e 
V. Para un subespacio A-invariante V e en, Alv denota la restricción de A a V. 

Notación 1.1.1. 

1. Si A es una matriz, A* denotará la conjugada transpuesta de la matriz A. 

2. Si v es una vector, v* denotará la conjugada transpuesta del vector v. 

2 



1.1. Definiciones Básicas y Propiedades 

Para un polinomio complejo q = >.o+ ).¡s + · · · + Ansn, denotamos por q* a la conjugada 
polinomial definida por: 

q* = >.(i + >.i( -s) + · · · + >.~( -s)n 

Definición 1.1.4. Sea A una matriz compleja 

1. Detonamos por Sp(A) el espacio generado por los vectores columnas de A i.e si 
A E enx n, A= [A1,A2, ... ,An] donde cada Ai, i = 1, 2, ... , n son las columnas de A 
entonces, 

Sp(A)=span{ A1,A2, ... ,An} 

2. Denotamos por Ker(A) al núcleo de A i.e si A E enxn entonces, 

K er(A) = { vE en j Av= O } 

Definición 1.1.5. Dados A, B E en X n' definimos los subespacios en en; RA,B y SA,B por: 

RA,B = Sp(B) + Sp(AB) + · · · + Sp(An-1 B) 
y 

SA,B = RA,B+L~ 

Definición 1.1.6. Dados A, e E en X n' definimos los subespacios en en; o A,C y D A,C por: 

OA,C = Ker(e) + Ker(eA) + · · · + Ker(eAn-1) 

y 

DA,c = 0A,C + (L~ + LÁ) 

Observación 1.1.1. Todos estos subespacios de en son invariantes bajo A. 

Definición 1.1. 7. Dados A, B' e E en X n 

1. Se dice que el par (A, B) es accesible si RA,B :::::: en. 

2 .. Se dice que el par (A, B) es estabilizable si S A,B = en. 

3. Se dice-que el par (A,C) es observable si OA,C = {0}. 

4. Se dice que el par (A, e) es detectable si DA,c = {0}. 

Definición l.L8. Dadas las matrices A, B, e decimos que: 

1. Un autovalor ). E e de A es llamado B -accesible si v* A = ). v*, v* B = O implica que 
v=O. 

2. Un autovalor ). E e de A es llamado e -observable si Aw = ). w, ew = O implica que 
w=O. 

Definición 1.1.9. Diremos que (A, B) es signo-accesible si cualquiera). o-).* es E-accesible 
para cualquier autovalor ). de A. 

Definición 1.1.10. Decimos que dos polinomios complejos p y q son relativamente primos 
si el máximo común divisor de p y q es igual a l. 

3 



l. Preliminares 

Para referencias posteriores, consideremos dos proposiciones cuyas demostraciones o mayor 
información se encuentran ellos siguientes textos respectivamente [12] página 225 y [2]: 

Proposición 1.1.1. ( {12}) Consideremos A, B, e E enxn. Entonces la ecuación de Sylvester 

XA+BX+C=O 

tiene una única solución X si y sólo si XA y XB son primos relativos. 

Definición 1.1.11. 

1. Decimos que una matriz A E enxn hermitiana es definida no negativa si 
u* A u ~ o, para todo u E en o si se tiene un producto interno (,) : en X en -t IR 
entonces (A u, u) ~ O, para todo u E en y se denota por A ~ O. 

2. Decimos que una matriz A E en X n hermitiana es definida positiva si 
u*A u > o, para todo u E en o si se tiene un producto interno (,) : en X en -t IR 
entonces (A u, u)> O, para todo u E en y se denota por A> O. 

Definición 1.1.12. La desigualdad X1 ~ X2 entre matrices hermitianas X1, X2, significa 
que xl- x2 es definida no negativa y xl > x2, significa que xl- x2 es definida positiva. 

Proposición 1.1.2. ( {2}) Dados A, CE enxn tal que C = C* y consideremos la ecuación 
de Lyapunov 

XA+A*X+C=O 

si A es estable y e ~ O entonces, existe una única solución X y X ~ O. Por otro lado si 
existe una solución X ~ O y C > O entonces, A es estable. 

1.2. Bases de Riesz, Operador Riesz-espectral y Co-semigrupo 

En esta sección, daremos algunas definiciones básicas, resultados e hipótesis, que necesi
taremos a lo largo del tema a desarrollar. Asumiremos que todo espacio de Hilbert en este 
tema es separable. 

Notación 1.2.1. Dados Z1 y Z2 espacios de Hilbert, T Z1 -t Z2 un operador lineal. 
Entonces: 

1. D(T) := dominio de T. 

2. R(T) := conjunto resolvente de T. 

3. a(T) := espectro de T. 

4. ap(T) := espectro puntual de T. 

5. Z0 := Z \ {0}. 

6. L(Z17 Z2) := {T: Z1 -t Z2/T es lineal y acotado}. 

7. L(Z1, Z¡) := L(Z1) = {T: Z1 --7 Z¡fT es lineal y acotado}. 

4 



1.2. Bases de Riesz, Operador Riesz-espectral y C0-semigrupo 

Definición 1.2.1. Dado un espacio de Hilbert Z sobre e y T: Z-+ Z un operador lineal, 
definimos: 

a) Un número complejo A E e es llamado valor regular de T cuando: 

1. El operador T - Al es inyectivo. 

2. El rango de T - Al es denso en Z. 

3. El operador (T- AI)-1 es continuo. 

Al conjunto de todos los valores regulares de T lo denotaremos por R(T). 

b) El espectro de T es el complemento de p(T), es decir 

a(T) = e \ R(T) 

Observación 1.2.1. Dado un espacio de Hilbert Z, T: Z-+ Z un operador lineal y A E e 

Si A E O"p(T) {::} (T - Al) no es inyectivo 

{::} N(T- Al) #- {O} 
{::? existe z E Z \{O} tal que (T- Al)z =O 
{::} existe z E Z \{O} tal que Tz = AZ 

{::} A es un autovalor. 

O"p(T) = { A E e 1 A es un autovalor de T } 

Definición 1.2.2. Dados Z1 y Z2 espacios de Hilbert, T: D(T) -+ Z2 un operador lineal con 
dominio D(T) C Z1 . Entonces T es llamado un operador lineal cerrado si su grafo 

G(T) = { (x,y) 1 x E D(T), y= T(x) } 

es cerrado en Z1 x Z2. 

Teorema 1.2.1. ( {lfj} Dado T: D(T) -+ Z2 un operador lineal, donde D(T) e Z¡ y Z¡, 
Z2 son espacios de Hilbert. Entonces T es cerrado si y sólo si tiene la siguiente propiedad: 
Si Xn -+ x, donde Xn E D(T), y Txn -+y, entonces x E D(T) y Tx =y. 

Demostración: La cual se puede ver en [lE] páginas 293-294. D 

Ejemplo 1.2.1. Dado T: D(T)-+ Z un operador lineal y 9T, denota el grafo de T, definido 
por 

QT = {(x; Tx) E Z EB Z : x E D(T)} 

Si 9T es un subespacio lineal cerrado de Z EB Z, entonces T es un operador lineal cerrado. 

Definición 1.2.3. Dados Z¡, Z2 espacios de Hilbert. Un operador lineal T : Z1 -+ Z2 es 
llamado compacto cuando T(B), la clausura de T(B), es compacto en Z2; donde B = {z E 

Z¡f lizli ~ M} con llzll = ..;rz:z} para todo z E Z1. 

Definición 1.2.4. Una sucesión de vectores { <Pn, n 2:: 1} en un espacio de Hilbert Z forma 
una base de Riesz para Z si: 

5 



l. Preliminares 

1. 
span{4>n} = Z 

n?l 
(1.1) 

2. Existen constantes positivas m y M tales que para N E N arbitrario y escalares arbitra
rios an, n = 1, 2, · · · , N, tales que 

N N N 

m 2:: lanl 2 :S 11 2:: llncPnll
2 :S M 2:: lanl 2 (1.2) 

n=l n=l n=l 

Por supuesto, se puede definir una base de Riesz para Z que conste de una sucesión cPn 
que pertenecen a un subconjunto numerable de Z = {n = O, ±1, ±2, · · · }; frecuentemente 
usaremos {q)n, n 2: 0}, {q)n, n = ±1, ±2, ···}y {cPn, n E Z}. La teoría para bases de Riesz 
es independiente de la elección del subconjunto contable de Z. 
De la definición, es obvio que una base ortonormal es una base de Riesz. 
En el siguiente lema mostraremos que si { cPn, n 2:: 1} es una base de Riesz entonces cada 
elemento de Z puede ser representado únicamente como una combinación de los cPn, aún si 
los cPn no son ortogonales. La sucesión { cPn, 1/ln} es biortogonal si: 

< cPn , Wm >= Ómn (1.3) 

donde 

8 _ { 1, m= n 
mn- O, m# n 

Definición 1.2.5. Sea {en, n ;:::: 1} un subconjunto de un espacio de Hilbert Z. Se dice que 
{en, n 2:: 1} es maximal si 

span{en} = Z 
n?l 

Lema 1.2.1. ( [9]) Suponemos que el operador lineal, cerrado T : Z --+ Z, donde Z eri un 
espacio de Hilbert, tiene autovalores simples {An, n ;:::: 1} y que sus correspondientes autovec
tores { cPn, n 2:: 1} forman una base de Riesz para Z, entonces: 

1. Si { Wn, n 2:: 1} son todos los autovectores del autoadjunto de T correspondientes a los 
autovalores P·n, n 2:: 1}, entonces los 1/ln pueden ser los adecuados para que { cPn, 1/ln} 
forme una sucesión biortogonal, donde An es la conjugada compleja de An· 

2. Cada z E Z puede ser representado únicamente por 

00 

z = L(z, Wn)cPn (1.4) 
n=l 

y existen contantes m' y M' > O tales que 

00 00 

m' 2:: l(z, Wn)l2 :S llzll 2 :S M' L l(z, Wn)l 2 (1.5) 
n=l n=l 

3. { 1/ln, n 2:: 1} forma una base de Riesz para Z. 

Demostración: 

6 



l. Consideremos 

1.2. Bases de Riesz, Operador Riesz-espectral y C0-semigrupo 

An(l/>n, '1/Jm} = (TI/>n, '1/Jm} = (1/>n, T*1/Jm) 

- (1/>n, Am'I/Jm) = Am(l/>n, '1/Jm) 

asi que si >..n #>..m, tenemos que (1/>n, 1/Jm) =O. Desde que nosotros suponemos que los 
>..n son autovalores simples. Obtenemos (1.3) pot adecuada 1/Jn· 

2. Desde que { 1/>n} es maximal en Z, tenemos que para cada z E Z, existe una sucesión 
p 

zP = L a.nl/>n tal que zP---+ z en Z. Para j < p, (1.3) muestra que 
n=l 

cJj = (zP, '1/Jj) ---+ (z, '1/Jj) cuando p---+ oo 

por la convergencia de zP y la continuidad del producto interno. Desde que { 1/>n} es base 
de Riesz por (1.2) tenemos que existen m, M E (0, oo) tales que: 

p p p 

m L l(zP, 'I/Ji)12 =m L lcJ}l2 ~ iizPII2 ~M L !(zP' 1/lj)l2 (1.6) 
j=l j=l j=l 

mostraremos que {(z, 1/lj}} es una sucesión cuadrado sumable. Para N E N, usando la 
desigualdad triangular en l2, tenemos que 

+ 

< 

desde que zP---+ z, llzPII es uniformemente acotado en p y para todo N existe PN tal 
que el primer término en el lado derecho es más pequeño que cualquier E > O dado. Por 
tanto { (z, t/Jj)} es una sucesión cuadrado sumable, más aún 

00 00 

z = lím zP = lím "(zP, '1/Jn)l/>n = "(z, 1/Jn)l/>n 
p--too p--too ~ ~ 

n=l n=l 

y tomando límite en (1.6) cuando p---+ oo se obtiene (1.5). 

3. • Primero probaremos que { 1/Jn} es maximal. 
La sucesión { 1/Jn} es maximal si y sólo si (z, 1/Jn) = O para todo n implica z =O 
(Capítulo 6 de [25], ejercicio 7 página 434- 435). Pero por la parte 2 ya tenemos 
que { (z, '1/Jn)} = O implica que z = O. 

7 



l. Preliminares 

N 

• Tenemos que probar una desigualdad similar a {1.2). Desde L un'l/Jn es un elemento 
n=l 

de Z, la siguiente desigualdad se mantiene: 

lt. Un'('l/Jn, y) 1 
IIYII 

por tanto 

sup ( <t Un'l/Jn' y) ) 

2 

yEZ\{0} n=l "-----..IY-rrll----1. 

N 

11 L Un'l/Jnll
2 

= 
n=l 

< sup ( t iuni
2 t 1(1/Jn' Y)i

2 
) 

yEZ\{0} n=l n=l 
IIYII 

usando (1.5) 

N 
"' Un en el otro lado, si escogemos Yo= L...J --;==:::::::::===</Jn, entonces 
n=l N 

L:iunl2 

n=l 

N 

11 L Un'l/Jnll 2 
- sup ( t Un ( 1/Jn ' Y} ) 

2 

yEZ\{0} ..._n_=_l-.,....-,.,----.1. n=l 

N 
> 1 """' . 12 M L...J IUn 

n=l 

1 1 
haciendo m' = M y M' = m tenemos 

IIYI 

N N N 

m' L lunl2 ~ 11 L Un'l/Jnli
2 ~M' L iunl2 

n=l n=l n=l 

luego { 1/Jn, n 2:: 1} es una base de Riesz para Z 

8 

o 



1.2. Bases de Riesz, Operador Riesz-espectral y C0-semigrupo 

Definición 1.2.6. Suponemos que T es un operador lineal, cerrado en un espacio de Hilbert 
Z con autovalores simples { An, n ;:::: 1} y suponemos que los correspondientes autovectores 
{ 1/Jn, n ;:::: 1} forman una base de Riesz para Z. Si la clausura de { An, n ;:::: 1} es totalmente 
disconexo, entonces llamamos a T un operador de Riesz-espectral. 

Por totalmente disconexo quiere decir que no hay dos puntos .A, J.1. E { .An, n;:::: 1 }, que se 
pueden unir por un segmento comprendido en su totalidad en { An, n ;:::: 1 }. 

Teorema 1.2.2. ( [9]) Suponemos que T es un operador Riesz-espectral con autovalores 
simples {Án, n ;:::: 1} y sus autovectores correspondientes { 1/Jn, n ;:::: 1}. Dados { '1/Jn, n ;:::: 1} los 
autovectores de T*, el adjunto de T, tal que (1/Jn, '1/lm) = Ómn· Entonces: 

1. R(T) ={.A E e; ínf I.A- .Anl >O} y para .A E R(T), (.Al- T)-1 es dado por 
~~1 

00 1 
(.AJ- T)-l = '2:: .A_ .A (·, '1/Jn)!/Jn 

n=l n 

2. T tiene la representación 
00 

Tz = '2:: An(z, '1/ln)!/Jn 
n=l 

para z E D(T), y 
00 

D(T) = {z E z¡ 2: I.Anl21(z' 'l/ln)l2 < oo} 
n=l 

(1.7) 

(1.8) 

3. T* es también un operador de Riesz-espectral con autovalores simples { An, n 2 1} y 
autovectores correspondientes { '1/Jn, n ;:::: 1}, donde An es el complejo conjugado de An. 

Demostración: Ver [9] página 42. o 

Definición 1.2. 7. Un semigrupo fuertemente continuo es una función valorada por el ope
rador T(t) de~+ a L(Z) que satisface las siguientes propiedades: 

T(t + s) = T(t)T(s), para t, s;:::: O, 

T(O) = 1, 

IIT(t)zo- zoll-+ O cuando t-+ o+, V zo E Z. 

(1.9) 
(1.10) 

(1.11) 

Usaremos la abreviación estándar Co-semigrupo para un semigrupo fuertemente continuo. 

Ejemplo 1.2.2. Dados A E L(Z) y definamos T(t) por 

T(t) = eAt = f (Atr 
n=O n. 

(1.12) 

tenemos que mostrar que la suma converge. Consideremos la suma finita, tenemos para 

M>N 

11 
M (At)n N (At)n 11-I:-, -2:-, -

n=O n. n=O n. 

M (At)n 
'2:--;;--

n=N+l · 

< M 11 (At)n 11 < M IIA!Intn -'2:: 1 _¿ 1 
n=N+l n. · n=N+l n. 

desde que la última serie es una serie de Cauchy, se concluye que el lado derecho de (1.12) 
converge. 
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• T(O) = eA0 = 1, entonces T(O) = I luego se cumple (1.10). 

• lleAtzo- zoll = L -,-zo :S L 1 llzoll = [eiiAIIt- l]llzoll 
11 

oo (At)n 11 oo IIAIIntn 
n=l n. n=l n. 

luego cuando t -t o+, [eiiAIIt- l]llzoll -t O, luego lleAtzo- zoil ~O cuando t -t o+ y 
para todo zo E Z. La continuidad de eliAiit implica que (1.11} se cumpla . 

• 

así que 

T(t + s) = T(t)T(s) 

(1.9} se cumple y T(t) = eAt es Co-semigrupo, en efecto, es uniformemente continua. 

Teorema 1.2.3. ( [9]) Un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Hilbert Z, T(t) 
tiene las siguientes propiedades: 

a) IIT(t)ll es acotado en cada subintervalofinito de [O,oo). 

b) T(t) es fuertemente continua para todo tE [O, oo). 

l!ot e) Para todo z E Z tenemos que- T(s)zds--+ z cuando t--+ o+. 
t o 

d) Si wo = ínf ( !logiiT(t)ll ), entonces wo = lím ( !zogiiT(t)il ) < oo. 
t>O t t-too . t 

e) Para todo w > wo, exíste una constante lvfw ial q·ue Vt 2: O, IIT(t)ll:::; Mwe"'t. 

Demostración: Ver [9] página 18. o 

Definición 1.2.8. El generador infinitesimal A de un Co-semigrupo en un espacio de Hilbert 
Z es definido por: 

Az = lím !(T(t)- I)z 
t-tO+ t 

siempre que el límite exista; el dominio de A, D(A), siendo el conjunto de elementos de Z 
para los cuales el límite existe. 
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1.2. Bases de Riesz, Operador Riesz-espectral y C0-semigrupo 

Ejemplo 1.2.2. Consideremos el Co-semigrupo eAt del ejemplo 1.2.1 donde A E L(Z). Te
nemos que 

-lleAtz- z- Atzll =- Í: - 1-z < 1 · 1 11 

00 

Antn 11 
t t n=2 n. 

~ E IIAn)ltn llzll ~ ~E IIAII~tn llzll 
t n=2 n. t n=2 n. 

entonces 

eiiAIIt _ 1 
lím ---
t~o+ t 

[ 
eiiAIIt - 1 ] IJ 11 

= -IIAII z 
t 

lím IIAIIeiiAIIt = IIAII 
t~o+ 

lím ~lleAtz- z- Atzll = O 
t~o+ t 

lím ~(eAtz- z) = Az 
t~o+ t 

por lo tanto el generaf.or infinitesimal del Co-semigrupo eAt es A. 

Teorema 1.2.4. { [9]) Dado T( t) un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Hilbert 
Z con generador infinitesimal A. Entonces se espera los siguientes resultados: 

a) Para zo E D(A), se tiene T(t)zo E D(A) para todo t;::::: O. 

. d 
b) dt (T(t)zo) = AT(t)zo = T(t)Azo, para zo E D(A) y para todo t;::::: O. 

dn . 
e) dtn (T(t)zo) = AnT(t)zo = T(t)Anzo, para zo E D(A) y para todo t;::::: O. 

d) T(t)zo- zo = fot T(s)Azods, para zo E D(A). 

e) fot T(s)zds E D(A) y A fot T(s)zds = T(t)z- z, ~ara todo z E Z y D(A) es denso en Z. 

f) A es un operador lineal cerrado. 

00 

g) n D(An) es denso en Z. 
n=l 

Demostración: Ver [9] página 21. o 

Teorema 1.2.5. (Hilt.e- Yosid.,11)( [1}} rJna cnndición nece:w:ria y .mficiente .para ªue un 
operador cerrado A con dominio denso en un espacio de Hilbert Z pueda generar un semigrupo 
fuertemente continuo es que existan reales M, w tal que para todo real>.> w, >.E p(A) y 

11(>.1- A)-rJJ ~ (>. ~wY, r = 1, 2, · · · 

en este caso 
IJT(t)JJ ~ Mewt 

Demostración: Ver [7] página 17. o 
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l. Preliminares 

Definición 1.2.9. Sean E un espacio vectorial, F1 y F2 subespacios de E. Cuando F1, F2 
tienen en común sólo el elemento O, se escribe F1 El7 F2 en vez de F1 + F2 y se dice F = F1 El7 F2 
es la suma directa de F1 y F2. 

Hipótesis 1.2.1. 

1. Z es un espacio de Hilbert complejo separable. 

2. A: D(A) e Z-+ Z es el generador infinitesimal del Co-semigrupo T(t). 

3. Q1 = Qi E L(Z). 

4. Q2 = Q2 E L(Z). 

5. H denota el Hamiltoniano definido por 

( 
A -Q1) 

H= -Q2 -A* (1.13) 

en el espacio de Hilbert Z El7 Z con dominio D(H) = D(A) El7 D(A*). 

Hipótesis 1.2.2. El Hamiltoniano H dado por la ecuación {1.13) es un operador Riesz

espectral con autovalores P.n, n E Zo} y auto vectores { '1/Jn = ( ~= ) , n E Zo } . 

Desde que el Hamiltoniano H, dado por la ecuación (1.13), es un operador Riesz-espectral, 
hablaremos acerca de un sistema Riesz-espectral. ' 
Necesitaremos la Ecuación Algebraica de Riccati(EAR). Por definición, X E L(Z) es una 
solución de la EAR si para todo z1, z2 E D(A) se cumple 

(1.14) 

Definición 1.2.10. Un Co-semigrupo, T(t), en un espacio de Hilbert Z, es exponencialmente 
estable si existen constantes positivas M y a tales que 

(1.15) 

Definición 1.2.11. Suponemos que A genera al Co-semigrupo T(t) en el espacio de Hilbert 
Z y B E L(U, Z) donde U es un espacio de Hilbert. Si existe F E L(Z, U) tal que A+ BF 
genera un Co-semigrupo exponencialmente estable, Tp(t), entonces decimos que (A, B) es 
exponencialmente estable. 

Definición 1.2.12. Un subespacio V se dice invariante bajo el operador T : Z -+ Z o 
T- invariante, si TV e V. Para un subespacio T-invariante V, Tlv denota la restricción de 
TaV. 
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1.3. Resultados acerca de bases de Riesz 

1.3. Resultados acerca de bases de Riesz 

Por la hipótesis 1.2.2, tenemos que el Hamiltoniano H, dado por (1.13} es un operador 

Riesz-espectral. Ésto implica que los correspondientes autovectores { (f>n = ( ~= ) , n E Zo } 

forman una base de Riesz para el espacio de Hilbert Z EB Z. En esta sección, veremos la exis
tencia de un conjunto índice J e Zo , en general, tal que { 7Jn, n E J} es una base de Riesz 
para Z. Para este estudio no necesitaremos la forma especial del Hamiltoniano o el hecho 

de que { (f>n = ( ~= ) , n E Zo } son los correspondientes autovectores. Así que tomaremos 

una sucesión arbitraria de vectores en el espacio de Hilbert Z EB Z, que forman una base de 

Riesz para ~ EB Z. Probaremos que si { (f>n = ( ~= ) , n E Zo } forman una base de. Riesz 

para Z EB Z, entonces existe un subconjunto J e Zo tal que {7Jn, n E J} es maximal en Z 
y cada subconjunto finito es linealmente independiente. Pero en general esta necesidad no 
implica que {7Jn, n E J} forma una base de Riesz para Z. 

Lema 1.3.1. ( [20]} Dada una sucesión de vectores { (f>n = ( ~: ) , n E Zo } en un espacio 

de Hilbert Z EB Z. Si span{(f>n} = Z EB Z, e'ntonces span{7Jn} = Z. 
nEZo nEZo 

Demostración: Supongamos que span{7Jn} # Z. Entonces existirá un vEZ no nulo tal que 
nEZo 

(v, 71n} = O, para todo n E,Zo 

esto implica que 

ésto es una contradicción con span{ ([>n} = Z EB Z, por lo tanto 
nEZo 

· span{ 71n} = Z 
nEZo 

o 

Lema 1.3.2. ( {20]} Dada una sucesión de vectores { (f>n = ( ~: ) , n E Zo } en un espacio 

de Hilbert Z E9 Z Si .c;po:n{ ([>,:} = Z EB Z: entonces existe un conjunto índice J e Zo tal que 
nEZo 

span{ 71n} = Z, y cada combinación finita de los 71n 's es linealmente independiente. 
nEJ 

Demostración: La prueba se sigue del lema de Zorn's, ver [20] O 

Teorema 1.3.1. ( {20]) Dada una base de Riesz { (f>n = ( t ) , n E Zo } para Z EB Z. Si 

existe un conjunto índice J e Zo tal que 

1. span{7Jn} = Z y 
nEJ 

13 



l. Preliminares 

2. Existe un X acotado satisfaciendo X 1Jn = ~n, para n E J 

entonces, { TJn/ n E J} es base de Riesz para Z. 

Demostración: Notamos que el conjunto índice J e Zo es isomórfico a N. Por tanto, sin 
pérdida de generalidad, asumiremos que J =N, y que 

span{TJn} = Z 
nEN 

defino ci>o =O. Desde que { ci>n/ n É Zo} es una base de Riesz para Z E9 Z, podemos escoger 
constantes positivas m y M tal que para N E N arbitrario y escalares an arbitrarios ( n = 
-N -N+1 ··· N) ' ' ' ' 

N N N N 

m L lanl2 ~ 11 L an1Jnll2 + 11 L an~nll 2 ~ M L lanl2 (1.16) 
n=-N n=-N n=-N n=-N 

ésto implica que para arbitrario N E N y escalares an arbitrarios ( n = 1, 2, · · · , N) existe una 
constante positiva M'(= M) tal que 

N N 

11 L an1Jnll
2 ~M' L lanl2 

n=l n=l 

se sigue de (1.1!?) que para abitrario N E N y escalares an arbitrarios (n = 1, 2, · · · , N) 

< 11 t, an1Jnll 2 + 11 t, an~nll 2 = 11 t, an1Jnli
2 + IIX ( t, an1Jn ) 11 2 

desde X 1Jn = ~n 

< (1 + IIXII2
) ( 11 t, an1Jnll2 

) 

< (1 + K 2
) ( 11 t, an1Jnii 2 

) , desde X es acotado 

Así existe una constante positiva m' = 
1 

+m K 2 tal que para arbitrario N E N y escalares an 

arbitrarios (n = 1, 2, · · · , N) se tiene 

N N 

m' L lanl2 ~ 11 L an1Jnll2 

n=l n=l 

por lo tanto {TJn/ n E N} es una base de Riesz para Z. o 

1.4. ¿Dónde está un sistema de Riesz-espectral? 

Seguiremos con nuestra hipótesis de que el Hamiltoniano H, definido por {1.13}, será un 
operador Riesz-espectral i. e nuestro sistema será Riesz-espectral. En esta sección, daremos 
condiciones suficientes en el generador infinitesimal A para que el H amiltoniano H sea un 
operador Riesz-espectral. 
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1.4. ¿Dónde está un sistema de Riesz-espectral? 

Definición 1.4.1. Un operador lineal T : Z -+ Z es discreto si existe un número >. en su 
conjunto resolvente R(T) para que el operador resolvente R(>., T) = (>.!- T)-1 sea compacto. 

Lema 1.4.1. ( {10}) Si un operador lineal T: Z-+ Z es discreto, entonces: 

1. El operador resolvente R(>., T) es compacto para cada A E R(T). 

2. El espectro de T, a(T), consiste de sólo autovalores aislados con multiplicidad finita. 

DemostraCión: Ver [10] página 2292. O 

Dado el operador discreto T : Z -+ Z que tiene autovalores {).n, n > 1}. La proyección 
espectral E( >.n) definida por 

E()..n)z = 
2
1

. {(.Al- T)-1zd.A (l.J7) 
1rz Ir 

donde Y es una curva simple cerrada que rodea sólo los autovalores An· Ésto es posible, desde 
que todos los autovalores An son aislados. 

Definición 1.4.2. Un operador discreto T : Z -+ Z es espectral si la proyección espectral 
E(.An) definida por (1.17) satisface: 

1. La familia de suma de colecciones finitas de proyecciones E(.An) es uniformemente aco
tada. 

2. O =J. z E Z satisface todas las ecuaciones E(.An)z =O, An E a(T). 

Observación 1.4.1. Suponemos que T es un operador Riesz-espectral discreto en el espacio 
de Hilbert Z con autovalores simples { An, n ;:::: 1} y autovectores correspondientes { 1Jn, n ;:::: 1}. 
Dados los autovectores { 1/Jn, n ;:::: 1} del adjunto de T tal que < 1Jn, 1/Jm >= 8mn· Usando el 
teorema 1. 2. 2 y el teorema de Cauchy se sigue que 

E(.An)z = ~ {(.Al- T)- 1zd.A =< z, 1/Jn > 4Yn 
2m}y 

así tenemos para arbitrario N E N 

N N N 

11 L E(.An)zll2 
11 L < z, '1/Jn > 4Ynll 2 

::::; M L 1 < z, 1/Jn > 1
2 desde que 4Yn es base de Riesz 

n=l n=l n=l 
00 

< M L 1 < Z, 1/Jn > 1
2 

n=l 

< M llzll 2
, por el lema 1.2.1 

m' 

donde m' y M son constantes positivas. Ésto nos da que la familia de sumas de colecciones 
finitas de proyecciones E(.An) es uniformemente acotada. Así un operador de Riesz-espectral 
discreto es un operador espectral discreto. 

Lema 1.4.2. ( {20}) Suponemos que T es un operador espectral discreto en el espacio de 
Hilbert Z con autovalores simples { An, n ;:::: 1} y correspondientes autovectores normalizados 
{ 1Jn, n ;:::: 1}. Dados los autovectores { 1/Jn, n ~ 1} del adjunto de T correspondientes a los 
autovalores {An, n ~ 1}. Para adecuados 1/Jn tal que < 4Yn, 1/Jm >= 8mn (ver lema 1.2.1}. 
Entonces: 
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00 

1. L E(>.n) = I, donde la convergencia es en la topología fuerte. 
n=l 

2. 
(1.18) 

3. {1/Jn, n:;::: 1} forma una base de Rfesz para Z. 

Demostración: Ver [20] ·o 

Corolario 1.4.1. ( {20]) Suponemos que T es un operador en un espacio de Hilbert con 
autovalores simples {An, n:;::: 1} y correspondientes autovectores normalizados {<Pn, n:;::: 1}. 
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

1. T es un operador epectral discreto. 

2. T es un operador Riesz-espectral discreto. 

Demostración: Usando lema 1.4.1, observación 1.4.1 y lema 1.4.2. O 

El siguiente teorema da condición en el operador infinitesimal A tal que el Hamiltoniano H 
es un operador Riesz-espectral. 

Teorema 1.4.1. ( (20}} Dados A un generador infinitesimal del Co-semigrupo T(t) en el 
espacio de Hilbert Z y {J.ln, n :;::: 1} una enumeración de o-p(A) U -o-p(A), donde la barra 
denota la conjugada compleja. Defino dn como la distancia de J.ln a {crp(A)U-crp(A)}-{J.ln}· 
Si 

1. A es un operador Riesz-espectral discreto. 

2. Para todo ~tn E crp(A), excepto un número finito den, -J.ln fj. crp(A). 

3. 
00 1 L d

2 
< oo, donde la suma es tomada sobre estos n para que dn =/=O. 

n=-oo,n;60 n 

4- Todos los autovalores del Hamiltoniano H =. ( -~ =~! ) son simples, donde Q1 = 

Qi E L(Z) y Q2 = Q2 E L(Z). 

Entonces: 

la) ( ~ -A~ ) es un operador espectral discreto. 

lb) H = ( -Q~ =~! ) es un operador Riesz-espectral (discreto), cuyos autovectores nor

malizados forman una base de Riesz. 

Demostración: 

16 



1.4. ¿Dónde está un sistema de Riesz-espectral? 

la) Por la observación 1.4.1 tenemos que A es un operador espectral discreto. Usando el lema 
5.4 de [10] página 2354, obtenemos que -A* también es un operador espectral discre-

to. Para mostrar que Ae = ( ~ -A~ ) es un operador espectral discreto, primero 

probaremos que este operador es discreto. Desde que A y -A* son discretos, 

O"(Ae) =O"( A) U o-( -A*)= o-p(A) U -o-p(A) (1.19) 

donde la barra denota la conjugada compleja. 
Desde que O"p(A) U -o-p(A) es contable, ésto implica que R(Ae) =!=O. Para .A E R(Ae)se 
ve que 

(Al A ,_1 ( (.Al- A)-
1 

O ) 
- e) = O (Al+ A*)-1 (1.20) 

implica que R(Ae) = R(A) n R( -A*), y que Ae es un operador discreto. Por (1.19), 

o-11 (Ae) es enumerado como {J..Ln/ n E Zo}. Así para z = ( z1 
) E Z EB Z la proyección 

Z2 . 

espectral correspondiente al autovalor J..Ln del operador Ae, se convierte 

E(J..Ln)Z = 

Notamos que si J..Ln no es un autovalor de A, entonces (.AJ- A)-1 es una función analítica 
dentro y en el contorno de r. Luego, por el teorema de Cauchy, 

EA(Jl·n)z1 = 
2
1

. f (Al- A)-1z1d.A = O(un argumento análogo se mantiene para -A*). 
1n lr 

Por hipótesis 1.2.2 y (1.19) tenemos para todo J..Ln E o-p(A), excepto un número finito 
de n, J..Ln tJ. O" P (-A*). Así, excepto para algunos finitos n, una de los componentes de 

( E
EA(Jl·n()zl) ) es cero. Usando la fórmula de arriba para E(¡.;.n)z y el factor que A y 

-A* J..Ln Z2 

-A* son operadores espectrales discretos, se sigue de la definición 1.4.2 que Ae también 
es un operador espectral. 

lb) Notar que el Hamiltoniano Hes igual a la perturbación lineal acotada ( -Q~ -Q~ ) 

del operador nominal ( ~ _A~ ) . Por hipótesis 3 podemos aplicar el teorema 2. 7 y el 

corolario 2.9 (páginas 2296 y 2303 respectivamente de [10]). Ésto da que el Hamiltoniano 
H es un operador espectral discreto. Desde que todos los autovalores de H son simples, 
tenemos por el corolario 1.4.1 que Hes un operador Riesz-espectral (discreto) y que sus 
autovalores normalizados forman una base de Riesz. 

o 
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Teorema 1.4.2. ( [20}) Dados A el generador infinitesimal del C0 -semigrupo T(t) en el 
espacio de Hilbert Z y {J.Ln, n E Zo} la enumeración de o-p(A) U -a-p(A), donde la barra 

denota la conjugada compleja. Asumimos que ( -Q~ -Q~ ) tiene rango m y es escrito 

como ( 0 -Q1 ) ~ 
-Q

2 
O = ~ < · , 9i > Z$Z bi 

donde gi, bi E Z $ Z para i = 1, 2, · · · , m. Si 

1. Si A es un operador Riesz-espectral discreto. 

2. Para todo J.Ln E o-p(A), -J.Ln ~ o-p(A). 

3. Todos los autovalores de 

( ( ~ -A~ ) +t.<·, gi >z~z bi ) 

son simples para k = 1, 2, · · · , m. 

4. ínf .11-ln- 1-lil = 8 >O, con n,j #O. 
Vnt=J 

00 1 
5. sup L l ·- l2 =r<oo,conn,j#O. 

-oo<n<oo j=-oo J.LJ J.Ln 

Entonces el operador H = .( ( AO -A~ ) + f:.m=l < . , 9i > ZE!1Z bi ) = ( A -QA1 
) es 

. -Q2 - * 
un operador Riesz-espectral. 

Demostración: Usando teorema 1.4.1 se demuestra de manera análoga. o 
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Capítulo 2 · 

Función Signo Matricial 

En el presente capítulo extenderemos la función signo en los números complejos (<C) al 
conjunto de matrices cuadradas complejas (<Cnxn ), luego se darán métodos para su cálcu
lo, y para matrices complejas de dimensión mayor el método de Schur nos dará la función 
signo matricial. Por último se verá la función signo matricial para el conjunto de matrices 
rectangulares. 

2.1. Definición y Propiedades de la Función Signo Matricial 

Dada la función signo escalar para z E e definida por: 

( ) _ { 1, Re(z) >O 
sgn z - -1, Re(z) <O 

Consideremos una matriz A E enxn tal que no tiene autovalores imaginarios puros, la forma 
canónica de Jordan de A está dada por 

A = T [ J- O l r-1 o J+ 

donde J_ E ekxk y J+ E <C(n-k)x(n-k) son los bloques de Jordan y T se obtiene de la 
descomposición de Jordan de A, definimos: 

a(L) = { )..i E e-: det(>.jln- A)= O, j = 1, k, Re(>.i) <O } ~ a(A) 

a(J+) = { >.i E e+: det(>.jln- A)= O, j = 1, k, Re(>.i) >O } ~ a(A) 

Donde e+ = {>.j E <C : Re(>.j) > O} y e- = {>.j E <C : Re(>.j) < O}. Notemos que 
e= e+ l±J e- l±J {O} (donde l±J denota la unión disjunta) y f(>.) = sgn(>.), ).. E <C, entonces 

sgn(A) = Tsgn ( [ Jo J~ ] ) r-1 

luego 
sgn(A) = T diag[sgn(J-), sgn(J+)] r-1 (2.1) 



2. Función Signo Matricial 

donde J_ = díag[Jm1 (..\1),Jm2 (..\2), ... ,Jm.(.As)], con Ai E o-(J-); i = 1, 2, ... , s tal que 
8 

l:mi =k, y 
i=1 

Ai 1 o o 
.Xi 1 o o 

.Xi 1 o o 
Jm;(..\i) = = Ail + Sm; E cm;Xm; 

o o O··· o .Xi 1 o 
o o o o Ai 1 
o o o o o ..\i 

Donde 
o 1 o o o o 
o o 1 o o o 
o o o 1 o o 

Sm;= i = 1, 2, ... 's. 

o o o o o 1 
o o o o o o 

m;-1 1 
Luego f(Jm;(.Xi)) = L vl¡(v)(.Xi)~;i i = 1,2, ... ,s. Como f'(z) =O, para todo z E 

v=O · 

C entonces, ¡<n)(z) = O, para todo n ~ 1, z E C. Se sabe Ai E o-(J_), entonces f(.Xi) 
sgn( Ai) = -1 

Por lo tanto, 

f(J-) = sgn(J-) diag[sgn(Jm1 (.X1)), sgn(Jm2 (.X2)), ... , sgn(Jm.(.Xs))] 

sgn(J_) 

= diag[-Im1 xm1 , -Im2 xm2 , • · ·, -Im.xm.] 

= -díag[Im1 xm1 , Im2 xm2 , · • • , Im8 xm.] 
-Ikxk 

repitiendo el proceso anterior obtenemos que: 

sgn(J+) = I(n-k)x(n-k) 

reemplazando en (2.1) tenemos que 

sgn(A) Tdíag[-hxk, I(n-k)x(n-k)]T-1 

sgn(A) T [ -hxk O ] y-1 
O l(n-k)x(n-k) 

Definición 2.1.1. Si A E cnxn, definimos la función signo matricial de A mediante la 
matriz: 

sgn(A) = T [ -hxk O l y-1 
O I(n-k)x(n-k) 

(2.2) 

donde T es una matriz que se obtiene de la descomposición de Jordan de A, A= T JT-1 . 
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2.1. Definición y Propiedades de la Función Signo Matricial 

Proposición 2.1.1. Dado A E enxn, si <1(A) e e- entonces, sgn(A) = -Inxn· 

Demostración: <1(A) = { )..i E e- : det(>.jln- A)= O, j = 1, k, Re(>.j) <O } 

dados)..¡, >.2, ... , As E <1(A), la descomposición de Jordan de A es de la forma A= T JT- 1 

sgn(A) = Tsgn(J)T-1 

J = diag[Jm,1 (>.¡), Jm2 (A2), ... , Jm.(As)] de lo anterior sabemos que 

S 

Jm; = )..ilm;xm; + Bm;, L mi= n 
i=l 

f(z) = sgn(z) para todo z E e entonces, ¡Cn)(z) =O para todo n 2:: 1; como 
)..i E <1(J) = <1(A) e e- entonces, f()..i) = -1 luego, 

m;-1 

f(Jm;()..i)) = sgn(Jm;) = L ~¡(v)()..i)S~i 
v=O v. 

1 
= O!f(>.i)J = -Im;xm; 

f(Jm;()..i)) = sgn(Jm;)=-Im;Xmp 'l:li=1,2, ... ,s 

De ésto se sigue, 

f(J) = sgn(J) = diag[sgn(Jm1 ()..¡)), sgn(Jm2 (A2)), ... , sgn(Jm. (>.s))] 

= diag[-lm1 xm1 , -Im2 xm2 , • • ·, -Im.xm.] 

= -diag[lm1 xm1 ,Im2 xm2 , • · • ,Im,xm.] 
sgn( J) = - Inxn, entonces 

sgn(A) = T( -Inxn)T-1, por lo tanto 

sgn(A) = -Inxn 

Proposición 2.1.2. Dado A E enxn, si <1(A) e e+ entonces, sgn(A) = Inxn· 

Demostración: La prueba es análoga la proposición 2.1.1. 

o 

o 

Proposición 2.1.3. Dado A E enxn, para cualquier matriz W~1 AW; W E enxn- entonces: 

sgn(W-1 AW) = w-1sgn(A)W 

Demostración: Definamos B = w-1 AW y J(>.) = sgn(>.) para todo).. E e luego, J(B) = 
w-1 f(A)W como f(>.) = sgn(>.) 

sgn(B) = w-1sgn(A)W 

sgn(W-1 AW) = w-1sgn(A)W 

Proposición 2.1.4. Dado A E enxn, A= [A¡, A2] entonces 

sgn(A) = diag[sgn(A¡), sgn(A2)] 
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2. Función Signo Matricial 

Demostración: f(>-.) = sgn(>-.) para todo z E C entonces, 

f(A) = diag[f(A¡), j(A2)] 

:. sgn(A) = diag[sgn(AI), sgn(A2)] 

o 

Proposición 2.1.5. {[11}) Dado A= [ ~} 1
2

] entonces, sgn(A) = [ sgnr¡) sgn~A2 ) ] , 

donde r es alguna matriz{posiblemente cero). 

Demostración: Ver [11] O 

Proposición 2.1.6. ( [11]} Dada una matriz A E cnxn, la función signo matricial sgn(A) 
es única e independiente de la multiplicidad algebraica y geométrica de sus autovalores. 

Demostración: Ver [ll] o 

Teorema 2.1.1. ( [14]) Dados A E cnxn la cual no tiene autovalores imaginarios puros y 
S = sgn(A) entonces: 

1. S2 =l. 

2. S es diagonalizable y tiene autovalores ± l. 

3. SA=AS. 

4. Si A es real entonces S es real. 

5. sgn(cA) = sgn(c)sgn(A). 

6. sgn(A*) = (sgn(A))* 

Demostración: 

l. 

S= sgn(A) = T [ -I~xk o ] r-1 
I(n-k)x (n-k) 

S2 = sgn(A)2 = T [ -I~xk 0 ] r-1T [ -hxk 
I(n-k)x(n-k) O 

o ] r-1 
I(n-k)x(n-k) 

= T [ -I~xk O ] [ -hxk 
I(n-k)x(n-k) O 

o ] r-1 
I(n-k) x (n-k) 

= T IT-1 entonces, 
s2 = I 

2. Como S= sgn(A) = T [ -I~xk 
1 

° ] r-1, entonces S es semejante a 
(n-k) x (n-k) 

[ -l
0
kxk 

1 
° ]luego, S es diagonalizable y tiene el mismo polinomio carac-

(n-k)x(n-k) 

terístico por ende los mismos autovalores que [ -Ikxk 
0 

] que son 1 y 
O I(n-k)x(n-k) 

-l. 
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2.1. Definición y Propiedades de la Función Signo Matricial 

3. Sabemos que si f ( z) es una función y A E enx n entonces, existe un polinomio p : e -t e 
luego f(A) = p(A) 
J(A) A= p(A) A= A p(A) = A f(A), si f(z) = sgn(z) 

j(A)A = Aj(A) 

sgn(A)A = Asgn(A) 

SA = AS 

. 4. Por el teorema 1.0.1 f(~nxn n D) ~ ~nxn, donde D = { A E enxn : a( A) ~ e } como 

A E ~nxn y a(A) ~e luego, A E ~nxn n D. f(A) E ~nxn, si f(A) = sgn(A) entonces, 
sgn(A) E ~nxn. Por lo tanto, sgn(A) es real. 

Las pruebas de 5 y 6 se hacen fácilmente usando sólo la definición de la Función Signo Ma
tricial. O 

Dada A E enxn una matriz que no tiene autovalores imaginarios puros, la respectiva descom

posición de A, A= T JT-1 donde J = [ Jo J~] 

J = [ ~- J+ l = [ -g- J+ l [ -I~xk I(n-k)~(n-k) l 
Luego, 

A = T [ JO J+ ] r-1 = T [ ~g- O ] [ -hxk O ] r-1 
J+ O I(n-k)_x(n-k) 

= T [ -g- O ]r-1T [ -Ikxk O l r-1 
J+ · O I(n-,-k)x(n-k) 

A = T [-JO o ] r-1r [ -hxk o . ] r-1 (2.3) 
J+ O I(n-k)x(n-k) 

Lo anterior nos dice que la matriz A se puede descomponer, A= NS, donde N= T [ -JO J~ ] r-1 

y 

S= sgn(A) = T [ -Ikxk O ] r-1 
O In-kxn-k 

vemos que p~r el teorema 2.1.1 item .1 que S2 = 1 = S S entonces, S = s-í de ésto 
s-1 A = SA = N luego A2 = N 2 • 

Supongamos que A2 tiene autovalores en~- = {x E~: x <O} entonces, dado A= a+ ib, 
con a :f= O un autovalor de A asociado a v 

luego 

Av = AV 

A2v = A2v 

= [(a2 - b2
) + 2abi]v entonces, (a2 - b2

) + 2abi € ~-

ab = O entonces, a = O V b = O 
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2. Función Signo Matricial 

• si b =O entonces, A2 E JR+(contradicción). 

• si a= O entonces, A2 E JR- pero A= ib(contradicción). 

Por lo tanto, A2 no tiene autovalores en :IR-. 
Vemos que a(SA) = a(N) pertenece al semiplano abierto derecho. Por le teorema 1.0.2 N es 
la única raíz cuadrada de A2 tal que sus autovalores pertenecen al semiplano abierto derecho 

luego 

N = (A2)1¡2 

AN-1 = S entonces, 
A(A2)-112 = S 

(2.4) 

Vamos a obtener una formula integral para sgn(A): dado f(z) = z-112 , por la definición 1.0.3 
de la función matricial vía integral de Cauchy 

donde H es el contorno de Hankel que va desde -oo + Oi luego alrededor de O y por último a 
-oo- Oi; donde H contiene a a(A). 

-r 

Fig. 2.1 Contono de Hankel 

haciendo t = iz112 , dt = ~iz- 112dz; luego la integral en el círculo de radio r tiende a O cuando 
r--+0 

f(A2) = ~ . ¡+oo z-112(z!- A2)-1dz 
271"~ lo 

(A2)-112 

sgn(A) (2.5) 

Teorema 2.1.2. ( {14]) Dados A, BE cnxn y suponemos que AB así como también BA no 
tienen autovalores en JR-, entonces 

sgn ( [ ~ ~ ] ) = [ c~1 ~ ] 
donde C = A(BA)-112 
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2.1. Definición y Propiedades de la Función Signo Matricial 

Demostración: 

La matriz P = [ ~ ~ ] no puede tener cualquier autovalor en el eje imaginario porque si 

los tuviera entonces P2 = [ A~ B~ ] podría tener un autovalor en JR- . Por tanto, sgn(P) 

está bien definido y por (2.4) 

por el teorema 2.1.1 

[ ~ ~ ][ A: :A r/2 
= [ B

O A l [ (AB)-
1
1

2 
O l 

O O (BA)- 112 

= [ 
O A(BA)-112

]- [ O 
B(AB)-112 O - D 

CD=I A 

D=c-1 

DC=I 

~] 

sgn ( [ ~ ~] ) = [ 0~1 ~ ], donde e= A(BA)-112 

o 

Definición 2.1.2. La descomposición polar de la matriz A E cnxn con A que no posee 
autovalores en el eje imaginario es de la forma A = U H, donde U es matriz unitaria y H 
matriz hermitiana semidefinida positiva. 

Sabemos que A= SN, donde S= sgn(A) y N= (A2 ) 112 , también que A= UH luego 

A* = HU*, U*U = UU* = I 

A*A H2 

luego como H es semidefinida positiva entonces todos sus autovalores son no negativos luego 
H 2 también tiene autovalores no negativos entonces, H 2 no tiene autovalores en JR- luego, 
A* A tampoco tiene autovalores negativos luego por el teorema 1.0.2 se tiene 

H (A*A)112 

U= AH-1 =? U= A(A* A)-112 

Por el teorema 2.1.2 

sgn ( [ 1* ~ l ) = [ ~* ~ l (2.6) 

25 



2. Función Signo Matricial 

Por (2.5) 

sgn(A) 

2.2. Modelo de Sistemas Dinámicos Lineales 

Consideremos el sistema dinámico estacionario: 

i:(t) = A x(t) + B u(t) 

y(t) = e x(t) 

(2.7) 

(2.8) 

donde A E JRnxn, BE JRnxm y e E JRPxn. Asumamos que la matriz A en (2.8) es no singular 
y no tiene autovalores en el eje imaginario y el sistema (2.8) es controlable y observable, ésto 
es: 

V>..; E o-(A) : rang[A- >..;In lB} = n, rang [ A-~j In ] = n (2.9) 

U na representación más general del sistema dinámico estacionario lineal tiene la forma: 

E x(t) =A x(t) + B u(t), y= e x(t) (2.10) 

aquí x E IRn, u E JRm e y E IRn; donde la matriz E en (2.10) puede ser ambos rectangular o 
cuadrada singular (detE = 0). 
Si la matriz E es cuadrada, entonces a( A, E) signific~ el conjunto de autcvalo:res gerre:raliz¡:¡.dnR 
(espectro generalizado) de la matriz generalizada A - >.. E. 

o-(A, E) = { >.. E e : det(A- >.. E) = O } (2.11) 

Si E es matriz rectangular (l x n), l > n, entonces o-( A, E) tiene el siguiente significado: 

o-(A, E) = { >.. E e, X E ]Rn : (A - >.. E)x = o, X =1= o } (2.12) 

El sistema dinámico (2.10) será asintóticamente estable si y solo sí para (2.12) 

o-( A, E)~ e-
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2.3. Cálculo de la Función Signo Matricial 

Para el caso de una matriz cuadrada E, el sistema dinámico (2.10) es considerado completa
mente estable y observable si y solo sí se cumple la siguiente condición: 

'V )..i E o-( A, E) : rang[A- >-.3EIB] = n, rang [ A-~i E l = n 

2.3. Cálculo de la Función. Signo Matricial 

Comenzaremos con la siguiente definición. · 

Definición 2.3.1. Cualquier norma matricial si IIABII ::; IIAIIIIBII para todo A E cmxn y 
BE cnxp entonces, la norma matricial es llamada consistente. 

Observación 2.3.1. Para cualquier A E cnxn y t >O existe una norma matricial consistente 
(dependiente de'A) tal que IIAII ::; p(A) +t. En particular si p(A) < 1 existe una norma 
matricial consistente tal que IIAII < 1, donde p(A) denota el espectro de la matriz A. 

Definición 2.3.2. Dada una norma vectorial en en, la correspondiente norma matricial 
subordinada es definida por: 

IIAII = sup IIAxll 
xfO llxll 

Observación 2.3.2. Dada 11·11 una norma matricial subordinada. Si IIEII < 1 entonces, 1 +E 

es no singular y 11(1 + E)-1 11 < 1 _ ~IEII 
Daremos una interpretación de los principales aspectos del esquema computacional basa

dos en el Método Iterativo de Newton. 
Conocemos que el proceso iterativo de Newton 

Sk+l = ~ ( Sk + :k ) 

usado para resolver la ecuación cuadrática z2 - 1 = O converge a 1 para toda aproximación 
inicial So que pertenece a e+ y a -1 para toda aproximación inicial So que pertenece a e-. 
En el caso del cálculo de la función signo matricial este proceso tiene la forma: 

So=A (2.13) 

Teorema 2.3.1. ( [~i}) Si la sucesión {Sk}k::o definida como en (2.13) converge, entonces 

sgn(A) = lím Sk 
k--+oo 

Demostración: Como A no tiene autovalores imaginarios puros para ).. = r ei 9 entonces 

y así los autovalores de Sk pertenecen a su semiplano abierto bajo la aplicación (2.1:3). Así 
sk es definida y no singular para todo k. 
Más aún sgn(Sk) = sgn(So) =S y Sk +S= Sk + sgn(Sk) es también no singular. 
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2. Función Signo Matricial 

Vemos que los Sk son funciones (racionales) de A y así como A commuta con S entonces Sk 
también lo hará. Luego: 

Sk+l ±S = ~(Sk + S'k
1 ± 2S) 

1 -1 2 2 1 2 2 -1 = 2sk (Sk ± 2SkS +S } = "i(Sk ± 2SkS +S )Sk 

= ~S'k 1 (Sk ± S)2 = ~(Sk ± S)2Sk-1 

2 2 

(Sk+l- S)(Sk+l + S)-1 = ~(Sk- S)2S'k1 
( ~(Sk + S)2S;1 

) -
1 

1 ( )2 -1 ( )-2 = 2 sk - s sk 2sk sk + s . 

(Sk+l- S)(Sk+1 + S)-1 
- [(Sk- S)(Sk + S)-1

]
2 

definamos Gk = (Sk- S)(Sk + s)-1, entonces Gk+1 = G~ = · · · = ct+l, luego 

G0 = (So- S)(So + s)-1 = (A- S)(A + s)-1 tiene autovaJores ( ~ ~ ::~~~~ ) , donde 

.\E a(A), luego éstos pertenecen al círculo unitario desde.que .\no es imaginario puro como 
p(Go) < 1 entonces, por la observación 2.3.1 existe una norma matricial consistente tal que 
1/Goll < 1 

lím IIGtll < 
k-too 

·Hm IIGtll = 
k-too 

lím 1/ G k 11 = O entonces, 
k-too 

= o 

SkGk + SGk = Sk - S 

(I + Gk)S = (I- Gk)Sk 

(I- Gk)-1(! + Gk)S = Sk 

como Sk es convergente cuando k-too se tiene que Gk -t O entonces, Sk -t S cuando k-too 
.. {Sk}~0 converge a S= sgn(So) = sgn(A). D 

El proce..c¡oitemtivo de Schultz es una alternativa al proceso (2.13). Está basado en el 
método de Newton de la calculación de la raíz de la ecuación z-2 - 1 = O. En el caso del 
cálculo de la función signo matricial, el proceso iterativo de Schultz es el siguiente: 

(2.14) 

El proceso iterativo (2.14) converge seguro sí III- A2 11 < l. 
Una de las iteraciones basadas en la aproximación de Padé de la función (1- z)-112 es la 
siguiente: 

(2.15} 
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2.3. Cálculo de la Función Signo Matricial 

donde 

J.L ( + ") V ( + ")f 1 
N (A) - "' J.L 

11
- .1 ).,i D (A) ="' J.L 

11
- .1 .ll. (-A)i 

J.LV - L._¿ ( + )!( _ )1 ., l J.LV L._¿ ( + )1( ")! ., 
j=O J.L 11. J.L 11 ·J· j=O J.L 11. 11-J .J. 

Para, p.= 2p, 11 = 2p- 1, (2.15) nos da el proceso iterativo 

Teorema 2.3.2. ( {17]} Si la matriz A E cnxn no tiene autovalores en el eje imaginario, las 
iteraciones (2.16) convergen a ·sgn(A). Más aún, uno tiene 

(sgn(A)- Sk)(sgn(A) + Sk)-1 = ((sgn(A)- A)(sgn(A) + A))(2P)k 

que,· en el caso que es díagonalizable A = T JT- 1 , nos da 

. ( · sgn(A) -A ) 211
k 

1\(sgn(A)- Sk)(sgn(A) + Sk)-
1 1\ ~ 1\TIIIIT-1

11 _ maxA€u(A) sgn(A) +A 

Demostración: Ver [17).· o 
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2. Función Signo Matricial 

2.3.1. Método de Schur 

Dado A E cnxn tiene la descomposición de Schur A = QTQ*, donde Q es unitaria y T es 
triangular superior. Entonces sgn(A) = Qsgn(T)Q* (por la proposición 2.1.3). 
El problema se reduce a calcular U = sgn(T), y claramente U es triangular superior con 
Uii = sgn(tii) = ±1 para todo i. Se determinará Uij de la ecuación U2 = I cuando sea posible 
(es decir, cuando ui'i + Uij i= O), y de TU = UT de lo contrario (en cuyo caso tii f= tjj), 
empleando el algoritmo de recurrencia de Parlett (ver [14], página 86). 
A continuación daremos un algoritmo con su implementación en Matlab para hallar la función 
signo matricial. 

Algoritmo 1 Método de Schur para hallar la Función Signo Matricial 

Entrada: A E cnxn que no tenga autovalores imaginarios puros. 
Salida: La Función Signo Matricial de A, S= sgn(A), vía una descomposición de Schur. 

1: Dar una descomposición de Schur compleja para A, A = QTQ*. 
2: Uii +- sgn(t.¿.¿), i = 1: n. 
3: para j = 2 : n hacer 
4: para i = j - 1 : -1 : 1 hacer 

j-1 

L UikUkj 
k=i+l _¡_o 

u;;+ttjj , Uii + Ujj r 
5: Uij = j-1 

L (uiktkj- tikUkj) 

t ._ Uii - Ujj + k=i+1 ?J _:__:_ ______ ' Uii + Ujj = 0 
' tii - tjj tii - tjj 

6: fin para 
7: fin para 
8: S+- QUQ* 

Este algoritmo implementado en Matlab es el siguiente: 

function [S]=schursign(A) 
[n, n] =size (A) ; 
[Q,T] = schur(A,'complex');%Forma compleja de Schur 
for i=1:n 

end 
a=O; 
t=O; 

U(i,i)=sign(real(T(i,i))); 

for j=2:n 
for i=j-1:-1:1 

if U(i,i)+U(j,j)-=0 
for k=i+1:j-1 

a=a+U(i,k)*U(k,j); 
end 
U(i,j)=-a/(U(i,i)+U(j,j)); 

el se 
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2.4. Criterios de Estabilidad Iterativos 

end 
end 

t=t+(U(i,k)*T(k,j)-T(i,k)*U(k,j)); 
end 
U(i,j)=T(i,j)*(U(i,i)-U(j,j))/(T(i,i)-T(j,j))+t/(T(i,i)-T(j,j)); 

2.4. Criterios de Estabilidad Iterativos 

D~finición 2.4.1. Decimos que A E enxn es estable si o-( A) ~ e-. 
Definición 2.4.2. Decimos que A E enxn es inestable si A no es estable. 

Usaremos definitivamente el Proceso Iterativo de Newton, sobre la base de los datos del 
Proceso Iterativo de Newton y el teorema 2.3.1 formularemos el siguiente criterio para la 
estabilidad de matrices numéricas. 

Proposición 2.4.1. Si la sucesión {Sk}r=o donde Sk fue determinada usando (2.13}, con
verge al limite 

sgn(A) = lím Sk:::: -In 
k-+oo 

entonces la matriz A es estable. 

Demostración: Por (2.2) tenenemos 

sgn(A) = T [ -Ikxk l O l T-1 = -Inxn 
O n-kxn-k 

T ( [ -Ikxk O l + Inxn ) r-1 = O 
O In-kxn-k 

luego 

[ - I~xk In-k~n-k l = - Inxn 

entonces k= n; por lo tanto o-(A) e e- entonces, A es estable o 

Proposición 2.4.2. Si para cada elemento de la sucesión convergente {Sk}~0 donde Sk 
fue determinada usando (2.13) , la condición det(Inxn- Sk) =A O se satisface entonces A es 
estable. Recíprocamente si existen elementos de la sucesión { Sk}k::o convergente tal que la 
condición det(Inxn- Sk) =O se satisface entonces A es inestable. 

Demostración: 

• det(Inxn - Sk) =A O , Vk = O, 1, · · ·; 

es continua, entonces 

sgn(A) = lím Sk. Sabemos que det : enxn ---+ e 
k-+oo 

lím det(Inxn- Sk) = det( lím Inxn- Sk) = det(Inxn- sgn(A)) 
k-+oo k-+oo 

(2.17) 

Si A es inestable se tiene: 
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2. Función Signo Matricial 

l. a(A) e e+ 
Por la proposición 2.1.2 se tiene que sgn(A) = Inxn, entonces 

lím det(Inxn - Sk) = O 
k-+oo 

entonces para un k suficientemente grande se tiene que det(Inxn -S k) = O (contradicción) 

2. Si algunos de los autovalores de A poseen parte real positiva y otros negativa 
entonces: 
la función signo matricial es de la forma: 

sgn(A) 

lím det(Inxn - Sk) 
k-+oo 

= T [ -Ikxk O 
O I(n-k)x(n-k) 

= det( lím Inxn- Sk) = det(Inxn- sgn(A)) 
k-+oo 

= det ( 1 - T [ -hxk O l r-t ) 
nxn O I(n-k)x(n-k) 

= det ( Inxn - [ - I~xk I(n-k)~(n-k) ] ) 

= det ( 2 I~xk ~ ) 

= o 

entonces para un k suficientemente grande se tiene que det(Inxn- S k) = O (contradicción) 
:. A es estable. 

• Existe { SkJ e {S k} tal que det(Inxn - SkJ = O, i = 1, 2, ... 
Supongamos que A es estable ésto es a(A) E e- entonces por la proposición 2.1.1 te
nemos que sgn(A) = -Inxn 

lím det(Inxn- Sk) = det( lím lnxn- Sk) = det(Inxn- sgn(A)) 
k-+oo k-+oo 

= det(lnxn- (-lnxn)) = det(2 lnxn) 

= 2n >O 

entonces, existe ko E .N tal que det(Inxn-Sk) >O; para todo k> ko, como {SkJ e {Sk} 
entonces, existen ki tales que ki > ko lo que nos da det(Inxn- Sk;) > O para todo 
ki > ko lo cual es una corr!!'adicción. 
:. A es inestable. 

o 

Definición 2.4.3. Decimos que A E enxn es estrictamente inestable si a(A) E e+ 

Proposición 2.4.3. Si la sucesión {det(Inxn- Sk)}~0 donde Sk fue determinada usando 
(2.13}, converge a 2n entonces la matriz A es estable. Para la matriz estable se cumple la 
siguiente igualdad: 

lím det(Sk) = ( -1)n 
k-+oo 
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Inversamente, si la sucesión {det(Inxn- Sk)}~0 converge a O entonces la matriz A es ines
table. Para la matriz inestable estrictamente se cumple la igualdad: 

lím det(Sk) = 1 
k-+oo 

Demostración: 

• Sabemos que lím det(Inxn -S k) = 2n y como det : cnxn -t <C es continua entonces, 
k-+oo 

det ( klím (/nxn- Sk) ) = 2n y como lím Sk = sgn(A) luego det(Inxn- sgn(A)) = 2n 
-+oo k-+oo 

Supongamos que A es inestable. Aquí pueden ocurrir dos casos para la repesentación 
de la función signo matricial de A(sgn(A)): 

l. si sgn(A) = T [ -lkxk O l r-1 entonces, 
· O l(n-k)x(n-k) 

lím det(lnxn - Sk) 
k-+oo 

luego 

2. Si sgn(A) = lnxn , 

= det ( lnxn- T [ -l~xk 

= det ( lnxn- [ -l~xk 

= det ( 2 l~xk ~ ) 

= o 

2n = O (contradicción) 

o ] r-1 ) 
l(n-k) x (n-k) 

l(n-k)~(n-k) l ) 

lím det(lnxn- Sk) = det(lnxn- lnxn) 
k-+oo 

:. A es estable. 

= det(O) 

= o 

Como A es estable entonces o:CA) e, <e- lueg9 por la proposición 2.1.1 tenemos que 
sgn(A) = -lnxn 
Debido a que la función determinante es continua: 

lím det(Sk) = det( lím Sk) 
k-+oo k-+oo 

= det(sgn(A)) 

= det( -lnxn) 

- (-l)n 

lím det(Sk) = (-l)n 
k-+oo 
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• Dados {det(Inxn- Sk)}~=O con lím det(Inxn- Sk) =O 
k -J. oc 

Supongamos que A es estable ésto es o-(A) e e- entonces, sgn(A) = -Inxn 
lím Sk = sgn(A) y como det : cnxn -+Ces continua entonces, 

k--J.oo · 

A es inestable 

lím det(Inxn - Sk) - det( lím Inxn - Sk) 
k--J.oo k--J.oo 

- det( lím lnxn- sgn(A)) 
k -J. oc 

det( lím Inxn + (Inxn)) 
k -J. oc 

det(2 Inxn) 
= 2n 

(contradicción) 

Si A es estrictamente inestable entonces, por la proposición 2.1.2 tenemos que 

sgn(A) = Inxn 

Dado {Sk}~=O donde Sk fue determinada usando (2.13); lím Sk = sgn(A) 
k -J. oc 

lím det(Sk) = det( lím Sk) 
k -J. oc k--J.oo 

- det(sgn(A)) 

- det(Inxn) 

- 1 

lím det(Sk) - 1 
k--J.oo 

o 
Este último criterio será usado como la base para la generación del algoritmo iterativo para 
analizar el sistema (2.8). 

Algoritmo 2 
Entrada: A E cnxn que no tenga autovalores imaginarios puros. 
Salida: La determinante de las sucesiones del método de Newton (2.13). 

0: Asumimos que So = A. 

1: Calculamos do = det(Inxn- So). 

1 1 2: Calculamos S1 = 2(A+A- ), d1 =det(Inxn-S1) 
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Veamos la naturaleza de variaciones de la función dk, k = 1, 2, ... , N. Si esta función es 
decreciente, el sistema (2.8) es inestable. Si la función dk, k= 1, 2, ... N, tiende a 2n entonces 
se puede concluir que el sistema es estable. 
A continuación daremos un programa realizado en Matlab para observar si una matriz A E 

cnxn es estable por el Proceso Iterativo de Newton: 

function[dO,p]=estabilidad(A) 
[n,n]=size(A); 
SO=A; 
dO=det(SO); 
j=O; 
if det(A)==O 

fprintf('El m\'etodo no se puede aplicar a esta matriz') 
el se 

end 

while (d0-=2-n) 
SO=(SO+inv(S0))/2; 
dO=det(eye(n)-SO); 
j=j+1; 
if (dO==O) break, end 

end 

if d0==2-n 
p=j-1; 
fprintf('La matriz es estable') 

el se 

end 

fprintf('La matriz no es estable') 
p=j; 

2.5. Ejemplos 

Ejemplo 2.5.1. Dado 

A= ( -: -~ -~) 
2 o -1 

'" ( 3 2 ) O'~A) = l - '- '-1 f 
Aplicamos el algortimo de estabilidad para {2.18) y tenemos los siguientes pasos: 

0: 
( 

-4 
So= A= ~ 

o -1) 
-1 1 , do= -6 
o -1 

1: 
( 

2.0833 o -0.4167 ) 
St = 1.5833 -1 0.4167 , dt = 12 

0.8333 o -0.8333 
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( -1.2417 o -0.1083 ) 
2: s2 = 0.2417 -1 0.1083 ' d2 = 8.6400 

0.2167 o -0.9167 

( -1.0154 o -0.0075) 
3: Sg = 0.0154 -1 0.0075 ' dg = 8.0326 

0.0154 o -0.9928 

( -1.0001 o ~ ) , <4 ~ 8.0001 4: s4 = 0.0001 -1 
0.0001 o -1.0000 

( -1.0000 o ~), ds~8~2' 5: Ss = O -1 
o o -1.0000 

Como los valores de las determinantes convergen a 23 , la matriz {2.18} es estable de acuerdo 
la proposición 2.4-.3. 

Ejemplo 2.5.2. Dado 

A= ( -~ -~ :) 
-10 o 7 

o-(A) = { -1, 7.5 + 7.0534 i, 7.5 -7.0534 i } 

Aplicamos el algortimo de estabilidad paro (2.19) y tenemos los siguientes pasos: 

0: So = A = ( -~ - ~ : ) , do = -106 
10 o -7 -

1: 
( 

4.0330 
S¡= -4.5613 

-4.9528 

o 2.4764) 
-1 2.9009 ' d¡ = 39.9245 
o 3.5377 

2: s2 = -2.3140 -1 1.8838 ' d2 = 7.5094 
( 

2.0832 o 1.1915 ) . 

3: 

4: 

-2.3831 o 1.8449 

- 1 1.1746 

S3 = l-1.1405 
-1.0132 

( 

0.8918 
s4 = -0.5055 

-0.2228 

o 0.5066 \ 
-1 1.4418 ) ' dg = 1.0548 

o 1.0783 

o 0.1114 ) . 
-1 1.3591 ' d4 = 0.0779 
o 0.8695 

(2.19) 

Se ve que los valores de las determinantes están decreciendo, lo que indica la inestabilidad de 
la matriz. 
Se observa que en N= 10, d10 =O entonces la matriz en {2.19) es instable de acuerdo a la 
proposición 2.4-.3. 
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2.5.1. Finalización de las iteraciones 

Comenzaremos con un lema que proporcionará algunas cotas que nos ayudarán a obtener 
un criterio de pare tanto en pruebas relativas a base de error como en residuales. 

Lema 2.5.1. ( [14}) (Kenney, Laub, Pandey y Papadopoulos}. Dados A E cnxn que no tiene 
autovalores imaginarios puros, S= sgn(A), y 11·11 cualquier norma matricial subordinada. Si 
JIS(A- S)ll =E< 1 entonces, 

( 
1 -E) IIA-A-1 11 ~ IIA-SII ~ ( 1 +E ·) IIA-A-1

11 (2.20) 2+E 2-E 
y 

. IIA2
- 111 IIA- Sil 2 

IISII(IIAII + IISII) ~ IISII ~ IIA - 111 (2.21) 

la cota inferior de (2.21} siempre se mantiene. 

Demostración: Definamos E= A- S. Como 8 2 = 1, tenemos A= S+ E= (1 + ES)S. 
Debido a que S2 = 1 entonces, S= s-1 de ésto se tiene que A-1 = s-1(1 + ES)-1 

. (A- A-1)(1 +ES) = A(1 +ES)- A-1(1 +ES) 

= A(I +ES)- s-1(1 + ES)-1(1 +ES) 

= (E+ S)(I +ES) -S 

= E+ E 2S +S+ SES- S 

= E+ E2S + S(A- S)S 

= E+ E2S + (SA- S2)S 
= E+ E2S +(AS- 1)S 

= E+ E2 S+ AS2 
- S 

= E+E2S+A-S 

= E+E2S+E 

= 2E+E2S 
= E(21 +ES) 

entonces 
(A- A-1)(1 +ES)= E(21 +ES) (2.22) 

·.La cota superior de (2.20) la obtenemos multiplicando por (21 + Es)-1 a (2.22), obtenemos: 

(A- A-1)(1 + ES)(2I + És)-1 = E 

como 

IIEII = ·II(A- A-1)(1 + ES)(21 + Es)-1 11 
< IIA- A-1 11111 + ESIIII(21 + ES)-1

11 

111 + ESII < 11111 + IIESII 
(1 +E) 

11(21 + ES)-1 11 = T 1 ll ( 1 +~ES) -
1

11 

11 ~ES 11 = ~IIESII =~E< 1 
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luego de la observación 2.3.2 

entonces, 

1 
= 11(21 + Es)-1 11 = 2-1 

/ 

1- 2IIESII 2-IIESII 

11 (21 + Es)-1 11 1 
< -2-E 

IIEII ~ ( 1 +E) IIA-A-1
11 2-E 

!lA-Sil~ ( 1 +E) IIA-A-1 11 2-E 

1 
=-2-E 

para obtener la cota inferior de (2.20) multiplicamos por (1 + Es)-1 a (2.22) 

(A- A-1) = E(2I +ES)(!+ ES)-1 

!lA- A-1
11 = I!E(21 + ES)(1 + ES)-1 11 

< IIEIIII21 + ESIIII(1 + Es)-1
11 

como IIESII = E < 1 tenemos 

1121 + ESII < 211111 + IIESII 
= 2+€ 

por la observación 2.3.2 se tiene 

1 1 1 
1!(1 +Es)- 11 ~ 1-IIESII = -1--€ 

luego 

por lo tanto, 

Ahora veamos la obtención de (2.2:!.) sale para la cota inferior. 

IIA2 -1II = li(A-S)(A+S)I! < IIA-SIIIIA+SII 

< .!lA- SII(IIAII + IISII) 
IIA2 -111 

CIIAII + IISII) < IIA- Sil 

como 1!82 11 ~ 11811 2 de ésto, 1 :::; IISII2 por ende, IISII 2:: l. Luego, 

IISIII~:~Il:::sl!) ~ 11 ~1;11811 
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para la cota superior; sabemos que (A- S)(A +S)= A2 - I luego, 

(A- S) = (A2
- I)(A + S)-1 

1 
Ahora acotaremos II(A + s)-1 11, desde que A+ S= 2S(I + 2S(A- S)) se tiene 

II(A+s)-1
11 = ~11 ( I+~S(A-s) )-

1 

s-1
11 

~ ~~~ ( I + ~S(A- S) ) -
1

IIIIS-1 II 

!¡¡s-1 11 !¡¡su 
por la observación 2.3.2 < 1

2 ::; ~ ~ IISII 
1- 2IIS(A-S)II 1-2 

de ésto se sigue 

entonces, 

por lo tanto, 

II(A+S)-1
11 < IISII 

IIA- su = IIA2
- IIIII(A + s)-1

11 

::; IIA2
- IIIIISII 

IIA- Sil < IIA2- Ill 
IISII -

IIA2 
- Ill IIA- Sil 2 

IISII(IIAII + IISII) ::; IISII ::; IIA - Ill 

D 

Se ve que desde las iteraciones de interés satisfacen sgn(Xk) = sgn(A), las cotas del lema 
anterior son aplicados con A reemplazando a una iteración Xk. 
Dada TJ una tolerancia de convergencia, Cn constante. La cota superior de (2.21) muestra que 

IIX~;¡~SII ~ IIXf- Ill y así se sugiere u~a finalización cu~n~o .... 

IIX~- Ill ~ TJ (2.23} 

Este test es adecuado para iteraciones de la forma Xf, tal como ht iteración de Schultz (2.14). 
Tener en cuenta, sin embargo, que el error en la formación de fl(X~- J) está acotado por 
el mejor de los enui!Xki12 ::::: enui!SII2 , por lo que cuando IISII es grande tal vez no sea posible 
satisfacer (2.23), y un test más adecuado es entonces 
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2.6. Función Signo Matricial Generalizado 

La definición de la función signo matricial (2.2) y el proceso práctico para su cálculo (2.13) 
será extendido al problema del valor propio generalizado A - >..E que representan el sistema 
dinámico (2.10). El Proceso Iterativo Generalizado de Newton es el siguiente: 
Dada A E cnxn una matriz que no tiene autovalores en el eje imaginario y E E cnxn una 
matriz invertible luego las siguientes iteraciones 

convergen a la matriz 
Esgn(E-1 A)= sgn(AE-1)E 

En efecto: 

= ~E(E-1Sk + S¡;1 E) 
2 

= ~(E-1Sk + (E-1Sk)-1
), 

Luego haciendo Fk = E-1skl k= O, 1, 2, ... 
De donde (2.24) se convierte en 

So = A entonces E-1 So = E-1 A 

1 1 1 
Fk+1 = 2(Fk + F¡; ), Fo =E- A 

(2.24) 

Lo anterior nos da el proceso iterativo de Newton (2.10) visto anteriormente y se vio que esta 
iteración converge a sgn(Fo) = sgn(E-1 A) lo cual significa que 

si 

lím Fk 
k-+oo 

lím E-1sk 
k-+oo 

lím sk 
k-+oo 

= ~(SkE-1 + ESj;1)E 
2 

= 

= 
= 

- ~(SkE-1 + (SkE-1)-1), 

sgn(E-1 A) 

sgn(E-1 A) 

Esgn(E-1A) 

So= A entoncesSoE-1 = AE-1 

Luego haciendo Fk = SkE-1, k = O, 1, 2, ..... 
. _De donde (2.24) se convierte en 

1 -1 1 
Fk+l = "2(Fk + Fk ), Fo = AE-

Lo anterior nos da el proceso iterativo de Newton (2.10) visto anteriormente y se vio que esta 
iteración converge a sgn(Fo) = sgn(AE-1) lo cual significa que 

lím Fk = sgn(AE-1) 
k-+oo 

lím SkE-1 - sgn(AE-1) 
k-+oo 

lím sk = · sgn(AE-1)E 
k-+oo 
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y como el límite es único 
sgn(AE-1 )E= Esgn(E-1 A) 

por lo tanto las iteraciones definidas en (2.24) convergen a 

sgn(AE-1 )E = Esgn(E-1 A) 

Luego para el problema de los autovalores generalizados usamos el Proceso Iterativo Ge
neralizado de Newton. 
Daremos a continuación el problema generalizado de autovalores (2.11) en la forma de un 
producto vectorial. 
Dado (a,/3) #O un par de escalares para que la matriz f3A- aE sea singular 

det(f3A - aE) = O 

entonces el par (a,/3) denota los autovalores del conjunto matricial f3A- aE (denotaremos 
abreviando por el par _de matrices ( A,E)) en el sentido que 

det(óf3A- óaE) =O 

para algún ó # O 
La matriz f3A- aE o el par (A, E) son considerados como degenerada (singular) si 
det(f3A- aE) =O, para cualquier (a,/3). 

(2.25) 

Si f3 # O entonces sin pérdida de generalidad asumimos que f3 = 1 y a = ,\ que da origen a 
(2.11). 

Lema 2.6.1. ( [28}} Si (F,G) =(Y A.X-1 , YEX-1) es una transformación de la matriz par 
(A, E) donde X e Y son matrices no degeneradas. El Proceso Iterativo Generalizado 
de Newton (2.24) con la aproximación inicial como el par (F, G) converge si y sólo si el 
Proceso Iterativo Generalizado de Newton (2.24} con la aproximación inicial en la 
forma del par (A,E} converge. 

Demostración: 
(=>) 

Dado 1 1 
Tk+l = 2(Tk+ET¡; E), T0 =A 

= !(Tk + y-1YEX-1XT¡;1Y-1YEx-1x) 
2 

= ~(Y-1 (YTkX-1 )X + y-1((YEX-1)(XT¡;1Y-1)(YEX-1)X)) 

haciendo G = Y EX-1 

= ~Y-1 (YTkx-1 + G(XT¡;1Y-1)G)X 

= !(YTkX-1 + G(YT¡;1 x-1)-1G) 
2 

haciendo Sk = YTkx- 1 , k = 1, 2, · · · 

1 ( -1 ) = '2 Sk+GSk G 

T0 = A entonces, YT0X-1 = Y AX-1 = F luego So = F 
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entonces el Proceso Iterativo Generalizado de Newton 

por dato es convergente entonces existe RE cnxn tal que 

lím sk = R 
k-too 

lím YTkx-1 = R. 
k-too 

Y lím Tkx-1 = R 
k-too 

lím Tk = y-1RX 
k-too 

luego el Proceso Iterativo Generalizado de Newton ( *) con valor inicial aproximado (A, E) es 
convergente. 
(~) 

Dado 

= ~(Qk + YEX-1Q¡;1YEX-1) 

= ~(YY-1Qkxx-1 + YEX-1Q¡;1YEX-1) 

= ~Y(Y-1QkX +EX-1Q¡;1YE)X-1 

2 

= ~(Y-1QkX + E(Y- 1Qkx)-1 E) 
2 

haciendo Sk = y-1QkX, k= 1, 2, · · · 

1 1 
Sk+1 = "2 (S k +ES¡; E) 

Qo = F =Y AX-1 entonces, y-1QoX =A luego 80 =A 

entonces el Proceso Iterativo Generalizado de Newton 

por dato es convergente entonces, existe Q E cnxn tal que 

lím sk = Q 
k-too 

lím y-1QkX - Q 
k-too 

y-1 lím QkX = Q 
k-too 

lím Qk = YQx-1 
k-too 

luego el Proceso Iterativo Generalizado de Newton ( **) con valor inicial aproximado ( F, G) 
es convergente. O 
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Del lema anterior se observa que, dado un Proceso Iterativo Generalizado de Newton con 
valor inicial (A, E) converge a Aoo correspondiente al par (A, E) y F00 converge al 
correspondiente par ( F, G) entonces 

Aoo = y-1 FooX 

El par matricial (F, G) es equivalente al par (A, E) en el sentido de: 

(F,G) = (YAX-1,YEX-1) 

(2.26) 

entonces el Proceso Iterativo Generalizado de Newton (2.24) con la aproximación inicial 
(F,G) se dice ser equivalente en el sentido de (2.26) a las iteraciones de Proceso Iterativo 
Generalizado de Newton con la aproximación inicial (A, E). Las iteraciones generalizadas 
con (A, E) también son convergentes si las iteraciones generalizadas convergen con algún par 
equivalente. 

Observación 2.6.1. Si la matrices A y E son no singulares, entonces el par matricial (A, E) 
es conocido a ser equivalente a los pares (AE-1 , In) y (E-1 A, In) en el sentido de igualdad 
de autovalores. Consecuentemente el Proceso Itemtivo Genemlizado de Newton (2.24} con 
la aproximación inicial (A, E) es equivalente al Proceso Itemtivo de Newton (2.13} con la 
aproximación inicial So= AE-1 y So= E-1 A respectivamente. 

Notamos que, el proceso iterativo de Newton (2.13) converge si y sólo si la matriz A 
no tiene autovalores en el eje imaginario. Se sigue del lema 2.6.1 que el proceso iterativo 
generalizado de Newton (2.24) con el par (A, E) también converge si las matrices So= AE-1 

y E-1 A no tienen autovalores en el eje imaginario. 
Sabemos que el proceso iterativo generalizado de Newton (2.24) converge a 
sgn(AE-1)E = Esgn(E-1 A) entonces, 

A00 = sgn(AE-1)E = Esgn(E-1A) y E±Aoo = (In±sgn(AE-1 ))E = E(In±sgn(E-1A)) 

Las matrices In+ E-1 A00 y In- E-1 A00 son las proyecciones a los subespacios del par 
(.ti, E) correspondientes a los autovalores en el semiplano complejo derecho e+ y el semiplano 
complejo izquierdo e-. 
Dados Q y Z matrices unitarias tales que: 

donde: 

A = Q [ An A12] Z*, 
O A22 

E = Q [ En E12] Z* 
O E22 

a(Au,En) e e-, a(A22,E22) e e+ 
a(An, Eu) U a(A22, ~2) = a(A, E) 

Adicionalmente, dados X e Y dos matrices no degeneradas tales que: 

A = Y [ Au o ] x-1, 
O A22 

E= y [ En O l x-1 
O E22 

donde 
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donde también F y G son las soluciones de la ecuación matricial siguiente: 

GA22- AnF = A12, GE22- EuF = E12 (2.29) 

con (2.28) y el lema 2.6.1, el proceso iterativo generalizado de Newton con el par (A, E) es 
equivalente a dos iteraciones con los pares (Au, En) y (A22, E22). 
En efecto: 

[ s<H1) o] x-1 sk+l = y 11 
o s<k+l) 

22 

[ s<k+I) as<k+l) - s<Hl) F ] 
sk+l = Q 11 22 u Z* 

o s<Hl) 
22 

donde 
(k+l) 1 ( k ( (k))-1 ) . sii = 2 sii +Eii sii Eii, ~ = 1,2 

como E es no singular entonces Eu y E22 también lo son, luego como u( A u, Eu) e e
entonces, det(Au ->.En) =O luego 

Aux = >.Eux, X '#o, >.E u(Au, Eu) e c
E:¡/ Aux = >.x 

u(Eíl AH) e c-
sgn(E!l Au) = -In 

El mismo proceso se hace para u(A22, E22) e e+ obteniéndose sgn(Eil A22) = In. 

(k+l) 1 ( (k) ( (k))-1 ) o Bu = 2 Bu + Eu 811 Eu , 811 = A11 

sabemos que esta iteración por lo visto anteriprmente converge a Eusgn(EiJ.1Au) = -E11 

(k+l) 1 ( (k) ( ,(k))-1 ) o 
822 = 2 822 + E22 822 E22 , 822 = A22 

sabemos que esta iteración por lo visto anteriormente converge a E22sgn(E2i A22) = E22 
Luego el límite de la matriz de la convergencia del proceso iterativo generalizado de Newton 
con el par (A, E) es representado por 

Aoo = lím sk = lím Y [· sW 
k-too k-too O 

Aoo = y [ -El~ E2~ l x-1 

o] x-1 s<k) 
22 

Aoo = Q [ -Eu GE22 + EuF l Z* 
O E22 

(2.30) 

(2.31) 

Definición 2.6.1. Se define la función signo matricial del par matricial (A, E) mediante la 
expresión 

sgn(A, E)= y [ -El~ E2~ l x-1 (2.32) 

donde Eu, E22, X y Y como en (2.28). La matriz E es llamada la matriz rotación 
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2.6. Función Signo Matricial Generalizado 

De la definición 2.6.1 vemos que la función signo matricial introducida en (2.2) es un caso 
especial de la función signo matricial generalizada sgn(A, E), que es: 

sgn(A,In) = sgn(A) 

donde la matriz rotación E es igual a la identidad In-

Teorema 2.6.1. ( {28}) Si las matrices A y E son no degenemdas(no singulares) y el par 
(A, E) no tiene autovalores generalizados (2.11) en el eje imaginario entonces el proceso 
iterativo generalizado de Newton (2.24) con el par (A,E) converge y el límite matricial es la 
función signo matricial generalizada del par (A, E) que es igual a sgn(A, E) (2.32). 

Demostración: La demostración proviene de la prueba que se hizo anteriormente para hallar 
(2.30) y (2.31). o 
En lo que sigue, asumimos que E es una matriz degenerada(singular) y A es no degenerada(no 
singular) que no tiene autovalores en el eje imaginario. 

Definición 2.6.2. Decimos que el espectro generalizado es de la forma J.L si 

o-( A, E) = { J.L E C : det(¡.tA - E) = O } 

Si la matriz E es singular entonces el espectro generalizado es de la forma J.Li los pares 
(A, E) tienen o-(A, E) = {O}. 

Lema 2.6.2. Dado ln(O) la n x n celda de Jordan asociado con el autovalor O dado por: 

o 1 o o 
o o 1 o 

J¡{O) =O, J2(0) = [ ~ ~ l , · · · , ln(O) = o o o 
1 

o o o o 

El proceso iterativo generalizado de Newton (2.24) con aproximación inicial {In, Jn(O)) con
verge si y sólo sin :S: 2. Y que sin :S: 2 entonces converge a la matriz cero con rozón lineal. 

Demostración: Dado So= In, sin :S: 2 entonces J~(O) =O 

• n = 1, J1(0) =O =* S1 =~(So+ J1(0)S01 J1(0)) =~(So) 
para un k E N se tiene S k= ;k So 

1 . 1 1 1 
para k+ 1 tenemos Sk+l = 2(Sk + J¡(O)S¡; J¡(O)) = 2(Sk) = 

2
k+1 (So) 

1 1 
=* Sk = 

2
k(So) = 

2
kln, V k~ 1 

•n=2 

S1 = ~(So+ J2(0)S01 h(O)) 

1 2 1 
S1 = 2(ln+J2(0))=2ln 
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2. Función Signo Matricial 

para un k E N se tiene 

para k + 1 tenemos 

1 
:=} sk = 2kln (2.33) 

entonces para n ::; 2 se tiene que cuando k -+ 00 obtenemos sk -+ o 

• sin~3 
mostraremos por inducción que 

1 k-1 

sk = 2k Un+ akJ;(o)), donde ak = L 4i; V k~ 1 
i=O 

1 k-1 . 
para un k E N se cumple, Sic= 

2
k Un+ akJ;(o)), ak = L 4' 

i=O 
veamos para k + 1 

sk+! = 
1 
2(Sk + Jn(O)S; 1Jn(O)), S;1 = 2k(In- akJ;(o)) 

sk+l = ~ ( 
2
1
k Un+ akJ;(o)) + Jn(0)2k(In- akJ;(o))Jn(O) ) 

= 1( 1 1 2 k 2 k 4 ) 2 ~~+~~~~+2~~-2~~~ 

= ! ( ..!_1 akJ~(O) + 4k~(O) ) =! ( ..!_(1 + J.2(0)) ) 
2 2k n + 2k 2 2k n ak+l n 

k 

sk+1 = 2k:1 (In+ ak+d~(O)), ak+1 =E 4i 
i=O 

1 k-1 
sk = 2k Un+ akJ;(o)), donde ak = L 4i; V k~ 1 (2.34) 

i=O 

entonces sk diverge cuando k -+ oo, para n ~ 3. 

o 

Teorema 2.6.2. ( {28}) Dado (A, E) el par de matrices que no tiene autovalores en el eje 
imaginario en el sentido de (2.11). El proceso iterativo generalizado de Newton converge si y 
sólo si E no tiene autovalores cero con multiplicidad más que 2. Más aún, 
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2.7. Función Signo Matricial del conjunto de Matrices Rectangulares 

1. Si la matriz E no tiene autovalores cero entonces la tasa de convergencia es cuadrática. 

2. Si la matriz E tiene autovalores cero con multiplicidad menor o igual que 2 entonces la 
tasa de convergencia es lineal y la matriz a la que converge, A00 , es singular. 

Demostración: La condición que (A, E) no tiene autovalores en el eje imaginario en el sen
tido (2.11) nos dice que A es no singular. 
Análogamente con (2.28), construimos la descomposición (A, E) para los autovalores genera
lizados en el sentido de (2.25): 

A = y [ Apo O l x-1 . E = y [ E,ao O l x-1 
O Aw ' O Ew 

donde X e Y son matrices no degeneradas y 

u(Ap0 ,Ep0 ) = {(0, 1)}, u(Aw,Ew) = {(a,¡3): at3 = 0}. 

Por el lema 2.6.1, el proceso iterativo generalizado de Newton con aproximación inicial (A, E) 
converge si y sólo si las iteraciones equivalentes con aproximación inicial ( Ap0 , E Po) y ( Aw, Ew) 
convergen simultáneamente. 
La iteración con (Aw, Ew) converge siempre debido a que por la definición de este par matri
cial no tiene autovalores en el eje imaginario. Desde que Ap0 es no singular entonces el par 
(A.Bo, Ep0 ) es equivalente al par (J, diag(J(O))). 
Las iteraciones con aproximación inicial (A,a0 ,E,a0 ) convergen si y sólo si las iteraciones con 
aproximación inicial ( I, diag(J (O))) converge para todo bloque de Jordan J (O), luego por el 
lema 2.6.2 se completa la prueba de este teorema. O 

2. 7. Función Signo Matricial del conjunto de Matrices Rec
tangulares 

Extendemos la noción de función signo matricial a matrices rectangulares. Dadas las 
matrices rectangulares A, E E ~mxn , le asignamos a ellos el conjunto de matrices A - >..E y 
definimos la relación lineal: 

(E\A) ~ {(x,y) E ~n X ~n: Ey = Ax} 

En el sentido de (2.35) el sistema dinámico lineal: 

Ex(t) = Ax(t), x E ~n 

con las matrices A, E E ~mxn es equivalente- a la condición·-

(x,x) E (E\A) 

Si rang(E) = n entonces en lugar de (2.35) se puede definir una relación lineal como 

(E\A) = {(x,y) E ~n x ~n: y= EUAx} 

donde E~= (ETE)- 1ET es la matriz pseudoinversa Moore-Penrose. 

(2.35) 

(2.36) 

Dadas (E1 \A¡} y (E2 \A2) relaciones lineales (2.35). Definimos el producto de relaciones: 

(E2 \A2)(E1 \A¡)= {(x, z) E ~n x ~n: 3 y E ~n, (x, y) E (E¡ \A¡), (y, z) E (E2\A2)} (2.37) 
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2. Función Signo Matricial 

y la inversión 
(E\A)- 1 = (A\E) 

con la propiedad 
(x, y) E (E\A) <=> (y, x) E (E\A)-1 

Si det(ET A) =1= O entonces una condición fuerte puede ser definida: 

(E\A)(E\A)-1 = Un \In) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

Veamos que no se cumple la commutativa en este producto de relaciones. A continuación 
veamos un ejemplo de ésto: 
Si 

([1]\[0]) = {(y, z) E lR X lR: z = 0} 

([0]\[1]) = { (x, y) E JR X JR : x = 0} 

pero su producto 

([1]\[0])([0]\[1]) = {(x, z) E JR X JR: 3 y E lR, (y, z) E ([1]\[0]), (x, y) E ([0]\[1])} 

= {(0, O)} 
([0]\[1])([1]\[0]) = {(x, z) E lR X lR: 3 y E JR, (y, z) E ([0]\[1]), (x, y) E ([1]\[0])} 

= lR x lR entonces, 

([1]\[0])([0]\[1]) =1= ([0]\[1])([1]\[0]) 

El siguiente teorema muestra como identificar matrices que representan un producto de rela
ciones. Es una generalización de la fórmula para el producto de fracciones escalares. 

Teorema 2. 7.1. ( [4]) Consideremos las relaciones lineales (E¡ \A¡) y (E2 \A2) (2.35) donde 
E¡,A¡ E JRmxn, E2,A2 E JRPxn. Si las matrices A2 E JRqxm y É¡ E JRqxp satisfacen la 
condición 

[ - - ] [ -E¡ l K er A2, E¡ = Rang A
2 

(2.41) 

entonces, 

Demostración: 

• si (x,z) E (~\A2)(E¡\A¡), entonces por definición existe y E JRn tal que (x,y) E 

(E¡ \A¡) y (y, z) E (E2\A2). Luego E¡y = A¡x y E2z = A2y de (2.41) implica que 

E¡A2 = A2El 

luego obtenemos 
E1E2z = É1A2y = A2E1y = A2A1x 

implicando que (x, z) E ((E1E2)\(A2A1)) por lo tanto, 

(E2\A2)(E1 \A¡) e ((E¡E2)\(A2A1)) 
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2.1. FUnción Signo Matricial del conjunto de Matrices Rectangulares 

• si (x,z) E ((E1E2)\(A2A1)) 

::::? E1E2z = A2A1x ::::? [ -~~~] E Ker [ A2,E1 J 
por (2.41) existe y E JRn talque 

(x, y) E (E1 \A1) 

(x,z) € 

((E1E2)\(A2A1)) e 

. . (E2\A2)(E1 \A1) = 

(y,z) E (E2\A2) 

(E2\A2)(E1 \AI) 

(E2\A2)(E¡\A1) 

((E¡~)\(A2ii1)) 

o 
Si E1 = 1 y E2 = 1 entonces E¡ = 1 y A2 = A2 es una posibilidad en (2.41). Este resultado 
nos da la multiplicación convencional de matrices ((l\A2)(I\AI)) = (I\A2AI). 
Si E1 = 1 y A¡ = el para algún e E :IR. entonces, E¡ = E1 = 1 y Á2 = A2 = el es una 
posibilidad en (2.41). Este resultado nos da la multiplicación convencional de un escalar por 
una matriz ((1\(cl))(l\AI)) = (1\cA¡). 

Definición 2.7.1. La operación de adición de relaciones {2.35} está dada por: 

(E¡\A¡) + (E2\A2) = {(x,z) E lRn x :IR.n: 3 y¡,y2E :IR.n,(x,y¡) E (E¡\Ji¡), 

(x, Y2) E (E2 \A2), z = Yl + Y2} (2.42) 

Teorema 2. 7.2. ( {4}) Consideremos las relaciones lineales (E1 \A¡) y (E2 \A2) {2.35) donde 
E¡, Ji¡ E JRmxn, E2, i12 E JR.PXn. Si las matrices E2 € JR.qxm y E¡ E JR.qxp satisfacen la 
condición 

Ker [~,E¡ ] = Rang [ -~~ ] (2.43) 

entonces, 

(E¡ \A1)+(E2\A2) = ((EIE2)\(E2AI+E1i12)) = {(x,z) E :IR.nx:IR.n: E1E2z = (E2A1+.E\A2)x} 
(2.44) 

Demostración: 

• si (x,z) E (E¡\AI) + (E2\ii2) entonces por la definición existen YI,Y2 E IRn tales que 
E¡y¡ = Ji¡x, E2Y2 = ii2x y z =y¡+ -y2. Si E¡ y E2 satisfacen (2.40) · 

luego obtenemos 

luego 

E1~ = E2E1 

E2E1z = E2A1Y1 y E1E2Y2 = E1A2x 

E¡~(YI + Y2) = E1E2z = (E2A1 + E1A2)x 

(x, y) E ((E1E2)\(E2i11 + E1i12)) 
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2. Función Signo Matricial 

• si (x, z) E ((E1E2)\(E2A1 + E1A2)). Luego se sigue 

E1E2z = (E2A1 + E1A2)x 

E¡(E2z- A2x) = E2A1x 

[ 
-A¡x l E Ker ( E2,E1) 

E2z- A2x 

por (2.43), existe w E JRn tal que 

si y¡= w y Y2 = z- w entonces E¡y¡ = A¡x, E2Y2 = A2x y y¡+ Y2 = z 

((E1E2)\(E2A1 + E1A2)) e (E1 \At) + (E2\A2) 

. . (E¡ \A¡) + (E2 \A2) = ( (E1E2) \ (E2Al + E¡A2)) 

D 

Vemos que (2.43) implica que E1E2 = E2E1 entonces la representación en (2.44) es commu
tativa. Si E1 = ~ = I entonces E¡= E2 = I es una posibilidad en (2.43). Este resultado nos 
da la suma de matrices convencional (I\A¡) + (I\A2) = (I\A1 + A2). 
Veamos si se cumple la ley distributiva en esta relaciones: 

En efecto: . 
Dado (x, z) E (E¡ \A1)(E2\A2) +(E¡ \A¡)(E3\A3) por definición entonces existen y¡, Y2 E JRn 
tal que (x, y¡) E (E¡ \A¡)(~ \A2), (x, Y2) E (E¡ \A¡)(E3 \A3) y Yl + Y2 = z 
luego existen u, v E JRn tales que: 

(x,u) E (E2\A2), (u,y¡) E (E1\A1) y (x,v) E (E3\A3), (v,y2) E (E1\A1) 

(x,u) E (E2\A2) y (x,v) E (E3\A3) =* (x,u+v) E (E2\A2}+(E3\A3} 
(u, y¡) E (E¡_\A¡) =* E¡ y¡ = A¡ u 

(v, Y2) E (E1 \A¡) =* E1Y2 = A¡v 

E¡(y¡+y2) = A¡(u+v) 

(u+ v, Yl + Y2J E (E¡ \A¡) 

(u+v,z) E (E1\A1) 

=*(x,z) E (E¡\A¡)((~\A2)+(E3\A3)) 

.. (E1 \A1)(E2\A2) + (E1 \A1)(E3\A3) e (E¡ \A1)((E2\A2) + (E3\A3)) 

Pero no se cumple que 

En efecto: 
E1 =[O], E2 = [1], E3 = [1], A1 = [1], A2 = [1], A3 = [-1] 
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2. 7. Función Signo Matricial del conjunto de Matrices Rectangulares 

(E¡ \A¡)= ([0]\[1]), (E2\A2) = ([1]\[1]), (E3\A3) = ([1]\[-1]) 

(E2\A2) + (E3\A3) = {(x, z) E R x R: :3 y¡, Y2 E R, (x, y¡) E ([1]\[1]) 

(x,y2) E ([1]\[-1]),y¡ +y2 = z} 
x = y¡, -x = Y2 =* O = Yl + Y2 =? z = O 

= R X {O} 

(x,z) E (E¡\A1)((E2\A2) + (E3\A3)) entonces existe u E R tal que 

(x, u) E R x {O} =? u= O, (u, z) E (E¡ \A¡)= ([0]\[1]) =:;. u= O 

como x, z E R son cualesquiera entonces 

(E¡ \A1)((E2\A2) + (E3\A3)) = R x R 

(x, z) E (E1 \A¡)(E2 \A2) entonces existe u E R tal que 

(x, u) E ([1]\[1]) (u, z) E([0]\[1]) 

X = U, U = 0 =? X = 0 

(x, z) = (O, z) 

y como z es cualquiera entonces 

(x, z) E (E¡ \At)(E3 \A3) entonces existe u E R tal que 

(x, u) E ([1]\[-1]) · (u, z) E ([0]\[1]) 

X = -u, U = 0 =? X = 0 

=:;. (x,z) (O,z) 

y como z es cualquiera entonces 

(El \A¡)(E3\A3) = {O} X R 
(E¡ \A¡)(.&.!\A2) +(E¡ \A¡)(E3\A3) = {O} X R 

(E1\A¡)((E2\A2) +(E3\A3)) # (E¡ \A1)(E2\A2) +(E¡ \A1)(E3\A3) 

Anteriormente vimos que la operación de la multiplicación de relaciones no es commutativa. 
· A continuación damos el motivo porque el producto de relaciones no es commutativo: 
En efecto: 
Supongamos que (E1 \A1)(E2\A2) = (E2\A2)(E1 \A¡) 
Consideramos el caso más simple donde todas las matrices en (2.37) son cuadradas e invertí
bies. Obtenemos de (2.37) que: 
(x, z) E (E¡ \A1)(E2 \A2) cualquiera entonces existe Yl E Rn tal que {x, y¡) E (E2 \A2) y 
(y¡,z) E (E¡\A¡) 

.&,¡y¡ A2X =? Yl = E:¡1 A2X 

E¡z = A1Y1 =:;. z = E¡1 A1y1 

z = E¡1 A¡E:¡1 A2x 
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2. Función Signo Matricial 

(x,z) E (.E:2\A2)(E1\A1) cualesquiera entonces existe Y2 E ~n tal que (x,y2) E (E1\A1) y 
(y2,z) E (E2\A2) 

E1Y2 = A1x =? Y2 = E¡1 A1x 

E2Z = A2Y2 * z = E2
1 
A2Y1 

z = E21 A2E!1 A¡x 

entonces debe ocurrir que: 

E!1 A¡E21 A2 = E21 A2E¡1 A¡ 

si ha ésto hacemos que A = E¡1 A¡ y B = E21 A2 luego obtenemos 

AB=BA 

pero es una contradicción porque este producto matricial no necesariamente es commutativo 
por teoría de matrices. 
:. la multiplicación de relaciones (2.35) no necesariamente es commutativa. 

Definición 2.7.2. Paro la función signo matricial del conjunto de matrices rectangulares 
A- >.E; E, A E cmxn, se entiende el límite de la sucesión de relaciones 

(Ek+I \Ak+I) = (2In \In)((Ek \Ak) + (Ek \Ak)-1), (Eo\Ao) = (E\A) (2.45) 

si existiem, donde las relaciones lineales (Ek \Ak) están definidas como en (2.35) y las ope
mciones son como (2.37}-(2.40) y (2.42). 

En el caso de matrices cuadradas A y E en la que las condiciones del teorema 2.6.2 se 
imponen, la. definición de la sucesión (2.45) se puede completar como sigue: 

(Ek \Ak) = (E\Ak) 

de (2.45) 

(E\Ak+l) = (2In\In)((E\Ak) + (E\Ak)-1
), (Ek\Aic)-1 = (Ak\Ek) 

Dado cualquier (x, z) E (E\Ak+1) = (2In \In)((E\Ak) + (E\Ak)-1) entonces, Ez = Ak+IX y 
3y E JRn tal que (y, z) E (2In \In) entonces, y= 2z y (x, y) E ((E\Ak) + (E\Ak)-1) entonces, 
3n y¡, Y2 E lRn, (x, y¡) E (E\Ak), (x, Y2) E (Ak \E), y= Y1 + Y2 

E y¡ = Akx 

Ex = AkY2 

A¡;1Ex = Y2 
Ey¡ -tEy-;, E y 

A A 1 
Akx+EA¡; Ex = 2Ez 

1 A A 1 
"2(Ak +EA¡; E)x = Ak+IX, V X E JRn 

1 A A 1 

2(Ak+EA¡; E) = .Ak+I 

(Ek \Ak) = (E\Ak) 
A 1 A A 1 

Ak+1 = 2(Ak +EA¡; E); Ao=A (2.46) 

(2.45) y (2.46)son equivalentes, pero (2.45) es equivalente al proceso iterativo de Newton 
generalizado (2.24), entonces (2.45) y (2.46) son equivalentes al proceso iterativo de Newton 
generalizado (2.24). 
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Capítulo 3 

Ecuación Algebraica de Riccati 

En el presente capítulo daremos una introducción a la Ecuación Algebraica de Riccati 
definido en cnxn. Debido a que el conjunto solución de la Ecuación Algebraica de Riccati 
son matrices en cnxn' este conjunto se clasificará en soluciones hermitianas y definidas, 
de las cuales se tratará sus propiedades y la cardinalidad de cada conjunto de soluciones te
niendo en cuenta algunas hipótesis que deberá cumplir su matriz hamiltoniana. Por último se 
estudiará un metodo iterativo para la solución de la Ecuación Algebraica de Riccati. 

Dados A, B, e E cnxn. B y e son matrices hermitianas esto es B = B* y e = C*. 

Definición 3.0.3. La ecuación cuadrática 

XA+A*X-XBX+e=O {3.1) 

para X E cnxn es llamada Ecuación Algebraica de Riccati {EAR) 

3.1. Clasificación de Soluciones 

La Ecuación Algebraica de Riccati {3.1) puede tener soluciones que son hermitianas 
o no hermitianas y el conjnnto de soluciones puede ser cualquiera finito o infinito. 
El conjunto solución G.de (3.1) corresponde a una cierta clase de subespacios invariantes de 
dimensión "n" de la matriz 2n x 2n 

H= r A -B l 
L -C -~A"'-J 

{3.2) 

Esta matriz tiene la propiedad hamiltoniana 

JH= -H*J (3.3) 

donde 

J= [ O I l -I O {3.4) 

Se sigue que H es similar a - H*, y por tanto el espectro de H es simétrico con respecto del 
eje imaginario, es decir, si A= a+ ib E a(H) con a, bE lit entonces -a+ ib E a(H). 



3. Ecuación Algebraica de Riccati 

Teorema 3.1.1. ( [5]} Existe una correspondencia uno a uno entre el espacio solución G y 
el conjunto de subespacios H -invariantes n-dimensionales de C2n que son complementarios 

al subespacio n-dimensional Sp [ · ~ ]· Esta correspondencia asigna el subespacio invariante 

Sx= Sp [ Jc] a la solución X. La matriz de Hlsx, la restricción de Ha Sx, con respecto 

a la base dada por las columnas de [ Jc ] es A- BX. 

Demostración: Si S es un subespacio n-dimensional de C2n que es complementario a 

Sp [ ~ ] , entonces existe una matriz X n x n tal que S = Sp [ Jc ] , si S es también 

H-invariante, entonces existe L una matriz n x n tal que 

[ -~ --~][i] = [ i l L 

A-BX = L 

-C-A*X = XL 

=> -C-A*X = X(A-BX) 

-C-A*X = XA-XBX 

XA+A*X-XBX+C = o 
se observa que X es una solución de (3.1). 
Recíprocamente si X es solución de (3.1) se tiene 

[ -~ _-; ] [ i l = [ i l (A - BX) 

esto muestra que S es H-lnvariante y que A- BX es la matriz de Hlsx con respecto a la 

base dadas por las columnas de [ Jc ]· D 

Ejemplo 3.1.1. Dada la ecuación cuadrática escalar 

ax2 + f3x + ¡ = O, con a, /3, ¡ E IR. y a # O 

estO también se puede escribir ·de la siguiente manera 

donde 

Dada la matriz hamiltoniana 

Defino 8 = /32 - 4a¡. 

/3 /3 x- + -x- x( -a)x + ¡ = O 
2 2 

f3 
A= '2' B = -a, C = ¡ 

[ -~ -i l 
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3.2. Soluciones Hermitianas 

• Si .5 =¡f O, existen 2 subespacios H -invariantes !-dimensional de C2 

S1 = Sp [ -~lV6 l S2 = Sp [ -§2~V6 l 
que corresponden a las soluciones 

-(3 + .¡g 
Xl = 

2a 

-(3- .¡g 
X2 = 

2a 

• Si .5 =O, entonces existe solo un subespacio 

S= Sp [ -~ l 
que corresponde a la única solución 

(3 
x=--

2a 

3.2. Soluciones Hermitianas 

Estudiaremos el espacio de soluciones hermitianas de {3.1}, que denotaremos por H, bajo 
la condición que B 2: O. 

Definición 3.2.1. Dada la matriz J definida como en {3.4}. Un subespacio S de C2n tal que 
JL* Jv =O, para todos JL, vE S será llamado J -neutral. 

Esta propiedad puede ser usado para caracterizar el subconjunto H de G. 

Teorema 3.2.1. ( [5}} Un elemento X de G pertenece a H si y sólo si el correspondiente 

subespacio H -invariante S x = S p [ ~ ] de C2n es J -neutral. 

Demostración: Invocamos el teorema 3.1.1 y notamos que: 

Si S.= Sp [ ~ ] es J-neutral . 

[ 1 

Luego X es solución hermitiana. 
Si X= X* 

X* J [ - ~ ~ ] [ ~ ] 
[-X* 1] [ ~] 

-X*-+- X 

X 

= 

= 

= 

= 

o 

o 

o 
X* 

[ 1 X* ] [ _ ~ ~ l [ ~ l = [ -X* 1 ] [ ~ l 

entonces, Sp [ ~ ] es J-neutral. 
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3. Ecuación Algebraica de Riccati 

3.2.1. Existencia de Soluciones Únicas 

. Cada elemento X de H da lugar a una factorización del polinonúo característico XH de 
Hcomo 

donde q = XA-BX. Esto sigue de: 

¡ i ~ r ¡ -~ _-:.J ¡ i ~ J = ¡ _ i ~ J ¡ -~ _-:.J ¡ i ~ J 
= [ -x1-c x;~A* ][i ~] 

(3.5) 

= [ A-BX -B l 
-XA-C+XBX-A*X XB-A* 

como X EH entonces XA +A* X- XBX + C =O con B = B* y X= X* entonces 

luego 

= [ A-
0
BX 

= [ A-
0
BX 

-B l 
X*B*- A* 

-B l 
-(A-BX)* 

[ l-l [ l [ l [ l 1 O A -B 1 O A-BX -B 
X 1 -C -A* X 1 = O -(A-BX)* (3.6) 

Ahora estudiaremos la existencia de soluciones X de (3.1) que son únicas en el sentido que 
otra solución herm.itiana de (3.1) no da lugar al mismo polinomio q. 

Lema 3.2.1. ( [5]) Dado (A, B) accesible. Entonces cada subespacio J -neutral H -invariante 

n-dimensional de C2n es complementario a Sp [ ~ ] . 

Demostración: Dado S un subespacio J-neutral H-invariante n-dimensional cualesquiera 

de C2
n y [ ~ l una base para S. . 

Afirmación:~ n Sp [ ~ ] es H-invariante 

En efecto: 
Desde que S es J-neutral se tiene 

[ U* V* ] J [ ~ l = O 

[ U* V* J [ _ ~ ~ ] [ ~ ] = O entonces, 

J= [ o 1 l -1 o 

[ -V* U* ] [ ~ l = O 

-V*U + U*V =O entonces, V*U = U*V 
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3.2. Soluciones Hermitianas 

desde que S es S-invariante, entonces existe una matriz n x n L tal que 

s[~] = [~]L 

[ -~ _-; l [ ~ l = [ ~ l L 

En particular ésto implica que AU-BV = U L. Dado z E K er U entonces, O = V* U z = U* V z 
luego 

z*V*(AU- BV)z = z*V*ULz 

z*V* AU z - z*V* BV z = z*V*ULz 

como Uz = o entonces, 

-z*V*BVz = z*V*ULz = z*U*VLz (V*U = U*V) 

= (Uz)*VLz 

-z*V*BVz = o 
(Vz)*BVz = o 

BVz = o 
AUz-BVz = ULz 

o = ULz 

Lz E KerU 

KerU es L - invariante 

dado w E S n Sp [ ~ l entonces, existen u, V E en tales que 

Uu = O 

u E Ker U 

S n Sp [ ~ ] = { [ ~ ] z/ z E K er U } 

desde que S [ ~ ] = [ ~ ] L, la L-invarianza de K er U implica la S -invarianza de S n 

Sp [ ~ ]· Mostraremos que Sp [ ~ ] no contiene ningún subespacio no trivial N-invariante 

siempre que (A, B) es accesible. Dados W cualquier subespacio S-invariante que está conte

nido en Sp [ ~ ] y [ ~ ] una base para W. La S-invarianza de W implica que existe una 
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matriz N tal que 

H [ O ]- [ A -B l [ O l w - -C -A* w = 

[ 
-Bw l 
-A*w = 

-Bw =O entonces, Bw =O 

-A*w = wN entonces, A*w = -wN 

De lo anterior tenemos que w* B = O, mostraremos que se cumple 

w*AnB=O, VnEN 

definimos el siguiente conjunto: 

• veamos que 1 E Y 

w*AB = (A*w)* B 

= .(-wN)*B 

= -N*w*B=O 

w*AB - o 
entonces, vemos que 1 E Y. 

• dado m E Y 

w*Am+lB = (w*A)AmB 

= (A*w)*AmB 

= (-wN)*AmB 

= -N*w*AmB (como m E Y) 

= o 
w*Am+lB ·- o 

luego m + 1 E Y entonces, por el Principio de Inducción Matemática se obtiene que 

por lo tanto, w =O siempre que (A, B) es accesible. . 

Para concluir, la accesibilidad de (A, B) implica que S es complementario a Sp [ ~ ]· O 

Lema 3.2.2. ( (5]) Dados F, G E cnxn; G hermitiana, G ~ O y (F, G) accesible. Entonces 
las multiplicidades parciales de los autovalores imaginarios puros de 

[ 
F -G l 

M= O -F* 

(si hay alguno) son todas pares. 
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Demostración: Dado iw un autovalor imaginario puro de F. Dados U(s), V(s) dos matrices 
racionales complejas 2n X 2n tales que U(s), u-1(s) y V(s), v-1(s) no tienen un polo en 
s =iw. 
Denotemos por 

si- M"' D(s) (3.7) 

si 
U(s)(si- M)V(s) = D(s) 

Escogemos U(s) y V(s) con el fin de mostrar los divisores elementales de F correspondiente 
aiw 

si- F "'diag[1, ... ,1,(s- iwt1
, • •• ,(s- iwY"Y], O< r¡ ~ ... ~ r-y 

entonces 

[ 
I O O l si- M"' O F2(s) G2(s) 
O O -F2(s) 

donde 
F2(s) "'diag[(s- iwp, ... , (s- iwY"YJ 

G2(s) es una matriz racional tal que G2(iw} ~O. De hecho G2(iw) ~O, para (F, G) accesible 
implica 

mientras F2(iw) =O 
obtenemos 

rang [ F2(iw) G2(iw) ) = ¡ 

si - M "' [ ~ W ( s ~ l 
donde W(s) = -F2(s)G21(s)F2(s). Ésto sigue de a¡1(iw) >O que los menores principales 
de W(s) no son ceros, desde que F2(s) es diagonal el máximo común divisor de todos los 
menores k x k de W(s) es 

por tanto 

k 

(s-iw)dk, donde dk = ¿2ri; k= 1,2, ... ,¡ 
j=l 

si- M"' diag[l, ... , 1, (s- iw)2ri, ... , (s- iw)2r-y] 

desde que (3.7) preserva los divisores elementales correspondiente a iw, ésto completa la 
prueba. O 

Lema 3.2.3. ( [5}) Supongamos que (A, B) es accesible. Dado XH factorizado como en (3.5} 
donde los polinomios q y q* tienen a lo más raíces imaginarias puras en común. Entonces, 
la ecuación (3.1} tiene una única solución hermitiana X tal que XA-BX = q si y sólo si las 
multiplicidades parciales de los autovalores imaginarios puros de H (si hay alguno) son todas 
pares. 
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Demostración: (=>)Dado X una única solución hermitiana de (3.1) tal que XA-BX = q 
entonces de (3.6) 

. I O I O A-BX -B [ l-l [ l [ l X I H X I = · O -(A- BX)* 

como (A, B) es accesible entonces (A- BX, B) también lo es, luego el lema 3.2.2 puede ser 
aplicado a F = A - BX y G = B mostrándonos que las multiplicidades de los autovalores 
imaginarios puros de (3.6) y por tanto de H son todas pares. 
( {;=) Primero probaremos la existencia de un subespacio J-neutral N-invariante n-dimensional 

S de C2n que es complementario a Sp [ ~ ]· Desde que H es hamiltoniano su espectro es si

métrico con respecto al eje imaginario. Dados iw1, ... , iwa, Al, -.Xi, ... , AfJ, -.XiJ los distintos 
autovalores de H ( Wj real y Ak no imaginario) 

IC2
n = eiw1 EB .•• EB eiw,. EB (e>.1 $ L>.¡) EB ••• EB (e>.p EB L>.~) 

donde e>. es el espacio generalizado de dimensión m;. correspondiente al autovalor .X. 
Definiremos los subespacios Niwi C eiwi, j = 1, 2 ... , a como sigue. Escribimos 

eiwi = P1 EB P2 EB ••• EB P7 

donde P¡, P2, ... , P7 son subespacios cíclicos cuyas dimensiones son iguales a las multiplici
dades parciales del autovalor ÍWj de H. 
Por la hipótesis, todos ellos son pares, por ende estas mutiplicidades parciales son de la for
ma 2r1, 2r2, ... , 2r7 . Dado ek un generado~ de Pk i.e. los vectores ek, (si- H)ek, ... , (si
H) 2rk-1ek forman una base de Pk y (si- H)2rkek =O, 
Dado Qk el espacio rk-dimensional generado por (si- H)JLek, k = 1, 2, ... , 1 y J.L = rk+l, ... , 2rk 
y pongamos 

Niwi = Q¡ EB Q2 EB .•• EB Q7 

dado S el subespacio de C2n definido por 

S= Niw1 EB ••• 9 Niwo. EB é>.1 EB ..• EB é:>.p 

luego S es de dimensión n y N-invariante. 
Mostraremos que S es J-neutral. Para Niwi, es suficiente mostrar que 

ek(si- H)*ILJ(si- Htez =O 

por definición asumiremos que rk:::; rz. En vista de (3.3) 

ek(si- H)*JL J(sl- Ht e¡ = { -l)ILek(sl- H)JL+v e¡ 

desde J.L + v ~ 2rk, el lado derecho de (3.9) deberá desaparecer. Así 

ek(sl- H)*ILJ(sl- H)ve¡ =O 

luego Niwi, j = 1, 2, ... , a son J-neutral. 

(3.8) 

{3.9) 

Dada una base E para e>.i entonces, existe una matriz L teniendo el autovalor Aj tal que 

HE=EL 

60 
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de (3.3) 
O= E*(JH + H* J)E =(E* JE)L + L*(E* JE) 

desde que >.i =1= ->.j, tenemos que E*JE =O, luego ésto muestra que E>.i' j = 1,2, ... ,,8 
son J-neutral. Finalmente, los autoespacios correspondientes a los distintos autovalores son 
J-neutral, luego de esto vemos que también S debe ser J-neutral. 

Desde que (A, B) es accesible, se sigue del lema 3.2.1 que S es complementario a Sp [ ~ ]· 
Entonces usando el teorema 3.2.1 uno puede asociar con S una solución hermitiana X de 

(3.1) tal que S = Sp [ ~ l 
Dado q = XA-BX· De (3.5) se tiene por la construcción de S, el polinomio q tiene raíces 
iw1, ... , iwa, A¡, ... , Af3 y asi sólo unos imaginarios puros en común con q*. Se sigue de (3.9) 
Niwi es el único subespacio J-neutral H-ínvariante de E>.¡ cuya dimensión es la mitad de la 
dimensión de é).. .• Por lo tanto el espacio S correspondiente a q es únicamente determinado, 

1 

mostrando que X es la única solución de (3.1) tal que XA-BX = q. O 
El lema 3.2.3 soluciona la existencia de soluciones hermitianas únicas de (3.1) bajo la asunción 
que (A, B) es accesible. El resultado general será obtenido por reducción al caso accesible. 
Dada una matriz compleja T no singular n x n y ponemos 

A = T AT-1, B = T BT*, e= (T*)-1er-1 

y 
x = (T*)-1 xr-1 

Observación 3.2.1. Entonces X es solución de {3.1} si y sólo si X es solución de 

X A+A*X-X BX+e=O 

La matriz Hamiltoniana 

--[ A -B] H- - ....,.... -e -A 

de (3.11) es relativo a Hpor H = v-1 HV, donde 

= [ r-1 o] 
V O T* 

Desde RA,B es A-invariante, la matriz Ten (3.10) puede ser escogida tal que 

A = [ A~ Al~ l ' B = [ B~ ~ l 
donde B1 ~O y (A1,B¡) es accesible. Pongamos 

h = XAz = (XA/XAIRA,B) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

Las raíces del polinomio h son precisamente estos autovalores de A que no son E-accesible. 
Dados e y X compatiblemente particionado con (3.12) conio 

- [ e1 
e= e* 12 

C12] X _ [ X¡ X12] 
e2 ' - Xi2 x2 
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entonces (3.11) se descompone en una ecuación cuadrática y dos ecuaciones lineales 

X¡A¡ + AiX1- X¡B¡X¡ + C¡ = O 

X12A2 +(A¡ - B¡X¡)* X12 + (X1A12 + C12) = O 

X2A2 + A2X2 + (Xi2A12 + Ai2X12 - Xi2B1X12 + C2) O 

Los bloques X 12 y X 2 no tienen efecto en 

XA-BX = XAl-BlXl XAl 

Finalmente, denotamos por n¡, n2 el tamaño de A¡, A2 respectivamente y ponemos 

H [ A1 -B¡ l 
1 = -C¡ -Ai 

entonces, 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

Lema 3.2.4. ( [5]) Dado q un polinomio complejo de grado n tal que q tiene a lo más raíces 
imaginarias puras en común con q*. Entonces la ecuación (3.1} tiene una única solución 
hermitiana X tal que XA-BX = q si y sólo si (3.13} tiene una única solución hermitiana X 1 

tal que XA 1-B1X 1 = qjh, Y h = XA2· 

Demostración: (=>) Dado X solución hermitiana de (3.1) tal que XA-BX = q entonces, 
por la observación 3.2.1 X es una única solución hermitiana de (3.11) con X:A-Bx = q. En 
particular X1 es una única solución hermitiana de (3.13) tal que XA1-B1x 1 = qjh, y h = XAz· 

( <:=::) Dado X¡ solución única hermitiana de la ecuación algebraica de Riccati (3.13) tal que 
XA1-B1x 1 = q¡, donde q¡ es un polinomio complejo teniendo a lo más raíces imaginarias puras 
en común con qi satisfaciendo 

Podemos asumir que qj es primo relativo a h. Pero si ésto no fuera, podemos intercambiar 
los roles de q¡ y qj y por la virtud de la accesibilidad de (A¡, B¡) aplicando el lema 3.2.3 con
cluimos que otra solución hermitiana X¡ de (3.13) existe teniendo ya la propiedad_ requerida. 
Por tanto, la ecuación de Sylvester (3.14) posee una única solución X12. La asunción que h 
es relativamente primo ah* implica que la ecuación de Lyapunov (3.15) tiene una única solu
ción X2. Así la ecuación {3.11) tiene un~ única solución hermitiana X tal que X:A-Bx = hq¡. 
Luego por la observación 3.2.1 concluimos que (3.1) tiene una única solución hermitiana X 
tal que XA-BX = hq¡ y hq¡ tiene a lo más raíces imaginarias puras en común con h*qi- D 

Teorema 3.2.2. ( [5]) Dado q un polinomio que satisface {3.5}' y tiene a lo más raíces 
imaginarias puras en común con q*. Entonces la ecuación (3. 6) tiene una única solución 
hermitiana X tal que XA-BX = q si y sólo si las condiciones siguientes son satisfechas: 

1. (A, B) es signo-accesible. 

2. Las multiplicidades parciales de los autovalores imaginarios puros de H (si hay alguno) 
son pares. 
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Demostración: 
Afirmación: (A, E) es signo-accesible si y sólo si h = XA2 es relativamente primo ah*. 
En efecto:(:::::}) si (A, E) es signo-accesible entonces). o-).* es E-accesible, V). E u(A) si). 
es E-accesible entonces h().) #O, V). E u(A). Como-).* no es E-accesible luego 

v* A= -).*v* 1\ v* E= O entonces v #O 

de ésto notamos que -). es un autovalor de A* entonces -). * es autovalor de A* y como 
-).* no es E-accesible entonces h*( -).*) =O. Supongamos que h( -).*) =O luego -).* E A 
y -).* no es E-accesible. Como -.>..* E A. entonces h( -).*) # O( contradicción) por lo tanto, 
h( -).*) # O, luego -).* es raíz del polinomio h* pero no es raíz del polinomio h, para todo 
). E u( A) entonces mcd(h, h*) =l. Por lo tanto, h y h* son relativamente primos. De manera 
similar cuando -).* es E-accesible. Entonces h y h* son relativamente primos luego h = XA2 

es relativamente primo a h*. 
(~) suponemos que (A, E) no es signo-accesible entonces Al y -Ai no son E-accesible, para 
algún Al E u(A) entonces Al E u(A) y no es E-accesible luego h().I) =O. 

v*A = -).jv* 

A*v = -).jv* 

1\ 

1\ 

v* E = O entonces, v # O 

Ev = O entonces, v # O 

entonces AÍ E u(A*) luego Al E u(A*) y Al no es E-accesible por tanto h*().l) =O entonces, 

de ésto se observa que (~ - Al)lmcd(h, h*) entonces, mcd(h, h*) # 1, luego h y· h* no son 
relativamente primos (contradicción). 
Por lo tanto, (A, E) es signo-accesible. Entonces de la afirmación y de los lemas 3.2.3 y 3.2.4 
se tiene la prueba del teorema. O 

3.2.2. Soluciones Puras 

Definición 3.2.2. Un elemento X de H será llamado puro si 

(a) XA-BX tiene a lo más raíces imaginarias puras en común con XÁ-BX {si hay alguno). 

{b) Las multiplicidades parciales de estas raíces imaginarias puras como autovalores de H 
son todas pares. 

o 

{1) si). E u(A- EX) entonces -X tf- u(A- EX). 

Ejemplo 3.2.1: Considerar la ecuación {3.1) donde 

tenemos 

A= [ -~ ~ l , E= [ ~ ~ l ' C = [ ~ ~ l 

[ 

o 1 -1 -1 l 
-1 o -1 -1 

H = -1 -1 o 1 
-1 -1 -1 o 

XH - (s- 1)2(s + 1)2 
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luego el autoespacio generalizado de H al autovector 1 son todos los v E e4 tal que (H

I)2v = O luego e¡ = Sp [ j ! ] y para el correspondiente autovalor -1 el autoespacio 

o -1 

genemlizado son todo los vectores V E C4 tol que (H + 1)2v ~o entonces, E-J ~ Sp [ 1 ~ ] . 
Existen precisamente 3 subespacios H -invariantes 2-dimensional de e4 , los cuales son 81 = 

e1, 82 = e-1 y Sa = Sp [ j ! ] , los cuales son J-neutral 

. o 1 
En efecto: 
para S¡, dados v, u E 81 entonces, existen ai y /3i E e, i = 1, 2 tal que 

v*Ju = O; Vv,u E 81 

entonces 81 es J-neutral. De la misma manera para 82 y Sa, entonces 81,82 y Sa son J-

neutmles los cuales son complementarios a Sp [ ! ~ ] i e 

o] [o o] [o o 4 o o 4 o 
0 

= e , s2 tB Sp 
1 0 

= e , Sa tB Sp 1 
1 o 1 o 

64 



3.2. Soluciones Hermitianas 

Por el teorema 3.2.1, el conjunto solución H de {3.1} consiste de 3 soluciones, 

[ -1 o l [ 1 o l [ -1 o l X¡= O -1 ' X:.!= O 1 ' X 3 = O 1 

luego 

A-BX¡ [ o 1 l [ 1 1 l [ -1 o l 
-1 o 1 1 o -1 

[ o 1 l [ -1 -1 l = -1 o -1 -1 

A-BX1 = [ ~ ~ l 
XA-BX1 = (s- 1)2 

A-BX2 = [ -~ ~ ]- [ ~ ~ l [ ~ ~ l 
= [ -~ ~ ]- [ ~ ~ l 

A-BX2 [ -1 o l = -2 -1 

XA-BX2 = (s + 1)2 

A-BXg = [ -~ ~ ]- [ ~ ~ l [ -~ ~ l 
[ o 1 l [ -1 1 l = -1 o -1 1 

A-BXg = [ ~ ~~ l 
XA-BXa = s2 -1 

Luego X¡ y X2 son soluciones puras, pero Xg no lo es ya que falla en cualquiera de los 
requerimentos para ser solución pura. 

Ejemplo 3.2.2. Consideremos la ecuación {3.1} donde 

tenemos 

[ -~ 
o -1 

-1 l H 
o -1 -1 

= o 1 o 
o o o 

XH = s2 (s2 
- 1) 
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el autoespacio de H correspondiente al autovalor O es 

<o= Sp [ ~ -f l 
y los autoespacios correspondientes a los autovalores 1 y -1 son respectivamente 

tal que son J-

donde [ _;] es un vector de eo pam cualquier real a. Por e! teorema 3.2.1 el conjunto 

solución H de (.'J.l} consiste de las dos familias de soluciones 

XI(a) = [ -1- a a l 
a -a 

XA-BX¡(a) = s(s -1) y XA-BXz(a) = s(s + 1), para cualquier a E lR H no contiene soluciones 
puras. En efecto, el requerimiento (2} de la definición .'J.2.2 no se cumple desde que las 
multiplicidades parciales del autovalor O .de H son 1, l. 

• Las soluciones puras gozan de varias propiedades interesantes. Por un lado, son únicas: 
si X es una solución pura de (3.1) entonces XA-BX = XA-BX' implica que X= X' para 
cualquier elemento X' de H. Esto es una consecuencia del teorema 3.2.2. Dados X1 un 
elemento puro de H y XA-BX1 = q. En virtud de la accesibilidad, lema 3.2.3 implica 
la existencia de un elemento único x2 de H tal que XA-BXz es cualquier polinomio. 
complejo de grado n que tiene a lo más raíces imaginarias puras en común con XÁ-Bx

2
• 

En particular tomemos XA-BXz entonces, x2 es un elemento puro de H. Decimos que 
X1 y X2 son un par de soluciones puras opuestas de (3.1). 

• Existe un par especial de soluciones puras opuestas que es de particular importancia. 
Corresponde a la factorización de (3.10) en que q tiene todas sus raíces con parte real 
no positiva y q* con parte real no negativa. Designaremos estas soluciones X+ y X_, 
deduciremos los siguientes resultados del teorema 3.2.2. 
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Corolario 3.2.1. ( [5]} Existe una única solución hermitiana X+ de {3.1} tal que todos los 
autovalores de A- BX+ tienen parte real no positiva si y sólo si (A, B) es estabilizable y las 
multiplicidades de los autovalores imaginarios puros de H (si hubiera} son todas pares. 

Demostración: Un caso especial del teorema 3.2.2 donde todas las raíces de h tienen parte 
real negativa i.e donde (A, B) es estabilizable. O 

Corolario !l.2.2. ( [5]} Existe una única solución hermitiana X_ de {3.1} tal que todos los 
autovalores de A- BX_ tienen parte real no negativa si y sólo si (-A,B) es estabilizable y 
las multiplicidades de los autovalores imaginarios puros de H {si hubiera) son todas pares. 

Demostración: Un caso especial del teorema 3.2.2 donde todas las raíces de h tienen parte 
real positiva i.e donde (-A,B) es estabilizable. O 

Corolario 3.2.3. ( [5]} La clase H de soluciones hermitianas contiene ambos elementos 
X+ y X_ si y sólo si (A, B) es accesible y las multiplicidades parciales de los autovalores 
imaginarios puros de H (si hubiera} son todas pares. 

Demostración: (A, B) y (-A, B) son estabilizables si y sólo si (A, B) es accesible. O 

Ejemplo 3.2.3. Consideremos la ecuación (3.1} donde 

los autoespacios de H , 

H = [j ~ 
o -3 

XH = é- 5s2 +4 

-1 o l o -1 
o o 
o -1 

= (s + 1)(s + 2){s- 1)(s- 2) 

son asociados a los autovalores 1,-1 y 2,-2 respectivamente. Aplicando el teorema 3.2.1 
obtenemos el siguiente par de soluciones puras 

[ 
-1 o l x_ = o -1 

que corresponde a la factorización 

XH = (s2 - 3s + 2)(s2 + 3s + 2) 
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y 

X-1.2 = [ ~ ~1 l [ 
-1 o l X-2,1 = O 3 

que corresponde a la factorización 

no existe mas soluciones de (3.1). 

3.2.3. Teoremas de Clasificación 

• Los teoremas 3.1.1 y 3.2.1 describen el conjunto H de soluciones hermitianas de (3.1) 
relacionándola con el conjunto de subespacios J-neutral N-invariantes n-dimensional 

de C2
n que son complementarios al subespacio n-dimensinal Sp [ ~ ]· No explican, 

sin embargo, cómo los requisitos de la neutralidad y la complementariedad cortan un 
subconjunto del conjunto de todos los subespacios N-invariantes n-dimensionales. 

• Daremos una clasificación más simple para el conjunto solución H con relación a cierto' 
subconjunto del conjunto de subespacios invariantes de la matriz A- BX+ o la matriz 
A- BX_, la asunción de que X+ y X_ ambos existen. 

Lema 3.2.5. ( [5]) Suponemos que Hes no vacío y (A, B) es accesible. Dados X¡, X 2 dos 
elementos de H y ponemos D = X2- X¡. Dado rr, v, 8 el número de autovalores (contados de 
acuerdo a las multiplicidades) de D con parte real positiva, negativa y cero respectivamente. 
Entonces, 

(i) Ker D es invariant~ bajo A- BX¡. 

(ii) A-BX 1 tiene 1r. autovalores con parte real positiva y v autovalores con parte real negativa 
que no están asociados con K er D. 

Demostración: La prueba se encuentra en [5] página 68 o 

Teorema 3.2.3. ( [5]) Suponemos que H contiene a X+ y X_. Si X es cualquier elemento 
de H, entonces 

Demostración: Tomemos X¡= X+, X2 =X en el lema 3.2.5. Desde que A- BX¡ no tiene 
autovalores con parte real positva, X- X+ también. Así X- X+ ~ O, similarmente, tomando 
X¡ =X, X2 =X_ se ve que X -X_ ~O entonces. 

o 
Ésto es porque X+ y X_ son llamados las soluciones extremas de (3.1), X+ es el elemento 
maximal de H mientras X_ es el elemento minimal de H. Ponemos Ll = X+- X_ y lo 
llamaremos la brecha de (3.1). 
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Lema 3.2.6. ( [5]) Suponemos que H contiene a X+ y X_. Si X es cualquier elemento de 
H, entonces 

Ker!:l = L~-BX (3.17) 

y 
(3.18) 

Demo~tración: Si V E Kerb. entonces, X+v = Xv = x_v desde que 

O::; v*(X+- X)v::; v*(X+- X_)v =O 

por el lema 3.2.5 (i) K er !:l es invariante bajo A - BX+. Así ésta es igual de invariante bajo 
A- BX. La restricción de A- BX+ a K er !:l tiene solo autovalores imaginarios puros. Por el 
lema 3.2.5 (ii), A- BX+ no tienen a otros autovalores imaginarios puros, si A- BX tiene un 
autovalor puro imaginario adicional entonces por lema 3.2.5 (ii) de nuevo, que estaría asociado 
con el núcleo de X+ -X y por tanto es un autovalor de A- BX+. Esto prueba (3.17). 
Desde que 

(A- BX+) =(A- BX_)- Bb. 

se ve fácilmente que A- BX+ =A- BX_ en el Ker !:l, que es (3.18). 
Resultará fácil denotar: 

Notemos que 

A+ = A - BX+ A_ = A - BX_ 

u+ = L~+ , u_ = LÁ_ 
y 

Uo = Lt = L~_(= Ker!:l) 

L f. -Lr -O A-- A+-

o 

Teorema 3.2.4. ( [5]) Suponemos que H contiene a X+ y X_. Dado V cualquier subespacio 
A+-invariante contenido en u+ y V el complemento b.-ortogonal de V en en. Entonces 

Y supongamos que P la proyección sobre V a lo largo V. Existe una correspondencia 1 - 1 
entre el conjunto solución H de (3.1} y el conjunto de subespacios invariantes de A+IU+· Esta 
correspondencia asigna la solución 

(3.19) 

al subespacio invariante V. Más aún, 

L~-Bx =V, L~-Bx = Uo, LÁ-Bx =V n u_ 

Demostración: Se ve que U o e V. Si u E V n V cualquiera entonces u* !:lu = O. Desde !:l ;:::: O 
se sigl1e que !:lu =O. Como Uo n V= O esto implica que u= O. Por lo tanto V n V= O. 
Tenemos también 

dim V= n- dimb.V 

69 



3. Ecuación Algebraica de Riccati 

y, por Uo n V= O, dimL\V = dim V. De esto se sigue que 

V EB V= en 
La diferencia D. satisface la ecuación 

(3.20) 

que es derivada de (3.1). Si v E V y vE V entonces por (3.20), v* L\A_ v = -v* A+D.v = O, 
desde que V es invariante bajo A+· Por tanto V es invariante bajo A_. AsA la proyección P 
satisface 

PA+P=A+P 

y (I- P)A-(I- P) = A_(I- P); ésto es 

PA_P = PA_ 

(3.21) 

{3.22) 

desde V es L\-ortogonal a V tenemos también P* D.(I - P) = O de ésto se obtiene que 
P*D. = P*D.P, como el lado derecho es hermitiana (L\ = L\*) 

P*D.*(P*)* = L\*(P*)* 

P*L\ = P*L\P = L\P 

entonces 

por (3.21) y (3.22) 

por (3.20) 

(I- P)A+ = (I- P)A+(I- P) = (I- P)(A_- BL\)(I- P) 
= A_(I- P)- (I- P)BD.(I- P) 

D.(I- P)A+ + A:f.L\(1 - P) + D.(I - P)BL\(1- P) = O 

si definimos X por (3.14) entonces, 

D = X+ - X = D.(I- P), por (3.23) 

D* = (1-P)*D. 

= (I- P*)D. 

L\- P*D. 

L\ -L\P 

= L\(1- P) = D 

D* = D 

(3.23) 

entonces Des hermitiana y así X también lo es. Sabemos que X= X+- D.(I- P) luego 

XA +A* X- XBX +e = [X+- D.(!- P)]A + A*[X+- D.(!- P)j 
- [X+ - D.(I- P)]B[X+ - D.(I- P)] + C 

= X+A- D.(I- P)A +A* X+ -A* D.(I- P)- X+BX+ 

+ X+B.L\(1- P) + D.(I- P)BX+ - D.(I- P)BD.(I- P) 

+ e 
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como X+ es solución de (3.1) y A= A++ BX+ 

= -D.(I- P)(A+ + BX+)- (A++ BX+)*ó.(I- P) + X+Bó.(I- P) 

+ ó.(I- P)BX+ - ó.(I- P)BD.(I- P) 

= -D.(I- P)A+- D.(I- P)BX+- (A++ BX+)b..(J- P) + X+BD.(I- P) 

+ D.(I - P)BX+ - D.(I - P)BD.(I- P) 

= -D.(!- P)A+ - A+D.(I- P) - BX+D.(I- P) + BX+ó.(I- P) 
ó.(I- P)BD.(I- P) 

= -[D.(I- P)A+ + Af.D.(I- P) + D.(I- P)BD.(I- P)] 

= o 
entonces 

XA+A*X-XBX+C=O 

luego X es solución de (3.1). Si Des la solución de esta ecuación 

DA+ +Af. +DBD =O 

pero ya hemos demostrado que éste es el caso. Además 

Xu=X+u, u E V 
Xu=X_u,uEV 

Por tanto V y V son invariantes bajo A- BX y todos los autovalores de la restricción de 
A - BX -a V, V tienen partes reales negativa, no negativa respectivamente. Ésto prueba que 
V está determinado únicamente por X y que L~..:.Bx = V, LA-BX = V n U- y L~-BX = U o. 
Recíprocamente, dado X cualquier elemento de H. Dados V= L~-BX y V el complemento 
b.-ortogonal de V en en. Se sigue que 

Xu=X+u, u E V 

Xu=X_u, uEV 

Así si Pes la proyección sobre V a lo largo de V entonces satisface (3.19). Más aún V es 
invariante bajo A+ y Uo n V = O. Por tanto V e U+· Desde que X+ - X = D.(I - P) es 
hermitiana, (3.23) se da. Por tanto, desde que P es una proyección, P* D. = P* D.P; que es 

P*ó.(I- P) =O 

de aquí V es D.-ortogonal a V. Desde que 

-en=VEBV 

se sigue de la primera parte de la demostración que V es el subespacio de todos los u.que son 
b.-ortogonales a V. Y luego se completa la prueba. D 

Existe un resultado dual en que X+ es reemplazado por su opuesto X_. 

Teorema 3.2.5. ( {5]} Suponemos que H contiene a X+ y X_. Dado W cualquier subespacio 
A_-invariante contenido en U_ y W el complemento D.-ortogonal de W en e~. Entonces 

en= WEBW 
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Y supongamos que P' la proyección sobre W a lo largo W. Existe una correspondencia 1 - 1 
entre el conjunto solución H de (3.1) y el conjunto de subespacios invariantes de A-lu_. Esta 
correspondencia asigna la solución 

(3.24) 

al subespacio invariante W. Más aún, 

LÁ-ax = w, L~-ax = Uo, L~-ax = w n u+ 

Demostración: Similar a la prueba teorema 3.2.4. o 

Teorema 3.2.6. ( {5]) Suponemos que H contiene a X+ y X_. Dados XI, X2 elementos 
de H correspondientes a los subespacios invariantes Ví, V2 de A+iu+ (o WI, W2 de A-iu_). 
Entonces XI ~ X2 si y sólo si Ví => V2 (o si y sólo si WI e W2). 

Demostración: (-{=) Supongamos primero que V¡ :::::> V2, entonces por el teorema 3.2.4, 
VI e V2. En V2 tenemos X¡u = X+u = X2u, en V¡ tenemos X¡u = X_u = X2u. Además 
V2 + V1 está contenida en K er (X1 - X2) y es invariante bajo A- BX1 y A- BX2. El resto 
de autovalores de A- BX¡ tienen parte real negativa, mientras que el resto de autovalores 
de A- BX2 tienen parte real no negativa. Así 

se sigue del lema 3.2.5 (ii) que xl - x2 ~o, entonces xl ~ x2~' 
( =?) Supongamos que X1 ~ X2. El núcleo de X1 - X2 es invariante bajo A- BX2 y así tiene 
una única descomposición 

Ker(X1- X2) =K_ EB K+ 

donde K_, K+ son invariantes bajo A- BX2 y todos los autovalores de la restricción de 
A- BX2 a K_, K+ tienen respectivamente parte real negativa, no negativa. Así tenemos 
K_ e· Ví, K_ e "{t2. Por el lema 3.2.5 (ii) los autovalores de A - BX2 no pertenecen al 
K er (X1 - X2) tienen parte real positiva. Así dim K_ = dim V2, por tanto K_ = V2 y 
v1 => v2. o 

3.2.4. Cardinalidad de Soluciones 

Ahora prestaremos atención a la cardinalidad del conjunto solución H, asumiendo que H 
contiene a ambos X+ y X_. Dados f3 el número de autovalores distintos de A- BX+Iu+ y 
m 1 , m 2 , ... , mp las multiplicidades de estos autovalores. Debido a las simetrías de H la matriz 
A- BX-Iu_ muestm la mii;m,a estmctura de los autoval.:;res. 

Teorema 3.2.7. ( {5]) Suponemos que H contiene a X+ y X_. Entonces H tiene cardinalidad 
finita si y sólo si A+lu+ (o A-lu_) es cíclico. En este caso, H contiene exactamente (m1 + 
1) ... ( mp + 1) elementos. 

Demostración: desde que H está en correspondencia 1 - 1 con el conjunto de subespacios 
invariantes (de todas las dimensiones posibles) de A+lu+, ésta tiene cardinalidad finita en
tonces hay un número finito de autovectores asociados a cada autovalor de A+IU+· Éste es el 
caso si y sólo si A+lu+ es cíclico. 
Ahora suponemos que A+lu+ es cíclico. Si Aj es un autovalor de A+lu+ con multiplicidad 
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mj, j = 1, 2, ... , (3, entonces los autoespacios generalizados asociados con Aj tienen dimen
sión mj. Así éste contiene exactamente mi + 1 subespacios que son invariantes bajo A+, 
teniendo las dimensiones O, l ... , mj. Esto prueba el teorema para A+IU+· Usando la clasifica
ción dual de H, A+lu+ puede ser reemplazado por A-lu_ manteniéndose el mismo resultado. 
o 

Corolario 3.2.4. ( [5]) Suponemos que H contiene a X+ y X_. Si o no A+lu+ es cíclico, 
H contiene exactamente 2!3 elementos. 

Demostración: La prueba se encuentra en [5} página 73. o 

Corolario 3.2.5. ( [5]) Suponemos que H es no vacío y (A, B) es accesible. Entonces H 
contiene un solo elemento X+= X_ si y sólo si los autovalores de H son imaginarios puros. 

Demostración: Tenemos X+ =X_ si y sólo si L~+ =O= LÁ_. o 
Si A+lu+ es no cíclico, al menos uno de sus autovalores está asociado con una familia infinita 
de subespacios invariantes, así que H es infinito. Notemos, luego, que H es nunca infinito 
contable. Es finito o contiene al menos una familia continua de soluciones. 

Ejemplo 3.2.4. Considerar la ecuación (3.1} donde 

A=[~ ~],B=[~ ~],e=[~~] 
y clasificar el conjunto solución H 

[ 

o o -1 

H = -0~ ~ ~ 
-1 o 

-~ l o . 
o 

XH = (s-l?(s+1)2 

y los autoespacios correspondientes a los autovalores 1, -1 de H son 

así 

cr= Sp [ ~ ~] -1 o 
o -1 

X+= [ ~ ~ l X_ = [ - ~ ~ ~·] son las soluciones extremas 

A+= A- BX+ = [ ~ ~ ]- [ ~ ~ l [ ~ ~ l = [ -~ -~ ]· 
A_= A- BX_ = [ ~ ~ ]- [ ~ ~ l [ -~ -~ l = [ ~ ~ l 

y observamos que U+ = C2 , U_ = C2 • El conjunto de subespacios invariantes de A+ (otros 
que O y C2 que corresponden a X+ o X_) es la familia de subespacios !-dimensional Ve de 
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C2 pammetrizada por su ángulo polar (). Desde que ~ = [ ~ ~ ] , concluimos que P es la 

proyección ortogonal en Ve, 

p _ [ cos
2

() senO cose l 
- sen() cos () sen2 () 

usando (3.19}, la solución Xe que corresponde a Ve es 

X = [ cos 2() sen 2() l 
8 sen 2() -cos 2() 

Por tanto H consiste de X+, X_ y la familia de funciones continuas Xe y X+~ Xe ~X_. 

3.3. Soluciones Definidas 

Ahora estaremos trotando con el conjunto de soluciones hermitianas de {3.1) que son 
definidas. Usando P para designar el conjunto de soluciones definidas no negativas y N para 
designar al conjunto de soluciones definidas no positivas. Estos dos conjuntos los estudiaremos 
bajo la asunción de que B ~ O y e ~ O. 

3.3.1. Existencia de Soluciones Extremas 

El punto inicial de nuestro análisis son los corolarios 3.2.1 y 3.2.2. La asunción adicional 
es que e~ O, donde combinado con la estabilidad de (A,B) o (-A,B), será para impedir 
que la matriz H tenga un autovalor imaginario puro con una multiplicidad parcial impar. Se 
tienen los siguientes resultados: 

Teorema 3.3.1. ( {5]) El conjunto solución P contiene un único elemento X+ tal que cada 
autovalor de A- BX+ tiene parte real no positiva si y sólo si (A, B) es estabilizable. 

Demostración: ( {:=) supongamos que (A, B) es estabilizable. Entonces existe una matriz 
Xo (no neceseriamente hermitiana) tal que A- BXo es estable. Construyamos por induccón 
una sucesión X1,X2, ... de matrices hermitianas definidas no negativas que satisfacen las 
siguientes condiciones: . 

(a)k A- BXk es estable. 

(b)k Xk+l(A- BXk) +(A- BXk)"' Xk+l =-e- XkBXk- k~ 
1 

J. 

Desde que A-BX0 es estable usando la proposición 1.1.2, existe una única matriz X1 definida 
no negativa tal que satisface la ecuación de Lyapunov 

X1(A- BXo) +(A- BXo)* X1 = -e- XoBXo- I 
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que puede ser etiqueda (b)o. El requerimiento (a)k entonces determina únicamente una matriz 
definida no negativa Xk+l que satisface (b)k· Primero probaremos que (a)k+l se cumple. En 
efecto, por (b)k, 

Xk+l(A- BXk+I) +(A- BXk+I)*Xk+l ::S: -Xk+lBXk+l- (Xk- Xk+I)B(Xk- Xk+I) 
_1_¡ 
k+l 

::; o 
desde que Xk+l?:: O, tenemos que A- BXk+l es estable. 
Probaremos que se cumple (c)k+l• tenemos por (b)k 

(Xk- Xk+I)(A- BXk) +(A- BXk)*(Xk- Xk+l) ::S: -(Xk- Xk+l)B(Xk- Xk+I) 

( I. __ l )I 
k k+ 1 

< o 
desde que A- BXk es estable, se sigue que X k- Xk+l ?:: O, entonces completamos la cons
trucción inductiva. 
Como X1, X2, ... es una sucesión no creciente de matrices hermitianas definidas no negativas, 
éstas convergen a una matriz hermitiana definida no negativa X+. Luego de (a)~ y (b)~ se 
tiene que X+ es una solución de (3.1) y que A- BX+ tiene todos sus autovalores con parte 
real no negativa. 
( =?) Dado X+ que existe teniendo las propiedades requeridas. Entonces (A, B) es estabilizable 
por el corolario 3.2.1. O 

Teorema 3.3.2. ( [5]} El conjunto solución N contiene un único elemento X_ tal que cada 
autovalor de A- BX_ tiene parte real no negativa si y sólo si (-A, B) es estabilizable. 
Demostración: Aplicando el teorema 3.3.1 para determinar la solución -X+ de la ecuación 

-XA-A*X -XBX +C=O 

o 

• Por unicidad, las soluciones X+ y X_ obtenidas en los teoremas 3.3.1 y 3.3.2 son las 
soluciones extremas de H estudiadas en la sección anterior. La condición C?:: O asegura 
que X+ pertenece a P y X_ pertenece a N. La existencia de X+, pero, excluye la 
existencia de X_ y viceversa, a menos que (A, B) es accesible. 

Teorema 3.3.3. ( [5]) Si P contiene a X+, entonces 

Si N contiene a X_, entonces 
KerX_ =DA,c 

Demostración: Probaremos (3.26). Si X_ u= O, entonces de (3.1) 

X_Au+Cu = o 
u* X_Au + u*Cu = o 

(X-u)* Au + u*Cu = o 
u*Cu = O(C?:O) 

Cu = o 
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y entonces X_Au =O. Así tenemos KerX_ e OA_,c. KerX_ eL~ ®LÁ, desde que los 
autovalores de A restringidos a Ker X_ deberán ser también autovalores de A_. Juntos, 

KerX_ e DA,C 

para mostrar la otra inclusión consideramos una base donde 

y X¡< O, donde A, By e son compatiblemente particionados como 

entonces (3.1) se divide como sigue 

X¡A1 +A* X1 - X1B1X 1 + C¡ = O 

X1A12 + C12 = O 

c2 = o 

desde que e~ O, vemos que C12 =O y entonces A12 =O. Así DA,c e Ker X_ entonces 

KerX_ = DA,C 

De manera análoga se prueba (3.25). _ D 
Ya conocemos que X+ y X_ ambos existen si y sólo si (A, B) es accesible. Desde que ambos 
(A, C) y (-A, C) son detectables si y sólo si (A, C) es observable, completamos la figura 
notando que X+ y X_ son ambos no singUlares (ésto es, X+ > O y X_ < O) si y sólo si (A, B) 
es observable. 

3.3.2. Teoremas de Clasificación 

Ahora probaremos resultados de clasificación para los conjuntos P y N que son similares 
a los de H. Notemos que X+ $ O solamente en K er X+ y X_ ~ O solamentE!_ en K er X_._ Por 
lo tanto, si H contiene a ambos X+ y X_, el conjunto P puede ser estudiado restringiendo 
Ha KerX_ y el conjunto N puede ser estudiado restrhigiendo Ha KerX+.-Tenemos 
A- BX+ =A en Ker X+ y A- BX_ =A en Ker X_. Por tanto V es un subespacio A+
invariante contenido en U+ n Ker X+ si y sólo si V es un subespacio A-invariante contenido 
en OA,c n L~ y similarmente,W es un subespacio A--invariante contenido en u_ n Ker X_ 
si y sólo si W es un subespacio A-invariante contenido en O A,C n LÁ. También se tiene 

y los teoremas de clasificación para P y N puede ser deducidos de los teoremas 3.2.4 y 3.2.5 
respectivamente. Que estamos buscando, pero, es la clasificación de P y N donde X+ y X_ 
existen individualmente. 
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Teorema 3.3.4. ( {5]) Suponemos que P contiene a X+. Dado W cualquier subespacio A
invariante contenido en O A,c n L~ y W el complemento X+-ortogonal de W en en, entonces 

y suponemos que Q es la proyección sobre W a lo largo de W. Hay una correspondencia 1 -1 
entre el conjunto solución P de {3.1) y el conjunto de subespacios invariantes de AloA cnLr. , A 

Esta correspondencia asigna la solución 

(3.27) 

al subespacio invariante W. Más aún, 

L~-Bx = w, L~~Bx = Uo, L~-Bx = w n u+ 

Demostración: Primero mostraremos que cada elemento X de P puede ser asociado con un 
subespacio A-invariante W contenido en O A,G n L~. En efecto, tomamos 

y dado Q que denota la proyección sobre W a lo largo de W. De (3.1), 

X(A- BX) +(A- BX)*X = -XBX- C 

desde que W es invariante bajo A - BX 

Q(A- BX)Q = (A - BX)Q 

entonces 
QXQ[(A- BX)Q] +[(A- BX)Q]*QXQ = -Q(XBX + C)Q 

y todos los-aÜtovalores de (A-BX)Q tienen parte real positiva. Desde que -Q(XBX+C)Q:::; 
O, se sigue de la proposición 1.1.2 que QXQ:::; O. Entonces XQ =O así CQ =O. Por tanto 
W e K erO y A- BX =A en W. Por tanto W es A-invariante, contenido en OA,c n L~, y 
únicamente determinado por X. 
Suponemos inversamente que W es un subespacio .invariante en O A-,c n L~. Entonces 

es N-invariante. Denotemos por M el complemento J-ortogonal de M en C2n. Por (3.3), JM 
es H*-invariante así que M es N-invariante. Por tanto el subespacio 

es también N-invariante. 
Ahora ponemos S= 111 +N y mostraremos que S es un subespacio J-neutral N-invariante 

n-dimensional de C2n que es complementario a Sp [ ~ ]·Desde que M es J-ortogonal a N y 
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desde que M y N son ambos J-neutral, S es J-neutral. Debido a que M y N son linealmente 
independientes, 

dimS = dimM +dimN 

= dimM +dimSp [X~ ]-dimJM 

= dimSp [ ~] 
así que S es n-dimensional. Finalmente, suponemos que 

[ ~·] E M , · [ X+~ l E N (3.28) 

y v + w = O. Desde que M es ortogonal a N tenemos w* X+ v = O, así v* X+ v = O. Entonces 
X+v =O y así 

mostrando que S es complementario a Sp [ ~ ]· 
.Por el teorema 3.2.1, el subespacio S da lugar a una solución hermitiana X de (3.1) dada por 

ponemos 

W = { vE en: [X+~ l E N } 

entonces W es el complemento X+-ortogonal de W en en y en= W EB W. 
En vista de (3.28) cualquier vector 

[x:]Es 
puede ser escrito como 

[X:] = [ .~] + [X+~] 
donde w E W y vE W, desde que 

Qw=w , Qv=O 

se obtiene 
X u= X+(I- Q)v = X+(I- Q)u 

esto prueba (3.27) y X+~ O implica que X~ O. Más aún 

X u = O, u E W 

Xu = X+u, uEW 
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así W y W son invariantes bajo A- BX y todos los autovalores de la restricción de A- BX 
a W, W tienen parte real positiva respectivamente y no positiva. 
Ésto prueba que 

LÁ-ax = w, L~-Bx = Uo, L~-Bx = w n u+ 
o 

Teorema 3.3.5. ( {5]} Suponemos que N contiene a X_. Dado V cualquier subespacio A
invariante contenido en o A,C n L~ y V el complemento x_ -ortogonal de V en en' entonces 

y suponemos que Q' es la proyección sobre V a lo largo de V. Hay una correspondencia 1-1 
entre el conjunto solución N de {3.1} y el conjunto de subespacios invariantes de Alo nLt . 

. A,C A 

Esta correspondencia asigna la solución . 

X =X_(I- Q') (3.29} 

al subespacio invariante W. Más aún, 

R. o -
LA-Bx =V, LA-Bx = Uo, LÁ-Bx =V n u_ 

Demostración: De manera similar a la prueba del teorema 3.3.4. o 

. Teorema 3.3.6. ( {5}} Supongamos que P contiene a X+, dados X¡, X2 elementos de P 
correspondientes a los subespacios invariantes W¡, w2 de AloA,cnLA_ entonces, X¡ ;:-:: x2 si y 
sólo si W¡ e W2. 

Demostración: ( ~) Suponemos primero que W1 e W2, entonces por el teorema 3.3.4 se 
tiene W¡ ::) w2. En W¡ tenemos X¡u = X2u =o, en w2 tenemos X¡u = X2u = X+u· Por 
tanto W1 EB W2 está contenido en Ker (Xt- X2) y es invariante bajo A- BX¡ y A- BX2. El 
resto de autovalores de A- BX1 tienen parte real no positiva mientras el resto de autovalores 
de A- BX2 tienen p~te real positiva. Así Ker (Xt- X2) = W1 EB W2. 
X1 - X2 satisface la ecuación cuadrática: 

(Xt - X2)(A- BX2) +(A- BX2)*(X1 - X2) - (Xt - X2)B(X1 - X2) =·0 

Considerar una base en que 

X 
__ [ D O l 

1- X2 = O O J 

y Des no singular. Correspondiente, escribimos 

B = [ Bt B2t l ' A - BX2 = [ At O l 
B21 B2 A21 A2 

entonces (3.30} se reduce a 

DA¡+ AiD- B1 = O entonces, 

D(-At)+(-AI)*D+Bt =O 

79 

(3.30) 
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desde que B1 2: O y todos los autovalores de A1 tienen parte real positiva osea - A1 es estable, 
por proposición 1.1.2, existe D 2: o entonces XI- x2 2: o luego xl 2: x2. 
(<=)suponemos XI 2: X2. El núcleo de X1- X2 es invariante bajo A- BXt, y así tiene una 
única descomposición 

donde K+, K_ son invariantes bajo A- BX2 y todos los autovalores de la restricción de 
A- BX2 a K+, K_ tienen respectivamente parte real positiva, no positiva. Así se tiene 
K+ e W¡, K+ e W2. Desde X1 - X2 2: O los autovalores de A - BX2 no pertenecen a 
Ker (X1- X2) tienen parte real negativa por (3.30). Por lo tanto, dimK+ = dim W1, así 
K+ = W1 entonces WI e W2. o 

Teorema 3.3.7. ( [5]) Supongamos que N contiene a X_, dados X1, X2 elementos de N 
correspondientes a los subespacios invariantes VI, v2 de AloA,enL~ entonces, xl ~ x2 si y 
sólo si Vi e '\12. 

Demostración: Similar a la prueba del teorema 3.3.6. O 
Las solución maximal X+ de P está asociado con W = O y la solución minimal X_ de 
N con V = O. El elemento minimal de P, que corresponde al subespacio A-invariante 
W = AloA,enLA_, será denotado por Xo mientras el elemento maximal de N, que corres-
ponde al subespacio A-invariante V= AloA,enL~ será denotado por Xo. · 
Dados p el número de los distintos autovalores de AloA,enLA_ y Pb P2, ... , Pp las multiplici
dades de estos autovalores. Similarmente, dados a el número de los distintos autovalores de 
AloA nLl y Ql, q2, ... , qu las multiplicidades de estos autovalores. ,e A 

Teorema 3.3.8. ( [5}} Supongamos que P contiene a X+ entonces, P tiene cardinalidad finita 
si y sólo si AloA,enLA_ es cíclico. En este caso P contiene exactamente (Pl + 1) ... (Pp + 1) 
elementos. 

Demostración: Análogo al teorema 3.2.7. o 

Teorema 3.3.9. ( [5]} Supongamos que N contiene a X_ entonces, N tiene cardinalidad 
finita si y sólo si AloA nLt es cíclico. En este caso N contiene exactamente (qi +1) ... (qu+l) ,e A 

elementos. 

Demostración: Análogo al teorema 3.2.7. O 

Si AloA,enLA. no es cíclico, al menos uno de sus autovalores es asociado con una familia 
infinita de subespacios invariantes, así que P es infinito. Simil¡ument~, si AloA,eí-lL~ noes 
cíclico, entonces N contiene al menos una familia continua de soluciones. 

Ejemplo 3.3.1. Considemr la ecuación (3.1} donde 

y clasificar los conjuntos solución P y N. 
Tenemos 
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En cuanto al conjunto P, notemos que 

OA,cnLA.=C2 

hay 3 subespa~ios A -invariantes 

cuyos complementos X+-ortogonales son 

- 2 - [ -1] -w + = e , W1 = Sp 2 , Wo = o 

los cuales producen las proyecciones 

usando (3.27) encontramos que los elementos de P son 

-x+ = [ ~ ! ] , X1 = [ ~ ~ ] , Xo = [ ~ ~ ] 

por el teorema 3.3.6 

En cuanto al conjunto N, notamos que 

y así x_ es la única solución definida no positiva de {3.1). 

Ejemplo 3.3.2. Considerar la ecuación (3.1) donde 

_se ve que ni_(A, B) ni (-A, B) es estabilizable, así que ni X+ n~ X_ existen, y nuestro análisis 
anterior no se aplica. El conjunto H está formado por una familia continua de soluciones 

X a= [ ~ ~ ] , para cualquier a E JR. Por tanto ambos P y N son conjuntos infinitos. 

3.3.3. Estabilización de soluciones 

• Una solución hermitiana X de (3.1) se dice que es estable si A- BX es estable, y 
anti-estable si -(A- BX) es estable. Es claro que la solución estable, si ella existe, 
es la solución hermitiana maximal de (3.1), y si C :2: O ella es definida no negativa. 
Similarmente la solución anti-estable, si existe, es la solución minimal de (3.1) y si 
e :2: o ésta es definida no positiva. 
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• La existencia de solución estable, anti-estable por tanto depende en que A- BX+, A
BX_ tengan solamente autovalores con parte real negativa, positiva respectivamente. 

Corolario 3.3.1. ( [5}) Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(i) P contiene una solución estable. 

{ii) (A, B) es estabilizable y H no tiene autovalores imaginarios puros. 

(iii) (A, B) es estabilizable y los autovalores imaginarios puros de A, si hubiera, son todos 
e- observable. 

Demostración: 

• ( i) {::} ( ii) 
El conjunto P contiene una solución estable, llamémosla X+ si y sólo si todos los auto
valores de A- BX+ tienen parte real negativa. Por el corolario 3.2.1, ésto es equivalente 
a (ii). por lo tanto (i) *> (ii). 

• ( ii) {::} ( iii) 

l. ( ii) :::} ( iii) 
Supongamos que exite un autovalor imaginario puro de A tal que no es e-observable, 
ésto es si A u = iwu, e u = O para algún real w y u # O entonces, 

H [ ~ l = [ A -B l [u l -e -A* O 

= [ -~~ l = [ iw~ l 
= iw[ ~] 

entonces H [ ~ ] = iw [ ~] 
así H tienen un autovalor imaginario puro y ésto es una contradicción con ( ii). 
Por lo tanto todo los autovalores imaginarios puros de A son e-observables, ésto 
es ( ii) => ( iii).-

2. ( iii) :::} ( ii) 
Suponemos que H tiene un autovalor imaginario puro, por ejemplo iw. Desde que 
(A, B) es estabilizable, X+ existe y por (3.6) A+v = iwv para algún v # O. Se 
sigue de 

X+A+ + A¡X+ +(e+ X+BX+) =O· 

que v*(e + X+BX+) =O desde B ;:::: O y e;:::: O entonces ev = BX+ =O, así 
ev = O y Av = iwv. Luego iw autovalor de A no es e-observable y ésto es una 
contradicción con (iii). Por lo tanto, H no tiene autovalores imaginarios puros. 
Ésto es ( iii) => ( ii). 
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Corolario 3.3.2. ( {5}} Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(i) N contiene una solución anti-estable. 

(ii) (-A, B) es estabilizable y H no tiene autovalores imaginarios puros. 

o 

(iii) (-A, B) es estabilizable y los autovalores imaginarios puros de A, si hubiera, son todos 
e-observable. 

Demostración: Similar a la prueba del corolario 3.3.1. o 

Corolario 3.3.3. ( {5}} El conjunto P contiene un solo elemento X+= Xo y éste elemento 
es una solución estable si y sólo si (A, B) es estabilizable y (A, e) es detectable. 

Demostración: Por teorema 3.3.6, se tiene X+ = X o si y sólo si O A,cnL~ = O y combinando 
ésto con el corolario 3.3.2 se muestra que O A, e n L~ = D A,C entonces 

DA,C =0 

A- BX+ es estable, por el teorema 3.3.1 (A, B) es estabilizable y DA,C =O entonces (A, e) 
es detectable. o 

Corolario 3.3.4. ( {5}} El conjunto N contiene un solo elemento X_= x0 y éste elemento 
es una solución anti-estable si y sólo si (-A, B) es estabilizable y (-A, e) es detectable. 

Demostración: Similar a la prueba del corolario 3.3.3. o 

3.4. Método iterativo para la Ecuación Algebraica de Riccati 

Dado 1l el espacio vectorial de todas las matrices hermitianas sobre el cuerpo IR. Para 
cualquier X, Y E 1l , escribimos X ;?: Y si X - Y es semi-definida positiva. Para cualquier 
A E cnxn, el espectro de A será denotado por o-(A). La conjugada transpuesta de A será 
denotada por A*. Denotaremos por <Cd<C5) al conjunto de números complejos con parte real 
negativa (respectivamente no positiva). 

Definición 3:4.1. Una matriz A se dice que es de Hurwitz si o-(A) e <C<. 

Defiilición 3.4.2. Para A, B y e E cnxn: 

1. El par (A, B) es estabilizable si A- BK es Hurwitz paro algún K E cnxn. 

2. El par (C, A) es detectable si (A*, e*) es estabilizable. 

Consideremos la Ecuación Algebraica de Riccati de la forma: 

R(X) =A* X +XA+Q -XSX =0 (3.31) 

con A, Q, S E cnxn, con Q = Q*, S = S* y ninguna suposición de definición de signo se 
colocará en las matrices Q y S. 
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La primera derivada de Frechet de la función de Riccati n en una matriz X es un mapeo 
lineal R'x : 1i -+ 1i dado por: 

Rx(Z) = (A- SX)* Z + Z(A- SZ) 

también la segunda derivada en X, R'X : 1i x 1i -+1i es dada por: 

El método de Newton aplicado a la Ecuación Algebraica de lliccati (3.31) es 

xi+l = xi- (R'xJ-1R(Xi), i =o, 1, 2, ... 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

Dado que los mapeos R'xi son todos invertibles. En vista de (3.32), la iteración (3.34) es 
equivalente a 

(3.35) 

Definición 3.4.3. Una solución X en la Ecuación ALgebraica de Riccati (3.31} es llamada 

a) Estable si o-( A- SX) e <C<. 

b) Semi-estable si o-(A- SX) e <C::;. 

e) Maximal si X es hermitiana y X ;;::: X para cualquier solución hermitiana X de la 
ecuación algebraica de Riccati (3.31). 

Para obtener secuencias momótonas, en el método de Newton (3.34), tendremos en cuenta 
el esquema iterativo modificado como sigue: 

Lema 3.4.1. ( [1]) Para cualquier matriz hermitiana S, denotemos por >.*(S) su más pequeño 
autovalor. Entonces para cualquier a;;::: O tal que a ;;::: ->.*(S), D = aln +S;;::: O. 

Demostración: Ver [1]. o 
Pongamos S= D- W, con W = aln y D = aln +S, a;;::: min{O, ->.*(S). La motivación 
para introducir el nuevo proceso iterativo (3.36) consiste en utilizar las hipótesis S= D- W, 
con W;;::: O, D;;::: O para probar la monotonicidad de las sucesion (Xk), Vk;;::: O. Utilzando la 
definición de R(X), el proceso iterativo (3.36) puede ser escrito como: 

(A- DX·)*(X•+I- X·)+ (X-..~.., - X)(A- DXi) = -R(X·) t • t, ! . - t, . . t (3.37) 

Lema 3.4.2. ( [1}) Dados A, Q E cnxn con A Hurwitz y Q hermitiana. Entonces la eecuación 
de Lyapunov A* X+ XA = Q tiene una única solución X (no necesariamente Hermitiana). 
Si Q ::; O, entonces X ;;::: O. 

Demostración: Ver [1]. o 

Teorema 3.4.1. Asumimos que existe una solución semidefinida hermitiana X para R(X) ;;::: 
O y una matriz hermitiana X o tal que X o ;;::: X y (A- DXo) es Hurwitz. Entonces la iteración 
(3.35) define una sucesión (Xi)i;:::o tal que 

a) Xi;;;::Xi+l yXi;;;::X. 
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b) R(Xi) ~O, 'r/i ~O. 

e) a(A- DXi) e e<, 'r/i ~ O. 

d) .lím Xi =X es una solución de {3.31} y X~ X. 
t-+00 

e) a(A- DX) e e< 

Demostración: Se probará por inducción que para cada 'r/i ~ O, Xi+1 está únicamente 
determinado y xí ~ Xi+¡, xi ~ X 

(3.38) 

para i = O, ya se tiene Xo ~ X, R(Xo) ~ O, y a(A- DXo) e e<. Por (3.37) con i = O, 
tenemos 

(A- DXo)*(X¡ - Xo) +(X¡- Xo)(A- DXo) = -'R(Xo) ~O (3.39) 

Usando lema 3.4.2, Xo ~X¡, y X¡ está únicamente determinado. 
Asumimos que Xk+l está únicamente determinado y (3.38) es cierto para i = k(k ~O). 
Por (3.31) y (3.36) con i = k 

(A- DXk)*(Xk+l- X)+ (Xk+l- X)(A- DXk) 

= (A* - XkD)(Xk+l -X)+ (Xk+l - X)(A- DXk) 

= A* xk+l- A* x- xkDxk+I + xkDX + xk+IA- xk+IDxk- XA + x nxk 

= (A*- XkD)Xk+l + Xk+I(A- DXk)- A* X- XA + XkDX + XDXk 

= (A- DXk)* Xk+l + Xk+1(A- DXk)- A* X- XA + XkDX + XDXk 

= -XkDXk -XkWXk -Q-A*X -XA+XkDX +XDXk 

Como R(X) ~ O entonces, 

A*X+XA+Q-XSX ~ o 
-xsx ~ -A*X -XA-Q 

-XDX+XWX > -A*X-XA-Q 

De ésto la parte superior se convierte 

< -XkWXk-XkDXk++XWX-XDX+XkDX+XDXk 
= -(XkWXk- XWX)- (Xk- X)D(Xk- X)~ o 

o < (A- DXk)*(Xk+l -X)+ (Xk+l - X)(A- DXk) (3.40) 

Así Xk+l ~ X por lema 3.4.2. Para mostrar que A- DXk+l es Hurwitz, se ve A- DXk+l = 
A- DXk + D(Xk- Xk+I), 

(A- DXk+l)*(Xk+l- X)+ (Xk+l- X)(A- DXk+l) 
< -(xkwxk- xwx)- (Xk- X)D(Xk- X)+ (Xk- xk+I)D(Xk+l- X) 

+ (Xk+l - X)D(Xk - xk+l) ; 

~ -(xkwxk- xwx)- xk+I- X)D(Xk+l- X)- (Xk- xk+l)D(Xk- xk+I) 
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De ésto, entonces 

(A-DXk+I)*(Xk+l -X)+ (Xk+l -X)(A- DXk+t)::::.; -(Xk -Xk+I)D(Xk- Xk+t) (3.41) 

Si (A- DXk+1) no es Hurwitz, dado >. un autovalor de A- DXk+1 con Re(>.) 2::: O y (A
DXk+l)x = >.x, para algún x i= O, por (3.41). Para este x i= O se tiene, 

2Re(>.)x*(Xk+l- X)x::::.; -x*(Xk- xk+¡)D(Xk- xk+t)X (3.42) 

entonces, 

O::::.; -x*(Xk- Xk+t)D(Xk- Xk+l)x < O 

-x*(Xk- Xk+t)D(Xk - Xk+I)x = O 

D(Xk - Xk+I)x . = O 

Ahora, (A- DXk)x =(A- DXk+t)x = >.x, luego>. E cr(A- DXk) que es una contradicción 
ya que cr(A- DXk) e <C<; por lo tanto (A- DXk+t) es Hurwitz i.e. o-(A- DXk+I) e <C<. 
Entonces, Xk+2 está únicamente determinado y 

(A- DXk+I)*(Xk+l - Xk+2) + (Xk+l - Xk+2)(A- DXk+I) (3.43) 

= (A- DXk + D(Xk- Xk+l))* Xk+l + Xk+I(A- DXk + D(Xk- Xk+t)) 

+ xk+t w xk+l + xk+IDxk+I + Q 
= -(XkW Xk- Xk+l W Xk+t)- XkDXk + Xk+tDXk+l + (Xk- Xk+t)DXk+l 

+ xk+ID(Xk - xk+I) 

= -(XkWXk- Xk+lWXk+I)- (Xk- Xk+I)D(Xk- Xk+t) ~O 

O < (A- DXk+t)*(Xk+l - Xk+2) + (Xk+l - Xk+2)(A- DXk+t) 

Así, Xk+l 2::: Xk+2· Desde 

(3.44) 

(A- DXk+I)*(Xk+l - Xk+2) + (Xk+t -Xk+2)(A- DXk+t) = 'R.(Xk+t) (3.45) 

Tenemos que 'R.(Xk+t) ::::.; O. 
El proceso de inducción es ahora completo. Así la sucesión (Xi)i>O está bien definida, monó
tona decreciente y acotada inferiormente por X. Por lo tanto, la s~cesión (Xi)i>O posee límite 
.lím Xi = X y como Xi 2::: X, Vi 2::: O entonces -
t-too 

.lím xi 2::: x entonces x 2::: x 
t-too 

Tomando límites es (:l35) se tiene 

.lím ((A- DXi)* Xi+t + Xi+t(A- DXi)) = .lím (-Q -XiDXi -XiWXi) 
z-too t-tDO 

(A- DX)*X +X(A- DX) = -Q-XDX-XWX 

A*X-XDX+XA-XSX = -Q-XDX-XWX 

A* X +XA+Q+X(W- D)X - o 
A*X+XA+Q-XSX = o 

'R.(X) = o 
Así X es una solución de (3.31). Desde que cr(A- DXi) e <C<, para cada i 2::: O, cr(A -·DX). 
D 
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Corolario 3.4.1. Asumimos que Xo es una cota superior para el conjunto solución de {3.31) 
(i.e X -0:?:: X para toda solución X de {3.31}), entonces X es la solución maximal de {3.31}. 

Demostración: De manera directa usando el teorema 3.4.1. o 
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Capítulo 4 

Ecuación Algebraica de· Riccati en 
espacios de Hilbert 

En el capítulo 3 tratamos la Ecuación Algebraica de Riccati en el espacio cnxn, en el 
presente capítulo lo haremos en espacios de Hilbert. Para tal propósito usaremos los conceptos 
y propiedades de base de Riesz vistas en el capítulo 1 para la obtención de una solución de 
dicha ecuación, para luego clasificar el conjunto solución de la Ecuación Algebraica de Riccati 
en espacios de Hilbert. Veremos como usar la función signo matricial vista en el capítulo 2 
en la solución de la ecuación de Riccati, Sylvester y Lyapunov. Por último estudiaremos la 
ecuación del calor vista como una Ecuación Algebroica de Riccati dando sus respectivas 
soluciones. 

4.1. Clasificación de las soluciones de la EAR 

4.1.1. Forma General de las Soluciones 

Lema 4.1.1. Suponemos que la hipótesis 1.2.1 se mantiene. Para .A E R(A) las siguientes 
condiciones son equivalentes: 

l. Para todo Z1, z2 E D(A) 

2. Im(XiD(A.)) e D(A*) y 

A* X +XA+Q2 -XQ1X =O (4.2) 

3. 

A*("XI- A*)-1 X(AI- A)-1 +("XI- A*)-1{XA + Q2- XQ1X}(AJ- A)-1 =O (4.3) 

Demostración: De immediato con la definición de operador adjunto y propiedades respec
tivas. D 

Demostraremos el siguiente lema que nos servirá para demostraciones de lemas y teoremas 
posteriores. 



4. Ecuación Algebraica de Riccati en espacios de Hilbert 

Lema 4.1.2. Suponemos que se tienen las hipótesis 1.2.1 y 1.2.2. Si el conjunto índice J e Zo 
es tal que { 1Jn, n E J} es una base de Riesz para Z y el operador lineal X es definido por 

Xr¡n = ~n, para n E J 

entonces, 

1. X E_ L(Z). 

2. O"p(A- Q1X) = {An, n E J}, y el autovector correspondiente a An es 1Jn· 

Demostración: 

1. Desde { Tln) n E .T} es una base de Riesz para Z, tenemos que cada combinación finita 
de los 1Jn's es linealmente independiente. Por tanto X está bien definida en span{r¡n}·

nEJ 
Para mostrar que X E L(Z), es suficiente mostrar que X es un operador acotado en el 
espacio denso span{r¡n}~ Notar que el conjunto índice J e Zo es isomórfico a N. Luego 

nEJ 
sin pérdida de generalidad, asumiremos que J = N. Para arbitrario N E N tenemos 

N N N N 

IIX L GnTJnll
2 

11 L Gn~nll2 S 11 L Gn~nll 2 + 11 L GnTJnll
2 

n=l n=l n=l n=l 
N N 

11 L Gn<Pnll
2 S Mil L Gnll

2 

n=l n=l 
desde que <Pn es una base de lliesz para Z EB Z 

M N 
-11 L Gn7Jnll

2 

e n=l 
< 

desde que { Tln} es una base de Riesz para Z. U san do ésto una vez más, da que X E L ( Z). 

2. Mostraremos que An es un autovalor de A- Q1X con autovector correspondiente Tln· 
Por hipótesis 

H <Pn = An <Pn 

( -Q~ =~! ) ( ~: ) = An ( ~: ) 
=? Ar¡n - Ql~n = AnTJn 

usando el hecho de que X Tln = ~n obtenemos que 

(A - Q1X)r¡n = AnTJn para todo n E J (4.4) 

así Pn, n E J} e o-p(A- Q1X). Por demostrar que o-p(A- Q1X) e {>.n, n E J}. 
Supongamos que>. es un autovalor de A- Q1X con autovector correspondiente z; i.e. 

(A- Q1X)z = >.z (4.5) 

Asumimos ahora que (A- Q1X) es inversible, de otro modo podemos reemplazar (A
Q1X) por (¡.ti- (A- Q1X)) con J..L E R(A- Q1X). Desde que X E L(Z) se tiene que 
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A - Q1X genera un Co-semigrupo en Z y por tanto R(A - Q1X) =/:. O. Ahora (4.5) se 
convierte 

z =(A- Q1X)-1:Xz (4.6) 

· dada { 17n, '!fn} una sucesión biortogonal. Tenemos que para cada z E Z 

Z = L (z, '!fn)17n 
nEJ 

Así 

(A- Q¡X)-1 AZ = L A(z, 1/Jn)(A- QtX)-117n 
nEJ 

(4.7) L: (z, '!fn)17n por (4.4) 
nEJ n 

Notamos desde que (A - Q¡X) es inversible, An =/:. O para n E J. Usando ( 4.6) y ( 4. 7) 
tenemos que 

caso 1: A =/:. An para todo n E J. Desde que { 1/!n, n E J} es una base de Riesz para 
Z(lema 1.2.1), tendremos que z =O y por tanto no es un autovector. 
caso 2: existe un no E J tal que A = Ano. Ésto implica que para todo n =/:. no E J 
< z, '1/Jn >=O. Así z = 0'.1]n0 y por lo tanto no es un nuevo autovector. Se concluye que 

y el autovector correspondiente a An es 17n· 

o 
Observamos que bajo las condiciones del lema 4.1.2 A- Q1X es un operador Riesz-espectral 
con D(A- Q1X) = D(A). 

Lema 4.1.3. Suponemos que se tienen las hip6tesis 1.2.1 y 1.2.2. Si el conjunto índice J e Zo 
es tal que { 1]n, n E J} es una base de Riesz para Z y el operador X es definido por: 

XT]n = ~n, para n E J 

entonces 
span{T]n} = D(A) 
nEJ 

donde la clausura es tomada en D(A) con producto interno 

(z¡ , z2)o(A) = (z1 , zz) z + (Az¡ , Azz) z 

Demostración: Desde que J es isomórfico a N tenemos que pro bar este lema sólo para 
J =N. Por el lema 4.1.2, sabemos que el operador A- Q¡X es un operador Riesz-espectral 
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con autovalores >.n y autovectores 1ln(n E N), y D(A- Q¡X) = D(A). Dada {r¡n, tf7n.} una 
sucesión biortogonal. Por el teorema 1.2.2 parte 2, tenemos que 

00 

(A - Q¡X)x = L An (x, tPn)Tln 
n=l 

para x E D(A- Q¡X), y 

00 

D(A- Q¡X) = {x E z¡ L I.Anl2 l(x' tPn)l 2 < oo} 
n=l 

elegimos un x E D(A) = D(A- Q¡X), entonces se sigue de (4.8) que 

00 00 

X= L (x, tPn)Tln con L l>-nl 2 l(x, tPn)l 2 < oo 
n=l n=l 

Así escogemos E > O, N y N' tal que 

00 
~ 2 € 

11 ¿_. (x, tPn)Tlnll < 2 

n=N+l 

y 
00 

11 L An(X' tPn)1lnll
2 < i 

n=N'+l 

Si definimos m= máx{N, N'}, entonces podemos deducir 

m m oo 

11 L (x' tPn)Tln - xllb(A) = 11 L (x' tPn)Tln - L (x' tPn)Tln II~(A) 
n=l n=l n=l 

00 00 

= 11 L (x' tPn)1lnll 2 + IIA L {x' tPn)1lnll 2 

n=m+l n=m+l 
00 

< 11 L (x' tPn)1lnll 2 

n=m+l 
00 

+ 3II(A- Q¡X) L (x, tPn)1lnll 2 

n=m+l 
00 

+ 3IIQ¡xll2
11 L (x, tPn)1lnll 2

, desde Q¡x E L(Z) 
n=m+l 

~ 4máx{l, IIQ¡xll2
} [ 11 nf+l (x, tPn)11nll

2 

+ II(A- Q¡X) nf+l (x, tPn)17nll
2

] 

= 4máx{l, IIQ¡xll
2

} [ 11 nf+l (x' tPn)11nll
2 

+ 11 nf+l An(X' tPn)17nll
2

] 

92 

(4.8) 



4.1. Clasificación de las soluciones de la EAR 

m 

11 L {x, '1/Jn)TJn- xiib(A) < 4máx{1, IIQ1xll2
} [ ~ + ~ J = 4máx{1, IIQ1xii2}E 

n=1 

Así para todo x E D( A) y todo E > O, existe m, an (E) tal que 

m 

11 L an(E)TJn- xiib(A) < 4ináx{1, IIQ1xii2}E 
n=1 

En otras palabras 
span{r¡n} = D(A) 
nEJ 

o 
El siguiente lema caracteriza todos los subespacios invariante::; de la resolvente pa1'a operadores 
Riesz-espectral en una simple manera. 

Lema 4.1.4. Dado T un operador Riesz-espectral en el espacio de Hilbert Z con autovalores 
Pn, n 2: 1} y la base de Riesz de autovectores { <Pn, n 2: 1}. Roo ( T) denota la componente 
(maximal) del conjunto resolvente R(T) de T que contiene un intervalo [r, oo). Entonces: 

1. Roo(T) es todo el conjunto resolvente R(T). 

2. Si V es un subespacio cerrado de Z, que es(>.!- T)-1-invariante para un>. E R00 (T), 
entonces V es (>.!- T)-1-invariante para todo>. E R00 (T). Más aún, 

V = span{ <Pn} 
nEJ 

donde el subconjunto J de N contiene estos n 2: 1 para que <Pn E V. 

Demostración: Ver los lemas 2.5.6 y 2.5.8 de [9] O 

El siguiente lema da un operador identidad, que aclara la estructura del espectro (puntual) 
del Hamiltoniano H 

Lema 4.1.5. Suponemos que se tiene la hipótesis 1.2.1. Dado el Hamiltoniano H dado por 
(1.13), i.e. 

H= ( -Q~ =~!) 
y defino el operador fi: D(H) e Z EB Z-+ Z EB Z por 

- _ ( A- Q1X -Q1 ) 
H - O -(A- Q1X*)* 

Si X E L( Z) es una solución de la EAR, entonces se tiene las siguientes relaciones entre H 
yH 

1. En D(A) EB D(A*) se tiene la siguiente identidad 
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2. (jv(H) = (jv(iÍ) y (j(H) = (j(iÍ). 

3. (jp(H) e (jp(A- Q1X) u (jp( -(A- Q1X*)*) y (jp(A- Q1X) e (jp(H). 

4. (j(H) e (j(A- Q¡X) U (j( -(A- Q¡X*)*) 

5. Si H es un operador Riesz-espectral, entonces 

Demostración: 

l. Del lema 4.1.1 si X E L(Z) es una solución de la EAR, entonces Im(X!D(A)) e D(A*). 
Así tenemos en D(A) ti:) D(A") 

( 
I O ) -l ( A C ) ( I X ) = ( A - Q1X 

X I O -B O I O 

Desde que X es una solución de la EAR. 

2. Como ( ¡ ~ ) es una biyección, el resultado se sigue immediatamente de la parte l. 

3. Dado >. un autovalor de iÍ con autovector correspondiente ( ~ ) , luego 

(A- Q¡X)v- Q1w - >.v 

-(A- Q¡X*)*w = >.w 

ahora tenemos que puede ocurrir dos cosas que>. E (jp( -(A- Q¡X*)*) y>.~ (jp( -(A
Q¡X*)*). 
Si >. ~ (jp( -(A - Q1X*)*), entonces la ecuación de arriba implica que w = O y así 
>. E (jp(A- Q1X). Usando (jp(H) = (jp(H), concluimos que 

Asumimos ahora que>. es un autovalor de A- Q 1X con autovector v. Entonces vemos 
que 

( 
A - Q¡X -Q1 ) ( v ) ( .Av ) ( v ) 

O -(A- Q¡X*)* O = O = >. O 

entonces >. es un autovalor de iÍ con autovector ( ~ ) . Por tanto 

4. Si >. E R(A- Q1X) n R( -(A- Q1X*)*), entonces 

( 
[>.I- (A -

0 
Q1X)]-1 -[>.!-(A- Q1X)]-1Q1[>.J +(A- Q1X*)*]-1 ) 

[>.!+(A- Q 1X*)*]-1 
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es un operador lineal acotado y es inversa de(>..! -H). Por tanto, A E R(ÍÍ) combinando 
ésto con la igualdad entre R(H) y R(ÍÍ), se obtiene que 

R(A- Q1X) n R( -(A- Q1X*)*) e R(H) 

o equivalentemente 

o'(H) e O'( A- Q¡X) u O'( -(A- Q1X*)*) 

5. Desde que H es un operador Riesz-espectral por la parte 1 y definición 1.2.6, iÍ es 
también un operador Riesz-espectral. Más aún, desde que X E L(Z), tenemos que 
(A- Q1X) es el generador infinitesimal de un Co-semigrupo. Usando este hecho y el 
teorema de Hille-Yosida, obtenemos que existe 

); E R(H) n Roo(A- Q1X) (4.10) 

denotamos (Ü- Ñ)-1 con ( ;~~ ;~~ ) , y luego 

( 
1
0 

0
1 

) = ( Pu P12 ) ( );¡-(A- Q¡X) _ -Q1 ) (4.1l) 
P21 P22 O >..! + (A - Q 1X*)* 

ésto nos da que 

= ( P11 [~J- (A- Q1X)] -PuQ1 + Pl2[~I +(A~ Q1X*)*] ) 
P21[AI- (A- Q¡X)] -P21Q1 + P22[.XI +(A- Q1X*)*] 

O= P21[:XJ- (A- Q1X)] 

se sigue de (4.10) que podemos multiplicar la ecuación de arriba con [:XJ- (A-Q1X)]-1, 
y así: 

p21 =o 
Así concluimos que para :X E R(H) n Roo(A - Q1X), (:XJ - fi)-1 es de la forma 

( p1~ ;~~ ) . Defino el subespacio lineal cerrado de Z E9 Z por V = ( ~ ) . Clara

mente la fórmula de arriba para (:XJ- Ñ)-1 implica que (:XI- ÍÍ)-1 V e V. Aplicando 
lema 4.1.11 parte 2 da que (:XJ- fi)- 1V e V para todo A E R(H.). De la forma de V, se 

concluye que (:XJ-Ñ)-1 es de la forma ( P¡~ ;~~ ) para cada A E R(H); i.e. P21 =O. 

Sustituyendo P21 ~O en (4.11), reemplazando :X con A tenemos que 

Pu =[.XI- (A- Q1X)¡-1 y P22 =[Al+ (A- Q1X*)*]-1 

para todo A E R(H). Usando la igualdad entre R(H) y R(H), se concluye que 

R(H) e R(A- Q1X) y R(H) e R( -(A- Q¡X*)*) 

equivalentemente 

O'(A- Q¡X) e O'(H) y O'( -(A- Q¡X*)*) e O'(H) 

ésto junto con la parte 4 nos da que 

O'(H) = O'(A- Q¡X) U O'( -(A- Q¡X*)*) 
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o 

Teorema 4.1.1. Supongamos que se tengan las hipótesis 1.2.1 y 1.2.2. Entonces tenemos los 
siguientes resultados: 

1. Existe un conjunto índice J e Zo tal que {7Jn, n E J} es una base de Riesz para Z si y 
sólo si existe una solución acotada lineal X de la EAR. 

2. Si el conjunto índice J e Zo es tal que { 1Jn, n· E J} es una base de Riesz para Z, 
entonces el operador lineal definido por 

X7]n = ~n, paran E J 

es un elemento de L(Z) y es una solución de la EAR. 

3. Si X E L(Z) es una solución de la EAR, entonces el conjuntoíndice J, e Zo definido 
por 

J = {n E Zo f>.n E O"p(H) y >.n es un autovalor de A- Q1X} (4.12) 

es tal que { 7Jn, n E J} es una base de Riesz para Z. J es también igual a 

{n E Zo /X7Jn = ~n} 

Demostración: La parte 1 se demuestra de manera sencilla con los teoremas de la sección 
1.3, nos enfocamos en demostrar la parte 2 y 3. 

2. Se sigue del lema 4.1.2 parte 1 que X E L(Z). Para>. E p(A), probaremos que X satisface 
(4.3). Dado An el autovalor de H correspondiente al autovector ~n, entonces tenemos 
que 

A7]n - Q1~n = An1Jn, 

-Q27Jn- A*~n = An~n 

usando la igualdad X 7Jn = ~n y restando (XI - A*) - 1 veces la segunda ecuación de 
(XI - A*) - 1 X veces el primero nos da 

[(XI- A*)-1{XA + A*X + Q2- XQ1X}l1Jn =O, para todo n E J 

desde que (XI- A*)-1 A* = A*(XI- A*)-1 en D(A*), se tiene que 

Q7Jn =O, para todo n E J 

donde el operador Q es dado por 

(4.13) 

Q = A*(XI- A*)-1 X+ (XI- A*)-1{XA + Q2- XQ1X}, con D(Q) = D(A) . 

por lema 1.4.2, tenemos que span{7Jn} = D(A). Más aún, Q es un operador lineal y 
nEJ 

acotado de D(A) a Z. Combinando este resultado con (4.13) implica que Q =O y asi 
Q(>.I- A)-1 =O. Sustituyendo la expresión por Q, da 

A*(Ü- A*)-1X(>.I- A)-1 + (5.I- A*)-1{XA + Q2- XQ1X}(>.I- A)-1 =O 

del lema 4.1. 2 se sigue que X satisface la EAR. 
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3. Dado X E L(Z) una solución de la EAR. Por hipótesis 1.2.2 el Hamiltoniano Hes un 
operador Riesz-espectral con autovalores {.\n, n E Zo} y autovectores 

{ q¡n = ( ~: ) , n E Zo } . Dados S que denota el operador ( ~ ~ ) en Z E9 Z y ÍÍ 

que denota el operador del lema 4.1.5 definido por 

con D(ÍÍ) = D(H) = D(A) E9 D(A*). Desde que S es una biyección, se tiene que ÍÍ 
también tiene los autovalores {,\11 , n E Zo} y los correspondientes autovectores son 

{ s-lq¡n = ( -~ ~) ( ~:) = ( -X:+~n), n E Zo }·Claramente de la de-

finición 1.5.5, ÍÍ es también un operador Riesz-espectral. 
Por el lema 4.1.5 se tiene que 

ÍÍ = ( A - Q¡X -Q¡ ) 
O -(A- Q1X*)* 

ap(ÍÍ) = ap(A- Q¡X) u ap( -(A- Q¡X*)*) 

y 
ap(A- Q1X) e ap(ÍÍ) 

desde que todos los autovalores {,\11 , n E Zo} son simples. Se puede reenumerarlos tal 
que ap(A- Q¡X) = Pn, n E z-} y los autovalores restantes de ÍÍ como {.\n, n E z+}, 
donde z- = {··· ,-3,-2,-1,} y z+ = {1,2,3,··. }. 
Así el conjunto índice J e Zo, definido por (4.12), es ahora por definición igual a z-. 
Primero probaremos que 

z- = J = {n E Zo f.\n E ap(H) y An es un autovalor de A- Q1X} (4.14) 

= {n E Zo jXr¡n = ~n} 

Dado Ai un autovalor de A- Q¡X con autovector f!i. Luego 

(A - Q1X)ei = Aiei 

(XA- XQ¡X)ei = .\iXei 

usando el hecho que X es una solución de la EAR, tenemos que 

(XA +A* X+ Q2- XQ¡X)f!i =O 

luego 

( -Q~ =~! ) = ( x:: ) = Ai ( x:: ) 
así ( x:: ) es un autovector de H, y deberá ser igual a q¡n para algún n E Zo. De la 

definición de Tln y ~71 , se concluye que ~n = X Tln· Así 
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Ahora probaremos la otra inclusión. Asumimos que X r]i" = ~i para i E Z0. Sustituyendo 

ésto en la fórmula derivada para s-I~i = ( 6 ) . Es desde que 

usando la definición de H, ésto implica que 

Así Ai es un autovalor de (A - Q¡X) con correspondiente autovector r/i, i.e. { n E 

Zo/Xr¡n = ~n} e z-. Por tanto hemos probado (4.14). Queda por demostar que 
{r¡n, n E z-} es una base de lliesz para Z. Debido a que H es un operador Riesz-

espectral, se tiene que { s-1~n = ( -Xr¡~ + ~n ) , n E Zo } es una base de Riesz 

para Z \B Z por tanto, 

span ( -X TJn é ) = Z \B Z 
nEZo fJn + <,n 

mostraremos que span{r¡n} = Z 
nEZo 

Se define V = ( ~ ) i.e. un subespacio lineal cerrado de Z \B Z. Por la prueba del lema 

4.1.5 parte 5, se tiene que 

(>.I- H)-1V e V para un>. E Poo(H) 

ahora aplicando lema 4.1.4, nos da que 

V = ( z ) = span ( TJn ) 
O nEK -Xr¡n + ~n 

donde K contiene estos n E Zo para que ( _X r¡~ + ~n ) E ( ~· ) . Equivalentemente, 

K contiene estos n E Zo para -que -Xr¡n + ~n =O usando (4.14), se sigue que K= z-. 
Se concluye que 

ésto implica que 
Z = span{r¡n} 

nez-

finalmente por el teorema 1.3.1 da que {r¡n, n E z-} es una base de Riesz para Z. 

o 
El teorema anterior muestra que a cada solución acotada lineal X de la EAR le corresponde 
exactamente un conjunto índice J e Zo tal que {r¡n, n E J} es una base de Riesz para Z. 
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4.1.2. Soluciones Autoadjuntas y no Negativas 

• En la teoría de la EAR, uno está interesado en soluciones autoadjuntas y especialmente 
en soluciones no negativas y estables. Estas soluciones pueden ser caracterizadas en 
términos de autovectores y autovalores del Hamiltoniano H también. Daremos esta . 
caracterización para soluciones autoadjuntas en el siguiente teorema y para soluciones 
no negativas en el teorema 4.1.3. 

• En la sección anterior, dimos una construcción de soluciones lineales acotadas de la EAR, 
en el caso cuando Q1 y Q2 son operadores autoadjuntos. Para soluciones no negativas 
necesitaremos una hipótesis extra que Q1 y Q2 son no negativas. 

Teorema 4.1.2. Suponemos que las hipótesis 1.2.1 y 1.2.2 se mantienen. Dado el conjunto 
índice J e Zo tal que Ai E crp(H) y Ai '# -.Xj, para todo í,j E J, donde la barra denota la 
conjugada compleja. Si {1Jn, n E J} es una base de Riesz para Z, entonces el operador lineal 
X definido por 

X1]n = ~n' paran E J 

es una solución autoadjunta de la EAR. 

Demostración: Este X es una solución de la EAR, ésto se sigue del teorema 4.1.1 parte 2. 
Nos queda por demostrar que X es autoadjunta. Dado J el operador en Z E!3 Z definido por 

J= ( O I) . -1 o 
se ve que 

H* J + J H = O en D(H) (4.15) 

Mostraremos que (X7Jn, 7Jm)- (1Jn, X7Jm) =O, para todo m E J. Desde que{7Jn, n E J} es 
una base de Riesz para Z y X E L(Z), entonces concluiremos que X es autoadjunta. 

entonces, (X7Jn,7Jm)- (1Jn,X1Jm) = O, para todo n, m E J. Por lo tanto, X es solución 
autoadjunta de la EAR. O 

Teorema 4.1.3. Suponemos que las hipótesis 1.2.1 y 1.2.2 se mantienen. Asumimos también 
que Q1 y Q2 son no negativas. Denotamos por J_ = {n E Zo/ An E crp(H) y Re(.Xn) < 0}. Si 
{ 1Jn, n E J _} es una base de Riesz para Z, entonces el operador lineal X definido por 

X1]n = ~n, paran E J_ 

es una solución autoadjunta no negativa de la EAR. 
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Demostración: De la misma manera como en la sección anterior, se puede asumir sin pérdida 
de generalidad que J_ = N. Se sigue del teorema 4.1.2 que X es una solución autoadjunta 
de la EAR, se probará sólamente que X es no negativa. Del lema 4.1.2 y su prueba se tiene 
que X E L(Z) y A- Q¡X es un operador Riesz-espectral en el espacio de Hilbert Z con 
autovalores P.n, n E N} y correspondientes autovectores {r¡n, n E N}. Desde que X E L(Z), 
se tiene que A- Q¡X es un generador infinitesimal del Co-semigrupo S(t). Usando el hecho 
que X E L(Z) es una solución autoadjunta de la EAR, se tiene por (1.14) que 

para todo ZI, z2 E D(A). Reescribimos la ecuación (4.16) como 

((A- Q¡X)z¡, Xz2) + (Xz1, (A- Q¡X)z2) = -(z¡, (Q2 + XQ¡X)z2) (4.17) 

Dado z E D(A), entonces S(t)z E D(A) y 

~ (S(t)z, XS(t)z) = (:tS(t)z, XS(t)z) + (S(t)z, :tXS(t)z) 

(por el teorema 1.5.4) = ((A- Q¡X)S(t)z, XS(t)z) 

+ (S(t)z, X(A- Q¡X)S(t)z) 

= -(S(t)z,(Q2+XQ¡X)S(t)z) por(4.17) 

< O desde Q2 + XQ1X 2:: O 

integrando (4.18) con respecto a t se tiene 

rd Jo dt (S(t)z, XS(t)z)dt ~O 

por otro lado, también se tiene que 

lo.,. :t (S(t)z, XS(t)z)dt = (S(r)z, XS(r)z)- (z, Xz) 

combinando (4.19) y (4.20), nos da 

(S(r)z, XS(r)z)- (z, Xz) ~O, para todo z E D(A) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 

Recordar que A-Q¡X tiene autovalores >.n con Re(>.n) <O. Desde que Re(>.n) puede conver
ger a O cuando n-+ oo, no se puede concluir que el Co-semigrupo S(t) es exponencialmente 
estable. Así que, no podemos concluir directamente que (S(r)z, XS(r)z) converge a O para 
T -+ oo y luego la no negatividad de X. 
Para probar ésta no negatividad, se introduce los subespacios dimensionales finitos Z ( n) del 
espacio de Hilbert Z. Z(n) = spaniE{1,2, .. ·,n}{'l7i}, con producto interno 

(z1 , z2} Z(n) = (z1 , z2) z 

y A(n) = A- Q¡XI.z(n)' A(n) es una matriz con autovalores .>.¡, >.2, · · · , >.n y Re(>.i) < O 

para i = 1, 2, · · · , n. Por tanto, A(n) es asintóticamente estable. 

Dado Zn E Z(n). Usando el hecho que S(t)iz(n) = eA(n)t, (4.21) da 

(4.22) 
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se sigue de la asintoticidad estable de A(n) que 

por tanto de (4.22) se tiene que (zn, Xzn) 2 O para todo Zn E Z(n). Desde que X E L(Z) y 
U Z(n) es denso en Z, esta desigualdad extendida a todo z E Z i.e. 

nEN 

(z, Xz) 2 O, para todo z E Z 

equivalentemente, X es no negativa. O 

Teorema 4.1.4. Suponemos que las hipótesis 1.2.1 y 1.2.2 se mantienen. Asumimos también 
que Q¡ y Q2 son no negativas. Denotamos por Jo= {n E Zo/ >.n E ap(H) y Re(>.n) =f. 0}, y 
dado J e Jo. Si {1Jn, n E J} es una base de Riesz para Z, y si el operador lineal X definido 
por 

X'l]n = ~n, paran E J 

es autoadjunto y satisface (1Jn, X1Jn) >O paran E J, entonces Re(>.n) <O paran E J. 

Demostración: Del teorema 4.1.1 parte 2 se tiene que X E L(Z) y es una solución de la 
EAR. Desde que X es autoadjunto se sigue que 

para todo z¡, z2 E D(A). 
Se define el operador Q como Q =A- Q¡X y M como M = Q2 + XQ¡X usando estas 
definiciones, se sigue que 

(4.23) 

para todo z¡, z2 E D(A), por el lema 4.1.2 

ap(Q) = Pn/ n E J} 

y el autovector correspondiente a >.n es 1Jn· Dado n E J. Sustituyendo z¡ = z2 = 1Jn en (4.23), 
obtenemos 

( n ~[1} ) = (n- v-17 ' ' 1Xn Q- ' - ·m, Jv. · n· ~·'In, ""'- · ni ,- \ ·m, 'In/ 

= An (1Jn, X 1Jn) + An (X 1Jn, 1Jn) 

= 2Re(>.n){1Jn, X 1Jn) 

desde (1Jn, X 1Jn) > O y M es no negativa, se sigue que Re(>.n) ::::; O de la definición de J se 
concluye que Re(>.n) <O paran E J. 

4.1.3. Soluciones Estables 

• En esta sección, estudiaremos soluciones estables de la EAR. Por una solución estable X 
se entiende que A- Q¡X genera un Co-semigrupo exponencialmente estable. 
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• Primero, mostraremos que si existe una solución estable de la EAR, entonces ésta es única 
y autoadjunta. Usando el hecho que para cada solución lineal, acotada de la EAR le 
corresponde exactamente un conjunto índice J e Zo tal que { 'TJn/ n E J} es un base 
de Riesz para Z, daremos un método para construir la solución estable. Entonces, el 
siguiente paso será encontrar condiciones necesarias y suficientes para su existencia. 

Teorema 4.1.5. Suponemos que se tienen las hipótesis 1.2.1 y 1.2.2. Si X E L(Z) es una 
solución estable de la EAR, entonces se tiene que 

1. X es autoadjunto. 

2. Si Q¡ y Q2 son no negativas, entonces X es autoadjunto y no negativa. 

3. X es única. 

Demostración: 

l. Dado X E L(Z) una solución estable de la EAR i.e. A- Q¡X genera un C0-semigrupo 
exponencialmente estable en Z. De ésto se sigue que 

o-( A- Q¡X) e ce- (4.24) 

donde ce- denota el semiplano izquierdo abierto. 
Del teorema 4.1.1, se tiene que a la solución X le corresponde exactamente un conjunto 
índice J_ e Zo tal que { 'TJn/ n E J} es una base de Riesz para Z. Usando la parte 3 del 
teorema 4.1.1 se obtiene que 

L = { n E Zo jAn E o-p(H) y An es un autovalor de A - Q¡X} 

= {n E Zo jXr¡n = €n} 

Ahora dado Ai E o-p(H) un autovalor de A- Q¡X. Se sigue immediatamente de (4.24) 
que Re(.Ai) <O. Así J_ e {n E Zo /.An E o-p(H) y Re(.An) < 0}. Aplicando el teorema 
4.1.2 da que X es autoadjunto. 

2. Similar como la prueba de la parte 1, pero ahora aplicamos el teorema 4.1.3. 

3. De la parte 1 se tiene que a la solución estable X le corresponde exactamente un conjunto 
índice J _ e Zo tal que { 'TJn/ n E J} es un base de Riesz para Z y 

J_ = {n E Zo f.An E o-p(H) y An es un autovalor de A- Q¡X} ( 4.25) 

Probaremos que L definido en (4.25) es igual al conjunto 

{n E Zo /.An E o-p(H)y Re(.An) <O} 

En la parte 1 se tiene probado que J_ e {n E Zo /.An E o-p(H) y Re(.An) < 0}, probare
mos la otra inclusión por contradicción. Suponemos que Ai E o-p(H) con Re(.Ai) <O no 
es un autovalor de A- Q¡X. Por el lema 4.1.5 parte 3 y el hecho que X = X*, se tiene 
que 

o-p(H) e o-p(A- Q1X) u o-p( -(A- Q¡X)*) 
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Por tanto, Ai deberá ser un autovalor de -(A- Q¡X)*. Desde que a( -(A- Q¡X)*) = 
-a(A- Q¡X), donde la barra denota la conjugada compleja, se concluye de (4.24) que 

a( -(A- Q1X)*) e ce+ 

donde ce+ denota el semiplano derecho abierto. 
Así Re(Ai) >O que da la contradicción. Por lo tanto, se concluye que 

L = {n E Zo f.Xn E ap(H) y An es un autovalor de A- Q¡X} 

= {n E Zo/Xr¡n = ~n} 

= {n E Zo f.Xn E ap(H) y Re(.Xn) <O} 

y {r¡n/ n E J} es un base de Riesz para Z. 

(4.26) 

La última expresión para L muestra que este conjunto índice es el mismo para cada 
solución X y así único. Usando la biyección entre una solución X de la EAR y el conjunto 
índice L, da la unicídad de la solución estable X. 

o 
En la prueba de la parte 3 se deriva un método para construir la única solución estable. 

Corolario 4.1.1. Suponemos que se tienen las hipótesis 1.2.1 y 1.2.2. Asumimos también 
que existe una solución estable X de la EAR, entonces X es dado por 

. Xr¡n = ~n, paran E J_ 

donde 
L = {n E Zo f.Xn E ap(H) y Re(.Xn) <O} 

es una base de Riesz para Z. 

Demostración: Usando teorema 4.1.5. o 

Lema 4.1.6. Suponemos que se tiene la hipótesis 1.2.1 con Q¡ = BR-1B* y Q2 = CC*. Si 
(A, B) es exponencialmente estable, entonces la EAR tiene una única solución autoadjunta 
no negativa maximal en L( Z). 

Demostración: Ver [8]. O 

El siguiente resultado muestra donde la convergencia de una sucesión de operadores cerrados 
en un espacio de Hilbert Z implica convergencia de su espectro. 

Lema 4.1. 7. Dada (Tn) una sucesión de operadores cerrados en un espacio de Hilbert Z y 
T otro operador cerrado en Z. Si: 

1. Tn converge uniformemente a T paran--+ oo, i.e IITn- Tll --+O paran--+ oo. 

2. p(T) #O. 

3. a(T) totalmente disconexo. 

entonces, 
lím a(Tn) = a(T) 

n-too 
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Demostración: Usando el teorema 11 de [26]. D 

Finalmente, se da una relación entre un Co-semigrupo exponencialmente estable y su espectro 
puntual. . 

Lema 4.1.8. Suponemos que A es el generador de un Co-semigrupo en el espacio de Hilbert 
Z y que BE L(U, Z), donde U es finito dimensional. Dados (A, B) exponencialmente estable 
y FE L(Z, U). Entonces el Co-semigrupo generado por A+ BF es exponencialmente estable 
si y sólo si o-p(A + BF) e e-. 
Demostración: Ver teorema A.6 de [24] D 

Teorema 4.1.6. Suponemos que se tienen las hipótesis 1.2.1 y 1.2.2 con Q1 = BR-1B* 
y Q2 = CC*. Asumimos también que dim U < oo. Entonces (A, B) es exponencialmente 
estable y o-p(H)n(Eje imaginario)= 0 si y sólo si existe una única solución estable de la EAR 
en L(Z). 

Demostración: 
(:::}) 
Asumimos que (A,B) es exponencialmente estable y o-p(H)n(Eje imaginario)= 0. Aplicando 
el lema 4.1.6 da que la EAR tiene una única solución no negativa autoadjunta maximal en 
L(Z). Probaremos que ésta es una solución estable. Entonces se sigue del teorema 4.1.5 que 
ésta es única. 
Xmax denota la única solución no negativa autodajunta maximal de la EAR en L(Z). Usamos 
la construcción de Xmax en la prueba del lema 4.1.6 por [8]. Ahí se define una sucesión no 
decreciente {Xn}~0 de operadores monótonos autoadjuntos en L(Z) tal que 

a) Xn converge fuertemente a Xmax paran-too (notación Xn -t Xmax paran -t oo) i.e. 
para todo z E Z IIXnz- Xmaxzll-t O paran-too. 

b) El operador An = A- BR-1 B* Xn genera un Co-semigrupo exponencialmente estable 
Tn(t). 

· e) El operador Amax = A- B R-1 B* Xmax genera un Co-semigrupo exponencialmente estable 
Tmax(t). 

para probar que Xmax es una solución estable, primero probaremos que 

o-(Amax) e e-
donde e- denota la clausura del semiplano izquierdo. De la parte 1 se tiene que 

Xmax - Xn -t O para n -t oo 

desde que BE L(U, Z), implica que 

(Xmax - Xn)B -t O para n -t oo 

de la dimensionalidad finita de U, se sigue dim(Rang((Xmax - Xn)B)) < oo. Así que el 
operador (Xmax- Xn)B mapea el espacio finito dimensional U en otro espacio dimensional 
finito. Ésto implica que la convergencia fuerte es equivalente a la convergencia uniforme para 
la sucesión de operadores (Xmax- Xn)B (ver [16]). Luego 

11 (Xmax - Xn)BII -t O para n -t 00 
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desde que A~- A~ax = (Xmax- Xn)BR-1 B*, la ecuación de arriba implica que 

IIA~- A~axli -+O para n-+ oo 

En [9], se muestra que si Amax genera un Co-semigrupo, entonces A~= genera un C0-

semigrupo. Así p(A~ax) # 0. Se sigue del lema 4.1.5 parte 5 que 

(4.27) 

desde que H es un operador Riesz-espectral, se sabe que a(H) es totalmente disconexo. 
Combinando ésto con (4.27) da que a(A~ax) es también totalmente disconexo. 
De arriba se puede aplicar el lema 4.1. 7 a los operadores A* y ~=· Así se concluye que 

ahora 
a(An) = a(An) y a(Amax) = a(Amax) 

donde la barra denota la conjugada compleja. Así por (4.28) 

lím a(An) = a(Amax) 
n-too 

(4.28) 

(4.29) 

desde que An genera un Co:-semigrupo exponencialmente estable, tenemos que a(An) e e-. 
Ahora se sigue de (4.29) que a(Amax) e C- y así también ap(Amax) e e- donde e- denota 
la clausura del semiplano izquierdo. Por lema 4.1.5 parte 3 se tiene que ap(Amax) e ap(H). 
Usando la hipótesis que ap(H)n(Eje imaginario) = 0, se obtiene que ap(Amax) e c-. Del 
lema 4.1.8 se concluye que Amax genera un Co-semigrupo exponencialmente estable, i.e. Xmax 
es solución estable de la EAR. 
(~) 
Dado X E L(Z) una solución estable de la EAR; i.e. A- BR-1 B* X genera un C0-semigrupo 
exponencialmente estable. Por el teorema 4.1.5 parte 1 se sabe que X es autoadjunto. Defino 
el operador F como F = -R-1B*X. Entonces FE L(Z, U) y así por definición 1.2.11 (A, B) 
es exponencialmente estable. 
Por el lema 4.1. 5 parte 3 se tiene que 

ap(H) e ap(A -BR:-1 B* X) U av( -(A- BR-1 B* X)*) 
e a( A- BR-1 B* X) u a( -(A - BR-1 B* X)*) 
= a( A- BR-1 B* X) u -a( A- BR-1 B* X) 

donde la barra denota la conjugada compleja. Desde que X és solución estable, se tiene que 
a(A- BR-1 B* X) e e- y así -a( A- BR-1 B* X) e e+, ésto implica que 

ap(H) n (Eje imaginario) = 0 

o 
Recordando que en el corolario 4.1.1 se ha dado un método para construir una solución estable 
de la EAR, que proporciona su existencia. En el teorema 4.1.6, se ha dado condiciones nece
sarias y suficientes para la existencia de una solución estable en el caso Q1 = BR-1 B*, Q2 = 
CC* y dim U < oo. Más aún, se pueden dar condiciones en la elección del conjunto índice 
J e Zo tal que la correspondiente solución X de la EAR es una estable. 
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Teorema 4.1.7. Suponemos que se tienen las hipótesis 1.2.1 y 1.2.2. Se denota por J_ = 
{n E Zo f>.n E CFp(H) y Re(>.n) < 0}. Si {r¡n/ n E L} es una base de Riesz para Z y 
sup Re(>.n) < O, entonces el operador X definido por 
nEJ-

Xr¡n = ~n, paran E J_ 

es la única solución estable de la EAR. 

Demostración: Del lema 4.1.2 y su prueba se tiene que X E L(Z) y A-Q1X es un operador 
Riesz-espectral en el espacio de Hilbert Z con autovalores {.Xn/ n E J_} y correspondientes 
autovectores {r¡nf n E J~}. Desde que X E L(Z), se tiene que A- Q1X es un generador 
infinitesimal de un Co-semigrupo S(t). 
Por el teorema 2.3.5 de [9], se tiene que la cota superior wo del Co-semigrupo S(t) es dado 
por 

wo = sup Re(>.n) 
nE.L 

Así, usando la hipótesis sup Re(.Xn) <O, se tiene que A- Q1X es el generador infinitesimal 
nEJ-

de un Co-semigrupo exponencialmente estable S(t); i.e. X es una solución estable de la EAR. 
La unicidad se sigue del teorema 4.1.5. D 

4.2. Aplicaciones 

4.2.1. Aplicación de la Función Signo Matricial para resolver Ecuaciones 
Algebraicas de Riccati 

En esta sección el teorema 4.2.1 es un resultado que muestra como, usando sgn(M), la 
solución estable de la ecuación de Riccati puede ser encontrada{cuando existe), de manera 
análoga el teorema 4.2.2 muestra como la solución anti-estable puede ser encontrada{ cuando 
existe). Entonces el teorema 4.2.3 da condiciones necesarias y suficientes para la existencia 
de tales soluciones, formulada en términos de sgn(M). 

Consideramos una Ecuación Algebraica de Riccati de la forma 

ATX+XA-XGX+Q=O (4.30) 

donde la matriz G := BR-1 BT. Como es usua.l, definimos la matriz hamiltoniana como 

M = [ A -~ ] E JR2nx2n 
-Q -A 

y asumiremos que (A,B) es estabilizable y (Q112 ,A) es detectable en caso que M no tenga 
autovalores en el eje imaginario. 

Teorema 4.2.1. ( {22]) Dado 

Z = [ ~~~ ~~~ ] = sgn(M) 
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donde Zij E JRnxn. Entonces, la única solución estable simétrica definida no negativa Xp de 
(4.30}, es una solución de 

[ 
Z12 l X P = _ [ Zn + l l 

Z22 + 1 Z21 

Demostración: Dado 

donde 

ATX+XA-XGX+Q = o 
(A- GX)Y + Y(A- GX)T = -G 

La parte de arriba es una construcción estándar. La matriz X es usada para construir una 
triangularización del bloque de M mientras la matriz Y se utiliza para diagonalizar el bloque 
de la matriz triangular. 

r-1 = [ I O l [ I -Y l = [ I -Y l 
X I O I X I -XY 

luego 

T [ A -~ l r-1 = TMT-1 = [ (A- GX) O l 
-Q -A O -(A- GX)T 

usando las proposiciones 2.1.3 y 2.1.4 tenemos 

Tsgn(M)T-1 
[ 

(A- GX) . O . l 
= sgn O -(A- GX)T 

sgn(M) = -1 [ (A - GX) O ] 
T sgn O · -(A_ GX)T T 

como o-(A -GX) e e- entonces por la proposición 2.1.1 se tiene sgn(A- GX) = -I 

= r-1 r· sgn(A
0
- GX) O l T 

-sgn((A- GX)T) 
- .. ,.. - ·L-··· .• .. - .. - - . . .J" 

usando el teorema 2.1.1 itero 6 se tiene 

luego 

= r-1 [ -~ ~ J T 

= [ -J +2YX 
-2X+2XYX 

-2Y l 
I-2XY 

[ 
2YX -2Y l 

sgn(M) + I = -2X + 2XYX 21- 2XY 
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o 

o 

Teorema 4.2.2. ( {22}} La única solución anti-estable simétrica definida no positiva XN de 
(4.30), es una solución de 

Demostración: Similar al teorema 4.2.1 excepto que ahora, sgn(A- GX) =!,haciendo el 
mismo procedimiento de la prueba del teorema 4:2.1 obtenemos 

[ 
Zu- I 

Z21 z:1~ I l = sgn(M) - I = [ [ : l X,- [ : ] l 
[ Z2~1~I] x = 

_ [ Zn- I l 
Z21 

o 

Teorema 4.2.3. ( {22]) Consideremos la Ecuación Algebraica de Riccati (4.30} y la matriz 
hamiltoniana M asociada pero asumimos solamente que G y Q son simétricos entonces 

a) Existe una única solución estable simétrica de {4.30} si y sólo si M no tiene autovalores 

imaginarios puros y rang [ z:1~ ¡ l = n. 

b) Existe una única solúción anti-estable simétrica de (4.30} si y sólo si M no tiene autova-

1 . • • . . r z12 1 .ores ~magm!!'f~?S puros Y rang l z
22 

_ J J = n. 

Demostración: Ver [22] página 442. O 

Usando (3.4) y la matriz hamiltoniana M de la Ecuación Algebraica de Riccati ( 4.30) 

[ 
O I l [ A -G l [ -Q -AT l Zo=JM= -1 O -Q -AT. = -A G 

Dada la siguiente iteración para k > O 

Zk+l = 2~ (Zk + c2 JZ¡;1 J) 
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esta iteración es convergente, y converge a Jsgn(J- 1JM)) = Jsgn(M). 
Denotaremos por Y la matriz Jsgn(M) donde 

sgn(M) = [ Zn Z12] = -JY = [ -Y21 -Y22] 
Z21 Z22 Yit Y12 

Así las ecuaciones signo matricial estándares 

[ 
Z12 l X = _ [ Zn + 1 l 

Z22 + 1 Z21 

son simplemente equivalentes a las ecuaciones signo matricial 

[ 
Y22 l X _ [ 1 - 'Y21 l 

YI2+1 - -Y¡¡ . 

4.2.2. Aplicación de la Función Signo Matricial para resolver Ecuaciones 
de Lyapunov y Sylvester 

En esta sección daremos una pequeña noción de ecuación algebraica de Lyapunov y Sylves
ter definadas en 4.2.1 y 4.2.2 respectivamente. La matriz Q definida en 4.2.3 es una solución 
de la ecuación algebraica de Lyapunov, pero queremos obtener otras soluciones para estas 
ecuaciones mencionadas anteriormente. Para ello usaremos la función signo matricial junto 
con sus propiedades estudiadas en el capítulo 2, concluyendo que la solución de estas ecua
ciones se obtiene de calcular (a función signo matricial de un bloque triangular. 

Definición 4.2.1. La· ecuación algebraica de Lyapunov está definida por: 

(4.31) 

Definición 4.2.2. La ecuación algebraica de Sylvester está definida por: 

AX+XB+C=O (4.32) 

Definición 4.2.3. La matriz Q E JRnxn la definiremos como 

Q = fooo éAT CT CéAdt 

Observación 4.2.1. La matriz Q es simétrica. 

Teorema 4.2.4. La matriz Q definida·'anteriormente ·satiSface 'lét ecuación de Lyapunov 
(4.32). 

d(etA) 
Demostración: recordando que ---;¡¡- = AetA = etA A 

QA + ATQ = cfooo éAT cTcetAdt)A + AT(fooo éAT cTcetAdt) 

= looo (éAT cTcetA A+ AT etAT cTcetA)dt 

= r)Q( tAT CTCd(efA) d(efAT) CTC tA)dt 
lo e dt + dt e 
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sabemos que si (>, "\IJ : J e :IR-+ Rnxn funciones matriciales diferenciables en J, entonces se 
tiene: 

usando ésto tenemos que 

((>(t)w(t))' = q,'(t)w(t) + (>(t)w'(t) 

= rX! !!_(etAT CTCetA)dt 
Jo dt 

= lím (éAT cT CetA)Jr 
r--too 0 

lím (erAT CTCerA)- CTC 
r--too 

veamos que resultado nos da el lím (erAT cTcerA), como A es estable entonces, todos sus au
-r-+oo 

tovalores tienen parte real negativa, sabemos queJA= p-1 AP, donde JA = diag[J¡, J2, ... , Jk], 
k 

luego cada Ji E JRnixni, 'Vi= 1, 2, ... , k y L ni= n 
i=1 

(1) Si Ji = >.d, con >.i <O 'Vi= 1, 2, ... , k, entonces veamos 

erJi 

lím erJi 
T--tOO 

lím erJi 
T--tOO 

= 
= 

= 
= 

er)t.il = diag[er)t.;' er>'i, ... 'er)t.;J 

lím diag[er)t.;, er)t.;, ... , er)t.;] 
r--too 

diag[ lím er)t.;, lím er)t.;,... lím er)t.•] 
T--tOO r--too l T--tOO 

o, 'Vi= 1, 2, ... 'k 

luego como PJAP-1 =A se tiene que 

erA = erPJAp-t 

= PerJA P-1 

= Pdiag[erJt, e7 h, ... , erJk]p-1 

lím erA = lím Pdiag{e7 J1 , e7 h, . .. , erJk ]p-1 
r--too r--too 

= Pdiag[ lím erh, lím e7 J2 , ••• , lím e7 Jk¡p-1 
r--too r--too r--too 

lím erA = o 
r--too 

(2) Si Ji= >.d +E¡, con >.i <O 'Vi= 1, 2, ... , k, entonces veamos 

erJi = er()t.;l+Et) = er)t.;JerEt 

luego por lo anterior tenemos que . 

lím erJi = lím erAie-rE¡ =O, Vi= 1, 2, .... , k 
r--too r--too 

erA = erPJAp-l 

= PerJAp-1 

= Pdiag[e7 J1 , e7 h, . .. , e7 Jk ¡p-1 

lím erA = lím Pdiag[erh, erh, ... , erh¡p-1 
r--too r--too 

= Pdiag[ lím e7 J¡, lím erh, ... , lím erJk¡p-1 
r--too r--too r--t 00 

lím erA = o 
r--too 
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(3) Si J¡ = diag[l(az,.Bz)> l(az,.Bz)' ... , l(az,.Bz)J, donde A¡ = o:¡+ i(3¡, o:¡ < O, \ll = 1, 2, ... k, 
entonces veamos que 

lím ¿rl(az,f3z) 
T-too 

= [ emzcos(r(3¡) emzsen(r(31) l 
-emz sen( r(3¡) eTazcos( r(3¡) 

= 1' [ eTazcos(r(3¡) eTazsen(r(3¡) l 
.. ~ -eTaz sen( r(31) emz cos( r(3¡) 

eTJ¡ = diag[eT[(oz,/3¡) l eTf(o¡,/3¡) l ••• l eTf(o¡,/3z)] 

lím eTJz = lím diag[e .. r<oz,/3z), eTl(az,Pz), ... , eT1<<>z.Pzl] 
T-tOO T-tOO 

lím eTJz = diag[ lím eT1<oz,/3z), lím eT1<<>z.Pz),... lím eTl<oz,llzl] 
T-tDO T-tDO T-tOO ' T-tDO 
lím eTJz = O \ll 1 2 k 

T-tOO l = l l • • • l 

eTA = eTPJAp-1 

= Pe .. JAP-1 

= Pdiag[eTJ1' eTh' .. . 'eTJk ]p--1 

lím e .. A = lím Pdiag[e .. J¡, e"h, ... , e .. h¡p-1 
T-tDO T-tDO . 

= Pdiag[ lím eTJ1 lím e .. h . . . lím e..Jk¡p-1 
T-tOO l T-tOO l 'T-tOO 

lím eTA = O 
T-tOO 

(4) Si J¡ = diag[l(az,.Bz)> I(az,.Bz)> ... , I(az,.Bz)J + E2, donde A¡= o:¡ +i(3¡, o:¡ <O, \ll = 1, 2, ... k, 
entonces veamos que 

lím eTJz = T-tDO 
lím e-rdiag[f(o¡,/3¡),l(a¡,/3¡)•···•l(a¡,/3¡))eTE2 = 0 \/[ 1 2 k 

T-tOO l = ' ' • . • ' 
e"A = eTPJAP-1 

= PeTJAp-1 

= Pdiag[eTh, eTh, ... , e"h ¡p-1 

lím e"A = 
T~C'O 

lím Pdiag[eTJ1 ,e .. h, ... ,eTlk]p-1 
-r-too -· .. . -- .... 

= Pdiag[lím e .. h, lím e .. h, ... , lím eTJk¡p-1 
T-tOO T-tOO T-tOO 

lím eTA = o 
T-tOO 

por lo tanto lím eTA =O. 
T-+00 

Luego, 

por tanto, QA + ATQ =-eTc entonces 

ATQ+QA+CTC=O 
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por lo tanto Q satisface ( 4.31) O 
La ecuación ( 4.31) es equivalente a lo siguiente: 

En efecto: 

u ~r = l _.: n 
[ ; ~ l [ C:C -~T l [ _; ~ l = [ XA: eTC -~T l [ _; ~ l 

= [ XA+C:C+ATX -~T l 
[; ~ l [ C:C -~T l [ _; ~ l = [ ~ -A~ l 

Por lo tanto, se cumple (4.33). Como a(A) E e- entonces, a(-AT) E e+; usando las propo
siciones 2.1.1-2.1.5 obtenemos lo siguiente: 

( [ 
A O l ) [ sgn(A) O l 

sgn O -AT = O sgn( ...,..AT) ( 4.34) 

([ JO][·A o ][JO]-l) 
sgn X I eTc -AT X l 

= [ i n sgn ([ ~C -~T l )[ ; ~ r (4.35) 

(4.34) y (4.35) en (4.33) se tiene que 

[ -~ ~] = [JO] ([A O ])[JOr X I sgn cT C - AT X I 

[ -~ O] r I ol 
I t X I J = ¡ .. ; ~ ]sgn ( [ e: e _ ~ T ] ) 

[ ~ ~ l = [ ; ~ ]sgn ( [ C:C -~T ] ) 

[ I O l [ -J O l 
-X I X 1 = sgn ( [ C:C -~T ] ) 

[ -J 
2X ~ l = sgn ( [ ~C -~T ] ) 

[ -J ~ l [ -i ~ l 2X = 
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entonces 2X = T y por lo tanto, X= ~.Luego la matriz solución de (4.31) se obtiene de la 

calculación de la función signo matricial del bloque triangular 

El mismo análisis haremos para solucionar mediante la función signo matricial la ecuación 
(4.32), veamos (4.32) es equivalente a lo siguiente: 

(4.36) 

En efecto: 

¡ ~ ~ r = ¡ ~ -~ J 

[ ~ -~] [ ~ -~ j [ ~f ~] = [ ~ e :;n ] [ ~ ~] 
= [A AX+XB+C l 

O -B 

- [ ~ -~ l 
Por lo tanto, se cumple (4.36). Usando las proposiciones 2.1.1-2.1.5 y el teorema 2.1.1 obte-
nemos lo siguiente: 

[ ~ -~ l = [ ~ X l [A O l [ I -X l I O -B O I 

sgn ( [ ~ -~] ) = [ I X ] [ sgn(A) O ] [ I 
O I O -sgn(B) O -~] 

= [ ~ ~ l [ ~~ ~ l [ ~ -~] 
= r -J X l r I -X l 

L .. O JJLO.. I 

sgn ( [ ~ - B~ r ) = [ -~ 2~ l 
( sgn ( [ ~ - B~ l ) r = [ -~ 2~ l 

¡ -i ~ r = [ -~ 2~ l 
=> [ -~ y~ l = [ -~ 2~ l 
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entonces, 2X = yT y por lo tanto X = ~T. Luego la matriz solución de ( 4.32) se obtiene 

de la calculación de la función signo matricial del bloque triangular 

4.2.3. La Ecuación del Calor 

En esta sección, aplicaremos los resultados acerca de bases de Riesz estudiados en el capí
tulo 1, los teoremas 4.1.1 y 4.i.2 a la ecuación del calor. Esta ecuación diferencial parcial es 
también considerada en [7] y {9]. Ahí se muestra que ésta puede ser formulada como un esta
do del sistema lineal en un espacio infinito dimensionallfilbert Z. Para este ejemplo clásico, 
la solución estable de la correspondiente EAR es bien conocida. Pero, para esta solución, se 
asumirá que es diagonal. Ésto, pero, es difícil ver a priori. Vamos a volver a calcular la solu
ción estable de la EAR sin ningún tipo de hipótesis. Se dará una caracterización de todas las 
soluciones de la EAR en _términos de los autovectores del Hamiltoniano H usando el teorema 
4.1.1. 

Aplicación 4.2.1. Se considera una barro de longitud 1 que puede ser calentada a lo largo 
de su longitud de acuerdo a 

8z 
8t (x, t) 

82z 
= Bx2 (x, t) + u(x, t), z(x, O) = zo(x) 

8z 
8x (0, t) 

8z 
= O= Bx (l,t) 

z(x, t) representa la temperatura en la posición x y tiempo t, zo(x) su temperatura inicial y 
u(x, t) la adición del calor a lo largo de la barro. Se considera el costo funcional 

J(zo; u)= fooo fo1

lz(x, t)J 2 + Ju(x, t)fdx dt 

La ecuación del calor puede ser reformulada como una ecuación diferencial abstracta de la 
forma 

z(t) = Az(t) + Bu(t), t ~O 

y(t) = Cz(t) 

, z(O) = zo, (zo E Z) 

en un espacio infinito dimensional Z con entrada u y salida y, y costo funcional correspon
diente 

J(zo; u)= fooo (y(s), y(s)) + (u(s), Ru(s))ds 

donde 

~ 
A= dx2 con 

D(A) = {hE L2(0, 1) / h , ~~ son absolutamente continuas 

d2 dh dh 
, dx2 E L2(0, 1) y dx (O)= O= dx (1)} 
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B = I, C = I y R = I 

A tiene autovalores Vn = - ( n + 1 frr2 , n = · · · , -2, -1 y correspondientes autovectores 
'Pn = \1'2cos((n+1)7rx), n = · · · , -3, -2, 'P-1 = 1, forma una base ortonormal para L2(0, 1). 
A es el generador infinitesimal de un Co-semigrupo T(t), que es Riesz-espectral {ver {9] página 
45). Más aún, el operador A es autoadjunto y tiene resolvente compacta (ver [7] páginas 45 
y 46). El Hamiltoniano H tiene la forma ( Q1 = BR-1 B* y Q2 = CC*) 

( A -I) 
H= -I -A (4.37) 

y así X E L( Z) es una solución de la EAR si y sólo si 

(Az1, Xz2) + (X*z1, Az2) + (z1, z2)- (X*z1, Xz2) =O (4.38) 

para todo z¡, z2 E D(A). 
Ahora revisaremos que el Hamiltoniano H es un operador Riesz-espectral usando el teorema 
1.4.1. Desde que el operador Riesz-espectral A tiene resolvente compacta se sigue de la defi
nición 1.4.1 que es discreto . La hipótesis 1 del teorema 1.4.1 es satisfecha. 
Dado z- = { n E Z 1 n:::; O} y z+ = { n E Z 1 n ~O} y defino 

JLn = Vn = -(n + l) 2
1r

2 para n E z
y 

J.Ln = -Vn = (n + 1)27T2 para n E z+ 
(4.39) 

entonces se tiene que {JLn, n E Zo} es una enumeración de <rp(A) U -<rp(A), donde la barra 
denota la conjugada compleja. Así sólamente para el autovalor JL-1 =O E <rp(A) se tiene que 
-JL-l =O E <rp(A), y por tanto la hipótesis 2 del teorema 1.4.1 es satisfecha. 
Defino dn como la distancia de JLn a (<rp(A) U -<rp(A))- {jtn}· Se tiene que probar que 

00 1 
¿: & <oo 

n=-oo,nfO n 
(4.40) 

donde la suma es tomada sobre estos n para que dn =/= O. Se ve que d-1 = d1 = O. Usando 
(4.39) se sigue que 

00 1 

E & 
n=-oo, nfO, dnfO n 

00 1 

= 2"' 1 1:2 ~((n- 1)2- (n- 2)2 )2 

00 1 

= 2; ~(2n- 3)2 < oo 

la hipótesis 3 es satisfecha. 
Para ver la hipótesis 4 del teorema 1.4.1, se tiene que conocer <rp(H). Por tanto, primero 
calcularemos los autovalores y correspondientes autovectores de H, i. e. 
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usando (4.37) en la ecuación de arriba, se tiene 

~ = -(M- A)ry 

(4.41) 

r¡ = -(M+ A)~ 

luego 
((>.2 - 1)1- A2)~ =O 

recordar que { 'Pn, n E z-} forma una base ortonormal de L2(0, 1). Así, la ecuación de arriba 
es equivalente con 

(((>.2 - 1)J- A2)~, 'Pn) =O, para todo n E z-

sustituyendo Acpn = lln'Pn, da 

>.2 - 1 - v; = 0 o (~, 'Pn) = 0, para todo n E z-

así cualquiera ~ = O o >. = ±Jv; + 1 para algún n. Si~ = O, entonces (4-41) implica que 

r¡ = O que es una contradicción con ·el hecho que ( ~ ) es un autovector. Se concluye que 

>. = ±Jv; + 1 y~ = 'Pn para algún n E z-. Así el Hamiltoniano H tiene autovalores 

(4.42). 

>. = Jv:_n + 1 = J(-n+ 1)47r4 + 1, n E z+ 

de (4.41) se ve que ( (-vn + ~:~ + 1)'Pn ) es el autovector del Hamiltoniano H correspon

diente al autovector >.n para n E z-. 
Se define 

(4.43) 

entonces 

(4.44) 

son los autovectores normalizados del Hamiltoniano H correspondiente a los autovalores >.n, 
donde 'Pn = v'2cos((n + 1)7rx), n = · · · , -3, -2, 'P-1 =l. 
De manera similar se puede calcular los autovectores del Hamiltoniano H para n E z+. Para · 
éllo se define 

an = -V-n- Jv:.n + 1 = ( -n + 1)27r2 - J( -n + 1)47r4 + 1, para todo n E z+ (4.45) 

entonces 

(4.46) 
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son los autovectores normalizados del Hamiltoniano H correspondiente a los autovalores An, 
donde 'P-n = ..J2cos((-n+ 1)-rrx), n= 2,3,···, 'P-1 =l. 
Se concluye de (4-42) que todos los autovectores del Hamiltoniano H son simples i.e. la hipó-

tesis 4 del teorema 1.4.1 es satisfecha. Así el Hamiltoniano H = ( -~ -=-~ ) es un operador 

Riesz-espectral (discreto), con base de Riesz {<Pn, n E Zo} (ver (4-44) y (4-46)); Ésto implica 
que nuestro sistema lineal estatal, la ecuación del calor, y el correspondiente Hamiltoniano H 
satisfacen las hipótesis 1.2.1 y 1.2.2. 

Ahora se dará una caracterización para todos las soluciones de la EAR. Empezamos dan
do una caracterización para la solución estable. Denotamos por 

J_ = {n E Zo /.An E ap(H) y Re(.An) <O} 

de (4-42) se sigue que J_ es igual a z-. Tenemos que ver que {TJn, n E z-} forma una base 
de Riesz para Z. Usando (4-43), se ve que existe una constante positiva iñ tal que 

claramente 

iñ < ~' para todo n E z
- an + 1 

an < 1 para todo n E z-
Jaa + 1- ' 

(4.47) 

(4.48) 

desde que {c.pn, ;n E z-} forma una base ortonormal para Z = L2(0,1), se tiene que para 
arbitrario N E N y arbitrarios escalares an, n =-N,··· , -1, que 

-1 

11 L CtnrJn 11
2 

n=-N 

combinando ésto con (4-41) y (4-48) se tiene que 

-1 -1 -1 

iñ L \etn\ 2
::; 11 L CtnrJnl!

2 
::; L \etn\ 2 (4.49) 

n=-N n=-N n=-N 

así {TJn, n E z-} forma una base de Riesz para Z. De (4-42), se conoce que sup Re(.An) = 
nEZ-

-1 <O. Así, aplicamos el teorema 4.1. 7, da que la solución estable Xstab de la EAR es dada 
por 

XstabTJn = ~n, paran E J_ (4.50) 

sustituyendo estas fórmulas en (4-43} y (4-44) para rJn y ~n en (4.50} da 

nEZ-

y también con (4-43) 
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en términos de bases esto se convierte 

-1 

Xstab = L ( -(n + 1)2
1r

2 + J(n + 1)4
1r

4 + 1) < ·, 'Pn > 'Pn (4.51) 
n=-oo 

se sigue de (4:51} que Xstab es una solución diagonal. Desde que 

es positivo para todo n, Xstab es autoadjunto, no negativa y única. 

El teorema 4 .1.1 parte 1 da una biyección entre la existencia de una solución lineal aco
tada X de la EAR y la existencia de un conjunto índice J e Z0 tal que { 17n, n E J} es una 
base de Riesz para Z. Así responder a la pregunta de existencia de otra solución lineal acotada 
X de la EAR es equivalente a preguntar de la existencia de otros conjuntos índices J e Zo 
tal que { 1]n, n E J} es una base de Riesz para Z. 
Notar que se sigue de (4-43}-(4-46) que ~-n y ~n, n E z+, son ambos de la forma 

( ~~ ) x ( autovector de A), donde c1 y c2 son constantes. Esta similiaridad entre ~ -n y 

~n junto con el hecho que { 1]n, n E z-} forma una base de Riesz para Z, nos da la sugeren
cia que {TJn, n E z+} podría formar una base de Riesz para Z. De {4-45} y (4-46}, se tiene 
que 

'T]n = Ja;;, + 1 'Pn, n E z+ 

an-+ O paran-+ oo. Así ll77nll -+O paran-+ oo. Por definición 1.2.4 parte 2, se tiene que 
{17n, n E z+} no forma una base de Riesz para Z. 
Similarmente, si el conjunto J e Zo contiene infinitos 17n 's con n E z+, todavía se tiene que 
IITJnll -+O a lo largo den E z+. Por tanto, estos 17n 's no forman una base de Riesz para Z. 
Pero se puede encontrar otro conjunto índice J e Zo tal que { 1]n, n E J} forma una base 
de Riesz para Z. Ahora, se toma finitos 17n 's con n E z+, digamos ni1 , ni2 , • • · , ni k. Pero, 
finitos vectores 17i1 , 1]í2 , • • • , 1lik nunca son suficientes para formar una base de Riesz para Z. 
Por lo tanto se tiene que adicionar estos vectores con infinitos 17n 's con n E z-. Desde que 
17-n = Cn'TJn, el conjunto {r¡n, n E (i¡,i2,··· ,ik) y n E z-} no puede formar una base de 
Riesz para Z. Así, se toma 

(4.52) 

i.e. 
( 4.53) 

No se puede dejar fuera cualquiera de los 1]n 's con n E z-\{ -i¡, -h, · · · , -ik}, porque en
tonces span{ 17n} =/= Z. Notar que TJn = Cn'Pn y TJ-n = C-n'Pn para n E z-. Ésto junto con el 

nEJ 
hecho que { 'Pn , n E íZ-} forma una base ortonormal para Z, implica que 

span{1]n} = Z 
nEJ 
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donde J es dado por (4.53). Se sigue de (4-45) que se puede obtener de forma similar cotas 
a , 

para JOi+-r.' n E z+, como en (4-41) y (4.48). Así existe una constante positiva m tal que 
an +1 

an 
m :::; ~ :::; 1, para todo n E J 

van +1 

usando estas desigualdades, se puede, similarmente como en (4-49), mostrar que {1Jn, n E 

J} forma una base ortonormal para Z. Aplicando el teorema 4.1.1 parte 2 nos da que la 
correspondiente solución lineal acotada X de la EAR es dada por 

XT]n = ~n, paran E J 

usando estas fórmulas para_1Jn y ~n como se dan en (4-43)-(4-46) se puede reescribir la ecua
ción de arriba como 

X 'Pn = bn'Pn, paran E z-
donde 

bn - -(n + 1)2
11"

2 - V(n + 1)411"4 + 1, n E { -Í¡, -i2, · · · , -ik} 

bn = -(n + 1)211"
2 + V(n + 1)411"4 + 1, n E z-\{ -il, -i2, ... '-ik} 

'P-1 1 
'Pn = v'2cos((n+1)7rx), n=···,-3,-2 

Notar que estas soluciones son diagonales y así autoadjuntas, que corresponde con el teorema 
4.1.2. Estas soluciones, excepto la estable, son ni no negativas ni no positivas. 
Variando el conjunto { i1, iz, · · · , ik}, tal definido en (4.52}, sobre todos los subconjuntos finitos 
de z+, obtenemos conjuntos índices J e Zo tal que { 1Jn/ n E J} es una base de Riesz para 
Z. Usando la biyección entre la existencia de tal conjunto índice J y la existencia de una 
solución lineal acotada X de la EAR, ahora se tiene una caracterización para toda solución 
acotada X de la EAR. Aplicando el teorema 4.1.1 parte 2 se tiene que X es dado por 

XT]n = ~n, paran E J 

Así se tiene una expresión explícita para todas las soluciones de la EAR, entre los cuales hay 
una estable. En todas se tiene un número infinito de soluciones. 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

En el capítulo 2 la función signo se pudo extender de <C a cnxn siendo ésta también 
una matriz de cnxn, calculándola con el uso de función de matrices, serie de potencias y 
propiedades de éstas. Luego obtuvimos la forma integral de cómo hallar la función signo 
matricial para una matriz cualquiera en cnxn. Para matrices de mayor tamaño se usarán los 
procesos iterativos para el cálculo de la función signo matricial, uno de ellos será el proceso 
iterativo de Newton, el cual usa la inversa de matrices; otro será el proceso iterativo de 
Schultz, el cual usa sólo multiplicación de matrices; también el proceso iterativo generalizado 
de N ewton que es un caso más general para hallar la función de matrices y que va de la mano 
con el proceso iterativo de Newton; todos estos procesos convergen bajo ciertas condiciones. 
Pero no sólo se puede calcular la función signo matricial para matrices cuadradas ésta también 
puede ser hallada para matrices rectangulares, mediante la definición de una relación, además 
de la definición de suma y producto de estas relaciones; permite calcular la función signo 
matricial de las matrices rectangulares como un límite de sucesión de estas relaciones. 

En el capítulo 3 se ha llegado a clasificar las soluciones de la Ecuación Algebraica de Rk
cati en dos conjuntos, el conjunto de las soluciones Hermitianas y de las Definidas, dentro de 
las cuales existen subconjuntos respectivamente de soluciones Puras y soluciones Extremas. 
Hemos obtenido, la cardinalidad del conjunto de las soluciones Hermitianas de la Ecuación 
Algebraica de Riccati es finito o posse una familia continua de soluciones. El concepto de que 
el par (A, B) es estabilizable ha jugado un papel importante en los resultados de la existencia 
de soluciones extremales, así como la accesibilidad de (A, B) para la existencia de soluciones 
hermitianas únicas de las Ecuaciones Algebraicas de Riccati. Se obtuvo que dentro del con
junto de soluciones Definidas existen soluciones estables e anti-estables, las cuales están el 
conjunto de soluciones definidas no negativas (P) y en el conjunto de soluciones definidas no 
positivas (N) respectivamente siempre y cuando (A, B) es estabilizable y la matriz hamilto
niana H no tenga autovalores imaginarios puros. De los teoremas de clasificación tenemos que 
existe una correspondencia 1-1 entre el conjunto de soluciones Hermitianas de la Ecuación 
Algebraica de Riccati y un conjunto de subespacios invariantes donde esta correspondencia 
nos da una manera de expresar un elemento del conjunto de soluciones Hermitianas. Median
te el uso de la Función Signo Matricial se puede también resolver la Ecuación Algebraica de 
Riccati y se obtuvo soluciones estables e anti-estables únicas resolviendo otra ecuación que 
se obtiene de la Función Signo Matricial de la Matriz Hamiltoniana; así como también se ha 
obtenido solución para las Ecuaciones Algebraicas de Lyapunov y Sylvester mediante el uso 
de la Función Signo Matricial. 



5. Conclusiones 

En el capítulo 4 se llegó ha obtener condiciones suficientes para que el Hamiltoniano sea 
un operador Riesz-espectral. Se ha probado que para cada solución lineal acotada X de la 
EAR le corresponde exactamente un conjunto índice J e Zo tal que { 1Jn, n E J} forma una 
base de Riesz para el espacio de Hilbert Z. Se obtubo un método para construir soluciones de 
la EAR, también caracterizaciones para soluciones autoadjuntas, no negativas y estables de 
la EAR; dimos condiciones necesarias y suficientes para la existencia de soluciones estables de 
la EAR. El concepto de base de Riesz ha jugado un papel importante en los resultados de la 
existencia de soluciones lineales acotadas, autoadjuntas, no negativas y estables de la Ecuación 
Algebraica de Riccati, así como también para la unicidad de éstas. Obtuvimos resultados de la 
Ecuación del Calor analizándola y aplicando las propiedades dadas en las secciones anteriores, 
de las cuales se obtuvieron las soluciones autoadjuntas de la EAR de la Ecuación del Calor. 
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