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Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1. Resumen

Siendo T = [0,+o00[ y un espacio de probabilidad dado (2, F, P), se define a un
proceso estocastico indexado por T como a una familia de variables aleatorias (X;)ser,
al cual se le llama simplemente proceso estocéstico o proceso, denotado como (X;)iex.
- En la presente investigacion se desarrollara propiedades y caracteristicas de los procesos
estocdsticos, particularmente para martingalas, el cual es un proceso estocdstico
denotado como (M;)ier, proceso estocastico de variaciéon acotada (A;)iey, proceso
estocdstico semimartingala continua (X;)ier (llamada semimartingala continua),
estableciendo la integracién estocastica bien definida entre dos procesos estocdsticos,
dando una aplicacién a finanzas referidas a mercados sobre seguros.

Se comienza estableciendo caracteristicas de los procesos estocésticos tales como,
trayectoria de un proceso, proceso estocdstico continuo, tiempo opcional (T),
dltimo elemento, muestra opcional, con ello se define el proceso estocistico
martingala local (M;)ier, proceso de variacién acotada (A;)er, indicando
propiedades de estas definiciones.

Luego, se establece la integral estocdstica para un proceso de variacién aco-
tada (Ai)ier con un proceso estocdstico (Hi)ier particular, denotandolo como:
I, = fot HdA, = (H e A);, que este bien definido como otro proceso
estocéstico I; = (H e A),, el cual inducird la integral estocdstica para una martin-
gala local continua (M;):;cr, de una propiedad general, estableciendo, finalmente, la
integral estocéstica para una semimartingala continua (X; = M; + A;) en la cual esta
~ integral este bien definida.

- Seguidamente, examinaremos al movimiento Browniano como un proceso estocéstico
~ (Wi)ter; que cumplird algunas caracteristicas especiales.

Generalizamos la integral estocéstica para procesos estocésticos R%-valuadas, donde
un proceso R%valuado es un vector X = (X}, X2,..., X2) y cada componente es un
~ proceso estocastico X7, asf es una martingala R%wvaluado, si cada componente es una
martingala y similarmente para los otros procesos.

Establecemos la notacién diferencial referida a la integral estocdstica X teniendo en



cuenta:
t
dZ, = HdX, <= He L(X) y Zi=Zo+ / HdX,, Vt>0
0

La integral estocdstica para semimartingalas continuas definida y desarrollada en el
presente trabajo soluciona las ecuaciones de mercado establecidas por Black-Scholes,
que consta de dos ecuaciones dindmicas:

dBt = T(t)Btdt, BQ =1 Yy

%% = u()dt+o(t)dWs,  So==
sobre el comportamiento de los precios de dos seguros, un bono principal B; y un Stock
S;, siendo W; un movimiento Brownianoy r,o : [0,7] = R, y p : [0, T] — R funciones
continuas.
Definimos una estrategia comercial ¢; = (K, H;) como un proceso estocdstico R2-
valuado (proceso bidimensional de valor real) para analizar los bonos (el comporta-
miento del precio), estableciendo la conveniencia de inversiones.
Mostramos, finalmente, el comportamiento del modelo en mercados arbitrados y
no arbitrados. Obteniéndose que no existe una estrategia comercial acotada inferior-
mente (domada) en un mercado arbitrado sobre el modelo establecido por Black-
Scholes.

1.2. Antecedentes

La teorfa de los procesos estocésticos se centra en el estudio y modelacién de
sistemas (fendmenos aleatorios) que evolucionan a lo largo del tiempo, (u otro medio),
de acuerdo a leyes no deterministicas, sino de cardcter aleatorio (probabilistico).

La forma comun de describir la evolucién de dichos sistemas, es mediante sucesiones
o coleccién de variables aleatorias. De esta manera se estudia c6mo evoluciona una
variable aleatoria a lo largo del tiempo.

De acuerdo a la complejidad que se observa en el comportamiento de los pre-
cios de bienes 0 bonos en un mercado comercial actual, es necesario modelar dicho
comportamiento, describiendo cémo es que fluctuan los precios de los bienes o bonos
en un mercado comercial con cierta incertidumbre.

El no an4lisis del comportamiento con incertidumbre de los precios de bienes o bonos
en un mercado comercial puede acarrear consecuencias que no se podran solucionar
facilmente, como una pérdida de dinero de parte de inversionistas, una no adecuada
inversién con sus correspondientes efectos en la economia.



Una de las primeras aplicaciones de procesos estocasticos fue propuesto por
Louis Bachelier, quien alrededor en 1900 escribié un trabajo sobre el modelamiento de
los precios de bienes en el mercado de intercambio de Parfs (bolsa de valores de Parfs
actualmente). .

Bachelier no conocia los trabajos modernos sobre ello, pero el uso una moderna
terminologia, en esa época, asi indicé a W(t) como la fluctuacién del mercado,
describié las fluctuaciones del mercado afectando el precio de un bien X (t).

Bachelier asumié incrementos crecientes infinitesimales de precios dX (t), proporcional
al incremento dW (t) del proceso W (t), asi:

dX(t) = odW(t)
donde ¢ es una constante positiva y un bien con precio inicial X(0) = z serfa:
X(t) =z +aW(t)

en el tiempo t.

Esto fue un avance en tiempos de Bachelier, pero tiene errores, asf: para cualquier
tiempo ¢t > 0, el precio X (t) podria ser negativo con probabilidad no cero. Sin embargo,
para cortos tiempos la ecuacién funciona, ya que la probabilidad es pequefia, pero
siendo ¢ creciente, la probabilidad que X(t) < 0 se dard y el modelo tendr4 un error
(X(t) <0).

Al remediar el error se observé que los inversores trabajan en términos de su potencial
ganancia o pérdida dX (), en proporcién a la suma invertida X (¢) por lo cual serd el
precio relativo de un bien quien sera afectado y reaccionard a las fluctuaciones del
mercado y es de acuerdo a ello que deberfa ser proporcional a dW(t) y se tendrs lo
siguiente:

dx(t)
dX(t) = o X (£)dW (1) )

- donde W (t) serd un proceso estocéstico (movimiento Browniano).

1Cémo se entiende esta ecuacion matemdtica? jCual es la precisién?, formalmente
nos da una ecuacién diferencial, pero inmediatamente nos guia a una dificultad ya que
las trayectorias de W(t) no son diferenciables.
En este contexto una alternativa de solucién fue dado por It6 en 1940, quien desa-
rroll6 la teoria de integracién estocistica y ecuacién diferencial estocastica, It6 dio un
riguroso instrumento matemético para solucionar la ecuacién tomandolo como ecuacién
integral, que envuelve un nuevo tipo de integral, asf la ecuacién (2) puede ser escrito
como integral y podremos escribir:

X(t) = x+0/0tX(t)dW(t)

en donde la integral con respecto a W(t) es llamado la integral estocdstica de It6 y
sera definido en este trabajo mds adelante. Una primera solucién a esta ecuacién es
zeW®) | pero también podré ser:

X(t) = ze¥Pe7

9



el cual es una martingala exponencial, introducido més adelante. En el cual claramente
si £ > 0, entonces X (t) > 0 para tédo t > 0, como se requeria.

El actual, prolongado crecimiento repentino en los Estados Unidos, Europa y resto
del mundo en el estudio de los mercados financieros, tiene un creciente interés en
matematica, para poder modelar dichos mercados necesitando para ello estudiar a los
- procesos estocdsticos, integracién estocéstica y ecuacién diferencial estocéstica.

Existiendo estudios en temas que se distinguirdn en varias clases en una tendre-
mos un riguroso estudio en cuentas bancarias el cual desarrolla la teoria en gran
profundidad sin particular interes en Finanzas, el cual necesita un alto grado en
conocimiento de matematica.

En otro caso, el cual es visto en este trabajo, se tendra un estudio aplicado a Finanzas,
modelando el comportamiento de seguros, bonos, precios de bienes, derivados en
el mercado financiero actual, para ello se verd las herramientas mateméticas para
modelar comportamientos y obtener una solucién de lo establecido.

Asi esta investigacién empieza con la teorfa de martingalas, donde se desarrolla
todo lo necesario para la construccién de la integral estocdstica con respecto a una
semimartingala local continua general.

La restriccién a integrandos continuos mayores simplifica y provee un razonable grado
de generalidad.

Para poder entender este trabajo se necesita un conocimiento bésico de teoria

de la medida, teoria de probabilidades, espacio de Hilbert v un poco de anilisis
funcional. '
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1.3.

Objetivo

El objetivo principal de esta investigacién es modelar situaciones reales que
involucran decisiones con riesgo (incertidumbre) utilizando para este fin la teoria
de los procesos estocdsticos, integracién estocdstica y ecuacién diferencial
estocastica con la prioridad de obtener soluciones factibles de los
modelos, y asf realizar predicciones sobre el comportamiento del modelo, obtener
caracteristicas e indicadores de la situacién real modelada.

Dar un inicio al estudio de las ecuaciones diferenciales estocésticas, las cuales
particularmente involucran modelos y ecuaciones del comportamiento econémico

actual como se puede ver en Finanzas, especificamente el modelo establecido por
Black-Scholes.
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Capitulo 2 |
PRELIMINARES

2.0.1. Relacién

Dados dos conjuntos X, Y su producto cartesiano X x Y es el conjunto de todos
los pares ordenados formados por un elemento de X seguido de uno de Y, es decir:

XxY={(z,y);z€X, yeY}

Una relacién binaria de X para Y es un subconjunto R de X x Y, en muchos casos se
utilizars relaciones definidas en X x X en este caso nosotros hablamos de una relacién
definida en X. Si (z,y) € R, nosotros a menudo escribimos Ry o y € R(x) y decimos
que y es una imagen de z, y se entendera a los £ como el dominio.

Definicién 2.1. Sea R una relacién binaria definida en X. Se dice que R es:

1. Reflexiva.- SiVr e X, zRz,

2. Simétrica.- SiVz,y € X, Ry <= yRz,

3. Antisimétrica.- SiVz,y € X, (a:Ry /\ yRz) =z =y,
4. Transitiva.- S Vz,y,2 € X,(zRy N yRz) = zR-2.

Definicién 2.2. (Preorden) Una relacion binaria > definida en el conjunto X es un
preorden parcial o cuasi ordenado si es reflexiva y transitiva, es decir:

Vz,y,z€X; z>z A [(z>2y AN y>2)=>2>2]
y diremos que X es parcialmente preordenado por >.

Si adicionalmente para cualquier par de elementos z,y de X son comparables sobre
esta relacién, es decir:

z,y€X;, 2y V y>z o ambos

entonces > es un preorden total o completo y diremos que X esta preordenado

totalmente por >.
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Definicién 2.3. Una relacion binaria > definida en el conjunto X es parcialmente
ordenado si es reflexiva, transitiva, antisimétrica, o también si es, un preorden parcial
¥ ademds,

entonces diremos que X es parcialmente ordenado por >.

Adicionalmente para cualquier par de elementos de X si son comparables sobre
esta relacion, entonces es completo o orden total X, y diremos que X estd totalmente
ordenado.

Definicién 2.4. Una familia J de subconjuntos de Q es llamado un A-sistema en Q,
st-esta contiene al conjunto vacio, es cerrado sobre complementos y uniones disjuntas,
es decir, si:

() ¢ €1,
(ii) A € ] entonces A° = QA € ],
(iii) Si (An) € 3 es cualquier sucesion disjunta, entonces A= U, A, € J.

Donde todo o-algebra en €1 es un A-sistema en €). En un espacio de probabilidad
(Q, F, P), un subconjunte- 3 C F es llamado generador para F, si F es el o-algebra
generado por 1 (F = o(2)).

Definicién 2.5. Se llama 7-sistema en Q) a cualquier familia de subconjuntos de ) el
cual es cerrado sobre interseccion finita

Teorema 2.0.1. (w-)-teorema)
Sea ] un w-sistema en ) y L un A-sistema en §). Si L contiene ], entonces L contiene
al o-algebra generado por J.

Prueba: libro [5], pag. 301.

Definicién 2.6. Una familia C de funciones F-medibles no negativas en 2 es llamada
A-cono en ), st esta satisface las siguientes condiciones:

(a) C contiene la funcién constante 1.
(B) Si f,g € C acotados y f < g, entonces g— f €C.

(7) Si fn €C y ay, > 0, para todo n > 1, entonces f =3 anfn €C.

Definicién 2.7. Una medida p sobre un o-algebra F se dice que es completa si y
solamente si:

BCA, AeF y u(A)=0=BeF
Ver libro:[8], pdg. 31.
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Teorema 2.0.2. (Teorema de imagen de medida) Sea (', F') un espacio de
medida, donde Q' es un conjunto, F' un o-algebra en Q' y X : (Q, F,P) —» (', F)
~ una aplicacién medible;-entonces la-imagen Px de la medida -P-sebre X es la medida
en F' definida por:

Px(A) = P(X™'(A4))

A € F' esta medida es llamada también la distribucién de X sobre P.

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad, R = [~00, +00] la recta lineal extendida
y B(R), B(R") los o-algebras de Borel en Ry R™, respectivamente.
Un objeto aleatorio en (£, F, P) es una aplicacién medible:

X :(Q,F,P)— (0, F)

en el espacio medible (4, Fy).

Siendo Py la distribucién de X, si @ es cualquier probabilidad en (2, F7) escribiremos
X ~ ¢ para indicar que Px = Q.

Si (@4, F1) = (R*, B(R")) o (%4, F) = (R, B(R)), X es llamado vector aleatorio o
variable aleatoria, respectivamente. '

“Para niimeros reales extendidos a,b nosotros escribimos ¢ A'db = min{a,b} y
a Vb= méx{a,b}. _

Si X es una variable aleatoria, el conjunto {w € /X (w) > 0} es escrito como [X > 0]
y la probabilidad denotada por P([X > 0]) o simplemente P(X > 0).

Luego siendo X+ = X VO = Iix5qX vy X~ = (=X)*, por Io cual X*, X~ > @,
XX =0y X=Xt-X".

Para una variable aleatoria X no negativo, sea E(X) = [, XdP y £(P) denota la
familia de todas las variables aleatorias X tal que al menos uno de los siguientes
“valores E(X™), E(X ™) es-finita.

Tendremos entonces que E(X) = E(X*) — E(X~) (valor esperado de X). Esta
. cantidad también es denotada como Ep(X) si depende de la medida de probabilidad

P v _

" Para facilitar la escritura la expresién P-casi-seguramente (casi en todo punto) es
- abreviada por P-as.

Considerando las variables aleatorias X, Y como valores reales extendidos, la suma
X +Y no esta definido en general.
Sin embargo,.estard definido.en .casi todo punto (P-as) si.ambos E(X*) y E(Y*) son
finitas, desde que X,Y < +0o0 P-as, 0 ambos E(X~) y E(Y ™) son finitos.
" Un evento es un conjunto A € F, que es un subconjunto medible de 2. Si (A4,) es una
sucesién de eventos y se tendra:
A, ={we Q/w € A, para infinitos n}

n>m

[A,, i.0l=N,U

14



Lema 2.0.1. (Borel canteli)
(a) Si Y, P(A,) < oo, entonces P(A,, i.0)=0.
(b) Si los eventos A, son independientes y ) P(An) = 00, entonces P(A,, i.0) = 1.
(c) Si P(A,) > 4, para todo n > 1, entonces P(Ay, i.0)>d

Prueba: (a) Sea m > 1, entonces 0 < P(Ay, i.0) < Y .. P(4,) = 0, m 1 oo.
(b) Sea A = [A,, i.0], entonces P(A®) = lim,, P(N,5>n,A45,) = lim, II ., P(AS) =
lim,, 1T, »,..(* — P(A,)) = 0. (c) puesto que P(A,, i.0)=lim, P(U,,,An).00

2.0.2. Convergencia de variables aleatorias
Formas de convergencia

Deﬁnici_én 2.8. Sean X,, X con n > 1, variables aleatorias en el espacio de
probabilidad (U, F,P) y 1 < p < oo nosotros utilizaremos varias nociones de con-
vergencia (X, = X):

1. (Convergencia de variables aleatorias en LP) X, — X en I? si || X, — X|PP =
E(|X, — X?) = 0, cuando n — oco.

2. (Convergencia de variables aleatorias en casi todo punto) X, — X, casi en todo
punto (casi seguramente), (p-as), si X,(w) — X(w) en R, para todos los w del
complemento de algin conjunto de probabilidad nula Ap = {w € Q/P(w) =0} y-
P(Ao) =0
También X, — X casi seqguramente si P(X, — X, cuandon — 00) = 1 esto
indica que el evento Ay = {w/Xn(w) — X (w)} tiene probabilidad 1.

3. (Convergencia de variables aleatorias en prbbabz‘lz‘dad) X, = X en probabilidad
en el conjunto A€ F, si P([| Xp, — X |> €]NA) = 0, cuando n — oo , Ve > 0.
Equivalentemente X,, converge a X en probabilidad si Ve > 0 se tiene:

P(| X, =X |>€) =0, cuando n — oo.

Aqui las diferencias X, — X son evaluadas de acuerdo con la regla (+00) — (+00) =
(—o0) = (—00) =0y || Z ||, estd permitido asumir el valor +oc.
Observemos que la finitud de la medida de-probabilidad P implica que || Z||, creciente
con p.>1porlocual X, > X en L, paratodo 1 <7 < p.
Convergencia en L' es simplemente llamado convergencia en norma, por lo cual X,, —
X en norma si solo si || X, — X||l1 = E(|X, — X|) = 0 cuando n 1 co.
Asumiendo la finitud de la medida P.

Teorema 2.0.3. Luego, se cumplira lo siguiente:

1. Convergencia de variables aleatorias en casi todo punto P-as, implica convergen-
cia de variables aleatorias en probabilidad.
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2. Convergencia de variables aleatorias en norma, implica convergencia de variables
aleatorias en probabilidad.

Prueba:
Asumiendo X,, » X (X, no converge a X) en probabilidad, debemos mostrar que
X, - X en un conjunto de medida positiva. Escogemos ¢ > 0 tal que:

P([|Xn — X[ 2 ¢]) » 0, n?oo.

Existe entonces una sucesién estrictamente creciente (k,) de nimeros naturales y un
nimero & > 0 tal que: P(| X, — X| > €) > d para todon > 1, sea A, = [| X, — X| > ¢
y A=1[A,, i0], como P(A,) >4, para todo n > 1, se sigue que P(A4) > § > 0, sin
embargo, si w € A, entonces Xj,_(w) » X(w) y Xp(w) » X(w).00

Proposicién 2.0.4. Convergencia de variables aleatorias en probabilidad, implica con-
vergencia de variables aleatorias casi seguramente de una subsucesion.

Prueba: Asumiendo X, — X, (X, converge a X) en probabilidad y escogemos
inductivamente una sucesién de ntiimeros 0 < n; < ng < ... < tal que P({X,, — X| >
) < 27, entonces

5P - X1 2 5 < oo,

y el evento A = [| X, — X| = ;16-, i.0] es un conjunto nulo, sin embargo, si w € A°,
entonces X (w) — X(w), ast X, — X, P-as. O

Asi convergencia de variables aleatorias en norma, implica casi seguramente conver-
gencia de una subsucesién. Se sigue que convergencia en L? implica casi seguramente
convergencia de una subsucesion.

2.0.3. Norma de convergencia y integrabilidad uniforme
Sea X una variable aleatoria y E(X;A) = E(1,X) = [, XdP, tendremos que:

Proposicién 2.0.5. X es integrable si y solo siim ., E(|X|;[|X| > c]} = 0, en este
caso X satisface limp 4y ,0 E(]X|14) = 0.

Prueba: Asumiendo que X es integrable, entonces |X|lyxi<q 1 |X], ¢ T o0, en el
conjunto [|X| < +o0] y asi P-as. el teorema de convergencia monétona implica que:
B(X], [ X] < d) 1 E(X]) < 00y, ademds:

E(IX|,[1X] 2 ) = E(X]) - E(IX],[|X| < ]) + 0, c?too.

Sea € > Orarbitrario y escogemos c tal que E(]X|, [[X] < c]) < ¢,si A € F con P(A) < £
en cualquier conjunto, tendremos: '

E(1X14) = B(IX}; AN[IX| < e)+E(IX]; AN[IX| 2 c]) < cP(A)+E(|X], [|X] 2 ]) < ete

~asf mp gy 40 E(1X|14) = 0. Si lim,o, E(|X|,[|X| > c]) = 0, escogemos c tal que
E(|X],[|X]| > ¢]) <1, entonces E(|X|) < c+ 1 < oo, por lo tanto X es integrable. O
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Luego, una familia F = {X;/i € I} de variables aleatorias es llamada uniforme-
mente integrable si esta satisface:

limsup E(| X;|; [|Xi| > ¢]) =0
ctoo 4T

Es decir, lim,, E(|X;]; [|Xi| > c]) = 0 uniformemente en i € I. La familia F es llamada
uniformemente P-continua si esta satisface que:

lim sup E(14|X;|) =0,
P, SUP (1alX:l)

con lo cual, imp 440 E(14|X:]) = 0, uniformemente i € I. La familia F' es llamada
L'-acotada si y solo si sup;e; || Xill1 < +o0, es decir, F C LY(P) es un subconjunto
acotado. '

Condicionamiento

Sea £(P) la familia de variables aleatorias de valor real extendido X en (Q, F, P)
tal que E(X™), E(X™) < oo, (i.e E(X) existe), donde £(P) no es un espacio vectorial
puesto que las sumas de elementos en £(P) no esta definido en general.

Proposicion 2.0.6. Tendremos que:
(a) Si X € £(P), entonces 14X € {(P), para todo A € F.
(b) Si X € £(P) y a € R, entonces aX € £(P).
(c) Si X1, X, € £E(P) y E(X1) + E(X,) esta definido, entonces X1 + X, € &(P).

Prueba: Mostramos solo (¢) Asumiendo E(X;) < E(X3), si E(X;) + E(X3) esta defi-
nido, entonces E(X;) > —00 0 E(X3) < 00, asumiendo E(X;) > —o0 y E(X3) > —o0,
entonces Xi,Xs > —o00, P-as. y asi mismo X; + X es definido P-as. ademas
E(X7),E(X5) < 00y, puesto que (X1 + X2)™ < Xy + X5, E((X1 + X2)™) < o0,
entonces X; + X, € {(P). O

Proposicién 2.0.7. Sea G C F un sub-o-algebra, D € G y X;, X, € £(P) G-medible
1. 8i E(X114) < E(X,14), VA C D, A € G, entonces X1 < X3 a.s en D.
- 2.8i E(X11a) = E(X,14),VAC D, A€ G, entonces Xy = X3 a.s en D.

Prueba: Libro[5], pdg. 8.

Asumiendo el evento A de probabilidad mayor que cero P(A) > 0, definimos P—I(j?——gfl
como la probabilidad condicional del evento B € F dado que A tiene que ocurrir,
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reemplazamos la medida de probabilidad P en F' con la probabilidad Q4(B) = £ g}gf)
con B € F, y pasamos al espacio de probabilidad (2, F, Q4), Q4 satisface y

Eq,(X) = P(A)"'E(X1,4), para toda variable aleatoria X € &(P).

Sea X € £(P) y G € F un sub-o-algebra, definimos la esperanza condicional
Z = E(X/G) como un medio riguroso para la nocién de la mejor suposicién probable
del valor de X a la luz de la informacién en el o-algebra G.
De esto, Z es una variable aleatoria y cumplird con las siguientes propiedades:

(i) Z es G-medible (Z no contiene més informacién que en G).
(i) Z € ¢&(P)y E(Z) = E(X).

" Reescribiendo como E(Z1lg) = E(X1q) y sea A € G. Asumiendo A el cual ocurre y
P(A) > 0, sea el espacio de probabilidad (Q, F, Q4) y (ii) para este nuevo espacio se
convierte en Eq,(Z) = Eg,(X), multiplicando por P(A),

E(Z14) = E(X14)

La igualdad también es verdadera cuando P(A) = 0.

Esperanza Condicional

Sea G un sub-o-algebra de F'y X € £(P). Una esperanza condicional de X dado el
sub-o-algebra G es una variable aleatoria G-medible, Z € {(P) tal que cumplird con
lo siguiente:

E(Z14) = E(X1,4), VA€ G

Proposicién 2.0.8. La esperanza condicional de X dado G existe casi en todo punto
dnicamente determinado y es denotado como E(X/G) o Eg(X).
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I.X]

Capitulo 3
TEORIA DE MARTINGALAS

En el presente capitulo se definird a un proceso estocdstico como una familia de
variables aleatorias (X;)icx en un espacio de probabilidad (Q,F,P) con T un
conjunto parcialmente ordenado. Cuando =N se le lamard sucesién
estocastica y si T = [0, +00[ se le llamard proceso estocéstico, o simplemente proceso X,
definimos asimismo una Y- filtracién (F;)ier.

Seguidamente establecemos caracteristicas y propiedades generales tanto para cuando
es una sucesién estocdstica, como para un proceso estocastico como: Y- filtracion,
proceso estocastico adaptado, trayectoria, tiempo 0p01ona,1 muestra opcional, dltimo

. elemento, convergencia de variables aleatorias.
. Continuando luego, tnicamente, con los procesos estocdsticos, (llamado el caso-
“: continuo), del cual establecemos a los siguientes procesos estocésticos llamados:

proceso continuo, martingala local, de variacién acotada, variacién cuadratica, cuadra-
da integrable, semimartingala. Examinando la convergencia de las variables aleatorias
en cada caso. Obtendremos que el proceso estocéstico llamado variacién cuadratica,
es generado por una martingala, como también por una martingala local.
Establecemos la integral estocédstica para procesos estocasticos de variacién acotada
continua con otro proceso idéneo bien definido siendo la integral estocdstica otro
proceso, y, finalmente, vemos el movimiento Browniano. Cada nuevo tema abordado
necesita de las definiciones y caracteristicas anteriores.

3.1. Submartingalas

3.1.1. Proceso estocastico adaptado

Siendo T un conjunto de indices parcialmente ordenado, el cual es usualmente
tomado como, el conjunto de indices ¢ € 7Y, indicando el tiempo. Definimos un
proceso estocistico X en el espacio de probabilidad (2, F, P) indexado por T como
una. familia de variables aleatorias X = (X;)icy. También la podemos definir como
X(#t,w) = Xy(w), t € T, w € Q, donde X la podemos ver como una funcién
X:TxQ—>R
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Definicién 3.1. Unae T-filtracidn del espacio de probabilidad (Q, F, P) es definida
como una familia (Fy)iex de 0-algebras F; C F, indezada por T y satisfaciendo:

s <t entonces F; CF;, Vs, teT.

Definicién 3.2. Un proceso estocdstico X indexado por Y es llamado F;-Adaptado, si
X; es Fy-medible, Vt € T.

Una Y-filtracién (F})icr, es llamada aumentada si cada o-algebra F;, contiene
todos los conjuntos de probabilidad nula o vacia.
Luego, tendremos que si X; es Fi-medible Y; = X; P-as (indica que es en casi todo
punto) Y; es Fi-medible.
Si el conjunto de indices parcialmente ordenado T es fijado y claramente de contexto, un
proceso (F;)-adaptado X es simplemente llamado adaptado, en ocasiones solo (X3, F})
- para un proceso (F3)-adaptado X;.

Definicién 3.3. Un proceso estocdstico (F;)-adaptado X es llamado una (F})-
submartingala si satisface que:

CE(X)< oo y X, < E(X;/F,), p—as para todo s<t

Equivalentemente, X es una submartingala si X; € {(P), es F; — medible, E(X;) < o0
Y

E(X:14) < E(Xila), para todo s<t y A€ F,

Una submartingala es un proceso en el que su esperanza es creciente en todo t
(tiempo).
Ahbora si la T-filtracién (G;) satisface G, C F; Vt € T, si la Fi-submartingala X
estd en (G;)-adaptado, entonces X es una Gi-submartingala. Por lo cual, en particular
para la Y-filtracién G; = o(Xs;s < t), luego si la filtracién no es especificada se
tomara:

F,=0(Xss<1)

Si X es una submartingala, entonces X; < oo P-as, pero X; = —oo es posible.
Si X, Y son submartingalas y « un nimero no negativo, entonces la suma X +Y y
el producto escalar aX son definidos como (X +Y); = X; + Y, v (aX); = aX: ¥
son submartingalas. Consecuentemente, la familia de (F})-submartigalas es un cono
convexo. En otro caso definimos:

Definicién 3.4. Un proceso X es llamado (F;)-supermartingala si (—X) es una (F;)-
submartingala, es decir, si es (Ft_)-adaptqdo y satisface:

E(X;)<oo y X2 E(X;/FS), p—as para todo s<t
Equz’vdlentemente, X es una (F})-supermartingala si X; € £(P), es F,-medible y
E(Xt) > -0 Y E(XslA) Z E(Xt].A) Vs S t y A € Fs
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Se observa que una supermartingala es un proceso en el cual su esperanza es
decreciente en todo tiempo.
Luego, con las definiciones anteriores, finalmente, definimos:

Definicién 3.5. Un proceso X es una (F;)-martingala si es una (F;)-submartingala y
una (F)-supermartingala, es decir, si X; € L*(P) es (F;)-medible y X, = E(X;/F})
p-as, equivalentemente:

E(Xi1a) = E(Xla), Vs<t y A€F,

Se observa que E(X;) < oo creciente cont € T, si X es una submartingala, E(X;) >
—o0 es decreciente con t, si X es una supermartingala, y E(X;) es finita y constante, si
X es una martingala. Donde la familia de T-martingalas forman un espacio vectorial,
y tendremos que X es una martingala si tanto X y —X son submartingalas.

Luego, asumiendo T el conjunto de indices parcialmente ordenado, (F;) la Y-filtracién
en (2, F, P), entonces:

Teorema 3.1.1. .
1. §i X,, Y; son submartingalas, entonces Zy = X, V'Y; también lo es.
2. Si X, es una submartingala, entonces también lo es X;.

Prueba: Sea X;, Y; submartingalas y Z; = max{ X, Y;}, entonces Z; es F; — medible
y ZF < X +Y;*, entonces E(Z;) < E(X{)+ E(Y;*) < oo; si 5,t € T con s < ¢,
entonces Z; > X; y Er,(Z;) > Er,(X;) > X,. Similarmente

Er,(Zs) > Er,(Y}) 2 Ys y Ep,(Z) 2 Xi VY; = Z;, p-as.
de la misma forma para (2), desde que X;* = X; v 0.00

Proposicién 3.1.2. Sea ¢ : R — R convezo y asuma que E($(X;)™) < 00, para todo
teY

1. 8i (X;) es una martingala, entonces el proceso ¢(X:) es una submartingala.

2. 8i (X;) es una submartingala y ¢ no decreciente, entonces el proceso ¢(X;) es
una submartingala.

Prueba: (a) La funcién convexa ¢ es continua y medible de Borel. Asi, si el proceso
(X:) es (Fy)-adaptado, lo mismo es verdad del proceso ¢(X;). X; es una martingala y
s < t, entonces ¢(X,) = ¢(Ep. (X;)) < Er,(¢(X¢)), por la desigualdad de Jensen para
esperanza condicional, consecuentemente (¢#(X;)) es una submartingala.

(b) Si X; es una submartingala y ¢ no-decreciente y convexa, entonces
d(Xs) < &(Er(X:)) < Er(¢(X:)), donde la primera desigualdad sigue de la
condicién submartingala X, < FEp(X;) y de la naturaleza no decreciente de ¢.
Asf ¢(X;) es una submartingala. [

En la préctica, solo los siguientes conjuntos de indices parcialmente ordenado T,
son de significancia (importancia).
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(i) T = {1,2,3,..., N} con el orden parcial usual (se le llama sucesién estocastica
finita).

(ii) T = {1,2,3,...}=N, con el orden parcial usual (se le llama sucesién estocéstica)
y es denotado por X, donde la T-filtracién F, es creciente en F, en este caso
la condicién de las submartingalas se reduce a:

E(Xp14) < E(Xnt+114) equivale a:
Ela(Xp1—Xn)]| 20 Vn>1 A€F,,
con la igualdad en caso de una martingala.
(iii) T= N = {1,2,3, ...} con el orden parcial revertido.

(iv) T = [0,+o0o[= R4 con el orden parcial usual, siendo el caso més importante
para nosotros. Un Y-proceso X simplemente es llamado proceso estocéstico y
denotado por (X;), (simplemente llamado proceso X).

Ejemplo 3.1.1. Sea Z € LY(P), T un conjunto de indices parcialmente ordenado y
(F) una YT-filtracion. Sea X, = Ep(Z) entonces (X;) es una (F;)-martingala.

Ejemplo 3.1.2. Sea (X,) una sucesidn de variables aleatorias independientemente
integrables con media cero y

Sn=X1+Xo+ ..+ X, Y F,= U(Xl,Xz, Xn), n>1
entonces (S,) es una (F,)-martingala, asi:
E(Sn+1/Fn) = E(Sn + Xn+1/Fn) = E(Sn/Fn) + E(Xn+1/Fn) =

Sn + E(Xn+1) = Sn
por la F,-medibilidad de S, y independencia de X1 en F,.

- 3.1.2. Muestra en tiempo opcional

Sea T = N con el orden parcial usual y (F,) una Y-filtracién fijada en (Q, F, P),
Fy = Vo F, = 0(U, F,) el o-algebra generado por (U, F,) y asumiendo X = (X,,) una
sucesién estocéstica (F,)-adaptada.

Definicién 3.6. Un tz'empo aleatorio T es una funcion medible tal que:

T:Q— NU{oo}

(donde oo estd permitido). Diremos que un tiempo aleatorio T es, llamado F,-opcional
st satisface que:
[T <n]€F, para cada 1< n< oo
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Como los o-algebras F, son crecientes esto equivale a [T =n] € F,,, V1 < n < o0,
y implica que [T' = 0] € F.
T puede ser vista como una estrategia del jugador para parar el juego o cuando para
el juego. Ahora, supondremos que 7" es un tiempo opcional, luego:

Definicién 3.7. Llamaremos a un evento A € F anterior a T si:
AN[T <n|€F, para todo 1<n<

-y es denotada por Fr la familia de todos los eventos A € F los cuales son anteriores a
T.

Equivalentemente, A € Fr siy solo si AN [T =n] € F, para todo 1 < n < oo.

Definicién 3.8. Muestra X en tiempo T v
Asumiendo que X, variable aleatoria F,-medible, la variable aleatoria Xp es definido

como sigue: _
Xr:Q—R

XT(w) = XT(’w)(w)a weEN

Note que Xr = X, en [T = n]y X7 = X, en [T = +o0] en caso que lim, X, exista
casi seguramente en todo punto, la variable aleatoria X, es a menudo tomado como:

Xoo = limsup X,

n

Donde la variable aleatoria Xz representa una muestra de la sucesién estocéstica
X, en el tiempo aleatorio T. X1 es ensamblado de piezas disjuntas de X,.

Si G,, G, 1< n < oo son g-algebras, decimos que G, 1 G, 81 G; C G2, C G3 C ...
¥y G = V,G, = 0(U,Gp).

Proposicién 3.1.3. Sean S, T,T,,, 1 < n < oo, tiempos opcionales, Y una variable
aleatoria y X = (X,,) un (F,)-sucesién estocdstica adaptada, entonces:

(a) Fr es un sub-o-algebra de F.

(b) Y es Fr — medible <> Yljr—,) es F, — medible, V1 < n < oo,
(c) T y Xg son Fr — medibles.

(d) S <T, implica Fg C Fr.

(e) SAT, SV T tiempos opcionales.

(f) [S< T, [S=T]€ Fsar.

(9) A€ FT implica AN[T < 5], AN[T = S] € Fsnr.

(h) Sé’ T, 1T < o0, entonces Fr, 1 Fp.
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(i) Si la filtracion F,, es aumentada, entonces Fr contiene a todos los conjuntos con
probabilidad nula.

Prueba: (a) 2 € Fr puesto que T es opcional. Sea A € Fr, entonces AN [T < k] € Fy
y consecuentemente;,

ANT <k=@QNT<K)\(AN[T < k) € R,

para cada k > 1, esto muestra que A° € Fr

(b) Sea Y, = Y1ir—, paratodo 1 < n < 0o, si B es un conjunto de Borel no conteniendo
cero tendremos [Y,, € Bl =[Y € BINn[T =n]y[Y € B] € Frsiysolosi[Y, € B] € F,,
para todo n > 1.

(c) Sea 1 < m < o0, el conjunto A = [T = m)] satisface AN[T =n] = ®,sin #m
vy AN[T = n] = [T = n), si n = m, en cualquier evento AN [T = n| € F,, para
todo n > 1, es decir, A = [T = m] € Fr y implica que T es Fr-medible, siendo Xr,
Fr-medible, note que lip—nXr = lir=n X, € Fy, — medible, para todo 1 < n < oo.

(d) Asumiendo S < Ty [T < k] < [S < k|, para todo k > 1, A € Fg entonces, para
cada k > 1 tendremos AN [S < k] € F, y consecuentemente AN[T < k] = (AN|[S <
kK)N[T < k] € F. Asi A € Fr.

(e), (f) Sea R=SATyn>1 Entonces [R<n|=[S<n|U[T <n]€F,. Asi R es
opcional. [S<TIN[R=n]=[S<TIN[S=n]=[n <T|N[S = n] € F, para todo
n> 1. As{ (S < T] € Fg. Por simetrfa [T < S| € Fry [S =T)] € Fx.

(g) Sea R=SATy A€ Fryn>1. Entonces:

AN[T<S|NR=n]=ANT<S|N[T=n]=(AN[T=n))N[n < S| € F,

Asi AN[T < S] € Fpg.

(h) G =V, F, tenemos que mostrar Fr = G de acuerdo a (d) Fr, C Fr,Vn > 1y
G C Fr y sea A € Fr y de acuerdo a (c) todos los Ty son G-medibles y limy Ty, = T
asi [T =n] € G, V¥n > 1y también AN [T, =T] € Fr, C G, Yk > 1 de acuerdo a (g).
Como T es finito y T, valor entero, la convergencia T;, + 1" implica que Ty = T para
algin k > 1, asi A= ANU[T; =T = U AN[T; =T € G.O

T es un tiempo opbional acotado, si T < N P-as, si E(X) < 00, Vn > 1, entonces
E(X}) < oo también puesto que X7 = Y| lir—y X3t P-as, E(X,]) < 00, Vn > 0,

entonces F(X7) < ooy Xr € £(P). La acotacién de T también elimina la necesidad
de especificar X7 en [T = o0}, por lo cual no necesitamos a la variable aleatoria X.

Teorema 3.1.4. (Teorema de muestra opcional)
Sea X,, una submartingala y S, T tiempos opcionales acotados con S < T, entonces,
Xs,Xr€&(P)y

E(XslA) < E(XTlA), VA € Fg, es decir,
Xs < E(Xr/Fs) en particular :
E(Xs) < E(XT).
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Prueba: Sea E(X;}') < 00,V n > 1y E(X}), E(X{) < o0, asf X5, X7 € £(P), de la
condicién de submartingala para la sucesion estocastica X se puede escribir:

E(IA(Xk+1 - Xk)) >0, VEk>1, A€eF

Asumiendo que S < T < N, P-as, donde N es un niimero natural, para cada w € §}
“tal que T(w) < o0 (y asf para P-ae, w € Q) tendremos:

T(w)-1
Xrw)(w) = Ssey (W) = Y (Xipr(w) — Xi(w))
k=S(w)

La acotacién de esta suma depende de w. La acotacién P([T' < N]) = 1 puede ser
usado reescribiendo, con la independecia acotada de w:

N
Xr—Xs= Z Lis<r<r)(Xp+1 — Xi)
k=1

consecuentemente, si A € Fg, es cualquier conjunto, entonces:

N
1a(Xy — Xs) = 2 Lans<k<t)(Xk+1 — Xi), P —as
k=1

como A € Fg, AN[S < k] € F;, y el conjunto:
AN[S <k < Tl =AN[S < kN[T < k)¢ esta en F;, por la condicién de
submartingala:

E(ans<k<ry(Xe+1 — Xi) 20, VE=1,2,3,..,N

tomando la esperanza muestra que E(14(X7r — Xg)) > 0 como desedbamos.[]
Tomando para todo w € (2 tal que T'(w) < +o00 en casi todo w, se dird que es p-ae,
que indicard todos los puntos que cumpla lo anterior, luego p-ae indica que se cumple
en casi todo evento w € € tal que T(w) < +o00.

Corolario 3.1.1. Sea (X,, F,) una submartingala (martingala) y (T,) sucesion no
decreciente de tiempos opcionales acotados, entonces (Xr,, Fr,) es una submartingala
(martingala). '

Prueba: La acotacién de T, implica que E(X7 ) < oo y X1, es Fr,-medible, asf la
sucesién (Xr,) v (Fr,)-adaptada, para tiempos opcionales acotados T, < Tpya,

muestra:
Xr, < E(Xr,,,/Fr,)

por lo tanto, (Xr,, Fr,) es una submartingala. Similarmente para el caso de una
martingala. O :
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3.2. Teoremas de convergencia

Cruce
Siendo (2, F, P) un espacio de probabilidad, (F,),>1 una filtracién en (£, F, P), (X,)
una (F,)-submartingala, para w € Q2 la sucesién n € N— X,,(w) es llamada trayectoria
- simple asociada con w. Estamos interesados en el comportamiento oscilatorio de las
trayectorias simples, especialmente en un tiempo tal que la trayectoria cruce fuera de
un valor X;(w) < « a un valor Xi(w) > 8.

Proposicién 3.2.1. Sea N > 1, B conjunto de Borel y S tiempo opcional.
T(w) = N Aff{l < k < N/k > Sw) y Xi(w) € B)
entonces T es un tiempo opcional.

Asf inf(®) = +o0, T(w) = N, si no existe k tal que S(w) <k < Ny Xiy(w)€ By
T(w) es el més pequefio k especialmente T'(w) < N si k existe.
Prueba: Sea, X (F,)-adaptada, (X, € Bl € Fy,,Vk > 1,siVn > N, [T <n]=Q€F,
si n < N entonces T'(w) < n si y solo si existe k tal que, S(w) < k <ny Xi(w) € B
necesariamente entonces: S(w) € {1,2,3,...,n — 1} asi:

[T <n]=UlZ{ Uiy [S=4]N[X, € Bl € F,0.

Fijando N > 1y —o0 < a < < 400 un segmento (X;(w), X;41(w),...Xk(w))
de la trayectoria simple (X,(w)) es llamad4 cruce del intervalo |a, B[ si tenemos que
X;(w) < a k es el més pequeiio indice n > j tal que X, (w) > B y la diferencia k—j es
méximo. En otras palabras j < k es el més pequefio indice por el cual X;(w) < a. El
cruce (X;(w), Xj41(w), ..., Xk(w)) se dice que es ocurrido antes de tiempo N, si k < N,
los tiempos 7, k en el comienzo del cruce y termina definida recursivamente y asf w €

Si(w)=NAmMf{l <k<N/Xp(w)<a} y
Ti(w) =NAf{l <k< N/Xp(w)>8 y k>S5 (w)}

=~ Spri(w) =NADf{l <k < N/Xp(w) <a y k>T(w)}
Tri(w) =NADI{l<k< N/Xp(w)>8 y k> Spr1(w)}
Si(w) < Ti(w) < Sp(w) < Ta(w) < ... < {S;(w) = N = Tj(w) = Sj1(w) = ...
Tj(w) = N = Sja(w) = Tjn(w) = ...

La sucesién (Si,Th,S5:,Ts,...,) es estrictamente creciente hasta un término de va-
lor N, cuando se estabiliza en N, claramente Sy(w) = Tn(w) = N. El cruce del
intervalo Ja, B[ el cual ocurre antes del tiempo N son exactamente los segmentos
(X3 0) (W5 e Xy gy (W)se0s (X g, () (W), -, X, (4 (w)) con m > 1 tal que Ty, (w) < N.

Asi se tendra: '
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U]a,ﬂ[(w) =sup{n > 1/T,(w) < N}VO (=0, si no existe tal n>1)
N

Proposicién 3.2.2. (a) T,, S, n > 1 son tiempos opcionales acotados.

(b) Unle, B: @ — {1,2,3,...} es medible.
(¢) Xry(w)(w) — Xs)(w) 2 B—a, Vj=1,2,3, -y Uy, Bl(w).

Prueba: (a) De lo anterior, por induccién, (b) siendo T, creciente [|Jyla, 8[< m] =
[Tm+1 = N] € F,Vm > 0y Uylo, B[ toma los valores {0,1,2,...}, y asi Uyle, B[ es
medible.

(c) Para k =1,2,3, ..., Uxle, Bl(w), el segmento (X, @) (w), ..., X1, (w)(w)) €s un cruce
de |a, B[ en particular Xg, (w)(w) < oy Xp)(w) > 80

Lema 3.2.1. (Lema de cruce)

E(Xy) + o
B—a

Proposicién 3.2.3. (Teorema de convergencia de submartingalas)
Asumiendo la submartingala (X,,) satisfaciendo K = sup,, E(X;") < co. Entonces:

E(UN]aa B[) <

(i) Xo = lim, X, € R exziste p-as, y satisface E(X}) < .
(ii) Si E(X,) > —oo, para algin n, entonces X, € LY P).

(iii) Tendremos X, < E(Xs/F,), paratodon > 1, si y solo si la familia { X} /n > 1}
es uniformemente integrable. ‘

(iv) Asuma que (X,) C L'(P), entonces Xo € LY(P) y X, — X € L}(P) si y
solo si la submartingala (X,) es uniformemente integrable.

Prueba: (i) Sea X, = liminf 4o X5, y X* = limsup,;,, X», entonces X, y X* son
variables aleatorias de valor real extendido, tendremos que mostrar que P(X, < X*) =
0, y como [X, < X*] es una unién contable de conjuntos Ay, g = [Xi < a < § < X*]
sobre todos los nimeros racionales «, 8 con o < f3, es suficiente ver que P(Aj, g) = 0
para todo o, B, si w € Ay, g, entonces:

lin%inf Xn{w) < a < B < limsup X, (w)
oo ntoo

U(]aa ﬂ[)(w) = Jlli’]{?o LNJ]CY, ﬂ[(w) = 400
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mostramos que esto sucede solo en un conjunto de probabilidad nula, equivalentemente,
Ul < 00, P-as. Uy, g = limpy;e, Unle, Bl es medible no negativo es suficiente que
E(Uja,g) < o sea:

0 < [l Bt |l 81
N
y E(Uyle, B]) 1 E(Ule, B]), N 1 0o y luego se tendré:
E(Jlo, B) < (B— )™ (K + ),

para cada N > 1y se sigue que E(Jla, B]) < (8 — o) ™YK + |a]) < 0o. Asi Xo(w) =
lfm, 40, Xn(w) € R existe casi seguramente casi en todo punto. Extendiendo X, a todo
. X, = limsup, X,, X« se convierte en una variable aleatoria (definida y medible
en 1) y usando el lema de Fatou:

E(X%) = E(im X;7) = E(liminf X;7) < iminf(E(X;}) < K < oo,

(i) Sea m > 1y E(X,) > —oo, E(X) no decreciente si n > m, entonces:
| Xn| = XF+ X, =2X} - X, vy E(|X,]) =2E(X;}) — E(X,) < 2K — E(X,;) por el
lema de Fatou:

E(|Xwl]) = E(h’n}linf | Xnl) < h’mninf E(|X,|) < 2K — E(X) < 00.0

Corolario 3.2.1. Una sucesién submartingala (X,,) C LY(P) es convergente en norma
a una variable aleatoria integrable X, si y solo si es integrable uniformemente.

Teorema 3.2.4. (Teorema de convergencia de martingalas)
Sea (X,) una martingala L'-acotada. Entonces X, = lim, X,, existe p-as, y es una
variable aleatoria integrable, ademas, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Xp = E(Xe/Fn), Yn > 1.
(ii) X, — X en L-norma.

(iii) (X,) es integrable uniformemente.

3.2.1. Muestra opcional y sucesiéon de submartingalas cerra-
das |

Integrabilidad uniforme, dltimo elemento, clausura

Un dltimo elemento para el conjunto de indices parcialmente ordenado T es un
elemento oo € 7Y, satisfaciendo ¢ < oo, para todo t € T. Tal elemento es
tinicamente determinado, si existe. Una submartingala X = (X, F})ier es llamado
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cerrado, si el conjunto de indices T tiene un ultimo elemento. En este caso la variable
aleatoria X, es llamada el dltimo elemento de X y satisface:

Xt, S E(Xoo/ﬂ)y Vt € T

Supermartingalas cerradas, y martingalas cerradas son definidas similarmente. El
ultimo elemento X,, de una martingala cerrada X satisface X; = E(X./F;), para
todo t € T, luego veremos:

Proposiciéon 3.2.5.

(i) Si la submartingale X = (X;) es cerrada, entonces la familia {X;t/t € T} es
uniformemente integrable.

(i) Si la martingala X = (X;) es cerrada, entonces X asimismo es uniformemente
integrable.

Prueba: (i) X = X; una submartingala con un dltimo elemento entonces para (X;")
0< Xf <E(XL/R), teY

y la integrabilidad uniforme de la familia {X;"/t € T} sigue de la integrabilidad uni-
forme de la familia {Er,(X%)/t € T}. O

Considerando una submartingala X = (X, F})tcr, donde el conjunto de indices T
no tiene un tltimo elemento, escogemos co ¢ T y tomando que ¢t < oo, para todo
t € T, T se agranda a el conjunto de indices parcialmente ordenado TU {oo} con el
ultlmo elemento 0o, y la familia (F;) puede ser extendida por:

Foo = U(UteTF:t)

Nos preguntamos ahora si la submartingala X puede ser extendida también, es decir,
si existe una variable X, tal que el proceso (X, Ft)teru{w} es una submartingala, es
decir, tal que X, es F-medible, y

E(X}) < o0

y

-Xt S E (X oo/ F;k)7
para todot € T. Donde X, tiene propiedades por lo cual es llamado el dltimo elemento
para la submartingala X, luego se puede extender.
La submartingala X es llamado cerrado si existe un ultimo elemento X, para X.
En este caso (Xt, Fi)ierufoo} €5 una submartingala cerrada extendida de X. Un dltimo
elemento para la supermartingala X no es inicamente determinado, si X, s un ltimo
elemento para X y Z > 0 es F,-medible con E(Z) finita, entonces X, + Z también
es un tltimo elemento para X.
Supermartingalas y martingalas cerradas son definidas similarmente. En el caso de una
martinganla X, serfa X, el dltimo elemento si y solo si X, € LY(P) es Fo-medible y
Xi = E(Xx/F:), paratodot € T.
Equivalentemente X, es un ltimo elemento para la martingala X si y solo si este es €l
\ltimo elemento para X ambos como una submartingala y como una supermartingala.
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3.3. Martingala en tiempo continuo

Filtracién, tiempo opcional, muestras

Ahora veremos martingalas indexadas por el conjunto T = [0, +o00[, con el orden
parcial usual. Una Y-filtracién (F;)i>0 en (2, F, P) es llamada continua derecha si
satisface que: :

F, = ns>t1'?s, todo t > 0;

Equivalentemente, si s, | t implica que F;, | F;, para toda sucesién (s,) C Ry todo
t > 0. Recordemos también que la filtracién (F;) es llamada aumentada si Fy (asf cada
o-algebra F;) contiene a la familia de conjuntos P-nulos (de probabilidad nula), y
tomaremos:

Foo = 0(Urno F7)

Asumiendo:

El espacio de probabilidad (Q, F, P) completo, y la filtracién (F;)¢>o en (£, F, P)
continua derecha y aumentada.

Descartando los problemas de medibilidad en conjuntos nulos. Sea X = (X;),

(Y1), X(n) = (Xi(n)) procesos estocdsticos en (€, F, P) indexados por
T [0 +oo[y ¢t > 0. Si X; es E-medible y Y; = X, p-as, entonces Y; es Fi-medible.
Si X¢(n) es Fi-medible, para todo n > 1y X;(n) = X, P-as. cuando n 1 0o entonces
X; es Fi-medible.

Definicién 3.9. Ahora si w € Q se establece, la funcidn:
t € [0,+o00[— Xi(w) € R
llamada la trayectoria de X en el estado w.

‘Definicién 3.10. El proceso X es llamado continuo (derecho, izquierdo) si X es Fy-
adaptado y (para casi todo w € ) P-ae, la trayectoria de X es ﬁmtamente valuado y
continuo (derecho, izquierdo).

Luego, llamaremos a los procesos X,Y versiones de cada otro y escribiremos X =Y
si satisfacen que:
X;=Y;,, P-—as., para todo t>0

Puesto que la filtracién (F;) es aumentada, cada versién de un proceso ( F;)-adaptado
es otra vez (F;)-adaptado.

El conjunto excepcional nulo [X; # Y;] depende de t, si este conjunto nulo puede
ser hecho independiente de ¢t > 0, es decir, si hay un conjunto P-nulo N C Q tal que
Xi(w) = Yi(w), para todo w € Q\ N y todo ¢t > 0, entonces nosotros llamamos al
proceso X e Y indistinguibles. Claramente X y Y son indistinguibles si y solo si las
trayectorias t € [0, +oo[— Xi(w) y t € [0, +o0o[— Y;(w) son idénticos, por P-ae (para
casi todo w € Q).
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Teorema 3.3.1. Asumiendo procesos continuos derechos X y Y versiones de cada
otro. Entonces ellos son indistinguibles.

Prueba: Sea un nimero real 7 > 0, elegimos un conjunto nulo E, C 2 tal que X, =Y,
en el complemento E¢ y U.E, C E es un conjunto nulo tal que la trayectoria ¢t —
X¢(w), t = Y;(w) son continuas derechas, para cada w € E°. Si w € E° entonces las
trayectorias t = X;(w) y t = Y;(w) son continuas derechas y satisfacen X,.(w) = Y (w)
para todo 7 € [0,00[NQ y X:(w) = Y;(w), para todo t > 0. O

Definicién 3.11. Un tiempo (F;)-opcional es una funcién T : Q@ — [0, +o0] satisfa-
ciendo:

[T<tleF, 0<t<oo (1)

El valor T = 0o est4 permitido. La continuidad derecha de la filtracién (F;) implica
la condicién (1) que es equivalente con:

T<tleF, 0<t<o (2)

Asumiendo (1), [T < t] = Np>s>t[T < 8] estd en F,, para cada r > t y por lo cual
[T <t] € F;. Asumiendo (2), [T < t] = ;[T < s] € F..
Siendo T un tiempo opcional, entonces los conjuntos [T" < ¢], [T > t], [T’ = t] estdn en
F,, para cada t < 0, y tendremos:

Fr={AeF,/JAN[T <tl€ F,,V0<t < oo} ..(3)
={A€ Fo/AN[T <t] € F,V0 <t < o0}
={ACQ/AN[T <t] € F,,V0 <t < oo}
Definicién 3.12. Fr es la familia de eventos los cuales son anteriores a T.

Proposicién 3.3.2. Asumiendo que T,,, n = 1,2,3,... tiempos opcionales, entonces
cada uno de los siguientes tiempos también lo son:

(a} sup,, Tn, infn Tn, T1 \% T2, T1 /\Tg, T1 + Tz.
(b) limsup, 7, , iminf, T,,.

Prueba: (a) Sea T = sup,T,, para cada t > 0 tendremos [T < t] = M,[T,, < t] €
F,, similarmente, si § = inf, T, entonces [S < T} = U,[T,, < t] € F, usando las
equivalencias (1) y (2), muestra que S y T son tiempos opcionales, la opcionalidad de
Ty V Ty, Ty AT, se sigue como un caso especial, finalmente, para T' = T3 + T3, para
cada t > 0, [T < t] = U, seqrts<t[Tt < T]N[T5 < s] € F, por lo cual T es opcional.0

Proposicién 3.3.3. Siendo S, T, T,, n > 1, tiempos opcionales, T:0Q— [0,00] y Z
una variable aleatoria, entonces:

(a) S < T implica Fg C Fr.

31



(b) Fr es un o-algebra y T es Fr-medible.

(¢c) Z es Fp-medible sii es Z1iry es Fi-medible, para cada t > 0.

(@) S <TJ, [S =T} € Fonr.

(e) Si la filtracion (F;) es aumentada, entonces Fr contiene los conjuntos nulos.
(f) Si T, } T, entonces Fr, | Fr.

(9) SiTp t T y U,[T, = T)] = Q, entonces Fr, 1 Fr.

(h) Fr contiene los conjuntos P — nulos.

(1) Si T =T, p-as, entonces T es un tiempo opcional y Fz = Fr.

() Si A € Fg entonces AN[S < T)] € Fspr.

Prueba: (a) Asuma S < T, entonces [T < t] C [S < t] y [T < t] € F}, para cada t > 0.
Sea A € Fs yt > 0entonces AN[S < t] € F;, ademds,

ANT<tl=(An[S<t)N[T <t] € F,

asi A € Fr.

(b) Es facil ver qué; O € Fr y que Fr es cerrado sobre uniones contables. Sea A € Fr y
t > 0. Entonces AN [T < t]=[T < t]\(AN[T < t]) € R, por lo tanto, A° € Fr y Fr
es cerrado sobre complementos. Se verifica que [T' < r] € Fr, para cada r € R y esto
muestra que T es Fr — medible. )

(¢) = Siendo Z Fr-medible, debemos mostrar que Z1iry es Fi-medible, para cada t >
0, la siguiente extensién procede de funciones indicador. Asumiendo primero que Z =
1r, donde F € Fr y t > 0 es arbitrario, entonces F N [T < t] € F;, equivalentemente,
Z1ir<y = lrnr<y es Fi-medible, por la linealidad se sigue que Zljr<y es Fy-medible.
Sea Z una funcién no negativa Fr-medible y t > 0, escogemos una sucesién (Z,)
de funciones simples Fr-medibles no negativas tal que Z, 1T Z. Entonces Z,lir<y 1
Z1{r<4, por los pasos previos Z,lir<y es Fi-medible, para cada n > 1, y esto sigue que
Z1ir<y es Fi-medible. La extensién a Fr-medible arbitrario Z es con la descomposicién
Z=7Zt-Z".

< Asumiendo ahora que Zljp.y es Fi-medible, para cada t > 0, a ver qué Z es Fr-
medible, es suficiente mostrar que [Z > r] € Fr, para todos los nimeros reales r,
equivalentemente [Z > r|N[T <t] € F;,Vt >0y r € R. Para tal r y ¢ tendremos:

[Z>rN[T<t]|=[Zlgy 27r]N[T <tl € F,

donde usamos [T < t] € F;, por optimalidad del tiempo aleatorio T
(d)[S<TINSAT<t]=[S<TIN[S<t]=U{[S<¢g<T]:geQnN0,t]} € F,
para todo t > 0. Esto muestra que [S < T] € Fgar, por simetria [T < S] € Foar y
ademds [S =T] = ([S < T]U[T < S))° € Fsnr.

(f) Asumiendo Ty | T, N t oo de (a) Fr, 2 Fr, 2 Fr, 2 ...y Fr C 0, Tr, asi Ny Fr, C
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Fr.Sea A € Fr,,, para todo N > 1, entonces AN [Ty < t] € F;, para todo t > 0y todo
N>1,t>0,Ty { T, Nt o0, tendremos [T < t] =Uy[Ty < t] y

ANT<tl=Uy(AN[Ty <t) € F,

asi A € Fr, se sigue que Fr = NyFry.

(g) Sea G = o(UyFry ), de (a) se sigue que Fr, C Fr, C, ..., Fr y G C Fr asf muestra
que Fr C G,si A € Fr Ay = AN[T = Tn] € Fr,, para todo N > 1 puesto que
[T = Tn] € Frary € Fr tendremos Ay € Fr, t > 0, puesto que T = Ty en el
conjunto Ay, Ay N [Ty <t} = ANN[T < t] € F, se sigue que Ay € Fr, C G, de
UnIT = Tn] = Q se sigue que A =UyAn € G, como se deseaba (h), (i) se sigue.

(j) Sea A € Fs y r > 0 al verificar AN [S < T| € Fgar mostramos que:

AN[SLSTIN[SAT <r]€F,

ast AN[S < r] € F,, los tiempos opcionales T Ar, S Ar son F.-medibles y [SAT <
- T Ar] € F,, consecuentemente:

AN[S < TIN[SAT < 7] = AN[S < TIN[S < 7] = AN[S < r]N[SAr < TAr] € F.O

La condicién | J, [T, = T] = Q en (g) menciona que el im T = lim 7, es finito en
cada w € €.
Medibilidad con respecto a Fr es interpretado como una variable aleatoria Z Fr —
medible, si el valor Z(w) es conocido por T(w), para cada w € Q.

3.3.1. Muestra de un proceso X

Sea X = X;(w) = X (¢, w) cualquier proceso adaptado en el espacio de probabilidad
filtrado (2, F, (F}), P) y T :  — [0, 00] un tiempo aleatorio.

Definicion 3.13. La variable aleatoria Xr, es interpretado como muestra (camino)
en el tiempo T y es definido como :

(X1)(w) = Xr@)(w), we

Las previsiones son hechas para el caso T'(w) = oo.
X7 = X en el conjunto [T = oo} donde X es alguna variable aleatoria Foo-medible
_especificada anteriormente (exactamente depende del contexto).
La mdas comin eleccién para X, es X, = limsup, X, en caso limyo, Xt € R existe
en casi.todo punto. Entonces X, estd bien definido F,.-medible, y satisface X, =
limyeo X; € R, p-as. En algunas ocasiones se tomard X, = 0

Lema 3.3.1. Lema de discretizacién

Sea T un tiempo opcional. Para cada N > 1 se tendrd que:

(2MTw)] +1)
oN

TN(Iw) = (=00, si T(w)=00), wef
Entonces cada Ty es un tiempo opcz'ondl yIn 1T, en§Q, cuando N 1 oo.
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Prueba: Para N > 1, Dy == {k27V /k = 0,1, 2, ...}, los puntos en Dy son puntos finales
del intervalo dyadic 3%, &*[ de grado N, el cual forma una particién del intervalo
[0, 0o, para t € {0, 0] sea:

bN(t) = inf{ﬁ € DN/ﬂ > t}

y an(t) = by(t) — 277, A'si‘, sit < oo, t € [an(t),bn(t) v [an(t),bn(t)] es el tinico

intervalo dyadic [, &i*[ de grado N el cual contiene el punto t. Si ¢ = oo, entonces

by (t) = oo Uno verifica que by(t) = [21‘;t!+1 y
| Tn(w) = by(T(w)) weQ

Note que t < by(t) < t+ 2N y Dy C Dy, lo cual implica que by,1(t) < ba(t),
consecuentemente by (t) | t, N 1 oo, para cada t € [0,00] en Q. Asi Ty | T en Q,
muestra que Ty es opcional, sea N > 1, w € £, ¢t > 0, entonces: Ty (w) = by (T'(w)) <t
si y solo si el intervalo de Dyadic de grado N contiene al punto ¢ y es equivalente
aN(t) > T(w) asi [TN < t] =[T < aN(t)] € Fa.N(t) CF. 0O

Proposiciéon 3.3.4. Asumiendo que el proceso X = (Xt) tiene trayectorias continuas
derechas casi seqguramente, X, es cualquier variable aleatoria Fy-medible y T un
tiempo opcional. Entonces Xt es Fr-medible.

Prueba: Sea Ty como en el lema anterior, si w € ) tal que la trayectoria t = X;(w) es
continua derecha, entonces la convergencia Ty(w) | T(w) implica que:

(Xry)(w) = Xy w)(w) = Xpw)(w) = (X7)(w), N 1 00

asi tendremos Xr, — X, N 1 oo, P-as. ademas, el tiempo aleatorio T tiene rango
contable en el conjunto Dy = {k2°¥/k = 0,1,2,...}, as{ la variable aleatoria X,
puede ser vista como una muestra de proceso (Xys-~)k>1 €n tiempo Tn. X1, es Frpy-
medible, paracada N > 1y Fr, | Fry

Y =limsup X1, = limsup X1, es Fr, —medible
n ' n

para cada N > 1, puesto que Fr = Ny, Frp, se sigue que Y es FT—medible, finalmente
X7 =Y, p-as, y el o-algebra Fr contiene los conjuntos nulos, Xr es Fp-medible.l]

Teoremas de convergencia

Teorema 3.3.5. Teorema de convergencia de submartingalas
Asumiendo la submartingala continua derecha (X;) satisface K = sup, E(X;") < o0,
entonces:

(1) Xoo = lim,,, X; € R existe P-as, y satisface E(X}) < oo.

(ii) Si E(X;) > —oo, para algin t, entonces X, € L}(P).
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(i) X: < E(Xw/F:), Vt > 0 si y solo si la familia {X;"/t > 0} es integrable
uniformemente.

(iv) Si (X;) es integrable uniformemente, entonces Xo, € L'(P) y X; — X, en L(P),
cuando t T .

Prueba:
(i) Sea S C [0, +-00[ denso contable, para nimeros reales a < 3, T < Sy

Ule Bl=sup{|_Jlev, Bl/T < S finito}
S T

y como T esté contenido en SN [0,m], m 2> 1, se sigue que (g yle, B[t Usla, B,
m 1 00, en cada punto de 2 por la convergencia mondtona:

K + |a|

ﬁ o

E(Ua B)) —-hmE( U

Sn[0,m]

En particular | Jgla, B[< oo, P-as. Sea ahora w € Q tal que f(t) = X;(w) continua
- derecha pero l{im,,, X;(w) no existe (en R). Escogemos niimeros reales a, 8 tal que

liminf < @ < § < limsup X, (w)
tfoo ttoo

f(t) cruza entre a y 8. Por la continuidad derecha la restriccién f/S decrece entre o
y 8y implica que | g]a, B[(w) = 0o, el cual es imposible para P-ae, w € Q y el limite
Xoo(w) = lfmyy, X¢(w) existe en R, P-ae, w € Q: Ademds, por el lema de Fatou:

E(X1) = E(iminf X]) < liminf E(X}) < K < o0
(i) Notemos E(X;) 1y Xoo = lim, X, si E(X;) > —oo para algiin t > 0 entonces
E(X,) > —o0, para algin n > 1, y sigue que como en el caso discreto.
(iii) Sea X; < E(Xx/F), ¥Vt >0y
0<X,"<E(XL/F) t=0

La integrabilidad de {X;"/t > 0} sigue de la integrabilidad uniforme de la familia
{Er(XZ%/t > 0)}, asumiendo que la familia {X;"/t > 0} es integrable uniformemente
entonces E(X}) < oo, de acuerdo a (i) y mostramos que X; < E(X/F}), equivalen-

o vtemente:

E(thA) < E(XoolA), Vi>0, A€ F (0)

Fijando r < 0, X,(r) = X; V r, entonces (X;(r)); es una submartingala. Fijando ¢t > 0
y A€ F, ym > t. Entonces E(X;(r)14) < E(X,,(r)14), m T oo y observando la
integrabilidad uniforme de {X,/m > 1} implica que la integrabilidad uniforme de
{X(r)/m > 1}, obtenemos:

E(X:(r)1a) < E(Xowo(r)14)
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r | —oo ahora (0) por convergencia decreciente, {X;(r)/r < 1} y {X_(r)/r < 0} son
acotados y por la funcién, X;" y X} respectivamente.
(iv) Note que X; = X, en L}(P), t 1 0o si y solo si X;, — X, en L}(P), n 1 oo, para,
cada sucesion ¢, 1 0o.[]

Teorema de convergencia de martingalas

Teorema 3.3.6. Sea X = (X;)i>¢ martingala continua derecha L!-acotada enton-
ces Xoo = limy,, X; existe P-as, y es una variable aleatoria integrable. Ademas, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X; = E(Xw/F), ¥Vt > 0.

(ii) (X}) es integrable uniformemente.

(iii) X; = Xo en Ll-norma, cuando t 1 oo.

Prueba: (i) = (41).

(1) = (4it) Sea Xy — Xo en L'-norma, t 1 oo si solo si X;, = X, en L-norma
cuando n 1 o0, para cada sucesion t, 1 oo

(i4i) = (i) Asumiendo que X; — Xo en L'-norma t 1 0o, fijando ¢ > 0. mostraremos
que X; = E(Xo/F), 0 E(X:14) = E(Xx14), VA € F,, asi sea el conjunto A, entonces
E(X:14) = E(X,14) Vn > t por la propiedad de martingala, sea n 1 co entonces
E(X,14) = E(Xx1a), por convergencia de norma X, — X, y sigue que E(X;14) =
E(Xl4) O

Corolario 3.3.1. Sea Z € LY(P) y X = (X;) una versién continua derecha de la
martingala E(Z/F;) t > 0, entonces Xy — E(Z/Fx) t 1 0o casi seguramente y en L}

Corolario 3.3.2. Para una martingala continua derecha X = (X;)i>0, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) X es cerrado.
(it) X es integrable uniformemente.

(i) X; — Z en L*-norma, cuando t 1 0o, para alguna variable aleatoria integrable

Z.

Prueba: (i) — (ii) Si Xo € L}(P) es un tltimo elemento para X, entonces X; =
E(Xs/F;), para todo t > 0, y la integrabilidad uniforme de X es dada.

(%) — (4i2) Se entiende de los anteriores teoremas.

(i4) — (i) Asumiendo que X; — Z € L(P), en L}-norma,tt 0o, Xoo = E(Z/Fw) es
un tltimo elemento para X, puesto que X, es F-medible y satisface E(X/F;) =
E(Z/F,), t > 0y es suficiente mostrar que X; = E(Z/F), t > 0. O

Teorema 3.3.7. Teorema de muestra opcional
Sea (Xi)ocicoo Submartingala cerrada continua derecha. Entonces tendremos
E(X),BE(X7) < ooy

Xs < E(Xr/Fs)

para tiempos opcionales S < T (no necesariamente finitamente valuado).
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Similarmente para supermartingalas y la igualdad en caso de una martingala.
Prueba:

Sea S, T tiempos opcionales satisfaciendo S < T,
(i) Sea E(Xop) > —oo (X; C L*(P)) asi:

S, Ty - Q@ = {k27"/k > 0} U {0}

y satisfacerd S, < T, S, 4 Sy T, { T asi Xg,, X1, pueden ser vistas como muestras
de la submartingala (Xj2-n),., ., asi:

E(X;n), E(X;n) < 00
y
Xs. < E(X1,/Fs,) Vn 21 (1)

ademas:
Fs,{Fs y Xs,—> Xs, y X, > Xr

por la continuidad derecha de X, cuando n 1 oo en (1) necesitamos la convergencia,
as{ mostramos que (Xg, ), (Xr,,) son integrables uniformemente, (Xy2-»)o<oo con 0 < S,
implica que E(Xg,) > E(Xo) > —o0, ademds, (Fg,) es no-decreciente y S,11 < S,
implica que:

X8usr < E(Xs,/Fsn11)

(Xs,) es una submartingala revertida con:
o E(Xs,) > E(Xg) > —o0
(Xs,) es uniformemente infegrable y lo mismo para (Xr,), asi Xg, = Xsy X7, = Xr
- implica X, X € L'(P) y sigue que:
| B(Xr,/FsuB(xr/Fs) en 13(P)
n 1 oo (1) sigue que Xg VS E(X7/Fs) como desedbamos.[]

Corolario 3.3.3. Sea X = (X, Ft)ostsoo una submartingala continua derecha cerrada
y sea (Tt)o<i<oo una familia no decreciente de tiempos opcionales. Entonces la familia
(X1, Fr)o<t<oo €8 una submartingala.

Prueba: libro[5], pag. 63.
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3.3.2. Martingala local

Asumiendo la filtracién (Fi)>o en (Q, F, P) continua derecha, aumentada y
satisfaciendo F, = VF; C F. Enseguida veremos el proceso de localizacién que es
descrito lineas abajo, (se dird parada).

Localizacién

Proposicién 3.3.8. Sea X = X;(w) un proceso adaptado y T : Q — [0, 00] un tiempo
“opcional (el valor de oo estd permitido). Definimos el proceso XT, por XI' = Xinr,
t > 0, es llamado proceso de parada en tiempo T. Si w € €1, entonces:

o Xw) ,si t<T(w)
Xi (w) ——{ Xr(w) (w) ,:: t>T(w)

y esto quiere decir que las trayectorias ¢ — X;(w) son paradas en t = T(w),
cuando cambia constantemente. Esto justifica la terminologfa y muestra que el proceso
XT adquiere todas las propiedades de continuidad del proceso X. Claramente si la
trayectoria t — X;(w) es continua(derecha, izquierda) entonces lo mismo es para t —
XT(w) y también:

( XS)T — XS/\T
y en particular (XT)T = XT

Parada X en una constante de tiempo T = a es equivalente a redefinir X; := X_,
para t > a equivalentemente, X = X, para todo t > a.

Teorema 3.3.9. La filtracién (Fi\r); es continua derecha también. Si X es una
submartingala continua derecha, entonces lo mismo es verdad para X7 relativo a la
filtracién (Fiar):-

Prueba: Primero mostraremos que la filtracién (Fiar); es continua derecha. Para ello
se tiene que mostrar que NgstFsar C Fiar, paratodot > 0y A € Nyt Fyar. También
mostramos que A € Fiar, es decit, ANt AT < r] € F, para todo r > 0. Sea r > 0,
desde que A € Fiar, tenemos AN[s AT < r] € F,, para todo s > t. Elegimos una
sucesioén (s,) tal que s, >ty s, | t, cuando n ¢ oo. Entonces s, AT Lt AT y conse-
cuentemente [s, AT < 7] 1T tAT <r], AN[s, AT < 7]t AN[tAT < r], cuando n 1 oo,
por lo tanto AN[s, AT < r] € F,, paratodon > 1, se sigue que AN[tAT <r] € F,,
esto muestra la continuidad derecha de (Fiar):-

- El proceso XT = (X;ar); es adaptado para la filtracién (Fiar), la continuidad derecha
la adquiere del proceso X.[J

Sea A € F un subconjunto de 2. Si X = (X;) proceso estocdstico, definimos el
proceso estocdstico Y = 14X como Yi(w) = La(w)Xe(w), t > 0, w € £, por lo tanto,
la multiplicacién de X por 1, afecta la trayectoria de X en un camino muy simple.
Las trayectorias de t — Y;(w), estédn de acuerdo con t — X;(w), si w € A, y es cero en
ofro caso.

Si X es (F;)-adaptado y A € Fy, entonces Y = 14X es Fi-adaptado también. Siendo
ahora T' un tiempo opcional, entonces A = [T > 0] € Fp, por lo cual, si X es un proceso
adaptado entonces también es el proceso 1[;}v>0]X .
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Definiciéon 3.14. Un tiempo opcional T se dice que reduce al proceso X, si el proceso
1[T>0]X;‘r es una Fiar-martingala. El proceso X es llamado una martingala local si
eziste una sucesion de tiempos opcionales T, tal que:

(G,) T‘n T OO,p—GS.
(b) T,, reduce X, para cada n > 1.

en este caso decimos que la sucesion (T,) reduce X.

Observamos que la definicién de martingala local depende de la filtracién (Fy) y
deberia llamarse mds propiamente (F;)-martingala local, sin embargo, se le llamars
simplemente martingala local.

Si el proceso X es adaptado continuo a la derecha, entonces el proceso lr-q X7 es
adaptado para la filtracién (Fiar). Asumiendo X continuo derecho y (T;) sucesién
reducida de tiempos opcionales para X. Fijando ¢ > 0, l[Tn>0]X?" es Fi-medible, para
cadan > 1, p-as n 1 oo se sigue que X, es Fy-medible, por lo tanto, una martingala local
continua derecha es automdticamente (F;)-adaptado. Ahora, si X es una martingala,
entonces E(|X;|) < oo y sigue que | X;| p-as para cada t > 0. Ahora es facil de ver que
“martingala local tiene la misma propiedad. En consecuencia martingalas locales X, Y
pueden ser medibles y (X +Y), = X; + Y.

Proposicién 3.3.10. Sean X, Y; procesos adaptados, continuos derechos y S, T tiem-
pos opcionales entonces: ' '

(a) Sea Yy = X[ oY, = lir>q X7 . Entonces Y; es una (Fiar)-martingala si y solo si
es una (F;)-martingala.

(b) Si X es una (F;)-martingala, entonces también lo es XT y 14X, para cada con-
junto A € Fy. En particular X es una martingala local.

(c) Si X es una martingala local, entonces lo son XT, 1,X yY;, = X, — Xy, para cada
conjunto A € Fp.

(d) Si XTI es una martingala, entonces T reduce X, asi X, es integrable y T reduce
X, entonces X! es una martingala.

(e) Si T reduce X y S <T, entonces S reduce X.

(f) Sea X una martingala local. Entonces existe una sucesién reducida (T,,) para X
tal que T, 1 0o en cada punto de Q y (1, >0X;"); es una martingala uniformemente
integrable, para cadan > 1.

Observacién X continuo derecho y adaptado, el proceso XTI es (Fiar)-adaptado y
as? mismo el proceso Y; = Lirsq XY -

Prueba: (a) < La filtracién (Fiar): satisface Fiar C Fy, VE > 0, sin embargo, Y; es una
martingala con respecto a la filtracién (F;), entonces es una martingala con respecto a
cualquier filtracién (G;) el cual satisface G; C F;, t > 0 y es adaptado. Para ver esto
notemos que para 0 < s < t la esperanza condicional E(Y;/F;) = Y, es en realidad
Gs-medible y Y, = E(Y;/F,) = E(Y;/G;) como desedbamos.
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= Asumiendo que Y; es una martingala relativo a la filtracién (Fiar):, con la filtracién
(F;) mostramos que: :
E(Y;,A)=E(Y;,A) 0<s<t

Para todos los conjuntos A € Fsar, asumiendo que 0 < s <ty A € F,ysea A =
(AN[T <s)U(AN[T > s]), el conjunto B =AN[T > s] estd en Fsar y

E(Y;AN[T > 8))=EY;AN{T > s]) ..(2)
en el conjunto AN [T < g] tendremos Xynr = X7 = Xar y Y =Y, ast:

E(YsAN[T <s)) =E(Y;AN[T <s]) ... (3)

(b) Sea X una (F;)-martingala, entonces XI es una (Fiar)-martingala. De (a) se
sigue que es una (F;)-martingala. Sea A € Fy, el proceso Y = 14X es definida por
Yi(w) = 14(w)X;(w). Asi la integrabilidad de Y; sigue de la integrabilidad de X;. Sea
0 < s < t puesto que la funcién 14 es acotado y F,-medible, tendremos que:

E()/t/Fs) = E(]-AXt/Fs) = 1AE(Xt/Fs) = lAXs = Y:s

asi Y; es una (F;)-martingala.
(c) Sea (Tn) sucesion reducida de tiempos opcionales para X, fijando n > 1 usando
(a) I[Tn>0]X " s una (E)—martzngala en particular 1j7,50Xo = 1iz,>q X Tn g LY(P),
asi 1z, >0]Y = 17, >0] Xt —1i7,,>0/ X0 es una martingala consecuentemente la sucesion
(T,,) reduce Y.
Lo (XT)™ = (1,59 X™)7 es una (F)-martingala asi la sucesion (T;,) reduce X7
Sea A € Fo para cada tiempo opcional T se tendra (14X)" = 14X y 17 (1, X)™ =
14(170) X ™) €l cual es una (F;)-martingala, de acuerdo a (c) la sucesién T,, reduce
14X.
(d) X7 es una martingala, entonces es Lir»q X7, es decir, T reduce X, asumiendo X
integrable y T reduce X, es decir, 1j75qX; I es una martingala. Entonces:

X = 1[T>0]X +1[T—-0]X = 1[T>0]X + 17— Xo

es una martingala también.
(e) Si T reduce X y S < T, entonces M; = 1ir>qX;,r €5 una martingala y [S >
0] C [T > 0] y asf 1js>q) = lis>01ir>0}, aplicando tiempos opcionales T; =t A Sy (c)
Lis>01Xtrs = 1is>0Mias es una martingala, asi S reduce X.
(f) Sea R, sucesi6n reducida para X y escogemos N C Q (nulo), tal que Tp(w) 1 oo,
para todo w € N¢, S, = nly+ R,1n- entonces S, T 00 en cada puntode 2y S, = Rn,
P-as, (Ft) es aumenta,dd asf S, es un tiempo opcional. n > 1, entonces l[sn>0X " =
1[Rm->0]Xt P-as, para cada t > 0 y sigue que 1 sn>0]Xt es una martingala as{ (S,)
reduce X. Sea. T, = S, An entonces T, 1 00, de acuerdo a (e), la sucesién (T,) reduce
X, fijandon >1Y, =1 5n>0]Xt ™ es una martingala, podemos escribir 1[Tn>0]Xt =
1|Tn>0]Y;,\n, puesto que Yinn €8 una martmgala con un iltimo elemento Y, integrable
uniformemente, lo mismo es para 1[Tn>0]Xt 0O

Para cada a > 0 sea 7, la clase de todos los tiempos opcionales T : © — [0,a]. El
proceso continuo derecho y adaptado X se dice que es de clase DL, si la familia de
variables aleatorias (Xr)rer,, €s uniformemente integrable para cada a > 0.
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Proposicion 3.3.11. Una martingala local continua derecha es una martingala si y
solo si es de clase DL

Prueba: libro[5], pag. 68.

Proposicién 3.3.12. Una martingala local continua derecha X es uniformemente
acotado o satisface E(sup,c,|X:]) < oo, para cada a > 0, entonces es una
martingala.

Prueba: libro [5], pag. 69.

Lo siguiente muestra que siempre hay una sucesién reducida candnica para una
‘martingala local continua.

Proposicion 3.3.13. Sea X una martingala local continua. Entonces T, := inf{t >
0/ | X; |> n} define una sucesion reducida (T,,) de tiempos opcionales para X. En
realidad, cualquier sucesion (S,) de tiempos opcionales el cual satisface S, T oo y
Sp < T, reduce a X y satisface:

lises0 XS <n  .(5)

Asi la martingala (l{gn>0]XtS")t es uniformemente acotado y asimismo uniformemente
integrable, para cada n > 1. :

Prueba: Mostramos primero que T, es un tiempo opcional, para cada n > 1. Sea t > 0,
entonces T (w) <t si y solo si | X, (w)| > n, para algiin niimero racional ¢ < t. Asf:

(T <t = JHlIX,| > nl/ae Qo € F,

Sea (S,) sucesién de tiempos opcionales tal que S, < T, para todo n > 1, fijando
n > 1 la continuidad izquierda del proceso X implica que |X{"| < n, as. en el
conjunto [T,, > 0] y es subconjunto [S, > 0], implica (5) el proceso (1(s,>0X;"); €s
una martingala local, el cual es uniformemente acotada y asimismo una martingala.
Asi la sucesién (S,,) reduce X. O
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3.3.3. Martingala cuadrada integrable

Una martingala (M;) es llamada cuadrada integrable si esta satisface que:
E(M7) < oo,

es decir, M; € L*(P), para todo t > 0.

En este caso M? es una submartingala y as{ mismo la funcién ¢t — E(M?) no decre-
ciente.

La martingala M; es llamada L?-acotada si esta es cuadrada integrable y satisface

sup E(M}?) < oo.
t

En este caso la martingala M; es uniformemente integrable y consecuentemente tiene
un dltimo elemento M, el cual satisface, M, = limo, M;, casi en todo punto(p-as),
y por el lema de Fatou se tendrd lo siguiente:

E(M2) < E(h’rr}zinf M3 < lin}zinf E(M?)
y usando la desigualdad de Jensen para esperanza condicional se tendra:
M} = E(Mw/F,)* < E(M%/F;)
Integrando sobre €2, se obtiene:
E(M}) < E(MZ,)
Combinando con lo anterior vemos que:

E(M2) = sup E(M?) = gm E(M?)
t o0

especialmente M, € L%(Q, F.,, P).
H? denota el espacio de todas las martingalas continuas derechas L? — acotadas y

1Mll2 = sup | Mellz2 = [| Moo] 2

‘M € H? vemos que ||.||2 es una norma en H? y la aplicacién
M = My, € I3(Q, F, P)

que es una isometrfa. Es también suryectiva, si f € L?(§), F, P), entonces la martinga-
la M; = E(f/F;) tiene una versién continua derecha. De la desigualdad de Jensen para

esperanza condicional:
M; < E(f*/F)

Integrando sobre Q obtenemos E(M?) < E(F?). Tomando el supremo sobre todo ¢ > 0
se sigue que:
[Mll2 < {[fllz2 < o0,
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por lo tanto, M € H?, ademés, M., = f, consecuentemente el espacio H? es isométrica-
mente isomorfo al espacio de Hilbert L2(f, F,,, P) y, ademas, es un espacio de Hilbert
el mismo, de esto se sigue:

que el producto interno en H? es dado por:

(M,N)g2 = (Moo, Noo )12 = E[MxNxo)

M,N € H>.
Para M € H?, M, = sup,»q | M|, la continuidad derecha de M implica que M2 es una
variable aleatoria no negativa medible. M7, es llamada la funcién maximal del proceso
M. Luego: '
1M]l; < NIM]lz2 < 2||M]],
Puesto que Mf < (M;o)2, tomando el supremo sobre todo ¢ > 0. Fijandon > 1y
M} = sup;,, | M| luego, tendremos:

E[(M;)"] < AE[M7) < 4||M][3,
cuando n 1 00, y siguiendo sera:
E[(M)’ ] <4 M3

Consecuentemente, para M € H2, la funcién maximal M7 es cuadrada integrable y
M|l = ||M%]|;> define una norma equivalente en H2. Sin embargo, con respecto a

esta norma H? no es un espacio de Hibert grande. H? denota el espacio de martingalas
continuas L? — acotadas y HE = {M € H?|M, = 0} claramente HZ C H? C H? son
subespacios de #2.

Proposicién 3.3.14. Los subespacios H2, HE son cerrados en H2.

Una martingala M, es llamada uniformemente acotada, si esta satisface |M;| < K <
00, P-as, para todo t > 0 y alguna contante K, claramente tal martingala estard en

© Hcon M|, < K.

3.3.4. Variacién cuadratica

Definicién 3.15. Un proceso A es llamado proceso de wvariacidn acotada, si la
trayectoria (camino) t > 0 — A(w) es de variacidn acotada en intervalos finitos,
para cast todo w, P-ae, w € Q.

Claramente cada proceso creciente A tiene esta propiedad. Considerando una
martingala cuadrada integrable continua M, entonces M? es una submartingala,
pero no una martingala si no es constante en el tiempo. Veremos que M? difiere de
una martingala por un tinico proceso creciente Unicamente determinado continuo A;
con Ay = 0, llamado la variacién cuadrética de M.

Proposicién 3.3.15. Sea M; una martingala cuadrada integrable. Entonces:

E[(M, — M,)%|F,] = E[M? - M?|F,], 0<a<s<t
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Prueba: Sea 0 < a < s < t, entonces E[M,(M; — M,)/F,| = M,E[M, — M,/F,] =0,
condicionando en F,, obtenemos E[M,(M; — M,)/F,] = 0, y observando que
(M2 — M?) — (My — M,)*> = 2M,(M; — M,) y terminamos tomando la esperanza
condicional.(

Sea 0 < a < b < s < t, mostramos que E[M,(M; — M,)/F,] = 0 integrando sobre
Q) obtenemos E[M,(M; — M,)] =0, i.e, M, L M, — M, en el espacio de Hilbert L?(P)
de esto M — M, L M; — M,. :

Proposicién 3.3.16. Asumiendo que la martingala local continua M es también un
proceso de variacién acotada. Entonces M es constante (tiempo), es decir, My = M,
P-as, para cada t > 0.

Prueba: Reemplazando M, con la martingala local continua M;— M, asumiendo My = 0
" se prueba que M; = 0, P-as, para cada t > 0. Sea Vi(w) la variacién total de la
-trayectoria s — M, (w) en [0, t], la funcién creciente t — V;(w) es continua siempre que
“la trayectoria t — M;(w) es continua y de variacién acotada en intervalos finitos y por
p—ae. w € §, '

(A) Asumimos M una martingala satisfaciendo [V;| < K, P-as, para todot > 0 y
alguna constante K. De My = 0 tenemos |M;| = |M; — M| < V; < K, P-as, Vt > 0
Fijando t > O0sea A = {0 =ty < t; <,..,< t, = t} una particién de [0,t] sea
|Al| = méx;, [tj4+1 — t;] y integrando sobre €

n

E[Mt2] = E[Mt2 - Mg] = E[Z( t, 1)] = Z(Mt, t] 1 2]

7j=1
< EV,. sup My, — M,,_,|]
1<j<n

con ||A]| — 0, entonces V;sup; | My, — M;,_,| converge a cero en todo w € (2 para el
cual Vi(w) < oo y la trayectoria s € [0,¢{] — M;(w) es continua en el intervalo [0, ]
y asf mismo P-ae, w € 2, este integrando es uniformemente acotado por 2K?2, por el
teorema de convergencia dominada:

E[Visup|M;, — M;;_,|] =0
7

asi E(M?) =0, y M; = 0 P-as, como se querfa.
(B) Sea ahora M; martingala local continua, para cada n > 1,

T, =if{t >0/V; >n} (=00 en [V, <n,Vt>0])

T,. es un tiempo opcional, la finitud de V; implica T, 1 0o, P-as, n 1 oo, fijando n > 1,
el proceso M™ es una martingala local con MI* = 0y es un proceso de variacién
V,(M™), y satisface:

|M{™| < [Vi(M™)| < n

Asi M"es una martingala local acotada uniformemente y as{ mismo una martingala y
se sigue de (A) que MI» =0, P-as, Vt > 0, n 1 0o as{ M; = 0, P-as, Vt > 0.00
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Corolario 3.3.4. Sea X, cualquier proceso. Entonces hay al menos un proceso de
variacion acotada continua A tal que Ag = 0 y la diferencia X, — A; es una martingala
local.

Prueba: Si A, B; son procesos de variacién acotada continua tal que Ag = By =0y
ambos X;—A; y X;— B, son martingalas locales, entonces B;— A; es una martingala local
continua el cual es también un proceso de variacién acotada por lo anterior asi Bi— A; =
By — Ag = 0, P-as, para cada t > 0. U

3.3.5. El proceso de variacién cuadratica

Sea X un proceso y 0 < a < b, para una particién A = {a =13 < ... < t, = b} del
intervalo [a, b] sea ||A|| = méx;<, [t;41 — t;| definimos la variable aleatoria:

QA(X) = Z(th - th—1)2 (1)

—1

M4s generalmente, si A = {0 = tp < ... < t, < ...} cualquier particién del intervalo
[0, 0], y definimos el proceso Q= (X):
' k(t)
Q) = (Xe = X )* + ) _(Xy, = Xy ,)’, 620
j=1
Donde el indice es definido por k(t) = méx{k > O|t; < t}, por lo tanto:

QP (X) = Qap(X)

Donde A(t) es la particién A(t) = (AU {t}) N[0,¢] del intervalo [0,¢]. Si la particién
A contiene el punto ¢, entonces se simplificara lo anterior como:

QtA(X) = Z(th - th—1)2

j=1

Donde el indice n es definido por t = t,. Este es el caso en particular si /A es una
particién del intervalo [0, t], el cual puede ser considerado como una particién de [0, 00|
conteniendo el punto t. En este caso Q- (X) = Qa(X).

Teorema 3.3.17. Sea M una martingala continua uniformemente acotada. Entonces
existe un nico proceso de variacién acotada continua A tal que Ay = 0 y la diferencia
M? — A; es una martingala. El proceso A es llamado la variacién cuadritica de M
denotada como (M). La variacién cuadratica (M) es un proceso adaptado creciente y
tendremos que (M), € L*(P) y :

(M), = ltm Qa(M) € L*(P), para cada t>0
laf—o

Donde el limite es tomado sobre todas las particiones A del intervalo [0, ¢].
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Prueba.:

La unicidad del proceso A ya fue vista anteriormente, asi si M? — A; es una
martingala adaptada, el proceso A, = M?Z — (M? — A;) es también adaptada.
Escogemos un K < oo constante tal que:

IM{| <K, P-—as Vt>0

(a) Motivacion.-

Fijando t > 0 y considerando cualquier particién A = {0 =1t < {1 < ... < 1, =t} de
[0,2]. Si el proceso M2 — A; es una martingala, un reordenamiento de términos en la
ecuacién martingala muestra que:

E{Ar - As/FS] = E[Mf '—VM.E/F-?] = E{(Mr - Ms)z/Fs]

Asumiendo el incremento r — s pequeiio. La continuidad del proceso A, M y la continui-
dad derecha de la filtracién (F;), el incremento A, — A; y M, — M, son casi F,-medibles
y con la esperanza condicional resulta una igualdad aproximada.

A, — A, = (M, - M,)2
Asi, si ||Al| es pequefio, entonces:
Atj - ‘Atj—l ~ (Mtj - Mtj-l)2

asumiendo sobre j = 1,2,3,...n, Ag = 0 y con la propiedad telescdpica tendremos:

A =~ Z(Mtj - Mtj—.l)z = QA(M)

j=1

lAl} — 0.

(b) Sea A = {0 =1ty < t;1 < ty... < t, < ...} cualquier particién del intervalo [0, 00|
el cual tiene puntos finitos en cada intervalo finito. Entonces el proceso M2 — QA (M)
es una martingala continua.
Claramente el proceso H; = M? — Q2(M) es continua y satisface que H, € L(P) para
todo t > 0, reordenando se tendra:
EQ}(M) — Q3 (M)/F)] = E[M} — MZ/F}]

para todo 0 < s < t, considerando a s, ¢ y m = k(s) = max{k/ty < s} y n = k(t), y
tendremos m < n,

QA(M) = (M, — My, )" + ) (M, — My, )?,

Jj=1

QsA(M) = (MS - th)2 + Z(Mtj - Mtj—1)27

j=1

46.



QAM) — QA(M) = —(M, — My, )+ Y (My, — My_,)* + (M, — My, )%,
j=m+1
y con la propiedad telescépica, se tendra:

n

E[Q}(M)~QX(M)/F] = Er,[(M; M)+ Y (Mj—M;_)+(M;~M,)] = E[M{~M}/F].

j=m-+1

como se deseaba.
(c) Para 7 > 0 el limite:

A, = lim Q2(M) existe en L3(P),
Jim Q2(M) eaiste en I*(P)

donde una particién A de [0, r] puede ser vista como una particién de [0, co[ conteniendo
el punto r. Consecuentemente:

QP (X) = Qa(X) = > (X, = Xyy0)%

- donde t, = r. Fijando r > 0, por la completitud de L2(P) es suficiente mostrar que:
Q7 (M) = Qr*(M)llz2 =0, cuando  [[Aqf| + [|Aall = 0

Sea ahora A, Ay cualquiera de las particiones de [0,7] y sea A = {0 = 55 < ... <
sm = r} denota el comiin refinamiento. De acuerdo a (b), el proceso M7 — MPY (M) y
M? — Q#2(M) son ambas martingalas. Tomando la diferencia vemos que el proceso:

X, = Q2 (M) — Q* (M)

es una martingala, también el cual es uniformemente acotada y continua. Aplicando
(b) X2 — Q2(X) es una martingala y tiene una media constante, puesto que X, = 0,
el proceso termina en cero (¢t = 0) y la media constante es cero, asi:

lQr1 (M) — QP (M)|7. = E(X?) = E(Q7)  (9)

ysea, = Q™ (M) y Zy = (M) entonces X; = Y; — Z; y asf Q2(X) es una suma de
la forma: [(Ys, —Y;,_,) + (Z Z,,_,)J?, usando (a— b)* < 2(a® — b%) en cada sumando
Vemos que QA(X ) < 2[QA(Y) +Q2(Z )] y por simetria es suficiente mostrar que :

E(Q2(Y)) =0 cuando |Ayll + Azl =0
note que:

Q?(Y) = Z(Y«?k - Ysk—l)z
k=1 .

y denota los puntos de la particién A; por t; con t, = 7. Al dar un estimado para
QA(Y), k < my la eleccién del indice 7, tal que t; < sp-1 < s < t41. Esto es posible
puesto que A refina A;. De la definicién anterior se sigue:

Y:?k Ysk 1= Q (M) sk.. ( ) (M3k - Mtj)2 - (MSk-1 - Mtj)2
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= (Msk - Mak—l)(MSk. + M, — 2Mtj)

y, ademsés:

(Yoo = Yo, )* < C(ll &1 )(Ms, — Ms,._,)?

donde, para ¢ > 0:
C(6) = sup |M, + M, — 2M,|?

y el supremo es tomado sobre todos los nimeros s,¢,t € [0,7] tal que t < g < sy
s —t < 6. De la continuidad de M podemos restringir nosotros mismos a nimeros
racionales t, g, s sigue que C(8) es medible y variable aleatoria no negativa.
Observamos que |M| < K asi |C(d)] < 16K2%. Si w €  es tal que la trayectoria
t € [0,7] & Mi(w) es continua y uniformemente continua, tendremos:

C(6)(w) = 0, cuando 610 (12)
sumando la desigualdad en lo anterior sobre todos los intervalos de A obtendremos:
QP(Y) < C(IMl)Qr (M)
La desiguaidad de Cauchy-Schwartz ahora implica que:
E(Q(Y) < E[C* (1A E[QP(M)Y)E  (13)

cuando ||A;]| — 0 tendremos E[C?(||A1]|)] — 0, por acotacién, casi seguramente la
convergencia del integrando. Al verificar lo anterior es suficiente mostrar que el segun-
do factor en la derecha de la ecuacién anterior permanece acotada por la constante
independiente de A; y A, escribiremos: Q2 = QA(M), siendo r = s,, tendremos:

o
= (Mo~ M,,_,)"
k=1
y también se puede escribir:

Y (Mo~ My )My, — My, )

1<k<j<m

=3 (M, - M, )Y (M~ M)
k=1

jeht1
= Z(Msk sk-1) (QA aAk) = Z( st 1 (Q"‘A - SAk)
k=1 k=1

- se sigue que:

: ?(M)z = 2Z(Q.«ﬁ, sk 1 (QA ) + Z( Sk 1
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tomando esperanza, de la propiedad martingala de M2 — Q2(M):

E[Qil - SAk/FSk] = E[Mf - Mfk]/Fak] = E[(Mr - Msk)2/F9k]
Puesto que el factor Q5 — Q4 es acotado F, -medible

Sk~1

E[(Qs — Q5,_)(QF — Q5)/F.] = El(Qq, — Q5 )(My — M,, )’/ F,]

Integrando sobre ) y observando que (M; — M,)? < 4K?
E[( sk 1)(QA BAk))] =E[(Qi 3k 1)(M MSk)z]
A
< EMK*(Q5, — Q5_);

donde usamos que QA - st _, = 0, asf tomando esperanza y la propiedad telescépica
se tendra: Q4 — A_l aelvalor Q4 - Q8 =Q2y

8k

E[Q?(M)*] < EBK*Q7 + Z (M, = My_,)"]
k=1

usando que:
( 3k 1) < 4K2(M3k. - MSk-1)2

se convierte:
E[Q}(M)"] < E[BK?Qp +4K?Qr] = 12K?E[Q7 (M)

Puesto que el proceso M? — Q2(M) es una martingala y asi tiene una media cons-
tante, tendremos que E[Q2(M)] = E(M? — M2) < E(M?) < K?, esto sigue que
E[QA(M)?] < 12K*, como desedbamos, esto prueba lo anterior.

Tendremos la existencia del limite A; = lim, All=0 QA(M) € L*(P), para cada t > 0,
pero esto no provee todavia al proceso t — A;, las variables aleatorias A; que puedan
ser escogidas consistentemente con la clase de equivalencia A; en L? que el proceso
resultante ¢ — A, tiene las propiedades deseadas, y el proceso A es construido por
trayectorias.

Fijando r > 0 y A, una sucesién de particiones de [0,7] tal que A, C App1 y U, A,
es denso en [0,7]. Necesariamente entonces ||A,|| — 0, cuando n 1 oo , escribimos
Q7" = Q" (M). Entonces la sucesién Q2 converge en L*(P) y, reemplazando A, con
una subsucesién idénea si es necesario asumimos que:

Y 1IQA — QA5 < 00
n

fijando n > 1, observamos que {|f||2 < ||f||;. ¥ aplicando la desigualdad Doobls — L?
con (p = 2) a la martingala Q; Aatt _ 0Bn obtenemos:

Zsupl@ Qt"]<leup|QA"“ Q|5
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<2) QA — QA < 00
n

Yy Zn Suptgr |Q?n+1 - tAnl < 00, P-as.

Sea w € Q donde la suma es finita, cuando n 1 oo la trayectoria continua t € [0,7] —
A (1) converge uniformemente a alguna trayectoria t € [0,7] — A;(w), el cual es

continua. Asi, en particular QtA" — A;, P-as, para cada t € [0, 7], para tal t:

E(M? - QA /F) =M -Q*, Vn>1 ntoo

En la izquierda Q2 — A,, P-as, puesto que la sucesién Q2" converge en L?(P), de
esto se sigue que A, € L2(P) y Q2" — A, en L%(P) y esta en L!(P), asi

- E(M? - Q' /F) - E(M} — A,|F,)

en LY(P) y P-as, si A, es reemplazado con una subsucesién idénea, en la derecha
Q™ — A, P-as, asi de lo anterior implica:

E(M? - A,/F)=M?~A; ,P—as.

Asi mismo el proceso M? — A; es una martingala en el intervalo [0,7]. Finalmente,
establecemos la naturaleza creciente de la trayectoria t € [0,7] — A (w). El proceso
Q2 no es creciente en el tltimo término, sin embargo, si s,t € A y s < t, entonces:

A A
sSQt

Si ahora s,t € D := U,A, C [0,7] con s < t, entonces existe un indice ng tal que
s,t € Ap, para todo n > ng, para tal n tendremos Q4 < Q2" y n 1 o0, 4, < Ay,
P-as. Aqui el conjunto excepcional puede depender en s y ¢ puesto que el conjunto D

es contable, de esto se sigue que:
As S At)

para todo s,t € D, con s < t, P-as, es decir, P-ae, toda trayectoria t € [0,7] = Ay(w)
es creciente en el subconjunto D C [0, 7], por continuidad y densidad de D es creciente
en el intervalo [0,7], y asf fijando ¢t € [0,7], B = L? — limya_,o Qa(M) existe, si
este limite es tomado sobre todas las particiones A de [0,¢]. Para la construccién,
QA" — A, P-as, donde Q" = Qn, (M), donde An(t) = (A, U{t}) N[0,¢]) y es una
‘sucesién de particiones de [0,] con || A,(t) ||[= 0. De esto sigue que Q7" — B en L.
Consecuentemente:
2 7

Ai=B=1L |I£ﬁ0QA(M)’ P —as
Esto nos da el proceso deseado A; en cada intervalo finito [0, r]. De la unicidad en cada
intervalo, se puede extender A; a un tnico proceso definido en el intervalo [0, oo] con
las propiedades deseadas. [J
Esto es extendido a martingala local continua.

Proposicién 3.3.18. Sea (M;) una martingala uniformemente acotada continua y T
un tiempo opcional. Entonces:
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(a) E[(M);| = E{(M; — My)?], para todo t>0.

(b) MT es una martingala uniformemente acotada continua y (M) = (M)T.

Prueba: (a) la martingala M? — (M), tiene media constante, asi E(M2 — (M);) =

E[MZ — (M)o] = E[M}] y se sigue de lo anterior que E[{(M);] = E[M? — M?] =

B{(M, — My’

(b) MT es (F;)-martingala uniformemente acotada, asf la variacién cuadratica (M7T)

es definida y es el proceso de variacién acotada tinico continuo A tal que (M7T)? — A

es una martingala parada, M? — (M) en tiempo T, sea (M7T)? — (M)T y puesto que
{M)T es variacién acotada continuo, se sigue que (M)T = A = (MT). O

Teorema 3.3.19. Sea X una martingala local continua. Entonces existe un unico
proceso de variacion acotada continua A tal que Ag = 0 y X2 — A es una martingala
local. El proceso A es llamado la variacidon cuadrdtica de X denotada como (X). La
variacion cuadrdtica (X) es un proceso adaptado creciente y serd de la forma:

(X) = ||}31’|fnoQA (X) en probabilidad, para cada t>0
_.)

Donde el limite es tomado sobre todas las particiones 2\ del intervalo [0, t].
Prueba: libro[5], pag. 82.

Proposicién 3.3.20. Sea X una martingala local continua y T un tiempo opcional.
entonces:

(a) (X) es un proceso creciente continuo con (X)o = 0, especialmente (X) > 0.
(b) (XT) = (X)T.
(c) (X) =0 si y solo si X es constante (en el tiempo).
(d) Si A € Fy entonces (14X) = 14(X).
Prueba: libro[5], pag. 83.
Definido (X), X2 es otra vez una martingala local si y solo si (X) , asl X?

es otra vez una martingala local sii X es constante. Introducimos la notacién
(X)2 = (X)y — (X),, siempre que a < b se sigue que:

(X)t = | E,fﬂ . Qa(X) en probabilidad,

‘donde el limite es tomado sobre todas las particiones A de {a,b].

Proposicién 3.3.21. Sea X una martingala local continua. Entonces, P-ae w € )
tenemos, que para todo 0 < a < b, (X)%(w) =0 & X;(w) = Xa(w), Vi € [a,b].

Prueba: libro[5], pag. 84.
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Si M es una martingala acotada continua uniformemente (asimismo una mar-
tingala local), entonces la variacién cuadratica de M, como una martingala de acuerdo
con la variacién cuadritica de M vista como una martingala local, de esto se sigue

que:
(M)e = lim Q(M)

donde la convergencia en L? implica la convergencia en probabilidad tinica.

Ejemplo 3.3.1. Hallaremos la variacion cuadrdtica de un movimiento Browniano uno
dimensional B = (B;) con la filtracion asociada (F:), con las siguientes propiedades
para el movimiento Browniano:

(a) B es una martingala cuadrada integrable continua.

(b) El incremento B; — Bs es independiente de F;, para todo 0 < s < t.

(¢) B;— B; es una variable normal con media cero y varianza t—s, para todo 0 < s < t.
Necesitamos que el proceso B —t sea una martingala, para ello necesitamos que E[B2 ~

t/F;] = B? — s, equivalentemente E[B2 — B2/F,] =t — s, para todo 0 < s < t, para s
yi tendremos

E'[Btz——Bf/Fs]=E[(Bt—-Bs)2/Fs]=E[( B)2] =var(B; — B,) =t — s,
y (B):=t, Vt >0, asi fijando t > 0, y para cada n > 1, A, una particion de [0,t],

t - 1Dt gt -1t
An={0<—<,...,<(3—-—)—<3—<,...,<gn——-—)—<t},
n n n n

mostramos que Qp (B) —t en L*(P), n 1 0o, sea H; = B;, —By_1y, y Qa, (B) —t =
;‘=1(HJ2 — L), y ast: |

E[(Qa,(B) ~ 1)’ <Z<H2—— =E(}_ z),

j=1 j=1

donde Z; = H2 — —, pam todo j = 1,2,3,...,n donde los Z; son independientes, de
media cero y ortogonal en L2(P) ast:

E((Qa,(B) - )] (ZZ ]—S‘_,E(Z2

j=1 j=1
donde:
£2

=]
y el incremento H; = By, —B,_y, tiene media cero, variable normal y varianza o* = £,
n n

B(2) = B(H} - 1)) = BIH} — B2 +

n

tal que el momento serd My (s) = exp(g%ﬁ), donde claramente E(H?) = o = L y el
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momento E(H]‘.*) puede ser fijado como la derivada (4)(0) 7:—:: consecuente-

mente: 32 2t 12 22
EZ)=" -4 — ="

n? nn n? n?

o 212
E[(Qa, (B ) —1)?] EEZ)————)O n 1 oo

j=1

y asi (B); = lim, 1, Qa, (B) =t p-as, para todo t > 0 es correcta ((B); =t, P — as).
d

3.3.6. El proceso de covariacion

Definicién y propiedades elementales

Siendo X,Y martingalas locales continuas. Entonces el producto XY en
general no es una martingala local. Sin embargo, usando la identidad de
polarizacion:

XY = Z[(X+Y) ~ (X~ ¥)]

vemos que:

(xyy=gm+yywx-m]

Es un proceso de variacién acotada continua tal que (X,Y)o = 0 y el proceso
XY — (X,Y) es una martingala local. Donde (X,Y’) es el tnico proceso de variacién
acotada continua con esta propiedad. Sin embargo, el producto XY es una martingala
local si y solo si (X,Y) = 0. Note que (X,X) = (X) es el proceso de variacién
cuadritica de X. "

QA(X7 Y) = Z(th - th—l)(}/tj - Y;«j_—l)a
. i=1
para cada t > 0 y cada particién A = {0 =ty < ... < &, = t} del intervalo [0,¢], la
identidad de polarizaciéon muestra: :

1
Qa(X.Y) = 2@a(X +¥) - Qa(x - V)
se sigue que:
Qa(X,Y) = (X,Y), en probabilidad, con ||A|—0

El limite es tomado sobre todas las particiones A del intervalo [0,%], si X, Y son
martingalas uniformemente acotados, entonces la convergencia ests también en L%(P).
Esta representacién del limite muestra que el proceso de covariacién (X,Y) no es
afectado si la filtracién (F;) es reemplazado con alguna otra filtracién G; con respecto
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al cual X, Y son martingalas locales. |

(X,Y) tiene muchas propiedades de un producto interno: Es simétrico, bilineal no
negativo y satisface (X) = 0 = X =0, si restringimos a el proceso X con X, = 0.

La bilinealidad de (X,Y) es facilmente establecida de la propiedad universal.

Puesto que el proceso a(X,Y) es un proceso de variacién acotada continuo terminando
en cero y (aX,Y) es un proceso de variacién acotado continuo dnico A terminando en
cero tal que (aX)Y — A es una martingala local. Esto sigue que a(X,Y) = (aX,Y).

Proposicién 3.3.22. Sea X, Y martingalas locales continuas y T un tiempo opcional.
Entonces:

(XT, YTy = (XTY) = (X, V)T

- 3.3.7. Integracién estocdstica con respecto a procesos de va-
riacion acotada continua

Siendo (Q, F, P, (F;)) un espacio de probabilidad filtrado completo. Sea A un proceso
de variacién acotada continua, el cual es adaptado para la filtracién (F;), para cada
t > 0, sea |Al; el cual denota la variacién total de A en el intervalo [0, t] definido en la
trayectoria, es decir, |A|:(w) es la variacién total de la trayectoria s € [0,t] — A,(w),
para cada w € ().

Entonces |Al; es un proceso creciente continuo Fi-adaptado y lo mismo ocurre para
el proceso |Al; — A;. Por lo tanto A; = |A|; — (JA]: — A:) provee una descomposicién
canénica de A como una diferencia de procesos crecientes continuos (F;)-adaptado.
Sea w € ) y si la trayectoria A, : s € [0,00[— As(w) es continua y de variacién
acotada en intervalos finitos, entonces esta induce una tnica medida signo de Borel
pt en cada intervalo finito I = [0,¢] tal que pf ([a,b]) = Au(b) — Ay(a), para todo
[a,b] C I.

A, en general no induce una medida de Borel en todo [0, co[ pero satisface que u! =
14, |0,r}» Para todo 0 < r < t.

Tratando de no depender de t denotaremos simplemente y,, y escribiremos, u,,(ds) =
dAs(w), es decir, tendremos:

AﬂM&M=£ﬂWMM,

siempre que la integral exista. Si la trayectoria A, es no-decreciente, entonces
induce una tnica medida de Borel p,, en [0, +oo[ satisfaciendo p,([a,b]) = A,(b) —
Ay(a), para todo intervalo finito [a, b} C [0, +-00[.
Este es el caso particular para P — ae, s € [0, +0o[— |A|,(w) del proceso de variacién
|A|. La correspondiente medida es la variacién total |u,| de la medida p,. Nosotros
usamos la notacién |u,|(ds) = |dAs|(w), y escribimos:

[ enaade) = [ 1©)ml@s

siempre que la integral exista.
Asumiendo  ahora que H, es un proceso con trayectorias medible s — H,(w)
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satisfaciendo:

t
/ | Hs(w)||dAs|(w) < 00, P —as, para cada t >0 (0)
0

entonces, para cada t > 0, la integral estocéstica Iy = fot H,dA; es definida en la
trayectoria como:

L(w) = /0 Hy(w)dAy(w),

para P-ae, w € ().

Sea B, B; los g-algebras de Borel en [0, oo, [0, t] respectivamente. Llamaremos al proce-
so H = H(s,w) : Ry x  — R medible(conjuntamente), si es medible para el producto
o-algebra B x F en R, x (.

Llamamos a H progresivamente medible, si la restriccién de H para [0, ] X Q es B; x Fy-
medible, para todo t > 0.

Puesto que la medibilidad con respecto al producto o-algebra implica la medibilidad de
todas las secciones, de esto se sigue que un proceso medible H tiene trayectoria medible
de Borel s — H,(w) y que un proceso progresivamente medible H; es adaptado para
la filtracién (F}).

Claramente un proceso progresivamente medible H es medible.

Sea Lj,.(A), denotando la familia de todos los procesos H conjuntamente medibles, de
valores reales satisfaciendo lo anterior(0).

Para H € L} _(A), t > 0, la integral I, = j: H,dA, es una funcién definida para casi

todo punto en (2, P-as.

Proposicién 3.3.23. Sea H € L (A), entonces I, = fot H,dA, es una variable alea-
toria, es medible en §2, para cada t > 0. Si H es progresivamente medible, entonces I,
es Fi-medible para cada t > 0, es decir, el proceso I, = fot H.,dA; es F;-adaptado.

" Prueba:

Primero vemos que I; es medible. Siendo el proceso A escrito como una diferencia de

procesos crecientes continuos Fi-adaptado, asumimos que A es asimismo creciente y la
medida asociada p,, positiva. Es suficiente la prueba para H no negativa, la linealidad
y la usual aproximacién de H como el limite creciente de una funcién simple B x F-
medible en R, x () muestra que podemos restringir a el caso H = 1, donde I' C
R, x Q es un conjunto B x F-medible. Aplicando el teorema, II-A-teorema muestra,
que podemos limitar a rectdngulos medibles I' de la forma I' = [a,b] x F, donde
0<a<b<ooyF C F,sinembargo,si H = 1jgp)xr, muestra que I; = 1p(Ainp—Atna),
P-as, para todo ¢t > 0, el cual es medible en €.
Asumiendo que H es progresivamente medible y fijando ¢ > 0, desarrollando I; =
fot H,d A, asiendo uso de la restriccion H |jp4xq €l cual es B, x Fy-medible. Asi, podemos
parar la filtracién F, y el proceso A; en el tiempo ¢ y reemplazar el o-algebra F con
Fi-medible.[]

Asumiendo que H € L}, .(A), entonces el proceso I; = j;)t H,dA; es también deno-
tado como H e A, es decir:

t
(HOA)t=/ H,dA;, t>0
0
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El proceso integral H o A es un proceso de variacién acotado continuo.
Si H es progresivamente medible, entonces este proceso es también adaptado. La familia
de todos los procesos conjuntamente medibles H satisfaciendo la condicién fuerte.

/0 " | Hw)lldA)w) <00 p—as (1)

es denotado por L'(A). Donde L'(A) C L}, (A), para H € L'(A) la integral es-
tocdstica [ H,dA, es definido como el limite [° HydA, = lim,,, fot H,y(w)dAs(w) por
P-ae, w € (2 la existencia del limite es asegurado por (1).
La variable aleatoria [;° HydA, es también denotado (H e A),,
Para un tiempo opcional T definimos el intervalo estocastico [[0, T']] como:

0,7 = {(t,w) € Ry xQ/0 <t < T(w)} € Ry x L.

Asi X = 1[[0,f]} es un ,probeso estocastico satisfaciendo X;(w) = 1y, 7wy (t). De esto se
sigue que el proceso Z = ljomyH es dado por Zy(w) = 1jjo,r(w)y (t) He(w).
Y acontinuacién damos unas propiedades del proceso integral.

Proposicién 3.3.24. Sea A un proceso de variacién acotada continuo, H € L (A)y
T un tiempo opcional, entonces:

(a) He A = fot H,dA, es un proceso de variacion acotada continuo, si H es progresi-
vamente medible, entonces el proceso H o A es adaptado.

(b) H e A es bilineal en H y A.

(c) He(AT) = (lpmH) e A= (He A).

(d) L} (A) = L} (A—Aq) y He A= H e (A — Ao), para todo H € L}, (A).

(e) AT = Ao + Loy} ® A, especialmente A = Ag+ 1 e A,.

Prueba: (c) Notemos que la correspondiente medida de Lebesgue-Stieltjes, a la tra-
yectoria s — AT (w) no cambia en el intervalo |T(w),00[C R, consecuentemente el
proceso H e AT constante en este intervalo, lo mismo es obviamente igual de €l proceso
(Lo H) ® Ay (H @ A)T, los tres procesos son correctos en el intervalo [[0, T)].

(d) Donde la medida trayectoria probable Lebesgue-Stieltjes correspondiente a A y
A — Ay coincide.

(e) Parat >0

¢
(A() + 1[[0,'_[’]] L] A)t(w) = Ao(’LU) + / 1[0’T(w)](8)dAs(’UJ)
413
tAT (w)
= Ao(w) + / 1dA,(w) = Apry(w) O
0
acontinuacién se verd la siguiente propiedad asociativa:

loc loc

tendremos He (Ko A) = (HK)e A

Proposicién 3.3.25. Si K € L} .(A) y H € L} (K e A), entonces HK € L} (A) y
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Prueba: La igualdad (K e A)¢(w) = fot Ks(w)dAs(w) implica que:
d(K o A)y(w) = Ky(w)dA;(w)  ..(2)

Para P-ae w € €, esta igualdad se interpreta como: para P-ae. w € Q la funcién
t = K,(w) es la derivada de Radon-Nikodin de la medida de Lebesgue-Stieltjes corres-
pondiente a la trayectoria t — (K e A);(w), asi la misma relacién |d(K o A)|(w) =
| K (w)]|dAs|(w), por la variacién total asociada. Asi para t > 0, tenemos:

/ VB dAs (= [ 1H ) d(K e A)s < oo, P as,

Puesto que H € L} (K o A), se sigue que HK € Lj (A). Ademds, usando (2)

loc
t t :
((HK)-A)t=/ HsKadA3=/ Hd(KeA);, = (He(KeA));,, P—as en. O
0 0

Considerando: si el integrador A es un proceso creciente continuo, y asimismo' se
le asocia una medida no negativa Lebesgue-Stieltjes, entonces la integral estocéstica
f0°° HsdAs es definida para cada proceso conjuntamente medible H > 0 y es una
variable aleatoria, es decir, es medible, H e A esta definida.

Desigualdad de Kunita-Watanabe

Sea M, N martingalas locales continuas y t > 0, los procesos de variacién aco-
‘tada continua A = (M, N), (M), (N) para w € €, sea p, Uy, 0y las medidas de
Lebesgue-Stieltjes:

fho (ds) = d<M: N)s(w), wvy(ds) =d{M)s(w) y ou(ds) = d(N)s(w)

en los subconjuntos de Borel de intervalos finitos [0, t], y veremos la relacién
de estas medidas p,, ¥, 04, asi la trayectoria s & A,(w) es continua para todo A.
|| denota la variacién absoluta de la medida signo p,,.

Proposicion 3.3.26. Para P-ae. w € Q) tendremos:
Ipul((a,B]) < vu(la, b)) 70w([a, B)*
para todo subintervalo [a,b] C [0,1].
Prueba: libro[5], pdg. 95.

Proposicién 3.3.27. Para P-ae, w € Q) tendremos:
l(4) < vu(A)Fou(A)2

para todo conjunto de Borel A C [0,1].
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Proposicion 3.3.28. Para P-ae w € Q tendremos:
t t 1 t 1
[ fodisat < ([ Pavap( [ Paoy:
0 0

para toda funcién medible no-negativa de Borel f,g : [0,t] — R.
Prueba: libro[5], pag. 96.

Proposiciéon 3.3.29. Desigualdad de Kunita Watanabe
Sea M, N martingalas locales continuas U, V procesos B x F-medibles y t > 0.
Entonces:

t t t
| 1vvetiaonmy. i< [ vaoni( [ viamgE p-as
0 0 0
Prueba: libro[5], pag. 97.

En un caso particular U = V = 1 muestra que:

(M, NY,| < (MYZ(N)E, P—as, V>0

3.3.8. Semimartingalas

Siendo (€, F, P,(F;)) un espacio de probabilidad filtrado con la filtracién (F})
continua derecha y aumentada. La familia de martingalas locales continuas con respec-
to al espacio de probabilidad es un espacio vectorial real, pero no es cerrado respecto a
la multiplicacién. Si X, Y son martingalas locales continuas, entonces el cuadrado X2
es una martingala local solo si X es una constante (X; = Xj). Sin embargo, el proceso
X? y XY difieren de una martingala local solo por un proceso de variacién acotada

continua. Donde:
: X?=M+A y XY=N+B,

donde M = X?—(X)y N = XY —(X,Y) son martingalas locales continuas y A = (X},
B = (X,Y) son procesos de variacién acotada continua, definimos entonces:

Definicién 3.16. Un proceso X es llamado semimartingala continua si esta se puede

" representar como una suma X; = My + Ay, t >0, donde M es una martingala local
continua y A es un proceso (adaptado) de variacion acotada continua satisfaciendo
Ag = 0.

Equivalentemente, X es una semimartingala continua si y solo si existe un proceso
de variacién acotada continua A tal que X — A es una martingala local. La condicién
Ap = 0 puede siempre ser satisfecha y reemplazar A con A; — Ag.

La condicién Ag = 0 asegura que la descomposicion X = M + A es tinica. Donde A
es un proceso de variacién acotada continua tinico tal que Ag = 0y X — A es una
martingala local, y M = X — A. La descomposicién X = M + A es referida como la
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semimartingala descomposicién de X, el proceso M es llamado martingala local parte
de X y el proceso A el compensador de X, denotado:

A"-—"UX

Notaremos que cada proceso de variacién acotada continua A es una semimartingala
con martingala local parte M; = Ag y el compensador u4(t) = A; — Ay, més precisa-
mente, una semimartingala continua X es un proceso de variacién acotada continua
si y solo si el compensador satisface ux(t) = X; — Xj. Si X = 0, entonces X es un
proceso de variacion acotada si y solo si ux = X y X es una martingala local si y solo
siu X = 0.

S denotard a la familia de todas las semimartingalas continuas con respecto a
(2, F, P, (F;)). Es facil ver que S es un espacio vectorial real. Pero no es claro atn
que sea cerrado con la multiplicacién.

Variacién cuadrédtica y covariacion

Si X, Y son semimartingalas continuas, definimos acontinuacién el proceso de
covariacién (X,Y) como:
(X,Y) = (M,N)
Donde M y N son martigalas locales partes de X y de Y, respectivamente.
En particular, si A es un proceso de variacién acotada continua, entonces A es una
semimartingala continua, con martingala constante parte. De esto se sigue ficilmente
que (X, A) = 0, para cada semimartingala continua X.

Si X es una semimartingala continua y X = M + A la descomposicién semi-
martingala de X. Si T es cualquier tiempo opcional, X7 es una semimartingala
continua con descomposicién semimartingala X7 = MT + AT,

3.4. Proceso gaussiano

Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad completo. Los elementos del espacio
euclidiano R* son vistos como vectores columnas y denotamos el producto en R* como
(t,z) o t.x, es decir:

k
(t, fI) =tz = ztj'xj
=1

para todo vector t = (tl,tg,...,tk)l, t = (Ty,Z,...,%x) € R* donde (") denota la
transposicién.

Variable aleatoria gaussina

La distribucién normal N = N(u,0?) en R con media u y varianza o? es
definido por: ,
( (5c — /-") ) dz

N(dz) = 572

exp

1
oV 211
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la funcién caracteristica (transformada de Fourier) de esta distribucién es dada por:
. 1
N(t) = / e**.N(dz) = exp(iut — —2-02t2), t € R.
R

En el caso de una distribucién normal media cero N = N(0, 02) esto se convierte en:

—z2

e 2% dz,

N(dz) = -

2;2

N(t)=e a2t, teR

Y la distribucién normal estdndar N(0, 1) satisface:

—=?
e? dz

N(0,1)(dz) =

+2
N(0,1)({)=e"7 teR
para o2 = 0 la distribucién N(0,0?) = N(0,0) no esta definida, pero es interpretada
como N(0,0) = & concentrado en un punto (0).

Proposicién 3.4.1. Si X; : Q@ = R, j = 1,2,3,...,k son variables normales indepen-
dientes, entonces el vector aleatorio X = (X1, X, ..., Xi)* es Gaussiano.

Proposicién 3.4.2. (Teorema de Correlacion Normal). Sea X1, Xs,.. Xy : @ = R
variables aleatorias. Si la distribucion conjunta de los X; es gaussiana (i.e st X =
(Xl,Xg,v...,Xk)l) es (una variable aleatoria gaussiana), entonces los X; son indepen-
dientes si y solo si ellos son descorrelacionados.
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3.5. Movimiento Browniano uno dimensional

En determinadas ocasiones una gota de agua puede quedar atrapada en un
fragmento de roca ignea durante la solidificacién de esta. A principios del siglo XIX,
el botdnico escoses Robert Brown descubrié una gota de estas en un trozo de cuarzo.
El agua pensé Brown, debia haber permanecido inaccesible durante siglos al polen
y las esporas transportadas por el viento o la Huvia. Al enfocar dicha gota en un
microscopio, observo trazas de mimisculas particulas suspendidas en la misma que
oscilaban sin cesar con un movimiento completamente irregular. Este movimiento
le resultaba familiar a Brown: habia observado antes semejante tipo de oscilaciones
en sus estudios de granos de polen en agua. El nuevo experimento, sin embargo,
invalidaba la explicacién que hasta entonces habia propuesto: “la vitalidad se mantiene
por largo tiempo después de la muerte”. Brown concluyé con razén que la agitacion
de las particulas atrapadas en el interior del cuarzo debia ser un fenémeno fisico y no
biolégico, pero no pudo llegar a mayores precisiones.

La explicacién del movimiento Browniano hoy se encuentra muy bien asentada. Un
grano de polen o de polvo suspendido en un fluido se ve sometido al bombardeo
continuo de las moléculas de éste.

Una sola molécula dificilmente podria tener suficiente impetu para que su efecto sobre
la particula en suspensién lo recogiera el microscopio. Ahora bien, cuando muchas
moléculas chocan con la particula en la misma direccién, y simultdneamente, producen
una deflexién observable de su trayectoria.

El movimiento Browniano es, por consiguiente, un efecto doblemente aleatorio:
La trayectoria de la particula en suspension deviene imprevisible en razén de las
fluctuaciones arbitrarias de la velocidad de las moléculas circundantes. Por otro
lado, como el microscopio es esencialmente un filtro que solo pone de manifiesto
los efectos de fluctuaciones de cierta magnitud en el entorno molecular local, el
movimiento observado solo insimia la complejidad de la trayectoria real. Si el poder de
resolucién del microscopio se incrementara en un factor de 10, 100,1000 se detectaria
los efectos del bombardeo por grupos progresivamente menores de moléculas. A un
mayor aumento, partes de la trayectoria de la particula que inicialmente habian apa-
recido como rectas se observarian ahora dotadas de una estructura quebrada e irregular.

En fechas recientes, el estudio del movimiento Browniano ha conducido a la in-
vencién de importantes técnicas matematicas para la investigacion general de procesos
probabilisticos. Dichas técnicas se han aplicado al control de “ruido”, electromagnético,
la evolucién de ecosistemas, y el comportamiento de los precios de mercado.

El aparato matemaético desarrollado para abordar las fluctuaciones reflejadas en el
movimiento Browniano puede aplicarse, en lineas generales, a cualquier disciplina en la
que se pretenda evaluar los efectos de una variable aleatoria. Estas magnitudes suelen
presentarse en la descripcién de muchos fenémenos naturales, por la razén principal:
los valores de sus variables aleatorias no se conocen o son dificiles de determinar.

En economia se han utilizado tales técnicas para justificar el comportamiento de
precios de mercado, tasas de inflacién, los intereses. En este contexto, el precio de una
partida es controlada en parte por opciones de comercio, que son contratos que dan
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derechos a comprar o vender la partida en un periodo especificado, se espera que el
precio de la partida fluctue segin el nimero y el precio de las opciones negociadas;
dicha fluctuaciéon se superpone al precio que presumiblemente determinarfan las
puras fuerzas de mercado en ausencia de opciones. El objetivo es, como siempre, la
prediccién del precio futuro de la partida con la mayor fiabilidad posible. Una vez
estimados los efectos de una fluctuacién aleatoria, lo que se pretenderia a continuacién
serfa la posibilidad de controlarlos.

3.5.1. Movimiento Browniano comenzando en cero

Sea (Q2, F, P) un espacio de probabilidad completo y sea B = (By)se; : (R, F, P) —
(R, BY) es un proceso estocéstico real-valuado con indice I = [0, co[. Entonces B es
un movimiento Browniano (comenzando en cero) si:

(o)) B es un proceso gaussiano.

) Bo = 0 casi seguramente.

(v) E(B;) =0y Couv(Bs, B;) = E(Bs;B;) = s At, para todo 5,t >0,y
(0) Para cada w € ) la trayectoria ¢ E [0, 00[— Bi(w) € R es continua.

La condicién (8) es redundante. El movimiento Browniano puede ser caracterizado por
un conjunto equivalente de condiciones:

Proposicién 3.5.1. El proceso B = (B;)i>0 es un movimiento Browniano si y solo si:

(a) By =0 casi sequramente.

(b) Para 0 < s < t el incremento By — B; es normal con medida cero y varianza t — s;
Bt j-“Bs ~ N(O,t - S).

(¢) Para todo 0 < ty < t2 <,...,< t, las variables B, ,By, — By,...B;, — B;,_, son
independientes.

(d) Para todo w € 2 la trayectoria t € [0,00[— Bi(w) € R es continua.

Prueba: Asumiendo B un movimiento Browniano comenzando en cero de (3) y () se
~ prueba (a) y (d), faltarfa (c) y (b).
Sea 0 < s < t de acuerdo a v, E(B;) = E(B;) =0

E(B?) = E(B,B,) =5\ s =s,
similarmente para E(B?) =t y, finalmente, E(B;B;) = s, sin embargo, (Bs, B;) es una

variable aleatoria gaussiana 2 dimensional y, ademés, es imagen lineal B; — B, es una
variable normal uno dimensional con media E(B;) — E(B;) = 0 y varianza:

var(B; — B;) = E((B; - B,)’]

= E[B?-2B;B,+ B =t—s
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asi B; — B, ~ N(0,t — s), muestra (b).
(c) Sea 0 <ty <ty < ... < ty, por (@) el vector aleatorio (By,, By,, ..., By, ) s gaussiano
y asimismo (By,, By, — B, ..., By, — B:,_,) la independencia de las variables B;,, By, —
Bt1a ceey Btn - Btn-l? si:

E[(Btl)(Btj - Btj—l)] =0

y
E[(Btj - Btj__l)(Btk, - Btk-—l)] = 0’

para todo j # k, asumiendo k < j y asi ty_1 < tr < tj-1 < i, sigue que:
E[th (Btj - Btj—l)] = E(Bt1 Btj) - E(BtlBtj-l)

=t1/\tj“‘t1/\tj._1 =t1—'t1=0

y similarmente:
E[(-Btj - Btj_1)(Btk - Btk_1)] = tk - tk — tk-—l + tk-—l =0

<= Asumiendo ahora (a)-(d) satisfechas, necesitamos verificar (o) y (4), notemos
primero que B; = B; — By es una variable normal de acuerdo a (a) y (b), sea ahora
0<t <ty<..<ty deacuerdoa (b)y (¢) By, By, — Bi,, .-, B, — B:,_, son variables
aleatorias independientes normales. Se sigue que (By,, B, — By,, ..., By, — B,_,) es un
vector Gaussiano, y la imagen lineal (By,, By,, ..., By, ) , as{ B es un proceso gaussiano,
esto muestra a. _
Para () note que (a) y (b) con s = 0 implica que B; ~ N(0,t) y E(B;) =0y E(B?) = t,
0 < s < t entonces E(B;B;) = E|[Bs(B; — B,)]| + E(B?) = E(B,)E(B; ~ B,) +s = s
donde usamos la independencia de B, y B; — B, de acuerdo a c¢..J
La condicién (b) implica que el incremento B; — B, son estacionarios, es decir, la
distribucién de este incremento depende de s, a través de t — s.

KW
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Capitulo 4
INTEGRACION ESTOCASTICA

En el siguiente capitulo estudiaremos la integral estocéstica para dos procesos
estocdsticos llamados integrando (H;) y integrador (M), la integral (I, = (H e M),)
serd otro proceso, donde M; es un proceso estocistico martingala local continua o
simplemente martingala local continua.

Se comienza dando los espacios donde podra ser posible esta integral (I, = (H e M);),
deduciendo la integral (I; = (H e M);) de una propiedad en la integral estocéstica para
un proceso de variacién acotada continua definida anteriormente.
Enseguida damos los espacios L2 (M), A?(M), A, de procesos progresivamente
medibles H con caracteristicas diferentes, en donde la integral (H e M); este bien
definida. De acuerdo a ello se establece la integral estocastica para semimartingala
continua (X = M+ A) como (He X = HeM + H e A) ya que la integral para martin-
gala local continua (M) y proceso de variacién acotada (A) fue definido anteriormente.
Damos la integral general para procesos R valuado en este contexto damos la no-
tacién diferencial dZ = HdX de los procesos Z, H. Luego, la integral de 1t6 para
_procesos Ré-valuado y, finalmente, cambio localmente de medida y la martingala local
exponencial.

4.1.. Propiedades medibles de procesos estocasticos

Siendo (9, F, (F,), P) un espacio de probabilidad filtrado completo, siendo la filtra-
cién - ,
continua derecha y aumentada (F}), con Fo = o(UiF}) y el conjunto IT = [0, +oo[x 2.
Donde un proceso estocdstico X serd como una funciéon X : II —» R dado como
X (t,w) = Xi(w), para todo t € [0,+00[y w € .

Asumiendo:

El o-algebra Fp, el trivial (consiste de conjuntos nulos y su complemento).
En consecuencia la variable aleatoria X; es constante, P-casi seguramente, para todo
proceso adaptado X.
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4.1.1. Los o — algebras progresivos y predeicibles en II

Sean By, B y B los o-algebras de Borel en [0,], [0,00] y R, respectivamente, para
cada t > 0. El o-algebra producto B X F es el o-algebra fuerte que es considerado en II.
Entonces el proceso X es llamado conjuntamente medible, si es medible con respecto
aBxF.

Al proceso X lo llamaremos progresivamente medible, si la restriccién de X al conjunto
[0,2] x Q es By x Fi-medible, para cada t > 0.

Un subconjunto A C II es llamado progresivo si 1o es un proceso progresivamente
medible. Esto es equivalente con el requerimiento A N ([0,t] x ) € B; x F;, para todo
t>0.

La familia de todos los subconjuntos progresivos de II, P, forman un o-algebra, el
o-algebra progresivo en II.

Si BC Ryt >0, entonces (X|pgxa) (B) = X~1B) N ([0,#] x Q). De esto se sigue
que X es progresivamente medible si y solo si X es medible con respecto al g-algebra
progresivo.

Cada. proceso progresivamente medible X es (F})-adaptado, esto se sigue del hecho que
medibilidad con respecto a un producto o-algebra implica medibilidad de todas las
secciones.

‘Proposicién 4.1.1. Sea X un proceso progresivamente medible y T un tiempo
(F})-opcional. Entonces el proceso XT es progresivamente medible y la variable
aleatoria Xt es Fp-medible.

Prueba: Fijando t > 0, las aplicaciones (s, w) € ([0,#] x @, B, x F) > u=T(w)As €
([0,t], By) ¥ (s, w) € ([0,¢] x Q, By x F}) = w € (2, F}) son medibles, y ademds:

(s,w) € ([O,.t] x Q, B; x F) = (u,w) = (T(w) A s,w) € ([0,t] X Q, B; x F})

La aplicacién (u,w) € ([0,¢] x Q,B; x F;) — X(u,w) € (R, B) es medible por la
progresividad medible de X y por la composicién: '

(s,w) € ([0,t] x Q, B; x F;) = X(T(w) A s,w) = XT(w) € (R, B)

Esto muestra que el proceso X7 es progresivamente medible y as{ mismo en particular
adaptada, para ver que Xr es Fr-medible. B C R es un conjunto de Borel, mostramos
que [X7 € B] € Fr, equivalentemente [Xr € B]|N{T < t] € F;, para todo 0 < t < oo.

Sit < oo, entonces [Xr € BIN[T <t]=[Xnr € BIN[T <t] € F, como [T <t] € F,
y el proceso X7 es adaptado. Esto implica que:

[Xr € BIN[T < o0] € Fip

y, ademds, puesto que [Xr € B] N [T = 00| € Fu, por Fu-medibilidad de X, sigue
que [Xr € BlN[T <t] € F,, parat =00. O

Un conjunto R de la forma R = {0} x F donde F € Fy, o R =]s,i] x F,
0<s<t<ooylF € F es llamado rectdngulo predicible. Entonces el o-algebra
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predicible P es el ¢ — algebra generado por rectangulos predicibles en el conjunto II.
Los conjuntos en P son llamados conjuntos predicibles.
El proceso X es llamado predicible (X : IT = R), si es medible relativo al o-algebra
predicible P.
Los procesos X son llamados predicibles simples si es una suma finita de procesos de
la forma:
Zo(w) 1oy (1), Z(w)liapy ()  (0)

Donde 0 < a < b, Zy es Fy-medible y Z es variable aleatoria F,-medible. Si, por
ejemplo, R es un rectdngulo predicible, entonces X = 1g es un proceso predicible
simple. |

Proposiciéon 4.1.2. .

(a) Un proceso predicible simple X es predicible.

(b) Un proceso continuo izquierdo (adaptado) X es predicible.
Prueba: La suma de funciones medibles es medible, es suficiente considerar X como
en (0). Sea X = Z (w)1}q4(t), donde Z es F,-medible. Si B C R en un conjunto de
Borel con 0 ¢ B, entonces [X € B} = {(t,w)/t €la,b] yv Z(w) € B} =]a,b] x Z7}(B).
Aqui Z7Y(B) € F,, y [X € B] es un rectdngulo predicible. Asi X es predicible, el caso
X = Zo(w)1{0}(t) es sostenido similarmente.

(b) Usando (a) es suficiente representar X como un limite puntual del proceso predicible
simple X%. Para cada N > 1sea Dy = {glfv/k > 0} y escribimos ry(t) =0, sit =0y
ry(t) = méx{r € Dy/r <t}, si t>0

Ast ry(t) = 5’%7, para todo t e]z—k,v, %’{%], puesto que Dy C Dpyy1, se sigue que
ra(t) < raqa(t), v es facil ver que ry(t) 1 ¢ cuando N 1 oo
XtN(w) = 1[0,N](t)XrN(t)(w), vVt € [0,00[, wE N

como rx(t) 1t la continuidad izquierda de X implica que X" — X punto probable en
cada punto (¢,w) € II, cuando N 1 oo, ademis:

N2N_1
XN (w) = Ly () Xo(w) + Y L iy ()Xo (w)
k=0

puesto que X es adaptado sigue que XV es predicible simple.(]
Proposicién 4.1.3. Todo proceso predicible X es progresivamente medible.

Prueba: Sea la familia x de procesos progresivamente medibles no-negativos X =
X(t,w) : I = [0,00[x — R un A-cono en (II, P,). x contendrd a todos los procesos
predicibles no-negativos. como los rectangulos predicibles R forman un II-sistema ge-
nerando el o-algebra predicible, es suficiente ver que x contiene al proceso X = 1p,
para cada rectdngulo predicible R.

Sea X = 1g, donde R =]a,b] x F, con F' € F,, si t < a, entonces X|gxq = 0 B; x F;-
medible, si t > a, entonces X|jggxa = ligpngxr, donde |a, bAt}x F' € By x Fy y X|jpgxa
es B; x Fy-medible. Asi X es progresivamente medible para el caso R = {0} x F, F € Fy,
similarmente.(J
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4.1.2. Intervalo estocastico y o — algebra opcional

Sean los tiempos opcionales S,T : Q — [0, 00], definimos el intervalo estocéstico
[[S, T}]], como:
| (1S, T]} = {(t, w) € I/S(w) <t < T(w)}

" Los intervalos estocésticos ]S, T]], 1|S, T{[ y [[S, T[[ son definidos similarmente y son
Bx F-medibles. Un intervalo estocéstico es un subconjunto de Il y no contiene un punto
de la forma (oo, w), incluso si T(w) = oo. No se asume que S < T, si S(w) > T(w)
entonces las w-secciones de cualquiera de los intervalos estocasticos es vacio. También
tendremos que:

s (8 w) = L) T (1),

.y similarmente para los, dem3s intervalos estocasticos.

Para mimeros reales s,t con 0 < s < t se puede interpretar como tiempos op-
cionales constante, entonces el intervalo estocéstico [[s,t]] es el conjunto [s,t] x Q C IL.

Todo rectédngulo predicible R es un intervalo estocastico, para ver esto asumi-
mos primero que R es de la forma R =|s,t] x F con F € F,, 0 < s < t, entonces
podemos escribir R =]|S,T]], donde S = s y T = slpc + tlp. Note que la represen-
tacién R =|]S,T][, donde S = slp y T = t1F no es trabajado puesto que en general
ninguno de los dos es un tiempo opcional. Similarmente un rectdngulo R de la forma
R = {0} x F con F € Fy, puede ser escrito como R = [[S,T]]con T =0y S = 1p.. S
es opcional donde F € K.

El o-algebra opcional O en II es el o-algebra generado por la familia de todos los
intervalos estocésticos. Los conjuntos en O son llamados conjuntos opcionales. De esto
se sigue que: ' '
PCOCBXF.

Un proceso X : I = R es llamado opcional si es medible relativo al o-algebra opcional
O en 11. Por lo cual, todo proceso predicible es opcional.

Proposicion 4.1.4. .

(a) Todo proceso opcional es progresivamente medible.

(b) Todo proceso continuo derecho es opcional.

Proposicién 4.1.5. Sea S, T tiempos opcionales. Entonces los intervalos estocdsticos
[[0,T]], 11S, T]] son conguntos predicibles.C]
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4.1.3. Integracion estocastica con respecto a martingala local
continua

Sea, M una martingala local continua. Para procesos idéneos H y t > 0 nosotros
definimos la integral estocastica I; = fot H,dM,, H es llamado el integrando, y M el
integrador.

Puesto que las trayectorias t — M;(w) no son todas grandes de variacién acotada, una
definicién probable trayectoria seria:

Li(w) =./0 Hy(w)dM,(w)

no es posible y tenemos que usar una definicién global.

En su lugar se define la variable aleatoria I;, ¢ > 0 uno por uno, y usamos una
definicién que introduce el proceso (I;);>¢ a través de una propiedad universal. Para
ello, primero, es necesario definir el espacio de integrandos idéneos.

Medidas Doleans u), y Espacio L%(M)

Siendo II = [0,00[x§2 y B el o-algebra de Borel en [0,00[. Para cada conjunto
A € B x F, la funcién no-negativa [ ° 1a(s, w)d(M);(w) en Q es medible y asf:

() = B [ " 1a(s, w)d(M)a(w)]

Claramente puys es una medida positiva en B X F. La extensién usual procede de
funciones.indicadores a funciones simples no negativas, muestra que para cada proceso
conjuntamente medible K > 0, se tendra:

| Kdua = Bel [~ K (s, w)a(oa).(u)

Aunque pys es definido en el o-algebra grande B x F, trabajaremos con la restriccién
a el o-algebra-progresivo Py, siendo ahora:

L*(M) = L*(IL, P,, um)

En vista de ello medibilidad progresiva es equivalente con medibilidad con respecto
al o-algebra progresivo, L?(M) es el espacio de todos los procesos progresivamente
medibles H los cuales satisfacen lo siguiente:

|1 agapy = Erl / T H2A(M),] < oo

Siendo T un tiempo opcional, K un proceso progresivamente medible no-negativo y
t >0, t1 o0 en laigualdad:

(K o (MT)): = (1o K) ® (M),
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/0 " K d(MT), = /0 " Loy (s) Kud(M), = / " Kad().,

Por lo tanto, para cualquier proceso progresivamente medible H:

T
E | acaery = Iiom HlBsary = El / H2d(M),]

Proposicién 4.1.6. Sea T un tiempo opcional. Entonces ppr(A) = ua([[0, T N A),
para cada conjunto A€ Bx F y

HH”%'Z(MT) = ”1[[0,7"]]H“%2(M)
y, ademds, H € L*(MT) <= 1o H € L*(M), para cada proceso medible H.
En particular L2(M) C L*(MT).

Notamos que pupn(II) = Ep[f;° 1d(M),] = Ep[(M)s], sigue que la medida ppy es
finita si y solo si M € H?, en general py es o-finita.

Para ver esto notamos que M es indistinguible de un proceso para la trayectoria de
el cual es continua y asumimos que M tiene esta propiedad, entonces la sucesién
reducida 7,, de tiempos opcionales satisface M™» € H%, n > 1y T, 1 oo para cada
punto de 2, consecuentemente {[0, T,,}] 1 II cuando n 1 co. Ademsés:

([0, T.]]) = . () < 00, para cada n >1

Donde H? denota el espacio de Hilbert de martingalas L?-acotadas continuas N con
norma ||N||2 = ||No|lz2(p) ¥ producto interno (I, N)g2 = Ep[looNs), donde Ny, =
limspoo N; denota el dltimo elemento de la martingala N € H? y (N)oo = limypoo({N);
es integrable.

Siendo HZ = {N € H?/N, = 0} C H? y es un subespacio cerrado, espacio de Hilbert
sobre si mismo. En HZ la norma puede ser escrito como:

[IN|ls = Ep[(N)oo]?, N € HZ.

Proposicién 4.1.7. Sea H € L*(M), entonces H € L*({(M, N)) y asi mismo el proceso
H e (M,N) es definido y es un proceso de variacion acotada continua, para todo N €
H2.

Prueba: Sea N € H?, entonces (M, N) es un proceso de variacién acotada continua y el
proceso creciente (N) es integrable, es decir, Ep[{(N)o,] < 0o en particular tendremos
(N)oo < 00, P-as. similarmente, de H € L*(M) sigue que [;° H2d{M), < oo, P-as, por
~ la desigualdad de Kunita-Watanabe muestra que:

[T aon Ny < ([T maon )i [ )b

- <N>§o(/0°° H2d(M),)} < 00, P—as

Asi H € L*((M,N)). O
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Teorema 4.1.8. Sea M una martingala local continua y H € L?(M). Entonces existe
una tnica martingala local continua I terminando en cero, el cual satisface :

(I,N)=He{(M,N), (5)

para toda martingala local continua N. El proceso I es llamada la integral de H con
respecto a M y es denotado como I = He M = fot H,dM,, donde realmente I € H? y
la aplicacién H € L*(M) — H e M € H{ es una isometria lineal.

Asi:
(HeM)o=0

y
(HeM,N)=He (M,N) para toda martingala local continua N

Prueba: Unicidad _

Asumiendo que I, L, son martingalas locales continuas satisfaciendo (5) y Iy = Ly = 0,
entonces (I — L, N) = (I, N) — (L, N) = 0, para toda martingala local continua N.
N =1- L vemos que (I — L) =0. Asi ] — L es constante y I — L = 0.

Existencia

Sea N € HZ y T un tiempo opcional, entonces H € L*({(M, N)), y el proceso He{(M, N)
y la variable aleatoria (H @ (M, N))o = [;° H,d(M, N), son definidas, y tendremos:

(o (04, Nyl < " HM, NY,| < (N / " B,

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz:
1CH o (M, Nl ey < (Bpl(N)ool) (Ep| / H24(M),)}

= “N||2HH|]L2(M)
la igualdad ||N||2 = (Ep[(N)oo])% usa que N € HZ? combinando la igualdad | E(f) |<||
f ||z para T = oo muestra:

By N € H — Ep| /0 " Hod(M, NY)] = Epl(H » (M, N)).d]

define una funcional lineal en el espacio de Hilbert HZ, consecuentemente existe un
tmico elemento I € HZ satisfaciendo:

By(N) = (I, N)gyz2 = Ep[IoNy], VN € H2

El proceso I satisface lo del enunciado del teorema, primero, verificamos para
N € H:. A= H e (M,N), entonces A es un proceso de variacién acotada continuo
adaptado terminando en cero. La progresividad medible de H asegura la adaptacién
del proceso A. Restringimos a proceso de progresividad medible H en la construccién
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de la integral estocastica. Tenemos que mostrar que (I, N) = A, por la definicién de
(I, N) es suficiente mostrar que:

X=IN—-A=IN-He{(MN)

es una martingala local. X es una martingala. Es suficiente mostrar que Xr € L!(P)
y Ep(Xr) = Ep(Xp) = 0, equivalentemente:

Ep|IrNt]| = Ep|(H o (M, N))7],

para cada tiempo opcional acotado T'. Luego (He (M, N))r € L}(P) y la integrabilidad
cuadrada, de la funcién maximal I, N%, implica que Ir Ny € LY(P). Asi X, € L*(P).
NT es otra martingala en HZ y consecuentemente tiene un 1ltimo elemento el cual
claramente satisface NI = Ny, asf:

Ep[IrNr) = Ep[Ep[l /FT]Nf] = Ep{loNr) = Ep[IxNZ%]

= ©5(NT) = Ep[(H o (M, N"))w] = Ep[(H ¢ (M, N)T)]
= Ep[(H o (M,N))Z] = Ep[(H o (M, N))7]

Donde tenemos que usar la Fr-medibilidad de Ny. Asi I € HZ satisface (5) para todo
N € H3. Sea ahora N cualquier martingala local continua con Np = 0, segin lo visto
anteriormente, existe tiempos opcionales T, 1 oo tal que N™ € HZ, para todo n > 1.
Entonces tendremos:

(I,NYT» = (I, NT*) = H ¢ (M, NT) = (H & (M, N))T

Para todo n > 1. n 1 oo obtenemos (I, N) = H e (M, N). Finalmente, reemplazando
N con N — Ny no cambia, esto sigue (5) sostiene para todo martingala local continua
N vy fija la existencia del proceso I. J

‘Como I = H e M € H? es una martingala L2-acotada y tiene un dltimo elemento
Is: :

o t
/ Hy,dM; = h’m/ HydM; =limI; = I

Proposicién 4.1.9. Sean M, N martingalas locales continuas, H € L}(M), K €
L*(N) y T cualquier tiempo opcional. Entonces He M, Ke N € H? y:

(a) || f5° HedM, ||r2py=|| H e M |lo={| H || z2(ar)-

(b) He M es bilineal en H y M.

(c) MT = Mo + 1o,y ® M, especialmente M = My +1e M.
(d) H" « MT = H o (M™) = (Lo, H) @ M = (H « M)".

(e) (Heo M,N); = [ Hd(M,N),,t>0.

(f) (He M,K o N); = [ HK;d(M,N),,t > 0.

(9) (H o M)y = [y Hd(M),, t 2 0.
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() | [T HedM, | z2my=Il Lo H llz2cany-

Prueba: (a) El tltimo elemento I, = [;° H,dM, de I satisface || Io|| 125y = IIT]2; (b)
De la bilinealidad de la covariacién, la unicidad de I = H o M,

(c) Claramente 1y, € L2(M); puesto que M7 — My es una martingala local continua
el cual termina en cero y necesitamos que (MT — My, N) = o1y ® (M, N), para toda
martingala local continua N. Asi

(MT — Mo, N) = (MT,N) = (M, N)T = 1jo7y ® (M, N)

(d) Muestra que H e (MT) = (HeM)T asi I = (He M)T € HZ y N es una martingala
local continua, y de la definicién de H ¢ M tendremos: '

(I,N)y={((HeM)T,N)=(HeM,NT)=He(M/NT)=He (MT N)

Fijando J/ = H e M7, la prueba de H” « MT = (H o M)T es similar y la igualdad
(Ljo H) @ M = (H o M)T es reducida a la correspondiente igualdad cuando M es un
proceso de variacién acotada.

(e) Esta es la propiedad definida (He M, N) = He (M, N), del proceso (H e M). (f) La
desigualdad de Kunita-Watanabe implica que HK € L'({M, N)), ademss, de acuerdo
a (e) en la forma diferencial,

d<H.M7N>t = th<M7N>t

asf usando (e)
t t
(H o M,K o N}, = / K,d(H o M, N), = / HK,d(M,N),
_ 0 0

(g) Sea K = H y N = M en (e) (h) reemplazando H con 1o H en (a).l]

Proposicién 4.1.10. Sea M una martingala local continua, K € L*(M) y H € L*(Ke
M) entonces HK € L?*(M) y tendremos:

He(KeoM)=(HK)eo M.

Prueba: Tendremos (K e M) = K? ¢ (M) y d{K & M),(w) = K(w)d{M),(w), para
P-ae, w € Q Asi:

| HK Pagae= Evl / H2K2d(M),] = Ep| / H2A(K o M),]

=||H “%2(K0M)< 0o

consecuentemente HK € L?(M), I = (HK)eM € H? es definida, para cada martingala
local continua N, tendremos: v

(I,N) = (HK)  (M,N) = H o (K o (M,N)) = Heo (K o M,N)

.y I =He (K eM),es como desedbamos.(]
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Definicién 4.1. Proceso M-Integrable

Sea M una martingala local continua, definiremos un espacio grande de integrandos
H como sigue:
Un proceso H es llamado M-Integrable si existe una sucesion de tiempos opcionales
(Ty.) tal que T, T co P-as. (casi en todo punto) y H € L2(M™"), para todo n > 1.

Sea entonces L} (M) el espacio de todos los procesos M-Integrables, H.

OBSERVACIONES
(1) Se cumple que L>(M) C L? (M).

(2) La sucesién de tiempos opcionales (T,), puede ser siempre escogido satisfaciendo
Tn(w) T 00, cuando n 1 oo en cada w € €.
Dado un T,, como se indica anteriormente y un £ C ) conjunto nulo tal que
T.(w) 1T oo en cada punto w € E° sea 7, = T,lpe + nlg, m > 1, entonces
T, T 00, siendo n > 1, luego 7, = T,,, P-as. y la filtracién (F;) es aumentada y 7,
es un Ttiempo opcional, finalmente, M™ es indistinguible de MT» y L*(M™) =
L} (M™).

(3) Si H € L2 (M) entonces H, es progresivamente medible y H € L2(MT), es decir:
LiorH € LA(M), n > 1 para una sucesién (T5,).

Proposicién 4.1.11. Para un proceso progresivamente medible H, los siquientes
enunciados son equivalentes:

(a) H € L2 (M).
(b) Ezisten tiempos opcionales T, 1 oo tal que 1o H € L*(M) Vn > 1.
(c) [y H2d{M), < oo, P-as, para cada t > 0.

Prueba: (a) = (b) Puesto que H € L*(MT) & 1oy H € L*(M)
(b) = (c) Sea T,, una sucesién de tiempos opcionales como en (b), entonces:

T, T,
Ep|| HZ2d(M)] <o y H2d(M); < 00, P—as Vn>1.
0 0

Seat >0y w €  es tal que esta igualdad es simultaneamente para todo n > 1 tal
que T,,(w) > t. Entonces:

t
[ Bw)p.w) < oo
0
(c) = (a) Como el proceso H? e (M) es continuo y terminando en cero el tiempo
opcional:

t
T, = tmt{t > 0// H2(M), >n o |[My|>n}
0

satisface T, T oo y
T

H2d(M), <n P —as.
A1)
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Para n > |Mp|, M™» es una martingala local continua con |[MT»| < n de esto se sigue
que M7T» es una martingala y

Tn
M e H? y / H?d{M), < n,

0
Asi
. Tn

.'“H”?F(MTn) = Ep| A Hszd<M>s] =n

y consecuentemente H € L?(MT+) para todo n > 1, esto muestra que H € L} (M).0

Proposicién 4.1.12. Sea X(n) una sucesion de martingalas continuas y T, una
sucesion de tiempos opcionales tal que (a) T, T oo, P —as y (b) X(n+ 1)T» = X(n) ,
n>1.

Entonces existe un dnico proceso adaptado X tal que X™ = X (n), para todo n > 1.
X es una martingala local continua.

Prueba: libro[5], pag. 141.

Teorema 4.1.13. Sea M una martingala local continua y H € L7 (M). Entonces H €

loc

L}, .((M, N)), para cada martingala local continua N, y existe una tnica martingala

local continua H e M terminando en cero tal que (H e M, N) = H o (M, N), para toda -
martingala local continua N.

Prueba: libro[5), pdg. 142.

Observacion
Sea fot HdM, = (He M), H € L} (M), t > 0, como en el caso de integrandos

loc

H € L*(M), el proceso integral( H e M) es también denotado como fot H,dM,.

Propiedades de la integral estocastica con respecto a martingala local
continua

Sea M, N martingalas locales continuas, H € L? (M), K € L2 (N) y T un tiempo
opcional entonces:

(a)He M = fot H,dM, es una martingala local continua con (H e M) = 0.
(b) H e M es bilineal en H y M.

(c) MT = My + 1oy ® M, especialmente M = My + 1 e M.

(d) HT e MT = H o (MT) = (1o H) e M = (H o M)".

(e) (H e M,N); = [ Hyd(M, N),, t > 0.

(f) (H e M,K o N, = [} H.K,d(M,N),, t > 0.

(g) (H e M)y = [ HXd(M),, t > 0.
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Observacion
Sea H € L} (M) y reescribimos la ecuacién (LjpmyH e M) = (H e« M)T. Si

loc

t
Y=HeM, m:/Hdes, t>0
0

y tAT i
/ H,dM, =/ 1[[0,7’]](3)Hdes, t>0
0 0
entonces:
tAT
HdM; = (lpmH e M); = Y, =Y;ur.
0
luego:

t tAT
Y, = / H,dM, = Yipr = / H,dM,.
0 0

Proposicién 4.1.14. (Asociatividad) Sea M una martingala local continua. Si K €
L} (M) y He L2 (K e M), entonces HK € L2 (M) y

loc loc
He(KeoeM)=(HK)e M.
Prueba: Sea
(Ko M) = K2 (M) y d(K o M),(w) = K*w)d(M),(v)

para P-ae w € Qy H € L (K e M) tendremos:

loc
t t
/ H?K?d(M), =/ H?d(K e M), < 00, P —as, para cada t>0
0 0

asi HK € L2 (M) y consecuentemente el proceso I = (HK) e M es definido y es una

loc

martingala local continua, para cada martingala local continua N tendremos:

(I,N) = (HK) o (M,N) = He (K o (M,N)) = He (K o M, N)
y I = H e (K e M) como desedbamos. [J

Revision de espacios de integrandos

Sea M una martingala local continua. El espacio grande de procesos H para el cual
el proceso integral I = H e M es definido es el espacio L7 (M).
Dos procesos H, K € L? (M) son identificados si ellos satisfacen H = K, upy — as, esto
no es equivalente con la usual identificacién de procesos los cuales son versiones de cada
~ otro o indistinguibles. Lo cual implica que: He M = K e M note que ({((H— K)o M); =
fot |Hs - KS|2d(M>S)
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Si H € L2, (M), entonces el proceso I es una martingala local continua con variacién

cuadratica: ,
(I, = (H o M), = / H2d(M),, t>0.
0
Asi; .
(T)oo = / H2(M),
0

si ahora H € L?(M), entonces:

Ep((D)eo) = | HZ2aa) < 00

y
I=HeMeH} con ||I|z=Ep({I)e) = HH“2L2(M)

con la condicién E({I);) < 00, 0 < t < oo lo cual implica que I es una martingala

cuadrada integrable.

Esto sugiere que introduzcamos el espacio intermedio A?(M) de todos los procesos
progresivamente medibles H satisfaciendo:

t
Ep[/ H2d(M),] < 00, Vt >0 ,equivalentemente :
0

I2(H) = Ep| / H2A(M),)] = [LjomyH| 2 < 00 para todo n> 1
0

Asi, por lo tanto, A%(M) es el espacio de todos los procesos progresivamente medibles
H tal que:
LipngH € L*(M) para todo n>1

Si H € A*(M), entonces 1o H € L*(M), y ademés:
(HeM)" = (ljpH)e M € H, para todo n>1

De esto se sigue que H e M es una martingala cuadrada integrable. Dos procesos
H, K € L*(M) son identificados si ellos satisfacen || H—K || »(,s)= 0, equivalentemente

H = K, up — as, y dos procesos H, K € A2(M) son idénticos si II,(H — K) = 0 para
todo n > 1 y se cumplird entonces lo siguiente:

LA(M) € A2(M) C LE(M),
Proposicién 4.1.15. Sea M una martingala local continua
(a) Si H € L3(M), entonces el proceso creciente (H e M) es integrable, H e M es una
martingala en HZ y la aplicacion H € L*(M) — H ¢ M € HZ una isometria:

l / Hdesniz(P)=||H-Mn§=||H||%2(M)=Ep[/0 HAA(M),)
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(b) Si H € A* (M), entonces H ¢« M es una martingala cuadrada zntegmble
satisfaciendo:

t t
I [ ML ey = gl = Bel | H20).L W8 2 0

Ejemplo 4.1.1. Si B es un movimiento Browniano uno dimensional, entonces (Bi> =
s y consecuentemente el espacio L*(B) consiste de todos los procesos progresivamente
medibles H satisfaciendo Ep|f;° H2ds] < oo.

Luego, enseguida se vera para semimartingalas:

4.1.4. Integraciéon respecto a semimartingalas continuas

Se desarrollara la integral estocdstica a integrandos los cuales son semimartingalas
continuas. As{ S denota la familia de todas las semimartingalas continuas (de valor
real) en (Q, F,(F;),P) y X € S con descomposicién X = M + A, donde M es una
martingala local continua, A un proceso de variacién acotada continua terminando en
cero. Definimos el espacio L(X) de procesos X — integrables como L(X) = L2 (M)N

L} .(A). Asf L(X) es el espacio de todos los procesos progresivamente medibles H
satisfaciendo: '

¢ ¢
/ H?d{M), +/ |H,||dAs| < 00, p—as,Vt>0
0 0

Para H € L(X), H0X=H0M—|—H0Ayf(stdXs=(HQX)t con:

rt t t
/Hsts=/ Hdes+/ H,dA,, t>0
Jo /0. /0.

Asi el caso de un integrador general X € S puede ser reducido al caso X = M a una
martingala local y X = A a un proceso de variacién acotada. -
Puesto que H e M es una martingala local y H e A es un proceso de variacién acotada,
continuo terminando en cero, de esto se sigue que He X es una semimartingala continua
con descomposicién H e X = He M + H o A en particular ug,x = HeA=Heopuxy
H e X es una martingala local si y solo si H ¢ A = (, y similarmente a las propiedades
anteriores:

Proposicién 4.1.16. Sea XY € S, HH € L(X), K € L(Y), S < T, tiempos
opcionales, W variable aleatoria Fg-medible, a > 0 y Z una variable aleatoria F,-
medible entonces:

(a) He X = fot H,dX es una semimartz’hgala continua con (H e X)y =

(b) H e X es bilineal en H y X.

(c) XT = Xo + 171 @ X, especialmente X = Xo+1e X.

(d) HT e XT = Heo (XT) = (lporyH) e X = (He X)T.
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(e) (HeX,Y), = [ Hd(X,Y),, t > 0.

f) (He X,K oY) = [} HK,d(X,Y),, t > 0.

(9) (H « X}, = [} H2d(X),, t > 0.

(h) H(t,w) =103 (t)Z(w) € L(X), y He X = 0.

(i) H=Wlysm € L(X), y He X = W(XT - X9).

(i) Si H y H' son indistinguibles, entonces lo son los procesos He X y H o X.

Prueba: libro(5}, pag. 147.

Prop.osicién 4.1.17. Sea X € S, si K € L(X) y H € L(KeX), entonces HK € L(X)
yHe(KeX)=(HK)eX. ‘

Proposicién 4.1.18. Sea X € S y H € L(X), entonces para casi todo w € 2 la
trayectoria t — (H & X),(w) es constante en cualgquier intervalo a,b] en el cual:

(a) Hy(w) = 0, para todo t € [a,b] 6
(b) Xi(w) = Xo(w), para todo t € [a,b).

Prueba: libro[5], pag. 148.
El espacio A, de integrandos localmente acotados

El espacio L(X) de procesos X-integrables depende de la semimartingala X.
Introducimos un espacio A, de integrandos el cual es independiente del integrador X.
Llamamos a un proceso H localmente acotado, si existe una sucesién T, 1 oo
de tiempos opcionales tal que |H™| < C, < oo en Il = R, x , para todo n > 1
donde C,, son constantes, A, denota el espacio de todos los procesos progresivamente
medibles y localmente acotados H.

Asi si toda trayectoria t — Hy(w) del proceso adaptado H es continua, entonces H es
localmente acotado. Asf T, = inf{t > 0/|H;| > n} es una sucesién de tiempos opcio-
nales T}, 1 0o tal que |HT*| < n, para todo n > |Hy| donde Hy es una constante.

Si H es cualquier proceso adaptado continuo, entonces H es indistinguible de un pro-
ceso K para el cual la trayectoria es continua. Reemplazando H con K no afectars la
" integral estocdstica H e X.

Proposicién 4.1.19. A, C L(X), para cada semimartingala continua X .
Prueba: libro[5], pag. 149.

 Proposicién 4.1.20. X,Y € S y H,K € A, entonces para casi todo w € Q (p-
" ae), la diferencia (H @ X);(w) — (K oY), (w) es constante en cualquier z’ntervalo;[a, b]
satisfaciendo:

(a) Hi(w) = Ki(w), para todo t € [a,b] y

(b) X:(w) = Yy(w), para todo t € [a, b]
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En particular (H & X)y(w) = (K o Y)y(w), p-ae w € Q tal que Hy(w) = Kt(ziu) Y
Xi(w) = Y;(w) para todo t € [0, b].0

La integral estocastica como limite de una suma tipo Riemann

Sea X,Y € S y H un proceso adaptado continuo. H € A, C L(X), por la
continuidad.
Fijando t > 0, sea A = {0 =ty < t; < t2 < ... < t, = t} una particién del mtel?valo

[0’ t]’ Yy sea “A“ = mé‘xlgjgn(tj - tj—l) y: !

Sa(H,X) =Y Hy, ,(Xy; — Xy,_,)

j=1

Asi SA(H, X) es la suma A — Riemann para la integral fot HdX, el cual evaliia el inte-
grando H siempre como el punto final izquierdo de la particién A y también podemos
escribirlo como:

Sa(H, X) = /0 Ra(H)odX, = (Ra(H) ¢ X);

donde Ra(H) es el siguiente proceso predicible :

. n
RA(H,X) = LgHo+ Y Hy, Iy,

=1

En lo siguiente se verd que la integral estocéstica fot H,dX, es el limite en probabilidad
de la suma de Riemann.

Proposmlon 4.1.21. Sea X € S y H un proceso adaptado continuo. Entbnces
N f HydX; = limpe0 Sa, (H, X) en probabilidad, para cada sucesion A, de pamczones
- de el intervalo [0,1] tal que ||Ay]| = 0, cuando n 1 .

Prueba: Reemplazando H con una versién idénea del cual H es indistinguible, asumi-
~ mos que todas las trayectorias de H son continuas.

(a) Asumo primero |H| < C < oo, para alguna constante C' y sea A, una sucesién
de particiones de [0.t]. Entonces Ra,(H) — H punto probable en Il = R, x Q y
|Ra,.my| < C, para cada n > 1. El teorema de convergencia dominada implica que
Sa.(H,X) = (Ra,(H)® X); — (H ® X); en probabilidad, cuando n 1 co.

(b) En general existe una sucesién Ty, 1 0o de tiempos opcionales con |HT"| < m, para
todo m >| Hp | (recalcamos que Hy es una constante). Para tal m, acorde a (a)

Sa,(HT™ X) — (H™ @ X); .en probabilidad, cuando n? oo

En el conjunto [T, > t] tendremos Sa,(H™,X) = Sp,(H,X) y (H' e X); = (H e
X);™ = (H e X);. Asi Sa,(H,X) — (H ¢ X); en probabilidad en el conjunto [T;,, > ¢].
Puesto que U,, [T, > t] = Q, de esto sigue que Sa, (H, X) — (H @ X); en probabilidad
en (2. O
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Proposicién 4.1.22. Sea 0 < a < b, Z una variable aleatoria real F,-medible, H un
proceso continuo adaptado y X € S. Entonces f: ZHdX, =7 f: HdX,.

Para una particién A = {0 =t5 < t; < ... < t, =t} del intervalo [0, ¢] sea:

SQAH,X,Y) =Y "H,_,(Xy; — Xy,_)(¥y, = Vy,_,)

=1

Similarmente SQa(H, X) = Qa(H, X, X), es decir:

SQA(Ha X) = Z Htj—l (th - th—1)2
=1
multipliéando la igualdad:
4(th - th-l)(}/tj - Ytj~1)
= ((th + Y;]) - (th—1 + Ytj—-1))2 - ((th - }/t]) - (th-1 - Ytj-—1))2’

con Hy,_, y sumando para j = 1,2,3, ...n muestra:

SQa(H, X,Y) = 71SQa(H, X +Y) = SQa(H, X = V)

Proposicién 4.1.23. Regla del producto estocdstico
Sea X,Y € S. Entonces:

t t
XY = XoYs +/ X, dY, +/ Y dX; +(X,Y):, para todo t > 0.
0 0

Prueba: Sea A = {0 =ty < t; < t3 < ... < t, = t} cualquier particién del intervalo
[0, t], sumando las igualdades:

thY;j - th-—ll/;j—l = (th - th-1)'(ytj - Ytj-l) + th—l (Ytg - Ytj-—l)

+)/tj—1 (Xt - ‘th—l)

sobre j = 1,2,3...,n para obtener:
XY, - XoYs = Qa(X,Y) + Sa(X,Y) + Sa(Y, X))

con Qa(X,Y) como anteriormente, ahora ||Al| — 0.00
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4.1.5. Integracion con respecto a vector valuado
semimartingala continua

Los vectores en R? son vistas como vectores columnas y escribimos z =
(z',22,...,x%), £ € R% donde ' (prima) denota la transposicién. Sea z.y = ) AR
denota el producto interno en R<.

Un proceso R%valuado X; = (X},X2,..X2) es llamado continuo, martingala lo-
cal, semimartingala, si cada proceso componente X, ;7 = 1,2,3,....,d tiene la
respectiva propiedad. Asi S¢ denotard la familia de todas las semimartingalas
continuas R%-valuado en (, F, (F;), P).

Para X € §¢ definimos la variacién cuadrética (X) como, (X) = }:;lzl (X7). Si X es
una martingala local, entonces (X) es el inico proceso de variacién acotada continuo
A terminando en cero (A4y = 0) tal que || X||> — A es una martingala local. En realidad
(X) es un proceso creciente.

Llamamos al proceso X cuadrado integrable si esta satisface E(]|X;||?) < oo, V¢ > 0,
es decir, si todos los procesos componentes th , son cuadrados integrables.

Si X es una martingala cuadrada integrable continua, entonces || X||2 — (X) es una
martingala, en analogfa al caso uno dimensional, para X,Y € S¢ difinimos el proceso
de covariacién (X,Y’) como:

d
(X,Y)=> (X7,Y9).
v 7=1
Si X,Y son martingalas locales, entonces (X,Y) es el tinico proceso de variacién aco-
tada continua A terminando en cero tal que X.Y — A es una martingala local. Si X,
Y son martingalas cuadradas integrables, entonces X.Y — A es una martingala.
Sea X7 = M7 + A’ la descomposicién de X7 (A7 = uy;), para j = 1,2,3,...,d, defi-
nimos el compensador ux de X a el proceso R¥-valuado ux = (A, A?,..., A%, ux es
el \inico proceso de variacién acotado R%*-wvaluado continuo A, terminando en cero tal
que X — A es una martingala local. '
Si Z es una semimartingala escalar continua, entonces el producto ZX es la semimar-

tingala R%wvaluado : ,
ZX = (X, ZX2, .., ZX%)

y definimos la covariacién (Z, X) como el proceso R%-valuado :
(2,X)=({Z,X"),(Z,X?),...{Z,X%)

Si Z, X son martingalas locales, entonces (Z, X) es otra vez un tnico proceso de varia-
cién acotado continuo A terminando en cero tal que ZX — A es una martingala local
(R%-valuado). '

Definimos el espacio L(X) de procesos X-integrables como el espacio de todos los pro-
cesos progresivamente medibles R%-valuado H = (H*, H?, ...H%) tal que, H? € L(X?),
para j = 1,2, ....,d, es decir, L(X) = L(X') x ... x L(X?) .A; = uxs, L(X) consiste de
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todos los procesos progresivamente medibles R%-valuado H = (H!, H?,...H?)' tal que:
d t . . t - .
S [ Epace, + [ 1} <co P as, W20
7=1 0 0

Para He L(X) He X = Z;Ll H’ & X7 y escribimos (H e X); = f(f H,dX, entonces:

Asi la diferencial estocéstica dX como vector dX = (dX',dX?,...,dX%) y consecuen-
temente H.dX = Z -, H7.dX7. Luego, la variacién cuadratlca (X) la covariacién
(X,Y) y el proceso 1ntegra1 H e X son procesos escala.res

Si X es una martingala local, entonces L(X?) = (X ,1 < j < dy

loc
LX) = (XY x L2 (X?) x ... x L} (X%, el cual es también denotado como
Lipe(X).

loc

Proposicién 4.1.24. Sea Z € S, X,Y € §¢, H H' € L(X), K € L(Y) y T un tiempo
opcional, entonces:

(a) H o X = j;)t H,.dX, es una semimartingala escalar continua con (H @ X)y = 0.

(b) He X es bilineal en H yX.

(c) XT = Xo+ ljozy ® X, especialmente X = Xo +1eX.

(d)HO(XT) (1[[0T]H)OX (H X)T

(e) (Z,H e X); = fo Ha.d Z,X)s, t 20.

(f) (HeX,K oY), =31 _, [§ HIKId(X",Y),, t>0.

(9) Si H y H' son indistinguibles, también lo son los procesos He X y H' ¢ X
Prueba: libro[5), pag. 154.

Proposicién 4.1.25. Asociatividad
Sea X € S¢, si K € L(X) y H € L(K ¢ X), entonces HK € L(X) y tendremos:

He(KoeX)=(HK)eo X

Prueba: para cada proceso componente, similarmente a las anteriores
demostraciones.l]
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Los espacios L*(M) y A2(M)

Para una martingala local continua R%waluada M = (M, M2, .. M%) L*(M)
y A%2(M) denota el espacio de todos los procesos progresivamente medibles R%-valuado
H = (H', H?,..., HY) satisfaciendo H’ € L*(M7) y H/ € A>(MY), para j = 1,2,...,d,
asi L2(M) es el espacio producto directo L2(M) = L3(M?') x L*(M?) x ... x L*(M%) y
es un espacio de Hilbert con norma:

1l = N ey = Y- B [ P00,

Similarmente A%2(M) es el espacio producto A2(M) = A2(M?') x A2(M?) x ... x A2(M?)
como en el caso uno dimensional A?(M) consiste de todos los procesos R-valuado H
tal que 1y H € L*(M), para todo t > 0, que es todo proceso progresivamente medible
R-valuado H tal que:

d

I Yo H F2any= D ot H 32y, para todo ¢>0
p

Los subespacios de procesos predicibles H en L?(M), respectivamente A%(M) son ce-
rrados y tendremos la inclucién:

L*(M) € A*(M) € Li, (M) = L(M)

Donde He M = E;i:l Hi o M, es decir, [} HdM, = Zj=1 Jy HidMj para todo
HelLl} (M)yt>0.

loc

4.2. Férmula de Ito

Sea X = (X', X2 ..X¢% un proceso R%wvaluado con trayectorias continuamente
diferenciales y consideremos el proceso Y; = f(X;), donde f € C%(R?) y escribimos:

of o%f
Dil = 5a; ¥ Pl = gua;

El proceso Y tiene trayectorias continuamente diferenciables con:

2 f(Xy(w)) = i Dy (X)) 2 Xi (w)
dt AT gt

j=1

Fijando w y integrando:

d t d .
FOw) = Fa(w)) = 3 [ Daf (Xw) X2 w)ds
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donde la integral es interpretada trayectoria probable. Escribimos como:
FX0) - £(Xo) = / D;f(X,)dX]

esta ecuacion sigue siendo cierto si X es un proceso de variacién acotada continua. La
situacién se convierte mas complicada si el proceso X es una semimartingala continua,
y adema4s, no tiene trayectorias las cuales sean de variacién acotada en intervalos finitos
en general.

Proposicién 4.2.1. Sea G C R? un conjunto abierto. X = (X1, X?,...X%) una semi-
martingala continua con valores en G y f € C*(G). Entonces:

F(X) ~ F(Xo) = Z / D, f(X,)dXi + Z / Dy f(X.)d(X*, X7),

P-as, para cada t > 0. Escribiendo f(X) la notacion del proceso f(X,;) podemos rees-
cribir como:

f(X) - f(Xo)—ZD fX)e X7+ 5 ZDsz(X) o (X', X7)

Jj= i,j=1

Prueba: libro [5], pdg. 158.
Notacién diferencial

Si X € S escribimos dZ; = HydX; o dZ = HdX si y solo si H € L(X) y
Zy = Z0+f0 H,dX;, para todo t > 0, equivalentementesi H € L(X)y Z = Zy+He X
La ecuacién dZ = 0 es interpretado como dZ = 0dX, para algin X € S, claramente
entonces dZ = 0 si y solo si Z; = Zy, t > 0, es decir, Z es una constante estocéstica.
Por la ley asociativa:

dZ = HdX y dX=KdY =dZ=HKdY

con He L(X), Ke L(Y),Z=HeX yW = K oY implica que HK € L} ({X,Y))
y(HeX KeY), = f; H,K,d(X,Y)s, t > 0 en notacién diferencial:

dZ = HdX, y dW =KdY = d{(Z,W)=HKd(X,Y)
Si .deﬁn'in'qu el producto dZdW de la diferencial estocéastica dZ y dW como:
| dZdW = d{(Z, W),
.entonces se asume que dZ = HdX, dW = KdY = dZdW = HKdXdY . En particular

dZ = HdX = d(Z) = (d2)* = sz(X)
No es andlogo para el producto diferencial dXdY en teoria integral cldsica: Si X y Y
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son localmente de variacién acotada entonces (X,Y) = 0.
Lo siguiente puede ser generalizado a integrandos vectores valuados X.

Si X € S? se puede escribir dZ = HdX siysolosi He L(X)y Z = Zy+ He X,
es decir, Z; = Zy+ ijl [y HidX3, para todo t > 0, ahora si Z es una semimartingala
escalar la ley asociativa ahora asume que:

dY = KdZ y dZ = HdX = dY = (KH)dX

siempre que X € S¢, H € L(X), K € L(Z) = L(H ¢ X) donde X y H son procesos
Ri-valuado Z, K procesos escalares. Asi KH es un proceso R%*valuado

Proposicién 4.2.2. Sea Z € S, X,)Y € §¢, H € L(X), K € L(Y) y T un tiempo
opcional, entonces:

(a) d(H e X) = HdX.

(6) dXT = 1o mdX.

(¢) d{Z,H ¢ X) = H.d(Z,X).

(d) dHe X, KeY) =52 HKId(X: Y.

1,j=1
Proposicién 4.2.3.
(a) df (Xs) = S0, Dif(Xe)dX] + 3 38y Diyf(X)d(X?, X7),
(b) df (¢, Xs) = Z(t, Xe)dt + S°5_; D f(t, Xe)dXT + 1 30, Diif (8, Xe)d(X?, X).0

i,j=1
Un caso especial, donde X € S, es una semimartingala escalar (d = 1).

Proposicién 4.2.4. Serd:

(a) df(X:) = f(Xp)d X, + %f”(Xt)CKX)t-
(B)df (t, X:) = (8, Xe)dt + () (¢, Xo)dX, + 3(5E) (¢, Xo)d(X ).

bz?

Ejemplo 4.2.1. Sea S; el precio del Stock en un tiempo t > 0, en un modelo simple
vemos S como una semimartingala continua satisfaciendo la dindmica:

dS, = pSidt + 08, dB,  (0)

donde B es un movimiento Browniano (uno dimensional), p y o son constantes. de
acuerdo a nuestra convencidn consideremos diferencial estocdstico, ecuacion (0) y es
interpretado como:

t t
S: =S+ u/ Sds + a/ SsdBg,
0 0

lo describimos mds formalmente:
—— = udt + od B,

sugerimos la siguiente interpretacion: p es la tasa de retorno media instantdnea y o
es la tasa de retorno de varianza instantdnea del stock S. Tomando una solucion Sy de
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(0) de la forma S; = f(t, B:), para alguna funcién f = f(t,x) € C*(R?) aqui queremos
que f(0, By) = So, es decir, f(0,0) = So, (0) puede ser reescrito como:

df (¢, B:) = pf(t, By)dt + o f(t, B;)dB; (1)
por la férmula de Ité:

2
i, B = Z 6, B+ 2L (1, Byas.+ ;2L ByacB)

puesto que (B); =1, es decir:

142

4]

una comparacion muestra que la funcion f satisface:

(A) -~ =g

(B) = T 553 =4

De (A) se sigue que f(t,z) = C(t)e°® y en (B)

C'(t)e’® + %UZC(t)e"z = uC(t)e’,

es decir, C'(t) = (u— %2)C(t), con solucidn: C(t) = Cet=T) asi f(t,z) = C(t)e”® =
Celb=T)toz de £(0,0) = Sy obtenemos C = Sy :

(t,9) = Svexp{(u— L)t + o3}

S; = f(t, B;) = Soexp{(u — Z;—)t +oB,}.0
esta prueba produce una solucién, pero no investiga la unicidad de la solucidn.
_Cai'acterizacién de Levi de un movimiento Browniano
" Proposicién  4.2.5. Sea B,=(B},B? B3,...B}) un movimiento Browniano en

- (Y, F, (F,), P), entonces:

(a) BiB! es una martingala, para todo i # j.
(b) {(B?, B3) = 0, para todo i # j.O
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Proposicién 4.2.6. Sea B = (B', B2, ..., BY) una martingala local continua, R°-
valuada. Entonces B es un movimiento Browniano en (2, F, (Fy), P) si y solo si satis-
face: :

(Byw=t y (BB =0
para todot >0 yi,7 € {1,...,d} coni# 7. Prueba: libro[5]. pdg. 167.

Cambio de medida
Cambio localmente equivalente de probabilidad

Siendo (Q, F, (F}), P) espacio de probabilidad filtrado con la filtracién continua
derecha (F}) y Fy consiste de todos los conjuntos nulos y sus complementos. Una medida
de probabilidad Q en Fyo = 0(UisoF}) es llamada localmente equivalente a P, si la
restriccién @/ F; es equivalente a la restriccién P/ F;, para cada t > 0, esto no implica
que Py @ sean equivalentes en F, ellos son mutuamente singulares en este o-algebra
- grande: Para f € LY(P), g € LY(Q)

m%ﬁ%% EF()=Bp(fIF) v FR(0)=Folo/F) t20,

y con el teorema de Bayes:
(a) M, es una P-martingala estrictamente positiva con My = 1.

(b) Para f € LMQ,Fr), tendremos FE®(f) = EP(Mpf)/Mr =
EP(Mrf)/EP(My) 0<t<T.

(c) El proceso adaptado (Z;) es una @Q-martingala (Q-martingal local) si y solo si el
proceso (M;Z;) es una P-martingala (P-martingala local).

“El proceso M es'llamado densidad proceso asociado con la medida P y Q.

Asumiremos a la densidad proceso M continua:

Proposicién 4.2.7. (Teorema de Girsanov) Asumiendo que @ es localmente equi-
valente a P y X una P-semimartingala continua. Entonces X es también una Q-

semimartingala continua y el compensador ug con respecto a QQ es dado por:

u$y = uk + (X, log(M))

Asi la integral estocdstica es invariante sobre cambio a medida de probabilidad

localmente equivalente. Con P, Q y My = %, t > 0 como anteriormente.

Proposicién 4.2.8. La integral estocdstica I = (H ¢ X ) es la P-semimartingala
continua Unica satisfaciendo: '
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(a) Iy =0,uf =Heuk y

(b) {I,Y) = H e (X,Y), para cada P-semimartingala continuaY.
Prueba: libro[5}, pag. 171.

Proposicién 4.2.9. Sean P, Q y X, como anteriormente, entonces:

(a) El espacio L(X) es el mismo respecto a P y Q.
(b) Para H € L(X) tendremos (H # X)F = (H ¢ X)?

Prueba: libro[5], pag. 172.
Proposicién 4.2.10. Sea X € Sy, entonces UL = UL exp({log(X), log(M)))

4.2.1. La exponencial martingala local

Sea L una martingala local continua con Ly = 0, la exponencial Doleans Z = ¢(L)
de L es definida como: 1
Zt = Et(L) = eXp(Lt - '2‘<L>t)

y tendremos una ecuacién integral estocdstica para Z.

Proposicién 4.2.11. El proceso Z = e(L) satisface Z; = 1 + fot ZydL, y Zy = 1.
Asi Z es una martingala local no negativa y asimismo una supermartingala. Conse-
cuentemente Z es una martingala si y solo si E(Z;) =1, para todo t > 1.

Pme_ba: Sea (; = Ly — %(L)t. Entonces {y = 0 y ¢ es una semimartingala continua con
martingala local parte L. Asf (¢) = (L). Aplicando la férmula de Ité a Z = exp((),
implica que:
1 1 1
dz; = ezp((s)dCs + é’emp(gs)d(C)s = st(Ls - é'(L)s) + §st(L>s = ZsdLs.
Puesto que Zy = 1, esto sigue que Z; =1+ f(f ZsdL,, y ademéds, Z es una martingala,
local. [

En forma diferencial la ecuacién para Z se lee dZ; = Z;dL; que es anélogo a la
ecuacién diferencial dz(t) = z(t)dt con solucién tnica z(t) = z(0)et.

Proposicién 4.2.12. Sea L una martingala local continua con Lo =0 y Ey = g,(L) =
exp(L; — 3(L);). Entonces cada solucion X € S de la ecuacidn diferencial estocdstica
exponencial dX; = X,dL, tiene la forma X; = XoE;, para todo t > 0.

Prueba: Asumiendo que X € S satisfaciendo dX, = X,dL,. Entonces U, = X,E;}

" . una semimartingala continua. Puesto que Fy = 1, tendremos Uy = X, y muestra que

U, = Uy, t > 0. Puesto que U es una semimartingala continua, es equivalente con
dU; = 0, por 1a regla del producto estocédstico:

dUs = X, dEY + E7YdX, + d(X, E7Y),
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De dE; = EidL; y dX; = XidL, esdecir, E=1+FEeL X = Xy+ X eL yconlo
anterior inferimos que:
d(E); = E;d(L),

d(X, E—l)t = -—E{zd(X, E>t = ~E[2XtEtd(L, L)t = ”XtEg—ld(L)t
usando la férmula de Itd y dE; = EydL,,

dE;' = —B;%dE; + B *d(E), = —E;'dLy + E7d(L),,

consecuentemente el término X:dE; ' anteriormente se convierte en —X,F; 'dL, +
X.E;*d(L);, ya que de dX; = X;dLs, el término E; 'dX; se convierte X,E; 'dL, asf to-
dos los términos anteriores se cancelan y dU; = 0, como desedbamos. [J

Proposicién 4.2.13. Sea V una martingala local continua R%-valuada y v € L(V).
Entonces la solucion general X € S de la ecuacidn diferencial estocdstica exponencial:

dX; = XiydV;
tiene la forma X; = Xoei(yo V).

Prueba: Reescribiendo dX; = X;.d(y e V), y usando las proposiciones anteriores con
L=~eV,

Proposicién 4.2.14. Sea L una martingala local continua con Ly = 0, si (L), <
C(t) < oo en Q, para alguna funcién no decreciente (deterministica) C : [0, 00—
[0,00[, entonces la exponencial Doleans Z = (L) es una martingala con Ep(Z}) <
4e°® si (L), < C, para todo t > 0, donde la constante C no depende de t, entonces la
martingala Z es L*-acotada

Prueba: libro[5], pag. 174.

Ejemplo 4.2.2. Sea W un movimiento Browniano uno dimensional, p una constante y
L= peW, es decir, Ly = [ udW, = uW;, entonces (L), = (u*e(W)), = f; pids = pu*t
y satisface la anterior proposicion, consecuentemente:

' 1 1,

Zy = g,(L) = exp(Ls — ‘2'<L>t) = exp(uW; — SH t),
t > 0 es una martingala.l]

Proposicién 4.2.15. Condicién Novikov
~ Sea M una martingala local continua con My = 0 y asumiendo que Eplexp(3(M),)] <
00, 0 <t < o0, entonces Z = (M) es una martingala.

Teorema De Girsanov’s

Sea ) medida de probabilidad localmente equivalente a Py M; = ‘;J(QP;—}I:::—)Z, sea W un

movimiento Browniano d-dimensional en (Q, F, (F;), P), W no puede esperarse que sea
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un movimiento Browniano con respecto a . Sin embargo, W difiere de un movimiento
@-Browniano (un movimiento Browniano en (, F, (F;), Q) ) solo por un proceso de
variacién acotado. Sea W una P-semimartingala (R%uvaluado) y consecuentemente es
una Q-semimartingala. Asf:
We =W —u
Q

es una martingala Q-local y puesto que e} compensador uyy, es un proceso de variacién
acotado (R?%-valuado) tenemos que: (W#)Q), = (W), =ty

(W92, (W9)%), = (W, W), =
Vi,7={1,2,...,d} con i # j.
de la caracterizacién de levi d-dimensional, se sigue que W< es un movimiento Brow-

‘niano con respecto a Q. Puesto que W es una P-martingala, tendremos uf, = 0y
usando la férmula de Girsanov’s:

ufy = uly + (W, log(M)) = (W, log(M))

M continua:
(W, log(M)) = (W, log(M)), (W2, log(M)), ...(W*, log(M)))
El movimiento Q-Browniano W asume la forma:
We =W — (W,log(M))

y asumiendo M = g(ye W)

para algtin proceso v € L(W). v;, W7 denotan componentes del proceso R*valuado -y
y W. M es continua y log(M) =vyeW — A = Zf:l v;#W*— A, donde A es un proceso
de variacién acotado continuo A = (y e W) asi:

(W7, log(M)) = (W7, "7 e W')

i=1

d t t
= ;% o (W W*) = /0 v (8)ds = (/0 v(s)ds);

se sigue que: .
(W, log(M)), = / v(s)ds
0

asi el movimiento Q-Browniano W< asume la forma:
t

WE =W, —/ v(s)ds
0
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Proposicién 4.2.16. Sea W un movimiento Browniano d-dimensional en
(Q, F, (F), P), Q una medida de probabilidad localmente equivalente a P y asumiendo

que M; = %%%% satisfaciendo M = e(y o W), es decir:

dM,
M,

= 7(t).dW;

¢t > 0, para algin v € L(W). Entonces el proceso W2 = W, — fot v(s)ds es un movi-
miento Browniano en (Q, F, (F), Q).

Volatilidad

Sea T > 0 y S una semimartingala continua estrictamente positiva en [0,T] sea

Zy = log(St) y
V(t,T) = /{S)r — (S): = 1/(S)T
ST =(2Z)r —(2). = /(2)T, te0,T]

- represeéntacién como limite en probabilidad:

— 2
<S - "k‘{nOZ(S’th Stk-l)

= lm > (%, - Z,.,)* = lim > (log(

)
la[—0 A]I-0 Sty

donde el limite es tomado sobre todas las particiones A = {t;} de [t,T], es claro
que {(S)T y (Z)T = (log(Y))¥ son medidas de la volatilidad porcentual respectiva del
proceso S; sobre el intervalo [t, 7.

Esta variacién cuadrética no cambia con otra medida de probabilidad equivalente.

Sea (S;) el precio de un seguro, las trayectorias de .S son gobernadas por la probabilidad
del mercado P, con la medida de probabilidad equivalente Q). Es usual pensar que la
volatilidad de S respecto a la medida coinciden con la volatilidad de S respecto a la
probabilidad P, y podemos asi estimar la tasa de mercado. Asi S satisface

dS; = u(t)dt + v(t)dWs, te€[0,T]
donde W, = (W}, W2,...W2) movimiento Browniano d-dimensional en (2, F, (F}), P)
y v € L(W) entonces d(S); = |[v(t)||* y
T
V)= [ Inolds
t

y

| VA (0,0) = u()|fdt
ast ||(t)]|? es una densidad para V2(0,¢). Se refiere a el proceso v(t) como el proceso
volatilidad de S.
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Capitulo 5
APLICACION A FINANZAS

En este capitulo, con lo desarrollado anteriormente, se soluciona las ecuaciones
dindmicas de mercado comercial establecidas por Black-Scholes para un bono
principal (B;) y para un Stock (.S;). Se obtendra caracteristicas especiales deducidas
de la solucién, tanto para el bono principal como para el stock, tales como las tasas
de retorno, (r) y (1) dadas en la ecuacién original. Cuando cambiamos la probabilidad
(P) por otra localmente equivalente, cambian las ecuaciones dindmicas, buscamos que
con la probabilidad nueva @ sean también dindmicas las nuevas ecuaciones tanto para
el stock como para el bono.

Luego, definimos una estrategia comercial ¢; = (K}, H;) como un proceso R2-valuado
predicible, sin arbitraje y con arbitraje, cuando es llamado financiamiento-asimismo,
estrategia comercial acotada inferiormente (o domada).

La estrategia comercial ayuda a dar una interpretaciéon del comportamiento de pre-
" cios de un bono principal y Stock a semejanza con lo que sucede realmente en un
mercado actual, finalmente, damos un ejemplo donde existe una estrategia comercial
¢ = (K, Hy) en un mercado arbitrado, pero este no es acotada inferiormente (o no
“domada)

5.0.2. El modelo

Considerando un mercado comercial con solo dos seguros un bono principal y un
Stock. Identificamos estos seguros con sus procesos de precios B; y S; los cuales deno-
tan el precio del bono y stock en el tiempo ¢ € [0, T}, respectivamente. Aqui T denota
el horizonte de tiempo finito.

Donde todo el comercio es asumido parado en el tiempo 7. Y asumimos varias asun-
ciones sobre el mercado:

(a) Los seguros pueden ser comprados y vendidos en una cantidad ilimitada y son
infinitamente divisibles (es decir, cualquier fraccién del seguro puede ser
comprado o vendido).

(b) No hay transaccién de costos.

(c) El bono y el stock satisfacen:
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dBf = 7( )Btdt B() =1 Yy

% = /L(f)dt + a(t)th, So =
1
donde r,o : [0,T] — Ry y p : [0,7] — R son funciones continuas

(procesos deterministicos), W es un movimiento Browniano en el espacio de

probabilidad filtrado (Q, F, (F}), P) y (F;) la filtracién es aumentada generada por

W donde esta filtracion es continua derecha.

Donde B; = exp( fot r(s)ds), en el modelo el bono es no estocéstico, By es constante

para todo t € [0,T], de la naturaleza no decreciente de By, no estd sujeta a riesgo.

Una inversién en el bono puede ser liquidada en cualquier tiempo més ain sin incurrir
“en perdida. Consecuentemente r es llamado tasa de retorno riesgo-libre.

La ecuacién para-el precio del Stock, puede ser solucionada, con o(t)dW, = d(c e W)t

y reescribiendo

- /J(f)Stdf = S',« (o e W),
multiplicando con m(t # exp(— fo Xt = m(t)S, y usando la regla del
producto estocdstico obtenemos
dXt = Xtd(O' L] W)t

con solucién unica
Xt X06t (O' L M/)

observando que Xo = Sp y multiplicando con m(t) ™! = ezp( fot p(s)ds) esto se convierte
en:

S, = Soean( / (s)ds)ex(o o W)

= Soexp( i '(u(s) - éo(s)z)ds +/0 o(s)dWs)

Puesto que aqui £;(c e W) es una martingala con una media constante, Sop = z una
constante, tomando esperanza tendremos

E(S;) = S'Oea:p(/o p(s)ds)

y podemos asi considerar u(t) como la tasa de retorno esperada instantdneamente, en
el stock S en el tiempo ¢, también tendremos la igualdad d(log(S)); = o(t)*dt, viendo
o(t) como el volatilidad porcentual instantanea de S en el tiempo t.

Una inversion de L ddlares en el bono en tiempo cero crece a un délar en tiempo
t en riesgo menor y representa el valor en tiempo cero de un délar a ser recibido en
tiempo £.
Asi B% es el factor discontinuo, expresando los precios constantes, tiempo cero dolares.

93



Por ejemplo S2 = % es el proceso de precios Stock expresado en délares constantes.
Esta discontinuidad elimina un flujo inflacionario en precios, el cual es consecuencia
del hecho que el dinero es guardado por intereses, y es un necesario primer paso hacia
transformar el proceso de precios B;, S; en martingalas con respecto a alguna otra
medida de probabilidad equivalente idéneo Pg en Fr.

La discontinuidad del bono BZ = % = 1 es ya una martingala en cualquier medida
de probabilidad. Un corto desarrollo que envuelve la regla del producto estocéstico

muestra que:
dSE = a(t)SBlo(t) " (u(t) — r(t))dt + dW;] ...(2)
5.0.3. Medida martingala equivalente

Al eliminar el flujo (4 — 7)S2 de la ecuacién anterior (2), tendriamos:

¢
w2 ==/ y(s)ds + W,
0

donde v = X (o es asumida estrictamente positiva) entonces:
dWB = o(t) "1 (u(t) — r(t))dt + dW,

y (2) se podré reescribir:

SRR dSE = o(t)SEdWE ...(0)

La tasa esperada de retorno u en el stock desaparece y la ecuacién (0) se soluciona con:
SE = Syei(c e WE).

Luego es deseable fijar una medida de probabilidad Py en el cual W2 sea un movi-
miento Browniano, para que la ecuacién (0) pueda ser considerada como la dindmica
del proceso SZ, sobre la probabilidad Pg y sea S una Pg-martingala
La probabilidad Pg es facilmente fijada. Como:

t
WE =w, +/ v(s)ds
0
es suficiente determinar Pg, tal que, el proceso de densidad M; = d(ggf/g t)) satisface:
dM; = —~(t) M dW,, equivalentemente M; = ¢;(—y ® M), para todo ¢ € [0, T}], puesto
que M y e(—v o W) son ambas martingalas en [0, T] es suficiente tener:

dPp

5 =¢gp(—yeW) = e:cp(—/o vy(s)dW, — %/0 7(5)2d8)

y esto define una medida de probabilidad idénea Pg en Fr. La condicién v € L(W)
es satisfecha puesto que <y es continua.

La propiedad crucial es el hecho que ‘%‘1 > 0 y asi la medida de probabilidad
Pp es actualmente equivalente a la medida de probabilidad original P.
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Proposicién 5.0.17. Los procesos de precios discontinuos B = 1, SP son martinga-
las con respecto a la probabilidad Pg.

Por esto Pp es llamado la medida martingala equivalente, y como S; = B;S? (0)
implica que:
as; B
— = r(t)dt + o(t)dW;
St
Puesto que W£P es un movimiento Browniano con respecto a Pg, esta ecuacién es
la dindmica de S; sobre Pg.
Notamos que con el cambio a la medida de probabilidad martingala equivalente Pg se
reemplaza la tasa de retorno esperado p de S sobre P con la tasa de retorno riesgo-
libre r en el bono. Con respecto a Pg, cuando al inversor le corresponde riesgo neutral.
La posibilidad de mayor ganancia es compensada a un riesgo-neutral del inversor que
no espera retorno mayor que el retorno riesgo-libre demandado de cualquier bien.
En consecuencia Pg es también llamado probabilidad riesgo neutral. Por contraste a
la probabilidad original P es ahora llamado la probabilidad mercado.
La naturaleza no estocéstica de « implica que el movimiento Browniano W2 = W, +
fot v(8)ds genera la misma filtracién aumentada (F;) como el movimiento Browniano
original W.

5.0.4. Estrategia comercial y ausencia de arbitraje

Una estrategia comercial (dindmica de portafolio) es un proceso R2-valuado
predicible: _
¢t = (Kt7 Ht)’

t € [0,T], satisfaciendo K € L(B) y H € L(S). Este requerimiento asegura que la
diferencial estocéstica KdB y HdS estan definidas. Ya que la naturaleza especial de
nuestro proceso B y S es facilmente vista equivalente con la condicién:

T T
/ | K|dt +/ H2dt < 00 P — as,
0 0

El proceso ¢ es interpretado como un portafolio cambiando continuamente sostenido
sobre K; unidades del Bono y H; unidades del Stock en el tiempo t. Los coeficientes
K y H son llamados pesos del portafolio, asf:

Vi(¢) = KB, + H,S;

es el precio de este portafolio en el tiempo t.
Tal que un portafolio es llamado domado (acotado inferiormente), si el proceso de
precios V;(¢) es acotado inferiormente, es decir:

para todo 0 <t < T y alguna constante C.
Consideremos un portafolio ¢; = (K3, H;) el cual sostiene un nimero constante de
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acciones (movimientos), del bono (B;) y el stock (.S;), excepto para un solo rebalanceo
del portafolio en el tiempo tp, en otras palabras asumiremos lo siguiente:

Kt’—_ a. ,S% tsto
a+ ,st t> 1

bo st t<ty
Ht_{b+ st t >t

donde a_, a4y, b., by, son constantes. El reajuste en el tiempo t; es llamado
financiamiento-asimismo, en otras palabras la posicién en el tiempo t; es vender
y proceder a invertir inmediatamente dentro de la nueva posicién. Esto es equivalente
con el requerimiento Vi (¢) = a4 By + by Sy, €l cual es equivalente con la siguiente
igualdad:

AVip) = Vi(9) — Vio (@) = a1 (Bt — By,) + b4(Se — Sy,) = KeAB, + H/AS, >t
y esto nos daré la siguiente definicién general.

Definicién 5.1. La estrategia comercial ¢, = (K, Hy) es llamada financiamiento-
asimismo si estd satisface:

d‘/t(¢) = thBt -+ thSt

tal estrategia comercial ¢ es interpretada como un portafolio el cual es continuamente
reequilibrado (reajustado), sin inyeccion o retiro de fondos. Una transferencia de fondos
se da en el tiempo de esta inyeccion. La condicion de financiamiento-asimismo puede
también ser escrito .como:

Vi) =Vi(o) + [ (KudBu + Hudsl), t€0.7)

. El proceso de precios discontinuos V;5(¢) = Y%}@ de una estrategia comercial ¢ =
(K, H), tiene la forma:
' o : V2(¢) = Ky + H,S.

Prdposicién 5.0.18. Sea ¢, = (K, H;) una estrategia comercial domada (acotada
inferiormente). Entonces ¢ es financiamiento-asimismo st y solo si el proceso de
precios portafolio discontinuo satisface:

dV2(¢) = H,dS?

Prueba: Sea V; = Vi(¢), V;2 = K, + H;SE y por la regla del producto estocéstico, se
sigue que:

dV;B = dK, + H;dSE + SEdH, + d(H, S®), (1)

Observando que:
dSE = —rS,B;'dt + B;'dS;
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y podemos escribir:
t
SE =5, +/ dSE = A+ (B e S),,
0

donde A es un proceso de variacién acotada continuo. Consecuentemente:
(H,SBY = (H,BeS)=B1e(H,S),

en otras palabras:
d(H,83), = B;*d(H, S,

asi (1) se puede reescribir como:
dV;E = H,dSP + [dK, + SBdH, + B 'd{H, S)] ...(2)

Similarmente de V; = K, B; + H;S;, por la regla del producto estocéstico y la propiedad
de variacién acotada de B:

d‘/t = thBt + Btth + thSt + Stht -+ d(H, S)t
= K;dB; + H;dS; + [SidH; + B:dK; + d{(H, S)]
= K,dB; + H,dS; + B;[SPdH; + dK, + B 'd{H, S),]

usando (2) se puede reescribir como: dV;? — H,;dS?, consecuentemente:

dV, = K;dB; + HdS; + B,(dV;® — H,dSP).00

Observacion
Llamaremos, a una estrategia comercial ¢ estatica si esta es constante, es decir, los
coeficientes K; = Ky y H; = Hy no depende de ¢, entonces, obviamente:

dVi(¢) = d(KoB; + HoS;) = KodB; + HodS:
es decir, ¢ es financiamiento-asimismo.

Proposicién 5.0.19. Sea ¢ una estrategia comercial financiamiento-asimismo en-
tonces:

(a) VB(¢) es una Pg-martingala local.

(b) Si ¢ es domada (acotada inferiormente), entonces V;B(¢) es una Pp-
supermartingala.

(c) Si Vi(9) es un proceso de variacion acotada, entonces:

dViy(¢) = r(t)Vi(g)dt.
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Prueba: (a) De dVP($) = H dSE, se concluye que VB (¢) = Vo(¢) + H » SE.
(b) Una martingala local, el cual es acotada inferiormente es una supermartingala.
(c) Si Vi(#) es un proceso de variacién acotada, lo mismo es verdad del proceso V,2(¢),
el cual es una Pp-martingala-local, y es constante en el tiempo y dV,? = 0, y sigue
que: _

dV, = d(B,V,®) = VPdB, + BdV,? = r(t)B,VPdt = r(t)V;dt.O

Observaciones _ .
Una estrategia comercial domada ¢ es una estrategia el cual no tolera pérdidas sin
una acotacion. En otras palabras una méaxima pérdida es conocida. en adelante.
Si el proceso de precios V(¢) tiene trayectorias de variacién acotada entonces la
estrategia ¢ es llamada riesgo menor. '
En el modelo dV; = KdB; + H;dS; = KdB; + u(t)H:S,dt + o (t) H,S;dW; y as{ mismo
la propiedad de riesgo-ltbre puede solo suceder en el caso o H = 0.

Estrategia arbitrada

Una estrategia comercial ¢ es llamada estrategia arbitrada si es financiamiento-
astmismo y satisface: '

Vo(¢) =0, Vr(¢)=0 y P(Vr(¢)>0)>0

tal que una estrategia puede ser originada y mantenida hasta el tiempo T sin fon-
dos, con llevando no riesgo (Vir(¢) > 0) y guia a un juego final positivo con
probabilidad positiva. : _ '

En general se cree que la estrategia arbitrada no existe en un mercado financiero real.
Esta creencia es basada en la conviccién que la aparicién de una estrategia arbitrada
direcciona (guia) el mercado de jugadores a tratar de explotarla en una escala muy
grande. Esta estrategia mueve el camino y hace desaparecer la oportunidad.

El siguiente ejemplo mostrara que la estrategia arbitrada existe en nuestro modelo.
Sin embargo, también mostraremos que no existe una estrategia arbitrada domada.
Este hecho es una consecuencia inmediata de la existencia de la medida martingala
equivalente Pg.

Ejemplo 5.0.3. Incluso cuando vamos en contra, pagar la apuesta, la estrategia
ganadora puede ser fijada por crecimiento suficiente al jugarse en cada apuesta. To-
mando en el resultado X,, = +1 de un lanzamiento de una moneda, +1/ — 1 con
probabilidad P(X, = 1) = p, P(X, = =1) = ¢, n > 1. Donde 2" = 1+ Sro 2k
apostamos 2"~ délares a través de la moneda en el n-enésimo tiro (jugada). Ganando
de a 1 ddlar en tiempo T = inf{n > 1/X, = 1}, donde:

) oo _ 1 1
E(T)zZnP(T:n)=znq” 1p=p(1 = < 00

-q)? 1-g¢g

n=0

Nuestra ganancia de a 1 es finito, el tiempo de parada T no es acotada y tenemos por
lo que debemos estar preparados a una apuesta arbitraria larga.
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En una situacion continua tal estrategia puede ser implementada en intervalos de tiem-
po finito [0, T|. Considerando nuestro modelo, (mercado simple de Black-Scholes), con
r=pu=0yo=1. En este caso:

Bt = 17
dSt = Stth
Y t
St = exp(Wt - °2-);

t € [0,T]. Donde los bienes B, S son martingalas con respecto a la probabilidad mercado
(original) P. La integral estocdstica

1(t) = / \/TlTdesa

es una martingala local en [0, T[] con variacién cuadrdtica

| T
(I)t—A T—sds—lo‘q(T-—t)’

donde s = log(T/(T —t)) si y solo sit = t(s) = T(1 — e™*) con crecimiento t(s) :
[0, 00— [0, T'[, sigue que J(s) = I(t(s)) es una martingala local continua en [0,00] con
variacion cuadrdtica (J)s = (I)ys) = s y asi mismo es un movimiento Browniano en
[0, ool.

En particular p, = inf{s > 0/J(s) = a} < 0o casi seqguramente, para cada nimero real
o. Muestra que:

To =inf{t >0/I(t) =a} < T

y I(T A 1,) = a casi sequramente. Y ¢ = (K, H) es una estrategia comercial satisfa-
ciendo K; = I(t A 1) — H:S:, entonces:

¢
V}(qb) = K; + H;S; = I(t A 'ra) = / (T - 3):211[ssfa]dW3’
0

especialmente Vo(¢) =0, Vr(d) =a y
dVi(9) = (T = )7 Lpgr,)dWs,

de dB; = 0 y dS; = Sy dW, sigue que la condicion financiamiento-asimismo asume la
forma: -

1
VvI -1

y esto puede ser considerado satisfaciendo Hy = (Syv/T — t)  1j4<r,). Con K, definida,
¢ es una estrategia financiamiento-asimismo que nos alcanza una cantidad arbitraria
de a ddlares en el tiempo T casi seguramente con no inversion inicial en el tiempo cero.
Esta estrategia no es domada.

- H,SdW, = KidB, + HdS, = dV,(¢) = Lt<rajdWe

99



Proposicién 5.0.20. En el modelo (mercado simple de Black-Scholes), la estrategia
arbitrada (acotada inferiormente) domada no existe.

Prueba: Sea ¢ una estrategia comercial financiamiento-asimismo domada con
VE(¢) > 0y V2(¢) = 0. Entonces V,P(¢) es una Pp-supermartingala, en particu-
lar Ep, (VF(9)) < Ep,(Vi?(¢)) = 0. Por lo tanto, V,2(¢) = 0, Pg-as y asimismo
también P-as, consecuentemente ¢ no puede ser una estrategia arbitrada.l]

Proposicién 5.0.21. Sea ¢ una estrategia comercial financiamiento-asimismo. Si
Vr(¢) =0 y |Vi(¢)| < C, t € [0,T), para alguna constante C, entonces Vi(¢) = 0, para
todo t € [0,T).

Prueba: Escribimos V.2 = VB(¢) = %?2. Entonces V,;? es una Pg-martingala local el
cual es uniformemente acotada y asf{ mismo una martingala. De V.Z = 0 y la propiedad
de martingala se sigue que V;Z = 0, Pg-as y asf mismo P-as, para todo t € [0,T]. O

Proposiciéon 5.0.22. Sea 1, x estrategias comercial financiamiento-asimismo Y asu-
miendo que Vr(¥) = Vr(x). St |Vr(y) — Vr(x)| < C, t € [0,T), para alguna constante
C, entonces Vy(¢)) = Vi(x) para todo t € [0,T).0
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Capitulo 6
CONCLUSIONES

Las conclusiones del presente trabajo son las siguientes:

e La integral estocastica para semimartingalas continuas definida y
desarrollada en el presente trabajo nos ayuda a dar solucién, a las ecuaciones del
modelo de mercado establecidas por Black-Scholes, que modela en dos ecuaciones
dindmicas el comportamiento de dos seguros un bono principal y un stock, en
un mercado comercial (como los mercados actuales), en el cual las soluciones
nos darén informacién del comportamiento de las tasas, llaméndolas tasas de
retorno esperada, riesgo libre y tasa de retorno esperada instantaneamente.

e Cambiando la medida a medida martingala equivalente, variaran las ecuaciones,
y se solucionaran similarmente, cambiando las posiciones de las tasas, siendo el
nuevo modelo parecido al anterior.

e Siendo el mercado comercial de dos seguros se define una estrategia
comercial de los dos como un proceso estocastico R2-valuado predicible, para
poder ver la conveniencia de las inversiones en el mercado. Viendo la estrategia
comercial en un mercado arbitrado y no arbitrado, definimos la estrategia
comercial financiamiento-asimismo, y domada. Concluyendo que no existe una
estrategia comercial domada en un mercado arbitrado.

e La teorfa de martingalas y de integracién estocdstica nos dan un valioso
medio (instrumento) para poder modelar, interpretar y solucionar, problemas
econdmicos en mercados comerciales, comportamientos financieros de los precios
de bienes, bonos, derivados.
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