
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERÍA 

FACULTAD DE CIENCIAS 

"DINÁMICA DE APLICACIONES HOLOMORFÁS 
SOBRE EL ESPACIO PROYECTIVO" 

TÉSIS 

PARA OPTAR EL GRADO ACADÉMICO DE MAESTRO EN 
CIENCIAS CON MENCIÓN EN MATEMÁTICA APLICADA 

ELABORADO POR 

MAURO FERNANDO HERNANDEZ IGLESIAS 
\. 

Asesor 
Dr. PERCY FERNÁNDEZ SÁNCHEZ 

LIMA-PERÚ 

2008 

ALUMNO
Nuevo sello



A mi bisabuela Hipólita 
Román García. 



Agradecimientos 

Agradezco a mi asesor Percy Fernández por toda la paciencia y los con
sejos que tuvo conmigo para poder concluir este trabajo, a mis amigos del 
IMCA y SAN MARCOS que estuvieron siempre pendientes de mi avance. 



4 

RESUMEN 

Las aplicaciones holomorfas de ]P>1 en IP>1 se pueden expresar en coor
denadas homogéneas como (p(x, y) : q(x, y)], donde p, q son polinomios ho
mogéneos del mismo grado y sin factores comunes, que en coordenadas afines 
se puede expresar como :i~:=~, razón por la cual estudiar la dinámica de una 
aplicación holomorfa R de IP>1 en IP>1 es estudiar la dinámica de una aplicación 
racional. 
El comportamiento dinámico de la familia {Rn} de aplicaciones racionales se 
hace a través de dos conjuntos. 

El conjunto de Fatou, que es el máximo abierto donde la familia {Rn} es 
equicontinua o normal, y el conjunto de Julia definido como el complemento 
del conjunto de Fatou. Para el caso de una variable tenemos el Teorema de 
Montel, que nos da un criterio para afirmar cuando una familia de aplicacio
nes es normal. Para el caso de varias variables también podemos expresar 
una aplicación holomorfa en la forma [Po : p1 : p2 : . . . : Pn]; donde los 
Pi E C[x0 , x1 , ... , xn] son polinomios homogéneos del mismo grado y sin fac
tores comunes, y podemos definir los conjuntos de Fatou y Julia de modo 
análogo al caso unidimensional, sin embargo no tenemos una herramienta 
análoga al Teorema de Montel, esta dificultad es salvada introduciendo la 
Geometría Hiperbólica de Kobayashi, la cual permite definir las variedades 
hiperbólicas en el sentido de Kobayashi la importancia de estas variedades 
radica en que las aplicaciones holomorfas definidas en estas variedades con
traen distancia. 
Un concepto más fuerte que hiperbolicidad y que también veremos es el 
llamado encaje hiperbólico, además ultilizando Teoremas debido a Borel ve
remos que el complemento de 2n + 1 hiperplanos en posición general, está 
hiperbólicamente encajado en JPm. 
Uno de los resultados centrales en esta monografía, es que genericamente las 
aplicaciones holomorfas f : JP>2 -+ JP>2

, tienen la propiedad que el comple
mento de sus cinco primeras iteraciones de su conjunto de puntos críticos 
está hiperbólicamente encajado en JP>2 . 
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INTRODUCCIÓN 

Esta monografía trata del estudio de la dinámica de aplicaciones holomorfas 
sobre los espacios proyectivos (llamados también endomorfismos); a lo largo 
de estas notas usaremos indistintamente los términos función, aplicación o 
mapeo. 
El inicio de la dinámica de aplicaciones holomorfas tuvo su origen con Fa
tou en 1906 específicamente estudió la iteración de la función racional de 
grado dos, z;;2 la cual es una representación local de la aplicación holomorfa 
[x : y] -+ [x2 

: x 2 + 2y2
]; paralelamente en la misma época Julia también 

estudiaba el comportamiento de las órbitas de funciones racionales. Antes 
de 1990 ya existían algunos trabajos de dinámica compleja de aplicaciones 
holomorfas en más de una variable, después de ese año el estudio de ese tipo 
de dinámica se ha intensificado ver ([Si] y su bibliografía). 
El estudio de la dinámica de los endomorfismos sobre espacios proyectivos 
de dimensión mayor a uno comienza con el artículo Sibony y Fornaess [FS1], 
posteriormente se han realizado muchas investigaciones sobre los endomor
fi::;mos. E::;íe trabajo esta inspirado en el artículo [FS1], empaza.remo::; da.nuo 
los prerequisitos necesarios para comprender los resultados allí tratados. 
Se usarán importantes resultados tanto en una como varias variables com
plejas, a continuación pasamos a describir el contenido de cada capítulo. 

En el primer capítulo empezaremos dando algunas propiedades algebrai
cas y geométricas del espacio proyectivo ]pm, la topología a. usar es la de 
Zariski que es la topología natural desde un punto de vista algebraico, desde 
el punto de vista diferenciable esta topología es muy tosca, pues todos los 
abiertos son densos en la topología heredada por la estructura diferenciable, 
esta propiedad dará un sentido de generalidad a las propiedades que estudie
mos, luego veremos los conjuntos analíticos y algebraicos y enunciaremos el 
Teorema de Chow que nos permitirá utilizar indistintamente ambos conjun
tos, también describiremos el número de intersección de n hipersuperficies 
del espacio proyectivo ¡pm en un punto dado y enunciamos el importante Teo
rema de Bezout. La última sección de este capítulo estará dedicado a familias 
normales sobre espacios métricos, donde enunciamos el Teorema de Ascoli
Arzela y el Teorema de Montel. 

En el segundo capítulo, hacemos una recopilación de algunos resultados 
de dinámica holomorfa unidimensional. En la primera sección caracteriza-
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mos las aplicaciones holomorfas y definimos los conjuntos de Fatou y Julia 
de estas aplicaciones: sobre ellos recae toda la complejidad de la dinámica de 
ese tipo de aplicaciones. En la siguiente sección estudiamos los puntos fijos y 
periódicos de ese tipo de aplicaciones holomorfas, en la última sección estu
diaremos las propiedades de los conjuntos invariantes y relacionaremos estas 
propiedades con las de su conjunto de Julia. Acabaremos con un ejemplo de 
aplicación racional cuyo conjunto de Julia es todo IP1

. En todo este capítulo 
se pondrá atención a la utilid~d del Teorema de Montel. 

En el tercer capítulo, comenzaremos probando que las aplicaciones halo
morfas del espacio proyectivo ]pm en sí mismo, son polinomiales, este resul
tado es conocido como el Teorema de Weierstrass-Hurwitz: esta descripción 
será consecuencia del Teorema Extensión de Levi. Por medio de este re
sultado también analizaremos las aplicaciones meromorfas. Luego veremos 
los conjuntos de Fatou y Julia para endomorfismos del espacio proyectivo 
de dimensión arbitraria, de manera análoga al caso unidimensional, y dare
mos una topología al espacio de aplicaciones holomorfas, usando para esto el 
Teorema de la Aplicación Pr.opia, luego estudiaremos los puntos periódicos 
de funciones holomorfas, y calcularemos explícitamente el número de puntos 
periódicos de un cierto orden (ver Corolario 4). En el resto de este capítulo 
se estudiará los conjuntos excepcionales y veremos que genéricamente las 
aplicaciones holomorfas no poseen este tipo de conjuntos. Para el caso de 
aplicaciones holomorfas sobre el plano proyectivo serán descritas completa
mente las variedades excepcionales. 

En el cuarto capítulo, introduciremos la Geometría de Kobayashi sobre 
variedades complejas, mediante la cual toda aplicación holomorfa contraerá 
distancia. Comenzamos la primera sección estudiando la métrica de Poincaré 
y sus consecuencias. Luego definimos la semimétrica de Kobayashi y vere
mos sus principales propiedades, cuando esta semimétrica es una métrica 
el espacio es llamado Hiperbólico en sentido de Kobayashi o simplemente 
hiperbólico, luego pasamos a estudiar las variedades hiperbólicamente enca
jadas, y el criterio de hiperbolicidad en el sentido de Brody que es muy útil 
para decidir cuando una variedad es hiperbólica en el sentido de Kobaya.shi, 
esto es precisamente el Teorema de Brody sobre variedades compactas. Con
cluimos este Capítulo revisando los Teoremas de Green [Grl], [Gr2] que es 
consecuencia del estudio de encaje hiperbólico y del Teorema de Brody. 
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En el quinto capítulo usaremos los Teoremas de Green para probar que 
genéricamente las aplicaciones holomorfas de grado (d 2:: 2) en el plano 
proyectivo cu~plen las siguientes propiedades: 
• Para uma aplicación holomorfa f com conjunto de puntos críticos C se 
cumple de que los conjuntos ¡n(C), O :5 n :54 no tienen intersección triple. 
• .IF2

\ (u!=ofn( C)) es hiperbólico Kobayashi. 
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Notaciones: 
C: El cuerpo de los números complejos. 
C* =e- {o}. 
JR: El cuerpo de los números reales. 
ID>r = { z E e : 1 Z 1 < r}. 
ID>= {z E e: lzl < 1}. 
]))* =]))- {0}. 
JP>k : Espacio proyectivo k-dimensional complejo. 
KM :Métrica de Kobayashi. 
KM: Métrica infinitesimal de Kobayashi-Royden. 
ds~: Métrica de Poincaré en el disco ID>r. 
ds2 : Métrica de Poincaré en el disco unitario ID>. 
dsL: Métrica hermitiana de la variedad compleja M. 
F(f): Conjunto de Fatou de f. 
.1(!): Conjunto de Julia de f. 
1-l: Espacio de las aplicaciones holomorfas en el espacio proyectivo. 
1-ld: Espacio de las aplicaciones holom.orfa.s de grado d en el espacio proyec
tivo. 
Md: Espacio de las aplicaciones meromorfas de grado d y de rango máximo 
en el espacio proyectivo. 
8A: Frontera del conjunto A. 
A: Clausura del conjunto A. 
¡n = f o ... o j: Composici6n de J, ncveces. 
0: El anillo local de funciones holomorfas. 
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Capítulo 1 

Espacio P_royectivo 

1.1 Estructura holomorfa de JP>n 

Definición l. Un atlas holomorfo de dimensión m E IN sobre un espacio 
topológico M es una familia de homeomorfismos <p; : U; ~ <p; (U;) e cm, 
definidas en abiertos U; tal que: 

2. Si Wik = Uk n U; # 0 entonces <pi(Wik), y <fJk(H!ik) son abiertos de 
cm, y la aplicación <fJk o <pj1 

: <pi(Wik) ~ <fJk(Wi~) es holomorfa. 

Las <pi son llamadas parametrizaciones. 
Una variedad holomorfa de dimensión m E IN es un espacio topológico Haus
dorff y segundo contable, el cual admite un atlas holomorfo de dimensión m. 

La dinámica que estudiaremos se desárrollará sobre tlll ambiente que tiene 
estructura de variedad holomorfa, con abundantes propiedades topológicas y 
algebraicas. 
En en+ 1 ~ {O} consideremos los rayos [ ao : · · · : an] determinados por el punto 
(ao, ... , an) E Cn+l_ {O} y el origen de Cn+l el conjunto de todos estos ráyos 
es denotado por ¡pm y es llamado el espacio proyectivo n dimensional complejo. 

J 

Observación l. Cuando n = 1 es llamado línea proyectiva. 
Cuando n = 2 es llamado plano proyectivo, para n 2: 3 es llamado espacio 
proyectivo. 

11 
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Veamos ahora la definición formal de JPm. Diremos que (a0 , •.. , an) y 
(bo, ... , bn) en cn+l- {O} son equivalentes si existe a E C* tal que: 
(ao, ... , an) = a(bo, ... , bn) y denotaremos esta relación por ""· 
Es claro que esta relación es de equivalencia y denotaremos a la clase que 
contiene a (a0 , ... , an) por [ao: · · · : an]· 

Proposición l. El espacio proyectivo de dimensión n tiene estructura de 
variedad compleja n dimensional. 

Prueba. Por medio de la aplicación H : Cn+l -{O} -+ F definida como 
(xo, ... , Xn) -+ [xo : · · · : Xn], podemos inducir una topología en lF diciendo 
que un conjunto A e !Pm es abierto en pn si H-1(A) es abierto de cn+l_ {0}. 
La aplicación H es sobreyectiva y abierta, pues para todo abierto U se tiene 
que: 

H-1 H(U) = UteiC-{o}<pt(U), 

donde I.Pt : Cn+l -{O} -+ cn+l- {0}, <pt(z) = tz. Por tanto F adquiere la 
estructura segundo contable de cn+l- {0}. 

Consideremos ahora [ao, · · · , an] i= [b0 , • · · , bn] y dos ábiertos disjuntos 
U y V en Cn+l - {O} conteniendo los puntos (ao, · · · , an) y (bo, · · · , bn), 
luego consideramos los abiertos disjuntos CU = UteiC-{o}<pt(U) y CV = 
UteiC-{o}<pt(F), generados por los conjuntos U y V los cuales por definición 
contienen a las direcciones dadas por los vectores (ao, · · · , an) y (b0 , · · • , bn) 
de este modo tenemos dos abiertos disjuntos H(CU) y H(CV), teniendo los 
puntos [ao, · · · , an] y [bo, · · · , bn] respectivamente. Por tanto pn es Hausdorff. 

Ahora, para cada i = O, 1, ... , n consideremos los abiertos Ui = {[ao : 
· · · : an] : ai i= O} y las aplicaciones 4>i : Ui -+en definidas como: 

las cuales resultan ser homeomorfismos, con inversas 4>i1 
: en -'4 uí definidas 

como: 

De donde 
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Por lo tanto las aplicaciones 4J;</>i1 son holomorfas, así tenemos que wn 
tiene estructura de variedad compleja n dimensional, siendo las </>i sus para
metrizaciones. O 

Definición 2. Sean M y N variedades holomorfas de dimensiones m y n 
respectivamente. Una aplicación f : M -+ N es holomorfa en p E M si 
existen parametrizaciones <p; : U; -+ cm y '1/Ji : Vi -+ en con p E U; y 
f(U;) e Vi tal que '1/Jdcpj 1 

: <p;(U;) -+ '1/J(Vi) es holomorfa en <p;(p). 
Si la función f es holomorfa en cada punto de M~ se dirá simplemente que es 
holomorfa. 

Si f es holomorfa con inversa holomorfa, esta aplicación será llamada biho
lomorfa. 

Las parametrizaciones </>; : Ui -+ cm , son biholomorfismos, con lo cual 
podemos identificar a cm con abiertos del espacio proyectivo . 

Ejemplo l. La aplicación natural H : cn+l -{O} -+ r definida como 
(xo, ... , Xn) -+ [xo : · · · : Xn] es holomorfa. 
En efecto, supongamos que xi =/=O, entonces la imagen está en Ui. 

Así 4JioH(xo,··· ,xn) = (xo/xi,···,Xi-dxi,Xi+l/xi,···,xnfxi)· 

Observación 2. r = en u r-1. 

En efecto r - U0 consiste precisamente del subespacio lineal L = { z E 
cn+l: Zo =O} 
y su subconjunto: 

L n (Cn+l- {O}) = {(zo, Z¡, ... l Zn) E cn+l -{O} : zo =O} 

es identificado con en - {O}. Luego el cociente de L por la relación de equi
valencia en cn+l - {o} es igual al cociente de en - {o} por la relación de 
equivalencia que define a r-1 , así la restricción a L n U; j = 1, ... , n de 
las aplicaciones coordenadas son vistas como las aplicaciones coordenadas en 
r-1 ' por lo tanto el complemento de en en r es r-1

. 

Observación 3. 
1.- Para el caso especial que n = 1 el espacio 1P1 coincide con la compactifi
cación USUal de C por adjunción de Un punto OO. 

2.- F- U0 puede ser expresado como Zo = O , lo llamaremos el hiperplano 
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infinito, y será denotado por JH[00 • 

3.-En general un hiperplano en U0 = en puede ser expresado como a0+a1z1 + 
· · · + anZn = 0 en las coordenadas (z¡, ... , Zn) E en, usando la identificación 

Xi 
- =Zi 
xo 

podemos definir el hiperplano en F como : a0xo + · · · + anXn = O, que no es 
otra cosa que la compactificación de a0 + a1z1 + · · · + anZn =O . Nosotros 
llamaremos a la n-úpla (z¡, ... , Zn) coordenadas afines. 

1.2 Transformaciones Proyectivas 

Para cada matriz cuadrada no singular de orden n + 1, A = ( ai,i) 
tenemos una transformación proyectiva definida por : 

n n 

PA : {xo : X¡ : · · · : Xn] ---t [L alixi : · · · : L aniXi] 
i=O i=O 

resulta claro de la definición que para un número complejo no nulo a tenemos 
que PA = PaA, y también quePA o PB = PAB una consecuencia directa de 
esta última propiedad es que la inversa de PA es Pi1 = PA-1. 

Para cualquier a= (a0 , ... ,an) E cn+l_ {O} consideremos el hiperplano 

podemos hallar una matriz (bi,j) de orden n x ( n + 1), tal que la matriz 

A= 

es no singular. Un cálculo directo nos da que 1HI00 = PA(Ha), donde: 

n n n 
PA[ao: · · ·: an] = [L aiai: L b1jaj: · · ·: L bnjaj] 

j=O j=O j=O 

de esto se deduce que para todo {a0 : • · · : an] E Ha se tiene PA[ao : · · · : 
an] = [O : E;=O bijaj : · · · : Lj=O bnjaj]. 
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Así PA(Ha) e lffioo, por otro lado para cualquier [O : b¡ ... : bn] E l.I:lloo 
definimos [ao : ... : an] por 

Es fácil verificar que aoao + · · · + anan = O, y entonces tenemos que 
PA-1 (l.I:lloo) e Ha, que equivale a decir 1Hioo e PA(Ha), así vemos que cualquier 
hiperplano puede ser aplicado por una transformación proyectiva a 1I:ll00 • Por 
tanto todo hiperplano es isomorfo a r-1. 

Definición 3. Diremos que las aplicaciones holomorfas .f, g : pk -+ ¡p>k son 
conjugadas si existe una transformación proyectiva h tal que f = h-1 o g o h. 

Observación 4. Como ¡n = h-1 o gn oh vemos que la dinámica de ambas 
es la misma. 

1.3 Conjuntos Analíticos y Algebraicos 

Definición 4. Un conjunto analítico de una variedad holomorfa M de di
mensión m es un subconjunto V e 111/, con la propiedad de que para cada 
punto p E M existe una vecindad abierta Up de p en M y un número finito 
de funciones holomorfas fi: Up-+ C i = 1, ... , r tal que V n Up = {z E Up: 
f¡(z) = · · · = /r(z) = 0}. 

Definición 5. Sean P;, E C[z0 , ... , Zn], i = 1, ... , r polinomios homogéneos. 
El conjunto 

V= {z E F: P1(z) = · · · = Pr(z) =O} 

es llamado variedad algebraica en el espacio proyectivo. 

Observación 5. Para cada abierto afín ui = {[zo : ... : Zn] : Zi = 1} tenemos 

vnui = {[zo : ... : Zn] E ui : P;[zo : ... : Zi-1 : 1 : Zi+l : ..• : Zn] = o j E {1, ... r}} 

luego V es un conjunto analítico de JP>'l. 

Teorema 1 (Chow). Todo conjunto analítico de F es una variedad alge
braica. 
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Por el Teorema de Chow podemos definir una variedad algebraica como 
un conjunto analítico de algún espacio proyectivo. 
Para la demostración de este Teorema, vea [G] página 150. 

U na definición conveniente a tomar en cuenta es la de cono holomorfo en 
cn+l' el cual es un conjunto analítico e con la propiedad de que si z = 

(zo, ... 'Zn) E e cualquier tz = (tzo, ... 'tzn) E e para t E C. Es claro, que 
cualquier conjunto formado por los ceros de un número finito de polinomios 
homogéneos en C[Zo, ... , Zn] es un cono en cn+l, la parte anterior muestra 
que cualquier cono en cn+l es el conjunto de ceros de un número finito de 
polinomios homogéneos, así el Teorema de Chow nos dice que los conjuntos 
analíticos de JP>k son las proyecciones de los conos holomorfos en Ck+1 . 

Veamos algunos teoremas importantes cuyas demostraciones pueden ser 
vistas en [S] (130- 131). 

Teorema 2. Un conjunto analítico V en un dominio D con V =/= D es cerrado 
nunca denso en D y no separable en D. 

Definición 6. Sea V un conjunto analítico. Un punto Zo E V es llamado 
regular si existe una vecindad U de Zo y aplicaciones holomorfas fi, í = 

l ... ,k en U tal que VnU = {z E U: f¡(z) = · · · = fk(z) =O} y el rango de 
la matriz ( 81

8u(zo)) es igual a k. Caso contrario, el punto Zo es llamado punto 
Zv 

singular. 

Denotaremos con RV al conjunto de los puntos regulares de V. 

Teorema 3. Si V es analítico entonces RV es abierto en V y sus componentes 
conexas son variedades complejas. 

Teorema 4. El conjunto ve de puntos críticos de un conjunto analítico es 
un conjunto analítico distinto de V. 

De estos resultados tenemos que el conjunto de puntos regulares es una 
variedad compleja. Como cualquier punto crítico es el límite de puntos re
gulares, es natural definir la dimensión para cualquier punto del conjunto 
analítico por un proceso de límite. 
Sea z0 E RV denotaremos por dimzo V la dimensión de la componente de RV 
que contiene a z0 . 
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Definición 7. Sean V un conjunto analítico, y a un punto de V. 
Definimos la dimensión de V en el punto a por dima V = lim sup Rv;,z--+a dimz V. 
La dimensión del conjunto analítico V es dada por: 

dimV = sup{dimaV: a E·V}. 

Observación 6. Debido a la densidad de los valores regulares es fácil darse 
cuenta que si todos los puntos regulares tienen la misma dimensión, digamos 
m, entonces la dimensión en cada punto del conjunto analítico será m. 

Ejemplo 2. Sea A= {z = (z1, z2, z3) E e3 /z1z2z3 = 0}. 
Si f(z) = z1z2z3 entonces V' f = (z2z3, z1za, z1z2), así tenemos que el con
junto de puntos críticos es dado por los ejes coordenados (z1 , O, 0), (0, z2 , O) 
y (0, O, z3), por tanto tenemos de que dimaA = 2 para todo a valor regular, 
entonces dimA = 2 . 

Observación 7. Un conjunto analítico A es dicho de dimensión pura m, si 
dimaA = m para todo a E A. El espacio JP>k, y el conjunto A del ejemplo 
anterior son espacios puros dimensionales. 

Un teorema importante en Varias Variables Complejas que será utilizado 
en los próximos capítulos es el Teorema de Remmert, o también conocido 
como el Teorema de la Aplicación Propia. Una prueba puede ser encontrada 
en [G] página 152. 

Teorema 5. Si f: V-+ W es una aplicación holomorfa propia 1 entre dos 
variedades holomorfas, entonces la imagen de un conjunto analítico de V por 
f es un conjunto analítico de W. 

Observación 8. Una aplicación importante del Teorema de la Aplicación 
Propia es que cualquier conjunto analítico compacto A en en es dado por un 
número finito de puntos. Para el caso de una variable esto es directo, pues 
debido a la compacidad tenemos que A es cubierto por un número finito de 
bolas acotadas Bi, i = 1, ... , r. En cada una de las cuales hay definida una 
función holomorfa fi tal que AnBi = ¡i-1 (0), por el Teorema de la Identidad 
cada A n Bi esta constituido por un número finito de puntos. 
Para el caso de mas variables consideramos las proyecciones 11"i : en -+ e de
finidas como 1ri(z1 , ... , zi, ... , zn) = Zi, y su restricción al conjunto A es una 

1Una aplicación es propia si la imagen inversa de ún conjunto compacto es compacto. 
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función propia por ser A compacto, luego por el Teorema de la Aplicación 
Propia los 1ri(A) son conjuntos analíticos compactos. Por tanto consta de un 
número finito de puntos, así A es dado por un número finito de puntos. O 

Definición 8. Sean V una variedad y U un abierto con U e V, una 
correspondencia 2 f: U--+ Ces dicha meromorfa si existe un abierto denso 
U¡ e U donde f es bien definida; además para todo a E U existen funciones 
holomorfas f', f" definidas en una vecindad Ua e V tal que f(z) = J:,<(:) 
para todo z E Ua n U. 

Para el caso de aplicaciones definidas entre dos variedades, diremos que 
una aplicación es meromorfa si la composición con las funciones coordenadas 
tiene componentes que son meromorfas en el sentido anterior. 

Ejemplo 3. Sean P, Q E C(x0, x1] polinomios homogéneos de grado d sin 
factores comunes y f : lP1 --+ JP>1 donde f(p) = [P(p) : Q(p)] en U0 = 
{[x0 : x1] E JP>1 

: x0 =/:. O} la aplicación f puede ser expresada como f[l : 
] _ (1 . qdo:t:~+··+qod] d d P( . ) _ "'"' i _j Q( . ) _ X¡ - . + + on e Xo . X¡ - L..J•+J·-dPi3·XoX]. y Xo . X¡ -

PdO:t:¡ ··· Pod • -

Li+j=d Qijx~x{, por tanto la aplicación es meromorfa. Veamos ahora que esta 
aplicación se puede extender a JP>1 . 

Por el Teorema Fundamental del Algebra Pdoxt+· · ·+Pod = (X¡ -r¡)n1 
••. ( x1-

rk1)nk¡ y qdoxt+· · ·+qod = (x¡-s¡)m1 •.• (x¡-Sk2)mk2 donde n¡ +· · ·+nk = 
m1 + · · · + mk =d. Luego la aplicación f se puede escribir 

donde el numerador y el denominador no tienen factores comunes, como la 
función anterior es la restricción de 

podemos definir f(l : si] = [O : 1], además f[O : 1] está bien definida pues 
caso contrario implicaría que P y Q tienen a x0 como un factor común. O 

2Utilizamos la flecha punteada para indicar una correspondencia, esto es, una función 
que no esta definida en todo punto. 



1.4. TOPOLOGÍA DE ZARISKI 19 

Ejemplo 4. Sean P, Q E C[x0 , X¡, x2] polinomios homogéneos de grado d y 
f : JP>2 --+ JP>1 donde f(p) = [P(p) : Q(p)] podemos factorizar los factores 
comunes de P(xo, x1 , x2) y Q(xo, x1 , x2 ), luego podemos suponer que ellos 
son primos. Sin embargo aún siendo primos por el Teorema de Bezout 8, 
A= {[xo : X¡ : x2] E JP>2 

: P(xo, XI, x2) = Q(xo, XI, X2) ==o} =J 0. Luego f no 
es definido en A. 
Tomemos un punto p E A y veamos como podemos expresar f en una vecin
dad de p en coordenadas locales. 
Sean Uo = {[xo : X¡ : x2] E JP>2 : Xo =J 0}, Va = {[yo : y¡] E JP>1 

: Yo =J 0}, 
4>o : Uo -t C2 y cpo : Va -t e definidas por 4>ü1(s, t) = [1 : S : t] y 
cp01(u) = [1 :u], considerando pE U0 , tenemos que f puede ser expresado 
localmente como 

! "'_1 ( ") _ P(1, s, t) 
cpo '+'O s, t - Q( ) 1, s, t 

luego f es meromorfa. 

Lo que sucede en realidad es que no hay función holomorfa de JP>2 en JP>1 . 

En cambio si hay funciones holomorfas de JP>k en JP>k, esto será probado en el 
Capítulo 3, Teorema 32. 

1.4 Topología de Zariski 

Sea FE C[x0 , x1, ... , xn] un polinomio homogéneo, el subconjunto de JP""'. 

V(F) = {[ao : · · · : an] E JP>n: F(ao, ... , an) =O} 

es llamado hipersuperficie de grado m, donde m es el grado del polinomio. 
Sean F1 , ... , Fl E C[x0 , x1 , ... , Xn] son polinomios homogéneos. Denota

mos por V ( F1 , ... , F1) al conjunto compuesto por todos los puntos en ¡pm, 
que son ceros de los Fi y serán llamados conjuntos proyectivos. 

Ejemplo 5 (Cúbica Torcida). Sea 

4> : jp>l -t jp>3 

[ao : a¡] t-+ [a& : a6a1 : aoai : ay] 

Los puntos de 4>(JP>1) satisfacen las ecuaciones: 

F(xo, x1 , x2, xa) =O= xoxa- x1x2. 
G(xo, X¡, x2, xa) =O= xi- xox2. 
H(xo, Xt, x2, xa) = O= x~ - X¡Xa. 
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De donde ~(JP>1 ) e V ( F, G, H), veamos que podemos identificar V ( F, G, H) 
con JP>1 por medio de~· Para ello probaremos que: 

l. ~(JP>1 ) = V(F, G, H)~ 
En efecto, sea [bo : b1 : b2: b3] E V(F, G, H). 

(a) Si bo = O entonces b¡ = O y b2 = O de donde [b0 : b1 : b2 : 

b3] = [O : O : O : 1], y como ~[O : 1) = (O : O : O : 1] se tiene 
[O : O : O : 1] E ~(JP>1 ). 

(b) Si bo =/= O y b1 = O resulta que b2 = O y b3 = O y ~[1 : O] = [1 : O : 
O : O], entonces [1 : O : O : O] E ~(JP>1 ). 

(e) Por último si bo, b1 #- O entonces de la ecuación G = O tenemos 
~ . . ~ 

que b2 = ~, y de las ecuaciones H = O y F = O tenemos b3 = ~. 
Luego ~[1: ~] = [bo: b1 : b2 : b3]. 

o 

De todos estos casos V ( F, H, G) = ~(JP>1 ). 

2. Veamos ahora que ~ es inyectiva, para ello supongamos que ~[a0 : a1] = 
~[b0 : b1], tenemos las siguientes posibilidades: 

(a) Si a0 =O entonces bo =O y [a-o: a1] = [O: 1] = [bo: b1]. 

(b) Si ao =/=O entonces b0 .¡:.O y [1: ~ : (~)2 : (~)3] = [1: ~ : (~)2: 
(~ ) 3

] de donde ~ = ~ con lo cual ~ resulta inyectiva. 

De esta manera podemos identificar JP>1 con la variedad proyectiva 
V(F, G, H), la cual será llamada cúbica torcida. 

Definición 9. Un conjunto proyectivo V es dicho irreducible si no es unión 
de subconjuntos proyectivos propios, y es dicho reducible en caso contrario. 
Un conjunto proyectivo irreducible es llamado variedad proyectiva. 

Ejemplo 6. Sean F G y H como en el ejemplo anterior 5. Veremos a 
continuación que V(H, G) es un conjunto proyectivo reducible. 
Primero, es fácil verificar que V(F,G,H) e V(G,H). 
Si ( Co, C¡, c2, c3) E V ( G, H) entonces ci - eoc2 = O y ~ - c1 c3 = O y de estas 
relaciones (CtC2)2 - CQC¡c2ca =O, luego tenemos las siguientes posibilidades: 
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l. Si e¡ c2 # O entonces tenemos que e¡ c2 - eoc3 = O, esto es, satisface la 
ecuación F =O. 

2. Si c¡c2 = O entonces tenemos que c1 = O o bien c2 = O y Co, c3 son 
arbitrarios. 

De estos casos concluimos V(G, H) = V(G, H, F) U L0,3 donde Lo,3 = {[xo: 
x1 : x2 : X3] E JP3 : x 0x2 = O} que es la unión de dos hiperplanos. Por lo 
tanto V ( H, G) es reducible. 

Observación 9. Si consideramos F1, ... , F'¡ polinomios homogéneos en las 
variables xo, ... , Xn y luego el polinomio'H = I: FiGi donde Gi E C[xo, ... , xn] 
resulta que V(F~: ... , F1) = V(F¡, ... , Fl, H). 

Definición 10. Un ideal a e <C[x0 , ... , xn] es dicho un ideal homogéneo si 

l. x, y E a-+ X+ y, X- y E a. 

2. xH E a para todo H E C[x0 , . .. , xn], para todo x E a. 

3. Si H E a entonces cada componente homogénea H; E a. 

Sea b un ideal homogéneo de C(x0, .•. , xn] definimos. 

V(b) ={[o-o, ... an] E F(C): H(ao, ... , an) =O para todo HE b}. 

Dado una familia {a;} iEJ de ideales podemos determinar un ideal tomando 
sumas finitas de elementos de ideales de esta familia. 

k 

La; = {¿ F;; : k E N y Fii E Oí}. 
jEJ i=l 

Proposición 2. Sean a, b, {a; };EJ ideales homogéneos. Entonces 

l. V(a) u V(b) = V(a n b). 

2. V(L a.x) = n,\EJV(a,\). 
(1~ 

3. V(O) =F. 

4. V(C[xo, ... , Xn]) = cp. 
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Observación 10. La Proposición anterior nos dice que dichos conjuntos 
determinan una topología, llamada topología de Zariski. 

El siguiente teorema permite una representación mas simple de está to
pología. 

Teorema 6 (Base de Hilbert). El anillo C[x0 , ... , xn] es noetheriano, esto 
es, todo ideal de C{x0, ... , Xn] es finitamente generado. 

Para una demostración de este Teorema ver [F]. 

Observación 11. 
1.- Todo abierto de Zariski de JPln es denso en este espacio proyectivo con la 
topología inducida por su estructura holomorfa. 
2.- La topología de Zariski es no Hausdorff. 

A todo cerrado de Zariski V (a) está naturalmente asociado un ideal ho
mogéneo en C{xo, ... , xn] dado por. 

I(V(a)) = {G: cada componente homogénea de G se anula en V(a)}. 

El conjunto: 
Va = { G 1 Gk E a para algún k E Z} 

es un ideal y es llamado el radical de a . 

Teorema 7 (Ceros de Hilbert). Para todo ideal homogéneo a tenemos que 
I(V(a)) =Va 

Para una demostración de este Teorema, vea [Ll] para el caso afín, para 
el caso proyectivo ver [F]. 

Observación 12. V(a) e V(b) si y'a:) v'b. 

1.5 Multiplicidad de Intersección 

Denotemos por :F;: el conjunto de las funciones analíticas definidas en una 
vecindad Up e en de p y con valores en C. 
En Fp diremos que f : Up -t C y g : V¡, -t C están relacionadas si existe una 
vecindad Wp E Up n Vp tal que flwp = glwP, es claro que la relación es de 
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equivalencia. 
Denotemos por o; el espacio cociente definido por la relación anterior y los 
elementos de este espacio son llamados gérmenes de una función analítica. 
En realidad este un formalismo para decir que dada una función definida en 
una vecindad de p lo único que importa es el punto y no que tan grande o 
pequeña sea la vecindad. 

Sean 91, ... ,9n E o;, ellos inducen un ideal (91, ... ,9n) en o; y 

on 
p 

(91,·· .,9n) 

es un espacio vectorial sobre C, además es de dimensión finita si el único 
punto de donde se interceptan las ecuaciones 9i = O es en el punto p. 

Definición 11. Definimos la multiplicidad de intersección Ip(91, ... , 9n) de 
.91, ... , 9n en p como la dimensión del espacio vectorial 

on 
lp(91 1 ••• , 9n) =dime ( P · ) 

91,• ·· ,gn 

Observación 13. Una propiedad que debemos destacar es la siguiente: 

Ip(X1 1 ••• 1 Xn) = l. 

En efecto, tomemos f E o;, entonces por el desarrollo de Taylor de f tenemos 

que f(xo, ... , Xn) = ao ... o + 2:h+··+in;:::l ~1 ••• i;,X~1 
• • • x~n, donde /(0, ... , O) = 

Ah O o; t. . . f o; E ao ... o· ora como Xi = en (x¡, ... ,xn) se Iene que = ao ... o en (x¡, ... ,x.,.). n 
conclusión este espacio vectorial es identificado con C. 

Definición 12. Sea f = (ft, ... , fn) : U -t V una función holomorfa definida 
entre los abiertos U e cm y V e en. La multiplicidad de una función f en 
un punto p E U es 

multpf = min {k E IN : ~~ (p) f= O para algúnj = 1, ... , n} . 

Sea f E o; con multiplicidad k, entonces por el desarrollo de Taylor 
podemos escribir f como f = Pk + Pk+l + · · · donde los Pi son polinomios 
homogéneos de grado j, de la definición de multiplicidad tenemos que Pk i= O 
en este caso Pk = O es llamado el cono tangente de f en p. El nombre de 
cono tangente es debido a que si multpf = 1 entonces S : f = O define un 
hipersuperficie regula.r en p y en este caso TPS : P1 = O. 
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Observación 14. Una fórmula importante que usaremos más adelante es: 

La fórmula es válida si los conos tangentes de los fi son diferentes dos a dos. 
Esta observación es una generalización de la observación 13. 

Una de las razones por la que se trabaja en el espacio proyectivo F es 
que n hipersuperficies siempre se interceptan. 

Teorema 8. Sean F1, ... , Fn polinomios homogéneos en el espacio proyectivo 
F de grados d1 , ... , dn respectivamente. Supongamos que F1 , ... , Fn no 
tienen componentes comunes entonces el número de puntos de intersección 
contando multiplicidad es d1 .<k ... . dn. 

Para ver mas detalles de multiplicidad de intersección y la demostración 
de este Teorema vea [Sh] página 237. 

1.6 Normalidad de Funciones 

Al hablar de iteraciones de funciones se determina naturalmente una familia 
{in} de funciones, para nuestro propósito bastará definir equicontinuidad 
y normalidad de una familia funciones sobre espacios métricos compactos. 
El teorema central sobre una familia de funciones es el Teorema de Arzela 
Ascoli, que será fundamental en la definición de los conjuntos de Fatou y 
Julia. 

Sean M1 y 1112 espacios topológicos. Denotamos por C(/111 , M2) el espacio 
de las funciones continuas de M1 en M2. 

Definición 13. Sean (M1, d¡) y (M2 , d2 ) espacios métricos. 
Una familia de funciones ~ E C(M¡, 1112) es llamada equicontinua en xo si 
para todo é >O existe 8 >O, tal que para todo x con d1(x,xo) < ó y todo 
fE~ se tiene 

d2(f(xo), f(x)) <E. 

La familia~ es equicontinua sobre M1 si es equicontinua en cada punto de 
M¡. 

Definición 14. Una familia de funciones~ entre los espacios métricos M y 
N, es llamada normal si de toda sucesión de elementos de ~ se puede extraer 
una subsucesión uniformemente convergente en compactos. 
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Teorema 9 (Arzel8r-Ascoli). Sea M1 espacio métrico separable, localmente 
compacto y Af2 localmente compacto. La familia~ E C(M1 , Af2) es normal 
si y solo si es equicontinua y para todo x E M1 el conjunto {f(x) :fE~} es 
relativamente compacto en M 2 . 

Definición 15. Una semimétrica es una función d : M x M --+ JRt que 
cumple todas las propiedades de métrica, excepto que si d(x, y)= O, entonces 
no necesariamente x =y. El par (M, d) es llamado espacio semimétrico. 

Sean (M¡, d¡) y (M2 , d2 ) espacios semimétricos localmente compactos y 
separables. Denotemos por D(M1, M2) e C(:M1 , M2) al espacio de las fun
ciones que contraen distancias, esto es si fE D(M¡, M2) entonces 

d2(f(x), f(y)) ~ d1(x, y) para todo x, y E M 1 . 

De la propiedad de contraer distancias se tiene que D(M¡, M2 ) es cerrado en 
C(M¡, M2) . 

. Corolario l. Sean (M1 , d1 ) y (M2 , ~) espacios semimétricos como en el 
Teorema de Arzela-Ascoli. Entonces ~E D(M1 , M2) es normal si y solo si 
para todo x E M 1 el conjunto {f(x) : f E~} es relativamente compacto en 
M2. 

Observación 15. Por el teorema de Arzela-Ascoli existe una estrecha co
nexión entre las familias normales y la equicontinuidad, gracias a que el 
espacio ambiente en el que nos encontramos es pk , hablar de normalidad es 
equivalente que hablar de equicontinuidad. 

Un teorema importante en dinámica unidimensional es debido a Montel. 

Teorema 10. Si D1 es un dominio de P1 y a, b, e E P1 distintos entonces 
cualquier familia de funciones holomorfas de D1 en D2 e P1 - {a, b, e} es 
normal. 

Para este resultado ver por ejemplo [N] 169 -170. 
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Capítulo 2 

Dinámica de aplicaciones 
holomorfas sobre JID1 

En este capítulo no haremos un estudio exhaustivo de la dinámica de las 
aplicaciones racionales en lJ:D1

, sólo mencionaremos algunas de sus propieda
des, que en los próximos capítulos trataremos de extender a lJ:Dk, seguiremos 
de cerca el tratamiento de Beardon {'B], comenzaremos con unos ejemplos 
acerca del comportamiento de las iteraciones de algunas aplicaciones racio
nales, luego definiremos la métrica a usar, que será la métrica cordal, para 
luego pasar a definir formalmente los conjuntos de Fatou y Julia a través de 
las familias normales de aplicaciones, y a continuación mostraremos algunas 
de sus propiedades, culminando con un ejemplo en el que el conjunto de Ju
lia es lJ:D1. Cabe mencionar que en este capítulo usaremos frecuentemente la 
identificación de lJ:D1 con C00 • 

2.1 Ejemplos 

Vamos a dividir lJ:D1 en dos conjuntos a partir de las iteraciones de una apli
cación racional R. Por ahora vamos a considerar sólo la idea intuitiva, la 
definición formal será dada en la sección 3. Vamos a denotar por F al con
junto de puntos para los cuales los valores Rn(w) y Rn(z) se mantienen cerca 
si los valores de w están próximos a los de z, y denotaremos por :J al com
plemento del conjunto F. 

Ejemplo 7 (Transformaciones de Mobius). Estudiaremos las aplicaciones de 

27 
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M .. b. . d. t t fi. l · ' az + b t· 1 o ms me 1an e sus pun os Jos; como a ecuacwn d = z 1ene a o 
cz+ 

mas dos soluciones, tenemos que f puede tener a lo mas 2 puntos fijos. 

l. Supongamos que f tiene exactamente un punto fijo y que dicho punto 
es oo, entonces f(z) = z+b con b =f. O luego ¡n(z) = z+nb, por lo que 
¡n(z) -t oo. En general toda aplicación de Mobius con exactamente 
un punto fijo b E IP1 puede ser llevado a la misma situación por medio 
de 9b(z) = z_:b, pues J(z) = 9b o f o g¡;1(z) tiene a oo como único punto 
fijo. Luego ¡n(z) -t b de donde deducimos que el conjunto .J es el 
vacío. 

2. Supongamos ahora que f tenga dos puntos fijos y que ellos sean O y 
oo, entonces existe k E <C tal que f(z) = kz de donde tenemos de que: 
a.- ¡n(z) -t O si lkl < 1, por tanto el conjunto :J es el vacío. 
b.-¡n(z) -too si lkl > 1, por tanto el conjunto :J es el vacío. 
c.-¡¡n(z)l = lzl si lkl =l. En este último caso tendremos de que : 
Si k raíz enésima de la unidad entonces ¡n ..:..... 1. 
Si k no es raíz de la unidad entonces el conjunto ¡n ( z) será denso en 
C¡zl = {w E <C: lwl = lzl}. En efecto, basta tomar la exponencial con 
exponente irracional y aplicar ¡n, como cerca de un punto periódico 
podemos escoger uno con exponente irracional deducimos que ninguna 
vecindad del punto periódico tendrá el mismo comportamiento, y pues
to que el conjunto de puntos periódicos es denso en el círculo, tenemos 
que el conjunto F es el vacío. 

Para el caso que los puntos fijos sean otros a, b E IP1 mediante una transfor
mación de Mobius llevamos estos puntos a O y oo. 

Por lo descrito en este ejemplo en adelante cuando hablemos de apli
caciones racionales estaremos suponiendo que su grado es m:ayor o igual a 
dos. 

Ejemplo 8 (Transformación Cuadrática). Para la aplicación f(z) = z2 el 
punto O es fijo atractor y 1 es fijo repulsar además: 

i) ¡n(z) -t O si lzl < l. 
ii) ¡n(z) -t oo si lzl > l. 
Resta analizar la dinámica de f en el círculo unitario C = {z, lzl = 1}. 

Si z E C tendremos que su órbita permanece en C. 



2.1. EJEMPLOS 29 

Para puntos de la forma z = exp(27rir /2m), con r., m E Z se tiene que 
¡n(z) = 1 para todo n 2:: m, es claro que estos puntos son densos en e y 
siempre convergen a l. 
Por el contrario si z no es de esta forma también es denso en C, y la sucesión 
generada por este punto no converge, de donde tenemos que el conjunto .J es 
C. Obsérvese que para cualquier arco I e C de longitud positiva las itera
ciones duplican el ángulo central, así para algún n tendremos que ¡n(I) =C. 
Esto es un resultado general que sucede para los conjuntos .]". Otro modo 
de ver como actúa z2 en el círculo, es a través del sistema binario, para esto 
consideremos z E e de la forma z = exp(27ri0), donde 0 E [0, 1[ luego f(z) = 
exp(27ri20), por tanto podemos ignorar la parte entera de 20 dado que el 
periodo de la exponencial es 27fi, así nosotros podemos analizar la acción de f 
en e analizando la acción de O --t 20 módulo l. En el intervalo [0, 1[ cualquier 
O se puede escribir en representación binaria como O= O.a1a2a3 ... ; entonces 
es claro que 20 = O.a2a3 ... y también que se puede construir un z0 E C con la 
propiedad que ¡n(z0 ) sea denso en el círculo. Basta por ejemplo considerar 
zo = 0.0100011011000001010011100101110111.. .. , de la observación anterior 
es fácil ver que evaluar es correr a la derecha el punto decimal, luego podemos 
aproximar z0 a cualquier cantidad tomando n suficientemente grande, luego 
a partir de la continuidad de la aplicación exponencial se concluye. 

Ejemplo 9 (Polinomios de Tchebychev ). El valor cos kz puede ser expresado 
por un polinomio Tk en cosz, por ejemplo si T2(z) = 2z2 -1, se cumple que 
T2(cosz) = cos(2z). 

Un polinomio Tk de grado al menos 2, es llamado polinomio de Tcheby
chev si Tk(cosz) = cos(kz) . 

. En el caso anterior tendremos que TJ:(cosz) = cos(knz), por tanto nosotros 
podemos estudiar las iteraciones de Tk estudiando simplemente las iteracio
nes de z --t zk. 
Sea Tk = T, examinaremos las iteraciones de T sobre el intervalo [-1, 1] = I, 
para ello tomemos z E I el cual puede ser expresado como z = cosx para 
algún x E IR entonces T( cosx) = coskx, esto es I es invariante hacia ade
lante por T. Sea ahora J cualquier subintervalo de I es claro que existe n 
tal que rn(J) = l, por tanto I es candidato a ser el conjunto .J de T. Sean 
A= {2;n: m,r E Z} y B = G~: m,r E Z}, es claro que Ay B son densos 
en IR. Luego cos(A) cos(B) serán densos en I, para los puntos de A las 
iteraciones se hacen constantes, y para los puntos de B no, luego el conjunto 
.J contiene a I. 
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Sean el complemento del segmento [-1, 1], veremos que Tn(z) --+ oo en n. 
Para esto consideremos w E O por la sobreyectividad de la función cosz tene
mos que w = cosz, siendo z = x + iy, como w E n resulta de que y =1= O, por 
otro lado jcos(x+iy)j2 = cos2(x)+senh2(y) ~ senh2 (y); por tanto tendremos 
que ITn(w)l = 1 cos(knz)l ~ jsenh(kny)l, de donde F = n y :J = [-1, 1]. 

Ejemplo 10 (P(z) = z2 - 1). Este es un ejemplo típico donde el conjunto 
:J no es una curva simple o un segmento como vimos en los ejemplos ante
riores. En este caso el conjunto F tiene infinitas componentes; nosotros sólo 
mencionaremos algunas de las propiedades de F. 
Denotemos por Foo la componente no acotada y tomemos z E F 00 , en este 
caso pn(z) --+ oo, esto podemos comprobarlo facilmente cuando izl es sufi
cientemente grande. 
En efecto los puntos fijos de P son 1+2v'5 y 1- 2v'5, considerando x E IR y 
h(x) = x2 -1- x tenemos h'(x) = 2x -1 de donde h'(x) >O si x >~,así 
tenemos que P(x) > x si x > 1+

2
v'5 entonces h(p(x)) > p(x), continuando 

este proceso tenemos que pn(x) --+ oo si x > 1+2v'S, en particular si izl > 

~ tendremos de que pn(lzl) --+ oo, además IP(z)l > P(lzi) > lzl para 
izi > 1+2v'5, por tanto ¡pn(z)l > pn(izi); de lo anterior resulta que si lzl > 
1+

2
v'S entonces z E F00 • 

Otras de las particularidades de este conjunto es que hay dos componentes 
de F que en cierta forma representan a todas las componentes. 
La que tiene a -1 designada por F-b y la que tiene a O designada por Fo; 
siC es cualquier otra componente resulta que la sucesión pn(C) a partir de 
cierto n será reiterativa, esto es : C, · · · , Pi(C), · · · , F-l,Fo,F-1 Fo, · · · 

Definición 16. En el caso de los polinomios Pc(z) = z2 +e definimos el 
siguiente conjunto: M= {e E qP:(o), es acotado}, el cual es llamado el 
conjunto de Mandelbrot. 

Teorema 11. El conjunto de Mandelbrot es un conjunto compacto contenido 
en el disco cerrado de radio 2, y su intersección con el eje real es [-2, ~J. 

Prueba. Sea en = P:(o), un cálculo nos muestra que Cn --+ oo cuando el 
módulo de e es mayor a 2. 

En efecto, sabemos que IP:(z)i --+ oo cuando izl > ~ + J~ +!el, por tanto si 

!el > 2 tenemos que !lcl > J~ + lcl, lo cual es cierto pues 9jcj2 > 4+ 16jcj, 
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por tanto ¡pn(O)I ---t oo, además si e> ~ entonces Cn ?: n(c- ~) por tanto 
e~+ e ?: n2 (e- * )2 +e ?: ( n + 1) (e- 4) si y sólo si n2

( e- *)2 ?: n( e- *) y es 
claro que existe n0 tal que si n 2:: n0 entonces tendremos que n( e - *) ?: 1, 
por tanto M n lR e [-2, 1/4]. 

Si O:::; e:::; 1/4 tenemos que Pe lleva [0, a] en si mismo, en efecto O:::; z:::; a 
equivale a que O:::; z2 +c:::; a2+c =a, esto es O:::; Pe(z) :::; a, así [0, 1/4] e M 
del mismo modo se ve que si -2 :::; e < O entonces Pe lleva { ~ [3, [3] en si 
mismo por lo cual tenemos que las iteraciones de estos intervalos son acotadas 
teniendo así el resultado. 

2.2 Aplicaciones Racionales 

Sea oo un punto cualquiera que no esta en ce denotaremos por ceoo = ce u 
{ oo} = JIP1 . Una idea geométrica de ceoo se obtiene por la conocida proyección 
estereográfica 1r la cual nos permite definir la métrica cordal a en ce00 • 

Definición 17. La métrica cordal a es dada por: 

2iz-wi 
a(z w) = · · z w E ce 

' [(1 + izl2)(1 + lwl2)]~ ' ' 

2 
a(z,oo) = (1 + izi 2)~; z E ce 

Definición 18. Una métrica alternativa es la métrica esférica a0 (z, w) de
finida como la distancia mas corta en la esfera unitarja ceoo entre los puntos 
n(z) y n(w), la cual se puede obtener como la menor longitud de arco del 
círculo máximo pasando por dichos puntos. 
Si O es el ángulo central del segmento mas corto entre dichos puntos, entonces 
tendremos ao(z, w) =O. 

Observación 16. Las métricas a y a0 son equivalentes. En efecto por tri
gonometría elemental tenemos de que: a(z, w) = 2sen~, resultando así que: 
a(z,w) = 2senuo(~,w)_ · 
Ahora a partir de la relación conocida: 2~ :::; senO :::; O para O ~ O ~ ~, 
tendremos que : 

2 
-a0 (z, w) ~ a(z, w) ~ a0(z, w). 
7!" 
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Definición 19. Una función racional es una aplicación de la forma j(z) = 
JJ(z) . 
Q(z) donde P y Q son polinomios sin ceros comunes. El máximo de los 

grados de P y Q será por definición el grado de f. 

Debido a que sólo con dos cartas podemos parametrizar Coa tenemos la 
siguiente forma particular de definir una aplicación holomorfa de C00 en Coa. 

Definición 20: Diremos que f : Coa -+ Coa es holomorfa en p si sucede 
cualquiera de las afirmaciones siguientes: 

l. Si p =/:- oo , j(p) =/:- oo , pE U e C. Entonces f: U-+ Ces holomorfa 
en p. 

2. Si p =j:. oo, j(p) = oo, pE U e C y considerando g = ~- La aplicación 
g o f : u -+ e es holomorfa p. 

3. Si p = oo, f(p) =/:- oo, O E U e C . Entonces jo g : U-+ Ces holomorfa 
en O. 

4. Si p = oo , f(p) = oo. Entonces la aplicación g o f o g es holomorfa en 
O. 

Observación 17. Los polos de f son los puntos w tal que f(w) = oo, en 
1 

una vecindad de tales puntos la función f ( z) es holomorfa con valor cero en 

1 
dichos puntos. La función fes continua según <J en los polos, en efecto f(z) 

continua en w en la métrica euclidiana por tanto lo será en la cordal a y 
como 

1 1 1 
<J(j(z), f(w)) = <J( f(z)' f(w)) = <J(f(z) ,O) 

resulta de que limz-tw <J(j(z), f(w)) =O. 

Ejemplo 11. Sea p(z) = a0 + a1z + · · · + anzn, con an =/:-O. 
Como p( oo) = oo, entonces estamos en el caso 4 de la definición. La 

aplicación -;.- = zn es holomorfa en una vecindad del cero, 
p(;) an + · · · + aozn 

entonces las aplicaciones polinomiales son holomorfas en oo. 

Teorema 12. Sea f : C00 ---t Coa analítica no constante si ¡-1 (oo) = oo 
entonces f resulta un polinomio. 
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Prueba. Del Teorema de la Identidad J-1 (0) es un conjunto discreto dado 
que no es la función constante. Como C00 es compacto resulta que dichos pun
tos son finitos digamos z1, ... , Zk los cuales han de estar en <C por hipótesis; 
así tenemos de que J(z) = (z- zi)nihi(z) con hi(z) =1 O, por tanto 

g(z) = . J(z) 
(z- z1)n1 · · · (z- zk)nk 

resulta analítica y como g(zi) =1 O tenemos que g no es sobreyectiva, de donde 
resulta constante por ser Coo compacto, así g(z) = >. =1 O por tanto J resulta 
un polinomio. 

Un hecho importante de las aplicaciones racionales es que caracterizan las 
aplicaciones analíticas en <C00 • Veremos esto desde la perspectiva de variedad 
es decir utilizando cartas. 

Teorema 13. Si J : JP>1 ~ JP>1 es una función analítica entonces existen poli
nomios P, Q E C[x0 , x1] homogéneos del mismo grado y sin factores comunes 
tal que: 

f[xo : x¡) = [P(xo, X¡) : Q(xo, X¡)]. 

Prueba. Sea J : JP>1 ~ JP>1 una aplicación holomorfa. Consideremos la pa
rametrización qy¡¡I : <C ~ U0 = {[xo : x1] : x0 =1 O} definida por 4J01(x1) = 
[1 : x1], y fijemos el punto oo = [O : 1], es claro que JP>1 - { oo} = U0 , 

debido a la compacidad de JP>1 tenemos que J-1(oo) = {p1 , ... , Pn}, así 

Jo = 1Jo o J : JP>1 
- {p¡, ... ,pn} lt JP>1 

- { oo} ~ C. Luego los puntos Pi 
son puntos singulares de Jo que gracias a la compacidad de JP>1 no son singu
laridades esenciales. Luego Jo es una aplicación meromorfa con polos en los 
puntos Pi· Sean 4Yi donde j =O, 1 las parametrizaciones de JP>1 y 4Yi(Pi) = zi, 
consideremos además 

las partes principales de Jo o4Jj1
. Ordenando podemos suponer los z1 , ... , Zno 

y Zno+b ... , Zn preimágenes de Pi por medio de 4Jo y 4J1 respectivamente. 
Luego la aplicación Jo - g¡ o4Jo - · · · - .9no o4Jo - :9no+l oqy¡ - · · · - gn oqy¡ : 
JP>1 ----+ <C es holomorfa. Entonces por el Principio del Máximo esta aplicación 
es constante. Por lo tanto Jo es una aplicación racional, esto es existen dos 
polinomios P, Q E <C[xo, x¡] tal que Jo[xo : X¡] = ~~:~~:~1· Para que Jo sea 
bien definido es necesario que ambos polinomios P y Q sean homogéneos, 
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del mismo grado y sin factores comunes. Ahora utilizando la definición de 
</Jo llegamos a que 

f[xo: x¡J = (P(xo,x¡): Q(xo,x1)]. 

o 

Observación 18. De la prueba del Teorema 13 tenemos que en las coorde
nadas Uo. 

</> f</>-l( ) = P(l, z) 
o o z Q(l,z) 

y es por eso que las aplicaciones holomorfas en lP'1 son llamadas aplicacione~ 
racionales. 

Debemos recalcar que las aplicaciones holomorfas j : pk -t JI»k se pueden 
aún escribir de esta manera aunque los argumentos empleados aquí para con
seguir este resultado ya no funcionan, pues los polos no son necesariamente 
un número finito de puntos. 

Corolario 2. Los automorfismos de JP>1 en algún sistema coordenado son las 
transformaciones de Mobius. 

Prueba. Por el Teorema 13 todo automorfismo f se debe escribir como. 

donde la matriz ( aii) es una matriz inversible. Luego tenemos 

que es una transformación de Mobius. 

Observación 19. Una ecuación racional R(z) = w de grado d > O tiene d 
soluciones en C00 contando multiplicidad. 

p 
En efecto, sea R = Q, donde el grado de P es n y el de Q es m. 

• Si m = n, todos los ceros y polos estarán en C, por tanto esto se odtiene 
del Teorema Fundamental del Algebra. 
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• Si n > m, la aplicación racional R tiene n ceros y m polos en C y 

R(oo) = oo el número de polos en oo es el número de ceros de R~~) en 

O, considerando P = a0 + · · · + anzn y Q = b0 + · · · + bmzm notamos que 
1 b zm + · · · + b 

R( 1
) = zn-m 0 m por tanto tiene n - m ceros en O. 

' - aozn + ... + an 
z 

Análogamente sin <m. Entonces R tiene d ceros y d polos en C00 , ahora 
si w E JPl1 - { oo, O} tenemos de que el número de soluciones de R(z) = w es 
el número de ceros de P- Q(z)w = O los cuales no suceden en los ceros y 
polos de R, luego por el caso anterior se concluye. 

Definición 21. Sean f y h aplicaciones racionales, diremos que son conju
gadas si existe g de Mobius tal que f = g o h o g-1 . 

Si f y h son aplicaciones racionales conjugadas, entonces ¡n = gohnog-1 , 

así tenemos que la dinámica es preservada, en particular se preservan los pun
tos fijos. 
Como una aplicación simple podemos hacer uso de la conjugación para ca
racterizar los polinomios. 

En efecto, sabemos que una aplicación racional no constante es un poli
nomio si su único polo es el oo, mas generalmente tenemos el teorema. 

Teorema 14. Una aplicación racional no constante f es conjugada a un 
polinomio si y solo si existe algún w en JPl1 con ¡-1 (w) = w. 

Prueba. Si f es conjugada a un polinomio P por una aplicación de Mobius 
g, tenemos que P = g-1 o f o g, puesto que el único polo de P es oo se tiene 
que P(oo) = oo luego f(g(oo)) = g(oo). Para el recíproco sea g(z) = ~~~1 , 
esta aplicación de Mobius tiene la propiedad de que g( oo) = uJ. Luego 
g-1 o f o g(oo) = oo, entonces g o f o g-1 es un polinomio. 

2.2.1 Condición de Lipschitz 

Veremos ahora que las aplicaciones racionales cumplen la condición de Lips
chitz con la métrica esférica. 

Teorema 15. Una aplicación racional R satisface 

a0 (R(z), R(w)) ~ Ma0 (z, w). 
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Prueba. Como 

[R(w) 2Jdsl = ¡w 2JR'(s)J(1 + lsl2)jdsj . 
JR(z) 1 + lsl2 z (1 + IR(s)l2)(1 + lsl2) 

Bastará ver que IR~(~II~(:)II~I
2

) es acotado en la esfera, para lo cual basta 

ver el valor de esta función cerca de los polos de R y de oo. 
Para los polos, si zi E C es un polo de orden k resulta 

R(z) = h(z) 
(z- zi)k 

donde h( Zi) =J. O por tanto tenemos 

reemplazando esta expresión en 

resulta 

IR'(z)j(1 + lzl2) 
1 + IR(z)l2 

lim IR'(z)l(l + lzl2) =O 
z-tz, 1 + IR(z)j2 · 

Para z = oo, tendremos que 

pues el grado del denominador siempre es mayor o igual al del numerador. 

Resultando así que la expresión IR~(~II~~)II~I
2

) es acotada en C00 • O 

2.2.2 Topología de Aplicaciones Racionales 

Consideremos los siguientes conjuntos: 

C = {!: Coo---+ Coo tal que fes continua}. 
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R = {f: Coo ---7 Coo tal que fes racional}. 

R, ={!E R tal que fes de grado n }. 

En C definimos: 
pU, g) = sup <roU(z), g(z)). 

Esta métrica p es la métrica de convergencia uniforme en C00 , algunos resul
tados importantes con respecto a p que sólo mencionaremos son: 

l. Si la sucesión Un) es analítica en D y Un) converge uniformemente a 
f en D entonces f analítica en D. 

2. La aplicación grado definida en Res continua. 

3. Las componentes conexas de R son R, con n E IN. 

Ver [B] páginas 46,47. 

Definición 22. Sea ¡ una curva cerrada en la esfera, su complemento es la 
unión de dominios mutuamente disjuntos llamados componentes, suponiendo 
que ¡ esta en alguno de los hemisferios entonces una de las componentes 
contiene un hemisferio, llamaremos a esta la componente exterior de ¡ y será 
denotada por E(¡). 

Observación 20. SiR es una aplicación racional y W un dominio entonces 
8R(W) e R(BW). En efecto sea z0 E 8R(W) entonces existe una suceción 
R(zn), con R(zn) -t Zo donde Zn E w e coO considerando una subsucesión 
si es necesario podemos suponer Zn -t Z

1 

E w u aw. Si z' E w entonces 
z0 E R(W), el cual como es abierto implicaría que Zo no está en 8R(W), así 
tenemos de que z' E 8W por tanto Zo E R(8(W)). 

Teorema 16. Sea Runa aplicación racional, existe ó >O tal que si¡ es una 
curva cerrada con <ro diámetro menor a 6, entonces las curvas¡ y R¡ estarán 
contenidas en algún hemisferio y la imagen R(O) de una componente interior 
n de la curva¡ no intersecta a la componente exterior E(R(¡)) . 

Prueba. En principio tomando 6 suficientemente pequeño la curva ¡ estará 
en algún hemisferio, y además por la condición de Lipschitz para R podemos 
garantizar que la curvaR¡ también ha de encontrarse en un hemisferio; así 
tendrá sentido de hablar de sus componentes interiores y exteriores de ambas 
curvas. Sea M la constante de Lipschitz de R y O una componente interior 
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de ¡ entonces. 

diam(R(O)) :::; Mdiam(O):::; Mdiam¡. 

Agregemos ahora a las condiciones de 8la propiedad de que M 8 < 7rj entonces 
R(O) no contiene a E(R(r)) · · · *· 
Por otro lado aplicando la observación anterior a n tendremos que 8( R( n)) e 
R(on) e R¡. De esto concluimos de que E(R¡) es disjunto de o(R(O)) por 
lo tanto E(R¡)nR(O) = 0 o bien E(R¡) e R(O), finalmente de* tendremos 
de que E(R¡) n R(n) = 0. 

2.2.3 Valencia y Puntos Fijos 

Sea f no constante y holomorfa en Z0 E C00 • 

Entonces admite desarrollo de Taylor f(z) = ao+ak(z- Zo)k+ ... 'de donde 
tenemos de que: 

lim f(z)- :f(zo) = ak E C- {0}. 
z--+zo (z- Z0 )k 

El entero k es llamado la valencia o el orden de f en Z0 denotado por v¡(z0 ). 

Otro modo de definir la valencia es como la multiplicidad de Zo como solución 
de la ecuación f- f(zo) =O. 

Observación 21. La valencia verifica la regla de la cadena es decir 

donde Zo,g(zo),fg(zo) E C. 
En efecto basta notar de que 

fg(z)- fg(zo) = fg(z)- fg(zo) (g(z)- g(zo))q 
(z- Z0 )kq (g(z)- g(zo))q (z- Z0 )k 

o 

Del Teorema de la Función Inversa tenemos de que f inyectiva en alguna 
vecindad de z0 si v¡(zo) = 1, de esto y la observación anterior tenemos que 
la valencia se preserva bajo una pre y post aplicación inyectiva lo que nos 
permite extender la definición para el caso Z0 = oo o f(zo) = oo para esto 
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escogemos transformaciones de Mobius g, h las cuales lleven Zo y f(zo) en e 
en estas condiciones definimos: · 

Observación 22. De la definición tenemos que en los puntos singulares la 
valencia a de ser mayor que uno y por la compacidad de JP>1 tenemos que el 
número de puntos singulares a de ser finito, por tanto la suma E[v¡(z)- 1] 
es finita. 

Teorema 17 (Riemann Hurwitz). Para cualquier aplicación holomorfa f de 
JP>1 en JP>1 de grado d tenemos : 

2)v1(z)- 1] = 2d- 2. 

Para una demostración de este Teorema vea [B] página 43. 

Definición 23. Un punto w E JP>1 es llamado punto fijo de f si f(w) = w. 

Sea Zo E e y ¡n(zo) = Zn E e supongamos que Zn ~ w, entonces w es un 
punto fijo pues lim Jn+1(z0) = lim ¡n(.zo). 
Sea w E e un punto fijo de f, diremos que w es: 

l. Es punto fijo atractor si lf'(w)l <l. 

2. Es punto fijo repulsor si lf'(w)l > l. 

3. Es punto fijo indiferente si lf'(w)l .:._l. 

Ahora veamos los puntos fijos de una función racional f = ~ donde P es un 
polinomio de grado m y Q de grado n. 
Si m > n entonces la aplicaciíon f fija oo. 
Si p E e es un punto fijo entonces Q(p) =/= O, por tanto los puntos fijos son 
soluciones de 

zQ(z) - P(z) =O. 

Es decir los puntos fijos en e son las soluciones de la ecuación anterior. 

Lema l. Si X E e es un punto fijo de f y '1/J cualquier función inyectiva 
entonces 'lf;ofo'ljJ-1 tiene en '1/J(x) el mismo número de puntos fijos que f en 
x. 
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En particular si p es un punto fijo de una aplicación racional f y g una 
transformación de M obius entonces g of o g-1 tiene en g(p) el mismo número 
de puntos fijos que f en p. 

Teorema 18. Sea f una aplicación racional de grado d, entonces f tiene a 
lo mas d + 1 puntos fijos en JP>1. 

Prueba. Por el Lema 1 podemos suponer que los puntos fijos de f están en 
C. Supongamos f = G y sea p es un punto fijo de f, por la forma de f tene
mos que el número de ceros de f(z) -z en pes el mismo que de P(z) -zQ(z) 
en p, ahora como f no fija oo tenemos grado(P) ~ grado( Q), así el grado de 
P(z)- zQ(z) es d +l. D 

2.3 Conjuntos de Fatou y Julia 

Definición 24. Sea R una aplicación racional el conjunto de Fatou de R 
es el abierto máximo donde la familia { Rn} es normal y será denotado por 
F = F(R), el complemento de este conjunto será llamado el conjunto de 
Julia de R y es denotado por :1 = .J(R). 

Observación 23. De la definión :1 es un conjunto compacto, además como 
Coo es un conjunto compacto resultará indistinto hablar de normalidad y 
equicontinuidad. 

Proposición 3. Sean g una transformación de M obius, f una función 
racional y h = g o f o g-1 . Entonces F(h) = g(F(f)) del mismo modo 
.J(h) = g(.J(f)). 

Prueba. El resultado es consecuencia de las definiciones de los conjuntos de 
Fatou y Julia. 

Proposición 4. Para cualquier aplicación racional no constante f y n E IN 
se cumple que F(fn) = F(f) y .J(fn) = .J(f). 

Prueba. Sea g = fP como gn es una subfamilia de .fn entonces F(.f) C F(g), 
como cada fk satisface la condición de Lipchitz la familia ~k = {fkgn : n ~ 
O} es equicontinua, donde {gn : n ~ 1} es equicontinua, entonces ~k es 
equicontinua en F(g) por tanto lo es la unión finita ~=~~k· Como esta 
unión es {¡n : n ~ O} entonces la familia {fn : n ~ 1} es equicontinua en 
F(g), de donde F(g) = F(f), la otra afirmación es análoga. 
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2.3.1 Conjuntos Completamente Invariantes 

Sea g : M --+ M una aplicación y E e M. 
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Diremos que E es invariante hacia atrás si g-1(E) = E y invariante hacia 
adelante si g(E) =E. 
Diremos que es completamente invariante si lo es hacia adelante y atrás. 

Observación 24. Si g es sobreyectiva, la definición de completamente inva
riante coincide con la de invariante hacia atrás. 

Teorema 19. Si f es un aplicación racional de grado al menos 2 y E es 
un conjunto finito completamente invariante entonces E tiene a lo mas dos 
elementos. 

Prueba. Supongamos que E tiene k elementos, entonces f actúa como una 
permutación de E en E, luego existe q E IN tal que riE = IIE· Si el grado 
de r es d para todo w E E la ecuación r ( z) = w tiene d soluciones las 
cuales todas están en E, del Teorema de lliemann-Hurwitz aplicado a r 
tenemos k( d - 1) ::; 2d - 2, de esto y del hecho que d 2:: 2 concluimos de que 
k ::; 2. 

En lo que resta de este capítulo asumiremos que g : X --+ X es sobreyec
tiva, así completamente invariante e invariante hacia atrás será lo mismo. 
Si E es completamente invariante bajo g, y huna biyección de X en X en
tonces h(E) es completamente invariante bajo hogoh-1. Como g-1 conmuta 
con n es fácil ver que la intersección de conjuntos completamente invariantes 
es completamente invariante; así dado un conjunto E0 nosotros podremos 
hablar del menor conjunto completamente invariante que contiene a E0 , de
finiendolo como la intersección de los conjuntos completamente invariantes 
que contienen a E0 , si ese conjunto es E nosotros decimos que E0 genera E. 
Ahora introduciremos una relación de equivalencia, la cual facilitará el estu
dio de los conjuntos completamente invariantes. 

Definición 25. Diremos que X rv y si existen n, m E IN tal que gn(x) = 
gm(y). La clase de equivalencia que contiene a x la denotaremos por [x] y la 
llamaremos la órbita de x. 

Teorema 20. Si g : X --+ X entonces [x] es completamente invariante. 

Prueba. Si <x> denota el conjunto invariante generado por x, no es difícil 
observar que [x] C<x>. Por la minimalidad de <x>, sólo resta probar que 



42CAPÍTULO 2. DINÁMICA DE APLICACIONES HOLOMORFAS SOBRE JP>1 

[x] es invariante. Como y"' g(y) tenemos que y E [x] si y solo si g(y) E [x] 
por tanto [x] es completamente invariante. O 

Teorema 21. Los conjuntos de Julia .J = .J(.f) y Fatou F = F(f) son 
completamente invariantes por f. 

Prueba. Es suficientemente probar que F es completamente invariante. Sea 
z0 E ¡-1(F), y w0 = f(z0 ) E F, de la definición de F tendremos que dado 
E > O existe 8 > O tal que si 

cr(z, z0) < 8 entonces cr(fn(z), ¡n(z0)) <E para todo n. 

Por la continuidad tenemos que para 8 > O existe 8' > O tal que si 

cr(z, z0) < 8' entonces cr(f(z), wo) < 8 

por tanto a(Jn+l(z), ¡n+l(z0)) < E, esto muestra que {¡n+l : n 2:: 1} es 
equicontinua en z0 , así {fn : n 2:: 1} es equicontinua en z0 . Por tanto esta 
familia será equicontinua en ¡-1(F) y como ¡-1 (F) es abierto deducimos 
que ¡-1(F) e F. 
Recíprocamente, si z0 E F como {¡n+l : n 2:: 1} es equicontinua en Zo 

entonces {fn : n 2:: 1} resulta equicontinua en f(z0 ) = w0 , de donde z0 E 
¡-1 (F), concluimos así que F = ¡-1(F) . 

Proposición 5. Si fes un polinomio de grado al menos 2 entonces oo E F(f) 
y la componente conexa Foo de F(f) que contiene a oo es completamente 
invariante bajo f. 

Prueba. Por ser f un polinomio, existe una vecindad W de oo sobre la cual 
{fn: n 2:: 1} converge uniformemente a oo, de donde tenemos que oo E F. 
Veamos ahora que F 00 es completamente invariante. 
Como oo E /(Foo) y es conexo tenemos f(Foo) e F 00 • Recíprocamente si 
z E ¡-1 (Foo) entonces por el Teorema 21 z estará en alguna componente de 
F, sea F1 esta componente conexa entonces por minimalidad F 1 e ¡-1(F00 ). 

Si f(F1) # F 00 entonces existiría algún punto (en 8(F1) con /(() E Foo lo 
cual es absurdo pues (está en el conjunto de Julia, luego F 1 = ¡-1 (Foo) así 
existe w E F 1 tal que f(w) = oo. 
Luego por la caracterización de polinomios tenemos que w = oo, de esto 
último podemos concluir F 1 = F 00 • O 
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En nuestra definición de conjuntos completamente invariantes hemos de
notado por (z] el menor conjunto totalmente invariante que contiene a z; 
veremos a continuación cuando este conjunto es finito. 

Definición 26. Un punto z es dicho excepcional para la aplicación racional 
f : JP>1 ~ JP>1 cuando [z] es finito. El conjunto de tales puntos será denotado 
por E(f). 

Observación 25. Es suficiente que la órbita hacia atrás o-(z) = Un~oR-n{z} 
sea finita para que z sea un punto excepcional, mejor aún tenemos que 
[z] = o-(z). 
En efecto definamos los conjuntos Bn de la siguiente manera: 
Bn = Um>nR-m(z) tenemos que R-1(Bn) = Bn+l y además [z]::) o-(z) = 
Bo e B1 e B2 .... 
Si o-(z) fuese finito entonces cada Bn sería finito, luego la cadena Bn será 
estacionaria es decir Bm = Bm+l, por tanto Bm es completamente invariante. 
Así Bm = [z], con lo cual tenemos la afirmación. O 

Teorema 22. Una aplicación racional f de grado d ~ 2 tiene a lo más dos 
puntos excepcionales. 
Si E(f) ={(},entonces f resulta conjugado a un polinomio. 
Si E(f) = {(1, ( 2}, entonces f resulta conjugado a zd condE Z. 

Prueba. Como E(f) es invariante por el Teorema 19 el conjunto E(!) tendrá 
a lo más dos elementos, por tanto se presentan cuatro posibles casos: 

l. E(!)= </J. 

2. E(f) = { oo} = [oo]. 

3. E(f) = {O,oo}, [O]= {O} y [oo] = {oo}. 

4. E(!)= {O,oo}, (O]= {oo} y [oo] = {0}. 

En el caso 1 no hay nada que hacer, en al caso 2 es claro que resulta 
un polinomio, en el caso 3 es un polinomio de la forma azd y para el caso 4 
vemos que f tiene todos los ceros y todos los polos en {0, oo} por lo tanto 
ha de ser de la forma azd para algún entero negativo. O 
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A partir del teorema anterior la mayoría de las funciones racionales no 
tienen puntos excepcionales. 

Veamos ahora algunas propiedades del conjunto de Julia. 

Corolario 3. El conjunto de Julia no contiene puntos excepcionales. 

Prueba. Del Teorema 22 la aplicación debe ser conjugada a un polinomio, 
y como el conjunto de Julia permanece invariante bajo una conjugación, ver 
Proposición 3, tendremos que basta reducirnos al caso de un sólo elemento 
excepcional, el cual lo podemos considerar como oo, finalmente de la Propo
sición 5 , oo E F que es un punto excepcional. 

Teorema 23. Si el grado de una aplicación racional f es al menos 2, entonces 
el conjunto de Julia .J(f) es infinito. 

Prueba. Supongamos que el conjunto de Julia es el vacío, esto equivale decir 
que F = 1P'1 , así la familia {¡n : n 2: 1} será equicontinua en 1P'1 , luego ten
dremos una subsucesión que converge uniformemente, pues por el Teorema 9 
tenemos que en un compacto la equicontinuidad es equivalente a normalidad, 
ahora por la convergencia uniforme este límite es una función holomorfa y 
por la caracterización dada en el Teorema 13, resulta una aplicación racional 
de grado finito cual es absurdo, por hecho que el grado de la subsucesión 
crece indefinidamente debido a que d 2: 2. 
Supongamos ahora que .J es no vacío y finito como el conjunto de Julia es 
completamente invariante este conjunto estará constituido de puntos excep
cionales, luego· del Corolario 3 este conjunto debe estar contenido en F lo 
cual es un absurdo. 

Veremos ahora que el conjunto completamente invariante, cerrado y infi
nito mas pequeño es el de Julia. 

Teorema 24. Si f es un aplicación racional de grado al menos 2 y E un 
conjunto cerrado completamente invariante entonces: 

l. Si E es finito, entonces tendrá a lo mas dos elementos y E e E(f) e 
F(f). 

2. Si E es infinito entonces contiene al conjunto de Julia. 
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Prueba. Si E es finito de el Teorema 19, E no ha tener mas de dos elementos 
los cuales serán excepcionales. Luego del Corolario 3 tendremos que E e 
E(!) e F(f). 

Si E es infinito n = JID1 - E es completamente invariante y la familia 
{in : n ~ 1} evita mas de tres puntos, por tanto del Teorema 10 esa familia 
es normal en n, así tenemos la parte .2 del teorema. 

Observación 26. De lo anterior tenemos que si un conjunto totalmente inva
riante tiene al menos 3 elementos, entonces es infinito y contiene al conjunto 
.J(f). 

Teorema 25 . .J = JID1 o int(.J) = 0. 

Prueba. Como JID1 = int(.J) U 8(.7) UF, y cada uno es completamente in
variante tendremos que: 
Si F = 0 entonces .J = JP>1 . 

Si F i= 0 entonces 8(.1) UF es infinito, cerrado e invariante y como el con
junto de Julia es el mínimo con estas propiedades, entonces tendremos de 
que .J e 8(.1) UF y de aquí .J ~ 8(3), por tanto tiene interior vacío. O 

Teorema 26. El conjunto .J es un conjunto perfecto. 

Prueba. Sea .J' el derivado de .J si .J infinito entonces .J' i= 0 y cerrado, 
luego por continuidad f ( .J') e .J'. 
Sean z E .J' y (zn) una sucesión en .J que converge a z luego f(zn) E .J y por 
continuidad f(z) E .J, así tenemos f(.J') e .:7, y como f es una aplicación 
abierta tenemos que ¡-1 (.7') E ..7, luego .J' es completamente invariante y 
por tanto .:J = .J'. O 

Teorema 27. Si f es una aplicación racional de grado al menos dos y W un 
abierto que intercepta al conjunto de Julia en un conjunto no vacío entonces: 

2. Paran suficientemente grande tenemos que ¡n(W) :) .:J. 

Prueba. 
l. Sean W0 = U ¡n(W) y K = JID1 - W0 , si K tiene tres puntos excepcionales 
de el Teorema 10 la familia {fn: n ~ 1} resulta normal en W, luego W e F 
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lo cual es absurdo. Así W0 contiene a lo mas dos puntos excepcionales. To
memos z E JP>1 - E(f) entonces o-(z) es infinita y o-(z) n W0 =/;0 , sea w un 
punto de esta intersección, de donde obtenemos p, q E IN tal que fP(w) = z 
y w E fq(W), es decir z E jP+q(W) por lo tanto JP>1 -E(!) e Un>o ¡n(W). 
2.Sean W¡, W2, W3 abiertos que cortan .J y con distancia cordal positiva uno 
del otro, veamos que alguna imagen de Wi cubre Wk para algún k. Supon
gamos que esto no ocurre entonces para algún j, f(Wi) no cubre W1 , W2 , W3• 

Entonces nuevamente por el Teorema 10 la familia resulta normal en Wi y 
esto no puede suceder puesto que wj n .J =1 0. 
Hemos mostrado que para cada j existe un k tal que ¡n(Wi) :) Wk así po
demos definir la permutación 4> que lleva {1, 2, 3} en si mismo, luegoi para 
alguna iteración tenemos la permutación identidad, es decir ¡m(Wi) :) Wi, 
luego por la parte uno tenemos que U ¡mn(Wi) cubre el compacto .J enton
ces existe no E IN tal que ¡mno(Wi) :) .J pues la sucesión (fmn(Wi))n es 
creciente. O 

Teorema 28. Si f es una aplicación racional de grado al menos 2 entonces 
se cumple que: 

l. Si z no es excepcional .J e o-( z). 

2. Si z E: .J entonces .J = O-(z). 

Prueba. Sea z un punto no excepcional y W # 0, tal que W n .J # 0. 
De el Teorema 27 se tiene que existen tal que z E ¡n(W) entonces o-(z) n 
W # 0 y esto prueba l. 
Sea z E .J entonces como .J es completamente invariante tenemos que 
o-(z) e .J y usando 1 tenemos de que o-(z) =.J. o 

Teorema 29. Si f y g son aplicaciones de grado al menos 2 verificando 
f o g = g o f entonces .J(f) = .J(g). 

Prueba. Como las aplicaciones holomorfas en JP>1 son lipchitzianas entonces 
existe M E JR+ tal que o-(g(w),g(z)) ~ Mo-(z,w), para todo z,w E JP>1

. 

Ahora tomemos w E F(f), por la equicontinuidad de {fn : n ~ 1} en w 
existen € >O y 8 >O tal que para todo n diam(fn(D(w,8))) < ~'donde 
D( w, 6) es el a-disco además 

diam(fng(D(w, 8))) = diam(gfn(D(w, 8))) ~ Mdiam(fn(D(w, 8))) <E 
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entonceslafamilia{¡n: n 2:: 1} esnormaleng(D(w,ó)),luegog(w) E F(/), 
por tanto g y gn llevan elementos de F(f) en si mismo, entonces {gn : n 2:: 1} 
es normal en F(f), por tanto F(g) e F(f), la otra inclusión se obtiene de 
modo análogo. 

Veremos ahora un ejemplo de una aplicación racional cuyo conjunto de 
Julia es JP>1 . 

Ejemplo 12. Sean ¡_¿, >. E e tal que ~ ~ IR y A = {m>. + np. m, n E Z} el 
retículo determinado por ¡.¿y >.. 
Un paralelogramo es cualquier conjunto de la forma: 

'P = {zo + s>. + t¡.¿ ; donde , O~ s, t ~ 1 z0 E C}. 

Una aplicación elíptica respecto a A es por definición una aplicación me
romorfa de e en JP>1 tal que cada w E A es un periodo de f, es decir 
f(z + w) = f(z) \;fz E C, en particular /(e) = f('P) y así f(e) es com
pacto en JP>1• Nuestros argumentos son basados en las propiedades de la 
aplicación elíptica de Weierstrass. 

1 1 1 p(z) = - + ~ ( . .. - -). 
z2 L.....t z + w2 w2 

wEA-{0} 

La aplicación p satisface la identidad p(2z) = R(p(z)), para una aplicación 
racional R, para mayores detalles ver [B] pg 77-79. 
Sea ahora D un disco, U= p-1(D) y <p(z) = 2z. Es claro que existe un n tal 
que <pn(U) :) 'P y Rn(D) = Rn(p(U)) = p(2n(U)) = JP>1, entonces F(R) = 0 
y .J(R) =JP>l. 
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Capítulo 3 

Conjuntos de Fatou y de Julia 
en JPk 

Empezaremos este capítulo caracterizando las aplicaciones holomorfas de pk 
en pk, para esto utilizaremos dos resultados centrales en la teoría de Varias 
Variables Complejas como son los Teorema de Weierstrass-Hurwitz y el Teo
rema de Levi. 
Definimos los conjuntos de Fatou y de Julia de manera análoga al caso uni
dimensional, luego veremos en el Teorema 34 que las aplicaciones holomorfas 
y meromorfas son abundantes; en el mismo Teorema damos una cota para el 
grado del conjunto de los puntos críticos de una aplicación holomorfa. Pos
teriormente, pasamos ha estudiar los puntos periódicos de las aplicaciones 
holomorfas y mostramos que una aplicación holomorfa de grado d ~ 2 sobre 
pk tiene exactamente d"-~:~)1_1 puntos periódicos de orden n, también vere
mos que las aplicaciones holomorfas de grado d ~ 2 sobre JPl2 tienen infinitas 
órbitas periódicas; estudiamos también las variedades excepcionales de forma 
análoga al caso unidimensional y probamos que el grado de ellas no superan 
la dimensión mas uno del espacio proyectivo donde está definida la aplicación 
holomorfa, además verificamos la abundancia de aplicaciones holomorfas sin 
hipersuperficies excepcionales similar al caso de dimensión uno, ver el Teo
rema 22. 
Por último hacemos un estudio completo de las variedades excepcionales de 
las aplicaciones holomorfas en el plano proyectivo, observaremos además, que 
al contrario del caso unidimensional el conjunto excepcional puede estar en 
el conjunto de Julia. 

49 
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3.1 Aplicaciones Holomorfas y Meromorfas 
en JP>k 

Teorema 30 (Levi). Sea W un conjunto analítico de un conjunto abierto 
D e en de dimensión dim(W) :::; n- 2. Si f es una función meromorfa 
en D - W entonces existe una única función meromorfa F en D tal que 
FID-W =f. 

Una demostración de este teorema puede ser encontrado en [G] pg 168. 

Teorema 31 (Weierstrass-Hurwitz). Las funciones meromorfas de JPk son 
las funciones racionales. 

Prueba. Sea H: en+I- {O}--+ JP>n la proyección natural (zo, ... 'Zn) --+ [zo : 
· · · : Zn], entonces la composición J = f oH es una función meromorfa en 
en+ 1 - {O}. Por el Teorema de Levi J se extiende a una función mero morfa 
en el origen, para ello basta considerar W ={O} en el Teorema 30. Por tanto 
esta función puede ser expresada como J(z) = f,t~ para algunas funciones 
holomorfas f' y f" en una vecindad del origen, esas funciones pueden ser 
escritas en sumas 

00 00 

v=O 

donde las funciones f~ son polinomios homogéneos de grado v. Por estar 
definidas las funciones f' y f" sobre JP>k deben de satisfacer 

f{tz) = f(z), 

donde t E JI)) = {t E e : iti :::; 1} y z E D¡ = {z E en+l : f"(z) =f 0}. 
Escribiendo esta última expresión en términos de sus polinomios homogéneos 
tenemos: 

00 00 

L f~(z)tv = L J(z)J: (z)tv 
v=O v=O 

y puesto que esta identidad es verdadera para todo itl :::; 1 y z E D¡, igua
lando los coeficientes de la serie en la variable t, se debe cumplir que 
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para todo z E D¡, por otro lado debe existir al menos algún v0 para el cual 

!
11 _¡_O d l · J- =O 'J-( ) - f~o(z) va r e o contrano - , as1 z - ¡:;

0 
(z). 

Veamos ahora una caracterización de aplicaciones holomorfas en JP>k. 

Teorema 32. Sea f una aplicación holomorfa no constante de JP>k en JP>k 
entonces f es dado en coordenadas homogéneas por [Jo : · · · : !k] donde cada 
fJ es un polinomio homogéneo de grado d, y los fj no tienen ceros comunes 
excepto el origen. 

Prueba. Si [z0 : · · · : zk] son las coordenadas homogéneas de f pode
mos suponer que f(JP>k) no está contenida en algún hiperplano de la forma 
{[z0 : · · · : zk] : Zj = O} considerando un cambio de coordenadas lineales, 
vea la sección 1.2, podemos suponer que f(JP>k) ~ {[zo : · · · : zk] : zo = 0}, 
luego del Teorema de Weierstrass-Hurwitz tenemos que cada componente 
de la función meromorfa E.. f es dada por el cociente de dos polinomios del 

ZQ 

mismo grado ~:, si F = (F0 , · · • , Fk) donde cada uno de los polinomios son 
del mismo grado, y se han obtenido al dividir los factores comunes de los 
polinomios ff n G¡ entonces por definición las componentes de F no tienen 

J -

factores comunes, así sólo resta demostrar que F es un levantamiento de f 
a (Ck+l, para esto sólo necesitamos verificar q__ue los Fj _no tienen ceros co

munes excepto el origen, pues tenemos que [F0 : · · · : Fk] = [Jo : · · · : !k]· 
Supongamos lo contrario que existe p E Ck+1 

- {O} un cero común de los 

polinomios Fj, y escojamos un levantamiento local J = (!0 , · · · , fk]_ de.{_; en 

una vecindad de p nosotros podemos asumir que Jo= 1, entonces Fj = F0 fJ 
lo cual implica que el conjunto de ceros comunes es ~na hipersuperficie, esto 
contradice el Teorema de Bezout debido a que los Fj se están tomando sin 
factores comunes. O 

• El espacio de las aplicaciones holomorfas en JP>k será denotado por H. 
• El espacio de las aplicaciones holomorfas en JP>k donde las coordenadas 

son polinomios homogéneos de grado d será denotado por Ha. 

Ejemplo 13. De el Teorema 32 es claro que la aplicación f : JP>k -t JP>k 
[z0 : · · · : zk] -t [zg : · · · : z~] es una aplicación holomorfa, pues las funciones 
fi(zo, ... , zk) = zf no tienen ceros comunes. 

Es fácil darse cuenta que H es estable bajo la composición de aplicaciones 
holomorfas, por otro lado si permitimos que tengan ceros comunes podemos 
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identificar con el espacio JP>N donde N = (k + 1) (aa¡k~)! - 1, esto se obtiene 
identificando los polinomios homogéneos con sus respectivos coeficientes, y el 
uno de la diferencia es simplemente porque estamos en el espacio proyectivo. 
Nosotros consideraremos el espacio Ma de funciones meromorfas, las cuales 
tienen rango maximal en algún abierto no vacío. 
Existen aplicaciones meromorfas que no están en Ha ni en Ma. 

Ejemplo 14. La aplicación f: JP>2 -+ JP>2 [x : y: z] -+ [y : x- z : x- z] no es 
holomorfa pues tiene a [1 :O: 1] como cero común, además f (j. M 1 , pues el 
jacobiano es nulo en todo punto. 

Observación 27. Sea fE Ha, en todo valor regular de f el jacobiano de su 
imagen tendrá rango máximo entonces Ha C Ma. 

3.2 Conjuntos de Julia y Fatou 

Como el caso de una variable, podemos definir en JP>k los conjuntos de Fatou 
y Julia. 

Definición 27. Sea f : JP>k -+ JP>k en Ha O :::; l :::; k - 1 un punto p E JP>k 
pertenece al conjunto de Fatou F¡ si existe una vecindad U (p) tal que para 
todo q en U(p) existe una variedad compleja Xq de codimensión l, tal que 
{fnlxq} resulta equicontinua. 

De la definición tenemos que Fi :::> Fj si i < j, además podemos dar
nos cuenta que F 0 es el mas grande abierto donde la familia {in} resulta 
equicontinua y tal conjunto es llamado el conjunto de Fatou de f. 

Definición 28. A cada abierto F 1 le corresponde el conjunto Jz = JP>k- F¡. 
Nosotros llamaremos a Jo el conjunto de Julia de f. 

Teorema 33. El conjunto de Julia de una aplicación holomorfa f E 1-la con 
d 2:: 2 es siempre no vacío. 

Prueba. Supongamos que el conjunto de Fatou sea JP>k y sea h el límite de 
una subsucesión {fnk }, entonces h tendría grado finito, lo cual es absurdo. 

Veamos ahora la topología del espacio de aplicaciones holomorfas. 

Teorema 34. Respecto al espacio de las aplicaciones holomorfas y mero
morfas sobre JP>k tenemos las siguientes afirmaciones: 
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l. Los conjuntos 1-ld y Md son abiertos en la topología de Zariski, en 
particular son conexos. 

2. Si f E 1-ld entonces el conjunto de puntos críticos de f es una variedad 
algebraica de grado (k+ 1)(d- 1). 

Observación 28. Antes de probar este resultado es necesario recordar que 
¡pk con la topología de Zariski es un espacio topológico irreducible, esto sig
nifica que cualquier par de abiertos se interceptan . 

Prueba. 1.- Consideremos la siguiente identificación 

JP>N = { [!0 : • · • : !k] : h es polinomio homogeneo de grado d}, 

donde N = (k + 1) (dd;~)! - l. Esta identificación tiene sentido, pues algún 
coeficiente de unos de los polinomios fj es no cero, además tengamos pre
sente que cualquier elemento de ¡pN no es una función definida en todo ¡pk. 
Consideremos ahora el conjunto analítico 

L; = {(!, z) E ¡pN X ¡pk: f(z) = 0}. 

Sean 7r : L; -+ jp>N la proyección 1r(f, z) = .f, y Ed = 7r-
1(JPN). Entonces 

L;d = ¡pN -1-ld, pues si f está en 1-ld entonces sus componentes no tienen ceros 
comunes en ¡pk, luego por el Teorema de la Aplicación Propia 5 la proyección 
de un conjunto analítico es analítico, así L;d es un conjunto analítico en 
particular es cerrado por tanto 1-ld es abierto. 

Por último veamos que Md es un abierto Zariski. Para ello observemos 
que 

¡pN- Md = nzEJP'k{f: J(f, z) =O} 

Md = U{.f : J(.f, z) i= O algún z E JPk} donde J(.f, z) es el jacobiano del 
levantamiento de f a Ck+1 . 

2.- Sea f = [Jo : · · · : fk] E 1-ld y F el leventamiento de f , consideremos la 
proyección usual 7r : Ck+1 -+ JP>k del conjunto crítico de F = (!0, ... , !k) 

C(F) = {z E Ck+1 
: J(F, z) = 0}, 

como C(F) es un conjunto que tiene grado menor o igual que (d- 1)(k + 1), 
entonces por la conexidad de 1-ld basta encontrar un elemento de g E 1-ld con 
grado ( d- 1) (k+ 1), por ejemplo podemos considerar g = [ zg : · · · : z~] E 1-ld. 
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3.3 Puntos Periódicos 

En esta sección mostraremos que el conjunto de puntos fijos de f E Ha es 
discreto. 

Debemos recordar que las únicas variedades compactas M e en son los 
conjuntos finitos, esto puede deducirse si aplicamos el Teorema del Módulo 
Máximo a las proyecciones 7l"i :en --+e 7r(XI, ... 'Xn) = Xi restringidas a M. 

Teorema 35. Sea f : JPlk --+ pk es una apUcación holomorfa de grado d 2: 2, 
y sea g : JPlk --~ pk una aplicación meromorfa de grado d' con d' < d. Si n 
es un conjunto abierto denso de Zariski donde g es holomorfa entonces no 
puede existir una curva algebraica compacta Z tal que f = g en Z n n con 
Z n n =/= 0. En el caso que g es holomorfa el número de puntos donde f = g 

, . 1 ak+l d'k+l d 1 . l. .d d sera 1gua a d=d' contan o mu tlp 1c1 a . 

Prueba. Supongamos que f = g en una subvariedad algebraica compacta 
uno dimensional Z' e Z. 
SAan f = [Jo : · · · : !k] y g = [g0 : · · · : gk], donde los fj son polinomios 
de grado d y los gj son polinomios de grado d' con d' < d; tomemos los 
levantamientos F = (.f0, ... , .ik) y G = (go, ... , gk) de f y g , la variedad Z' 
también es levantada en una superficie X en ek+l la cual será de dimensión 
2. Introduscamos ahora la variable t y consideremos las k+ 1 ecuaciones 
homogéneas 

d-d' fJ- t gj =o 
ellas son ecuaciones homogéneas de grado d, este sistema forma un cono Y 
en ek+2 . Consideremos ahora la proyección de Y a JPlk+1 la cual seguiremos 
llamando Y, considerando las intersecciones con el hiperplano t = O, las 
ecuaciones se reducen a 

!o=···= !k= O 

puesto f está bien definida en pk tenemos que Y no intercepta el hiper
plano t =O, por lo tanto tendrá que ser una subvariedad compacta en Ck+l, 
entonces será un conjunto finito en Ck+1, esto significa que Y consiste de 
un número finito de líneas que pasan por el origen en Ck+2

. Supongamos 
que p E Z n n, con f(p) = g(p), considerando un t con td-d' = 1 tene
mos de que fj (p) = td-d' gj (p), donde p = [ z0 : · · · : zk], entonces el punto 
(z0 , ... , zk. t) E Y por lo cual tendríamos que Y es dos dimensional en Ck+2

, 

por tanto tal Z no existe. 
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En el caso de que g es holomorfa podemos contar el número de puntos 
de intersección. Consideremos el sistema fj - td-d' gj = O, por lo anterior 
tenemos que los polinomios homogeneos no pueden tener factores comunes, 
entonces del Teorema de Bezout 8 el sistema tendrá dk+1 soluciones, de estas 
algunas ocurren en el punto [O : O : · · · : 1], está solución no tendrá no será 
considerada en ¡pk, entonces consideremos la intersección de dicho punto. En 
la coordenada t = 1 el sistema resulta .fj-9} =O, el cual tiene cono tangente 
9i pues d' < d, además como g holomorfa no habrá conos tangentes comunes, 
así el número de intersección coincide con el producto de las multiplicidades 
(vea la Observación 14) el cual para cada uno es d', por tanto la intersección 
en dicho punto es d'k+l esto nos da dk+l - d'k+l soluciones, pero esto se ha 
hecho para cada una de las d - d' raíces de la unidad, así sólo tendremos 
dk+l_dlk+l . k 

d-d' soluciOnes en JID . 

Definición 29. Sea p un punto periódico de la función f : ¡pk --+ ¡pk. 
El orden de periodicidad de un punto pes el menor entero k tal que Jk(p) =p. 

Corolario 4. Si f : ¡pk --+ ¡pk, f E Hd con d 2: 2 entonces el número de 
puntos periódicos de orden n contando sus multiplicidades es d"~n+~~- 1 . 

Prueba. La prueba de este resultado es inmediato si tomamos ¡n e lpk (la 
función identidad de JIDk) como las funciones f y g en el Teorema anterior. 

Ejemplo 15. Considérese la aplicación [x : y : z] --+ [x2 : y2 : z2). 

Los puntos fijos [x : y : z) de orden 2 satisfacen la ecuación (z2 ) 2 = z, 
que equivale a la ecuación z(z3 - 1) = O, de ahí z = O o z raíz cúbica de 
la unidad. Lo mismo pasa para x e y. Haciendo las cuentas estos serán: 
[O : O : 1), [O : 1 : 0), [O : 1 : 1), [O : 1 : w), [O : 1 : w 2

), donde 1, w, w2 son las 
raíces cúbicas de la unidad. Cuando la primera coordenada homogénea es 1 
no habrá repeticiones, por tanto habrán 16 elementos con primera coordenada 
homogénea 1, así en total tendremos que existen 21 puntos periódicos de 
orden 2. 

Aplicado el corolario en el ejemplo anterior, tenemos que los puntos periódicos 
(22)3-1 

de orden 2 son 22_1 = 21. 
El resultado anterior no es válido para aplicaciones meromorfas . 

Ejemplo 16. Consideremos la aplicación f : JID2 --+ JID2 definida por f[z1 

z2 : z3] = [az1zg-l + zgP(;;) : z2zg-l + (3zg: zg], donde Pes un polinomio 
de grado d y af3 =1 O, esta es una aplicación meromorfa y no tiene punto 
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periódicos, en efecto en coordenadas afines z3 = 1 tenemos f[z1 : z2 : 1) = 

[az1 + P(z2 ) : z2 + /3 : 1], así siendo una traslación una de las componentes, 
la aplicación no tendrá puntos periódicos en esta parte de JP>2 , sólo faltaría 
ver si en la recta del infinito lL00 : z3 = O tiene puntos periódicos, pero ahí f 
no es definida. 

Veremos ahora acerca de la abundancia de las órbitas periódicas, para lo 
cual será necesaria la desigualdad de Lojasicwicz. 

Teorema 36. Sea n abierto de IRn y f : n ---+ IR analítica, si E = {X E 

D/ f(x) =O} entonces para todo compacto K e D, existen e, a > O tal que 
para todo x E K se tiene que 1 f(x) 1~ c(d(x, E))cx. 

Esta prueba es muy técnica, y no es relevante para nuestro objetivo, se 
puede encontrar por ejemplo en [M] pg 59 - 62. 

Teorema 37. Sea f : JP>2 ---+ JP>2 una aplicación holomorfa con grado d ~ 2 
entonces existen infinitas órbitas periódicas. 

Para probar este Teorema necesitaremos el siguiente Lema. 

Lema 2. Sean U, V e C2 vecindades de O y f : U ---+ V una aplicación 
holomorfa tal que f(O) =O. Si O es un punto aislado del conjunto de puntos 
periódicos de f, entonces existe un entero N tal que para todo n E IN 
podemos hallar una vecindad Un e C2 de 0 y un Cn > 0 que verifiquen la 
inecuación 

11 ¡n(z,w)- (z,w) 11~ Cn 11 (z,w) IIN 
para todo (z, w) E Un. 

Prueba. Sean a ,¡los autovalores de .f'(O) luego por el desarrollo de Taylor, 
podemos considerar 

f = (az + j3w + P(z, w), ¡w + Q(z, w)) 

doride P y Q se anulan al menos de orden dos, además si a -=/= ¡ podemos 
considerar j3 = O pues se podría diagonalizar f' (O) 
consideremos a -=!= j3 entonces 
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donde Pn ,Qn se anulan al menos de orden dos luego tendríamos. 
lfn(z,w)-(z,w)l =1 (an-1)z+Pn,('Yn-1)w+Qnl21 (an-1)z,(J'n-1)w 1 
- 1 (P, Q) 12 rn 1 z, w 1 -E 1 z, w l, donde r = min{l an -1 ll1n -1 1} luego 
el argumento es válido con N = 1, por otro lado si consideramos 1 a l# 1 
y 1 1 1 = 1 bastaría con tomar a # 1 sino por un cambio de coordenadas 
tendríamos de que 1 a 1= 1 y l1l= l. 
Veamos ahora el caso 11 1= 1 1 (Y. l# 1 entonces j3 = O y sería equivalente 
al caso con a y j3 invertidos, sea 1 = e2niO, con () E I, si () fuese irracio
nal sería equivalente al caso con a # j3, si () = E. en este caso también es 

q 
válido para n con N = 1 si n # mq, para el caso faltante reemplazando 
¡n por f bastaría considerar 1 = 1 así f = ( az + P, w + Q), nosotros ve
remos el caso mas general a # l. De la ecuación az + P(z, w) = z la 
variable z se puede resolver impícitamente en torno a O desde que a # 1 
obteniendo z = h( w) donde h se anula al menos de orden dos, luego por el 
desarrollo de Taylor, podemos obtener funciones P', Q' anulándose al me
nos de orden uno y Q" anulándose para un orden finito k > 1 de modo 
que: f = (a(z- h(w) + h(w) + (z- h(w))P', w + Q"- (z- h(w)Q'); sea 
(zo, wo) un punto cercano a cero y (zn, wn) = ¡n(z0 , w0)'denotemos (zn, wn) = 

(h(wo) + ~n, Wo +bn) veamos el error (6n, bn) donde ~o = zo- h(zo) y bo =O 
(zn+l, Wn+I) = (a(h(wo)+~n -h(wo+6n))+h(wo+bn)+(h(wo)+6n -h(wo+ 
bn))P'(h(wo) + 6n, Wo + bn), Wo + bn + Q"(wo + bn) + (h(wo) + 6n- h(wo + 
bn)Q'(h(wo) + 6n, Wo + bn)) = o(h(wo) + 6n, Wo + bn + Q"(wo)) de donde se 
tiene que (6n, bn) = (an6o + o(l ~o 11 bn 1), bn + Q"(wo) + o(l 6o l, 1 bn 1) de 
lo anterior usando inducción se tiene que 
(6n,bn) = (an6o + o(l 6o,Q"(wo) l),nQ"(wo) + o(l 6o,Q"(wo) 1), así 
tendríamos de que : 
1 Un- I)(zowo) 1=1 6n- ~o, bn 21 (an- 1) 11 6o,nQ"(wo) 1 -o(l ~o, Q"(wo 1) 
luego para todo n tal que an # 1 tendremos de que: 
1 un- I)(zo, wo) 12 Cn(l Zo- h(wo) 1 + 1 Q"(wo) 1) y por continuidad 
1 un- I)(z, w) 12 Cn(l z- h(w) 1 + 1 Q"(w) 1) en alguna vecindad del 
cero, si consideramos los puntos ( z, w) cerca al origen con la condición de 
que 1 z 121 w 1 y debido a que Q" es de orden k la desigualdad es válida con 
N=k. 
Para el caso de los puntos de la forma 1 w 121 z 1 la desigualdad será válida 
con N= 1 y como k > 1 el cualquier caso será válida con N= k. 
Para concluir la prueba faltaría el caso 1 z 1=1 w 1= 1, supongamos que 
a = 1, primero consideremos que a y 1 son rotaciones irracionales con
siderando ~f'(O) estaríamos en el caso 1 a 1= 1 1 # 1 del mismo modo 
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para el caso de rotaciones racionales a = 1 = e2nip/q donde p y q coprimos 
la iteración es válida cuando n no es múltiplo de q, para el caso restante 
se reduce a considerar a = 1 = 1 y f3 arbitrario veamos primero el caso 
f3 -=/:- O por un cambio de coordenadas podemos suponer que f3 = 1 luego 
f = (z + w + P, w + Q) donde P y Q se anulan al menos de orden 2, P 
y Q ambos no se pueden anular en los z ejes sino f(z, O) = (z, 0), lo cual 
es absurdo por hipótesis, supongamos ahora que P se anule y Q no es decir 
P(z, w) = wP' y Q(z, O)= az1+ ... donde a -=f. O l 2: 2, usando inducción se ti
ene que fn(z, w) = (z+nw(1+0(1 z, w 1))+0(1 z1 j), w+Nnaz1+o(i (z, w1

) 1) 
por tanto ¡n-J = (nw(1+0(1 z, w 1))+0(1 z1 1), Nnaz1+o(i (z, w1

) 1)). Para 
el caso 1 w ¡:::;¡ z 11 la segunda componente de ¡n- J es Nnaz1 + o(l (z, w1) 1) 
en este caso tenemos que ¡¡n-JI 2: 1Nnaz11- E 1 (z, w1

) 12: Cn 1 (z, w) j
1. 

Para el caso de que lwl 2: jz1
1 veamos la primera componente de ¡n- J que 

es nw(1 + o(l z, w 1)) + o(i z1 1) aquí tendríamos que lfn- JI 2: 
lnw(1 + o(l z, w 1)) + o(l z1 1)1 2: nblwl - cjz11 donde b, e E JR+ y tomando 
n suficientemente grande bajo la consideración de que lwl 2: lz1

1 tenemos de 
que lfn- JI 2: bnlwl 2: cnl(z, w)11. Consideremos el caso que P no se anula en 
el eje z y Q si es decir P(z, O) = azk + · · · para algún k 2: 2 Q = wQ' (z, w) 
como la derivada de w + P no se anula respecto a w tenemos que existe 
h holomorfa al menos de orden 2 en el origen tal que w = h(z) ahora ha
ciendo el cambio de coordenadas w' = w - h(z) y z' = z tenemos de que 
f(z', O) = (z', h(z')Q' (z', h(z')), observamos que la segunda componente es 
de orden finito en el origen, sino tendríamos de que f(z', O) = (z', O) lo cual 
es absurdo, como f ( z', O) = ( z', h ( z') Q' ( z', h( z')) tendríamos que en este sis
tema de coordenadas P se anula y Q no, caso que ya fue visto anteriormente 
consideremos ahora el caso de que P y Q no se anulan en el z eje es decir 
P(z, O) = azk + · · · , y Q(z, O) = bz1 + · · · haciendo el mismo cambio de 
variable estaremos en el caso de que P se anula en el z eje. 
Consideremos ahora el caso de que f3 = O en este caso tenemos de que 
f = (z + P, w + Q) donde P y Q se anulan al menos de orden 2 inducti
vamente tenemos de que ¡n = (z + nP + o(j(P, Q)l), w + nQ + o(I(P, Q)i)) 
por tanto tenemos de que lfn- JI 2: I(P, Q)l ahora como el O es un punto 
fijo aislado de (P, Q) usando la desigualdad de Lojasicwicz tendremos de que 
I(P, Q)l 2: l(z, w)IN en alguna vecindad del O para algún N entero positivo. 
Finalmente consideremos el caso a-=/:- f3 y ambos de módulo uno en este caso 
podríamos diagonalizar ¡'(O) y luego considerando ~¡'(O) estaríamos en el 
caso a-=/:- 1 y 111 = 1 el cual ya fue visto anteriormente. O 
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Veamos a continuación la prueba del Teorema. 
Prueba. Supongamos que hay finitas órbitas periódicas, generadas por la 
iteración de los puntos periódicos Pb ... , Pn, esto es, existen ni E IN tal que 
¡n; (Pi) = Pi· Luego los puntos Pi son ceros de ¡n; - Id, entonces existe 
un punto p tal que la multiplicidad de ¡n - Id en p puede ser arbitraria
mente grande tomando n suficientemente grande; pues por el Corolario 4 
una función holomorfa f de grado d tiene ~::11 puntos periódicos contando 
multiplicidad, es decir, paran grande el número de puntos periódicos puede 
ser tan grande como se quiera, por un cambio de coordenadas podemos su
poner que p = O es un cero de f; ahora como la cantidad de ceros de ¡n - Id 
es finita por la hipótesis auxiliar resulta que p = O es un punto periódico 
aislado de f, así por el Lema 2 existe N E IN tal que para todo n E IN existe 
una vecindad Un de O y en> O con 

Cn 11 (z, w) IIN :::;11 fn(z, w)- (z, w) 11 . (3.1) 

Considerando el polinomio de Taylor PN de orden N de ¡n - Id, se cumple 
de 3.1 que: 

en una vecindad de O que podemos suponer contenida en Un, donde a > O 
b > O, así por el Teorema de Rouche ([Ll] página 520), tenemos que la 
multiplicidad de ¡n - Id es a lo mas N 2 , que es el número de puntos de 
PjV1 (0), lo cual es una contradicción, pues la multiplicidad de ¡n-Id es 
arbitrariamente grande. 

3.4 Variedades Excepcionales 

Definición 30. Sea f : ¡p>k ---+ ¡p>k , f E Hd. Una variedad algebraica V e ¡p>k 
es llamada variedad excepcional si ¡-1(V) =V . 

En esta sección veremos el caso en que V es una hiperficie. 

Observación 29. Supongamos que se tenga una hipersuperficie excepcional 
V, como V tiene un número finito de componentes irreducibles y cada com
ponente irreducible es llevada en una componente irreducible tenemos que 
existe n tal que ¡n lleva cada componente en si misma, entonces cualquier 
componente irreducible es una variedad excepcional de alguna ¡n . 
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Teorema 38. Sean Vi i = 1, 2, ... , r las componentes irreducibles de una 
variedad excepcional de la aplicación holomorfa f : JP>k -+ JP>k de grado 
al menos dos, si los Vi son ceros de polinomios irreducibles hi entonces 
L grado(hi) :::; k + l. En particular existen a lo más k + 1 componentes 
irreducibles del conjunto excepcional, y si existen k+ 1 todos los hi han de 
ser lineales. 

La prueba de este Teorema requerirá del siguiente Lema. 

Lema 3. Sea X es una hipersuperficie excepcional de f E 1íd· 
Si X= {z E JP>k: h(z) =O} donde hes un polinomio homogéneo irreducible 
entonces existe una constante e tal que h, f satisfacen la ecuación funcional 
de Béittcher h o f = chd. 

Prueba. Puesto que X es totalmente invariante el polinomio h o f sólo se 
anula en X la preimagen de X en Ck+1, por medio de la aplicación natural 
7f : (Ck+1 - {O} -+ ¡p>k y como el grado de la composición es deg(h)d, entonces 
la ecuación es válida. 

Ahora si estamos en condiciones de probar el Teorema. 
Prueba. Sea 7f : Ck+1 -+ JP>k la proyección natural, denotaremos por ~ la 
hipersuperficie compleja homogénea irreducible que es la preimagen de Vi 
por medio de 7f, nosotros podemos escribir 

donde hi es un polinomio irreducible. Ahora un conjunto excepcional dado 
por h = h1 · · · hr = O es parte del conjunto de puntos críticos de j, esto se 
obtiene derivando la relación h o f = chd obtenida en el Lema 3, tenemos así 
que el Jacobiano de .f tiene como factor a (TI hi)d-l, y por el Teorema 34 
sabemos que el conjunto de puntos críticos tiene grado a lo más (k+ 1)(d-1). 
Por lo tanto L grado(hi) :::; k+ l. 

Teorema 39. El conjunto de aplicaciones holomorfas sin hipersuperficies 
excepcionales es abierto en la topología de Zariski de 1íd. 

Prueba. Identificando los polinomios homogéneos h de grado l :::; k + 1 con 
el espacio proyectivo asociado a sus coeficientes JP>N1, nosotros definimos la 
subvariedad algebraica 
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De el Lema 3, observamos que si f tiene una variedad excepcional entonces 
el par (!, h) está en E1 para alguna h y para algún l ::; k+ 1, por el Teorema 
de la Aplicación Propia la proyección de E1 en 1-ld es un conjunto analítico 
en particular un conjunto cerrado, entonces el cojunto de las aplicaciones 
que no tienen ah= O como hipersuperficie excepcional es abierto, y como la 
unión arbitraria de abiertos es abierto se concluye. 

3.5 Conjuntos Excepcionales en 1P2 

Ahora discutiremos las diferentes posibilidades del conjunto excepcional en 
el plano proyectivo lP'2 . 

Teorema 40. Sea f : lP'2 -+ lP'2 una aplicación holomorfa de grado d, y sea 
E su conjunto excepcional. 

l. Si el E contiene 1 línea compleja excepcional entonces existen coorde
nadas homogéneas [z : w : t] de lP'2 tal que 

f([z: w: t]) = [fo([z: w: t]): j¡([z: w: t]): td] 

donde fo([z : w : O]) y f¡([z : w : O]) tienen términos de grado d no 
degenerados. 

2. Si el E contiene 2 líneas complejas excepcionales entonces existen co
ordenadas homogéneas [z : w : t] de lP'2 tal que 

J([z : w : t]) = [f0([z : w : t]) : wd: td] 

donde fo([z: O: O]) = zd. 

3. Si el E contiene 3 líneas complejas excepcionales entonces existen co
ordenadas homogéneas [z: w : t] de lP'2 tal que 

Prueba. 1.- Primero supongamos que el conjunto excepcional es dado por 
una línea, esta línea por un cambio de coordenadas lineales podemos suponer 
que es dada por L 00 = {[z : w : t] E lP'2 

: t = O} que es la línea infinito, si 
escribimos f en coordenadas homogéneas 

f([z: w: t]) = [fo([z: w: t]) : !I([z: w: t]) : J2([z: w: t])] 
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entonces J2([z : w : O]) = O, de ahí h([z : w : t]) = tr g([z : w : t]), donde 
g([z : w : t]) es un polinomio de grado d- r > O. Si g[z : w : O] =f O se tendría 
J-1 (1Loo) = {[z: w: t] E JP2 

: g([z: w : t]) =O} U lL00 , luego lL00 no sería un 
conjunto excepcional, así la única posibilidad es que h([z : w : t]) = td. 

Nuevamente puesto que J(1L00 ) = lL00 , se tiene que Jo y J1 en las coorde
nadas afines t = 1 son polinomios, escribamos 

d 

Ji= L ~j(X, y) 
j=O 

donde ~i son polinomios homogéneos de grado j en las variables (x, y). 
Veamos que Pid =/=. O para ello cambiemos las coordenadas u = .! y v = u. 

X X 

Entonces tenemos 
d 

Ji= L ud-j Pij(1, v) 
j=O 

Pero como lLoo = {(u, v) E C2 
: u = O} es invariante por J y Ji(O, v) -

Pid(O, v) debe cumplirse que ~d debe ser no nulo, así ambos ~d tienen que 
ser no nulos, sino existiría otra recta en la imagen de lL00 por medio de J, 
luego la aplicación tendrá la forma [z : w : t] -+ [Jo : h : td] donde los 
polinomios J0(z,w,O) y h(z,w,O) tienen términos de grado d. 

2.- Para el caso que la variedad excepcional tenga dos líneas que por un 
cambio de coordenadas lineales podemos suponer que son dadas justamente 
por t; =O, w =O y razonando como en la parte 1, h tendrá la forma wd así 
la función será [!0 : wd : td], donde Jo tiene término de grado d no nulo. 

3.- Por último consideremos el caso cuando las variedades excepcionales 
contienen tres líneas, dos de esas rectas pueden ser descritas por las ecuacio
nes t =O w =O. Veamos que no es posible que las tres rectas se interceptan 
en un punto. Supongamos que las tres rectas se interceptan en un punto 
y sea este punto [1 : O : O], escribamos la tercera línea en coordenadas ho
mogéneas a.z + b.w + c.t =O como el punto [1 : O: O] esta en la línea resulta 
que a = O por tanto la ecuación de esta línea en la coordenada afín t = 1 es 
dada por w =a, (a = be) esto contradice que la línea es excepcional, dado 
que todas las raíces de wd = ad definen líneas en la preimagen tendríamos 
que la linea no sería excepcional, así las líneas sólo se interceptan en pares, 
por tanto podemos asumir que las líneas son : z = O, w = O y t = O, de aquí 
se tiene que la función Jo = zd. 
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Teorema 41. Para d 2: 2 el conjunto tld de aplicaciones holomorfas f de 
¡pk ~ JP>k que no tienen conjunto excepcional finito es abierto no vacío en la 
topología de Zariski del conjunto abierto tld· 

Prueba. Veamos para el caso E = {a}. Sea f E tld que tiene a E como 
conjunto excepcional, entonces { z E JP>k : f ( z) = a} = {a}, así 

<Pi(E) ={fE tld: f(a) =a} 

cPi(E) es el conjunto de funciones que tienen a E como conjunto excepcional, 
este conjunto es claramente es cerrado en tld y no puede ser todo, pues 
tenemos que la función [xd : yd : zd] no tiene un único punto excepcional. 
En efecto, si consideramos a= [a0 : a1 : a2] como pmito excepcional tenemos 
las ecuaciones xf = ai, para que estas ecuaciones tengan una única solución 
debe cumplirse ai = O; luego el complemento del conjunto anterior es abierto 
y no vacío en la topología de Zariski. 
Este razonamiento puede ser hecho para todo E e JP>k finito. 

Observación 30. En JP>1 los conjuntos excepCionales de una aplicación ho
lomorfa f : IP1 ~ JP>1 siempre están· en el conjunto de Fatou; sin embargo 
para aplicaciones holomorfas definidas en espacios proyectivos de dimensión 
mayor o igual a 2 esto no es verdad, como será apreciado en el siguiente 
ejemplo. 

Ejemplo 17. Seaf([z: w: t]) = [-wd+>.ztd-I: zd: td+P(z,w)] donde Pes 
un polinomio homogéneo de grado d, tenemos que p =[O: O: 1] es un punto 
excepcional pues ¡-1(p) =p. 
Si 1 >.1 > 1 entonces p esta en el conjunto de Julia de .f, puesto que los 
autovalores de f' (p) son >. y O. 

Existe una cota para el número de elementos de un conjunto excepcional 
finito de las aplicaciones dadas en tld. 

Teorema 42. Existe una constante e( d) E IN, tal que para cualquier f : 
IP2 ~ JP>2 , f E tld con conjunto excepcional finito, entonces dicho conjunto 
excepcional tendrá a lo mas e( d) elementos. 

Prueba. Podemos suponer que d 2: 3, en efecto si f : JP>2 ~ JP>2 y f E tl2 

cuyas coordenadas homogéneas son [Jo : h : / 2] con conjunto excepcional 
finito E, entonces g = f o f tiene conjunto excepcional conteniendo el de 
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f, por tanto si es que existe c(4) tendrá que ser mayor a c(2). El grado 
topológico de f es d2 y un punto excepcional tiene una sola preimagen por 
esta razón todo punto excepcional esta en el conjunto crítico. 

Considerenios primero el caso en que el punto excepcional p es un punto 
regular del conjunto crítico C, y f(p) es un punto regular de f(C) como el 
conjunto de valores regulares forma una variedad podemos tomar dos pa
rametrizaciones locales cp = ( cp1, <p2) = ( z, w) cjJ = ( c/J1, c/J2) = (u, v) tal que 
cp(p) = (0, 0), cp(f(p)) = (0, 0), e : w = o, f(C) : V = o y f en esas 
coordenadas se escribe 

c/J o f o cp(z, w) = (z, wl) 

para alg-ún l > O. 
Del Teorema 34 el grado del conjunto crítico es 3(d- 1) de donde tenemos 
que l- 1 :::; 3( d- 1), luego l < d2 si es que d ;:::: 3. Por lo tanto p no podrá ser 
excepcional en consecuencia p es un punto singular de C o f (p) es un valor 
singular de f ( C). Como el grado de f ( C) es a lo más 3d( d -1), para cualquier 
f el nümero de puntos singulares de C o de j(C) es acotado, luego por el 
Teorema de Bezout y lo anterior concluye la demostración del Teorema. 



Capítulo 4 

Hiperbolicidad en el sentido de 
Kobayashi 

Caratheodory en 1926 define una métrica (vea la definición 35) que generaliza 
la Hiperbólicidad de las superficies de Riemann de género mayor o igual a 2. 
Para dimensión mayor esta definición está basada en el espacio O( M, JD>). El 
problema de este espacio se hacia evidente cuando l\1 es compacto pues en 
este caso aquel espacio se reducía a las funciones constantes. 

Ahlfors en 1938 generaliza el Lema de Schwarz-Pick : 
Toda función holomorfa f del disco unitario ]])( con la métrica de Poin

caré) sobre una superficie de Riemann S con una métrica hermitiana ds~ de 
curvatura negativa decrece en distancia, esto es j*ds~ :::; ds~. 

Aproximadamente en 1967, Kobayashi inspirado en el trabajo de Ahl
fors propone modificar la métrica de Caratheodory basado en el espacio de 
funciones 0(]]), l\1). El motivo principal de este concepto es generalizar el 
Pequeño Teorema de Picard (toda función holomorfa f : C--+ JP>1

- {0, 1, oo} 
es constante). La utilidad de la Hiperbolicidad de Kobayashi en dinámjca 
de iteraciones de aplicaciones holomorfas es recuperar en cierta forma el Te
orema de Mantel, y es la forma como lo utilizan Fornaess y Sibony. 

Empezaremos definiendo la métrica hermitiana, luego recordaremos la 
métrica de Lobachevski y sus principales propiedades, después definimos la 
semimétrica de Kobayashi y la variedad es Hiperbólica kobayashi, estudia
remos además las principales propiedades de esta métrica y daremos varios 
ejemplos. 
Enfatizamos la Hiperbólicidad en el sentido de Brody por ser un problema 
de actualidad y una fuente de ejemplos de variedades hiperbólicas. 

65 
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Posteriormente definimos el encaje hiperbólico de una variedad, este con
cepto es mucho mas fuerte que la Hiperbólicidad como veremos por medio de 
propiedades y ejemplos. Terminamos el Capítulo estudiando los principales 
resultados que utilizaremos en el capítulo 5, ellos son los Teoremas de Green 
que darán condiciones suficientes para garantizar que el complemento de una 
unión de hipersuperficies bajo algunas condiciones geométricas, es un espacio 
hiperbólico completo. 

Todo el contenido de este Capítulo sigue de cerca los tratamientos segui
dos en los excelentes textos de Espacios Hiperbólicos [Kl], [K2], Lang [L2] y 
Shabat [S). 

4.1 Kobayashi Hiperbólicidad 

Comencemos esta sección definiendo y dando las primeras nociones de métrica 
hermitiana. 

Definición 31. Sea V un espacio vectorial complejo, un producto interno 
hermitiano es una aplicación H : V X V ~ e que satisface las siguientes 
propiedades: 

l. H es lineal respecto a la primera variable. 

2. H(v, w) = H(w, v) para todo v, w E V. 

3. H(v, v) >O para todo vE V- {0}. 

Sea { e1, ... , en} una base de V, luego para v = 2: viei, w = 2: wkek y 

hik = H(ek, ei) tenemos que H(v, w) = :2:: hjkV{Wk = :2:: hikdzi ® dzk(v, w) 
j,k 

H= Lhikdzi®dzk. 
j,k 

j,k 

Si escribimos H = f + ig de la condición 2, se tiene que 

.f(v, w) = .f(w, v) y g(v, w) = -g(w, v). 

Como g = -fi(H- R) 
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es una (1,1) forma. 
Por otro lado f = ! ( H + fi) es un producto interno euclidiano. 

Ejemplo 18. La métrica Hermitiana usual en el espacio en es definida como 
H: en X en---+ e donde H(z,w) = ¿zjWj = ¿dzj @dzj(v,w) o simple
mente H(v, w) = ¿ dzjdzj(v, w), descomponiendo H = f + ig tenemos que 

1 
g = - 2i L dzj 1\ dzk Y gn = g 1\ ... 1\ g = kn, 

j,k 

donde 0, es la forma de volumen usual en en y k E e es una constante 
adecuada. 

Sea M una variedad compleja n dimensional sabemos que T MP es un espa
cio vectorial de dimensión real2n con base {9x 1 , 3x2 , ... , 3xn, 3y1 , ... ,3yn}· 
Considerando la base {(8x1 , 0), (3x 2 , 0), ... , (oxn, 0), (3y1, 0), ... , (3yn, O)} que 
seguiremos denotando por: 

obtenemos una estructura vectorial compleja de dimensión 2n denotada por 
T Jvf~, una base alternativa y mas usada es dada por: 

1 . 
azj = 2(3xj- z3yj)· 

- 1 . 
azj = 2(3xj + z3yj)· 

denotaremos por dzj, ctzj sus respectivas funcionales lineales y por T M};,o y 
T Mg,I los espacios vectoriales generados por (8zi) y (8zi) respectivamente. 
El espacio vectorial complejo 2n dimensional T M~ = T M};,o EB T Mg,I es 
llamado el complexificado de T !11P, para el caso de una variedad compleja el 
mismo T MP tiene estructura compleja, considerando la aplicación J como el 
producto por i = v:=T. Existe un isomorfismo natural entre T Mp y T M};,o 
dado por: 
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Definición 32. Sea M una variedad compleja, una métrica hermitiana en 
M es una aplicación que a cada punto p E M le asigna un producto in
terno hermitiano en T MP, que localmente se puede expresar como H(p) = 

¿ hi,j (p )dzi ® dzj, donde hi,j (p) es una matriz hermitiana definida positiva 
y además hi,j es diferenciable en una vecindad de p. 

Proposición 6. Toda variedad compleja admite métrica hermitiana. 

Prueba. Sea M una variedad compleja n dimensional p E M y conside
remos una parametrización (Ji, Ui) . 
En en tenemos la métrica hermitiana usual <, > esto nos permite definir una 
métrica en ui dada por: 

Hi(P)(u, v) =< ¡;(p)u, ¡;(p)v > 

donde u, v E T Mp, consideremos ahora una partición de la unidad { >.i} su
bordinada al cubrimiento (Ui, ji) y definimos <I>i(P) = >.iHi(P) esta aplicación 
es una métrica hermitiana en el interior del soporte de >.i y fuera de el se 
anula.. 
A partir de esto obtenemos una métrica global dada por cp(p) = 'Ei<I>i(p), de 
la definición tenemos que cp es antisimétrica y lineal respecto a la primera. 
variable, además si p E M entonces estaría en el soporte de algún >.i así 
tenemos que <I>i(P)(v, v) >O, por tanto cp(p)(v, v) >O. 

Es costumbre denotar la forma cuadrática definida por la métrica hermi
tia.na por: 

dsYw(P)(v) = H(p)(v, v). 

La métrica hermitiana define una distancia. Sean p, q E !11 definimos 

d(p, q) = inf{l(a) : a es una curva que une p a q} 

donde a : [0, 1] -t !11 es regular a trozos en la partición: O = t0 < t 1 < · · · < 
tn = 1 definimos: 

Ejemplo 19. Sobre el disco lDJr = { z E e : lzl < 1·} tenemos definida la. 
métrica de Poincaré. 
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La distancia inducida por esta métrica hermitiana es llamada la distancia 
hiperbólica o de Lobachevski dada por: 

11 + wzl + lz- wl 
p(z, w) = ln l _ l l l, dondez, w E JD)r· 

1 +wz - z- w 

Mediante el biholomorfismo z --t Rz podemos definir una métrica en un disco 
de radio R. 
Debemos recalcar también que a partir de la forma cuadrática ds;(z)(v) = 

E(z)vi + F(z)v~, donde v = (v1, v2) E TPJD) y E = G = (r2~Í;I2)2 podemos 
calcular la curvatura 

K(p) =-2vk {(!k).+ ()i;) J = -L 
Veamos un par de propiedades fundamentales de la distancia de Lobachevski. 

Proposición 7. La distancia p verifica las siguientes propiedades: 

l. Toda función holomorfa g : JI]) --t JI]) contrae distancia, esto es 

p(g(z), g(w)) S p(z, w). 

En particular si g es un biholomorfismo entonces preserva distancia. 

2. El espacio métrico (JI]), p) es completo. 

Prueba. La primera parte es consecuencia del Teorema de Schwarz-Pick [L2] 
página 13. 

Para la segunda afirmación empezaremos viendo que una sucesión con
verge en la métrica p si y sólo si converge en la métrica euclidiana 1 . 1 de 
JR2

. En efecto de la definición de p tenemos que ella es continua, luego si 
lzn- al --t O, entonces p(zn, a) --t O, esto prueba una implicación. 
Para el otro caso supongamos que p(zn, a) --t O, por una conjugación pode

mos suponer que a es O, por lo tanto tenemos log ~~1::1 --t O y esto implica 

que lznl -+ O. 
Finalmente consideremos la suceción Zn la cual es de Cauchy en el disco 
con respecto a la métrica p, esto es, dado E > O existe un n0 E IN tal que 
p(zn, Z111 ) < E para todo n, m ~ n0 , en particular tenemos que p(zn, znJ < E 

para n ~ n0 , por tanto la sucesión p(O, Zn) esta acotada, consideremos S el 
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supremo del conjunto de los términos de esta sucesión de la definición de p 
tenemos que: 

é -1 
lznl :S eS + 1 < l. 

Por lo tanto existe una subsucesión Znk la cual converge en 1 . 1 a un punto 
Q, E e en JI)) eS-¡ e JI)) y por la parte (1) existe ko tal que k ~ ko implica que 

eS+l 

p(znk' a) <E para k~ ko, consideramdo nk ~no tenemos que 

o 

Ejemplo 20. Para construir una métrica hermitiana sobre F, es natural 
pensar inducir una métrica de cn+l en wn por la proyección. 

En cn+l tenemos la métrica H = 2::: dzj ® dzj para llevarla a JPn necesitamos 
que no dependa del representante de la clase a la cual pertenece, para esto 
adaptamos la métrica anterior para que tenga esta propiedad. 

La forma mas simple de expresar dicha métrica, a la cual continuaremos 
denotando por H es: 

1 
H(z) = 2:: lzl2dzj ® d:ij· 

Así, H(>.z) = H(z), para todo).. E C*, donde 

H = f + -ig: IPn----+ (TIPn)* ® (TJP>n)*. 

En coordenadas v.0 = 1, esto es en la carta <p0 (1, u1 , ... , un) = [1 : u1 : ... : 

un] tendremos que: 

~ du· (\ au· L._¿ J J (2::: Uidui) 1\ (2::: Uiiii) 

(1 + 2::: uiui)2 

Esta métrica es llamada métrica de Study-Fubini. 
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4.2 Semidistancia de Kobayashi 

Definición 33. Fijemos dos puntos p, q E M. 

l. Una cadena en M de p a q es una familia O" = {Ji,(~;,~;)}, donde 
j E {1, ... ,m}, m E IN, Ji E 0([}), Af) y(~;,~/') E[}) x [})son tales que. 

¡I(~~) = p, Jm(~~J = q y Ji(~;)= Ji+l(~;+l): 

para j = 1, ... , m - l. 

2. La longitud de una cadena O" = {Ji, ( ~;, ~;)} es por definición el número 

m 

z(O") = 2:: p(~;, ~;) 
i=l 

donde pes la distancia de Lobachevski en[}). 

3. La semidistancia de Kobayashi entre los puntos p, q E i'vf es dada por 

KM(p,q) = inf{l(O"): cr ={Ji,(~;,~;)} es una cadena de p a q}. 

Ejemplo 21. En[}) se cumple que KJD>(x, y) = p(x, y). En efecto tomando 
la identidad de [}) tenemos que KJD> :::; p, por otro lado si consideramos una 
cadena {Ji, ( ~;, ~;)} cualquiera en [}) de x a y tendremos que. 

rn m 

i=l i=l 

La primera desigualdad es la desigualdad triangular, mientras que la segunda 
desigualdad es consecuencia del Teorema Schwarz-Pick. O 

Ejemplo 22. En el plano tenemos que Krc(.x, y)= O para todo x, y E C. 
En efecto, si-x =/=y considere un n0 E IN de modo que no > lxi+IYI claramente 
[})no contiene x y y - x. Ahora considere para todo n E IN las aplicaciones 
holomorfas 

f . [}) ni [}) l+x 
n· --+ n --+ 

z -+ nz -+ 
e 

nz+x 

por la definición de los Jn tenemos Jn(O) = x y Jn(y:x) =y. 
1+ 11L=E 1 

Como Kc(x,y):;:::; p(y:x,O) = ln
1

_
1 

u:x l' tenemos que Kc(x,y) =O. o 
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Veamos algunos resultados básicos de esta semimétrica. 

Teorema 43. En cualquier variedad compleja 111 la semidistancia de Ko
bayashi posee las propiedades de semimétrica. 

Prueba. Que KM sea positiva es consecuencia directa de su definición; para 
la desigualdad triangular tenemos que si o-1 es una cadena de p a q y a 2 es 
una cadena de q a T entonces la unión de ambas cadenas a será una cadena 
de p a r, luego por la desigualdad triangular de p y propiedades del ínfimo 
se tiene la desigualdad triangular de K M. O 

Veamos ahora uno de los principales motivos por el cual se define esta se
mimétrica. 

Teorema 44. Toda aplicación holomorfa f : M --+ N contrae semidistancia 
de Kobayashi, esto es: 

Prueba. Basta ver que la aplicación f induce por medio de la composición 
una aplicación 0(][)), M) --+ 0(][)), N) . O 

Proposición 8. La semimétrica de Kobayashi es continua. 

Esta prueba es bien técnica, una demostración puede ser encontrada en 
[L2] página 17. 

Observación 31. Algunas consecuencias inmediatas del Teorema 44 son: 

l. La semidistancia de Kobayashi es invariante bajo aplicaciones biholo
morfas. 

2. Si M y N son variedades holomorfas con 111 e N entonces KN:::; KM· 
Para esto tome la inclusión i : M --+ N en el Teorema. 

3. Si f: ][))--+ 111 entonces tenemos que KM(f(x), f(y)) :::; p(x, y). 
Veamos ahora que KM es la mayor semimétrica con esta propiedad. 

Proposición 9. Si d es una semimétrica en M tal que d(f({), J(()) < 
p( {, () para todas las aplicaciones holomorfas f : ][)) --+ M entonces 

d(p, q) :::; KM(P, q) 

para todo p, q E M. 
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Prueba. Sea O"= {Ji,(~;,~;)} una cadena en M de p a q por la desigualdad 
m 

triangular tenemos que d(p, q) :::; L d(Ji ( ~;), Ji ( ~;)) y por hipótesis tenemos 
i=l 

que Ji no incrementa la distancia, es decir 

para todo j, luego tomando el ínfimo a las desigualdades anteriores se tiene 
la afirmación. D 

Se puede extender la definición de semidistancia de Kobayashi de modo na
tural al producto de variedades. 

Definición 34. Sean M y N variedades complejas, definimos 

KMxN((x, y), (x', y'))= max{KM(x, y), KN(x', y')}. 

Definición 35. Dados dos puntos p, q E M la semidistancia de Caratheo
dory entre p y q es definido por 

CM(P, q) = sup p(cjJ(p), cjJ(q)), 
</>EO(M,F)) 

donde pes la distancia de Lobachevski. 

Tenemos que esta semimétrica está relacionada con la de Kobayashi por. 

Proposición 10. En cualquier variedad compleja la semidistancia de 
Caratheodory no excede a la semidistancia de Kobayashi. 

Prueba. Como en la definición de la semimétrica KM elegimos puntos p = 

Po, PI, ... ,Pk-bPk = q en M, ab ... , ak, b1, ... , bk puntos en IIJ) y funciones 
Ji : IIJ) --7 M con la condición de que Ji(ai) = Pi-1 y fi(bi) =Pi, si J es una 
aplicación holomorfa de fl,f en ]])) entonces tenemos que: 

de donde CM(P, q) :::; R'M(P, q). D 
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Definición 36. Una variedad compleja. es Hiperbólica en el sentido de I<o
bayashi si la semimétrica de Kobayashi es realmente una métrica., esto es 
K M (p, q) > O si p =f q. 

Observación 32. Toda subvariedad M de una. variedad hiperbólica. N he
reda esta propiedad. En efecto sean p, q E M tal que KM(P, q) = O. De la 
Observación (31) tenemos que O :::; KN :::; KM lo que implica KN(P, q) = O. 
Entonces por ser N hiperbólica. tenemos p = q. 

La. propiedad de hiperbolicida.d es invariante por biholomorfismos. 

Ejemplo 23. Todo disco Il))r es hiperbólico en el sentido de Koba.yashi, esto 
es consecuencia del Ejemplo (21). 

Ejemplo 24. El plano complejo e no es hiperbólico Koba.yashi, esto es 
consecuencia del Ejemplo (22). 

Ejemplo 25. El plano complejo menos un punto e- {p} no es hiperbólico. 
Por una. traslación podemos suponer que C- {p} es te-- {O} pero ahí tenemos 
la aplicación exp : e --7 e - {O} holomorfa y sobreyectiva que relaciona el 
espacio en mención con el Ejemplo (24). Tome x, y E e - {O} entonces 
existen x', y' E e tal que exp(x') = X y exp(y') = y y por el Teorema 44 
O :::; I<c-{o} (x, y) :::; Kc(x', y') =O. 
En cambio si quitamos dos puntos a e veremos que si es hiperbólico, pues 
su cubrimiento sería. el disco unidad y mas adelante veremos que un espacio 
es hiperbólico si y solo si su cubrimiento tiene esta. propiedad. 

Ejemplo 26. El espacio proyectivo unidimensional JP>1 no es hiperbólico. En 
efecto, si fuese hiperbólico de la. observación (32) el conjunto {[z1 : 1] E JP>1 : 

z1 E e} sería hiperbólico, y como este espacio es biholomorfo a e tendríamos 
que e sería hiperbólico. 

Ejemplo 27. Procediendo como en el Ejemplo (26) tendremos que si a 
JP>2 le quitamos hasta 3 rectas linealmente independientes (ver la. Definición 
39 para precisar este concepto) tendremos que los conjuntos resultantes no 
serían hiperbólicos, ya que tienen dentro una copia de e - {0}, si no fue
sen linealmente independientes podríamos quitar infinitas rectas por ejemplo 
Ln = { [z1 : z2 : 1] E JP>2 : z2 = n} y el espacio resultante continuaría siendo 
no hiperbólico, dado que JP>2 

- ULn tiene una copia de C. 
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Observación 33. De la definición de semimétrica producto tenemos que 
el producto de variedades hiperbólicas es hiperbólica, de esto y del hecho 
que JI)) es Kobayashi hiperbólico tenemos que todo dominio acotado de en es 
Kobayashi hiperbólico. 

De los ejemplos anteriores el complementar de uno o dos puntos en IP'1 no 
es hiperbólico, lo mismo pasa con el complementar en JP>2 de tres rectas en po
sición general; que pasaría si quitamos mas de dos puntos a IP'1 , y si quitamos 
mas de tres rectas en posición general a IP'2 . Más adelante responderemos 
esta preguntas. 

4.3 Invariancia por Cubrimientos 

Definición 37. Sean M y N espacios topológicos. Diremos que M es un 
cubrimiento de N si existe una aplicación continua 1r : M -+ N tal que para 
cada abierto U en N tendremos que n-1(U) = UiUi y además 1rlui : Ui-+ U 
es 1.m. homeomorfismo. 

Se debe tener presente que este concepto es mucho mas fuerte que el 
homeomorfismo local, además de la propia definición todo recubrimiento es 
necesariamente sobreyectivo. 
Debemos recalcar que si un espacio N es localmente conexo por caminos 
entonces siempre tiene cubrimiento ver [Ot) página 32. 

Definición 38. Sean 111, N y X espacios topológicos y f : 1\1 -+ N una 
aplicación continua. La aplicación continua F : M -+ X es un levantamiento 
de f por medio del recubrimiento 1r :X-+ N si y solo si f = 1r o F. 

Teorema 45. Sea f : U -+ V continua, U simplemente conexo, conexo 
por caminos y localmente conexo por caminos y sea g : M -+ V aplicación 
recubridora. 
Dados p E U, q E M tal que f(p) = g(q) existe un único levantamiento 
F: U-+ M tal que F(p) = q. 

Para una referencia ver [Ot) páginas 26-27 
A continuación veremos que desde el punto de vista de la Hiperbólicidad 

en el sentido de Kobayashi existe una estrecha relación entre una variedad y 
su cubrimiento. 
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Lema 4. Si M es una variedad compleja y 1r : M ---+ M un cubrimiento de 
111 entonces para todo p, q E 111 

KM(P, q) = _ inf K ¡;¡(p, (j), donde pE 1r-
1 (p) es arbitrario. 

qerr- 1(q) 

Prueba. Como 1r : 111 ---+ M es un cubrimiento podemos dotar de una es
tructura holomorfa al espacio recubridor 111 de modo que la aplicación de 
recubrimiento 1r se torna holomorfa. Por el Principio de contracción y la 
sobreyectividad de 1r tenemos que KM(P, q) ::::::; inf KM('ji, (j). 
Supongamos ahora que se cumpla la desigualdad estricta, así existe E > O tal 
que KM(P, q) +E < inf K ¡;¡(p, (j) entonces existe una cadena {Ji, ({j, ~j')} en 
M de p a q tal que 

m 

L p(~;, ~;') < KM(P, q) +E 
j=l 

denotemos por P el levantamiento de Ji vía 1r tal que P(~~) = p donde p 

·es un punto fijado y p+1({~-r1 ) = P(~;) con j E {1,.,., m- 1} entonces 

q = Jm(~~t) E 1r-
1 (q); así tenemos una cadena a en M desde phasta q, luego 

por definición de la métrica de Kobayashi tenemos que 

m 

K ¡;¡(p, (j) ~ L p(~;, ~;) < KM(P, q) +E 
j=l 

lo cual es absurdo. o 

Teorema 46. 111 es hiperbólica si y sólo si su cubrimiento M es hiperbólico. 

Prueba. Supongamos que M es hiperbólico y que K ¡;¡(p, (j) = O entonces por 
el Lema 4 tendríamos que KM(1r(p), 1r((j)) =O en vista de la·hiperbolicidad 
de KM tenemos que 1r(p) = 1r((j), nosotros denotaremos este punto por p. 

Sea B = {p' E M : K M (p', p) < E} y B la vecindad de p suficientemente · 
pequeña tal que 1ri.B : B ---+ B resulta un biholomorfismo, debido a que 
K M (p, (j) = O para todo E > O podemos escoger una cadena if = {Ji, ( ~;, ~;)} 
de p a q tal que l(if) < E. La cadena if induce una cadena a= { 1r0 Ji,(~;,~;)} 
en M. Por el Principio de Contracción l(a) ~ l(if) < E y por definición de la 
métrica de Kobayashi en 111 podemos suponer que la __s:adena a estará en B. 
Pero el origen p de la cadena levantada if estará en B, y puesto que 1ri.B es 
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un b_Lholomorfismo tenemos qu~ la cadena levantada a- está en B, entonces 
fi E B. Por la inyectividad en B habrá un sólo punto que es proyectado a p 

luego p = fi probando así ~e M es hiperbólico. 
Supongamos ahora que M es hiperbólico y que KM(P, q) = O tomemos 
p E 7f-l (p) por el Lema ( 4) tenemos que existe una sucesión fin E 1r-1 ( q) 
tal que K M(fin,fi) --+O, entonces por la hiperbolicidad tenemos que fin --+ p, 
luego por continuidad tenemos que q = lim 7r(fin) = 1r(p) = p, así M es hi
perbólica. O 

Observación 34. Usando la prueba del Teorema anterior se puede probar 
que. 
K¿(p, q) = KB(1r(p), 1r(q)), donde By B son como en la prueba del Teorema. 

Ejemplo 28. El Teorema de Uniformación de Riemann [N] página 156 nos 
dice que toda componente conexa de JP>1 menos tres puntos puede ser recu
bierta por ID. Entonces del Teorema 46 y Ejemplo 21 resulta que dichas 
componentes tienen que ser hiperbólicas en el sentido de Kobayashi. 

Definición 39 (Independencia Lineal). Sea k :::; n + 1 diremos que k hi
perplanos Hi : "E]=oai,jXj =O en JP>n, donde i E {0, ... ,k}, son linealmente 
independientes si los espacios vectoriales en cn+l que definen dichos hiper
planos son linealmente independientes, es decir los vectores vi= (ai,o, .... ai,n) 
son linealmente independientes en cn+l' o equivalentemente los funcionales 
lineales que definen los vectores vi son linealmente independientes. 

Definición 40 (Posición General). Sean H1 , ... , Hm con m 2: n + 1 hiper
planos en pn, diremos que están en posición general si cualquier grupo de 
n + 1 de ellos son linealmente independientes. 

Ejemplo 29. En JP>2 consideremos los hiperplanos : 
x 0 =O. 
X¡= 0. 
X2 = 0. 
xo + x1 + x2 = O. 
Están en posición general pues considerando la combinación lineal: 

donde los 1ri son las proyecciones canónicas resulta que o; = ¡3 = ,\ = O y es 
claro que los tres primeros son linealmente independientes entre ellos. 
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A este caso particular de posición general de hiperplanos se le suele llamar 
posición standar. 

Observación 35. De lo anterior tenemos que si n + 1 hiperplanos en ]pm 
están en posición general ellos no tienen un punto en común en Jpm. 
En efecto, que estos hiperplanos están en posición general se traduce en 
la condición: det ( ai,j) #- O, donde ( ai,j) es la matriz dada por el sistema 
de hiperplanos Hi = O. A su vez esta condición implicaría que el sistema 
homogéneo Hi = O, O :S i :S n sólo tiene solución trivial, esta observación 
será usada para dar un ejemplo de variedad hiperbólica en JP>2 . 

Ejemplo 30. Consideremos en JP>2 cuatro líneas complejas Lj, j = 1, ... , 4 
en posición general y sean A= L1 n L2 , B = L3 n L4 y L0 la línea compleja 
que pasa por los puntos A y B. 
La variedad M = JP>

2 
- ut=oLi es hiperbólica. En efecto como dos líneas 

cualquiera son biholomorfas podemos asumir que L 0 es la línea infinito, así 
tenemos que JP>

2 
- L0 = e2 y M = e2 

- ut=1 Li como A y B son puntos del 
infinito entonces L1 es paralelo a L2 y L 3 es paralelo a L4 en e2 , ahora por el 
hecho de estar en posición general de la observación anterior tenemos que L1 

no es paralelo a L 3 por tanto por un cambio de coordenadas podemos asumir 
que las cuatro rectas son dadas por las ecuaciones L1 : z1 =O; L2 : z1 = 1; 
L3: z2 =O y L4: z2 =l. Por lo cual M= (e- {0, 1}) x (e- {0, 1}) y 
como el cubrimiento de e- {0, 1} es el disco unitario tenemos que e- {0, 1} 
es hiperbólico por tanto M es hiperbólico. 

Sean M una variedad compleja, p E M y z = (z1 , ... , Zn) coordenadas 
locales en M tal que z(p) =O. Denotemos por Br = {q E M: lz(q)l < r} y 
B1 = B vecindades de p, cabe resaltar que las Br son variedades hiperbólicas 
pues son biholomorfas a bolas abiertas acotadas de en' sigamos denotando 
[))8 = { t E e : itl < 8} y [))1 = JO) los discos de radio 8 y 1 en C. 

Lema 5. Sean r > O y 1 > 8 > O tal que para todas las funciones holomorfas 
f :JO) -7 M que verifican la condición .f(O) =pE En se tiene que .f([J)8) C B. 
Entonces para todo q E M- B la distancia de Kobayashi KM(P, q) >O. 

Prueba. Sea q E M-By consideremos la cadena cr = {Ji,(~;,~;) }j=1 en M 
desde p a q. Por una conjugación en el disco JO) podemos suponer que todos 
~; = O, por tanto sólo necesitamos mostrar que la suma lcrl = '2:"7=1 p(O, ~;) 
sea acotada inferiormente por una constante positiva. Si en la cadena existe 
un punto ~; que no esta en [))~ entonces lcrl 2:: p(O, ~) > O y ya estaría 
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probado; por tanto es suficiente considerar cadenas tal que todos los~;' E]))~. 

Consideremos Pi =Ji(~;) = Ji+l(O), existe un número 1 :::; l :::; m tal que 
PI, ... , PL-l E Br y Pl no esta en Br, esto se tiene porque q no esta en B. 
Puesto que ¡L(O) = PL-l E Br y ~;' E 1Dl8 entonces por la hipótesis del lema 
tenemos que Pl E B- Br: escojamos ahora una constante .A tal que para todo 
~E JI))~ se tenga que p(O, ~) ~ .Ap8(0, ~), luego por el principio de contracción 

2 

y la desigualdad triangular tenemos que: 
m m m 

j=l j=l j=l 

como KB es métrica (B es hiperbólica) y Pl E B- Br tenemos lo deseado. 

Definición 41. Diremos que una variedad hiperbólica lvf es completa si es 
completa como espacio métrico con la métrica de Kobayashi. 

Proposición 11. Sea M una variedad compleja, entonces M es hiperbólica 
completa si y sólo si su cubrimiento M lo es. 

Prueba. Supongamos M es hiperbólico completo y consideremos 

Br = {q E MjdJV¡(jj,q) :Sr}. 

Br = {q E M/dM(p,q) ,:Sr}. 

con 1r(p) = p, como dM(P, q) = infq d!V!(P, q) con q E 1r-1 (q) resulta que 
Br e 7r(Br+ó) donde 8 > O, como Br+ó es compacto y Br es cerrado resulta 
que Br es compacto, por tanto M completo. 
Sea M es hiperbólico completo y Pi una sucesión de Cauchy en i1, puesto 
que dM(1r(p), 1r(q)) :S dJiiJ(P, q) la sucesión {1r(pi)} es de Cauchy en M por 
tanto converge a algún punto p E 111, tomemos E > O y U una 2E vecindad de 
p en M tal que en 1r-1 (U) 1r resulta un homeomorfismo. Sea N tal que para 
i > N se tiene que 1r(pi) está en la E vecindad de p, luego cualquier punto 
fuera de U está al menos a una E distancia de 1r(pi) para i > N, si [Ji es una 
componente conexa de 1r-1 (U) conteniendo Pi vemos que la E vecindad de Pi 
esta en Ui para i > N. Sean q E M fd!V!(PiQ) < E y a 1 , a2, ... ak, b1, .. bk E D, 

- --f¡, !2, ... fk E O(D,ll1) tal que L:p(ai, bi) < E, consideremos ai, bi la geodésica 
- --de ai a bi y C como la curva de p a q obtenida adjuntando fi(ai, bi) en M. 

Sea e = 7r(C), por construcción e está contenida en la E vecindad de 
7r(Pi) por tanto e e U, así e está en [Ji si pE (Ji es tal que 7r(p) = p, resulta 
así que {Pi} converge a p. 
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Ejemplo 31. ]]])* =]]])-{O} es completo pues su cubrimiento 

es la mitad del plano superior el cual es biholomorfo a ]]]) . 

Observación 36. l. Si M y N son variedades hiperbólicas completas 
entonces de la Definición 34 resulta que !11 x N es también hiperbólica 
completa. 

2. Si N es hiperbólico completo y M e N es cerrado entonces de la Ob
servación 32-1 y del hecho topológico que todo conjunto cerrado dentro 
de un espacio métrico completo es completo con la métrica inducida se 
tiene que M es también es hiperbólico completo. 

Proposición 12. Sean M y N variedades complejas y f: M-+ N aplicación 
holomorfa, N' e N es un subespacio hiperbólico completo y M' = ¡-1(N'). 
Si M es hiperbólico completo entonces M' es hiperbólico completo. 

Prueba. Denote por G¡ el gráfico de la aplicación f : M -+ N, que es un 
subconjunto cerrado de M x N. Sea f' = JIM' y G'¡ su gráfico, entonces 
G'¡ = G¡ n (M x N') por lo tanto G'¡ es cerrado en M x N' ahora por el 
Teorema 34 y la observación anterior G'¡ es hiperbólico completo y puesto 

que la proyección (x, y) E M x N'~ x E M induce un biholomorfismo entre 
G'¡ y 111' concluimos que M' es hiperbólico completo. O 

Corolario 5. Sea M una variedad hiperbólica completa y f : M-+ Cuna 
aplicación holomorfa acotada, entonces el abierto 

M'= {pE M: f(p) =1- O}= M- V(!) 

es hiperbólico completo. 

Prueba. Por ser acotada podemos considerar f(M) e ]]]) entonces el resul
tado es consecuencia de la proposición 12 aplicado a N = ]]]) , N' =]]])- {O} 
y !11. 

Definición 42. Sea N una variedad, M e N es dicho localmente hiperbólico 
completo en N si para todo p E M existe una vecindad ~ de p en N tal que 
VP n M es hiperbólico completo. 
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Proposición 13. Sean X, Y variedades complejas, 7T : X -+ Y una apli
cación holomorfa, si Y es hiperbólico completo, y para y E Y existe U vecin
dad tal que 7T- 1 (U) es completo, entonces X es hiperbólico completo. 

Para una referencia de este resultado ver [L2] pag 26-27. 
En particular si Y hiperbólica completa y X e Y tal que X es localmente 
hipebólico y completo tenemos que X hiperbólico completo. 

Corolario 6. Sea M una variedad compleja y X un conjunto analítico en
tonces: 

l. M- X es localmente Hiperbólico completo en M. 

2. Si M hiperbólico completo entonces M - X es hiperbólico completo. 

Prueba. Sea p E X y VP una vecindad si JP : VP -+ C es un función holomorfa 
tal que VP n X : JP =O, entonces VP- (VP n X) es hiperbólico completo por 
tanto M - X es localmente completo, la segunda afirmación es com;er.uencia 
de la Proposición 13. 

Un concepto importante en estas notas es el de encaje hiperbólico. 

4.4 Encaje Hiperbólico 

Según R.oyden(ver [N1] pag 5-6) la semimétrica de Kobayashi se puede in
troducir del modo siguiente. 

Definición 43. Fijemos pE M y un vector vE TpM· Definimos KM(p).v = 
inf{r > O, existe r.p :JI))-+ M holomorfa con r.p(O) = p y rr.p' (O) = v }. 

Observación 37. Lo anterior también se puede definir del modo siguiente. 
KM(p).v = inf{1/r : existe r.p : JI))r-+ 111holomorfar.p(O) = pyr.p' (O) = v }. 

En efecto si r.p : JI)) -+ M con r.p(O) = p y rr.p'(O) = v considerando 
la función ry = r.pr : JI)).! -+ M tenemos que ry(O) = p y 1''(0) = v por 
tanto r es un elemento del segundo conjunto, del mismo modo si r.p : JI))r -+ 

1 
M holomorfa, <p(O) = p y <p'(O) = v considerando r.pl = 1' resulta que - es 

r r 
un elemento del primer conjunto. 
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Observación 38. l. De la definición se tiene que 

Kú(p)(ev) = ieiKM(p).(v) donde e E <C. 

Basta considerar el caso e =f. O, sea .f : ID> -+ M tal que f(O) = p y 
r f'(O)(e 1) = v por la linealidad de f'(O) tenemos que f'(O)(ree 1 ) = ev, 
considerando la función ref definida en D 1 resulta que KM(P)(ev) ~ rrcr 
irel de donde tomando infimo tenemos que KM(P)(ev) ~ leiKM(P)(v). 
Del mismo modo KM(P)(v) = KM(P)(~v) ~ 1~1 Kú(p)(ev), así ieiKM(P)(v) ~ 
KM(P)(ev), por tanto KM(P)(ev) = iciKM(P)(v). 

- -
2. Si U1 e U2 entonces Ku1 (p)v ~ Ku2 (p)v para todo punto p E U1 y 

vector tangente v E TpU1. 

3. Si 1r : Jvf -+ N es un recubrimiento y sean U e N y V e 111 tal que 
1rlv : V-+ U es un biholomorfismo entonces 

Kv(p)v = Ku(1r(p))1r'(p)v. 

Podemos introducir la semidistancia entre dos puntos del modo estandar 

donde el ínfimo es tomado sobre todos los caminos de clase 0 1 por partes. 
Un resultado importante debido a Royden es el siguiente Teorema. 

Teorema 47. Se cumple de que: kM(P, q) = KM(P, q). 

Para una prueba ver [Nl] pg 16 - 18. 

Lema 6. Sea 111 una variedad hiperbólica y K abierto tal que K es compacto, 
son equivalentes: 

l. Para todo p E K y toda vecindad U de p existe V vecindad de p tal 
que V e U y KI<(V n K, K- U) > O. 

2. Para todos p, q E K con p =f. q existen vecindades UP, Uq en M tal que 
KI<(Up n K, Uq n K)> O. 

3. Para todos p, q E K con p =f. q y Pn, qn ·sucesiones convergiendo a p y q 
respectivamente se tiene que Kg(pn, qn) -17 O. 
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Prueba. Sean p, q E K con p =f. q por 1 tenemos que para toda vecindad U 
de p existe V vecindad de p tal que V e U y KK(V n K, K- U)> O, como 
p =f. q y U arbitrario podemos tomar U q e K - U y U P = V y se tendrá la 
afirmación. 
Para ver (3) a partir de (2) tomemos Pn -t p y Qn -t q podemos suponer 
Pn E U P y Qn E U q de donde se obtiene la conclusión. 
Finalmente para ver la parte (1) a partir de (3) supondremos existen pE K 
. y U vecindad de p tal que para toda vecindad V e U de p se tiene K K (V n 
K, K - U) = O, por definición de distancia existen sucesiones Pn E V n K y 
Qn E K- U tal que Kk(Pn, Qn) -t O y como K es compacto podemos suponer 
Pn -t p' E K y Qn -t q' E K con Kk(Pn, qn) -t O lo cual contradice (3). 

Definición 44. Sea M una variedad compleja y K e N un subconjunto 
abierto tal que K es compacto. Diremos que K está hiperbólicamente enca
jado en M si se cumple cualquiera de las afirmaciones equivalentes del Lema 
anterior. 

Observación 39. 
en si mismo. 

l. Si M es hiperbólico entonces es un encaje hiperbólico 

2. Es claro que si !v1 es un encaje hiperbólico entonces es hiperbólico, más 
el recíproco no es cierto como veremos ·en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 32. En 1P'2 = {[z0 : z1 : z2] : (zo, z1, z2) E C3 - {O}} consideramos 
los siguientes conjuntos. 

Lo = { [ zo : z1 : z2] E 1P'2 : zo = O, z2 = 1}. 
L1 = {[zo: z1 : z2] E 1P'2 : zo = 1, z2 = 1}. 
Loo = {[zo : Z1 : z2] E 1P'2 : z2 = 0}. 
H+ = {[zo : z1 : z2] E 1P'2 : z1z2 = z5}. 
H_ = {[zo : z1 : z2] E 1P'2 : z1z2 = -z5}. 

Sea A1 = lP'2 - (Lo U L1 U L00 U H+ U H_). Todos los conjuntos pueden ser 
visto en coordenadas afines: z2 = 1 salvo L00 , así en las coordenadas (zo, z1 ) 

podemos definir el biholomorfismo. 

<p: M -t (C-{0,1}) x (C-{-1,1}). 
(zo,zl) -t (zo,zozl) 

Así M es hiperbólica según el Ejemplo 28; sin embargo M no es encajado 
hiperbólico. En efecto consideremos en las coordenadas (Zo, z1 ) los puntos 
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(0, O) y (0, 1). Para todo k E IN considere las aplicaciones holomorfas 

!k : JD)k -t M 
t -t (f,t) 

y los puntos Pk = .fk(O) = (f, O) y Qk = !k(1) = (f, 1), tenemos que Pk -t 
(0, O) y Qk -t (0, 1) y KM(Pk, Qk) :::; KlDlk (0, 1) = KlDl(O, f) -t O por tanto 
KM(Pk> qk) -t O, por tanto M no es encajado hiperbólico en JP>2. 

Proposición 14. Sea N una variedad hiperbólica y M e N un subcon
junto abierto de N tal que M es compacto. Las siguientes afirmaciones son 
equivalentes: 

l. M está hiperbólicamente encajado en N. 

2. Si ds es la métrica de Poincaré en JO), entonces dado una métrica her
mitiana ds'Jv en N, existe una constante e > O tal que: 

r*(c2d"2 ) < dQ.2 j vp.¡ _ u 

para todo f E O(JD), M). 

Prueba. 
Supongamos que (2) no se cumple, esto es existe una sucesión Un)nEIN en 
O(JD), !vi) y puntos (Pn) E JO) tal que 

f* ( ds'iv )(pn) > nds2 (Pn), .... ( *) 

como ds2 es una métrica invariante por biholomorfismos en JO) podemos asu
mir que Pn = O para todo n E IN, si v E T0 JD) es tal que ds2 (0)(v) = 1 
entonces de la inecuación ( *) tenemos ds'Jv(f (O))(!' (O). v) > n, ahora puesto 
que Un(O)) es una sucesión en M y M es compacto, entonces tendremos un 
punto p E M tal que fn(O) -t p, consideremos U una vecindad de p biho
lomorfa a JO) x · · · x JO) y supongamos que exista r < 1 tal que f n (JD)r) e U 
para todo n ~ n0 ; como fn(O) E JV[ tenemos que fn(O) está en una vecin
dad compacta de p en U por tanto tendríamos {fnllDlr E O(JD)n U)} y como 
{fn(O)} es relativamente compacto, entonces la familia {fnllDlr} es relativa
mente compacta en O(JD)r, U) por tanto existe una subsucesión que converge 
en O(JD)r, U); esto no es posible pues dslt(O)(f'(O).v) > n, por tanto un tal r 
no existe, esto significa que para cada k E IN existe zk E JO) y un entero nk 
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tal que izki < ~ y fnk (zk) fj. U, considerando ahora sucesiones Pk = .fnk(O) y 
qk = fnk(zk), y considerando de ser necesario una subsucesión que podemos 
asumir que ( qk) converge a un punto q fj. U, ahora puesto que 

tendríamos de que KM(Pk, qk) -+ O, cuando k -+ oo y esto contradice el 
hecho que M es hiperbólicamente encajado en N. Para (2) implica (1) con
sideremos d la aplicación distancia inducida por la métrica hermitiana c2ds'Jv 
entonces de (2) tenemos 

d(f(p),f(q)) S p(p,q) 

para f E O(]]J), 111), luego por el Teorema 9 tenemos que d S KM en M, así 
si damos dos puntos p =/= q E M- M y Pn, qn convergiendo a p y q respec
tivamente como d(pn, qn) S KM(Pn, qn) y además d(p, q) =/=O, tendremos de 
que KM(Pn, qn) -f+ O. 

Observación 40. Considerando las notaciones del Teorema 42 para todo 
punto p E j\1 tendremos que existe una vecindad U de p y una constante 
b > O tal que para todo q E U n M se cumple: 

b2ds~(q)v S KJv¡(q)v. 

En efecto, sea r > O y .f : ]]J) -+ M tal que f(O) = q y r f'(O)e = v 
e = 8z E T0]]J), del Teorema 42 tenemos J*(c2ds'Jv)(p) S ds2(p), haciendo 
p =O y evaluando en re tenemos c2ds'Jv(f(O))r f'(O)e S r2ds2 (0)e por tanto 
tendremos de que c2ds~(f(O))r f'(O)e S r2 ds2 (0)e es decir 

b2ds~(q)v S r2ds2 (0). 

luego tomando el ínfimo sobre r en esta última desigualdad obtenemos nues
tra observación. 

Teorema 48. Sea 1\II un abierto hiperbólicamente encajado en N. Si N es 
localmente hiperbólico completo, entonces M hiperbólico completo. 

El Teorema es consecuencia del siguiente lema. 

Lema 7. Sean M y N como en el Teorema, consideremos p E M y una 
vecindad VP de p en N, se WP e Vp es otra vecindad de p tal que: 
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y un ó' < ~; entonces existe una constante e > O tal que 

para todo q, q' E WP n M con KM(q, q') < ó'. 

Prueba. Sean q, q' E WP n M tal que KM(q, q') < 8', considere una cadena 
O"= {Ji, (0, z;)} de q a q' tal que l(O") < ó'; ahora denotemos q =Po= fo(O) 
P1 = JI(O) = fo(z~),. · · ,Pk-1 = fk(O) = fk-1(z~_ 1 ) Y q' = Pk = fk(z~). 
Puesto que q E Wq y l(O") < ó' tendremos que: 

Sean r y r' números positivos tal que: 

p(O, r) = ~ y p(O, r') = ó' 

entonces por hipótesis fí(]]))r) e {rE M: KM(r,Pí-1) < n e Vp, considere
mos ahora una constante e verificando: 

p(O, z) ~ epr(O, z) z E ]]))r· 

como l (O") < ó', tenemos que z~' E ]]))r y 

como esta desigualdad es válida para toda cadena O" de q a q' de longitud 
menor que ó' tenemos K M ( q, q') 2: eK vpnM ( q, q') . 

Prueba del Teorema 48: Del Lema toda sucesión de puntos de WvnA1 
que es de Cauchy con respecto a KM será de Cauchy respecto la métrica 
K VpnM, por tanto la sucesión será convergente así M será completo. 

Corolario 7. Si M es una variedad compleja compacta y X un conjunto 
analítico entonces si M- X es hiperbólicamente encajado en M entonces es 
hiperbólico completo. 

Este resultado sigue del Teorema 48 y el Corolario 6. 
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4.5 Brody Hiperbólico 

Definición 45. Diremos que X es Brody hiperbólico si cualquier aplicación 
holomorfa f : e -t X es constante. 

Observación 41. Si Al[ es una variedad hiperbólica y f : e -t Al[ es una 
aplicación holomorfa., entonces de el Ejemplo (24) tenemos la desigualdad 
KM(.f(p), f(q)) ~ Kc(p, q) = O. Luego f es constante, así tenemos que si 
una variedad es hiperbólica entonces es Brody hiperbólica mas el recíproco 
no es cierto como lo veremos en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 33. La variedad M = {(z1, z2) E e2, lz1l < 1, lz1z2l < 1} ~ 
{(0, z2)/lz2l 2 1} es Brody hiperbólica más no hiperbólica. 

Prueba. Consideremos la aplicación 

donde h(z11 z2) = (z1, z1z2) tenemos que h es inyectivo si z1 i= O. Conside
remos ahora una función holomorfa f : e -t M del Teorema de Lioville 
tenemos que h o f es constante por tanto f es constante o bien toma valores 
en Al[ n{ ZI = o} el cual se identifica con { z2 E e 11 z21 < 1} por tanto .f será 
constante y M es Brody hiperbólico. 

Sea p = (0, b) E Al[ con b "/= O y Pn = (1/n, b) E Al[, de la. continuidad 
de KM tenemos de que I<M(O,p) = limi<M(O,pn) consideremos la aplicación 

f(x) = (anxfn,anbx) donde lanl = min{n, ji¡}. 
Si x < 1 tenemos que f(x) E M y !(1/arJ = Pn luego del principio de 
contracción tenemos que: 

iani + 1 
I<M(O,pn) 2 p(O, 1/an) =lag iani _ 1 

de donde KM(O,p) =O. 
Nuestro objetivo es ahora ver que sobre las variedades compactas Brody 

hiperbólico equivale a Kobayashi hiperbólico. 

Observación 42. Si ds'fw es métrica de Al[ tal que ds~1 ~ k;1 , es fácil ver 
de que Al[ es hiperbólico, ahora si M fuese relativamente compacto en una 
variedad compleja N, tendremos que además está· encajado. 
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En efecto de la definición de k M y la condición, tenemos de que: 

ds'ir(f(O)).f'(O)v ~ k'fvt(f(O))f'(O)v ~ 4ds2 (0)v 

para v E T0 lDl y f E O(lDl, M), luego de la Proposición 14 tendremos de que 
M está hiperbólicamente encajada. 

Ahora centremos nuestra atención en el Teorema de Brody. Previo a este 
teorema probaremos un lema importarte de por si. 

Lema 8. Sea M una variedad compleja con una métrica ds'ir. Dado f E 

O(lDln M) definamos 

sobre lDlr tal que u(O) > e > O en estas condiciones podemos encontrar una 
aplicación g E O(lDlr, M) tal que: 

g*ds2 

l. La función ~d 2 es acotada por e sobre lDlr y alcanza el máximo valor 
r Sr 

e en el origen. 

2. g = f o J-Lr o <p donde <p es un automorfismo de lDlr y J-Lr(z) = rz con 
O<r<l. 

Prueba. Para cada tE (0, 1[ definamos ft E O(lDlr, M) donde ft(z) = foJ-Lt = 

f(tz) para z E lDlr, también 'Ut = ¡;2dds~ = (fo~~*2d82 • 
r Sr r Sr 

Entonces tenemos 

J-L;f*ds~ J-L;ds; * t2(r2 - lzl2)2 
Ut = J-L;(r 2ds;) · ds; = 1-Lt (u) (r2 -1tzl2)2 · 

Considere también 
t2(r2- lzl2)2 

U(t) = sup Ut(z) = sup u(tz) ( 2 l l2)2 . zElDlr zElDlr r - tz 

De la definición de Ut tenemos que para cada t E (0, 1[ Ut(z) se aproxima a 
cero en el borde 8lDlr, luego el supzElDlr Ut(z) es alcanzado en el interior de lDlr. 

Se puede verificar sin mucha dificultad que U(t) es continua en [O, 1( y 
puesto que U(t) 2:_ Ut(O) = u(O)t2 > r > e para algún r > O, entonces 
tomando límite tenemos que limt---+1- U(t) >c. 
Por tanto U(t) > e para t próximo de l. Por otro lado U(O) = O , así 
tenemos q]Je e = U(t0 ) para algún t0 E)O, 1[. Sea z0 E lDlr un punto tal que 
e = supzElDlr Ut0 ( z) = Uto ( zo) y considere <p una automorfismo de lDlr tal que 
c.p(z0 ) =O. Entonces g = f o J-Lto o c.p es la función buscada. 
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Observación 43. Como t0 < 1 tenemos de que g(ID>r,.,) e j(ID>rJ· 

Teorema 49 (Brody). Sea X espacio complejo compacto entonces X es 
Brody hiperbólico si y sólo si es Kobayashi hiperbólico. 

Prueba. El regreso ya fue visto, supongamos ahora de que M no es hi
perbólico y consideremos ds~ una métrica sobre M. Si existe un a > O tal 
que adsi1 ::; K2, entonces por la Observación 42 M, debería ser hiperbólico, 
por tanto existe un pE M y una sucesión (vn) en TpM tal que ds~(p).vn = 1 
Y K2(p).vn < ~-

De la definición de K tenemos que existe una sucesión (r n) de números re
ales positivos tal que lim r n = oo y una sucesión de funciones f n en O (ID>rn, M) 
tal que dfn(O)e = Vn, como ds: (e)= 2\ tendremos que: 

n rn 

_ ds~(p).df(O)e _ ds~(p).vn _ 1 
Un- - --

r;ds;,.,(O)e 2 2 · 

Luego aplicando el Lema 8 a cada fn y constante O< e< ~'obtenemos una 
sucesión g"' en O(ID>r"' M) tal que: 

l. g~ ds~ S cr~ ds:" y la igualdad vale en el origen. 

Por 1 la familia de aplicaciones 9n E O(ID>rn, M) es equicontinua. Mejor aún 

g* ds2 < cr2 ds2 < cr-2 ds2 para n > m n M - n r, - m rm' -

la familia ~m= {9n\JD>rm : n 2m} es equicontinua para cada m fijado. Puesto 
que la familia ~1 = {gn \JD>r, : n 2 1} es equicontinua del Teorema de Ascoli
Arzela (M es compacta) por tanto existe una subsucesión que seguiremos 
llamando 9n que converge a una aplicación h1 E O(ID>r1 , M) razonando de la 
misma manera para ~2 respecto a la subsucesición anterior tenemos de que 
existe una subsucesión de 9n que seguiremos llamando 9n convergiendo a h2 
en O(ID>r2 , M) y además h1 = h2 en ID>r1 de este modo para cada ~m tenemos 
una subsucesión hm donde hm E O(ID>rm, M) tal que hm = hm-1· Por lo tanto 
tenemos una función holomorfa h E O(C, 111) que es extensión de todos los 
hn dada por h = lim hn, además como g~ds~ S g~ds~(O) = cr~ds;,.,(o) 
4cdzdz tenemos que: 

h*ds~(O) = limg~ds~(O) = 4cdzdZ =/=O 

esto es h no es constante de donde M no es Brody hiperbólico. 
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Observación 44. De la prueba del teorema anterior tenemos de que h*ds'i,¡ :::; 
4cdzdz. 

Definición 46. Sea h : e --+ M una curva entera no constante sobre una 
variedad compleja M. Si existe una métrica ds'i,¡ y una constante e> O que 
satisface la propiedad: 

(4.1) 

h será llamada línea compleja. 

Observación 45. De la observación del Teorema de Brody tenemos que si 
una variedad compacta no es Brody hiperbólico entonces existe una línea 
compleja. 

Teorema 50. Sea M una variedad compleja compacta. Dada una curva 
entera f : e --+ M, existe una línea compleja h : e --+ M, tal que h(e) e 
j(e). 

Prueba. Sea (rn) una sucesión de números reales positivos con limn---+oo ín = 

oo y fn = JIIIJJrn sin perdida de generalidad podemos suponer que f'(O) =/=O. 
Considere e E T0 l.Dl y v = df(O)e, multiplicando ds'i,¡ por una constante 
podemos suponer que ds'i,¡(f(O))v = 1, considerando v = Vn tenemos de que 
ds'i,¡fn(O)vn 1 1 · 

2 d 2 ( ) = 2, entonces si consideramos e tal que O < e < 2, por el Lema 
í n srn e 

8 tenemos de que existe una sucesión 9n satisfaciendo : 

l. g* ds2 < cr2 ds2 . n M- n Tn 

Pues 9n = fn o fLrn o l.fJn y siguiendo el argumento del Teorema anterior 
obtenemos h : e --+ A1 como el límite de los 9n y de la parte 2 tenemos de 
que h(C) e j(e). 

Definición 47. Sea h: C--+ M una línea compleja sobre una variedad M y 
S e A1, h es llamada línea compleja límite de S si para cada disco l.Dlr e e 
la restricción hjllll,. es el límite de una sucesión en O(l.Dln S). 

Observación 46. De la definición tenemos h(e) e S. 
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Teorema 51. Sea N una variedad compleja y M e N relativamente com
pacto. M no es hiperbólicamente encajado en N si y sólo si existe una línea 
compleja h: e-+ N límite de M. 

Prueba. Considere una métrica ds~ en N y supongamos que M no es hi
perbólicamente encajado en N, entonces no existe una métrica ds'~ en N 

2 - -
tal que ds' N ~ K'f¡ en M. Por lo tanto no existe a> O tal que ads~ ~ K'f¡. 
Procediendo análogamente como en el Teorema de Brody tenemos que existe 
una linea compleja h: e-+ 1\1. Recíprocamente si existe una línea compleja 
h: e-+ N límite de M entonces para todo par de puntos p, q E h(e) e M 
con p = h(z) y q = h(w) tendremos que existe r > O tal que z, w E JD)r, por 
tanto tenemos sucesiones Zn = fn(z) y Wm = fn(w) tal que Zn-+ p y Wn-+ q 
como k contrae distancias tenemos kM(fn(z), fn(w)) ~ kc(z, w) =O y esto 
contradice el hecho que M es hiperbólicamente encajado. 

Recordemos el Teorema de Hurwitz en una variable compleja. 

Teorema 52. Sea D e e un dominio y fn una sucesión de O(D, e) de 
funciones nunca nulas. Si la sucesión converge a f E O(D, e) entonces f es 
idénticamente nula o nunca nula. 

El siguiente resultado es una generalización de este Teorema. 

Teorema 53. Sea M una variedad compleja y X = u:,1 Xi una unión de 
conjuntos analíticos en M, donde cada Xi es irreducible. 
Sea D e e un dominio y hm una sucesión en O( D, M - X) que converge a 
h E O(D, M). Entonces h(D) e M- X o h(D) e niEIXi- UjEJXj, donde 
1 = {i: h(O) E Xi} y J = {j: h(O) <t Xj}· 

Prueba. Suponga que h(O) E X , U una vecindad de O y Xlu : f = 

JI ... Jm = O donde los Xilu : Ji = O. Sea i tal que Ji(h(O)) = O. Por 
hipótesis (Ji o hm) es nunca cero, luego del Teorema de Hurwitz Ji o h es 
idénticamente cero, ya que fi(h(O)) =O. Por lo tanto h(D) e Xi. 

Teorema 54 (Creen). Sea X la unión de un número finito conjuntos analíticos 
irreducibles Xl> ... , Xm de una variedad compleja compacta M. Si se cumple 
que: 

l. M- X no tiene línea compleja. 

2. Para. cada partición { i 1 , ... , ik} U {j1 , ... , Jr} = { 1, ... , m} el espacio 
Xi1 n ... n Xik - (Xj1 U, ... U XjJ no tiene línea compleja. 
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entonces M - X es completo hiperbólico e hiperbólico encajado en M. 

Prueba. Suponga que M- X no es hiperbólicamente encajado en !vf. Por 
el Teorema 51 existe una línea compleja límite h E (e, !vf) de M- X. Por 
lo tanto del Teorema 53 h.(e) e M- X o h(e) e niEJXi- UjEJXj, donde 
I = { i : h(O) E Xi} y J = {j : h(O) rj Xj} esto es una contradicción 
con la hipótesis (2) lo que agota todas las posibilidades, así M - X es hi
perbólicamente encajado en !11. Si aplicamos el Corolario 7 concluimos que 
M - X es también completo hiperbólico. 

4.6 Los Teoremas de Green 

Sean h0 , ... , hn : e -t e funciones enteras sin ceros estas son llamadas 
unidades en el anillo de funciones holomorfas O( e, e). Supongamos que 
ellas satisfagan la ecuación: 

ho + h2 + · · · + hn = O. (4.2) 

Podemos fácilmente conseguir soluciones del modo siguiente. 
Consideremos una unidad hE O(e, e) y sean e0 , e1 , e2 , ... , er constantes no 
cero con .z=;=o ei =O. 
Definiendo hi = Cih tendremos que estas cumplen la ecuación 
ho + · · · + hr =O. 

Definición 48. Sean h.i con i E {0, 1, ... n} una familia de unidades que 
verifican ho + h1 + · · · + hn = O. 
Diremos que i "' j si existe una constante no nula e tal que hi = ehj 1 

Teorema 55. Si h0 + · · · + hn =O, y {Sj} es una partición de {0, ... , n} 
según la clase de equivalencia anterior, entonces LiESi hi = O, además si 
n ~ 2 entonces sólo existe una clase de equivalencia. 

Este resultado muy técnico requiere fundamentalmente de la Teoría de 
Nevalina. El método empleado para la demostración no será usado para este 
trabajo, por lo cual sólo haremos uso de ella, para mayores detalles ver [12]. 

Teorema 56. Sea j : e -t lF es una aplicación holomorfa. Asumamos que 
la imagen de f está en el complemento de n+2 hiperplanos en posición general 

1 la relación anterior forma las llamadas clases de equivalencia de Borel 
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entonces la imagen de f esta contenida en un subespacio lineal de dimensión 
:::; ~· Mas generalmente si la imagen esta contenida en el complemento de 
n + p hiperplanos en posición general, entonces esta imagen esta contenida 
en un subespacio lineal de dimensión :::; ~· 

Prueba. Consideraremos primero el caso p = 2 y los hiperplanos en forma 
standar (ver Ejemplo 28). Sea la partición S1 U ... U Sq U K de {0, ... , n} en 
clases de equivalencia de Borel i rv j si ~; es constante, donde K es la clase de 

J 

las aplicaciones constantes. Dada una clase S =/=- K fijemos i E S, para j E S 
y j =/=- i tenemos la relación lineal Xj- CjXi = O. Sea sk el número de elementos 
de Sk con S 0 = card(K). Entonces relacionando el primer elemento con los 
restantes, obtendremos al menos el siguiente número de relaciones lineales 
independientes: 

n 
(s1 - 1) + · · · + (sq- 1) +(so- 1) = n + 1- (q + 1) = n- q :S: 2 

la última relación se obtiene desde que n 2: 2q, esto probaría la primera parte. 
Para el caso general el argumento et; el mismo ya que si H1 (x ), ... , Hn+p(x) 
son hiperplanos con coordenadas homogéneas [x0 : ... : xn], cualquiera n + 1 
de esas son linealmente independientes y n + 2 satisfacen la relación lineal con 
coeficientes no todos nulos, de otro modo n + 1 de ellos serían linealmente in
dependientes. Si f = (!0 , ... , fn) donde las fi son funciones enteras sin ceros 
comunes. Nosotros obtenemos n + p funciones Hk(f) = hk k= 1, ... , n + p 
las cuales son unidades. Particionamos el conjunto de índices de acuerdo a 
la relación de equivalencia la relación i "" j si hi = chi para alguna constante 
e, así {1, ... , n + p} = U S = S1 U ... , U Sq, donde S denota una clase de 
equivalencia. 

Nosotros primero exigimos que el complemento de S tenga a lo más n 
elementos, de otro modo habría al menos n + 1 elementos que estarían en 
el complemento, escogemos n + 1 de tales elementos y un elemento en S así 
obtenemos el conjunto de n + 2 índices y lo denotaremos por J así J n S tiene 
exactamente un elemento; existe una relación ~jEJ ajHj =O con ai =/=-O para 
todo j E J entonces tenemos la relación ~jEJ ajhj = O esto contradice el 
Teorema de Borel entonces { 1, ... , n + p} - S tiene a lo mas n elementos por 
tanto S tiene al menos p elementos. Si q es el número de clases de equivalencia 
de los índices es consecuencia que q :::; ( n+p) /p. Si Tes cualquier subconjunto 
de {1, ... , n + p} consistiendo de n + 1 elementos entonces las formas Hi 

( i E T) son linealmente independientes, escribimos T = T1 U ... U Tq donde 
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Tk = T n Sk si tk = card(Tk) cada Tk da tk - 1 ecuaciones, así se obtienen 
al menos t 1 - 1 + ... tq - 1 ecuaciones linealmente independientes entonces 
qn + 1 - q 2:: n + 1 - ~ + p = n - ~ entonces la dimensión de la intersección 
es< rr. 

- q 

Corolario 8. Sea f : <C ~ :¡pm una función holomorfa tal que la imagen 
esta contenida en el complemento de 2n + 1 hiperplanos en posición general 
entonces f es constante. 

Prueba. Tomando p = n + 1 en el Teorema de Fujimoto-Green tenemos que 
la dimensión de la imagen es cero. 

Teorema 57. Si X 1 , ... , X 2n+l son 2n + 1 hiperplanos en JP>n en posición 
general. Si X= X 1 U ... U X 2n+l entonces: 

l. JP>n -X es Brody hiperbólico. 

2. Para cada partición {i1 , ... , ik} U{j1 , ... ,.ir}= {1, ... , 2n+ 1} el espa-
cio complejo Xi 1 n, ... n Xik - (X.i1 , U, ... , UX.J,.) es Brody hiperbólico. 

3. pn- X es hiperbólico completo y hiperbólicamente encajado en JP>n. 

Prueba. Si I = { il' ... ' ik} y sea XI = niEI xi nosotros podemos identificar 
XI con el espacio proyectivo de dimensión n-k, la intersección de los hiper
planos X.i con XI para j tf. I son hiperplanos en posición general en XI, esto 
es consecuencia de la definición de posición general. Luego el caso primero 
y segundo es una caso especial del Corolario anterior y el tercer caso es el 
Teorema de Green 54. 

Definición 49. Sean X una subvariedad algebraica irreducible de ]pm y 
Pb ... , P m polinomios homogéneos definiendo las secciones de hipersuperfi
cies Y; =X n (R =O) de X. Diremos que esas secciones son no redundantes 
si ninguna de ellas esta contenida en la unión de las otras. 

Teorema 58 (Green). Si f : C ~ X e pn es una función holomorfa omi
tiendo dimX + 2 secciones de hipersuperficies de subvariedad algebraica no 
redundantes entonces la imagen de f esta en un subconjunto algebraico pro
pio de X. 
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Prueba. Sea d = dimX y P1 , ... , Pd+2 los polinomios homogéneos que defi
nen las secciones de hipersuperficies podemos suponer que cada uno de esos 
polinomios es del mismo grado multiplicando por factores convenientes, los 
cocientes 7t definen aplicaciones racionales en X y puesto que X tiene di-, 
mensión d este será el grado de trascendencia del cuerpo de funciones (vea 
(Sh] página 67) en consecuencia existe un polinomio homogéneo Q no nulo 
en d + 2 variables tal que Q(P1 , ... , Pd+2) = O en X. Sea f = (Jo, ... , fn) 
donde los Ji son funciones enteras sin ceros comunes entonces Pi(!) = hi 
i E {1, ... , d + 2} son d + 2 funciones enteras además Q(h1, ... , hd+2 ) = O. 
Expresemos Q como una suma de monomios Q(t1, ... , td+2) = ¿M M(t) 
donde M(t) es un monomio dado por M(t) = f{'-1 

.. . -::t2 y los coeficientes son 
constantes no todas cero. Cada M(h) es una función entera sin ceros, por el 
Teorema de Borel existe una relación lineal entre dos distintos monomios esto 

1 m 1 ¡ md+2 _ ¡ k1 hkd+2 al t t 1 ' k _¡_ es ~1 ..... 1.d+2 - e ~1 . . . d+2 con guna cons an e e con a gun i r mi· 
Si m 1 > k1 dividimos por h~1 y similarmente los otros índices, obtenemos 
asÍ la relaciÓn niE/ h~i = e ni~! h~i COn potenciaS Ti > 0 y Un adecuado COn
junto de índices J. Esto implica que el polinomio R = niE/ pri -e ni~! pri 
se anula en la imagen de f. Por otro lado R no se anula en X, de otro modo 
una de las secciones sería redundante con lo cual se tiene el resultado. 
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Capítulo 5 

Hiperbólicidad y Dinámica 

El objetivo de la Geometría de Kobayashi es obtener sobre ciertos espacios 
una métrica donde toda función holomorfa contrae esta distancia. Conse
cuencia de ello es que sobre estos espacios la iteración de una función bolo
morfa determina una familia equicontinua y por lo tanto normal. En este 
Capítulo probaremos dos resultados los cuales relacionan fuertemente la Ge
ometría Hiperbólica con la dinámica de los endomorfismos. El primero de 
ellos nos da un criterio de hiperbólicidad y el otro nos muestra la influencia 
de la propiedad de encaje hiperbólico en el complemento de la iteración de 
los puntos críticos sobre el endomorfismo. 

5.1 Generación de Espacios Hiperbólicos 

El siguiente teorema nos muestra como a partir de funciones holomorfas en 
Hd se pueden generar espacios Hiperbólicos encajados y completos en el plano 
proyectivo. 

Teorema 59. Sea d ?: 2 existe un subconjunto abierto Zariski H' C Hd 
con la siguiente propiedad: Si f E H' y C su conjunto crítico, entonces se 
cumplen las siguientes afirmaciones: 

l. No hay puntos en JID2 dados en ¡n( C) para tres diferentes n, O :S n :S 4. 

2. JID2 - (U~ ¡n( C)) es hiperbólico completo e hiperbólicamente encajado 
en JID2

. 

97 
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Para la demostración de este Teorema será fundamental el siguiente Lema 
además hay que recordar el Teorema Pequeño de Picard. No existe función 
holomorfa no constante en 1P'1 que omita tres puntos( ver [N] pg 167). 

Lema 9. Sea f = [zd : wd : td] entonces existe una perturbación arbitraria
mente pequeña g de f tal que las cinco variedades gn(C), n E {0, ... , 4} no 
tienen intersección triple. 

Prueba. Encontraremos una perturbación de g escogiendo una matriz A 
cercana a la identidad. Definimos g = Af, por la Regla de la Cadena vemos 
que el conjunto crítico C de f es el mismo que de g. El conjunto crítico C 
tiene tres componentes 

e1 : z = O, e2 : w = O y Cs : t = O 

y consideremos O :::; n 1 < n2 < n 3 :::; 4 y mi E {1, 2, 3} denotemos con 
An,m aquellas matrices A para las cuales gni ( emJ tiene intersección triple. 
Denotaremos 

el cual es una subvariedad algebraica de G x 1P'2 x 1P'2 x 1P'2 , donde G denota 
el conjunto de las matrices complejas e inversibles de orden 3 x 3. Luego 
por el Teorema de la Aplicación Propia aplicado a la función proyección 1r : 

G x 1P'2 x 1P'2 x 1P'2 -+ G se tiene que la imagen An,m es una subvariedad. Ahora 
si todos los mi fuesen diferentes para A = I tendríamos que Vn sería vacío 
luego por continuidad debe serlo cerca de la identidad supongamos por tanto 
que m1 = 1 y que 2:::; m2 :::; m3 :::; 3. Considerando g = [zd+Etd: wd+Etd: td] 
y h(z) = zd +e tendremos que 

gn(w =O)= [hn(~): hn(O): 1] 
t 

gn(z =O) = [En : En : 1] 

se observa que si algún mi = 2 no habrá triple intersección si e es sufi
cientemente pequeño . Resta considerar el caso cuando todos los mi = 1 
primero veremos que n 1 > O consideremos la familia gE = [ zd + EWd : wd : td] 
entonces g~ (el) SOn líneas de la forma Z = n{W en la COOrdenada ( t = 1) 
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lo cual se ve rápidamente al reemplazar en z = O, ahora si i = O tendre
mos que n0 = O, seguidamente consideremos para E fijo las aplicaciones 
g€,8 = [zd + Ewd + t5td : wd : td] por inducción se puede ver que las itera
ciones de el en t = 1 son de la forma 

donde 0(6)(w, ... , wdn-d) representa una expresión de orden 6 por un poli
nomio de grado dn - d interceptando con el tendremos que 
nnwdn + 0(6)(w, ... , wdn-d) + 6 + 0(62 ) = O, resolviendo esta ecuación po
linomial en w resulta que w es del orden 0(6d;, ), por tanto tendremos de 
que 

w = ( ~:) ln ( 1 + O ( 6 di,_ ) ) di,_ , entonces su coordenada w será dada por 

~~ (1 + 0(6d;, )), así podemos ver que la intersección de C1 con las diferentes 
imágenes de C1 tiene diferente módulo, así nos reducimos al caso cuando 
1 ::; n1 < n2 < n3 , observe que en el caso previo podemos asumir de que las 
intersecciones de el con las imágenes de el tienen diferente módulo, para el 
caso n1 = 1 n2 , n3 como arriba si p esta en la triple intersección existen a 
lo mas d preimágenes de p todas en C1 con el mismo valor lwl como uno de 
estos puntos a de estar en gn2 -

1(e1 ) n C1 y uno de estos puntos también a 
de estar en gn3 -

2(e1 ) ne1 , así tendremos una contradicción por tener puntos 
con diferente módulo, por tanto sólo veremos el caso n 1 = 2, n2 = 3, n 3 = 4 
y consideremos A = I entonces g = f luego la órbita de e1 será 'e1 a C2 a 
c3 a el por lo que no tendrán intersección triple completando así la prueba. 

Volvamos ahora al teorema. 
Prueba. Para la parte 1 del Teorema recordemos que Hd podemos verlo 
como un subconjunto de el espacio proyectivo JlllN. Definimos el subconjunto 
algebraico de JlllN x Jlll2 x Jlll2 x Jlll2 como 

esto claramente es un conjunto analítico por tanto por el Teorema de la 
Aplicación Propia su proyección 1r1 ( F) = F1 es un conjunto analítico, el 
complemento que sería el conjunto de todas las holomorfas de grado d que 
no tienen intersección triple en las cinco primeras imágenes de sus conjuntos 
críticos, esto es de ni E {0, ... , 4} luego este conjunto a de ser abierto en 
la topología de Zariski y no vacío por el lema anterior. En particular, será 
denso y lo denotaremos por H' d· 
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Para la parte 2, sea f E 11.', consideremos el conjunto n = JP>2 -U~=O ¡n( C). 
Sea <p : <C -t .0, como n satisface la condición del Teorema de Green 58, su 
imagen está contenida en una hipersuperficie compleja compacta X, y así su 
imagen estará en X- U!=o r·( C)' por lo tanto omite al menos tres puntos en 
X. Luego por el Teorema de Picard tenemos que <p es constante, del mismo 
modo se prueba la segunda condición del Teorema de Green 54 con lo cual 
se concluye la prueba. 

5.2 Expansión e Hiperbólicidad de Kobayashi 

Mostraremos que las órbitas periódicas de funciones holomorfas no pueden 
ser atractoras bajo la hipótesis de hiperbolicidad. 

Lema 10. Sea M conexo localmente compacto separable con semi métrica dM 
y N conexo, localmente compacto y completo con métrica dN, F el conjunto 
de funciones holomorfas de M en N con distancia decreciente es decir 

F = {f: M--+ N holomorfa /dN(.f(x),j(y)) ~ dM(x, y)}, 

si p es un punto de M y ]{ un compacto contenido en N entonces el conjunto 
F(p, K)={! E F: f(p) E K} es compacto. 

Prueba. Sea fn una sucesión en F(p, K), veamos que existe una subsuceción 
convergiendo a un elemento de F(p, K). Como M es separable consideremos 
{pi} denso en !11 y el conjunto 

el cual por ser una vecindad cerrada de K y a una distancia dM(P,Pi) del 
borde de K, resulta que Ki es compacto. Ahora como los fn E F tenemos 
que son decrecientes en distancia de donde 

dN(fn(Pi, K) ~ dN(fn(Pi), fn(P)) ~ dM(Pi,p), por tanto los fn(Pi) E Ki 
para todo n. Como los Ki son compactos existe una subsucesión fin (Pi) que 
converge en Pi considerando la subsucesión diagoual tenemos de que existe 
una subsucesión la cual seguiremos llamando por fn con la propiedad de que 
fn(Pi) converge para todo Pi· 

Afirmación fn(q) converge para todo q E M. 
En efecto, como dN(fn(q), fm(q)) :::; dN(fn(q), fn(Pi)) + dN(fn(Pi), fm(Pi)) + 
dN(fm(Pi), fm(q)) ~ 2dM(q,pi) + dN(fn(Pi), fm(Pi)). 
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Sea t: > O, de la densidad de {Pi} tomemos Pi tal que 2dM(q,pi) < ~ 
y como fn(Pi) es de cauchy, resulta que existe no tal que si n, m ~ n0 

dN(Jn(Pi), fm(Pi)) < ~'entonces 
fn(q) es una sucesión de cauchy por tanto convergente, así definimos 

f(q) = lim fn(q) 
n 

como cada fn es decreciente resulta que f lo es y como fn(P) E K com
pacto f (p) E K. Finalmente para ver que f es holomorfa veamos la con
vergencia uniforme en compactos de M. Sea C un compacto de M y t: > O 

para cada q E C escojamos nq tal que dN(Jn(q), j(q)) ::; .¡ para n > nq 

sea Uq una ¡ vecindad de q E M para x E Uq y n > nq tenemos de 
que dN(f(x), fn(x)) ::; dN(fn(x), fn(q)) + dN(fn(q), f(q)) + dN(f(q), f(x)) ::; 
2dM(x, q) + dN(jn(q), j(q)) < t: considerando el cubrimiento {Uq}qEC de C 
podemos extraer un subcubrimiento finito Uqi 1 ::; i ::; n tomando m el 
máximo de tales nqi resulta de que sin > m entonces dN(fn(.x), f(x)) < t: 

para todo x E C. 

Teorema 60. Si M es una variedad compleja hiperbólica y O E M. 
Si f : !11 -+ M es una función holomorfa tal que f(O) = O, entonces se 

cumple que: 

l. Los autovalores de df(O) tienen módulo no mayor a l. 

2. Si df(O) es la transformación lineal identidad entonces f es la transfor
mación identidad de M. 

3. Si Jdet(df(O))I = 1 entonces fes un biholomorfismo. 

Prueba. Si d es la distancia dada por la métrica hiperbólica, consideremos 
r > O tal que Br(O) ={pE M : d(p, O) ::; r} sea compacta. Ahora considere
mos F0 como las funciones de Br(O) en si mismo fijando al O y que decrecen 
la distancia. El lema anterior implica que F0 es compacto. 
1.- Dado f : M-+ M con f(O) = O y sea,\ un autovalor de df(O), como f 
es decreciente en distancia de Kobayashi tenemos que f(Br(O)) s:;; Br(O), por 
tanto JklBr forma una sucesión en F0 , el cual por ser compacto tendrá una 
subsucesión convergente en F0 en particular como (df(O))k tiene autovalor 
,\k esta sucesión de autovalores a de tener una subsuceión convergente por 
tanto necesariamente l-\1 ::; 1 
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2.- Denotemos por dm f(O) todas las derivadas parciales hasta orden m en 
O de f, de la fórmula de Taylor y del hecho que f'(O) = I tenemos que para 
mostrar f es la identidad es suficiente ver que dm f(O) =O para todo m 2: 2. 

Sea m 2: 2 el menor entero tal que dm f(O) # O. Entonces dm fk(O) = 
kdm f(O) para todo k, de donde (dm Jk(O)) no converge contradiciendo nue
vamente la compacidad de Fa. 
3.- Por la parte 1 tenemos que sí jdet(df(O))j = 1 entonces jA.ij = 1 donde Ai 
es autovalor de df(O), considerando la forma canónica de Jordan si es nece
sario podemos suponer que df(O) es diagonal caso contrario tendrá al menos 
un bloque de la forma 

el correspondiente a este bloque para la matriz df(O)k será 

A= 
}k l 

de donde tendríamos de que df(O)k diverge lo cual será absurdo pues Fa es 
compacto, así tenemos que df(O) es una matriz diagonal, ahora como jA.ij = 1 
tendremos A.i = eiq del hecho de ser convergente tendremos necesariamente 
de que q E Q, por tanto podemos encontrar una subsucesión df(O)nk con
vergiendo a la matriz identidad, en adelante cuando hagamos referencia una 
sucesión nos estaremos refiriendo a esta sucesión fnk. Denotemos ahora por 
Ea el conjunto de funciones holomorfos de M en M fijando el O. 
Supongamos primeramente que M es completo por el lema anterior tendre
mos de que Ea es compacto así existe una subsucesión de ¡nk que podemos 
considerarla ella misma convergiendo a un función holomorfa h E Ea por 
tanto dh(O) = limdjkn(O) = I, luego por la parte 2 tenemos de que h = I 
nuevamente como Ea es compacto podemos encontrar una subsucesión de 
¡nk-1 denotada por ella misma convergiendo a g E Ea de donde tendremos 
de que 

fog = f lim ¡nk-1 = lim ¡nk = 1, 

del mismo modo se obtiene que gof = I por tanto f biholomorfismo. 
Si M no es completo consideremos r > O de modo que la bola Br (O) = Br 
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sea compacta denotemos nuevamente por F0 el conjunto de funciones de Br 
en Br con O como punto fijo y que sean decrecientes en dM, es decir como 
en el caso 1 por el lema tendremos de que F0 es compacto así obtendre
mos una subsucesión de ¡nk convergiendo a h E Br además de la conver
gencia uniforme resulta que h es holomorfa en el interior de la bola Br y 
dh(O) = limdfki(Q) = I, luego de la parte 2 h será la identidad en En por 
tanto podemos considerar W el mas grande conjunto abierto de M con la 
propiedad de que alguna subsucesión de ¡nk converge a la identidad para ello 
basta considerar W como la unión de los abiertos Bri = Wi con esta propi
edad, como en cada fki existe una subsucesión convergiendo a la identidad 
en Wi y como familia H!i puede ser considerada numerable por ser el espacio 
separable, podemos considerar la subsuceción diagonal ¡nn que la denotare
mos por ¡n obteniendo así una sucesión convergiendo en W a la identidad, 
además como el interior de Br esta contenido en W resulta de que W i= </J. 
Veamos ahora que lV cerrado sea p E W y U una vecindad de p tal que U sea 
compacta de la continuidad de los ¡n y del hecho que en W es la identidad 
resulta de limfn(p) = p, ahora como cada ¡n es decreciente en distancia ten
dremos de que existe V vecindad de p de modo que ¡n(V) e U si denotamo::; 
con F el conjunto de todos los funciones con distancia decreciente de V en 
U fijando al punto p del lema tendremos de que F será compacto, así existe 
una subsucesión de ¡n que podemos considerarla ella misma la cual converge 
en V y como en W n V converge a la identidad, del Teorema de la Identi
dad, tendremos que en realidad converge a la identidad en V, considerando 
M conexo; sino haceamos lo mismo para cada componente y tendremos que 
W = M con todo lo dicho tendremos una subsuceción ¡n convergiendo a 
la identidad en M como la familia ¡n está contenida en un compacto por el 
lema tendremos de que existe una subsucesión de ¡n-l considerada como ella 
misma convergiendo a g así tendremos de que fog = .fo lim ¡n-1 = lim .fn = I 
análogamente tendremos de que go f = I por tanto f biholomorfismo. 

Teorema 61. Si f : JP>k --+ JP>k es una aplicación holomorfa con conjunto 

crítico C y e = U;~ Ji(C), supongamos que JP>k \e este encajado hi
perbólicamente en JP>k. Si p es un punto periódico de f con f 1 (p) = p, y auto
valores /\ 1 ::; i::; k y p tí. e entonces 1>-il 2: 1, además o bien 1>-1 ... >.k! > 1, 
o f es un automorfismo de la componente de JP>k \e que contiene a p. 

Prueba. Mostraremos primero que los autovalores de la derivada de la 
1-ésima iteración de todos los puntos periódicos tienen todos módulo al me
nos uno. Consideremos U = JP>k - e y si U1 = U - ¡-1 ( C) se observa que 
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U1 e U. De la definición de U1 tenemos que f : U1 -+ U es un recu
brimiento debido a que justamente le estamos quitando los puntos críticos 
y sabemos que ahí la funciones son localmente biholomorfismos. Como la 
métrica de Kobayashi es invariante por funciones recubridoras (Observación 
38), tenemos Ku(f(x)).¡' (x)v = Ku1 (x).v y como U1 e U resulta que 
Ku1 (x).v 2: Ku(x).v, de donde 

Ku(f(x)).¡' (x)v 2: Ku(x).v x E U, vE TxU. (5.1) 

Si vi es el autovector correspondiente para >.i tendremos de que (jl)' (p )vi = 

>.~vi aplicando esto a la ecuación (5.1) tendremos de que 

como consecuencia de esta desigualdad obtenemos que l>.il 2: l. 
Sea O una componente de U conteniendo p y si Oz e O es la componente 
conexa de ¡-1(0) que contiene a p. Consideremos M el cubrimiento uni
versal de 0 1 y 1r : M -+ 0 1 la aplicación de recubrimiento, como 0 1 e U 
tendremos que es hiperbólicaménte encajado por tanLo se tiene que M es hi
perbólicamente encajado (la Hiperbólicidad es invariante por recubrimiento), 
también de lo definido anteriormente tenemos que 7r

1 

= !1 01r : ]'¡![ -+ o será 
una función recubrimiento. 

Debemos recalcar para uso posterior en esta prueba que los automorfismos 
de M dejan invariante KM· Escojamos una k-forma holomorfa a no nula en p 
luego fijemos una métrica hermitiana del fibrado tangente TM. Sea 11-11 una 
forma de volumen en el espacio de las (0, k) formas tal que los automorfismos 
holomorfos preservan el volumen. Fijemos un punto q E M con la condición 
de que 1r(q) =p. 
A partir de esto definamos: 

E{{ (p, q, a) = inf{lbll~; g(q) = p, g*('y) =a}, 

donde g recorre a lo largo de todas funciones holomorfas con jacobiano no 
nula de M a O con la condición de que g(q) = p, del mismo modo definimos 

donde g recorre a lo largo de todas funciones holomorfas con jacobiano no 
nulo de M a 0 1 con la condición de que g(q) = p, para continuar con la 
prueba necesitamos del siguiente lema. 
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Lema 11. Las funciones extremales existen y son sobreyectivas. 

Prueba. Nosotros probaremos el lema para Eff para el caso Efi; es de modo 
análogo. Por definición de ínfimo sea 9n una sucesión minimizante de M a 
JP>k - C el cual por hipótesis es hiperbólicamente encajado entonces por la 
Observación 40 la familia {gn : n E JN} es equicontinua con 
respecto a la métrica en JP>k, así por el Teorema de Arzela-Ascoli existe una 
subsucesión 9nk -+ g y g(p) = p. El límite g será la función minimizante y 
además det(g') =/= O esto es debido a la convergencia uniforme. Si g cumple 
con la condición de que 1r' o g = g y g(q) = q por el Teorema 60 tendre
mos ldet(g'(q))l ~ l. Si ldet(g'(q))l > 1 de la Regla de la Cadena tene
mos ldet( 1r') lldet(.q') 1 < ldet(g') 1 en p y esto contradice la minimalidad de 
g. Entonces ldet(g'(q))l = 1, así g es un automorfismo en particular g es 
so breyecti va. 

Continuamos ahora con la prueba del teorema. 
Puesto que jl es recubrimiento de 0 1 sobre O, y ¡t(p) = p 

(5.2) 

Si Oz = O la identidad (5.2) implicaría que ldet(JZ)'(p)l = 1, entonces del 
Teorema 60 la aplicación ¡z será un automorfismo de O. Si 0 1 es un subcon
junto propio de O del Lema 11 tenemos que el elemento que minimiza Efi; 
no minimiza a Eff pues no sería sobreyectivo sobre O, por tantoEfi; > Eff 
luego la ecuación 5.2 nos dirá de que ldet(f1)'(p)l > 1, teniendo así que el 
producto de sus autovalores tiene módulo mayor a l. 

Observación 47. Como una forma de volumen es invariante por automor
fismos tenemos de que podemos denotar E{{ (p, q, a) por E{{ (p, a). 

Proposición 15. Si C denota el conjunto crítico de una función holomorfa 
.f : JP>k -+ JIDk de grado al menos dos tal que JIDk - U~=o .f -n ( C) está hi
perbólicamente encajado entonces 

:l¡ e n u .t-n(C) =: J(C). 
N>On?_N 

Prueba. Supongamos existe p que no esta en J(C), entonces de la definición 
tenemos que existe N tal que B(p, r) no intercepta a Un> N .t-n(C), por 

tanto para todo n ~N tendremos fn(B(p,r-))nU~0 .f-k(C) = 0, y como 
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por hipótesis Jl.Dk - U~=O ¡-n(C) está hiperbólicamente encajado, entonces 
de la Observación 40 la familia (.fn)nEIN de B(p, r) en Jl.Dk con la métrica de 
este espacio es equicontinua, luego del Teorema de Arzela-Ascoli (fn)nEIN es 
normal. Por lo tanto pE F(f). 
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