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Resumen

El propé6sito del presente trabajo es presentar el concepto de matriz de transforma-
ci6én de bases B-spline (abreviado como matriz BSBT) y su aplicacién en el manejo de
las curvas B-spline. -

La matriz BSBT permite que una base B-spline pueda ser representada porbotra, se
presentar4 las condiciones de existencia y unicidad de esta matriz. Mostrando una re-
laci6n recursiva de las matrices BSBT, para luego desarrollar un algoritmo que calcule
dicha matriz, que sea eﬁciénte y simple de implementar.

Finalmente se vera su aplicacién en dos problemas que se presentan en las curvas
B-splines: la insercién de nodos y la elevaciéon de grado, ya sea por separado o si-

multdneamente.
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Introduccion

Los métodos B-spline son muy usados en el modelamiento de curvas y superficies,
se aplican en las areas del Disefio Geométrico Asistido por Computadora (CAGD) Y
Gréficos por Computadora (CG).
En las curvas B-spline y en el modelamiento de superficies se presenta un problema,
el cual es la conversién entre diferentes representaciones de curvas B-spline y su-
perficies, los cuales surgen durante la reduccién de datos, control de modelamiento,
aproximacién e intercambio de datos entre diferentes sistemas CAD. Muchas de
estas conversiones son causadas por las operaciones fundamentales de las curvas y
superficies B-spline (insercién de nodos, elevacién de grado, eliminacién de nodos y
la reduccién de grado).
Estas operaciones han sido estudiadas, y hay resultados muy ttiles sobre eso (Boehm,
1980; Bohem y Prautzsch, 1985; Piegl y Tiller, 1994; Juhasz y Bancisk,2003; Huang,
2005). Todos estos problemas pueden replantearse como un problema de representa-
cién de una base B-spline en otra base B-spline, es decir un problema de conversiones
entre bases B-splines. La manera de abarcar este problema es la matriz de transforma-
cién de bases B-spline.
Se mostraréd que las matrices BSBT pueden ser usadas para establecer un modelo ma-
temdtico uniforme para insercién de nodo, elevacién de grado, eliminacién de nodos
y la reduccién de grado de curvas y superficies B-spline, y proveer una herramienta
'general para las conversiones entre diferentes representaciones de curvas y superficies

B-spline.



Este trabajo esta organizado como sigue:

En el primer capitulo se desarrolla la teorfa basica de las funciones B-splines como
su definicién recursiva, propiedades generales, diferenciabialidad e independencia li-
neal y el caso en que se presenten nodos mdltiples. Luego se tratar sobre las curvas
B-spline, su clasificacién en curvas abiertas y cerradas, para finalmente mostrar el al-
goritmo de Boor.

En el segundo capitulo se trata la insercién de nodos (Método de Insercién de Bohem)
y la elevacién de grado (Algoritmo de Prautzsch) en las curvas B-spline, que son las
operaciones més utilizadas en el disefio geométrico.

En el tercer capitulo se hace un desarrollo cualitativo de las matrices de transforma-
cién, empezando con la definicién de dicha matriz, luego se da las condiciones que
garantizan la existencia y unicidad de la matriz BSBT, y un teorema que indica la for-
ma de este tipo de matrices.

Durante el cuarto capitulo se d4 una relacién recursiva para la construccion de las ma-
trices BSBT, viendolo en dos casos segun la forma del vector nodo: cuando es del tipo
anclado por la derecha y cuando no lo es.

Finalmente en el ultimo capitulo se muestra la aplicacién que se da en la insercién de
nodos y en la elevacién de grados en curvas B-spline, que a diferencia del método de
insercién de Bohem que trabaja insertando nodos uno por uno, con esta metodologia
se puede hacer insertando de una vez un grupo de nodos, y a diferencia del algoritmo
de Prautzsch que permite elevar el grado de una curva B-spline de uno en uno, éste
método lo puede hacer en general, asi como tambien simultdneamente insercién de
nodos y elevacion de grado.

Finalmente se dan las conclusiones y referencias bibliogréficas del pi'esente trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

Se hace un estudio general de las funciones B-spline, mostrando su definicién re-
cursiva, propiedades generales y ademds se dan las condiciones para que formen una

base.

1.1. B-splines

Definicién 1. Un vector nodo T es un conjunto de numeros reales ordenados en forma cre-

ciente, es decir:
T := {to,t1,t2,. - -y btm—1,tm} tal que t; < tipq, parai=0,...,m — 1.
A cada t; se le conoce como nodo donde i = 0, 1, S m.
Definicién 2. Sean k,n enteros positivos, dado un vector nodo:
T = {to,t1,- -+ tn-1,bns bty - - bntk }

las funciones B-splines By de orden k (o de grado k — 1), se definen como:



1, t; <t<tip

Biyl(t)z ) i=0,1,...,n
0, otrocaso
t—1t; tivg — 1
Bi(t) = ————Bi ;1 (t) + —LBi+1,k_1(t); k>1,i=0,1,...,n.
tivk—1—1 tivk —tina

Observacion:
- Otra notacién empleada es N7, la cual denota una funcién B-spline de grado p respecto

al vector nodo: T = {t;,ts,. .., tmip+1}- Y su relacién recursiva seria:

I, ti<t<ting

NO(t) = ; i=1,...,m
0, otrocaso
t—t; - t; -1 _ .

NI(t) = 7N} L) + f%-zvg;ax p>li=1,...,m.
itp T Ui i+p4-1 i+1

Ejemplo 1.1. Para el vector nodo T = {0, 3,4,6, 10, 15}, se tendrd:

Figura 1.1: Las funciones B-splines de orden k = 2, { By g, By 2, Ba2, B3}, (n = 3)



Figura 1.3: Funciones B-splines de orden k = 4, { Bo4, B4}, (n = 1)

Proposicién 1. [4] Las funciones B-spline cumplen las siguientes proposiciones:
a) B;i(t)=0,parat ¢ (ti, tirk)-
b) B,;,k(t) > (), para te (t.,;, t.,;+k).

C) E?:O Bi,"?(t) = 1' te [tk—h tn+1)-
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Demostracion.

a) Aplicando induccién sobre k, para k = 1 el resultado es obvio. Si se cumple para
k —1, veamos que sea cierto para k, cuando t ¢ (;,t;.x) se tiene que t ¢ (¢;,t;1x—1)
y t & (tit1,tisx), usando la hipétesis de induccién tendriamos B;;—1(t) = 0y

Bit1,k-1(t) = 0, entonces:

t—t;
Bix(t) = ——B;r1(t) +
H0) tivk—1—t; 1) tivk — tita
- 0+ )
tivk-1—t; Livk — tis1

= 0

tivk —t
—  Biika(t)

b) También usaremos induccién sobre k, para k = 1, el resultado es directo. Si se
cumple para k — 1, tendremos B;;—1(t) > 0 parat € (¢;,i4k-1) y del inciso a) se
tiene B; ;_1(t) = 0 para t ¢ (t;,t;4x—1) por lo tanto B;,_1(t) > O parat € R.

- Veamos que es cierto para k, seat € (t;,tivk) = (ti, tivk—1) Y (Bita, Liti)-

Sit € (t;,tirk-1) se tendrd B; x_1(t) > 0y como B;14-1(t) > Oparat € R

t—1;

tivk — ¢t
Bix(t) = + Bix-a(t) +——— Bir1,pa(t)

itk—1 — bi N Lk — Lig1
>0 >0

> 0, te€ (ttivr-1)

Cuando t € (t;41,tivk), se tiene que B;yy x-1(t) > 0y como B;,_; > O parat € R

t—1;

i —1
Bi,k(t) = 7 Bi’k_1(t) +—'ik——“‘

Bit1-1(t)
irk—1 — bi S Tk — i1 \-ﬂg—/
>0 >

> 0, t€ (tir,titk)
Asi pues Bi,k(t) >0 para te (tz, ti—i—k)-

¢) Parak = 1,seat € [ty, t,41) entonces existe un iy € {0,1,...,n} tal que
t € [tiy iy + 1) asi Bi,1(t) = 1y Bi1(t) = Oparai € {0,1,...,n}/{io} se tiene
Bi’l(t) =0 pues i ¢ [t,;., t¢+1). Por lo tanto Z?:O -Bi,l (t) =1.



Supongamos que sea cierto parak —1,esdecir ) " B;i_1(t) = 1,1 € [ti—2, tns1)-

Luego para t € [ty_1,tnt1)

iB'k(t) — }n: (__t_:_ti__Bk 1(t)+_t_i'i:_?__B_ Lk l(t))
ot
= . t + ’L+k "
Zi—o titk— 1—t Bij-1(1) g Z+]c_tz+1 Biy14-1(t)
n t—‘t n+1 H_k - t
= (3 t + i t
. ;z+k1—t #-1(t) Z t; Bik(t)
= B ¢ i k-1
(tk 0,k— 1()+;z+k1_t &-1(t))
n .
L bk —t
+ -————————-—-B _ t +"_"_"_—B B t
(; ti+k—1 — t~ ik 1( ) tn+k _ tn+1 n+1,k 1( ))
= ZB"’C 1(t) § :sz 1(t) =1

=0

pues como t € [tp—1,tns1) se tiene Byy_1(t) = Bpyix-1(t) =0



1.2. Propiedades

1.2.1. Derivada de los B-spline

Se muestra una relacién recursiva para la derivada de una funcién B-spline, la cual
a su vez permitirad determinar la clase de diferenciabilidad a la que pertenecen las

funciones B-spline, segtin el orden que tenga.

Definicién 3. Dada las funciones B-spline { B; i(t) }1-,, asociados con el vector nodo

T = {to,t1,. .-, tn+k} e define la funcién lineal V;  como:

Vik(t) = qi(t — t:)

1

donde o) = ————.
tivk—1 — 1

Usando estas definiciones, se puede reescribir la férmula recursiva de los B-splines

para k > 1, de la siguiente manera:
B; k() = Vir(t) Bip—1(t) + (1 = Vigr,x(8)) Bir1,p-1 (1.1)

Proposicién 2.

.
k() = ik

a)EE i,

b) aipVik = gV

0 a1 k(1 — Vigr) = g1l — Vigrk)

Demostracion.
a)
d d t—1;
Vi .(t) = —(———"2—
g o+ dt (ti+k_1 —ti)
_ 1
Livk—1— b
= Q4K

)



b)

1 t—t;
0 pVigy1 =
mh LR (ti+k—1 —t gk — 1
_ 1 t—t;
bivk —ti" tipe—1— 1
= Qir+1Vik
c)
1 t—1;
a’H—l,k(l - I/Ti,lc+1> = (m)(l - a‘k—_—j—t')
1 2 2 T
1 Livg —1
= (/)= )
ik —tipn” bk — 1
_ ! tivk —t

bivk — 6"tk — i1
bivk = tiya — (t = tiy1)

= o
z,k-l—l( ti-Hc — ti+1
t—tin
= 1 - —
z’kﬂ( tivk — t’i—i—l)

= o1l — Vigr)

O
Lemal. [4] Parak > 3
d kE—1 k—1
—Bip(t) = ———— By 1{t) — ———————B; 151t 1.2

Demostracién. La demostracion se hace por induccién. Para k = 3, se tiene que verificar:

d 2 2

dt a(t) tite — t; 2(t) tits — tip1 +1.2(t)
o su equivalente
d
a%Bi,s(t) = 20;3B;2(t) — 20441,3Bit1,2(t) (1.3)

la cual se verifica teniendo en cuenta las siguientes formas de expresar B;» y B, 3, que



resultan de aplicar la férmula recursiva (1.1), parak =2y k = 3.

Vi, t € [tiytita)
Bis(t)=4q 1— Virig, t € [tiva,tive)
0, otro caso
-
ViaVis, - t € [ti,tiqr)
z3(1 Vit12) + VZ+1 2(1 = Vig13)s t € [tiv, tiva)
Bi,3(t) =
(1 - 1.+1 3)(1 z+2 2) te [ti+2, ti+3) .
| 0, ' otro caso

entonces se concluye que B; 3 es derivable, mds atin:

.
2a; 3V 9, t € fti,tiv1)
d. ' 20;3(1 — Vija2) — 20341,3Vig12, € [tig1, tira)
EZBw(t) =4 ' ' ,
—2041,3(1 — Vigo,2), t € [tiy2,tis3)
{ 0, otro caso
Se verifica que:
(
2053V 0, t € [ti, tisa)

' | 2053(1 — Viy12) - 203413Vit12, € [tiy1, tivo)
2053Bia(t) — 20i11,3Bigia(t) = § | e '
' =204, 3(1 — Viga), t € [tito, tiys)

\ 0, otro caso

Asi pues se cumple la ecuaci6n (1.3). Supongamos que la f6rmula es valida para una k
fija, y con esta hipotesis se deduce para k + 1. La hip6tesis de induccién es la ecuacién
(1.2), 1a cual al reescribirla usando las recientes definiciones dadas quedara como:

d .
75 k(t) (k = DougBig-1(t) — (k — 1)ais1,6Biyr e (t)

Usando la relacién recursiva para los B-spline de orden k + 1, se tiene:

d d
A
d

d
= Vigri; p Bir+ 04 p1Big + (1 — Viyy, k+1)dt Bivik — v p11 Bivik

[Vigr1Bix + (1 = Vita k1) Bin, k]

10



En esta parte se hace uso del inciso (a) de la proposicién anterior. Ahora usando la
hipétesis de induccién y reemplazando en las derivadas del lado derecho. El resultado
seria:

d

EZBi,k+1 = Vigr1((k —D)aixBig-1 — (k — 1)oit1,6Biv1,k-1) + %1 Big

+(1 = Vigr k1) ((k — Doupr g Bivig—1 — (K — Dok Bivag-1) — Givr k1 Bivak

Reagrupando terminos, se obtiene:

d
Dk = & h1Big + (k — DoupVigs1Big—1 — Qiv1p1Birak

—(k — Dauis2,6(1 = Virrp41) Bivog—1 — (K — D)oig1,eVikr1 Biy1,k-1
+(k = Deg1,e(1 = Viga 1) Bivae-1
En esta ecuacion se hacen las siguientes sustituciones, todas justificadas por los incisos

(b) y (c) de la tltima proposicién dada -

s (k—DoixVig1Big-1 = (b — 1) p1VipBig—1

# —(k — Doyr2x(l — Vigrges1) Bivoe-1 = —(k — Doy p41(1 — Vigo k) Biva k-1

"(k - 1)ai+1,k‘/;,k+lBi+1,k—1 + (k - 1)04i+1,k(1 - Vi+1,k+l)Bi+1,k—1
= —(k - DagaxVixs1Birrp—1 + (b — DaipixBivip—1 — (k — DouyripVira g1 Bivik—1
= (k- D161 = Vigs1)Bisre-1 — (b = Doug1kVisr g1 Bivr k1

= (k- Daip1(l = Vigrw)Birrp-1 — (B = Dot e Vir g Bigre—1

Al emplear estas sustituciones, se tiene:

d
%Bi,k+1 = o1 Big + (k= 1) i1 VieBig-1 + (1 — Vitr) Birie-1)

—aiy1 g1 Birik — (b + Do e ViereBirrk—1 + @i pn(l — Visae) Bit2e-1)

11



Usando la férmula recursiva de los B-splines en los corchetes, se obtiene:

d )
azBi,kH = Qg1 Bix + (k — Doy Bix — divr i1 Bivak — (k — 1oy g1 Bivie

= kajrr1Bikx — kotiv1 g1 Bivik

Corolario 3. [4] Para k > 2, los B-splines B, son de clase C¥~2(R).

Demostracién. De la ecuacién (1.1), B ; es de la siguiente forma:

( t—1
Viz, t € ftitir) tiv1 —t; b€ ltitia)
tivea —t
Bip(t)={ 1— Vi, t€ [t tisn) =9 t_l;iT’ t € {tis1, tira)
42 T b1
0 otro caso 0, otro caso
\

se cumple que:

lim Biyz(t) = 0, lil'il B,"g(t) =1= HI? Bi’g (t) y lfII_l Bi’Q(t) =0

t—)tj— t_)ti+1 =t t2t 49
asi se verifica que B;» € C°(R).
Supongamos ahora que B;; € C¥"*(R). Porel Lema 1, (£)B;s+1 € C*"%(R), debido a
que esta derivada es combinacién lineal de B; ; y B;,1 - Por lo tanto B; .1 € C*'(R).

Segun el principio de induccién esto completa la prueba. .0

1.2.2. Independencia Lineal de los B-splines

En esta seccién se determina bajo que condiciones un conjunto de funciones B-
spline es linealmente independiente, mds alin mostraremos que es una base para el

- espacio de las funciones spline.

Lema 2. [4] El conjunto de B-splines {Bjx, Bji1, - - - » Bjtk—-1,} €s linealmente independien-

teen [tk+j_1, tk+j).

12



Demostracién. Consideremos primero el caso k¥ = 1. El lema afirma que {B,} es li-
nealmente independiente en el intervalo [t;, ¢;1x), lo cual es obviamente cierto. Con el
propésito de llevar a cabo una demostracién por induccién hagamos k > 2 y supon-
~ gamos que el lema es correcto para el indice k — 1. Partiendo de esta suposicion se
probara el lema para el indice .

Sea S = Y% ¢;1iBj4ik usando el lema 1 se tiene:

=
1
S = E Cj+i‘(EBj+z',k
i=0
k-1
= E civi[(k = VoyrikBirig—1 — (k — 1)ir1kBjpirr 1]
— _
k-1 k-1
= (k-1 ciritrirBirik-1— (E—1) D Ciri0ipir1 ,xBrir1e
=0 =0 7 )
Tr 1 Citim105 44,k Bjti k-1
k-1
= (k- 1)cjoyxBig1+ (k— 1)) ¢ai0irinBirik—
\—W .
M =1
k-1
~(k=1) > cisic1®4ikBirig-1 = (k = 1)Cirr-1051kk Birre-1
i=1 N
k-1
= MBjy1+(k—1) E (Cj4i — Cirim1)¥aik Birig—1 + NBjirp-1
=1

Ahora se supone que S|y, . .+, = 0, entonces:

0 = S’I[tk+j—1,tk+j)
k-1

0 = (k—1)> (ci+i — Ciri-1)@tip Bivik—tltnssoa tus)
i=1

pues B; 1Y Bjykk-1 sonnulos en [Ersi—1, tots)-
Usando la hipétesis de induccién en {Bj;1k-1, Bjs2,k-1, - - -, Bjtk-1,4-1}, se concluye

que el conjunto es linealmente independiente en [t4;-1, tk+;). Entonces de la ecuacién

13



(1.4), se tendrd cj4; = cjyi—1 parai=1,2,...,k — 1, si defino A = c; se tendra:

k-1 k-1
S = Z ABjyik = )\Z Bjiix = A
7=1 i=
. 1

Como S se anula en [tyy;-1, k), necesariamente A = 0, por lo tanto:

cj==¢jyi parai=0,1,...,k—-1

O
Lema 3. [4] El conjunto de B-splines { B_11, B-k+2,k,- - - » Bn—1x} €s linealmente indepen-
diente en [ty, t,).
Demostracién. Sea S = 37, ; ¢iB; y supongamos que S Itto,tn) = O-
En el intervalo [to, ;) los b-splines B, i, Bog, . . . , Bp—1% son nulos, entonces:

0
0= S'[to,h) = Z ciBi,kl[to,h)
i=k—-1

ahora del lema 2 para j = —k + 1 se tiene que B_yy1 %, B_k+2k, - - -  Box €s linealmente

independiente en [to, ;). Entonces ¢; = 0 paras = —k+1,-k+2,...,0. Ahora supone-
mos que existe un i € {1,2,...,n — 1} tal que ¢; # 0, entonces para unt € [t;,t11) se

cumple B; x(t) # 0, pero0 = S(t) = ¢; B;x # 0,lo cual es una contradiccién por lo
N N~
#0  £0
tantoc; =0parai=1,2,...,n— L (W

Definicién 4. Sean k, n enteros positivos, dado un vector nodo:
T= {to,tl,...,...,tn}

una funcién spline de orden k (o de grado k — 1), es una funcion s que satisface las siguientes

condiciones:
» En cada intervalo [t;—1,1;) es un polinomio de grado menor igual a k — 1.
s tiene una derivada de orden k — 2 continua en [to,t,,).

14



Teorema 4. [4] Una base para el espacio
Sne = {5 : [to,tn) = R /s es una funcion spline de orden k}

es

{Bix I[to,tn): ~-k+1<i<n-1}
Por consiguiente, la dimensién de S, es k +n — 1.

Demostracién. Primero veamos que dim S,y = n + k — 1, exhibiendo un conjunto de

n + k — 1 funciones que generen S, ;. En efecto dado s € S, es posible expresar s

como: .
-1 n—1
s(t) = z ait’ + Zbi(t — )5t € [to,ta)
=0 i=1
donde

(=t = (t—t)F L, sit>t
0, sit <t

Para demostrar la validez de la ecuacién (1.2.2) se empieza con el intervalo [ty, 1) en el

que todas las potencias truncadas (t — t;)%~* son nulas. s(t) es un polinomio de grado

k—1 digamos py. Se tiene entonces py(t) = Zf;ol a;t*. Esta expresion determina todos los

coeficientes a;. En el intervalo [t3,15), s(t} es otro polinomio llamémoslo p;. Tomando

en cuenta las condiciones de continuidad en ¢, se tiene:
(P1—po) =0, 0<r<k-—2

Como p; — po es de a lo mds grado k — 1, se tiene (p1 — po)(t) = b1 (t — t1)*~! para

alguna b,. Por lo tanto se puede escribir:

k-1
s(t) =Y at' +bi(t—t:1)5", t€lto,ta)
i=0 '
Este mismo argumento se repite en t, 13, ...,1, 1 para obtener by, b, ..., b,_; tal que:

k-1
s(t) = Z att +by(t — )t + bt —to)E 4 LA b1 (t — e )t

i=0
k-1 n—1

= Y at + ) bt —t)i,  tE€ [to,tn)
=0 =1
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Ademids se verifica que el conjunto de n + k — 1 funciones
{16, " - t)5 T (E— ta)E )

es linealmente independiente en [to, ), por lo tanto dim(S,. ;) =n+ k — 1.
Por otra parte el conjunto de b-splines {B_j1, B-k+2%:- - -, Bu—14} C Sn en [tg, tn),
" ademés son linealmente independientes por el lema anterior; por consiguiente:

{Bi litotn): =k +1 <9 <n — 1} es una base de S, k.

1.2.3. B-splines con nodos multiples

En este caso los nodos pueden repetirse una o més veces, a la cantidad de veces que
se repite se le llama multiplicidad.

En general se considera un vector nodo asi:
T={th<t1 <ta<...<tp1 <t <t <o S tgkd

La consideracién para la férmula recursiva serd que:

1
i = —— =0 cuando tiyp_1 = £
tivk-1— s

Observacion:
= B, =0cuando t;y; =1;.
m Sit;_; <t; <ty sedice que t; es un nodo simple.

w Sit,q <t;=...=tir—1 < tir se dice que t; es unnodo de multiplicidad r.

16



Ejemplo 1.2. Para el vector nodo T = {0,0,4,6,10,15}.

s Los nodos ty = t, = 0 son de multiplicidad 2.

= Los nodos ty,13,t4 y t5 son nodos simples.

Los B-splines de orden k = 2 serin de la siguiente forma:

10k
o8l
06}
o4t

L
|
o2}
I

Figura 1.4: Bo,z, Bl,2, Bz’2, Bg,z

Ejemplo 1.3. Para el vector nodo T = {0, 3,3, 3,4, 6, 10, 15}.
= Los nodos t; =ty = t3 = 3 son de multiplicidad 3.
» Los nodos tg, s, 5,6 y t7 son nodos simples.

Los B-spline de orden k = 4 serin de la siguiente forma:

F1gura 1.5: Bo,4, B1’4, B2’4, B3’4
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1.3. Curvas B-splines
Definicién 5. Dados los puntos {p;}™, en R? y el vector nodo:
T={to<t1<ta<...<tp1 <tp <tnpr <. <tpgi)

Entonces

p(t) = ZpiBi,k(t); n2>k—1t€ [ti1,ta1)
i=0

es llamado una curva B-spline de orden k asociada al vector nodo T. Los puntos p; son llamados

puntos de control o puntos de Boor y forman el poligono de Boor.

Ejemplo 1.4. Sea p(t) la curva B-spline de orden 3, asociada al vector nodo:
T = {2,4,6,8,10,12}

con puntos de Boor: po(t) = (1, 3), p1(t) = (2,6) y p2 = (5,2).
Entonces se tendra:

2
p(t) = ZPz‘Bi,s, t€[6,8)

1=0

2 v - - ——

Figura 1.6: Curva B-spline p(t) y su poligono de control.
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Ejemplo 1.5.

Sea q(t) la curva B-spline de orden 4, asociada al vector nodo:
T ={0,0,1,3,4,6,7,7,7,9}

con puntos de Boor:
qo(t) = (18,15), qi1(t) = (6,18), q2 = (12,10), a3 = (29,8), a4 = (4,1) y g5 = (2,8).
Entonces se tendrd:

q(t) = Z a;B;a, t€13,7)

=0

Figura 1.7: Curva B-spline q(t) y su poligono de control.
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1.3.1. Curvas B-splines Abiertas

Para una eleccién arbitraria de los punfos de Boor d; y el vector nodo, la curva

B-spline no tiene ninguna relacién geométrica con su poligono de Boor.

Ejemplo 1.6.

Sea la curva B-spline p(t) = 3.0_, p;B; 5 con respecto al vector nodo:
T = {2,3,5,7,9,13, 13, 16, 20, 25, 25}

cuyos puntos de Boor son:

| Ds
0 (4,1)
1](1,2)
21 (4,9)
3 { (10,10)
4| (14,7)
5| (13,0)

954

od

254

2

754

74 /
85 1 196 1 115 12 126 13 195 4

T—T—T
T 165 2 25 3 35 4 45 3 s5 6 es 7 s 8 a5 4

Figura 1.8: Curva B-spline p(t) y su poligono de control (k = 5,n = 5).
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Se puede obtener convenientemente propiedades geométricas si se elige los prime-

ros y ultimos k nodos de la siguiente manera:
o=t ==t

t'n,+1 = tn+2 == t'n-Hc

Esto asegura que los puntos dy y d,, esten sobre la curva. Por lo tanto para obtener

una curva B-spline abierta de orden £, se elige el vector nodo:

T={th=ti=ty =" =te—r, bk, tit1,- - bns bpt1 = Lpya = -+ = tnpi}-

k

x>

Ejemplo 1.7.

Sea la curva q(t) = 3_, q; B;.4 con respecto al vector nodo:
T = {3,3,3,3,4,7,10, 11, 15,15, 15, 15}
cuyos puntos de Boor son:

| q
(0,1)
(2,5)
(5,3)
(8,8)
(12,10)
(14, 45
(17,6)
(20,1)

-~ Sy Ot > w [\&) - OJS.
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Figura 1.9: Curva B-spline p(t) y su poligono de control (k=4,n=17).

Ejemplo 1.8.

Sea la curva r(t) = Z?;O 1;B; 3 con respecto al vector nodo:
T = {4,4,4,5,6,8,9,11,12,13, 14, 14, 14}

cuyos puntos de Boor son:

(0,14)
(2,4)
(4,7)
(7,0)
(9,3)
(16,5)
(20,9)
(17,13)-
(13,7)
(22, 4)

© oo ~N o o W N Ols-
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Figura 1.10: Curva B-spline r(t) y su poligono de control (k = 3,n = 9).

1.3.2. Curvas B-splines Cerradas

Para construir Curvas B-splines cerradas, se extiende periédicamente los puntos de

Boor py, . . . , P de la siguiente manera:
Po = Pa+1,
y expandiendo el vector nodo periédicamente por:
thi1 =%, the=tera+(t1—t) =t, tpis=tna+(t2—11),...
Este nos daré el vector nodo:
T = {to, b1, -y tns bt = to, bntz = t1y- -+ s bngk = tho1 }

La formula paramétrica de una curva B-spline cerrada es :

p(t) = ZpiBi,k(t)a t € fto, tns1)

=0

23



Ejemplo 1.9.

Sea la curva B-spline p(t) = 3-_, piB; 3 con respecto al vector nodo:
T = {2,4,6,8,10,12, 14}
cuyos puntos de Boor son:
TP
01(3,3)
1| (13,3)

2 | (17,10)
31 (7,10)

Figura 1.11: Curva B—spliné cerrada p(t) y su poligono de control (k = 3,n = 3).
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Ejemplo 1.10.

Sea la curva B-spline q(t) = S"o_ q;B; 4 con respecto al vector nodo:
T = {2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22}
cuyos puntos de Boor son:

1
(1,5)
(2,2)
(11,2)
| (14,0)
(17,7
(15,10)
(7,10)

(=2} [} - w ) e Ols.

Figura 1.12: Curva B-spline q(t) y su poligono de control (k = 4,n = 6).
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1.4. El Algoritmo de Boor

El algoritmo de Boor permite el cdlculo de puntos sobre una curva B-spline, sin
conocer explicitamente las funciones B-spline.

Usando la definicién recursiva de B; ; y usando los puntos auxiliares:

P-1=Pnt+1 = (0 0)

p(t) = f:piBi,k(t)

—i; —t
= sz[t zk 1(t)+_LHE—_—'

z—O i+k—1 — t z+k - tz 1

= sz(t )Bﬁk l(t)+z t( Bt — )B‘H-lk 1(t)

’L

Bii1 51 (t)]

——

—

n+1

tipk—1 — 1
Z pi—1 () Big-1(t)
- tivk—1—t;
=1
. n+1 ¢
i+k—1
= sz( ) Bik-1(t) + Pni1+P-1 Y, Pica( L'——)Bz k-1(t)
=0 z +h-1 7 i=1 tl+k 1 —t
n+1 n+1 '+k -
= sz(t 7)Bi-(t) D Piai(——— i mry L\ B (t)
1=0 =0 +k—1
n+1
i(t—1;) +Pi—1(liqn—1 — ¢
_ z Pi( )t p 1(;+k 1 )Bi,k—l(t)
= ivk—1 — &
i—1(tipp—1 — 1 ,
Haciendo p} = Pi(t =) + Pia(biims ), se tendra:
Livk—1 — i
n+l
p(t) =Y piBix(t)
=0
Repitiendo este proceso varias veces (hasta k — 1)
n+j .
p(t) = plBix(t), j=01,... k-1
=0

donde
pz = (1 - )pz 1 + O[,Zp{~1, .7 >0
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para

t—t;
tivk—j —
Sea r el menor indice tal que t € [t,, {1} y repitiendo el proceso hasta j = k — 1, se

a = CYPi=P

obtiene el valor dela curvaent
p(t) =pr
Estos pasos pueden ser sisteméticamente organizados en una tabla. Debemos con-
siderar que para un valor dadot € [t,,t,+1] todos los B-splines B; ;(t) se anulan excepto

para los indices r — (k — 1) <4 < r. Por lo tanto el algoritmo puede ser descrito por la

siguiente tabla:

— 0
Pr—k+1 = Pr_gs1

—n 1
Pr—k+2 = Prgy2 Progt2

Pz—k+3
p1 =P, Py P, - P
o =p? p; P’ oo pE? pFl =p(t)

Notar que en la direccién horizontal siempre multiplicamos por of y en la direccién

diagonal por 1 — .
Ejemplo 1.11. Sea la curva B-spline p(t) = o PiBilt) respecto al vector nodo:
T = {1,3,3,4,5,6,9,15,16, 17,20}
Si se quiere calcular p(6.25), entonces del algoritmo de Boor:
t=6.25 € [ts5,t6] = [6,9]

entonces r = 5, luego como k = 4y n = 5, se tendrd:

Ps =P3 P3
P+ =Pp) P; D;
ps =pY pi p: pi =p()
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Capitulo 2

Operaciones Fundamentales en las

Curvas B-spline

Una curva B-spline puede cambiar de forma si: se varia el grado (orden) de la curva
B-spline, se cambia algiin punto de control, aumenta el conjunto de puntos de control,
se disminuye el conjunto de puntos de control, se modifica el vector nodo.

Se desea aumentar el nimero de puntos de control de manera que no modifique la

curva dada. Con ello se tendrd una mayor control local sobre las curvas.

2.1. Insercion de nodos

El siguiente método nos permite calcular los nuevos puntos de control de una curva
B-spline, al insertar un nodo. Para eso s6lo realiza combinaciones afines en su célculo,

lo que nos dé un buen método.

2.1.1. Algoritmo de Insercién de Bohem

Dada la curva B-spline

p(t) = Z PiBik(t); t € [tr-1,tnt1)
im0

28



Teorema 6. [5] Sea I; := {t;,t;+1) un intervalo no vacio donde j € {p + 1,...,m}. Para

i =1,...,mel blossom n[ ; de N, satisface la siguiente relacién de recurrencia:

ng;() = &4,

Ur — t' biyre1 — Uy

n;,j(’u'b - I ’u"r) = ’J (Ul, Ty U’T~1) + 1,+1J(u1, a,ur—l)

Lipgr — b Litr41 — tip1

parar =1,...,p

Demostracion.

a) Afirmacién: n ; es una aplicacién r-afin.

Se probard por induccién matematica. Para r = 1 es directo.
Hipétesis inductiva:

“Les (r—1)afin.

Se desea probar que n; ; es r-afin, es decir afin en cada variable uy, us, . . ., u,.
Sea ) A\za; una combinacién afin, es decir ) A\, = 1.
0)

ur—t-

, -1
ny(us,. .., E AkGhy - - -y Up—1, Uy ) R Sl (PRI N W RSN Ty
+r T

tz-i—r—i—l Uy

-1

(0, E Mol -+ -y Up1)
bivr+1 — tit1

—_ T
= E YR AP (T PN P TR TS

De esto se tiene que nj ; es afin en cada variable uy, ug, . .., Ur—1.

i)

Aka; _
nzj(ul’ U1 Z Akak) Z = ',jl(ula s ,u'r—l)

z+r t'

tivr+1 — Zxkak n'- -1 (
Uy

tigrs1 — tita Mir1g\ -

R u’r‘—l)
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de orden k, y se quiere insertar un nuevo nodo ¢ que este entre ¢, y t..,;. Esto nos daria

un nuevo vector nodo T con nodos:

{r+1 = i_, te {t'r, t'r+1]

tiv1 =%, T+1<i<n

Se quiere escribir la curva B-spline dada en términos de la nueva base

n+1

P(t) = piBii(t) = p(t)

1=0

Debido a las propiedades de los B-splines es claro que las funciones

Bok;---sBr—kk ¥ Briij,- - Bng
no son afectados por la inserccién del nuevo nodo ¢ asi que:

pi=p; paral0<i<r—k+1

Pin=p; parar<i<n

Parar — k + 2 < ¢ < r se calcula los nuevos puntos de Boor de la siguiente manera:

Sit =11 = aitisk_1 + (1 — o;)t;, entonces debido a la invarianza afin (ver [6] pag. 75),

se sigue que los puntos de Boor estan dados por:

try1 — &
p; = (1 — 05)pi—1 + a;p;; donde oy = 2~
tivk—1 —t;
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Ejemplo 2.1

Sea la curva B-spline de orden k = 3:

3
p(t) =) piBis

=0

asociada al vector nodo:
T = {2,6,10, 14, 18, 20, 26}

cuyos puntos de control son:

3,3)
6,12)
12,18)
18,9)

1
0
1
2
3

p— e~ e

Figura 2.1: Curva B-spline p(t) y su poligono de control.
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Se quiere insertar el nodo t = 15, como 15 € [14, 18] y 14 = t se tiene r = 3.

Usando el Método de Insercion de Bohem, se obtiene los nuevos puntos de Boor:

i | Pi

01(3,3)

(6,12)
(9.75, 15.75)
(13,16.5)
(18,9)

[rry

B W

de tal manera que:

p(t) = piB.x(t) = p(t)

=0

Figura 2.2: Curva B-spline p(t) y su nuevo poh’gono de control.
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2.2. Elevacién de grado

Para obtener una mayor flexibilidad sobre las curvas B-spline tenemos la técnica
de insercién de nodos. La elevacién de grado es otra técnica que nos d4 los mismos
resultados, la cual consiste en elevar el grado (orden) de una curva B-spline obteniendo

una hueva representacion, de manera que la curva inicial no varie.

2.2.1. Principio de los Blossoms

- Definici6n 6. Una aplicacién f : R — R se dice afin, si se cumple:
n n n
f(z Gztz) = Z azf(tz) Val, .o, 0n € R, Z a; = 1.
i=1 i=1 i=1
Definici6én 7. Una aplicacién f : R™ — R se dice m — afin o simplemente multiafin si es
afin en cada uno de sus argumentos cuando los otros argumentos se mantienen fijos, es decir:
Sean uy, . .., Uj—1, Ujt1, - -, Um € R;

n n
flug, -y ug-1, Z @by, Ujt1, - - - ) Um) = Z aif(u1, .-, w51, 80, Ujea, - - oy Um)

i=1 i=1

Val,...,aneR;iai=1.

i=1
Definicién 8. Una funcién multivariante es simétrica si la funcién se mantiene constante para

cualquier permutacion de argumentos, es decir:

FiR™ 5 RE: (g, .., Um) = f(u,. .., un) es simétrica si

f(u]_,.‘.,Ui,...,’llzj,‘..,’l.tm) = f(ula‘-'7uj)"‘7u‘i7"'7um)

Vi, j talquel <i,5 < m.

Definicién 9. Sean n,d € N. F : R* — R? es un funcién polinomial de grado n si existe
una compbnente de F(u) que pueda ser escrito como un polinomio de grado n y las demds
componentes puedan ser escritas como polinomios de grado menor o igual que n.
Si d = 1 la funcién se llama curva polinomial.

Si d = 2 la funcién se llama superficie polinomial.
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Ejemplo 2.2.
= F(t) = (t2+ 7,2t° — t* + t) es una curva polinomial de grado 5.
s F(t,s)=(3s,s+ t2 8% — t3) es una superficie polinomial de grado 3.

El siguiente teorema permite establecer una equivalencia entre las funciones po-

linémicas de grado n y las funciones n—afines simétricas.

Teorema 5. [5] Si F : R — R¢ es una curva polinomial de grado n definida por F(t) =
Sor o Cit', entonces existe una funcién simétrica n-afin f : R* — R tal que F(t) = f(t,...,1t)

Y viceversa.

Demostracion.
=)Sea F(t) = )i, c;t* una funcién polinomial de grado n. Se afirma que:

AGE
tly . n)_z—; p( (n)

dondep;(t1,....t.) =  »_  t8F...#0, 5. €{0,1}, 7 € {1,...,n} es la aplicacién
) Nitjetatin=i

- multiaffn simétrica buscada.

Veamos:

1) f es simétrica es inmediato de la definicién.

1) f es multiafin:

Sin pérdida de generalidad se probara que es afin con respecto al primer argumento.
Sea { A, vk} CRtalque ), A =1,

PO N 1) = Y o PR A o) @1)
k =0 i
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pero

pz(z Aklvk) sty tn) = Z (Z )‘kvk)jltgz Tt tgtn

k j1+j2+---+jn=7: k
donde j, € {0,1}, re{l,...,n}

= Y (Z Meve) 8ty (Z Aow) 085 .t

1+j2+.. +Jn—1 Jot. A jn=1
= E E )\kvk t]" + E e E :}: )\kvk 017;2 .. t‘;'l"
Itjot..+in=i jet-tjn=i k

= YoM Z ot
k

Jitjot.tin=i

= Z )\kpi(vk, .. ,tn)
k

Reemplazando en (2.1):

f(z Akvkr""tn) = ZAkf('Uk)- ‘*atn)
k k

ii1) Diagonalidad:

Ft,..t) = Z pilt, 1) )
i=0

Z Z t{it%z o tf{‘

(n
=0 J;+Jz+ FJn=1

pero Z 1= (?) Esto implica f(2,...,t) = F(t).

gt Hin=t n veces

™ vVeces

De (2), (i%) y (4it) se concluye la prueba.
‘(<= Sea f : R® — R¢ una funcién n-afin.
Se deduce que toda funcién n-afin es de la forma:
fltr, ... tn) = zn:dz }: el tin donde j. € {0,1}
i=0  jitiatetin=i
Luego f(t,...,t) = > iy dit(}) el cual es un polinomio de grado n.
a

Una forma de obtener més puntos de control en una curva B-spline sin que la curva

‘cambie su forma es elevando el grado, el cual se vera mas adelante.
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2.22. Método de Elevaciéon de Grado de Prautzsch

En esta secci6n se emplea la otra notacién para las curvas B-spline. N? denota una

funci6én B-spline de grado p respecto al vector nodo:

T={t,t2-. ., tmipr1}

tal que tl < ti+p+1/ i = ]., N US

Y relacién recursiva de los B-spline es:

1, <5t <tin

N)(t) = s i=1,...,m
0, otrocaso
P b=t -1 bitp1 =1 oopo1y P
Ni(t) = ———N!7'(t) + —F———NI(t); p>2li=1,....m
tivp — t; bitprr — tina

Y la curva B-spline de grado p seria:
F(t) =) dNP(t), t€ [tpsr,tmin)
i=1

N?;(t) denotaré la restriccién del B-spline N7 en el intervalo no vacio I; := [¢;,2;41) con
je{p+1,...,m}

Observacién:

Paral <! < mtenemost; < t;4p1. Poresoexiste j e N: [ <j<Il+ptalquet; <t;i1.

Pues en caso contrario se tendra:
b=t =...=ligp =tiupn

lo que contradice la condicién del vector nodo.
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Como )\, = 1,setiene que t; =3 Mt ¥ firrr = 3 Mbigraas
Reemplazando y factorizando ) A, tenemos:

' a —t;
nzr,j(ulv coey Up—1, Z )\ka:k) = Z )\k(z—k—%nf’;l(ul, .. ,’LL.,-_l)
t+r T Ui

bigrgl — 0k,

+ nz‘+1,j('“1a ceey Up1)

Litr41 — tit1
— T
- -2- Aknz,] (’u'la ceeyUp-1, a’k)

De (i) y (i) se concluye la prueba de la afirmacién.

b)Afirmacién: n] ; es simétrica.

Se probard por induccién matemaética. Para r = 0 es directo.

Hipétesis inductiva:
n{;l es simétrica en uy, g, - . ., Up_1

Se debe probar que n]; es simétrica en uy, us, . . . , Ur.

i)Seank,m € Ntalque:1 <k,m <r—1

U — 1;
T — T T r—1
Mg (UL Uy ey Uy e ey Up1, Up) = ALY (Ugy -y Ugye ey Uy e v ey Upey)
ti—o—r— 1
Litry1 — Ur
r—1
+—_’—t’—n¢+1,j(u17-~-,ukw--aumr--’ur—l)
Livrrr — L
Ur =t o
= (U1, Umy oy Uy e Urm1)
tivr — 4

bigre1 — Ur
r—1
+————_—’n’i+1,_j(ul7 ceyUmy ey Uk, - - 7u7'—1)
bivr41 — it

— T
= Mg i(Usy ey Umy ooy Uy e v oy Up—1, Ur)

Entonces n; ; es simétrica en uy, U, .. ., Up_1-

it) Ahora se probaréa que n; ; es simétrica en u,_1, U, €8 decir:

nz,j(ul’ t 7uT7uT—1) = n:,j(ula ceeyUp—, ’u,.)
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Veamos:

1-1;

u—r—
, -1
ni,j(ub coey Up—2, Up, ur—l) n t; TL:’]- (ulv ey Up2,y ur) +
it+r T Ui
t1,+r+1 — Ur-1
r—1
R 1,_;_13(“1, <y Up-2, ur)
Litr+1 — L1
Como:
r—1] ur — 1 -2
T ; U1y ey Ura, Uy) %——_1—7 n; ( U1, - Up—2)
' i+r—1 =
tz+r -
+
Ligr — ti+1
y
Up — ti+1 2
’H'l J (u17 y Ur—2, ur) 1 " :+1 J(ul? ) ur—-Z) +
itr — iyl
bigr—1 — Ur
z+2 J (ula o) ur—2)
Livry1 — ti42
Reemplazando
Ur =1 U1 =t g
T ™
n; ‘(ul,"'7ur—2’ur7u’r'—-l) )’I’L j (ula . aur—Z)
d tivr — t' tigrr —ti" ™
(U1, Ur—z)
ek ’
tivr — i1
bivrt1 = Ur  Liprp1 — Upy
r—2
+ ) H—l 3(“’17 L ur—Z)
bitr1 — Eig1 Ligrr — Big2
donde
M= (ur-l — ti)(ti-t-r - ur) (ti+r+1 - ur—l)(ur — ti—{—l)
bipr — 1 tivrrr — tiga
Pero:
(U1 = 1) (Figr — ) + (Fitr41 — Ur—a ) (Ur — 1)
Litr — b Livrer — tiga
(ur - t’i)(ti+r - ur—l) (ti+r+1 - 'Ulr)(ur——l - t'H—l)
. )
ti—H‘ - t,; t,;+,-+l —-t—1+1
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reemplazando y reagrupando

T —_
ny (U, -y Ur o2, Ury Up1) =

Uy — ti Up—-1 — ti r—2 ti-l—'r Ur—1 9
PR t-(t- ¢ i (Ut .-y Ur2) + ‘5———tf—nz+13(ul, <> Ur—3))
1.+z' g bitr—1 1 b i+r T 'l.t—i—l
itr41l — Ur  Up—1 — Tigg T2 itr4l — Up—1 =2
+ ’L+1 ]('U:]_, b ,u'?'_z) + 7,+2 ](ul‘) 7“"!‘-—2))

Livrr1 —tir1 tipr — tina ; ti+r+1 —tito
Ur — U . 3 i1 T Ur
= i—_i—nz"j (U'l) <oy Up2g, u'r‘—l) + z-l—l,J (ula <oy Up_2, U'r——l)
itr — b litre1 — ti1

- n (ula <y Ur-1, ur)
Luego de i) y ii) se tiene que n} ; es simétrica en uy, uz, . . ., Ur.

c) Afirmacién: n]; es diagonal

Es decir:

n (U, U, . .., u) = N ;(u).

T veces

Se probaré por induccién matematica. Para r = 1 es directo.
Hipétesis Inductiva:

S, u) = N7 (u).

r—1 veces

Ahora se probard que es cierto parar.

u—t; -1 bitr41 —
ng (U, ,...,u) = ———n7 (u,u,...,u)+ nLri](u Uy ..., U)
Livr — L — bivrt1 —t—1+1 -
T veces T— r—
U= Litrs1 —
= NT 1(“’) + : z+1,_7 (U)
tz-i—'r - tivr1 —t—3+1
= i,j(u)

Luego de a), b) y c) y del Teorema 5 se tiene que n;; es el blossom de N/, y por lo tanto

el teorema queda demostrado. , O

Corolario 7. [5] En el intervalo no vacio I; := [t;,tj;1) el blossomm n] n;; de NJ; satisface la
ecuacion:

Mt bae, ot = G I=7—1...,]
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Demostracion.

Por induccién sobre r.

r = 1: Se debe probar que n; (t;41) = & paral =j — 1,

nil,j (tl+1)

Sil = j — 1, veamos los casos:

i=7—1: En(2.2) se tiene:

t
nzlg (tia) =

i# j—1: En(2.2) se tiene:

Subcasos:

1=7:

1% 3t

"Asi pues n}’j (tl-l—l) = 51;’3'_1 = 6z',l-

Anélogo paral = j.

Con la hipétesis inductiva:

r—1
ni’j (tl+17 ..

ti — tivg—t—1+1
tors — 1 2,1() + = tors — tir n‘?+1,j()
1 ? K5 £
iy — 1 ligg—t—1+1
0i 5 +1, 2.2
tigr —t; tive —liga wHL 22)
i+2—t—l_+1 _ ti+2—t——l+1 —1
tize — tin1 tipo—t—1+1
ti1— ¢t
1 I+1 %
L (f,) = AL Cig
t; — 4
(i) = tz’j—l — tiéi’i
t; — t;
= g
w1 — i
= 0
by —t;
1
L (4.,) = 0)=0
Jbigr-1) 26“;, l=j—(r—-1),...,].
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Se debe probar que: |
ng (b, tye) =0 l=5—7...,]

CASO1: Sij—r<l<j

t—l+r—1t
T _ i 1
ni,j(tl_l’ e 7tl+'f—17tl+'r) = ————ni,j (tl—i-l, L ’tl+'r—1)
- ti-l—'r - tz
tirrer — b oy
o g (tre1, - -+ tigra1)-
itr+1 — Lip1

Ademds j — (r — 1) <1 < j, y usando la hipétesis inductiva se tiene:

t—l4r—t; . tiprss — tier
16”_1_ i+r4-1 I+

]

ni(ti-1,- -y tigr) = 41,

Ligr — 4 Litr41 —tiy1

CASO11i=1

ti r+1 i
(s, i) = (D(1) + 22— (0) = 1
bitr+1 — it

CASO12 i#1

CASO121:i=1-1

t—1l4r—

Wy ) = % 0) + (0)(1) = 0

Live — 1
CASO122 i#1—1

t—l+r—t tivrs1 — bpor
P AT Tl gy g b T e gy

T
n; ‘(tl—-l, “ee ;tl—!—r) =
i tigr — 1 tivry1 — lita

De los casos 1.1 y 1.2 se concluye que:

n:’j(tl_l,. . .,tl+1-) = 041 Sl] —-r<il< j

CASO 2: Sij—r=1ldonder # 0

n'{’j(ul,uz,...,'ur) = n:,j(uﬁu%“-vu'r-l’ul)

UL — b1 e
= ni’j ('LL,-, Ug,y - .. ,’Uu,-_l)
tivr — &
bipr1 — W
r—1
+"—‘_'—“_ni+1,]‘(ur7 U2, -y Ur_1)
Lir1 — i
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Luego:

i i;

T +1 7 g 1

ny it tivey - s tre1, tin) = .t n; (b tives - 5 biger—1)
i+r T

tivrs1 — b nr-1

i ni i tiva, - - 5 tigr—1)

livry1 — 1
ti — i
= =g l(tz+2,tz+3, o b1, tigr)
torr — 1;

Ligry1 — i
n’ 1
+ Z+1](tl+27tl+3? . 1tl+r—1;tl+'r)

livry1 —

Ademds como j — r = k entonces j — (r-1)<k+1<j.

tg — 1t t: —¢

r 11— itr+1 — b

ng (b1, - oo tigr) = ————0i 11 + ——————— 811011
bigr — bivryr —

CASO21:i=1

¢
(gt oo tir) = tl_“ — 2(0)+ (1)(1) = 1
CASO2.2 i #1

CASO221 i=1+1

t tz 'L T -1
l+1 (1) + i+r+1 1+1 (0) 0

,
ngi(tig1s .-y tigr) =
i+ tz+‘r+1 t;

CASO222 i#k+1

T tl t; t
ni’j(tl—}—l, el tl+'r) — +1 —~ (0) + i+r+1 7 U4l (0) =0
tz—i—r t; tz+'r+l —1;

Entonces ny ity o tigr) = 0y 8il=j — 1.
del caso 1y caso 2 se éoncluye la prueba. O

Teorema 8. [5] Sea F; la restriccion de F en el intervalo no vacio I 5= [tj,tj41) y f; el blossom

de F;. Entonces los puntos de Boor d; estan dados por:

d; = fi(tir,- - tiwp); =3 —p-. 0

42



Demostracion. Sea F(u) = Y, d;NP(u) una curva B-spline. La restriccién F; de F en
el intervalo no vacio I; estd dado por: F(u) =Y ;- d; NP (u).
Luego su blossom respectivo es:
m
Filun, un, -y up) = Y din? j(un, ua, - 0p)
i=1
Entonces:

m
Filtntiva o tup) = > dinf (b, tiya, - )

i=1
m

= ) diby

=1
m

= Z d;
i=1

O

Reescribiendo el Teorema 8 con la notacién B, para los B-splines de orden k, se

tiene:
Teorema 9. Sea p(t) = Y .., PiBik(t) una curva B-spline de orden k sobre el vector nodo:
T= {t()’ t17 cey tk7tk+1a LR 7tn1 tn—!—la LR tn—{—k}

tal que t; < t;yk, i = 1,...,n. Sea F; la restriccibn de F en el intervalo no vacio I; := [t;,t;41)

y f; el blossom de p;. Entonces los puntos de Boor d; estan dados por:

pr=filth, . te1); l=j-k+1,...,3

43



Ejemplo 2.3.

Sea la curva B-spline de orden 4, p(t) = S"1_, piBi(t) sobre el vector nodo:
T = {0,0,0,0,1,2,4,5,6,6,6,6}

Se determina los puntos de Boor en términos de los blossoms.

Parats = 0 < 1 = t4 se tiene:

P = fsltir, tigo, tivs); 1=3—-44+1,...,3
po = fi(ts,ta,t3) = £3(0,0,0),
P1 f(ta, 83, t4) = £5(0,0,1),
P2 = falta,ta,ts) = £3(0,1,2),

f3(t47t5’ tﬁ) = f3(1a 2) 4))

Il

Ps3

Parat; = 5 < tg = 6 se tiene:

P = f7(tl+1,tl+2,tl+3); l=7T—-4+1,...,7
ps = fi(ts,te t7) = f2(2,4,5),
ps = filte tr,t8) = f2(4,5,6),
ps = fi(tr,ts,te) = f2(5,6,6),

Pr = f7(t87t9=t10)=f7(6a6a6)'
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Dada la curva B-spline:

p(t) = Z PiBik(t); t € [tk-1,tn41)

=0

- asociada al vector nodo:

Tz{fﬁ =t1:""—_tk—ytkr"’tn)?n-l—l ztn+2 = =tn+lg}

—

* k
para elevar el grado (orden) de la curva B-spline a & = k + 1 se trabaja usando como

nuevo vector nodo a:

T ={lo =" =k, trt1 = tks2r- - b2nkt1 = Con—k+2, Lan—k43 = - = fany3}
N, p——’ ~ — -’
k+1 k+1
donde # = to, Tg41 = t, - - -, tan—kt+1 = tn ¥ Lon—k+3 = tnt1, ¥ 1a nueva curva B-spline

seria:

B(t) =D DiBip(t), A=n-2+k,

=0

con incremento de grado k = k + 1.
Usando la teoria para blossoms degenerados (ver [5] pag.197), se puede calcular los
nuevos puntos de Boor de la siguiente manera:

k
_ 12 - 2 r _
pl—_—76-izlf(tH,l,...,tl_H',...,tL_{.k), l—O,...,TL

donde f es el blossom de p(t) y tzm indica que no debe ser tomado en cuenta como

argumento para f.
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Ejemplo 2.4. Sea la curva B-spline p(t) = 3_>_ p;B; 4(t) sobre el vector nodo:
T = {0,0,0,0,1,2,3,3,3,3}

cuyos puntos de control son:

i | P
0] @2 -1)
1] (3,-1)
2 | (11,3)
3| (5,3)
4], -1)
50 (1,3)

Figura 2.3: Curva B-spline p(t) y su poligono de control.
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Elevando el grado se tiene:

T ={0,0,0,0,0,1,1,2,2,3,3,3,3,3},

y los nuevos puntos de control son:

[4£(0,0,0)}/4 = £(0,0,0) = po = (2, -1),

[37(0,0,1) + £(0,0,0)]/4 = (3p1 + po)/4 = (2.75, —1),

[2£(0,1,1) +2£(0,0,1)]/4 = [£(0,0,1) + £(0,1,2) + 2£(0,0,1)] /4

(3p1 + p2)/4 = (5,0),

[£(0,1,1) + f(1,1,2) + 2£(0,1,2)]/4

[0.5£(0,0,1) +0.5£(0,1,2) + (2£(0,1,2) + f(1,2,3))/3 + 2f(0,1,2)]/4

[3£(0,0,1) + 19(0,1,2) + 2f(1,2, 3)] /24

[2ps + 19p2 + 3p1)/24 = (9.5,2.5),

[2£(1,1,2) + 2f(1,2,2)1/2

[2(2£(0,1,2)£(1,2,3))/3 + 2(f(0,1,2) + 2£(1,2,3))/3]/2
[ps +p2l/2=(8,3),

[3ps + 19ps + 2p2]/24 = (5.2,5),

3P4 + psl/4 = (2,0),

[ps + 3p4] = (1,0)

Ps = (1’ 3)
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Tendremos p(t) = 35 PiBis

0] (2,-1)
1] (275, 1)
2| (5,0)
3| (9.5,2.5)
41(8,3)
51 (5.2,5)
6
7
8

(2,0)
(1,0)

(1,3)

Figura 2.4: Curva B-spline p(t) y su nuevo poligono de control.
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Capitulo 3

Matrices de Transformacidon de las

Bases B-spline

Sean k y k dos enteros positivos. Denotemos como {B; x(t)}2,, a las funciones bases

B-plines de orden k, asociadas con el vector nodo:

T= {t07 t17t2a LR Jtn+k}

De modo similar, las funciones de bases B-spline de orden k, asociadas con el vector
nodo:

T = {to,t1,F2y- . -, trri} ’
serdn denotadas como {B; z(¢)}2,.

Los vectores nodos T y T satisfacen las siguientes condiciones respectivamente:
n>k— 1, to<ti <. .. <tprky, ko1 <tk, Tn<tnia (31)

T-LZE—]. {()St_l _<_t—25...5tﬁ+]_c, 'EE__1<{E, fﬁ<£ﬁ+1 (3.2)

)

Definicién 10. Sean las bases B-spline { B; (t)}r_o y { B, (t) Yy, la matriz de transformacion

(cambio de base) es definida como sigue: si existe una matriz Ay ;o 1 deorden (n+1) x (i+1),
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tal que:

- by r

Boxl(t) | Boi(t)
Bix(t) By (1)
1‘ =AiTx l’fc , cont € [tg_1,tny1) (3.3)
i Bn,k(t) ] 5 Bﬁ,E(t) ]

La matriz A, 3t 5 es llamada la matriz de transformacién (o tambien llamada ma-
triz de cambio de base) de la base de B-splines {B;;(t)}I., a la base de B-splines
{Bix(t)}2y- En este trabajo, la matriz de transformacién de bases B-spline ser4 abre-
viada como matriz BSBT.

Como los subindices muestran, A ; ¢ 5 esta totalmente determinada por k, k, Ty T,

cuando exista.

Usaremos la siguiente notacion para los elementos de la matriz BSBT.

ao,o(k, E) ao,l(k, E) ol (Loyﬁ(k, ii—))

aro(k, k) avi(k, k) - ara(k k)
Apirr = . . . .

an o(k, l_c) an1(k, k) --- an s (k, k)

Aunque los elementos de Ay ;¢ estdn relacionados a los vectores nodo T y T, los

a; j(k, k) son empleados para representar a los elementos de Ay ;1 5.

3.1. Condiciones de Existencia y propiedades de las ma-

trices BSBT

Teorema 10. [7] Sean k y k dos enteros positivos, tal que k > k, los vectores nodos T y T
que satisfacen las condiciones (3.1) y (3.2), respectivamente; y las bases B-spline { By (t)}7o ¥
{B;5(t) Y2, de orden k y k respectivamente. Finalmente, supongamos que, en T y T, los nodos

t; y T; tengan como multiplicidades a r; y T;, respectivamente. Si las condiciones:
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(a) t_E_1 = 1g-1, Eﬁ—i—l = tnt1s
) parai=k,k+1,...,nt, € Tyr>r+k—k

se cumplen, entonces la matriz BSBT Ay grx de {B; x(t)}1o a {Bix(t)}1 existe. Mis atin,
cuando Ay g 1 existe, a; ;(k, k) es iinico sit; 5 > 1;; y a; ;(k, k) puede ser cualquier niimero

real sit; z =t;, paraj =0,1,2,...,0,i=0,1,2,...,n

Demostracion. Sea S*~1([ty_1,1n.1)) €l espacio de funciones splines de grado k — 1 con
nodos

{tk—l < tka tk—{—la o atn < tn+1}

las condiciones (a) y (b) nos aseguran que t; € T,i = k — 1,k,...,n + 1 es decir todos
esos nodos estan en T, por lo que {B;5(t)}—, t € [tr-1,tns1) pertenece al espacio
S ([tr_1,tns1))- Luego para B; k(t), t € [tx—1, tnt1) se tendra B; x(t) € S¥ 1 ([te—1, tns1)),

entonces
Bix(t) =Y ai;(k,k)Bi(t), 1€ [th1,tns1), i=0,1,...,m. (3.4)
=0

Sit; ;> los Bjj(t), 0 < j < Ano serfan identicamente nulos en [ty 1,%,.1), entonces
son linealmente independientes, asi los a; ;(k,k) son tnicos en la representacion de
B; (t) en la ecuacion (3.4).

Sit;,z = t;, entonces B,z(t) = 0, por lo que a; ;(k, k) puede ser cualquier niimero real

en la ecuacién (3.4). O

De ahora en adelante se asume que k > k, y que los vectores nodos T y T satisfacen
no sélo las condiciones (3.1) y (3.2) sino tambien las condiciones (a) y (b) del Teorema
10. Y se considera a; ;(k, k) = 0sit; 5 =1;.

Bajo estas consideraciones, la matriz BSBT A, ; r 1 existe y es tinica por el Teorema 10.
Lema 4. [8] Sea A jx 1 la matriz BSBT de { B, (t)}1g en { By i (t)}7—o. Para cualquier iy j,

tales que 0 < i <n, 0 < j <7, sia;; # 0entonces [t,t;,5) N [te1,tns1) C [t Live)-

Demostracién. Ver (8] O
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Teorema 11. (7] Sea A v la matriz BSBT de {B,; ()} en {B;x(t)}2q. Se tiene que
A, i1 1 posee las siguientes propiedades:
(@) Para cualquier i tal que k — 1 < i < n, se tiene:

s Sit; =ty entoncesa; ;=0,5=0,1,...,7.
w Sit; <tixyi>kentoncesa;; =0cuandot; < t;
= Sit; <tyreyi<n—kentoncesa;; = 0cuando t;,z > tiy

(b) Para cualquier j tal que k — 1 < j < @, se tiene:

» Sit; =1, 5 entonces a;j(k, k) =0,i=0,1,...,n.
» Sif; < ;.5 entonces a;;(k, k) = 0 cuando t; > Tnppi i1y 0 bivk < Emin{j+ka+1}

(c) Para cualquier j tal que k — 1 < j < @, sit; < &, entonces Y i a;i(k, k) =0y haya

lo més k elementos no nulos en la j-ésima columna de Ay v -

Demostracidn. Usaremos el hecho quessi [t;,;.5) # @ entonces [£, £, z)N[te—1,tnt1) # 6,
es mas

[t5,2545) N [te-1, tat1) = [M, N)

donde M = max{t;,ti-1} = tmax(je-13 Y N = min{t; 5, tha} = btngj+kn+1}- Notar que

M < N.
(a)

a Si tenemos t; = {,,;, entonces se tiene a; ; = 0. Cuando ; < t;, 3, lo veremos
por contradiccién, es decir suponemos que a; ;(k, k) # 0 para algtn 0 < j <

7, entonces del lema 4 tendremos a; ; # 0 entonces:
[Ej? E_’i+E) N [tk—l')tn-i—l) - [t'h ti+k)

_pero como t; = t;, entonces [t;, ;1) = @ asi que necesariamente [t;,%;,z) N

[tk—1,tn+1) = 0, lo cual es una contradiccion.
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» Supongamos que a;; # 0, entonces del lema 4
(M, N) = [t;, t;1%) N [te—1:tng1) C [ti, tisr)

entonces M = mdx{t;, tx-1} > t; asi que t; > ¢; 0 {5y > t;; lo cual siempre se

contradice pues f] < t;y como i > k se tiene que t; >t > tp_1.
= Supongamos que a;; # 0, entonces del lema 4
[M, N) = [£,254%) N [tk-15 1) C [ti, tivk)

entonces N = min{t; z,tni1} < tirr asique 5 < tirk O toi1 < tiyys lo cual
es siempre una contradiccién pues ¢, > t;x y como i + k < 7 se tiene que

tivk < tn <tpya.
(b)

» Sif; =1;,5 entoncesa;; =0, parai=1,2,...,n.
= Supongamos que a;; # 0, entonces del lema 4
[M,N) = [t;, ;%) N [tk—1, tnt1) € [t tivr)

asique M = fméx{j’k_l} >ty N = _m,‘n{ﬁ,;,ﬁﬂ} < ti+k, 10 que contradice las
hipétesis.
(¢) Como las bases B-spline son una particion de la unidad
N Bpt)=1=) Bixl(t) (3.5)
=0 =0

de la definicién de matriz BSBT A, ; r £, tenemos

Bis(t) = as;(k, B)Bz(t), 1t € [ti1,tnt1)

=0
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reemplazando en (3.5)

/ —i,fc(t) = Z[Z a;,j(k, E)Bj,é(t)]
Z(l)éi,fc(t) = Z[Z a;,3(k, k)] B; ()
S 1= ay(k, k) Bg(t)

§=0 =0

0

1]

Si f; < ;4 entonces todos los B;;(t) que no son identicamente nulos en

[tk—1, tn11), sOn linealmente independientes, por lo tanto 1 = 37 a; ;(k, k).



Capitulo 4

Representacidn recursiva y algoritmo de

matrices BSBT

4.1. Relacidén recursiva de las matrices BSBT

Supongamos que los 6rdenes k va?:, y los vectores nodo T y T de las bases B-spline
son dados. Sea m = k — k, para el entero s tal que 1 < s < k, construimos los vectores
nodo T®) = {tx_g,thott,--stnre} ¥ TO = {fxs,Th—sit,- - -, tasmss} removiendo los
primeros y Gltimos k — s nodos en los vectores nodo T y T, respectivamente. Sean
{Bi e}, ¥ {Bisim(t)},_, las bases B-spline, de orden s y m + s respectivamente,
asociadas a los vectores de nodo T(®) y T(*), respectivamente. De acuerdo al Teorema

10, existe la matriz BSBT, de {B; ;1 m(t)}2

i=k—s

a {B; x(t)}*,_, 1a cual es denotada como

A s T Tle)- S€A

[ () (8) &
A _sk—s Op—sk—s+1 " Og_sp
(s) (s) (s)
a a a ~
k—s+1,k—s k—s+1,k—s+1 k—s+1,7
A = A s i) Tlo) = 4.1)
(s) (s) (s)
a"n.,k;—s an,k—s+1 a'n.,'r‘l ]
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Entonces tenemos:

- - - -
Bk——s,s(t) Bk——s,m—{-s(t)
B —s+1,s(t B —s+1,m+s i
§ j“’() — A | 7k *f +(0) [, conte€ [ti,tu) (4.2)
| Bl | Bamsl)

notar que A ;1 = A, ahora daremos una férmula recursiva para calcular A, s =

1,2,... k.

Lema 5. [7] La matriz BSBT AW puede ser construida como sigue:

Para cualquier i tal que k — 1 < i < n se tiene:

w Sit; = t;y,, entonces ot = 0,7=k-1,k,...,7n.

2V

» Sit; < t;4,, entonces

o0 = 1, sit; <tjymi1 ¥ [t Eivmer) N be—1,tnta) C [Eirtiva)
" 0, otro caso
dondem =k —k

Demostracion. En este caso AV serfa la matriz BSBT de {B; 1 (t)}2 1 a {Bi1(t)} i1,

es decir cuando s = 1 en la ecuacién 4.2

Bi-11(t) | Bi-1,m41(2)

Bt Bimaa(t

kil g | B e ) «3)
Boa(t) | | Bama(t) |

» Sit; = t;,1, usando el inciso (a) del Teorema 11 para A, se obtiene a§}} = 0 para

j=k—-1k ... 7

M) cumplen la definicién

» Sit; < t;41, serd suficiente probar que los coeficientes a; ;

de matriz BSBT, es decir:

B;s(t) = Z ag,lj)Bj,m+l(t), t € [tk-1,tns1)
j=k—1
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Para ver que se cumple esta ecuacién en [t_1,t,41), veamos en dos casos:

Sit € [ty—1,t;) U [tis1, tns1), entonces:

1 =
Z a( )B imr1(t) = Z a'g,j)Bj,m+1(t) =
j=k-1 __ E<limiy :
{titirmarNte—1,tn+1)Clti i)
pues para esos fndices j que cumplen esa condicién, como ¢t ¢ [t;,%;.1) se tiene
que t ¢ [£,tirme1) O [te-1,tnt1), @si Bjmi1(t) = 0 para todos los j que cumplen
esa condicién. Por lo tanto la sumatoria es cero.

Y como B;;(t) = 0, pues t ¢ [t;, ti11), tendremos la igualdad

B;\(t) = Z a; B imi1(t) =0, t € [te—1,t) U [tiv, tny1)
j=k-1

Sit € [t;, tis1), tenemos:

Z 0 Bjmn(t) = M (V)B;m(t)

j=k-1 _ B<timpry
{5 di+ma)Nlte—1.tn41)Clti tern)
= E , Bjm+1(t) + E . Bjmn()
Li<fjpm41y otro caso

Bioti+m+2)Nlte—1,tn+1) Cltitita)

n
= Y Bjmu(®)=1
j=k-1
pues para los indices j que estan en el otro caso, se tendra ; = ¢, m41 (es claro
que Bjmi1(t) = 0) 0[5, §4ma1) O ftk-1,tns1) € [ti i) donde t € [£5,851m11) asi
B

s mi1(t) = 0., por lo tanto:

Z Bjmu(t) =0

otro caso
Y como B;(t) = 1 pues t € [t;,t;+1), tendremos:
Bia(t) = Z 0 Bjm(t) =1, tE [t tin)

j=k-1
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Ejemplo 4.1.

Sean las bases B—spline'{Bi,3(t) 25y {B,-,g(t)}f:(, respecto a los vectores nodo:
T ={2,3,5,8,9,10}

T =1{1,2,4,5,57,7,8,10,12,13}

Entonces se tienen = 2,k = 3y i = 6,k = 5. Luego de la relacion recursiva del Lema 5, se

obtiene la matriz A®,

- Ejemplo 4.2.

Sean las bases B-spline { B; 4(t)}2_o y {B:4(t)}13, respecto a los vectores nodo:
T = {0,0,0,0,2,6,7, 10,10, 10, 10}

T ={0,0,0,0,1,1.5,2,2,3,4,6,7,7,8,10, 10, 10, 10}

Entonces se tienen = 6,k = 4y i = 13,k = 4. Luego de la relacién recursiva del Lema 5, se

obtiene la matriz AW,

Al =
1 1 1 0 0. 0 0 0 0. 0.
0 0. 0 0. 1 1 1 1 0. 1
0 0 0 0. 0 0 0 1 0. 1.
0 0 0 0 0. 0 0 0 0. 1.

58



Teorema 12. [7] Las matrices A®), s = 1,2, ..., k satisfacen la siguiente relacion recursiva:

AGQCE = mls__*__—_____sllc(s)A(s—l)’ §=23, ...k,

dondem =k — ky AW es dado por el Lema 5,

- ( =
_cksls+1
(s)
Cki—s+1 _cl(cs—)-s-i-Z
) (
o = War —ous ,
C,ffll _OI'(LS)
&
_( ]
—ckbjs+1
— =(s)
CS—)SH "Cl(cs—s+2
—(s)
G0 = War ~8lu ,
égll —51('15)
&)
— 1 bt ,
) = § et et i=k—-s+1Lk-s+2,...,m,

0, ti = tivs—1,

: -——1——;-,, t—j < tjymis1, ) _
5(]_8)__: tita-1%; j=k—-s+1,k—s+2,...,7.
0, tj = tirmts—1,

Demostracién. Para cualquier s, 2<s< k, A® cumple:

B kes.s (t) B k—s,m+s (t)
i1t Bi_siimys(t

Bi—st1,5( ) — A® k “" +s(t) , b€ tk—1,tns1)
Bus®) | | Bame®
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Derivando con respecto a t:
- - -

k —8, s(t) B;c—s,m-{-s(t)

R Bi.- ¢ |
k s-.kl,s ) =A® | k S+1.’m+3( ) ;b€ [tho1,tnya)

5 B:z,s(t) ] L T m+s(t) ]

y de la férmula para la derivada de los B-splines:

s5—1 s—1
B‘E,s(t) ———'—_st l(t) - —————Bi+1,s_1(t)
t‘H—S 1~ t ti+s —_ ti+1
parat=k—-s,k—s+1,...,n
Veamos para i = k — s,
! s — s—1
Bk—s(t) = _—'—"—_Bk——ss 1(t) Bk s+1,5-1 (t)
A tp—1 — tk—s b — te-st1

como sop By_ss-1(t) = [tk_s, tk-1) V1 € [tk—1,tnt1), e tiene By_; . 1(t) = 0. Asi

s—1
B, ,s(t) = ——————Bi—st1,5-1(t)
. : tk - tk-s—i»l

= (s=1)(=,,1)Besp, s-; ()

Parai=k—-s+1,...,n -1,

1 1

Bi,(t) = (s— 1)[5—“—‘———3@3—1(75) — ———Biy1,s1(t)]

its—1 — ti tivs — tiv1
~ D[ B; .1 (t) — ¢, B; t
(s )[Cz z,s-l( ) Ciy1 z+1,s—1( )]

Finalmente para i = n,

s—1 s—1
————Bnsa(t) -

tn+s—-1 - tn tn+s - tn+1

B':L,s (t) = Bn+1,s—1(t)

como sop Bn+1,s—1(t) = [tn+17 tn-l—s) y te [tk-—l, tn+1)/ se tiene Bn-}-l,s—l(t) = 0. Asi

—1
B, (t) = —————Bpn,i(t)

tn+s—1 - tn
= (s— l)cgs)Bn,s—l(t)

Juntando estos resultados obtenemos:
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[ 1 [ (s) |
Bk—s,s (t) _Ck—s+1Bk—‘3+1,3—1 (t)
B (t) = (5=1) | ¢Bisa(t) — 1 Birrsa(t) |
| Bt i o) Bpo-a(t) _
- -
—Cl(c—)s+1 i
cl(cs-)s—{—l -‘cl(cs—)s+2 Bk—5+1,3—1 (t)
= (s - 1) ' cl(cs—)s+2 ;Cl(cs—)-s+3 Bi—s+2,5-1(t)
)y =¥ Brs(t)
Bi—s41,5-1(t)
= (s—1)C® Bk”s“?’s'l(t)
| B |
Entonces:
r . - .
B;_,(t) Bi—s11,5-1(t)
BI —s+1,8 t B —5T4,85— t
& 4‘—1, ( ) _ (3 _ 1)C(s) k +? 1( ) . te {tk—1,tn+1) (4.5)
B:'z,s(t) Bn’s(t)
En forma andloga para los B; .. .,
- e ) - ~
B;c —s,m+s (t) Bk—s+1,m+s-1 (t)
B! t _ By, _1{t
k—s—l—l.,m-i—s( ) - (m 4+5— 1)c(s) k +2,':n+5 1( ) : ¢ e [tk_l,tn+1) (4.6)

B':Ii,m—&—s (t) i Bﬁ,m+-9—1(t)
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Reemplazando (4.5) y (4.6) en 4.4, obtenemos:

(s —1)C®

-
Bk—s+1,s—1(t)
Bi—s42,5-1(%)

" Ba,(t)

= (m+s-1)C®

Y de la definicién de la matriz BSBT A1), se tiene:

Bk—s+1,s-1 (t)
Bi—st+2,5-1(t)

Bps(t)

que al reemplazarlo en (4.7)

(s~1)CWAED

-

Bk—s+1,m+s-1 (t)

B k—s+2,m+s—1 (t)

= ALY

Bist1mts-1(t)

Bk—s+2,m+3—l (t)

Bﬁ,m+s—l (t)

-

|

Bﬁ,m+s~1 (t)

Bk—s+1,m+s—1 (t)

Bk—s+2,m+s—1 (t)

Bﬁ,m+s—1 (t)

k)

o

4

t € [tk-1,tns1)

Bk—s—i—l,m—i—s—l (t)

Bk—s+2,m+s——1(t)

Bﬁ,m+s—1 (t)

Haciendo P = ((s — 1)C®A®G™D — (m + s — 1)A®)C®), se tiene:

-

Bk—s+1,m+s—1(t)

Bi—siamrs—1(t)

L Bﬁ,m+5—1(t)

-

0
0

0

e = -

7 tE [te—1ytnt1)

-

3

;0 b€ [tk—1,tnt1)

4.7)

t € [tk—1,tn+1)

SiP=[pjparai=k—sk—s+1,...,nyj=k—-s+1,k—s+2,...,7, entonces:

como {B; mis-1(t)}

j=k—s+1

7
Z pi,j]—gj,mﬂ—l(t) =0; ¢€ [tg-1,tn11)

j=k—s+1

parai =k —s,k—s+ 1,...,n.Porlo tanto P = 0, lo que nos lleva a:

A©E®

s

571 s@p-D

m+s—1
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4.2, Formula recursiva

Sea Ags) la j-ésima columna de A, donde k —s < j <ny2<s<k.

Del Teorema 12, tenemos:

AOEE = _ 571 @D
m+s—1
entonces sus j-ésimas columnas son iguales,
— s—1 _
AOCY = ——— ———CWAFY
: s—1
0
_E(_'s) 1
A® J = 27 c@alD
&® m+s—1 1
J .
0
IFOICIOING s—1 (s-1)

Por lo tanto:

571 GeplLD

) A ls) )y —
%(Aj'—AFJ_jn+S_1 3

, j=k—-s+1k—-s5+2,...,7 (4.8)

s Si E(js) > 0, entonces la ecuacion (4.8) es equivalente a:

-1
AW = A® 4 5 CALD
? T mts— l)E(js) ?

Por lo tanto podemos calcular Ag-s) a partir de Aﬂl y A§s"1) recursivamente.

» Si E(js) = 0, no podemos calcular Ag.s) mediante la ecuacién (4.8).
Consideremos los siguientes dos casos, el primero es que E(js) =0y E(Jfgl =0, es
decir &; = tjymys—1 ¥ tjr1 = tjimes, entonces t; = ;.1 y por el inciso (b) del

Teorema 11 se tendriaa;; =0, i=k—-s5k—s+1,...,nporlotanto Af) =0.
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El segundo caso es cuando Eg.s) =0y ngzl > 0,es decir t; = Zjymis—1 ¥ Ejp1 <
titmts, entonces t; < tiymys, 1u€go Bjmis(t;) = 1y Bymis(f;) = Oparal # 5,1 =
k—sk—s+1,...,7; pues; ¢ sop(Bimis(t) = [f, Frymes)-

Como B, +(t) = Z?:k_s agfj) B;mys(t) se tendra:

B‘i,s(t—j) = Z a. S)B ,m—l—s(t

j=k—s

= o3(1)

(3), i=k—-sk—-5s+1,...,n

Paralos B-spline B;,_1,j = k—s+1,k—s+2,...,7; el ; anterior ocuparfa ya no
el indice de posicién j sino la j + 1, entonces Bj 1 mis-1(8;) = 1Y Bymis-1(E;) =0
paral# j+1,l=k—s4+1,k—s5+2,...,7n. Luego

Bis(t) = Z 0 Bjms(f)
j=k—s+1
(s —1)

- 1,]-(—1 BJ+1,'m+S l(f )

= agfj;?; i=k—-s+1,k—s+2,...,7

De la férmula recursiva para la base B-spline tenemos:

t;—t - tivs — & -
Bio(t;) = —2——B;s1(;) + ——"-Bi1,1()
Livs—1 — 1 tivs — tig1
parai = k — s,k — s + 1,...,n; donde se considera a los coeficientes con de-

nominador cero, el valor de cero. Reemplazando los resultados, B;,(¢;) = a(s) y

B;s- 1(t )= afsg+11)

o = t; —t; gD tivs — L (s—1)

g g T Git1,5+1
g tivs—1 — i i tivs — Loy 7

i=k—s,k—s+1,...,n

Si definimos
Tt
(s) __ tips—1~t;’

0, ti = tiys

ti <tiys—1
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i=k—s+1L,k—s+2,...,n

(s)

Lo g
agcs)s+1] 1- ag:s—)s+2]
B .— 1- O"(:zsﬂ,j 1- al(cs-zs+3g ,
Slu 1- 553
- ony |
entonces
af) = o) + (1 - afh Nalid @9

Luego para #; = fjimis—1 < Ljtmis de la ecuacién 4.9 y la definicién de B
tenemos:

(5) — Bl A1)
Al =BEDATTY.

En conclusion hemos obtenido una férmula recursiva para el cdlculo de las matrices

BSBT A®), s =1,2,...,k.

j+m+s

=Ljtmts—1 < Ljtmts (4.10)

0,
AP = BEDALD,
)

AP =AY, +

‘T"' sH
(‘0-

1 —
mc(s)A(s ): t; < tj+m+s—1

j=k—sk-s+1,...,n, s=23,...,k

y A;l) es dado por el Lema 5.
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4.3. Calculo de las matrices BSBT cuando T esta anclado
por la izquierda

En esta seccién nos encargaremos de ver la manera de calcular la matriz A®, cuan-

do el vector nodo T tiene la siguiente forma:

T={f_0=51=---?{E—Lafﬁ,ffc+1,---,—ﬁ}

=14

A los vectores nodo de ese tipo se le denomina anclado por la izquierda. Es importante
hacer el estudio particular de las curvas con nodos ancladas por la derecha, pues en el
disefio geométrico al trabajar con varias curvas B-splines, se busca unirlas, y para los
de dicho tipo la union es mds factible.

Vemos que T presenta un nodo de multiplicidad & (pues f;_; < f;), en este caso dire-
mos que T esta anclado por la izquierda.

Si queremos calcular la primera columna de A(®), que vendria a ser Agfls, usaremos la
férmula recursiva (4.10) y estarfamos en el caso t; = tjimis—1 < tjrmysparaj =k —s,

pues ;s = tz_;- En este caso solo tendriamos:
A, = BOIALY,
Por 19 tanto podemos obtener un algoritmo mas simple para calcular recursivamente:
A AP AR = AL g
Ejemplo 4.3. Sean las bases B-spline { B; 4(t)}2_o y { Bis(t) }30 res?ecto a los vectores nodo:
T = {0,0,0,0,2,6,7, 10, 10, 10, 10}
T = {0,0,0,0,1,1.5,2,2,3,4,6,7,7,8,10,10, 10,10}

Entonces se tienen = 6,k = 4y n = 13, k=4 Luego de la relacion recursiva, se obtiene la
matriz A®),
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1 0.5 0.25 0 0. 0. 0. 0 0. 0. 0. 0.
3} 0.5 .75 1 1. 0.75 0.5 ¢} - 0.25 - 0.25 - 0.5 - 1.
0 0. 0. 0 0. 0.25 0.5 1 0.25 1.25 0.5 - 1.
0 0. 0. 0 0. 0. 0. 0 1. 2. 2.6666667 4.
0 0. 0. 0 0. 0. 0. 0 0. 0. 0.3333333 1.

4.4. Céalculo de las matrices BSBT cuando T no esta an-

ciado por ia izquierda
Para este caso, primero se vera unas definiciones:

T= {fo,fl,izw- . ,£ﬁ+l?:}

donde
£ =14, 0<i<k
=%, k<i<n+k
Sea h > 1 entero,
@) 1
0
1— (()i) ii)
(2) (4)
. 1~ - _
HO = i b . i=k—-h-2k—h-3,...
1-4% g%
1-89 1
donde
Top—1
BY = FEZ 520,
tivk — tg-a
- H® 0
0 Iioia



.onoe =< es la matriz unitaria de orden 71 — ¢ — 1. Para el caiculo de la matriz BSBT

A. : - = seguiremos los siguientes pasos:

ey aya

Paso 1 Calcular Ak,;‘;,:,i
De la definicién de T se ve que es anclado por la izquierda; asi que esa matriz

BSBST se caicula como io indica ia seccion anterior.

Paso 2 Calcular A ; +
e

T
La existencia de A i ¢ esta garantizada por el Teorema 10. pues i;_; = &1,

taoy =tayli =1, 7fi=Fparai =k, k—1,... ,71. Sea h la multiplicidad de i;_,
en el vector nodo T, entonces una representacién de A ; 4 ¢ en forma matricial
seria:

AE,E,T,’I‘ — U(E—h—?)U(k—h-—El) . U(O)

Paso 3 Calcular Ay ;T t-
Como ya tenemos A ; ¢+ que es la matriz BSBT de la base { B; ;(t)}, a la base
{B:x() o ¥ Az zr.+ que es la matriz BSBT de la base { B, ;(t)}; a {Bi(t) }2o-

entonces:

Ejemplo 4.4. Sean las bases B-spline {B; 3(t)}2_q y {B:5(t)}S_, respecto a los vectores nodo:
T = {2,3,5,8,9,10}

T ={1,2,4,5,5,7,7,8,10,12,13}

Entonces se tienen = 2,k = 3y @ = 6,k = 5. Luego de los pasos mostrados, se obtiene la
matriz Ay g ¢ -
Af =

1.0333333 0.4777778 0.2444444 0.0777778 0.0111111 -~ 0.0222222 0.0888889

- 0.075 0.55 0.7 0.7 0.475 0.175 - 0.7
0.0416667 - 0.0277778 0.0555556 0.2222222 0.5138889 0.8472222 1.6111111
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Ejemplo 4.5. Sean las bases B-spline {B; 4(t)}2_, y {B; 5(t)}2_, respecto a los vectores nodo:
T ={1,1,3,5,7,7,8,8}
T = {0,3,3,5,5,6,7,7,7,9, 10}

Entonces tendremos n = 3,k = 4y 7 = 5,k = 5. Luego de los pasos mostrados, obtenemos la
matriz Ak,E,T,'i" '

. Af =

.5 0.1875 0.0208333 0. 0. 0.

0

0.5 0.71875 0.3854167 0.125 1.388D-17 2.949D-17
0 0.09375 0.59375 0.7916667 0.5833333 0.

0

0. 0. 0.0833333 0.4166667" 1.1666667
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Capitulo 5

Un nuevo método para la insercion de
nodos y elevacion de grado de las

curvas B-spline

La insercién de nodos y elevacién de grados son dos operaciones bésicas en la ma-
nipulacién de curvas B-splines. En esta seccién se emplean las matrices BSBT para

explorar esas operaciones a partir de un punto de vista uniforme.

Sea
P(t) = piBik(t), tE€ [tr-s,tnn) 6.1)
=0
una curva B-spline de orden k, donde po, p1, P2, - - -, Pr 50N sus puntos de control y

{Bir (t)}::;o es la base normalizada de B-spline de orden k asociada con el vector de
nodos T = {to,t1,%2,---,tnsk} €l cual satisface la condicién (3.1). Algo en comin que
tienen los métodos de insercion de nodos y elevacion de grados de una curva B-spline

p(t) es que el objetivo es representar la curva original p(t) mediante una nueva base de

polinomios B-spline, esto es, encontrar nuevos puntos de control Py, p1, B2, . - ., Pr tales
que: |
ﬁ —_—
p(t)=p(t) =D PiBgt), tE€[tr-1,tar), (5.2)
=0
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donde {B; ()}, es una base B-spline normalizada de orden k asociada con el nuevo
vector nodo T = {fy, %1, %2, . . -, Loy}

Asi, dos problemas aparentemente distintos, son esencialmente el mismo. La tnica
diferencia entre ellos es que tomamos una nueva base B-spline diferente {B, z(t)}7,,
que es totalmente determinada por el nuevo orden k& y el nuevo vector nodo T. Para el

problema de insercién de nodos tenemos k = k y
T N [te—1,tn41) C T. (5.3)

Denotemos como r; y 7; a las multiplicidades de ¢; y ¢; en los vectores nodo T y T,
respectivamente. Luego, para el problema de elevacién de grado se tiene que k > k y

T satisface la condicién (5.3) y
m=r+k—k i=kk+1,...,n (5.4)

Luego, en base al Teorema 10, existe la matriz BSBT A ;.1 + a a partir de una nueva
base B-spline { B; z(t)}7_, en la base original B-spline {B; x(t)}7,. De esto, a partir de la

ecuacion (5.2), se tiene:

[f)Ou I-.)la 1—527 . 71377] = [pO) P1,P2;--- apn]Ak,_,T,'i" (55)

Esto muestra que los problemas de insercién de nodos y elevacién de grado de las
curvas B-splines puede ser convertidos uniformemente al problema del calculo de ma-
trices BSBT.

Empleando una matriz BSBT podemos también realizar la insercién de nodos y la ele-
vacién de grados de las curvas B-spline simultdneamente. Para insertar algtn nodo y
elevar el orden de k a k (k > k en la curva B-spline p(t)), el nuevo vector de nodo T
deberia ser construido de modo que las condiciones (5.3) y (5.4) son satisfechas. En esta
situacion la matriz BSBT A, ; v+ atin existe, en virtud del Teorema 10.

Ahora, se proporcionaran dos nuevos métodos para la insercion de nodos y elevacién

de grados de curvas B-spline en un modo unificado basado en la fé6rmula recursiva
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para matrices BSBT dada en el capitulo anterior. Los métodos pueden ser usados para
insertar nodos, elevar grados o hacer ambas operaciones simultéﬁeamente en curvas
B-spline.
Sean P = [po, P1, P2, - - -, Pn] €l vector de puntos de control de la curva original p(t)
definida mediante la ecuacion (5.1) y P = [P0, P1,P2, - - ., D) €l vector de punto de con-
trol de la hueva curva p, resultante de la insercién de nodos, elevacién de grados o
de ambas operaciohes simultdneamente de p(t). Uno de nuestros métodos es en mo-
do directo: primero calculamos la matriz BSBT A, ; 1 + mediante el método dado en
el capitulo anterior, luego calculamos P mediante la ecuacién (5.5). Sin embargo, el
tiempo de complejidad del método es O(k*7).

El otro método dado a continuacién es mas eficiente. Sean C® y A®) definidas

como en los capitulos anteriores. Escribamos:

Pk = P,
(5.6)
P® = P(s+1)C(s+1), s=k—-1k—-2,...,1,
P — P(S)A(s), s=12,...,k, (5.7)
Consideremos C®) como en el capitulo anterior. Luego, denotando Afck,%TT =AuiTT

tenemos P*) = P, en virtud de las ecuaciones (5.5)-(5.7). De acuerdo a las ecuaciones

(5.6),(5.7) y el Teorema 12 tenemos:

PO — PWA®

(5.8)
PO) = mbspGe+lClH) 5=12,... k- 1.
S ’ 3 &y ’
Denotemos como P® = [p{ p@® . .-.p{) y PO = [ 5, - b, para s =
1,2,..., k. Consideremos 2 v A como en los capitulos anteriores. Lue o, debido al
Y Ay P g
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lema 5, y las ecuaciones (4.10), (5.7) y (5.8), se obtiene:

) j = litm+1,
S JEC o (5.9)
P; [tj7 tj—{—m—!—l) n [tk—htn-{—l) - [tz’, ti—i—l), tj < tj+m+1,
=k-1k-—2. .7 (5.10)
( .
0’ t] = bjtm+s,
=(s) _ _ —
pjs = { P(S)A§3)’ ti = titmts—1 < tjrmis (5.11)
=1 =(s=1) , =(8) F _ 1
| e @@Pi TP t; <tjiimts—1s

j=k—sk—s+1,....7 5=23 ...k (5.12)

De acuerdo a las ecuaciones (5.6), (5.10) y (5.11), se presentan dos algoritmos que co-

rresponden a los dos casos considerados para calcular el nuevo vector de puntos de

control P.
Caso 1.
El nuevo vector nodo T satisface la condicién de anclajefp =t = --- =t;_;.
Algoritmo LC.
1. Calcular P® PG*-D . PO recursivamente mediante la ecuacién (5.6).
2. Calcular PO, P@ . P® P = P® recursivamente mediante las ecuacio-
nes (5.10) y 5.11.
Caso 2.

El nuevo vector nodo T no esta anclado. Definamos el vector nodo no anclado

k

~ r——— —
T= {tl—c—h s atE—l,tE’tE+la e 3t7'1.+l_c}

Se puede calcular P = PA, ; 1.# mediante el algoritmo LC. Consideremos U®)

como en la ecuacion (4.4). Si denotamos como 5 a la multiplicidad de ¢;_; en el
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vector nodo T. En virtud de las ecuaciones (4.4) y (5.5) tendremos:

P =PAzrr = PAgzpp = PUSIUGD ... 00O,

Obviamente podemos calcular P = P mediante la siguiente férmula recursiva

f’(’;_h_l) = 13,
N N (5.13)
PE) =PEIUG), s=k—-h-2k—h—-3,...,0
Algoritmo LUC.
1. Calcular P = PA ki, ¢ Mmediante el algoritmo LC.
2. Calcular P&-r-D) pk-h-2) PO P = PO recursivamente mediante la

ecucién (5.13).

Se puede estimar que los tiempos de complejidad del Algoritmo LC y del Algoritmo
LUC son ambos O(kn).

Se dan ahora ejemplos para los diversos casos:

Ejemplo 5.1 (Insercién de nodos).

Sea py(t) la curva B-spline de orden 4 con vector nodo:
T ={1,1,1,1,15,2,3,5,5,5,5}
Ahora considero como puntos de Boor a:

i Pi
0l@,3)
11(3,5)
2| (5,4)
3 (6,3.5)
4| (7,3)
5 (8,4)
6| (7,4.5)
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Al insertar los siguientes 7 nodos:
{1.1,1.3,1.5,1.8,1.9, 3,4}
Entonces se tendrd un nuevo vector nodo:
T=1{11,1,1,11,13,1.515,1.8,1.9,2,3,3,4,5,5,5,5}

donde k = 4 (el grado no cambia), pero ahora n = 13.

..................................

Figura 5.1: Curva B-spline p;(t) y los poligonos de control antes (azul) y después (ver-

de) de insertar los nodos.
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Ejemplo 5.2 (Elevacién de grado).

Sea py(t) la curva B-spline de orden k = 3 con vector nodo:
T ={2,2,2,3,5.9,6,6, 10,10, 10}
Los puntos de Boor serdn:

(N

01 (4,2

1|(2,5)

(5,10

(11,11)
(14,7)
(10, 3)
(7,4)

SOt s W N

Se quiere elevar de grado a k = 5, entonces el nuevo vector nodo serd:

T ={2,2,2,2,2,3,5.9,6,6, 10, 10, 10, 10, 10}

EEEXEER]

----------------------
555555555555555555

Figura 5.2: Curva B-spline p,(t) y los poligonos de control antes (azul) y después (ver-

de) de elevar el grado.
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Ejemplo 5.3 (Insercién de nodos y elevacion de grado). Sea ps(t) la curva B-spline de

orden k = 4 con vector nodo:
T = {4,4,4,4,5,7,8,8,8,8}
Con puntos de Boor:

D:
3,6)
(2,7)
(5,11)
(10,4)

(6,16)
(12,12)

(@2} > w ) p— Dls.

Al insertar los nodos: {5.5,6.5} y elevar el grado a k = 5, se tendrd como nuevo vector

nodo:

T = {4,4,4,4,4,5,5.5,6.5,7,8,8,8,8,8}

Figura 5.3: Curva B-spline p3(t) y los poligonos de control antes (azul) y después (ver-

de) de insertar los nodos y elevar el grado simultdneamente.



Ejemplo 5.4 (Insercién de nodos y elevacion de grado).

Sea p4(t) la curva B-spline de orden k = 4 con vector nodo:
T = {1,3,4,5,8,8,9,9.3,9.5,9.5}
Con puntos de Boor:

| P

01 (8,8)
11 (6,15)
(12,7)
| (13,17)
(15,10)
(7,17)

[+ B = L T\

Al insertar los nodos: {5.1,8.9} y elevar el grado a k = 5, se obtendrd como nuevo vector

nodo:

T =1{1,3,4,5,5.1,8,8,8.9,9,9.3,9.5,9.5}

-----------------------
.............

Figura 5.4: Curva B-spline p4(t) y los poligonos de control antes (rojo) y después (ne-

gro) de insertar los nodos y elevar el grado simultdneamente.
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Capitulo 6
Conclusiones

En este trabajo se presenta una relacion recursiva para calcular las matrices BSBT.
Sobre la base de esto, se prdpone una férmula recursiva para el calculo de matrices
BSBT; y es desarrollado un algoritmo eficiente para el cdlculo de las mismas.

Los resultados muestran que las matrices BSBT proveen una herramienta general pa-
ra la conversion entre las diferentes representaciones de las curvas B-spline, que son
causadas por las operaciones basicas B-spline tales como la insercién de nodos y la ele-
vacion de grado. |

Empleando matrices BSBT, se propone un método uniforme para estas operaciones.
Este método ademds de ser eficiente es facil de implementar y puede ser usado pa-
ra insertar un nodo o multiples nodos, elevar un grado o miiltiples grados, o insertar

nodos y elevar grados simultdneamente.
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