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Resumen

El presente trabajo realiza un estudio del modelo de Ramsey en el contexto ma-
croecondémico. Este modelo es una extensidon del modelo de Solow, que a comparacion
de éste se hace necesario un estudio mas profundo de sistemas dindmicos y teoria de
control.

El trabajo se realiza de la siguiente manera: Estudiamos las ecuaciones diferencia-
les, que es una base para interpretar el modelo de Ramsey. También estudiamos teoria
de control en tiempo continuo para realizar la optimizacion de funciones que estan
inmersos en este modelo. A continuacion presentamos el model de Ramsey, en ella
aplicaremos todo lo estudiado y articulamos todos los conceptos en el contexto macro-
econémico. Finalmente presentamos una aplicaciéon de este modelo y damos algunas

conclusiones del trabajo de tesis.
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Introduccion

Para presentar una imagen del proceso de crecimiento econdémico tenemos que
permitir que el consumo y en consecuencia, la tasa de ahorro sean determinadas por
hogares y empresas optimizadores que actian en mercados competitivos. Hablamos de
una cantidad inmensa de hogares que eligen su consumo y su ahorro de forma que
maximizan su utilidad familiar sujetos a una restriccién presupuestaria intertempo-
ral. Este tipo de comportamiento del consumidor es un elemento clave del modelo de
crecimiento econémico de Ramsey.

Las empresas alquilan trabajo a cambio de un salario, alquilan capital a cambio de
una tasa de alquiler y venden su producto a cambio de un precio. Al final las familias
y las empresas se encuentran en el mercado y los precios del capital del trabajo y del
producto son tales que los tres mercados se equilibran, este modelo de equilibrio general

se debe a Ramsey (1928).

vil



Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales y retratos

de fase

Hoy en dia es necesario tener conocimientos de ecuaciones diferenciales y sistemas
dindmicos para hacer una correcta interpretacidon de las variables que se encuentran en

la economia. El siguiente capitulo esta basado en [6].

1.1. Sistemas planos

1.1.1. Formas canonicas

Consideremos el sistema lineal de dos dimensiones de la forma

au. T+ al2y,

dy - ) (1.2)
— = ithiX+ W2y

donde los son constantes.

El sistema es lineal cuando los términos x,y,X e y son lineales. El sistema (1.1) se

puede escribir en forma matricial como

(1.2)



all ar
donde (X,y)TGH2y A =
1L ~2
Definicion 1.1. Toda solucion de (1.1) y (1.2), digamos, 0(;) = (x(t),y(t)), representa

una curva en el plano. Las curvas solucién son llamadas trayectorias u Orbitas.

Definicion 1.2. EIl retrato de fase es la grafica en el plano R2 mostrando como el

sistema (1.1) es determinado cuando X e y varian con respecto a t.

Definiciéon 1.3. El campo direccional o campo vectorial estan dados por los gradientes

~ 'y los vectores direccionales de las trayectorias en el plano de fase.

La pendiente de las trayectorias se puede determinar usando la regla de la cadena

dy_y
dx x

y la direccidon del campo vectorial es dado por ¢ eyen cada punto en el plano XY.

Definicion 1.4. El sistema lineal (1.2) es no simple si la matriz A es singular.

Clasificacion de los puntos extremos

El sistema (1.2) es simple si det(4) ~ G, y el origen es el Unico punto critico. Los

puntos criticos pueden ser clasificados dependiendo del tipo de autovalores de la matriz

A.

1. Autovalores reales distintos. Suponiendo que el sistema (1.2) puede ser dia-

gonalizado, obtenemos
T = XyX, y - \2.
Las soluciones de este sistema son x{t) = CxexIly y(t) = C2A2, donde C\'y C?2

son constantes. Luego las curvas solucion son dadas por JyJA = K\x¥a El tipo

de retrato de fase depende de los valores Ai y A2, esto es

m Si los autovalores son distintos, reales y positivos, entonces el punto critico

se denomina nodo inestable.



m Si los autovalores son distintos, reales y negativos, entonces el punto critico

se denomina nodo estable.

m Si un autovalor es positivo y el otro negativo, entonces el punto critico se

denomina punto silla.

Los posibles retratos de fase para estos sistemas canoénicos se muestran en la

Figura 11
|
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Figura 1.1: Retratos de fase, (a) nodo inestable; (b) nodo estable; (c) punto silla.

. Autovalores complejos (A = a+ ifi). Consideremos un sistema canénico de

la forma

X = ax + (3y, = -@x + ay. (1.3)

Transformando a coordenadas polares en el que X = reos Bey —r sen B tenemos:
rr = xx + vy,

Entonces el sistema (1.3) equivalente tiene la forma:

Luego el tipo de retrato de fase depende de los valores de a y

m Si a > 0, entonces el punto critico se denomina foco inestable.
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m Si a = Q el punto critico se denomina Oentro.

m Si a < 0, el punto critico se denomina focd estable.

m Si O> 0, entonces las trayectorias son espirales antihoraria« alrededor del
: rigen,

m Si 0 < O0,entonces las trayectorias son espirales horarias alrededor del origen.

Estos retratos de fase son mostrados en la Figura 1.2

Figura 1.2; Retratos de fase para sistemas con autovaliiiYScomplejns: (a)i'oco inestable;

(b) fococstable; (c)wntro,

3. Autovalores reales iguales. Suponieiidoque las matri<escaii6nicas son da la

forma

Entonces leis tipos de nitratos de fase esdeterminadocomo sigue:

m Si existe dos autoveetores linealmcnte independientes, entonéis <l punto
critico es llamado nodo singular.
m Siexiste un autoveetor linealmente independiinte,(ji puntocritico es llamado

nodo degenerado.

V(a la -dgura 1.3
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Figura 1.3: Retratos de fase para sistemas con autovalores iguales: (a) nodo singular

estable; (b) nodo degenerado inestable.
1.2. Retrato de fase de dos variables

En esta parte estudiaremos el analisis de retrato de fase de un sistema de ecuaciones
y nos centraremos en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con dos
variables, tal que:
w JI\,Yi (1.4)
y{) = gi{xy)
Debemos observar que la variable i no interviene en las funciones / y g como un

argumento separado (sistema auténomo)

1.2.1. Espacio de fase

Para la construccién de un retrato de fase se determina la direccion del movimiento
de las variables respecto al tiempo. Esta informacidn es lo que nos permite obtener las

inferencias cualitativas finales. Para graficar s6lo requerimos lo siguiente:



1. una linea de demarcaciéon (dy/dt —O0) que proporcione cualquier posible equilibrio

que separe el espacio de fase en dos regiones dy/dt > Oy dy/dt < Oy

2. una linea real sobre la cual pueda indicarse el incremento y el decremento de y

implicados por cualquier valor de dy/dt diferente de cero

1.2.2. Curvas de demarcacion

Dado el siguiente sistema autonomo de ecuaciones diferenciales

f(x.y)

g{x.y)

o
(1.5)

y

donde X' e y' son abreviaturas de las derivadas respecto al tiempo x'{t) e y'(t), las dos
curvas de demarcacion (denotadas por X' —0 e y' —O0) representan las graficas de las

dos ecuaciones

f(x,y) = 0 (curvax' —0) (1.6)

g(x,y) — 0O (curvay' —0) a.7)

Si conocemos la forma especifica de la funcion /, podemos despejar y de (1.6) en
términos de x y la soluciéon podemos graficarla en el plano XY como la curva x' —0.
Sin embargo, aun si no fuera asi, se usa la regla de la funcion implicita y evaluar la
pendiente de la curva x' —0 como

dy = df/dx = _fz

(1.8)
dx x'=0 df/dy fy

Siempre que conozcamos el signo de las derivadas parciales /xy fy (~ 0), disponemos
de (1.8) de una idea cualitativa de la pendiente de la curva x' —0. Por la misma razdn,

la pendiente de la curva y' —O0 puede inferirse a partir de la derivada
(1.9)
Como un ejemplo mas concreto, supongamos que
}Ix< o iy>0 gx>0 y gx<0 (1.10)
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Entonces, ambas curvas X' Oey' 0 tendran pendiente positiva. Si suponemos
ademas que
fx 9x . . . '
> (la curva x' = 0 tiene mayor pendiente que la curva y' = 0)
fy

entonces podemos encontrar una situacion tal como la que se muestra en la Figura 1.4.
Observe que las lineas de demarcacion posiblemente son curvas. Observe también que

ya no se requiere que coincidan con los ejes.

Figura 1.4

Definicién 1.5 (Equilibrio intertemporal). Contiene mercados a plazo para todas las

mercancias en todas las fechas. No existe mercado en ninguna fecha futura

Las dos curvas de demarcacidn, que se intersectan en el punto E, dividen al espacio
de fase en cuatro regiones diferentes, rotuladas de | a IV. El punto E, donde X e y
son estacionarios {% = y' = 0), representa el equilibrio intertemporal del sistema.
Sin embargo, para cualquier otro punto, ya sea X o0 y (0 ambos) estarian cambiando
respecto al tiempo, en direcciones determinadas por el signo de las derivadas respecto
al tiempo x' e y' para ese punto. En este ejemplo, tenemos x' > 0(x' < 0) a la izquierda
(derecha) de la curva x' = 0; de ahi el signo mas (menos) a la izquierda (derecha) de

esa curva. Estos signos se basan en el hecho de que
dx'

= fx<0 (por 1.4y (1.10))
dx



lo que implica que, a medida que nos movemos continuamente de izquierda a derecha
en el espacio de fase (a medida que x se incrementa), X' experimenta un decremento
uniforme, de modo que el signo de X' debe pasar por tres etapas, en el orden +,0,-. En
forma analoga, la derivada

dv'
=gy<0 (por 14y (1.10)

implica que, a medida que nos movemos continuamente de abajo hacia arriba (a medi-
da que y se incrementa), y' disminuye uniformemente, de modo que el signo de y' debe
pasar por tres etapas, en el orden +,0,-. Esto nos lleva a asignar el signo mas, debajo

de la curva y' = 0y el signo menos arriba de ésta en la Figura 1.4.

Basandose en estos signos, ahora puede dibujarse un conjunto de flechas direccio-
nales para indicar el movimiento intertemporal de X y de y. Para cualquier punto de
la region I, X' e y' son ambos negativos. Entonces X e y deben disminuir respecto al
tiempo, produciendo un movimiento hacia el oeste para x, y un movimiento hacia el sur
para y. Como lo indican las dos flechas de la region I, dado un punto inicial ubicado en
la region |, el movimiento intertemporal de ir en la direccidn general hacia el suroeste.
El opuesto exacto es verdad en la region 111, donde x' e y' son positivos, de modo que
ambas variables x ey deben incrementarse respecto al tiempo. En contraste, x' e y'
tienen signos diferentes en la region Il. Con X' positivo e y' negativo, X debe moverse
hacia el este e y hacia el sur. Y la region IV exhibe una tendencia exactamente opuesta

en la region Il.

1.2.3. Lineas de trayectoria

Para una mejor comprension de las implicaciones de las flechas direccionales, pode-
mos esbozar una serie de lineas de trayectoria en el retrato de fase, estas lineas sirven
para dibujar el movimiento dindmico del sistema desde cualquier punto inicial que
pueda concebirse. Algunas de estas se ilustran en la Figura 1.5, la cual reproduce las

curvas X' = 0 ey = 0 de la Figura 1.4. Dado que cada punto en el espacio de fase
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debe ubicarse en una u otra linea de trayectoria, ha de existir un namero infinito de
lineas de trayectoria, todas las cuales se conforman con los requerimientos direccionales
impuestos por las flechas xy de cada region. Sin embargo, para describir el caracter
cualitativo general del diagrama de fase, normalmente deben ser suficientes unas cuan-

tas lineas de trayectoria representativas.

En la Figura 1.5 pueden observarse varios aspectos acercas de las lineas de trayec-

toria:

1. Todas conducen hasta el punto E. Esto hace de E un equilibrio intertemporal
estable (aqui, globalmente estable). Posteriormente vamos a encontrar otros tipos

de configuraciones de lineas de trayectoria.

2. Mientras que algunas lineas de trayectoria nunca se aventuran mas alla de una
sola region (tal como lo que pasa por el punto A), otras pueden cruzar de una

region a otra (tales como las que pasan por B y C).

3. En los puntos de cruce de una linea de trayectoria, ésta debe tener ya sea una
pendiente infinita (al cruzar a la curva x' = 0) o una pendiente cero (al cruzar la

curvay' = 0). Esto se debe al hecho de que, alo largode lacurvax' = 0 {y' = 0),



x(y) es estacionaria respecto al tiempo, de modo que la linea de trayectoria no
debe tener ningin movimiento horizontal (vertical) al cruzar aquella curva. Para
asegurar que estos requerimientos de pendiente se cumplen consistentemente,
seria aconsejable, tan pronto como las curvas de demarcacidon se coloquen en su
lugar, afadir unas cuantas barras cortas verticales que crucen la curva x' = 0
y unas cuantas horizontales que crucen la curva y' = 0, como lincamientos para

dibujar las lineas de trayectorial.

4. Aunque las lineas de trayectoria sefialan en forma explicita la direccion de movi-
miento dex ey respecto al tiempo, no suministran informacion especifica respecto
a la velocidad y la aceleracion, ya que el retrato de fase no contempla un eje para
t (tiempo). Por supuesto que es por esta razén por la que las lineas de trayectoria
llevan el nombre alternativo de trayectorias de fase, en contraposicion a trayec-
torias de tiempo. La Unica observacion que podemos hacer acerca de la velocidad
es de naturaleza cualitativa: a medida que nos movemos a lo largo de la linea
de trayectoria cada vez mas cerca de la curva x' = 0 (y' = 0), la velocidad de
aproximacion en la direccion horizontal (vertical) debe disminuir en forma pro-
gresiva. Esto se debe al decremento uniforme del valor absoluto de la derivada

x' = dx/dt (y' = dyfdt) que se presenta a medida que nos movemos hacia la

linea de demarcacion sobre la cual x'(y") adopta valor cero.

1.2.4. Tipos de equilibrio

Dependiendo de la configuracién de las lineas de trayectoria que circundan a un
equilibrio intertemporal especifico, ese equilibrio debe situarse en una de cuatro cate-

gorias:

1. nodos,

lobservar que las barras que atraviesan la curva x' = 0 deben ser perpendiculares al eje X. En

forma similar, las barras que atraviesan la curva y' —O0 deben ser perpendiculares al eje Y
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2. puntos de silla,
3. focos y

4. vortices.

Figura 1.6:

Un nodo es un equilibrio tal que todas las lineas de trayectoria asociadas con éste fluyen
en forma no ciclica hacia él (nodo estable) o fluyen en forma no ciclica alejandose de él
(nodo inestable). Ya hemos encontrado un nodo estable en la Figura 1.5. En la Figura
1.6a se muestra un nodo inestable. Observe que en esta ilustracion especifica ocurre

gue las lineas de trayectoria nunca cruzan de una region a otra. También, las curvas
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X' = Oey' = Oson lineales y, de hecho, ellas mismas sirven como lineas de trayectoria.

Un punto silla es un equilibrio estable en algunas direcciones pero inestable en
otras. Con mas exactitud, en referencia a la ilustracion de la Figura 1.6b, un punto
de silla tiene exactamente un par de lineas de trayectoria, llamadas las ramas estables
del punto de silla, que fluyen de manera directa y consistente hacia el equilibrio y
exactamente un par de lineas de trayectoria, las ramas inestables, que fluyen de modo
directo y consistente alejandose de él. Todas las otras trayectorias apuntan inicialmente
hacia el punto de silla pero tarde o temprano se desvian de él. Como la estabilidad se
observa sélo en las ramas estables, que de hecho no son alcanzables, un punto de silla

se clasifica genéricamente como un equilibrio inestable.

El tercer tipo de equilibrio, el foco, se caracteriza por presentar trayectorias girato-
rias, las cuales fluyen en forma ciclica hacia él (foco estable) o fluyen en forma ciclica
alejandose de él (foco inestable). La Figura 1.6c ilustra el foco estable, con s6lo una
linea de trayectoria que se dibuja explicitamente. ;Qué causa la ocurrencia del mo-
vimiento giratorio? La respuesta radica en la manera en que se posicionan las curvas
x'= 0ey' = 0. En la Figura 1.6¢, las dos curvas de demarcacién presentan su pendien-
te de una manera tal que se turnan para bloguear la linea de trayectoria que fluye en
una direccidn prescrita por un conjunto particular de flechas xy. Como resultado, con
frecuencia la linea de trayectoria cruza de una regidn a otra, describiendo una espiral.
El que obtengamos un foco estable (como es el caso aqui) o uno inestable depende de
la colocacion relativa de las dos curvas de demarcacion. Pero en cualquiera de los dos
casos, la pendiente de la linea de trayectoria en los puntos de cruce debe ser ya sea

infinita (cuando cruza ai' = 0) o cero (cuando cruza ay' = 0).

Por altimo, podemos tener un uortace (o centro). Esto es nuevamente un equilibrio
con las lineas de trayectoria giratorias, pero ahora estas lineas de trayectoria forman

una familia de bucles (circulos concéntricos u évalos) que orbitan alrededor del equi-
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librio en un movimiento constante. Un ejemplo de esto esta dado en la Figura 1.6d,
donde nuevamente, sélo se muestra una linea de trayectoria individual. Puesto que este
tipo de equilibrio es inalcanzable a partir de cualquier posicion inicial alejada del punto

E, un voértice se clasifica automaticamente como un equilibrio inestable.

Todas las ilustraciones de la Figura 1.6 exhiben un equilibrio Unico. Sin embargo,
cuando no existe linealidad, las dos curvas de demarcacidn pueden intersecarse mas
de una vez, produciendo con ello equilibrios multiples. En ese caso, puede haber en
el mismo retrato de fase una combinacion de los tipos de equilibrio intertemporal
previamente citados. Aunque entonces habra méas de cuatro regiones con las cuales
se comparan, el principio subyacente del andlisis del retrato de fase va a permanecer

practicamente igual.
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Capitulo 2

Teoria de Control

La teoria de control juega un papel importante en temas macroeconémicos, el si-

guiente capitulo esta basado en [2], [3] v [4].

2.1. EIl Problema de Control Optimo en Tiempo
Continuo

Consideremos un sistema dinamico, formulado en tiempo continuo, en el intervalo
[¢o, 11], con punto inicial x0 n-dimensional, y que evoluciona en el tiempo. Dicha evolu-
cion depende del valor que se de a ciertas variables, llamadas variables de control, que
permiten influir en el sistema. Sea u(t) el vector m-dimensional de variables de control
en el instante t. Representamos por x(i), para cada t E [tO,ti], el vector n-dimensional
llamado vector de variables de estado, que nos indica la situacion del sistema en el

instante t.

Se llama ecuacion de estado al siguiente sistema de-ecuaciones diferenciales:

¢e) = 1(x(¢)n(e)e), tEIO 1

x(t0) -  x0,

14



donde x{t) = (Xi(t), ...,xn(i)) G ,u(t) = (ul(t),... ,um(t)) GR™,

/| : DC Xm™x m
M*, ML
(%, u, ) >
y/n &y
% ﬂ(gk existen y son continuas para todo i,k —1,..., n.j =1 ., m.

OXi ouj at

La ecuacion de estado también se puede expresar como:

Xi{t) = fi{xi{t),...,xn(0),ul(i),. . mft), t), i=1,....n, te [io,ii]

con  Xi(;o) N0N2(MN0)  Xooj eeejxn(to) —x"o*
Cuando no haya confusion suprimiremos la notacion (£). Asi x(t) se escribira sim-

plemente como X, u(t) como u.

Definicion 2.1. Definimos un control admisible, como aquella trayectoria de control
u(t), t G \to,t1], que es continua a trozos (lo que quiere decir que es continua en todos
los puntos, excepto, quiza en un numero finito de ellos y que los limites laterales en
aquellos puntos existen) y que, ademas, cumple la condicién de que u(t) GO () C R™,
para cada t G [tO,£1]. El conjunto 0(¢) representa restricciones fisicas al valor de las

variables de control en el tiempo t

Supondremos que el vector de variables de estado x(t) es una funcién de t, continua

en \tQt1], y con derivada continua a trozos, verificando que

x{t) = f(x(1),u(1),1),

en todos los puntos de continuidad de u.

15



Definicion 2.2. La funcional objetivo da una medida cuantitativa del comportamiento

del sistema en el tiempo. Se consideran funcionales del tipo:
J =™ FAx(t),u(t)yt™dt + S[x(ti)}

donde:

F ; D'c IR"XIR'1x R irs S; D"CRn R

(x,u,t) i—> F(x,u,t) X i—> S(x).

F y S poseen derivadas parciales de primer orden continuas. El primer sumando del
funcional J es una integral que depende de los valores que van tomando x(t) y u(t) a lo
largo del horizonte temporal y, por tanto, valora el comportamiento del sistema a través
del tiempo. El segundo sumando 5[x(ii)], valora el estado en que queda el sistema al

final del intervalo de tiempo que constituye el horizonte temporal del problema.

Definiciéon 2.3. Un control 6ptimo es definido como un control admisible que maximiza

el funcional objetivo.
El problema que nos ocupa es el siguiente:

Dado un sistema dindmico con condicién inicial x0, que evoluciona en el
tiempo de acuerdo con la ecuaciéon de estado x = f(x,u,t), se trata de
encontrar el vector de control que sea admisible y haga que el funcional

objetivo alcance el valor maximo, es decir:

/ /il
méxu(t) J = | F(x,u,t)dt + S[x(ti)],
to
sujeto a ; x = f(x,u,t),
con; x(i0) = %,
u(t) € D(i)
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También se puede expresar el problema anterior de la siguiente manera:

o)
U\(tr)?%m(t) JQ
sujeto a : 1 (0 = fi{xI(t),...,xn(t),ui(t),...,um(t),t),
£2(0 = /2(xi(0 »e.. ,a:n(i),wi(i), ==,«m (i),0,
¢n(e) = In(NI(T), o= £,(E), ni(¢), =.. ,'Um(i),0 >
con : X1(t0) = X i 0t X2{to) = XoQt ...tXn(t0) = Xnl
(ui(i), ===,um(£))’ G t(t).
Definicion 2.4. El control u*(L) — (ui(£),... ,um()) que resuelve el problema se llama
control 6ptimo y el vector x*(t) = (xi(i),. .. ,xn(t)), determinado por la ecuacion de

estado a partir de u*(t), se llama trayectoria de estado éptima o camino 6ptimo.

Veamos un ejemplo de formulaciéon de problemas de control éptimo en tiempo con-

tinuo.

Ejemplo 2.1 (Modelo neoclasico de crecimiento econdémico.). Se considera una eco-
nomia muy simplificada, en la cual la tasa de salida en el tiempo t, Y(t) depende de las

tasas de capital K(t) y de trabajo L{t) en el tiempo t. Sea por tanto en cada instante:

Y = F{K,L),

donde F es una funcién de producciéon homogénea de grado uno.

Sean y la produccién por trabajador y k el capital por trabajador. Se verifica que:

donde se ha tenido en cuenta que F es homogénea de grado uno.

La forma tipica de la funcién f sera la siguiente:
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Figura 2.1: Funcion de produccion per capita

con f'(k) > 0y f*{k) < O

Sean C(t), I(t) las tasas respectivas de consumo e inversiéon en t. Sea
Y(t) = C(t) + I(t).
La inversion se utiliza en incrementar el stock de capital o en reemplazar la maquinaria.

Llamando © a la tasa de depreciacion se tiene que:

dK

di + /iK

Sea

la tasa de consumo por trabajador.

Se verifica que:

y=f(k)=c+ I Ken

Utilizando que:

dK  dL
£ L— & LdK _ ~dg

dt L2 L dt L dt
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se obtiene:

dk i
f(k) - C+ — + yfc-f flk
ai 1j
Suponiendo que el trabajo crece de manera exponencial:

L = LOeXt,

su derivada con respecto al tiempo es L = AL, de donde, L A*

Queda:
riU

I(fe)- (A+ I*)fc- ¢

Se supone que se conoce fc(0) = KkO.

Tenemos, por tanto, un sistema dinamico con condicion inicial dada y que evolu-
ciona en el tiempo de acuerdo con una ecuacion diferencial conocida. Para completar
el problema de control 6ptimo necesitamos un funcional objetivo, que se introduce a

continuacion:

Introduzcamos una funcién de utilidad U = L’(c), que es una medida del valor
atribuido al consumo (por trabajador). Esta funcion U se supone que verifica las con-

diciones siguientes:
1. U{c) > 0 (a mayor consumo por trabajador, mayor utilidad).

2. U"'{c) < 0 (cuando més se consume, menor incremento de utilidad proporciona

un incremento dado en el consumo).

3. limc”0U'(c) = (si no se consume nada, la utilidad que proporciona una can-

tidad infinitamente pequefia de consumo es infinita).

4. limc_~ Ul!(c) = 0 (si se consume una cantidad infinitamente grande, un incre-

mento en el consumo no aumenta la utilidad).

19



Sea 5 la tasa de descuento, que da una medida de la preferencia de un consumo
anterior frente a un consumo posterior. Asi, si 5= 0, un consumo c en el presente se
valora igual que un consumo ¢ dentro de t unidades de tiempo. Para un S > 0 cual-
guiera, un consumo c en el presente se valora igual que un consumo eb5ic dentro de t
unidades de tiempo. Por tanto, a mayor 5 se exige mayor cantidad de consumo futuro

a cambio de consumo presente.

Fijado el horizonte temporal [0,T], el funcional objetivo sera
W= f e~-6lU(c)dt,
Ja

gue representa la utilidad descontada acumulada en el intervalo [0,T].

El problema, por tanto, es:

T

max” = 1r e 5tU(c)dt,

c(t)>0 Ja

sujeto a : Kk(t) = f(k) - (A+ jjk - c(i),
con : fc(0) = kO.

donde c(i) es la variable de control y k(t) es la variable de estado.

2.2. El Principio del M~imo de Pontryagin

El principio del méaximo da condiciones necesarias que debe cumplir el control
optimo del problema que estamos considerando.

Se trata, por tanto, de resolver el problema:

maxJ i F(x,u,t)dt + S[x(ti)],
U Jto
sujeto a X = f(x,u,t),
con x{t0) = x0,
ukE
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donde Xx E Mn,u E Utilizando notaciéon escalar:

h
max J — F(xI,...,xn,ul,...,umt)dt+S[xi(tl X, (11)],
UL"-'Um Jto
sujeto a ;= fi(xu ..., xnui,...,umyg), para i=1,...,n,
cOn 0. mm) M (”0) — ™M0>
también (ui,..., um)' E

Se define el Hamiltoniano asociado al problema anterior, de la siguiente forma:

H(x, u, X, t) = F(x, u, t) + ~  Aifi(x, u, t) = F(x, u, t) + Xf(x, u, t),
¢~

donde paracadaf E [¢0, 11], A(t) = (Ai(¢), A2(t),. .., An(f)) es un vector fila n-dimensional
gue se llama vector de variables adjuntas o variables de coestado. Por tanto, el Hamil-

toniano tiene dominio contenido en X X x H, y toma valores en Mn.

El siguiente teorema constituye el resultado fundamental de este capitulo y establece

condiciones necesarias de optimalidad para el problema que nos ocupa.

Teorema 2.1. [3, Cerda](Principio del maximo de Pontryagin) Sean: u*(t) la tra-
yectoria optima de control, continua a trozos, y x*(t) la trayectoria de estado 6pti-
ma asociada, definidas en el intervalo [0, ¢i]- Entonces existe una funcién vectorial
A*(f) = (Al(t),..., A*(f)) continua que posee derivadas primeras continuas a trozos, tal

gue para cada ¢ E [¢0, U] verifica:

1
XJV(6= dH(xE(t),u (_t)’\ (—Qt), para cada i = T n
oXi
en todos los puntos de continuidad de u*(t),
AN = - D],..., X)) = 9SX*Y1
con ) ok )] PR ) Qden

H[X*(t), u*(t), X*(t), f] > H[x*(t),U(t),X*(t),t], para todo u(t) E u(t).
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x* = fi(x*(¢), u*(¢), ¢), paracadai= 1,...,n,

en todos los puntos de continuidad de u*{t),

con : x!(i0) = x10,..., x*(iQ) =

3

Posteriormente se dara una demostracidon del teorema, para una determinada for-

mulacién del problema.

Observacion 2.1. Si se trata de minimizar el funcional objetivo, el teorema es analogo,

con la excepcidon de que cambia el sentido de la desigualdad de la dltima expresion.

A continuacion se presentan dos ejemplos en los que se aplica el principio del maximo

de Pontryagin.

Ejemplo 2.2.

sujeto a ;X = X+ U,
con ox() = 2.

Solucién. El Hamiltoniano sera en este caso:
Hx, uA i) = ux —Vv} —x2+ \{X+ u.

Aplicando el principio del méximo,

2. Hay que resolver

maxf/(x, u, A t) = ux —u2—x2+ A(x + u)
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Aplicamos las condiciones de optimalidad para este problema:

d H n n , X+ A
= = X — =+ = o

du ’

gue corresponde a un maximo.

Xx=x+u} con x(l) = 2.

Sustituyendo el valor de u obtenido en 2. en las condiciones 1.y 3., queda que A

y X tienen que verificar:

A = —x—-\+2x—A con A(5) =0,
21 21
X = X+ -x+-A, con x(l) =2
Es decir:
a) A= - "A, con A(B) = 0.
Z Z
3 1
b) x=-x +-A, con x(l) =2
Despejando A en b), se obtiene:
A= 2x —3x.

Derivando en los dos miembros con respecto a t, se obtiene:
A= 2x —3X.

Sustituyendo en a) queda:

2x- 3X= -3x - 3-)(2x—3x) = §x - 3x+%x,
z z 1 2

de donde

X —3x=0
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gue es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden, homogénea, con coefi-

cientes constantes. Aplicando el método de solucién de dicha ecuacion diferencial

se obtiene:

x*(t) = Ae™ + Ben

Derivando los dos miembros con respecto a i, se tiene que:

por lo que, sustituyendo en la expresion de A, queda:

A*(i)=s 2A~eA~t- 2B~3e~vt- 3Ae~t-3Be~vAt
= (27-3) Aenr- (20 + 3)Be~~1

Las constantes A y B se obtienen utilizando las condiciones:
x*(1) = 2, y A*(5) = 0.
El control 6ptimo es:

(<) = 5IM() + A(0)]
(\"- 1) Ae"A- (~ + 1) Be~'jAt.

Ejemplo 2.3.
ft 1
maxJ = | - u2i/+ 3jq(l) +
« Jo 2
sujetoa : X\ —u,
+2= Xl
con : x1(0) =1 x2(0) = 0.

Solucién. Se tiene que
F(x1,x2,u,t)- -u2

S[xi,x2A\ = 3x1+ x2.
En este caso hay dos variables de estado y X2, y una variable de control u. La ecua-

cion de estado, consta de un sistema de dos ecuaciones diferenciales, por lo que hay
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que introducir dos variables adjuntas, Ai y A2.

El Hamiltoniano sera en este caso:
fi{ti, Ail Ai, i) = j 4* Aju -b AL
Aplicamos el principio del maximo:
1 Sea

i dn X, X 55 _
x'"=S 7r con All)= &an=3

AZ: ™M , con Azm:_a.S: 1—
QX2 oV;

Ai — —A, con AiQQ) = 3
A2 = 0 con A2(1) = 1,
Resolviendo dicho sistema, se obtiene que:
Aj¢) = —t+ 4, para 0<t<lI,

A2() = 1, para 0< t< 1.

min HOCV Xo, u, ANAN, )

dH
du =1 0 — 'u+ A uX(t) = —-Aj(t) =t—4, para O0<t< 1
d2H 1 0
= >
~du2 ’

luego se trata efectivamente de un minimo.

3. Ahora, calculamos las trayectorias de estado 6ptimas, con la ecuacion de estado.
X\N=u"=t—4, con £40) =1
de donde se deduce que
x\(t) - = 41+ 1 para O0<t< ]
i2

xX\(t) = = ——4i+l, con ”~2(0)=0.
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de donde se deduce que

3
x~fy= £ 22+t para O0<i< L

2.3. Demostracion del Principio del Maximo

Se considera el siguiente problema de control éptimo:

maxJ = i F(x(t),u(t),t)dt + S[x(ti)],
“ dio
sujeto a :  x —f[x(t),u(t), ¢,
con; x(¢0) —Xo,

en donde para hacer mas simple la deduccién que sigue se considera que la variable
de control U no esta sujeta a restricciones conjuntistas, por lo que u(t) E Q(t) —
ffi, y tanto la variable de estado como la variable de control son escalares (es decir,
unidimensionales). Para esta formulacion del problema de control 6ptimo vamos a
deducir a continuacion las condiciones necesarias de optimalidad que nos proporciona
el principio del maximo de Pontryagin.

El Hamiltoniano asociado al problema es:
H(x, u, A t) —F(x, u, t) + A(i)/(x, u, t)
Por verificarse que
x = f(x,u,t)

sera

f(x,u,t)- x =0,

de donde : .
ni

AG) [1(X, u, t) —x]dt = 0,

para cualquier funcién A(i) continua, con derivada continua a trozos.
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Sumando el valor de esta integral al funcional objetivo, se obtiene que:

/=i
J = | {F(x,u,t) + X(t)[f(x,u,t)~ x]}dt + S[x(ti)]
Jo
rti rh
H(x,u,X,t)dt— |  X(t)xdt + S[x(ti)].
jto Jto

Resolvemos por partes la integral

X{t)xdt —X{t)x{t) \OQ— j xX(t)dt — X(ti)x(ti) —A(i0)xo _ jln xX(t)dt.
0 '

/t to

Queda
J= 1 [H(x,u, X,t) + xX(t)]dt —X(ti)x (ii) + A(c0)x0 + .S[x(ii)].
Jto
para cualquier trayectoria de control u(;), con trayectoria de estado asociada x(t). Ve-

rificando, por tanto, que x = f(x,u,t), con x(t0) = xO.

Sea u*(t) la trayectoria de control 6ptimo. Se perturba ahora dicha trayectoria con

una funcién a(t) continua a trozos, arbitraria. Sea:
ue(¢) = u*() +£a(i), para cada t£ [i0ii], =

siendo a(t) fijay e un parametro. Es claro que uO(t) = u*(t), para cada t £ [i0, L].

Sea x*(;) la trayectoria de estado 6ptima asociada al control u*(t). Sea x(t,e) la
trayectoria de estado asociada al control ue(t). Se supone que x(t,e) es una funcion
continua, con derivada parcial con respecto a e continua. Es claro que x(i,0) = x*(;),

para cada t £ [0, ti]e

Si se toman como dados u*(t) y a(¢), entonces el valor del funcional objetivo aso-

ciado a U£(t) y x(t,e) depende exclusivamente de e y su valor es:

Je) = 1 H(x(t,e),u*(t)+ ea(t),X(t),t) + x(t,e)X(t) dt
10

—X(ti)x(ti,e) + Aoy + 5[x(ti ).
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Como u*(t) es el control 6ptimo y x*(t) es la trayectoria 6ptima de estado, J(e) al-
canzard el maximo valor e = 0, por lo que se cumplird la condicion necesaria de

optimalidad: J'(0) = O.

Derivando J(e), con respecto a e se obtiene:

rh "qH dx dH dx m

= 511(i>"e)l
Ne = . ai a1 ai () + ge TN

dH dH
donde’(\g‘; y e estan definidos en (x(t,e),u*(t) + ea(t), A(i), i).

En particular, en e —0, e igualando a cero, queda:

¢r(IE Q)

m -r [(~+A) I + o

donde,
dH* dH(x*, u*x, A t) dH*  dH(x*, u*, A t)
dx dx du du

Como el impacto exacto que produce en la variable de estado una modificacién de la
: _dx o : :
variable de control, es decir G es dificil de determinar, se selecciona X(t) de manera

gue no haya necesidad de calcularlo, por lo que A*(;) se toma de manera que verifique:
A(i) = - -, «m A
con lo que queda:

Jto du
que tiene que ser cierto para cualquier Uncién a(t) continua a trozos. En particular,

tomando:
dH(x*, u*, A* t)
du

'dH * * * v
(x*,u*\*, t) dt=o0
‘! du
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de donde se deduce que:

dH{x\-a*,\*,L . L

{ ) —0, Vi 6 [ioini]
du

Por lo tanto hemos deducido que existe una funcién A*(t) continua con derivada

continua a trozos, tal que para cada i G [¢0, ¢i] se verifica que :

a*(i) =

dx

en todos los puntos de continuidad de u*(t),

48{x’(h)}

con A'(ii) = dx

dH(x*(t),u*{t),\*(1),t)
du

que es una condicion necesaria para que H(x*,u*,X* t) > H(x*,u,\*t), para

todo u E M.

x*(t) = f{x*(t),u*(t),1),
en todos los puntos de continuidad de u*(t), con £*(;0) = "o-

Por lo tanto, se han obtenido las condiciones que constituyen el principio del maximo

de Pontryagin.
L]

2.4. Condiciones Suficientes

El principio del maximo de Pontryagin proporciona condiciones necesarias de op-
timalidad. Ahora veamos las condiciones suficientes, cuyo cumplimiento garantiza que
las condiciones necesarias que proporciona el principio del maximo son también su-

ficientes de optimalidad global. Como es habitual en teoria de la optimizacion, estas
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condiciones suficientes requeriran algun tipo de concavidad de las funciones que definen

el problema (para el caso de maximizar, convexidad si se trata de minimizar).

A continuacién, como es habitual en teoria de control, vamos a estudiar dos tipos de
condiciones suficientes: las de Mangasarian y las de Arrow. Las condiciones suficientes
gue se obtienen en el teorema de Arrow son mas generales, aunque tienen el conveniente

de de que es mas dificil comprobar si se cumplen.

2.4.1. Condiciones suficientes de Mangasarian

Se considera el siguiente problema de control éptimo:

fh
méaxJ F(x,u,t)dt + S[x(ti)],
“M Jto
sujetoa : x = f(x,u,t),
con : X(¢,0) = xo,

que corresponde al problema basico de control 6ptimo, con Q(t)= R.m, para todo
t £ [foi ¢i]-
Supongamos que x*(t), u*(t), X*(t) verifican las condiciones necesarias de optima-

lidad que proporciona el principio maximo. Es decir, se verifica que:
1L X ~-VxXxF{xX\ ¢©* con A(it)- V,S[x (,)j,
2. VuF(x*,u*t) + X*Vuf(x\u*,t) = 0,
3. x* = f(x*,u*,i), con x*(t0)=x0,

donde se ha utilizado la siguiente notacion:

dF dF\ (df df
. ;o VxF =
dxi- - . dxn) ~oodxnd
VLE = dF_ dFX Cf (d-f df
dui - dun) \dul" .. dum

que en las condiciones 1) y 2) anteriores, estan particularizadas en (x*,u*,t), y

VXA — §8X\
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que en 1) esta particularizada en x*(ti).

A continuacién se enuncia y demuestra el teorema que asegura que si se verifican

ciertas condiciones adicionales, u*(t) es el control 6ptimo del problema.

Teorema 2.2. [3, Cerdd](Mangasarian) Sean u*(t), x*(t), A*(;) los resultados que se
obtienen al aplicar el principio del maximo de Pontryagin, 6 [tO,ti], al problema de

control éptimo.

Si se verifica que:

a) F y/ son concavas en X, u para cada t 6 [0, ¢i],
b) Ses cbéncava en x,

c) A*(i) > 0, para cada t .6 \t$t\],

si f(x,u,t) es no lineal en X, u, entonces:

u* es el control 6ptimo del problema, con x* trayectoria de estado 6ptima y A*, trayec-
toria 6ptima de las variables adjuntas.

Prueba. Al plantear el problema béasico de control 6ptimo en tiempo continuo se ha
partido de que las funciones F, f y S poseen derivadas parciales primeras continuas.
Aplicando una importante caracterizacion de las funciones cdncavas diferenciables, se

verificara que, para cada i 6 [0, 11]:

F(x*,u*t) —F(x,u,t) > VxF(x*,u*t)(x* —x)+ VUuF(x*,u*t)(u* —u),
f(x*,u*,t)~ f(x,u,t) > Vxf(x*,u*t)(x* -x) + Vuf(x*,u*t)(u* -u),
S[x*(t!)]-S[x{t)] > Vx5[x*(IN][x*(i1)-x (iI)].
Sea u(t) cualquier control admisible, es decir, cualquier Uncién de [fO, 11] en que
sea continua a trozos, y sea x(t) la trayectoria de estado asociada, es decir, que verifica
que

x(t) = f(x,u,t), con x(t0) = xQ
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Veamos que:
ti ti
I F(x*u*t)dt +S[x*(ti)] > | F(x,u,t)dt +S[x(ti)],
'to Mo

con lo que quedara demostrado el teorema.

Aplicando las caracterizaciones de funciones concavas diferenciadles, e integrando,

se obtiene que:

fith
J*-J = [F(x*,u*£) - F(x,u,t)]dt + S[x*(ti)} - S[x(ti)]
1)
> [VXF(x*,u*,¢)(x* - X) +V uF(x*,u*,)(u* - u)ldt
0

+V XS TX*(ID][x*(ii) - x(ti)].

Aplicando las condiciones 1) y 2) del principio del méximo, la expresion del lado derecho

de la desigugldad anterior es igual a

\i@ l*-- a*v " - X) + [~a*vu N («* ~u)ldt
+A* (o) [x*(oi) —x(ti)]

Resolviendo, por partes, la integral siguiente:
fti fti
i 1KRX{x* - x)dt APREN)- x{)} Web- 1 IX*(t)(x* - x)dt
Jn P JO o

A*(T)[x*(fi)-x(fi)]- 1 X*)[f(x*,u*t) - f(x,u,t)]dt,
Jn

y sustituyendo, queda finalmente que:

-ti
J*- J = r A*(i) [f(xX\u\1i) - /(x, u,i) - V,/(x*, u\ ¢ )(x* - x)
Jto

-V uf{x*,u*, t){u* - «)] dt

Analicemos el integrando de esta expresidon. Se pueden dar dos posibilidades:
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1 Que f sea no lineal en X, u. En ese caso, por hipotesis es A*(i) > 0, y la expresion
del integrando entre corchetes es también > 0, por la propiedad de concavidad
de /. Asi que el integrando es mayor o igual que cero, para todo t, por lo que la

integral es mayor o igual que cero. Por tanto J* —J > 0.

2. Que f sea lineal en X, u. Sean:

f(x,u,t)

ax + bu+ g(t),
f(x*,u*,t) = ax* + bu*+ g(t).

Entonces

por lo que:

En este caso A*(i) puede tomar cualquier valor positivo, negativo o nulo, y la
integral es cero. Por tanto, también en este caso, J* —J > 0, y el teorema queda

demostrado.
]

A continuacion vamos a estudiar las condiciones suficientes de Mangasarian, para
los ejemplos vistos como aplicacion del principio del maximo en que la variable de

control no esta sujeta a restricciones.

Eje
méxJ
u
sujeto a ;X = X+ u,
con Dox() = 2.

Solucion. Veamos si se cumplen las hipétesis del Teorema 2.2:

F(x,u,t) = ux — U2—X2
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Su matriz hessiana con respecto a x, u es la siguiente:

Aplicando el criterio de los menores principales, se obtiene que dicha matriz es definida

negativa, por lo que se puede asegurar que F es concava en X, U.
u —X™MU
es lineal en X, u, por lo que también es concava. Por otra parte, al ser / lineal en X, u,

no hace falta exigir que A* sea mayor o igual que cero.

Por lo tanto, se cumple la condicion suficiente, y los resultados obtenidos al aplicar

el principio del maximo son los éptimos.

Ejemplo 2.5.
maxJ = t -u2dt+ 3®i(lii+
w Jo *
sujeto a i XN\ —u,
X =
con o xi(0) =1, x2(0)= 0.

Solucién. En este caso:

F(XUIBW., 1) = “ B

Su matriz hessiana, con respecto a Xi, X2 es:

/o o o\
0 0O

00V
gue es semidefinida positiva, por lo que se puede asegurar que F es funcién convexa en
Si> x2( u.

u
f(x1,x2,u t) = —
A'i. o (>
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es lineal en xi, X2, u luego es convexa en x1, X2, u. Ademas, no hay que exigir que \*(t)

sea mayor o igual que cero.

Por ultimo:

S(xi, X)) = 3Tx+

es lineal en x1, X2, luego es convexa.

Se cumplen las hipoétesis del teorema y, por lo tanto, la condicién suficiente.

2.4.2. Condiciones Suficientes de Arrow

Se considera el problema basico de control dptimo:

maxJ= i F(x,u,t)dt+ S[x(t1)],
u(b Jto
sujetoa : x = f(x, U, ),
con : Xx(t0) = xq,

El Hamiltoniano es:
H(x, u,X,t) = F(x, u, t) + Xf(x, u, t).

Antes de enunciar el Teorema de Arrow, sobre condiciones suficiente de optimalidad

para el problema de control, se necesita una definicidbn y una proposicion previas.

Definicion 2.5. Se define una funcién, llamada Hamiltoniano derivado, de la siguiente

forma:

n° : IET xIR it X [i0,i]] H
N\t 1-> H°(x,\,t) = max H(x,u,\,t
(. \) (6\D = maeHOGU N
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Supongamos que al resolver el problema:

max H(x, u,X, i)

ueQ(i)

se obtiene una funcion:
= u’(x, Al
Entonces, sera

H°(x,X,t) = H(x,u®,A,i)
La siguiente proposicidn se utilizara posteriormente en la demostracidon del teorema.
Proposicidon 2.1. [3, Cerd4] Si u° es diferenciable, se verifica que:
VXH(x, X t) = VxH(x, u°,A i), para todou G
Prueba. Como se ha visto anteriormente,
He°(x,X,i) = H(x,u°,X,t)

pero u°® es una funcién que depende de (X, A i).

Se verificara que, paracadai= 1,2,..., n,

gue en notacion vectorial queda:

en donde VX representa gradiente, con respecto a las variables x, Vu gradiente con
respecto a u y Jx, matriz jacobiana con respecto ax.
Veamos que se verifica que:
VuH(x,u®, X DJxu® = 0, W
En efecto, distinguimos dos casos:
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1. El programa:
m@( H(x, ii,A, ¢), no estd sujeto a restricciones
alcanza el 6ptimo en el conjunto En tal caso, se cumple que:
VA(*,ve¥ ) =0,

por lo tanto,

2. El programa

m@x H(x, u, A t),

alcanza el 6ptimo en un punto que no pertenece al conjunto fi(i). En ese caso,
Jxu® —0, ya que cambiando x no se modifica el valor dptimo de u. Por tanto, la

proposicion queda demostrada.

Observacion 2.2. La proposicién anterior se ha enunciado y demostrado, suponiendo
gue u° es diferenciable. Imponiendo ciertas condiciones al conjunto fi(i), el resultado

se sigue verificando para funciones no diferenciables.

A continuacién se enuncia y demuestra el teorema que asegura que, si se verifican

ciertas condiciones adicionales, u*(t) es el control 6ptimo del problema.
Teorema 2.3. [3, Cerdaj(Arrow) Sean u*(t), x*(t), A*(i) los resultados que se obtienen

al aplicar el principio del maximo de Pontryagin, Vi £ [;0, 11].

Si la funcion H°(x, A*, i) es céncava en X, para cada i £ [iq, 11 y S(x) es céncava en
X, entonces u* es el control 6ptimo del problema, con x* trayectoria de estado 6ptima

y A* trayectoria 6ptima de las variables adjuntas.
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Prueba. Sea u(t) cualquier control admisible, y sea x(t) la trayectoria de estado

asociada, es decir, verificando que
x(t) = f(x, u, t), con x(tQ —xO0
Veamos que
Jin

i F(x*u*,t)dt + S[x*{th] > i F(x,u,t)dt + S[x(t1)},
Jy

con lo que quedara demostrado el teorema.

Por definicion del Hamiltoniano derivado, se tiene que para cada t 6 [tO,t]
H{x,u,X*,t)< H°{x,\*,t)
Por ser H° cbéncava en r, se verifica que:
He(x, A*, t) < HU(X\\\t) + VXH°{X\\*,t){x - x*)

Pero se tiene que:

He (x* A%, 1) = H{x* ,u*X* i)

y también por la Proposicion 2.1:

V xH® (x*,X* 1)

V XH(x*,u*, X*,t)
Queda que:
H(x, u, X* i)< H{x*, u*,X* i) + VxH{x*,u*, A* t){x - x*).

Por definicion de H y utilizando la condiciéon 1. del principio del maximo, la desigualdad

anterior se puede expresar como:
F{x,u,t) +X*f(x,u,t) < F{x*u*t) + X*f{x*,u*,t)+ [-A*] {x-x*)t
de donde se deduce que:
F{x*,u*,t)~ F(x,u,t) >X*(x- x*) + X*(x- ¢*), Vie [tO,t]
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Integrando ambos miembros de la desigualdad, desde tO a t1, se obtiene:

£F (x’,u,t)dt- £EF(x,u,t)dt > A*[(x(i,) -

= A*(iD [X(tD - THAL] - A*(i0) [x(c0) - 1*(i0)]

- VXS[X*(ED][X(Ti)-X* (t1)],

ya que X(£0) = £*(;0) = rOy A*(Ei) = VXS [x*(ti)]. Por tanto, se tiene que:
i F(x*u*t)dt— f F(x,u,t)dt—VxS[x*(ti)] [x(Ex) —x*~)] > 0
Jlq &b

Por otra parte, por ser 5[ (ii)] funcién céncava, se tiene que:
~EEEEe N N
Sumando las ecuaciones (2.1) y (2.2) se tiene que:

i F(x*u*t)dL + S[x*(Li) ] >[ F(x,u,t)dt + S[x(t1)]
Jto *t

2.1)

(2.2)

Con lo que u*(t) es el control 6ptimo, siendo x*(t) y A*(i) los valores 6ptimos pa-

ra las variables de estado y variables adjuntas, respectivamente, y el teorema queda

demostrado.

O

Observacion 2.3. Si se trata de minimizar el funcional objetivo, el teorema es andalogo,

con la excepcién de que HO(x, A* t) debe ser convexa en X, paracadat G [¢0, iipy S(X)

debe ser convexa en X. En ese caso,

Ho(x,\*,1) = ané&) (X, u,\*,t)

A continuacion se ilustran las condiciones suficientes de Arrow con algunos de los

ejemplos vistos en este capitulo, como aplicacidon del principio del maximo.

Ejemplo 2.6.
maxuJ : (ux —u2 —x2)dt,
sujetoa I X = X+ U,
con : x(I) = 2.
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Prueba. En este caso, el Hamiltoniano es:

H(X, u,X, t) = ux —u2—x2+ X(X + u)
Se resuelve el programa:

mﬁj;txH(x, u,X, t)

obteniendo que

por lo que:

He (X, X,t) — ~M(x+ X)x —-(X + A)2— x2+ Xx+ -A(x+ A)
= 2334+ ¥4 -x3
H° = -j4x 2+ -2X*x + AX*Z: <RX).

Veamos que 0(x) es funcién cdncava, para ello calculemos su derivada segunda
$(x) — --X+-A*,

On(z) - _4 < ©°.
luego es funcién concava.

Por lo tanto, se cumple la condicion suficiente de Arrow.
Ejemplo 2.7.

maéx, J jJ_ uzdt + 3jq(l) z~(Dt
3

sujetoa 1 ¢j. “ u,
X, = £1,
con : xi(0)= 1, £2(0)= 0.

Prueba. El Hamiltoniano sera en este caso

|
11(uq.£3, 6, Aj, Aj./) = — 4-AlU+ AMag

por lo que
@i, x, 4,4, 1) =-u2+ Atts-Xeaq

40



Se resuelve el programa:
n’liJQIH (xi,x2,u,AA,A2,t),
obteniendo que:
u=-\*v
Por tanto:
i2,a = a2+ a;x, = -N a2+ a*,.

Pero, en el Ejemplo 2.3, al aplicar el principio del méximo se habia obtenido que:
A*(¢) = — + 4, y A~Ni) = 1,paratodo t G [0, 1].

Por lo tanto,

He(xi, X2, Aj, A;, t) = x1- ~4 —1)2,

gue es funcién convexa en Xi, x2 para cada t E [0, 1], por lo que se cumple la condicién

suficiente de Arrow.

2.5. Hamiltoniano de Valor Presente

En muchos problemas de control 6ptimo que se estudian, aparecen en el objetivo
un factor de descuento e~5t, que a veces complica las operaciones encaminadas a la
obtencidn de la solucién 6ptima. Para facilitar el estudio de estos problemas, se utiliza
en ocasiones otro Hamiltoniano, llamado Hamiltoniano de Valor Presente, que se in-

troduce en esta seccion.

Consideremos el siguiente problema:

maxJ = i G(x,u,t)est,
JO
sujeto a : X= f(x,u,t)
con 7 x(0) = x0

u(t) e u(t)
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Apliquemos el principio del maximo, como lo hemos hecho hasta ahora. EI Hamil-

toniano sera:

H(x, u, A t) = G(x, u, t)e& + A/(x, u, t)

Las condiciones del principio del méaximo son:

1.
* dH dG 51 idf n
X=-a¢ =-d¢e "V ? con A(T) =0
2.
maxH,
3

x = f(x,u,t) con x(0) = Xa.

Ademas, si fuera T libre, habria que afadir {H)t=T = 0.

Definicidon 2.6. Se define el Hamiltoniano de Valor Presente, representado por
la siguiente forma:

N = HeS = G(x, u, A t) + \ebtf(x, u, t)

Sea m(t) = \(t)eSt Serd A(;) = e~Sm(t), por lo tanto

-jt.

Sea:

fy(x,u,m,t) = G(x,u,t) + m(t)f(x,u,t).

de

Vamos a reformular el principio del maximo, utilizando el Hamiltoniano de Valor

Presente N y la variable asociada m.

En la condicién 1., expresada anteriormente, se sustituye Ay Aen términos de my

m, obteniéndose:

dx 8x'
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gue es equivalente a:

-,

ux

B e gdith= VGe « —e—‘l'mg'—/,
dx
y pueden expresar como:
n= —8fty dm

La condicién de transversalidad A(T) = 0 esequivalente a e Sm(T) — 0, y como

e-¢7 ™ 0, se puede expresar como:
m(T) = 0.
La condicién 2.:
max/P,

se puede expresar como maxe d&tfi.

Por altimo, la condicién
("W =o
se puede expresar como: e~sr (™)t=T = 0, pero como e~6T ™ 0, resulta qu es equiva-

lente a
Por lo tanto, se ha obtenido una formulacién alternativa del principio del maximo, para

el problema considerado en esta seccién.

Se parte del Hamiltoniano de Valor Presente, que se define como:
fi(x, u,m, ¢) = G(x, u, ¢) + mf(x, u, b.

Las condiciones del principio del méaximo son:
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m= —""+6m, con m(T) =0,
0X

max”

x = f(x,u,t), con x(0)=x0.

Ademas, si T fuera libre, habria que afadir (1))i=r = 0.

Ejemplo 2.8. Resolver el siguiente problema, utilizando el Hamiltoniano de Valor

Presente:
maxJ = i e~006 [(x —1)2+ u2]dt,
1 Jo
sujetoa I x = 2x —3u,
con : x(0) =5

Solucién. El Hamiltoniano de valor presente es:
Nx,u,m,t) = (X - 1)2+ u2+ m(2x - 3u)

Aplicamos las condiciones del principio del maximo para el Hamiltoniano de valor

presente:

Si
m T Tox hSm ——2(x —1) —2m + 0,05m, (2.3)

con m(2) = 0.
2. Hay que resolver el siguiente problema matematico:

{V

por lo que se tiene que verificar:



Ademas, como
d2>s

= 2> 0,
du2

se cumple la condicién suficiente de minimo para el problema matemético a re-

solver.

X —2x= 3u, con x(0) =5
Sustituyendo u por el valor obtenido al aplicar la condicion 2., queda:
. 9
X —2X = — m,
2

o lo que es lo mismo:
2. 4

_ _gr 4 ge (2.4)

3
|

de donde:

: 2.. 4.
m= —X + -X.
9 9

Sustituyendo estas expresiones param y m en 2.3, queda:

2 4 / 2 4
=X+ -X = 22X +2- 195 (-g¢ t ogx ) -

es decir:

x- 0,05x- 1290x = -9,

cuya solucion es:

x(t) = Ae36X + Be-3%6 + 0,70.

Imponiendo la condicién inicial, se obtiene:
5=x(0) = A+ B+ 070" B=430- A,

por lo que:

X(t) = Ae3€li + (4,30 - A)e-3,56i + 0,70.
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Sustituyendo en (2.4), se llega a que:

m(t) = 0,36Ae36l, + (5,13 - 1,24A)e"35%t + 0,31.

Imponiendo la condicién final para m(t), queda:

0= m(2) = 0,36Ae72+ (5,13 - 1,24A)e~712+ 0,31.

de donde se deduce que:

A = -0,06.

Por lo tanto:

m*(t) = 0,02e38° + 5,206"356t+0,31
x*(t) = —0,06e36" + 4,36e-3%6t + 0,70
-u*¢) = 0,03e36* + 7,80e"3%i + 0,47, para 0< i< 2

Se comprueba de manera' sencilla, que se verifica las condiciones suficientes de Man-
gasarian, por lo que la solucién obtenida al aplicar el principio del maximo es minimo

global.

2.6. Horizonte temporal infinito

Veamos problemas en los que el instante final (i no es finito. Consideremos el

siguiente problema

maxJ = F(x,u,t),

sujeto a x = f(x,u,t)
con x(0) = x0
u(t) 6 Q)

En teoria del crecimiento econdmico es habitual considerar esta formulacion. Ello es
debido a que, en caso de suponer horizonte finito, habria que imponer una condicidn
final para el stock de capital, y ésta en general no se conoce. Ademas el proceso de

acumulacion de capital sigue de manera natural en el tiempo, y no existe un instante
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en el que termine. EIl estudio de problemas con horizonte temporal infinito, permite la
utilizacidn de ciertos instrumentos matematicos que no son validos para el caso finito.
A continuacion se va a desarrollar las condiciones de primer y segundo orden necesarias
para resolver el problema anterior. Luego usaremos la técnica del diagrama de fase para

obtener una solucion cualitativa al problema con horizonte temporal infinito.

2.6.1. Condiciones de primer y segundo orden

Las condiciones del principio del maximo se siguen cumpliendo para el horizon-
te temporal infinito a excepcion de la condicion de transversalidad, la cual debe ser

modificada. En el problema con horizonte temporal infinito se debe cumplir:
Im \HJt=T&T —X(T)Axt = 0

Como el horizonte temporal T tiende a infinito, la diferencia AT es distinta de cero,

por lo que necesariamente debe cumplirse
Im H = 0.

Si la variable de estado se encuentra libre, entonces Ax? es distinto de cero y, por lo

tanto, adicionalmente debe satisfacerse la condicién:
IJ|'m A@) = 0.

Por el contrario, si el valor terminal de la variable de estado se encuentra determinado,

en lugar de la condicién anterior, basta con emplear una meta asintética:
Iim x(t) = x»,

donde X es una constante que pertenece a los nimeros reales.

A continuacion desarrollaremos un ejemplo, empleando los conceptos vistos.
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Ejemplo 2.9. Halle las trayectorias A*(f) que resuelvan el problema

{e]o)

. f u2 V.
maxv = J e3— +yu- ~%dt,
sujetoa : X=u

con | x(0)= 1.
La funcion Hamiltoniana del problema es el siguiente

u2

H=e3(

X2
+ Xu 2)+><u.

La primera condicién del principio del maximo establece que el Hamiltonianao debe
ser maximizado con respecto a la variable de control. Como nos encontramos ante una

funcion no lineal, se plantean las condiciones clasicas de optimizacion
dH :

d2H a1
du2 —°

simplificando la condicién de primer orden obtenemos la siguiente relacion:
A= e~3,(u —ar). (2.5)

Por otra parte, las ecuaciones de movimiento de las variables de estado y coestado son

las siguientes:

X (2.6)

al reemplazar la Ecuacion (2.5) en la ecuacion de movimiento de la variable de coestado,

llegamos a la siguiente ecuacién diferencial
A+A=0

Cuya solucion es

AX() — Ilic (2.7)
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donde Hx es una constante desconocida por el momento. Para hallar la trayectoria de
la variable de estado reemplazamos las ecuaciones (2.7) y (2.6) en la ecuacion (2.5),

con lo cual obtenemos la ecuacién diferencial

2

X' —X = Hxe
gue presenta la siguiente solucién
24 (2.8)

donde H2 constituye una nueva constante. A partir de la Ecuacién (2.8) y la ecuacién

de movimiento (2.6), obtenemos la senda 6ptima de la variable de control
* . el
{O) - lizel + 211ifi

Para obtener el valor de las constantes H\ y H2, en primer lugar, necesitamos la con-

dicién inicial x(0) = 1, con lo cual

VO = h2+ ni=i.

Ademas necesitamos contar con las condiciones de transversalidad para el caso de

horizonte temporal infinito. La condicidn asociada al valor terminal libre es la siguiente
Iim A(;) = Hie_i = 0;

como en esta expresion el exponente es negativo, la variable de coestado converge a
cero, con lo cual la condicion se satisface automéaticamente independientemente del
valor que tome la constante Hi. En este sentido, necesitamos la otra condicion de

transversalidad para hallar el valor de las constantes:
3 . uz
IimH = e Ji(-———-- bux--—- ) + Xu.
w

Simplificando el limite anterior obtenemos

fgr -
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Para qu la ant rior xp-sion oiv rjaa r ,sédebe cumplir qu Hi = 0. si
modo, laotra nstaiit torm*ria 1lvai r#2 = 1y 1m 11 i'll al pr bl ma estariad la

por las tray ctorias:

x*t) = %
ir = ¢
V(i) = O.

Para verificar lacondiciond segundo ordmevaluamos la matriz J d rivadas ruzada'
y s guadas d rivadas d la funcién Hamiltoaiaau:

-e“3  fira

e-3t .-3t
Como lamatriz ss mid finida negativa, (Ai < 0,A2= U), lpria ipi d-1a axim y1 =

condiciones d traasv rsali lad coastituy n ondi iones sufi i nt s paralam'ximiza i6n

del funcional obj tivo.

2.6.2. Diagrama de fases

Coa ci rta fr cu acia, al studiar pr bl mas 0L6rni s dinarni s, al pli r 1
principio del maximo aparee a pu«d«a r"s lvjr
analiticamente. En tal caso, a veces es posible realizar un estudio u litativ d la
solucion optima. El analisis por diagrama d fas s -s un m't dgeouiétri  habitual-

mente utilizado, para sistemas diadmi ut'aomsd dim asi ad "

A continuacién vamos a studiar 1m d 1 a o lasi de r« imi alo econémico,
de gran inter's a economia. Apr ve hamos ,st jemplo jara ilustrar la utilizacion
del diagrama de fas s a mod los d ptimizaci a diadni a, alrizat tng r 1l

infinito.
Ejemplo 2.10 (Modelo a oclasi, de ,recimi,ato e.oa'mLo). C asid rm s 1
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siguiente problema

maxw e SU(c)dt,
sujeto a : k—f(k) —(X+ jxk —c,
con 7 k{0) —KkO.
0<c<f(k)

El Hamiltoniano asociado al problema sera
H(k,c,a,t) = e~3U(c) + a[f(k) - (A+ (j)k - ],

en donde, para cada t, a(t) es la variable de coestado ( se ha cambiado la notacion
habitual de dicha variable porque, en este caso A es una constante dada en el proble-

ma, que representa la variacion relativa del factor trabajo: L = L0e\ por lo que A= 7).

Apliguemos el principio del maximo:

T
A= - d_k: —a\f'{k) - (\+ Z4)], con lim a(t) = 0.

[ Max H —e 61U(c) + alf(k) —(\+")k —g

Veamos que la solucidon dptima a este problema se alcanza en un punto interior
del conjunto factible. En efecto, en la Figura 2.2 representamos los dos sumandos
de H y la propia funcién H, en funcion de c, para a y k fijados. Suponemos que

a > 0, ya que el a 6ptimo representa el precio sombra de una unidad de capital.
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Figura 2.2: EI Hamiltoniano

En el grafico anterior se han representado los dos sumandos de H por separadoy a
continuacidon H, haciendo corresponder a cada valor de c la suma de las ordenadas
correspondientes a los dos sumandos. La forma del Hamiltoniano garantiza que

el problema a resolver en la condicién 2) tiene solucion interior, es decir, existe

c* G (0, gue resuelva el problema. Por tanto se verificara que
dH 0 6tU"
=0= e~ c) - a,
de (c)
por lo que
a = erSuU’(c) <=* U\c) = eSa.
Ademas
d2H
= e-6tU"(c) < O,
de2

por lo que se cumple la condiciéon suficiente de maximo.

k= f(k) - (A+ jj)k - ccon k(0) = kO.
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En este modelo, en el que se utiliza una forma general para las funciones / y U no
es posible obtener una expresion analitica para la solucién. Con vistas a efectuar un

andlisis cualitativo, es conveniente utilizar el Hamiltoniano “valor presente”:
fi(k, ¢, m, t) = U(c) + m[f(k) —(A + jj)k —c],

en donde

—eil j1, m — eftit.

Las condiciones del principio del maximo referidas a  son:

1.
m — - d7k + am = -m[f'{k) - (A+ p)] + 6m
—m[f'(k) - (A+ "+ 5)],
con lim e~5m(t) = O(ya que a(t) = e~5tm(t))
max "
0<c</(fc)
Siguiendo el razonamiento hecho para H, aqui también se comprueba de ma-
nera analoga que existe ¢* 6 (0,/(&)), que resuelve el problema, por lo que se
verificara que:
de = 0= U'{c) —m, por lo que m = U'(c).
Ademas se cumple que
=5 U'(c) <0
c )
de2
por lo que corresponde a un maximo.
3.

k= f(k) - (A+ fX)k- ¢, con k(0) = K.
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Se tienen, por tanto, dos ecuaciones diferenciales en 1) y 3), y una condicion que se
obtiene al maximizar ™ en 2):

m = U'(c).

Vamos a utilizar esta condicién para eliminar la variable m.
Tenemos que

m(t) = U'(c(1)),
por lo que
m(i) = V"(c(e))e(é)-
Sustituyendo en 1), queda:

U"{c)c=-U\c)[f{k)- (A+ "+ )]

Se tiene, por tanto, el siguiente sistema auténomo de ecuaciones diferenciales:

ik f(k) - A+ fi)k-c N
\ ¢ = _ A+ M+ 3),
para el que vamos a construir el diagrama de fases. Para ello comenzamos por repre-

sentar en el plano las curvas k —Oye—0O.Adem”

k=0 ¢ —f(k) —(A+ y)k,

c 0~ ['(k) = X+ 1ij+ S

Las curvas ft= 0y c =0 estan representados en la parte inferior (B) de la Figura 2.3.

Expliguemos coémo se han obtenido, utilizando el gréafico auxiliar superior (A).
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Figura 2.3: Obtencion de las curvas

Como se ha visto anteriormente, la curva k —O0 viene determinada por la ecuacion

c= /(&) - (A+ n)k

En el grafico (A) se representan las funciones f(k) y (A + /])k por lo que, si a cada Kk,
representado en abscisas, se le hace corresponder la diferencia entre f(k) y (A + n)k,
se obtiene la curva k = 0, en el grafico (B). Es claro que en los puntos en que f(k) y
(A + y)k se cortan, ¢ = 0, y que en los puntos intermedios ¢ toma valores positivos,

creciendo desde 0 hasta alcanzar el maximo valor en kt que se obtiene para
_ A+ mk—0,

es decir, en el punto en que la tangente a f(k) es paralela a la recta ¢ — (A + ji)k, y

decreciendo hasta valer cero en k2.
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La curva ¢ = Oes una recta paralela al eje de coordenadas. En efecto: ¢ = 0 viene
determinada por la ecuacion:

f(k) = \+ 2+ 5

Como 6 > 0, sera:

fifc) = A+ p+5>A +

Como se ve en el grafico (A), y por ser la funcion / estrictamente convexa, la pen-
diente de la tangente a f(k) es estrictamente decreciente, por lo que existe un unico
k, comprendido entre O y Ki, para el cual la pendiente de la tangente a f(k) es igual a
A+ p+ 0

El punto de corte de las curvas ¢ = 0y k = 0, es (k, ¢) que es el punto de equilibrio del

sistema.

A partir de la primera de las ecuaciones del sistema, se obtiene, derivando con

respecto a c, que:
dk

ac
lo cual quiere decir que al aumentar el valor de ¢ disminuye el valor de k y al disminuir
el valor de ¢ aumenta el valor de k. Ello implica que por encima de la curva k = 0

serd k < 0 y por debajo de la curva k = 0, serda k > 0.

Procediendo de manera analoga con la segunda ecuacién diferencial, se obtiene que:

£ = LMrrb<0
dk TU"(c)d ('

lo cual implica que a la derecha de la curva c = 0O serAc < 0, y a la izquierda de la

curvac= 0, serac > 0.

Las dos curvas ¢ = Oyfc = 0 dividen el primer cuadrante (que es el que interesa) en

cuatro regiones, en cada una de las cuales representamos un par de flechas que indican
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el sentido de las trayectorias 6ptimas en el tiempo

Figura 2.4: Diagrama de fases

Asi, por encima de k > 0y a la derecha de ; = 0, es decir en la region noreste,
al avanzar el tiempo disminuye c (por ser ¢ < 0), de ahi la flecha i y al avanzar el
tiempo disminuye k (por ser k < 0), de ahi la flecha Siguiendo un razonamiento
analogo para las demas regiones se obtienen los sentidos de las flechas que aparecen en

la Figura 2.4.

A partir del grafico anterior ya es muy facil representar posibles trayectorias del

sistema, como aparecen en la Figura 2.5

i-0

Figura 2.5: Posibles trayectorias
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Como se aprecia en el grafico, el sistema s6lo tiene posibilidad de tender hacia el
punto de equilibrio a través de una trayectoria a cada lado de  Hay estabilidad punto
de silla. Si no tiende hacia el punto de equilibrio, la economia tenderd hacia una situa-
cién en la que el consumo es cada vez mayor, y el stock de capital es cada vez menor
hasta que finalmente k = 0 (lo cual no tiene futuro) o bien hacia una situacion en la
gue el stock de capital es cada vez mayor, y el consumo es cada vez menor, hasta que
finalmente ¢ —O0 (lo cual tampoco tiene futuro). Por lo tanto, dado ko, hay que encon-
trar un Co, Unico, de manera que (fco>co) esté en la Unica trayectoria que conduce al
equilibrio. Entonces el sistema de ecuaciones diferenciales formulado, con la condicién
inicial (&0)co) conducird el sistema hacia el punto de equilibrio y su solucion sera la

solucion optima del problema de control planteado.

La solucién 6ptima obtenida verifica la condicion de transversalidad:
lim e~5tm*(t) =0,

ya que
m*(t) = U'(c*(t)) y tl_l'jg§~StU'(C*(t)) =0,

pues al no tender a cero c*(;), se cumple que
lim es fini{g% lim e~5t = 0,

por lo que se cumple la condicién de transversalidad.

Se puede comprobar formalmente que el punto de equilibrio, (k,c) presenta estabi-
lidad punto de silla. Para ello se aproximan las fondones que constituyen el segundo
miembro del sistema de ecuaciones diferenciales, por un polinomio de grado uno, utili-
zando la férmula de Taylor, alrededor del punto (k, ¢), por lo que el sistema se aproxima
por un sistema lineal. Entonces se comprueba que la matriz de coeficientes obtenida

tiene un autovalor positivo y otro negativo.
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Capitulo 3

El modelo de Ramsey

A continuacion hacemos un estudio breve del modelo de Ramsey, este capitulo esta
basado en [1].

Una debilidad del modelo de Solow en Macroeconomia, descrita en [8] radica en que
la tasa de ahorro y, en consecuencia, el ratio de consumo con respecto a la renta son
exdgenos y constantes. Este modelo no nos permite analizar de qué manera afectan los
incentivos al comportamiento de la economia, es decir, no podemos analizar la reaccion
de la economia ante variaciones de los tipos de interés, los tipos impositivos u otras
variables.

Para presentar el proceso de crecimiento econémico de una manera mas comple-
ta tenemos que permitir que el consumo, y, en consecuencia, la tasa de ahorro sean
determinados por hogares y empresas optimizadores que actian en mercados compe-
titivos. La tasa de ahorro no es constante sino funcién del stock de capital per cépita

k. Asi pues, modificamos el modelo de Solow de dos maneras:

m Mantenemos constante el nivel medio de la tasa de ahorro, y

m determinamos si dicha tasa de ahorro aumenta o disminuye al desarrollarse la

economia

Analizamos también como las tasas de ahorro dependen de los tipos de interés y la

riqueza.
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La tendencia de las tasas de ahorro a aumentar o disminuir con el desarrollo
econémico afecta a la dindmica de transicién, por ejemplo, a la velocidad de
convergencia hacia el estado estacionario. Aunque la tasa de ahorro aumente en el
modelo de Ramsey, la propiedad de convergencia se sigue cumpliendo con las condi-
ciones generales. Es decir, una economia tiende a crecer mas deprisa en términos per

capita cuanto mas lejos esté de su propio estado estacionario.

3.1. Hogares

Los hogares ofrecen trabajo a cambio de salarios, reciben ingresos en forma de
intereses por sus activos, adquieren bienes para su consumo y ahorran acumulando
activos. Vamos a suponer que todos los hogares son idénticos, esto es, todos tienen las
mismas preferencias, el mismo salario, comienzan con la misma cantidad de activos por
persona y tienen la misma tasa de crecimiento demogréfico.

Cada hogar esta formado por uno o mas trabajadores adultos de la generacién
actual. Cuando hacen planes, estos adultos tienen en cuenta el bienestar y los recursos
de sus futuros descendientes. La generacion actual maximiza su utilidad e incorpora
una restriccion presupuestaria en un horizonte infinito. Es decir, aunque los individuos
tienen vidas finitas, consideramos una familia ampliada con un horizonte vital infinito.
La familia con horizonte infinito corresponde a un conjunto de individuos mortales que
estan vinculados mediante una red de transferencias intergeneracionales basadas en el
altruismo.

Los adultos actuales prevén que el tamafio de la familia crecera a la tasa n, debido
a la influencia neta de la fertilidad y la mortalidad (n es una tasa exdégena y constante).
Si normalizamos a la unidad el namero de adultos en el momento cero, el numero de

adultos de la familia en el momento ies
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Si C(t) es el consumo total en el momento t, entonces

c(¢) =

es el consumo por persona adulta.

Cada hogar desea maximizar su utilidad total U que viene dada por
(3.

Estamos considerando que la utilidad de un hogar en el momento 0 es la suma
ponderada de todos los flujos de utilidad futuros u(c). La funcién u(c), asocia el flujo
de utilidad por persona a la cantidad de consumo por persona c. Suponemos que u(c)
es creciente con respecto acy coéncava, u\c) > O,u"(c) < 0. También aceptamos el

supuesto de que u(c) cumple las siguientes condiciones de Inada:

u'(c) ™ ro cuando 0

u\c) 0 cuando ro

La multiplicacién de u(c) por el tamafio de la familia L = ent, representa la suma
de las utilidades de todos los miembros vivos de la familia en el momento t. El otro
factor e~pt, implica la tasa de preferencia temporal, p > 0. Suponemos que p > n, de
manera que U en (3.1) tiene un limite si ¢ es constante en el tiempo.

La Ecuacion (3.1) establece que la tasa de descuento en la vida de una persona es
la misma que entre generaciones.

Los hogares poseen Activos en forma de derechos de propiedad sobre el capital
o en forma de préstamos concedidos. Los préstamos obtenidos representan deuda.
Mantenemos el supuesto de economia cerrada, que no contempla intercambio de ac-
tivos con el extranjero. Dado que se supone que los dos tipos de activos, el capital y
los préstamos, son sustitutivos perfectos como depoésitos de valor, tiene que generar la
misma tasa de rendimiento real r(t). Denominamos a los activos netos del hogar por

persona a(t), medidos en términos reales, es decir, en unidades de bienes de consumo.
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Los hogares actian en condiciones de competencia en el sentido de que cada uno de
ellos considera como dados el tipo de interés r(t) y el salario pagado por cada unidad
de trabajo w(t). En equilibrio, el mercado de trabajo se vacia y el hogar obtiene la
cantidad de empleo deseada.

La renta salarial de un adulto es igual a w(t). Luego tenemos que la renta total
que recibe el total de hogares es la suma de la renta salarial w(t)L(t) y la renta de los
activos r(£)-(activos). Los hogares utilizan la renta que no consumen para acumular

mas activos
d(Activos) = r , (Act.wvos) + wL _ ¢ (32
dt

Como a representa los activos per capita tenemos

. 1\ rdl’AetivosI—J I
a~ Jt

Si dividimos la ecuacion (3.2) entre L, obtenemos la restricciéon presupuestaria en
términos per capita

a=w+ra—c—na (3.3)

Ademas suponemos que el mercado de crédito restringe las sumas prestadas. La
restriccion adecuada es que el valor actual de los activos debe ser asintdéticamente no

negativo, es decir:

ton Ja(i) mexp [—J [r(v) —n]d™]] > O (3.4)

Esta restriccidon significa que, a largo plazo, la deuda por persona del hogar (a(t)
con valor negativo) no puede crecer tanto como r(t) —n, con lo que el nivel de la deuda
tiene que crecer mas despacio que r(¢).

El problema de optimizacion del hogar es maximizar U en la Ecuacion (3.1), sujeta
a la restriccién presupuestaria de la Ecuacion (3.3), el stock de activos iniciales a(0) y
el limite de obtencion de préstamos de la ecuacion (3.4).

Tenemos la funcién de Hamilton del valor actual

J = ufc(®)\ me~{p-nt + v(t) =[w(t) + [r(D) - Nl =a() - c(i)] (3.5)

62



donde la expresién entre llaves es igual a a de la ecuacion (3.3). La variable v(t) es
el valor actual del precio sombra de la renta. Representa el valor de un incremento
de la renta recibido en el momento t en unidades de utilidad del momento cero. Las

condiciones de primer orden de maximo de U son:

07
% =0~ v=u\c)e-{pnt (3.6)
oc

v = —dJ/da v=—r—n) ev (3.7)

La condicién de transversalidad es
Iim [u(i) «a(i)] = O (3.8)

Derivando la ecuacidn (3.6) y sustituyendo v en dicha ecuacion y U en la ecuacion
(3.7) obtenemos la condicién basica de eleccion del consumo en el transcurso del tiempo
dado por

N ) (3.9)

u . u'(c)

donde r es la tasa de rendimiento del ahorro. El segundo término del segundo miembro
puede considerarse como la tasa de rendimiento de consumo. Los agentes prefieren
consumir hoy en vez de mafiana por dos razones. En primer lugar, dado que los hogares
descuentan la utilidad futura a la tasa p, esta tasa es parte de la tasa de rendimiento
del consumo actual. En segundo lugar, si c/c> O, c es bajo hoy con respecto a mafiana.
Si los agentes optimizan su comportamiento, la ecuacidon (3.9) establece que igualan las
dos tasas de rendimiento, y en consecuencia, son indiferentes a variaciones marginales
del consumo o del ahorro.

La ecuacion (3.9) establece que para encontrar un estado estacionario en el que r
y c/c sean constantes, esta elasticidad tiene que ser asintdéticamente constante. Supon-

dremos como es habitual la forma funcional siguiente:

c(!-0) - 1
«(c)= (1_0) (3-10)

donde 0 > Q de manera que la elasticidad de la utilidad marginal es igual a la constante

- 0.
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La expresion de u(c) de la ecuaciéon (3.10) implica que la condicion de éptimo de la

ecuacion (3.9) se simplifica, quedando
c/c= (1/0)(r-p) (3,11)

La condicidon de transversalidad de la ecuacion (3.8) establece que el valor de los
activos per capita del hogar, es decir, la cantidad resultante de multiplicar a(t) por el
precio sombra v(t), debe tender a cero cuando el tiempo tiende a infinito.

El precio sombra v evoluciona el el tiempo de acuerdo a laecuacion (3.7), integrando
tenemos:

v{t) —n(0) eexp | —J [r(n) —n]dn]

El término n(0) es igual a w'[c(0)], que es positivo porque c(0) es finito (Si U es finita)
y u'(c) se supone positiva siempre y cuando c sea finita. Si sustituimos la expresion de

v(t) en la ecuacion (3.8), la condicion de transversalidad queda como

IJ_;% l'ta(t) mexp - J!) [r(v) —n]ldv | = 0 (3.12)

Esta ecuacién implica que los activos por persona a no crecen asintdticamente a una
tasa tan elevada como r —n, o, lo que es lo mismo, que los activos no crecen a una
tasa tan elevada como r.

El término:
e~for(v)dv

gue aparece en la ecuacion (3.12), es el factor de actualizacion que convierte una unidad
de renta en el momento t en una equivalente unidad de renta en el momento cero. De
forma mas general podemos considerarlo como un tipo de interés promedio entre 0y
t, definido asi:

r¢c) = (1/¢) {v)dv (3.13)

Podemos resolver la ecuaciéon (3.3) como una ecuacidn diferencial lineal de primer

orden en a, para obtener una restriccion presupuestaria intertemporal que se cumpla
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para cualquier momento T > O:
a(T) .e-(>(T)-n]T+ r cit™m-rAidt = a(0) + i w{t)e-™-nidt
Jo Jo
donde utilizamos la definicion de f(£) de la ecuacién (3.13). Si calculamos su limite cuan-
do T ™ ro, el primer término del primer miembro de la ecuacién desaparece (debido
a la condicién de transversalidad de la ecuacion (3.12)) y la restriccion presupuestaria
intertemporal se transforma en;:
r c{t)e-~-mdt = a(0)+/°° w(t)e-Ift-mdt = a(0) + w(0) (3.14)
Jo Jo
Asi pues, el valor actual del consumo es igual a la riqueza de toda la vida, definida
como la suma de los activos iniciales a(0) mas el valor actual de la renta del trabajo,
representada por w(0).
Si integramos la ecuacion (3.11) entre 0 y t, y utilizamos la definicion de f(£) de la

ecuacion (3.13), obtenemos que el consumos viene dado por:

c(i) = c(0) =e(AW (t)-p]t

3.2. Empresas
Todas las empresas tiene acceso a la tecnologia de produccidn, dado por la formula
Y(t) = FIK(t),L(t), T(t)]

donde Y es el flujo de produccidn, K es el factor capital (en unidades de bienes), L es
el factor trabajo (en horas por persona al afio) y T(t) es el nivel tecnoldgico, que se
supone crece a una tasa constante x > 0.

Si definimos “trabajo efectivo” como el producto de la cantidad de trabajo por
el nivel de tecnologia, L L «T(t), la funcion de produccion puede expresarse de la
siguiente manera:

Y = F(K,L) (3.15)

65



Si ademas tenemos las unidades de trabajo efectivo:
y~Y/Lyk~"K/L
La funcion de produccion puede entonces expresarse en su forma intensiva:

V= fw (3.16)

donde /(O) = 0. Los productos marginales de los factores vienen dados por:

dy
dk = fw

dy
~o= () - k- I(fe)] -e
Las condiciones de Inada implican:

/'(fe) ~ <x cuando fe™ O

['(fe) ~ 0 cuando fe ™ <x

Si denominamos R(t) a la renta de una unidad de capital, el coste total del capital
de una empresa sera RK, que es un mudltiplo de K.

Puesto que el stock de capital se deprecia a la tasa constante 8 > 0, la tasa neta de
rendimiento de un hogar que posea una unidad de capital es R —8.

El flujo de ingresos netos o beneficio de una empresa representativa en cualquier

momento del tiempo se expresa como:
n=F(K,L)-(r +S)- K- wL. (3.17)
El beneficio puede expresarse asi:

n=Lal/fl)- @+ U0 E—we x] (3.18)

Una empresa competitiva, que considera r y w como dados, maximiza su beneficio

para un L dado cuando:
I'(fe) =r +38 (3.19)
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En el equilibrio de mercado, w es igual al producto marginal del trabajo correspondiente

al valor de k que cumple la ecuacién (3.19):
[f(k) - k- f(k)]ext = w (3.20)

Esta condicion garantiza que el beneficio es igual a cero para cualquier valor de L.

3.3.  Equilibrio

Puesto que estamos en una economia cerrada, la deuda neta del conjunto de la
economia es nula. Asi pues, los activos por persona adulta a equivalen al capital por
trabajador k

Utilizando a = k,k = ke~xt y las expresiones de r y w de las ecuaciones (3.19) y
(3.20) se obtiene:

k= f(k) —c—(x + n + ) mk (3-21)

donde ¢ = C/L = ce~xtyfc(0) vienen dados. La ecuacion (3.21) representa la restriccion
de recursos del conjunto de la economia.

La ecuacién diferencial (3.21) es la relacién basica que determina la evolucién de k
y, en consecuencia, de y = f(k) en el trascurso del tiempo. Sin embargo, el elemento
que falta es la determinacién de c. Si conociéramos la relacién que existe entre ¢ y k
(o y), o si tuviéramos otra ecuacion diferencial que fijara la evolucién de c, podriamos
estudiar la dinamica completa de la economia.

Gracias a la conducta optimizadora de los hogares sabemos que ¢ crece de acuerdo

ala ecuacion (3.11). Si utilizamos las condiciones r = f (k) —Syc = ce~xt, obtenemos:

£=~~x= ‘1/'® ~S~ P~ dx] (3-22)

Esta ecuacién y la ecuacion (3.21) constituyen un sistema de dos ecuaciones diferen-
ciales en ¢ y k. Este sistema, junto con la condicién inicial fc(0) y la condicién de

transversalidad, establecen la trayectoria temporal de c y k
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Sustituyendo en la ecuacién (3.12) a = ky k = ke xt, podemos expresar la condicion

T
de transversalidad en términos de k, obteniendo asi

&n exp i [f'(k) —6—x — =0 (3.23)

3.4. EIl estado estacionario

Demostramos primero que las tasas de crecimiento de estado estacionario de ky ¢
tiene que ser iguales a cero.

Llamemos (77)* a la tasa de crecimiento de estado estacionario de Ky (7¢)* a la
tasa de crecimiento de estado estacionario de ¢. En el estado estacionario, la ecuacion
(3.22) implica

c=f(k)~ (x+n+ S)k- km(7nN* (3.24)

Si derivamos con respecto al tiempo esta condicion obtendremos que en el estado

estacionario debe cumplirse:
c=k-{/'(E)- [x+ n+ 5+ (7£)*]} (3.25)

La expresion entre llaves es positiva a partir de la condicién de transversalidad
mostrada en la ecuacién (3.23). En consecuencia, (7N)* y (7?)* son del mismo signo.

Si (7N* > 0,k —=roy f'(k) ™ 0, entonces la ecuacion (3.22) implica que (77 < 0O,
una consecuencia que contradice el resultado anterior de que (7N* y (7¢)* son del
mismo signo. Si (7Y)* < 0, k—0y f(k) — &, entonces la ecuacion (3.22) implica que
(be)* > 0, una consecuencia que de nuevo contradice el resultado de que (7N* y (7c)*
son del mismo signo. En consecuencia, la Unica posibilidad que queda es que (77N)* =
(7c)* = 0. El resultado (7Y)* = 0 implica que (7N* — 0. Por lo tanto, las variables
por unidad de trabajo efectivo, ¢ , cy y ~ constantes en el estado estacionario. Este
comportamiento implica que las variables per cépita, k,c e y, crecen en el estado

estacionario a la tasa x, y que las variables K,C e Y crecen en el estado estacionario

a la tasa x + n.
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Los valores de estado estacionario de ¢ y k se determinan igualando a cero las
expresiones de las ecuaciones (3.21) y (3.22). La curva de la figura 3.1 que corresponde
ac= f(kk—(x+ n+ 6) mk muestra pares de valores (k,c) que cumplen la condicion
k = 0 de la ecuacion (3.21). Ademas observamos que la curva alcanza su maximo en
f'(k) = S+ x + n, de manera que el tipo de interés, f (k) —5, es igual a la tasa de
crecimiento de la produccion en el estado estacionario, X + n. Esta igualdad entre el
tipo de interés y la tasa dle crecimiento corresponde al nivel de k de /I\a regla de oro, ya

gue conduce a un maximo de c en el estado estacionario. El valor de k que corresponde

a la regla de oro se denomina koro.

Figura 3.1: El diagrama de fase del modelo de Ramsey.
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3.5. Dinamica de transicion

3.5.1. EI retrato de fase

El modelo de Ramsey es interesante por sus predicciones sobre el comportamiento
de las tasas de crecimiento y otras variables durante la transicién desde un ratio inicial
entre factores k(0) hasta un ratio de estado estacionario k*.

Localizamos el lugar geométrico c= 0. Luego como

c=c(VQI[f(k) - 5- p- O,

hay dos situaciones en las que cpuede ser igual a cero: ¢ = 0, que corresponde al eje de
abscisas de la figura 3.1, y f(k) = S+ p+ dx, que es una recta vertical en k*. Tenemos
gue ¢ aumenta para k < k* (las flechas apuntan hacia arriba) y disminuye para k > k*
(las flechas apuntan hacia abajo).

La ecuacion (3.21) implica que k disminuye para los valores de ¢ situados por encima
de la curva continua (con lo que las flechas apuntan hacia la izquierda en esta region)
y aumenta para los valores de c situados bajo la curva (las flechas apuntan hacia la
derecha).

Como ¢ = 0yfc = Ose cortan en tres ocasiones, existen tres estados estacionarios:
m En el origenc= k=0,

m el correspondiente ak* y &

m cuando tenemos k** > 0, pero un consumo Ccero.

El primero no tiene interés. El segundo estado estacionario es estable con trayectoria
de punto silla, lo cual se demuestra linealizando el sistema de ecuaciones dinamicas en
torno al estado estacionario y viendo que el determinante de la matriz caracteristica
es negativo, implicando que los dos autovalores tienen signos contrarios, por lo que el

sistema es localmente estable con trayectoria de punto silla.
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3.5.2. EI tramo estable

El tramo estable representado en la figura 3.1 representa el equilibrio de ¢ en fun-
cion de k. Esta relacion se conoce en programacion dinamica por el nombre de po-
licy function: indica el valor 6ptimo de una variable de control ¢ con respecto a una
variable dada k. Esta funcién es una curva de pendiente positiva que atraviesa el origen
y la posicién de estado estacionario. Su forma exacta depende de los parametros del
modelo. Por ejemplo si el parametro 6 es alto el tramo estable estard proximo a la
curva k = 0. Pero si el valor de 6 es bajo, tenemos que para valores bajos de k el tramo
estable tiene poca pendiente y estd proximo al eje de las abscisas. Para el ejemplo mas
especifico de una tecnologia tipo Cobb-Douglas y = Aka, el tramo estable es convexo,
lineal o concavo dependiendo si 6 es menor, igual o mayor que a. Si 6 = a, de manera
que c/k es constante durante la transicion, la pohcy function tiene una solucién en

forma cerrada, ¢ =constante -k, donde la constante resulta ser (a4 + p)/9 —(a + n).
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Capitulo 4

Aplicacion del modelo de Ramsey
usando el método de eliminacion

del tiempo

El siguiente ejemplo se hizo usando el algoritmo dado en [7], el cual esta divido en

los dos siguientes subprogramas.

% RAMSEY.M
% Finds the policy function for the R”sey model for k<steady state.
% c = per capita consumption

% k = per capita capital

% Initialize parameters

n = .014; % population growth rate

d = .10; % depreciation rate of aggregate capital
delta = n + d; % depreciation rate of k

p = .065; % rate of time preference
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theta = 2; % (inverse of) intertemporal elas. of substitution
a = .5; % capital share (production per capita is k-~a)

rho = p - n; % exponent in dynastic utility function

% Calculate steady state values
ks = (a/(rho + delta))~(l1/(l-a));

cs = (ks~a - delta*ks);

% Find the policy function
kO = ks/80;

kf = Kks;

'/oMatlab needs initial conditions, so run backwards from steady-state
~define ssd = ks - k

ssdO = ks — kO;

ssdf = ks - kf;

global theta rho delta a ks cs

[ssd,c] = oded45('cprime’ ,ssdf,ssd0,cs,.00001)

k = ks - ssd;

NCalculate some interesting functions of k

y = k.~a; % Output

s = (y - ¢)./y; % saving rate

ys = ks."a; % steady state output

ss = (ys - cs)/ys; % steady state saving rate
kdotisO =y - delta*k; % those (c,k) for which kdot = 0O

gk = k.~(a - 1) - c./k - delta; % capital growth rate

plot(k,c,k,kdotisO) % plots policy function c(k) & kdot
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function cdot = cprirae(ssd,c)
global theta rho delta a ks es
"¢global ks rho

k = ks - ssd;

if k==ks

cdot = ~.5*{rho + sqrt(rho*rho + 4*cs*(i - a)+a*ik3,(a
else

cdot = c.*(rho + delta - a*(k.~(a - 1)))/(theta*((k.~a)
end
% if k== ks

El grafico que nos resulta es

2))/theta});

Cc

delta*k));

Figura 4.1: Modelo de Ramsey con los siguientes parametros: n = ,014; d = ,10;

p=.,065 0=2] a= 5
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Conclusiones

* Pftift entondev un modelo m.acinirondmieo,'AiL este caso (L modelo de Itamsoy,
h&tsemos uso de sistemas dinamicos, con todo lo que olio implica, esti) ch debido

a como his autovaloros inHuyenen el de fase,

[ H oyen dia,es basico saber sistemas dinamicos para poder conocer e interpreta,!"’

............ 1wl JU S - [ T TRAE TR | N

m Podemos anticipar lo que oenrrirdcn un, momento futuro, on mneroneonoiuin,,

cuando hacemos mmconifccta interpretacion de la dinAmica envuelta en dichos

modkelos,
* La latia do ahorro no di constunte sino [uncion del stncit de capital per nipiln i

m Modificamos el modelo de Solow-Swati del dos manera mi primer lugar manteiin
moni COiiatanUi iiJ nivel mediod# la taimado ahorro y segundo luga,!1delermiuamoH

sidl™a lasa do ahorro aumcntai) disminuyo al desarrollarse la, economia.

m El nivel promedio de la lasa de aliorroi« pm'lieiilaj'moiito importante en la de-
terminacion dril nivddn las variable'Son destado estacionario, Las condiciones
de optimizacion del modelo do Hainsey desem lim el ruso deeXeeso ineficiente de

ahorro quo era posible en el modulo de Soluw-Swan.

mL a lasa do ahorro ul aumentar odisminuir non el desarrollo econémico aléela a I
dindmica de transicion por ejemplo la velocidad de aoiivergeneia liada el estado

estacionario.
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