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Resumen

Comenzamos definiendo el cono contingente y desarrollamos sns propiedadeselemen-

tales.

Lutrgo definimos el cono tangente de Clarke y el cono adyacente y vemos algunas

propiedades y bajo ellos se demuestra el cono tangente de Clarke es un cono convexo

cerrado.

La principal motivacién para la introduccion de subconjuntos lisos (y/o conos tan-
gentes de Clarke) es que juegan un papel importante en las condiciones de transver-
salidad que necesitamos para afirmar que el cono tangente para la imagen inversa

(respectivamente una interseccion) es igual a la imagen inversa (respectivamente la

interseccion) de los conos tangentes.



Indice general

1. Cono Tangente de un Subconjunto

11.

1.2.

1.3.

14.
1.5.

1.6.

(070] o [o T T O o] o 1 A 1 ¢ Ho T=1 o 1 o= PSR
1.1.1. Propiedades de Conos Contingentes. , , , , . L, , , iiiinnns
Propiedades Elementales de Conos

ContiNGENTES  cooiiiiiiee e e ———— ,

Conos Adyacente y Tangente Clarke. . . . ., ¢, "
1.3.1. Propiedades de los Conos Tangentes Adyacentes................ .o
SUDCONJUNTOS SUAVES..cciiiiiiiiiieiiee ettt r e e e e e s rrrrereaeees oes
Limites de Conos Contingentes - Caso de

DIimensSion FiNita ..o s et a e e ) e
Limites de Conos Contingmtes: C”o de

Dimension INnfinita......ccooooviiieiiiiie e e e e ey

2. Conos Tangentes para Conjuntos Convexos

2.0.1. Propiedades de Conos Tangentes para Conjuntos

CONVEXODS  ceeieeeieiiieeeeeee e e ey s e eeeeeeeereeeeeeeeeeeieereer

3. Calculo de Conos Tangentes

3.1.
3.2.

Inter-eccion e Imagen Inversa

Ejemplo: Conos Tangentes para subconjuntos definido- por restricciones
de igualdad y

desigualdad......ccccccveeeeernnn . C ettt ———. e e ——————————aaaaaaaa

10

18

20

27
27

31



3.2.1.

Propiedades de Conos Contingentes para Conjuntos

Derivables en Espacios de Dimension Finita..........cccooevveeeeennn.

3.3. Imagen Directa....cccoviieeiiieeee e

Bibliografia



Introduccidon

En los afios 30 Bouligand introdujo el concepto de conos tangentes que tomo fuerza
en la teoria de control. El problema de la definicién y uso de los conos tangentes para
subconjuntos arbitrarios tiene un nuevo comienzo cuando Clarke introduce un cono
tangente Ck (x) para un conjunto K en x € K el cual demostré que es un cono con-

vexo cerrado.

El precio de esta propiedad interesante sin embargo era muy alto ya que este cono

tangente a menudo puede ser demasiado pequefio o incluso reducirse a cero.

Otras investigaciones tanto en la teoria de la viabilidad y la teoria de control sugiere
sin embargo que por el momento al menos, el cono tangente que era la mas adecuada,
era a menudo el cono contingente establecido por Bouligand: esto es el limitesuperior

del cociente diferencial cuando h ™ 0+.

Sucede sin embargo que si la aplicacion multivaluada y T™(y) es semicontinua
inferior en X entonces el cono contingente en T™(X) coincide con el cono de Clarke

Ck (x) y por lo tanto convexo.



Capitulo 1

Cono Tangente de un Subconjunto

1.1. Conos Contingente

Definicion 1.1. Sea K C X un subconjunto de un espacio vectorial normado X y

x 6 K. EIl cono contingente Tk (x) se define por:

dK(x + vh) _

Tk (x) = {u/hmrlf 0

Veamos que cono contingente TK(x) es el limite superior de loa subconjuntos

{K —x/h) y qu® TK(x) es un cono cerrado.

Denotemos por:

K
Sk(x) = \J
h>o

el cono expandido por K —x. Por lo tanto el cono contingente TK(x) esta contenido

en Sk (x).

Es conveniente tener la siguiente caracterizacion de este cono en términos de

sucesiones

e Tk(x) o Bli, —*0+A 3v, —#v/Vti € N,x + Vj, € X



También observamos que:Si x G Int(”) entonces (X) = V.Esta situacion también

puede ocurrir cuando no pertenece al interior de K.

Desafortunadamente el grafico de la aplicacion multivaluada

i £A - Tit(ji) C X

no necesariamente es cerrado, ejemplo K = [a, 6].

Veremos en un momento que ésta multifuncion es cerrada cuando K es descrito por

restricciones de igualdad y que es semicontinua inferior cuando K es convexo.
Ejemplo 1.1. Sea X un espacio normado y una aplicacién continua

if — (ifilitei #*19p) *X *IR
y el subconjunto A ¢ X definido por restricciones de desigualdad

A ={i £ X/gi(x) >0,i=1,...,p}

Fijo i ¢ A. Denotamos por:

I(x)={i=1....,p/pi(x) = 0}
el subconjunto de restricciones activa.

Observamos que TK(x) =. X siempre que /(x)= 0, y que de lo contrario, la
inclusion:
Tk (x) C {ue Xpii e I(x), (di(x),v0) > 0}

es verdadera cuando go& R'échet difcrenciable en x. Si nos plantean ademas, las

condiciones de calificacion de la restriccién:

30 £ X tal que Vz 6 I(x), (di(x), vg) > 0



entonces el cono contingente:

Tx (x) = {uE X/Vi EI(x), (i(x),u)> 0}
En efecto, sea u que satisface (gl(x),u) > 0 para cualquier i E I(x). Para i ™ I(x), la
desigualdad estricta gpx) > 0 implica que para algun a > 0 tenemos

Vi E [0, 0”"Vz N /(x), gi(x + hu) > 0.

Consideremos primero el caso cuando (gl(x),u) > 0 para cualquier i E I(x).

Entonces
Vz E I(x),gi(x + hu) = gi(x + hu) - g™"x) = (g”™x), u) + hei{h)

cuando £i(u) converge a 0 con h. Esto implica que gpx + hu) > 0 para h pequefio y
todo i E I(x) y por lo tanto para todo z= 1,... ,p. Entonces tal elemento u pertenece

al cono contingente TK(X).

Consideremos ahora el c”~o general. Por supuesto deduciremos que para cualquier
P E [0,1]; up = (1 —P)u + Pug satisface la desigualdad estricta (di(x),up) > 0 para
cualquier i E I(x) y por lo que precede pertenece también al cono contingente T™{x).
Dejar que P converge a 0, se requiere que el limite u de los U@ pertenece también al

cono contingente Tx{x). O

1.1.1. Propiedades de Conos Contingentes
L Si“nCtyiG”™ entonces TMx) C TL(x).
2 SiKiCX, (@z=1,...,n) yx EU;Ki entonces

TU=1Mi(x)= U TI<i(x)
iS/(2)

3. SiKi CXi(i = 1,... ,n) y X EKIi, entonces
n

Tn?=iKAX) = n . TKj(x)
(":
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4. SigGC '(l,y),KCl,ieiyM cy entonces

9'(x)(TK(x)) C Tg(x)(g(x))
Tg-i{M(x) C [ (x)]"ITm (" (x))

5. Si Ki C X(i =1,...,n)yif£ HILi Ki entonces
f

TAr=L2i(M) = HTAi(x)
¢=i

1.2. Propiedades Elementales de Conos

Contingentes

Proposicion 1.1. Supongamos que X es un espacio de Banach suave, i.e. que la norma
de X es Gateaux diferenciable fuera del origen y denotamos por J(x) su gradiente en

X. Sea K un subconjunto cerrado de X.TVuestro conjunto
n*(y) = {ze KA\z- Y\= dK(y)}
Seay £ K tal que n”~(y) es no vacio. Entonces
Vz GnK(y),Vr Geco(Tk(2)), (I(y - z),n) <O

Demostracion. Fijamos v G TK(x) : 3hn> 0y 3vn G X, h OAvn~”™ vtal que z +
hnvn G K'in > 0. Desde que la funcion || m ] es convexa y Gateaux

diferenciable fuera del origen, la siguiente desigualdad es verdadera.

Para cadaci ™ 0y y2, (Jd(yi),y2 ~yi) < I~ ~ lilili deducimos que
(J(y-z-hnvn),vn) = (J(y-z-hnvn),y-z - (y- zhnvn))hn
Wy-z\\-\\y-z - hnvn\ <0
hn

Desde que J : X N X* es continua provista con una topologia débil, inferimos que

J(y —z —hnvn) converge débilmente a J(y —z). Por lo tanto
(J(y- z- hnvn),vn) ~ (J(y- 2),v)
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porque vn converge fuertemente a v. Luego
Vue Tk(z); (I(y 2z),u) <O

0

Definicion 1.2. El cono tangente “Dubovitskij-Miljutin” Dk (x) para K con x E K

se define:
v G Dk(x) siy s6lo si 3e> 0 tal que x + (0;e]J(u+ eB) C K
Este cono es el complemento al cono contingente.

Lema 1.1. Sea x que pertenece a la vecindad de K y K que denota el complemento de
K. Entonces el complemento del cono contingente (x) para K es el cono Dubovitskij-

Miljutin Dk (x) para K en x.

Observacion 1.1. El ejemplo anterior muestra que cuando:
K= {x/9j(x) >03 =1,...,p}

entonces el conjunto abierto {v/(gj(x),v) > 0,jE Z(x)}csta contenido en Dk (x).

1.3. Conos Adyacente y Tangente Clarke

Definicién 1.3. Sea K C X un subconjunto de un espacio vectorial normado X y

xekK.

1. El cono intermedio o adyacente T™(x) se define por:

h
2. El cono tangente de Clarke Ck (x) se define por:

Jk (X' + hv) _

Ck(x) = {v/ lim 0}

donde ™ k denota la convergencia en K.

6



Decimos que un subconjunto K C X es derivable en x G K siy s6lo si TAN(X) = Tr (x)

y tangencialmente regular en x si Tk (x) = C"-(x).
Vemos a la vez que estos conos tangentes son limites inferiores

OO g

K -x

Vil = liminf
ft™ o+, Kei'

por lo que son conos cerrados que

estos conos tangentes en K y la cerradura K coinciden y que
si X Gint(V), entonces CN(x) = X.
Veremos m”~ adelante que lo contrario es cierto cuando la dimensién de V es finito.
Es m~ conveniente utilizar la siguiente caracterizacién de estos conos en términos
de sucesiones

v G TK(x) siy s6lo si'ih ~ 0+3vn”™ v tal que Vn,x + hnvn G K

V G Ck(x) siy sélo si VA~ 0+,Vx, ™~ x3vn” v tal que Vn,x + hnvn GK

Ellos no necesariamente son iguales.

Vamos a destacar algo importante: El cono tangente Cr (X) es siempre un cono

convexo cerrado.

Proposicién 1.2. El cono tangente Ck (x) es un cono convexo cerrado satisfaciendo

las siguientes propiedades:



Demostracion. Sean W\,V2 G Ck (x). Para probar W+ \2 pertenece af>ste cono, elijamos
cualquiersucesion hn > 0, hn ™ 0y cualquier sucesion de elementos xn G K, xn ™ X.
Existe una sucesion de elementos vin ™ v tal que X\, = xn+ hnVin G K para todo n.
Pero desde que la sucesiéon x\n converge a x en K, existe una sucesion de elementos
wvn”™ 2 tal que

Vn, xu + hnv2n=xn+ hn(\\n+v2n) e K

Esto implica que V1 +V2 G Ck {x) porque la sucesion de elementos Wn+v2n ™ Vi+V2- D

Desafortunadamente esta propiedad de convexidad de los conos tangente Clarke es

gue a menudo se puede reducirse al cono trivial {0}.

A modo de ejemplo, consideremos el subconjunto

K

{(x,y) GKZIx] = Iyl

Vemos que

Tk (0) = TK(0) = K y CK(0) = {0}

Pero vamos a mostrar en un momento que el cono tangente y el cono contingente co-
incide en los puntos x donde K es suave, i.e. donde la multifuncién x ~ T™NX) es
semicontinua inferior. Asi el cono Ck(x)se puede ver como una “rrgularizacion’ del

cono contingente de 7V (X).

propiedades elementales de los conos adyacentes que de los conos contingentes,
excepto la formula del cono tangente intermedio para el producto,el cual es el producto

de los conos tangentes intermedios, y la formula para la union.

1.3.1. Propiedades de los Conos Tangentes Adyacentes

1L Si“cLyxG~” entonces Th(x) C T¢(x).



2 SiKiCX,(i=1 , n)yx GUiKi entonces

r U=i U Tki(x)Y" donde f(x) = N/x G Ki}
6/(i

6/(i)

S KCXi(i=1,...,n)yijG K, entonces

Anr=ity(Xio mmw' Xn) = n PKiixi)
¢
4 SIgEC'(X,y), Kc X, XxEKyMcY entonces
9'()(TK(x))cTHK) (9(x)
T * m)(x) ¢ \g'(X)}-1Tfcfoi*))

5 SiKi CX(i=1,...,n)yiG H™=1-KiCntonces

Tn?>=ikM) ¢ (x)

i=1
1.4. Subconjuntos Suaves

Definicion 1.4. Se dice que un subconjunto cerrado K es suave en X0 £ K si el cono
multivaluado

N3xX Tk(x)

es semicontinua inferior en X0y que es suave si es suave en cada punto de K

Teorema 1.1 (Conos Tangentes para Subconjuntos Suaves). Sea K un subconjunto
cerrado de un espacio de Banach. Si K es suave en X 6 K, entonces los conos tangentes

de Clarke y contingentes para ~ e m coinciden y consecuentemente son convexos.

Teorema 1.2. Sea K un subconjunto cerrado no vacio de un espacio de Banach X y

X0 £ K. Entonces
YrigfTA(") ¢ Ck{xaq)

porque si K es suave en xQentonces

3>{z0) C iiminf Tk (x) C Ck(x<) C Tk(xo)



Después probaremos en toda su generalidad, vamos a probar las versiones m~
fuertes en el c~o de dimensidon finita en espacios vectoriales y a continuacion en el
i'”o de espacios de Hilbert y mas generalmente en el c~o de los espacios de Banach

X uniformemente suaves tal que la norma de su dual X* es Fréchet diferenciable fuera

de cero.

1.5. Limites de Conos Contingentes - Caso de
Dimension Finita

Teorema 1.3. Sea X unrspacio vectorial de dimensiéon finita y K un subconjunto

cerrado de X. Entonces para cada x E K

NiminfTir(th = Ifrainf c5(7>()) = Ck{9)

Consecuentemente. K es suave en X si y so6lo si es tangencialmente regularen”.

Demostracion.

lo Tomemos v ™ 0 en el limite inferior de la envolvente convexa cerrada de los conos

contingentes Tx(z) cuando 2 converge a.x € K\ esto significa que para cualquier

e > 0, 3j] > 0 tal que
V2 € B(x]r) CK, B(v,e) HcoTx(2) » 0

Para demostrar que v € Cx(x), tomamos cualquier y € B(X, fl K,t <
z € n*(y + tv) e introducimos la fiincién g definido por g(t) = dx(y + tv), que

al ser Lipschitziana es casi en tod” partes diferenciable.
Seai € [0, ] cualquier punto donde g es diferenciable.
Afirmamos que g'(i) < e siempre que g(t) > O, i.e. siempre que y + tv £ K.
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Sea h > Olo suficientemente pequefio. Desde que:

dK(y + (i + h)v) -d K(y + tv)< Iy - z+ bA\- ]y ]
y puesto que la norma euclideana es convexa y diferenciable en 0, deducimos que:

p(i+ fc)-g(t) < lla- z+Hl-11y-z11<A(

Comprobamos luego que 2 € B(x,rj) DK porque
lzZ—dl < \x—y —  + Jly—x + SN\ <2] |y —x + U]] <y

cada vez que y € B(x; yt< Por lo tanto existe w € co(Tk(z)) tal que

l[lu—wW] < £ de manera que por Proposiciéon 1.1

g(f+ E~ g(i) $ ({iSn.»>+ 11«-»11+ <

< e+iniEiiiSir-,e==],;»>

tomando el limite cuando h~ 0+ deducimos que g'(t) < e siempre que g(t) > 0.

Lo cual prueba la afirmacion.

Probaremos a continuacién que g(t) < et. Esto es obviamente verdadero cuando

g(t) —0. Supongamos que g(t) > 0

Sea t0 —sup{r € [0,t]/g(r) = 0}.

Desde que ges continua, g(to) = 0, asi que podemos escribir

g{t) = i g'{Md{T) < eft- t0) < et
Jio

porgue g'(r) < e para cualquier r €];0>]- Esto muestra que v € C k {99-

20 Vamos a probar que C k (x) C liminfr™(y).



En efecto, seav E Ck (% y sea xn E K, xn” x entonces, Ve > 03A'y P > 0 tal
gue0< h< 0,n> X
dn(zn+ hv) < he

vamos a asociar a tales xn elementos y, E K satisfaciendo:
\\y, - xn- hv\\< he

Fijamos — (Wn ~ xn)/h] desde que |JrE—n]] < e y desde que la dimension
del espacio X es finita, existe un punto de clausura vn E v + eB de la sucesion
(vn)h>o- Tal vn partenece al cono contingente T”(xn). Por lo tanto v es el limite

de los elementos vn.

1.6. Limites de Conos Contingentes: Caso de

Dimension Infinita

La prueba de la primera parte del teorema anterior puede facilmente extenderse al
c”™o de espacios de Hilbert cuando K es débilmente cerrado. Estoos una afirmacién
fuerte; ya que tenemos que utilizar tales resultados para subconjuntos cerrados. Pode-
mos superar esta dificultad y extender el teorema anterior para espacios de Banach
uniformemente suave mediante el siguiente teorema de Edelstein, que establece que en
los espacios de Hilbert y algunos espacios de Banach, podemos aproximar cualquier
punto por otro que tiene una proyeccion Unica de mejor aproximaciéon en un subcon-

junto cerrado K.

Teorema 1.4. Supongamos que X es reflexivo y que la norma de X y X* son Fréchet
diferenciable fuera del origen. Sea K un subconjunto cerrado de X. Entonces existe un

subconjunto denso D de X de puntos con una Unica proyeccion en K.

En espacios de dimension infinita, tenemos que reemplazar el cono contingente

Tk (x) por el cono contingente débil Tk (x) definido por:

12



v E T (X) s un punto de clausura débil de cuando h~ 0+,yh E K.

Proposicion 1.3. Supongamos que la norma del espacio de Banach X es Fréch”t
diferenciable fuera del origen y denotamos por J(X) su gradiente en X. Sea K un

subconjunto cerrado de X ey £ K tal que n”~(y) es no vacio. Entonces
Vz G (y),Vn e co(T£E(z)), (I(y - z),n) <O

Demostracion. Desde que la norma es ~échet diferenciable en y —z ~ 0 sabemos que

para cualquier e > 0, existe rj > 0 tal que siempre Nw||< 1
\\y-z + WNN-\\yY-2\\- (J{y-2),W) <*x1MmI

Sea v E T£(z), entonces existe una sucesién hn > 0 convergiendo a 0 y vnh E X

convergiendo débilmente a v tal que z + hnvn E K,Vn > 0 de manera que

Para n suficientemente grande la norma de w = hnvn es menor que o igual a rj desde

gue vn es acotada por una constante ¢ y hn converge a 0. La desigualdad anterior
implica
Ay_2z)v) < H~*~hVvnll~ lly~ ZlIl + hn(J(y~ ¢),Vn)
hn
< e|KI[<£EC

y por lo tanto dejando que vn converge débilmente a v, se tiene que (J(y —z),v) < ec
para cualquier £ > 0. Por lo tanto (J(y —z),v) < 0 para cada v E T£(z), y por lo

tanto, para cualquier v en su casco convexo cerrado. O

Teorema 1.5. Supongamos que X es uniformemente suave y que la norma de X* es

Fréchi-t diferenciable fuera del origen. Sea K un subconjunto cerrado de X. Entonces
lHminf T ) = liminfco(TF = Ck{x
fminf () = liminfeo(TAAY)) = Cicfx)

Demostracién. La prueba es similar a la parte (1) del teorema anterior.

13



1. Para probar la primera inclusion, tomemos v ~ 0 en el limite inferior del c~co
convexo cerrado del cono contingente débil T~(z) cuando z E K converge a

x E K. Esto significa que para cualquier £> 0, existe g> 0 tal que:

Vz EB(x] g) n K, B(v,e) n co(Tk{z)) ~ 0

tenemos que probar que v pertenece a Ck{x). Para tal efecto, tomemos

y EB(X, 2) n K,t<g< |lll e introducimos la funcién:

o{t) = dK(y + tv)

gue al ser Lipschitz, esc”i en tod” partes diferenciable. Seat E [0, ] cualquier

punto donde g es diferenciable. Afirmamos que g'(t) < e siempre que g(t) > 0.

Sea h > 0 suficientemente pequefio. Por Teorema de Edelstein podemos asociar
con cualquier h > 0 un elemento yh E B(y + tv,h2) el cual tiene una Unica

proyeccion Zh E K. Por lo tanto

dx{y + (t+ h)v) —dK(y+ tv) < dK(yh+ hv) —dK(yh) + 2h2
< WVh-Zh + hv\\-\\yh -z h\+ 2h2

Sea J : X ™ B+ el gradiente de la norma de X. Desde que X es uniformemente

suave, inferimos que existe e(h) convergiendo a 0 con h tal que

Ibh- 2h+ m - liit* - ifcll < h{J{y>. - zh),v) + he(h)

Finalmente, comprobamos que zh E B{x, g) porque

N\H-xX\\ < \\h-y hjl+ \Wh-y-tv\\ + \Wy- z + tA\
< dtf(y + tv} + 2h2A |ly—i + NI
< 2lly—x + t8A\+ h2) < g

14



Por lo tanto existe vh 6 co(T£(zh)) tal que JJu- t"H < e, de manera que, por la

proposicion anterior:

g(t+h)-g(t)— dK{y+ tv+ hv) - dK(y + tv)
< h(J(yh- zh),vh) + f(JJu- vh\+ e(h) + 2h)
A his+ £(fl) T 2h)

de manera que g'{t) < £ siempre que g{t) > 0. Esto nos da g'{t) < et de la misma

manera como en la prueba del teorema anterior y muestra que v 6 Ck (x).

La segunda inclusion es una consecuencia del siguiente lema.

Lema 1.2. Sea X un espacio reflexivo de Banach, K C X un subconjunto cerrado y

xq 6 K. Entonces

CVfro) C liminfluia;}

Demostracion. Sea v 6 Ck (o) y una sucesion de elementos xn 6 K convergiendo a

Xqg. Seae> O fijoysea Ny (3> 0 tal que para todo 0 < h< 0,n > N
dK(x,, + hv) < he
Vamos a asociar tales xn elementos y™ € K satisfaciendo

lyn-xn~ M1 < 2he

Tomamos VE — —"— - Desde |JLE—U]] < 2e y desde que el espacio es reflexivo, existe
un punto débil de clausura vn 6 v + 2eB de la sucesion (uf)h>o- Tal vn pertenece al

cono contingente T~(xn). Por lo tanto v es el limite (fuerte) de los elementos vn. O

Prueba del Teorema 1.2
Desde que el limite de los conos contingentes Tk (x) cuando x 6 K converge a xq en

K es un cono, es suficiente probar que cualquier v 6 W&TK(X) con norma igual a 1
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pertenece a Ck (xo).

Fijamos tal v. Entonces para cualquier e > 0,3N > 1 tal que
W > N\Vz E Lk(to,i?, B(v, bnTH3Zz) ¢ @ (1.1)

Supongamos por un momento que v £ C~/(x0). Esto significa que 3e E (0,") vy

sucesiones xn E BK(x0,¢),hnE (0,;) con

E, +h,B{v,H) fiK =0 (1.2)

Fijamos N tal que (1.1) sea verdad, n> N y sea 6 = tj-.

Usamos el Principio Variacional de Ekeland con el subconjunto cerrado
Q = KD(xn+ [0,hn]B(v,s)) 3 xn

y la Uncion continua V definida sobre Q por U(x) = —\\X—xn|| lo cual es acotada por

debajo de Q. Existe entonces una solucidn z e Q para el problema 4-minimizacion:

Vxe Q, [IX- %Il < - xnfl+ &\\z-x\\ (1.3)

Vamos a mostrar un elemento x E Q el cual esta conectado en la desigualdad anterior

produce una contradiccion.

Para tal propédsito, observamos que 2 se puede escribir
z = Xn+ (1 - or)ftitttit

con a E[0,1] y |mn —u] < e. Primero inferimos de (1.2) que 0.

Comprobamos que el préximo

2 + (0,0;fin]5(u,E:) C xn+ [0, hn|B(v,e) (1.4)

16



En efecto, el subconjunto Xn + [0, hn]B(v,e) es convexo
z + [0,ahn]B(v,e) = (1 - a)(xn+ hnwn) + a(an+ [0, hn]B(v,e)) Cxn+ [0, hn]B(v,e)
Finalmente z G B~ (xq, £). En efecto,
\\z-xnfl< @- a)h(|MI + e)
y por lo tanto, la norma es igual a 1

\\ - < \z- + - X0l < hn(l + + N < -
xo] | I+ 1Ix,- xOff (I+e) o <5

La propiedad (1.1) implica la existencia de u G T™{z) fl B(v, |); por lo tanto existe
succiones up convergiendo a u 'y kp > 0 convergiendo a 0 tal que z + kpup G K. Por
(1.4) también pertenece ai,, + [0, hn}B(v,e) para suficientemente grande. Por lo tanto

existe p tal que z+ kpup G Q y up G B(v,e). Tomando x —z + kpup en (1.3) tenemos

(@ o)finT follwnl  Tllp wnl~ 1@ ohnT kpwnT kp{up  wn)ll
= [Id- a)hnwn+ kpupN= - x| < (1 - a)hn\\an\+ S]]

y i, usando el hecho que |- Wh]] < 2E
fyljtuftil < ifcplInil + - U]l < ¢p(i(l -he) + 2e)
Dividiendo por kp > 0, obtenemos
l-e < IKH <i(l +e)+ 2 <3e

Por lo tanto £ > } lo cual contradice la eleccion de e. O
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Capitulo 2

Conos Tangentes para Conjuntos

Convexos

Para subconjuntos convexos K, la situacién es dramaticamente simplificada por

el hecho que el cono tangente de Clarke y el cono contingente coinciden con el cono

cerrado extendido por K —x.

Proposicion 2.1. Supongamos que K es convexo. Entoncesel cono contingente Tk {x)

para K en X es convexo y
Ch{x) = T%[z) = T*(x) - Sk(x)

Denotaremos por Tk (x) el valor comUn de estos conos y llamamos aesto el cono

tangente para el subconjunto convexo K en x.
Demostracion. Comenzamos enunciando las siguientes consecuencias de convexidad:
Vu E Sk(x),3h > 0, tal que Vi E [0, h],x + tv EK
ya que podemos escribir para cualquier i E [0, h]
x+tv=1l— x+j\x+hv)

es una combinacién convexa deelementos de K. Esto es suficiente para probar que

Sk (x) C Ck{x). Sea v = E Sk{x) (donde y EKyh>0)y consideremos una
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sucesion de elementos hn > 0y xn £ K convergiendo aOy i respectivamente. Vemos

gue vn = converge avy (que:
xn+ hnvn= "1 + xn+ —y £ K
ya que es una combinacién de elementos de K. O

El cono polar negativo del cono tangente 7*(x) para un subconjunto convexo, es

llamado el cono normal para K en x y se denota por

Esto puede yer facilmente caracterizado por
— * A —_
Nk (x) = {p€ X*/max(p.y) = (p.X)}
Observamos que:
i) Nk(x) C b(K)
ii) el “cono ~intético” b(K)~ C Tk (x)

Teorema 2.1. Cualquier subconjunto convexo cerrado de un espacio de Banach es

suave

Demostracion. Sea K un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X. Comen-

zamos probando que el gréafico de la aplicacion multivaluada

es cerrado en.X x X*, cuando X es provisto con la norma topologica y X* con la

topologia débil-*.
Consideramos sucesiones de elementos xn £ K convergiendo a x y p,,
convergiendo débilmente a p. Entonces 1” desigualdades

Vil € K,tpn,V) < (pmzh)
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al pasar a 1" desigualdades al limite

We K {p,y)< (p.¥)

lo cual establece que p e/V k(x). Por lo tantoel grafico es cerrado, i que la aplicacion

multivaluada Tk (-) es semicontinua inferior. O

Proposicion 2.2 (Interior de un Cono Tangente). Supongamos que el interior de un

subconjunto convexo K C X es no vacio. Entonces
VX € AMnt(r*(x)) = U (IntCy X)
h> ' '
Por otra parte, el grafico de la aplicacion multivaluada

K 3x  Int(TAX))

es abierto.

2.0.1. Propiedades de Conos Tangentes para Conjuntos

Convexos

Supongamos que K, Ki, L, M, ... son subconjuntos convexos, los espacios X,Y son

espacios de Banach y C(X, Y) denota el espacio de operadores lineales continuos.
1L SiiG~NCiC1l entonces TK(x) C TL(X) y NI(x) C Nk(x).

2. SiXi GKi C Xi,(i=1,..., n) entonces

(M) ==j-X0) Dlt K>

-nw
[

3. a SAEC(X,Y)y ie ™ d entonces
ta(k) = "&4(Tk (x)) ANAK)(Ax) = A*~IXK(X)
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b) Si Ki,K2C X,XiE Kj,i = 1,2, entonces

Tkl+k2{xi+ x2) = TKI(xi) + TK2(x2)
NKi+K2(xi + x2) ~ NKI (x1)n Nk2(x2)
en particular, si x» 6 K y x2 pertenece a un subespacio P de X entonces
Tk+p(xIl+ x2) = TKI(xi) + P

Nk+p(xi + x2) — Nk(kxxi)DPz%

4. SiLcX,Mcy son subconjuntos convexos cerrados y A € C(X, Y) satisface
la condicién de calificacién de la restriccion 0 € Int(M —A(L)), entonces para

cadaigin A~1(M)

Tiha-*m) = TI(xx)1A~1Tm (Ax)
) — XI1(x)+ A*M(AX)
a) Si M e y esconvexo cerrado ysi A € C(X, Y) satisface 0 € Int(Im(A) —M),

entonces para X 6 A~I(M)
Ta 1(M)(x)~ A-"Tm(Ax)
. — A*Nm (Ax)

b) Si Ki, K2C X son convexos cerrados y satisface 0 € Int(Ki —K2) entonces

para cualquier x 6 K\C\ K2

TKIn k2(x) = TKi(x)HTK2(X)
NKlok2(x) = NKi(x)+ Nk2(x)
m
c) Si Ki C X,(i = 1,...,n), son cerrados y convexos, X 6 ™ Ki y si existe
=1
n
7 > 0 satisfaciendo tal que |pell < 7, - Xi) ~ 0 entonces
A
n
Tn X)= n TA(X)
Q* K |
n
* s -
@)
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Observacion 2.1. La propiedad: T™N(x) D TK2(x) es falso cuando sumimos
0 E liit(®"j —K2) no es satisfecha. Tomamos por ejemplo dos bolas K\ y K2 tan-
gentes en un punto x. El cono tangente para la interaccion {x} es reducido a {0},
mientra que la interseccion de los conos tangentes es un hiperplano. Esto muestra que
no podemos prescindir de 1” condiciones de restriccion de calificacion en el calculo de

conos tangentes para imagenes inversa« intersecciones
Contraejemplo: Cono tangente para la interseccion
Ejemplo 2.1.

1. Observamos primero que un elemento v E TKk"(x) si y s6losi > 0 siempre que

xi=Q

2. Denotamos por

la probabilidad simple.

LDM = {x}

Lema 2.1. El cono contingente TSn(x) para Sn en x E Sn es el cono de elementos
~

v E Kn satisfaciendo =0y > 0siempre que x; = 0.
&1
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Demostracion. Tomamos v G Ts™(x). Entones existe sucesiones hp > 0 convergiendo a

0 y vp convergiendo a Vv tal que yp = X + hpvp G Sn para cualquier p > 0. Entonces

(2.1)

de manera que = 0. Por otro lado si x;, = 0 entonces
H
v = Y5 o
p hp- U

tal que w, > 0.

Por lo contrario, tomemos Vv satisfaciendo (2.1) y se deduce que
y =X+ hv

perteneciendo al simplex para h suficientemente pequefio. Primero, la suma de los yi
es igual a 1. Segundo, yi > 0 cuando Xi = 0 porque en este caso  es no negativo, y
cuando Xi > 0, es suficiente tomar h < ~ por tener yi> 0. Por lo tanto y pertenece

al simplex L]
En el caso de conos convexosen general tenemos:
Lema 2.2. Sea K C X un cono convexo de uncspacio normado X y X G K. Entonces

r K{x) = i<+ RX.

Por otra parte:
p G Nk(z) PEK~ vy (p,x) = 0" xe X K-(p)

donde: NK-(p) = {i¢ K/'iqu G K~, (q,x) < 0}.

Supongamos que p0 G Int(K+) y el conjunto
S ={xeK/fr0,x) = I}
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entonces:

Ts(x) = {v ETk (x)7(Po,v) = 0} (2.2)

Demostracion. En efecto, K + Rx = K —R+x C Tk(x) porqué para cualquier 2 E
K,\ > 0,
Vh < K’X + h(z—\x) = @1 —h\)x+ hz EK

Por el contrario, v E TK(x),siendo el limite de vn tal que x + hnvn E K pertenece a

K + Rx para todo n, porque

vhe K -~ -¢c K - R+x
«n

Para decir que p E Nk (x) significa que (p, X) = aK(p), lo cual es igual a 0 si y s6lo si

p E K~, de manera que se tiene la segunda afirmacion del lema.

Observe que S puede escribir en la forma K O p$1(1) y 1~ condiciones de
restriccion de calificacion 0 E Int(po(”) —1) es satisfecha porque pO(K) es un cono de

R conteniendo a 1. Entonces deducimos que
ts{x) = tk(x)
i.e. la expresion (2.2). O]

Observacion 2.2. Si asumimos que K + {x} = X* y que X es reflexivo, entonces

Tk (x) = K + Rx gracia al teorema del rango cerrado.

El siguiente resultado juega un papel importante en la teoria de control para proveer
la controlabilidad y observabilidad para procesos convexos cerrados son conceptos

duales.

Teorema 2.2. Sea X un i«pacio reflexivo de Banacli, F: X ~ X un proceso convexo
cerrado cuyo dominiops todoelespacio y K un cono convexo cerrado. siguientes

afirmaciones son equivalentes.
i) Vxe K,F{x) C T*(x).
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i) VgeK+,F*(q)(ITK+(q)¢®
donde K+ = —K~ = {p 6 X'/Vi EK, (p,x) > 0}

Demostracion. La primera condicién es equivalente a

VXEK,VqQE ~(Tk(x)) , sup {~q,y)<O (2.3)
yeH(i)

Pero sabemos del lema anterior que

ge = —JV#f(x)

si y solo si

xe NK-{-q) = (h-+RQq)- = (K'+ Rq)* = (Tk+lilP

Por otro lado desde que el dominio de F es todo el espacio X, por la funciéon soporte

de transposicion implica que

sup {~q,y)+ sup (p,x)—0
yeH(x) peP(Q)

Por lo tanto, la condicion (2.3) es equivalente a
VQEK+,Vx e(TK+(q))+, sup (p,x)>0 (2.4)
PeF(g)

Ahora desde que la imagen de F*(q) es débilmente compacta, el teorema de separacion
implica que la interseccion de F*(q) y TK+(q) es no vacio (i.e. que O pertenece al

subconjunto convexo cerrado F*(q) —T/™+{q)) si y sélo si
VXEX,Q<a(F*(q) - T K+(q),x)

Esto es suficiente para observar que esta afirmacidn es equivalente a (2.4) porque

a(F*(q),x), si XE (TK+(q)Y

F*(q)-TK+(q),x) = i
a(F*(q)-TK+(a).x) +o, Ix i (TK+()Y
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Definicién 2.1 (Pseudo Convexos y Conjuntos Forma Estrella).Un conjunto K d>

un espacio normado X se llama en forma estrella alrededor de x G K si
Vy GK,VAGI[O0,I],x + X(y-x) GK

y pseudo convexo en X G K si y sdlo si cualquiera de 1~ dos propiedades equivalentes

i) K Cx + Tk(x)
son verdadera

Lema 2.3. Si K C X es forma-estrella alrededor de x G K. entonces es pseudo convexo

en este punto.

Los subconjuntos convexos son forma-estrella alrededor de cada uno de sus

elementos y comparten con ellos alguna de sus propiedades por ejemplo.

Proposicién 2.3. Si X,Y son espacios normados, A G C(X,Y) es un operador lineal

continuay si K C X es pseudo convexo en algun punto x G .~entonces
ATk{i )= Tmk"™MAX)

En particular, cuando K es convexo, tenemos para cada y G A(K)

N =W »)
xeKilA~1(y)

Demostracion. Tomamos v G Ta(k){Ax) y seahn> 0y vn G Y sucesiones convergiendo

a 0 y v respectivamente tal que
Ax + hnvn G A(K) ¢ Ax + A{Tk (x))

Por lo tanto vn G A(TK(x)) y por lo que su limite pertenece a la clausura de este

cono. ]
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Capitulo 3

Calculo de Conos Tangentes

Teorema 3.1 (Teorema de la Funcién Inversa Punto a Punto). Sea X un espacio de
Banach, K un subconjunto cerrado de X, Y un espacio vectorial finito dimensional.

f : X ™ Y continuamente diferenciable alrededor de un elemento xo G K. Si

['(xjKCKkK)) =

Entonces la aplicacion multivaluada y ~ f~1(y) H K es pseudo-Lipschitz alrededor

(/(z0),x0).
En particular, trataremos especialmente 1~ siguientes consecuencias.

Corolario 3.1. Si K es un subconjunto cerrado de espacio vectorial finito dimensional
X, entonces x0 G Int(”™) si y so6lo si CV(x0) = X. Si X es un espacio de Banach,

X0G Int(”) siy solo si existe constantes a G [0,1), y > 0 tal que:

3.1. Interseccion e Imagen Inversa

Teorema 3.2. Sea X e Y espacios de Banach, L C I y M ¢ 7 subconjuntos cerra-

dos, f: X ™ Y continuamente diferenciable alrededor de un elemento x0 G L (If~1(M).
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Si Y es de dimension finita, postulamos 1/ condicionas d™ transversalidad punto a

punto
- £2(%,)) -
Entonces
TtM n/'(xorw/fam cC rn
y

CLWnfM ACmCliio))) C Cixyf-HM)(xa)

De otro modo para obtener el mismo resultado en el c~o de cualquier espacio de
Banach, tenemos que reemplazar 1~ condiciones de transversalidad punto a punto con

la condiciéon de transversalidad local:

Existe constantes c> 0,a G [0,1) y rj > O tal que:
WX GLnfi(ior/),Vy GM n fi(/(x0),r/)IBy c /'(x)(t£(x) n cBx) - TM(y) - aBY

Por otra parte las hipotesis de rendimiento para el conjunto L R f~1(M) es liso

(respectivamente derivable) siempre que Ly M sean lisos (respectivamente derivables).

Demostracién. Probemos por ejemplo la inclusiéon para el cono tangente Clarke. Con-

sideremos el subconjunto cerrado
K =Lnf~1(M)

y tomeinoscualquier sucesidon de elementos xn G K el cual converge a X. Vamos a elegir
cualquier u G CIi(xo) tal que /'(x0)u G Cm(/(xo0)). Por lo tanto cualquier sucesién
hn > 0y x,, G K convergiendo a0 y xq respectivamente, existe sucesiones uny vn

convergiendo auy f(xO0)u respectivamente tal que para todo n> 0

Ahora aplicando el Teorema 3.1 al conjunto L x M d e X x V y la aplicacién continua

/© 1rociado para cualquier (x,Yy) el elemento /(x) —Yy. Es obvio que la condicién de
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transversalidad
I'(*0)(Ci(*b)) - &m(/(®Q) = Y

implica 1~ suposiciones de sobreyectividad del dorema 3.1.

Ei pur (@, + Kun,/(xr) + eLxAly

(/ Q 0(*n + Kun, /(xn) + huvu) — 0

porque / es continua en X.

Por lo tanto, por Teorema 3.1 existe | > 0 y una soluciéon (xn,yn) EL x M para la

ecuacion
(/© 1)(xn,yn) =0

(i.e. yn—f(xn)) tal que

Por lo tanto U — fn Uy para todo n> 0 sabemos quilxn+ hnin EL df 1(M)

por que xn+ hnun—xny f(xn+ hnfin) = yn.
Cuando Y es un espacio de Banach arbitrario aplicamos el Teorema de la funcién
inversa limitada en exactamente el mismo camino. O

Corolario 3.2. Supongamos que X, Y son espacios de Banach, M C Y es un
subconjunto cerrado y que f : X ~ Y es una aplicacion diferencialmente continua

alrededor de un elemento xo G f ~1(M).

Cuando la dimension de F es finita, supongamos que:
Im (/,(x0)) + CM(/(x0)) = F
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entonces

t,-,mm = A xxr'WuUM))

Ademas

De lo contrario, para obtener el mismo resultado en el caso de un espacio de Banach

Y tenemos que suponer que existe constante c<0,ae [0,1) y ™ > 0 tal que
Vx e B(x0,q),Vy e B(f(x0),g)nM, By C cf'(x)(Bx) + TM(y) + aBy

Corolario 3.3. Sea Ki y K2 subconjuntos cerrados de un espacio de Banach X vy

x EKi HK2. Si la dimensidon de X es finito, supongamos que

Entonces

MX)NTKIX)c T yli.Wnli = J%nK(.r)

CVi(™) C Ck,nKj(x)
De lo contrario, el mismo resultado es verdadero cuando X es un espacio de Banach si

suponemos que existe constantes c>0,ae [0,y Yy > O tal que

Vx e Ki n B(x0,y), Wy e K2n B(x0,V)
By C (T7i(x) n Bx) —Tk2{y) + aBy

Finalmente para una interseccion finita podemos afirmar

Corolario 3.4. Consideremos n subconjuntos cerrados de un espacio de Banach X

y xo E fX i Ki- Cuando la dimensién de X es finita, supongamos que

n
Vui, ..., vNE X , M (CKI(x0) -Vi)¢$
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Entonces

Tx.(x0) — i~("o)
1

n ~ tio) ¢c c” =ia.i”o)
A

Si la dimensidon de X es infinita, supongamos que existe constantes c> 0,a € [0,1) y

~ > 0 tal que:
Mi € KiD B(x0,r)),Wi € X
3wi e X,3«e iT=i(T™(z¢) - Vi- W) tal que
IMI< cmro<=>.in [MILA vl < amroéi=li..in ||l

Para obtener 1™ mism” conclusiones.

Demostracién. Es suficiente aplicar el Teorema 3.2 para M = {0}, el subconjunto
~"=1Ki x D, donde D = {x,... ,x}xex y la aplicacion f definido sobre este conjunto
por f{x,y) = x - y. -

3.2. Ejemplo: Conos Tangentes para subconjuntos
definidos por restricciones de igualdad y
desigualdad

Consideremos un subconjunto cerrado L de un espacio de Banach X y dos aplica-

ciones continuamente diferenciable:
9= (Si,...,.gp): X » Wyh=(q,...,hg: X "R

definido en una vecindad abierta de L.

Sea K el subconjunto de L definido por 1/ ré&stricciones
K= {xe L/g™) >0,i=1I,...,pAhj(x) =0,j =
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Denotamos por I(x) = {i = 1,... ,p/gi(x) = 0} el subconjunto de restricciones activa.

Proposicién 3.1. Vamos a plantear las siguientes condiciones de transversalidad en

un determinado i GK:
i) h\x)CL(x) = R9
i) 3™ G C¢(x) tal que h'(x)v0= 0y Vi G/(x), (g'(x),To) >0

Entonces m pertenece al cono contingente para K en X si y s6lo si u pertenece al cono

contingente para Lem y satisface las restricciones
Vi G/(x), (g[(x),u) >0y Vj=1,..,q, HXu=0

Demostracion. Es claro que para cada v G Tk(x) C T¢(x) las ecuaciones h'j(x)v —0,

J = 1,...,gson satisfecha y 17 desigualdades {g[{x), v) > 0 son satisfecha; para tod”

1~ restricciones activa i G/(x).

La inclusion inversa es una consecuencia directa del Teorema 3.2 con
Y —MpxRq, f = gxh,M = R9x {0}
Es suficiente comprobar que 17 hipotesis implican la condicién de transversalidad
(9'(x) x h*(x))(CL(X)) - T rpx{0}"(x), 0) = Rp x R9

En efecto, tomamos (y, z) G Rp x R9. Existe una solucién v G C/,(x) para la ecuacion

h'(x)v = z para la primera hipétesis. Sea

a= min ("i(x), v0)

A= émré(O,\ﬂ- (Yi(x), v),....yp- (@p(x), v))

Fijamos: = (g'i(X), v+ \vQ —vVi-
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Por construccion: a; > 0 para cualquier i G I{x) tal que a = (ai, , ap) pertenezca
al cono contingente para R+ en g(x). Por lo tanto w — Xvo + v pertenece al cono
convexo Cx(x) y ewuna soluciéon para la ecuacion:

g\x)w - a=yA h\x)w = 2
tal que
(y,z) e (V(x) Xti(x))u-TRP&0](g(x),h{x

0

Observacién 3.1. Se observa que la prueba anterior implica que si L = Xpn la

Proposicion 3.1 entonces un elemento u G Ck (x) si y s6lo si

Vi G I1(X),{gi(x),u) >0AV]j =1,...,0hj(Xx)u=0

3.2.1. Propiedades de Conos Contingentes para Conjuntos

Derivables en Espacios de Dimension Finita

4 SiLcly M d son subconjuntos derivables cerrados, f G C1(X, F) es una
aplicacion continuamente diferenciabley i G ; R f ~1(M) satisface la condicién

de transversalidad /'(x)Cx(x) —Cm(l(x)) —F, entonces
TW-KWI(i) =Ti(x) Nf(xy iT M x))

4a) Si M C Fes un subconjunto cerrado derivable f G C1(X, F) es una aplicacion
continuamente diferenciable y iG f~1(M) satisface Im (/'(x)) —Cm(/(x)) = F

entonces

b) Si Ki,K2 C X son subconjuntos derivables cerrados, X G ™ jn "2 satisface

CKi (x) —CW2(x) = X, entonces



c) Si Ki C X, (i = N son subconjuntos derivables cerrados y i G PJ;

satisface Vuj = 1,..., n, —u*) ™ 0 entonces
=1

7hr.,Ajto = fI 7" M
—

3.3. Imagen Directa

Consideremos ahora dos espacios vectoriales normados X e Y, un subconjunto

K C ly una aplicacion univaluable y diferenciable f de X a V.

Vimos que para cualquier y G f(K), tenemos

U £ x)(Txx) ¢ THK)(Y)
XEKNf~I(y)

y () i-(x)) C r2(K.(y)
xe”~ny-qy)
No es facil encontrar condiciones elegantes suficientes quo impliquen la igualdad.

U I'(i)(@V(i)) = Tm)(y)
xe™n/-i(a)

Teorema 3.3. Sea X un espacio vectorial de dimension finita, Y un espacio

normado, fic X un subconjunto abierto que contienea X y/ dj ~ Y una aplicacion

univaluable satisfaciendo
f{K)3y~"™ f~Ly)dK

es pseudolipschitz en (/(zo,z0)): existe una constante | > 0 tal que para cualquier

y G f(K) cerrado en f(xo0)
d(x0J ~1{y)nK)<I\\y-f(xo)\\
Entonas si f es R-échet diferenciable en z0, obtenemos la igualdad
f(x0) TK(x0) = Tf(K)(f(x0))
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Demostracion. Sea v E Tf(K){f{x0)), entonces existe sucesiones de elementos hn > 0y

vn convergiendo a Oy « respectivamente tal que
fM+h.nnn?f(xn)ef{K)

El punto es elegir soluciones xn E K para la ecuacion anterior tal que una subsuce”ién
un = converge a algun u. Tal elemento u perteneces al cono contingente Tk (x0)

y es una solucién para la ecuacion f'(xo)u —w.

Desde que la aplicacién univaluada
f{K) 3y~ f Ly)HK

es pseudo-Lipschitz en (/(x0),x0) por hipotesis existe una constante | y soluciones

xn E K para la ecuacion tal que:
10- lIpill < <P/(*>) - /(jo) -

Por lo tanto la sucesion de elementos unes acotada de manera que una subsucesion un

converge a algun u. O

Observacion 3.2. Por lo tanto, cualquier condicion suficiente lo que implica que algun

xq E K, la aplicacion multivaluada
f(K) Knf-\y)

es pseudo-Lipschitz en (/(x0),~0) implica automéaticamente la igualdad entre el cono

contingente para la imagen y la cerradura de la imagen del cono contingente.

Proposicion 3.2. Sean X,Y espacios normados K C X,A E C(X,Y) un operador

lineal continuo e yo G Y. Si la dimensién de X es finitay si para algiin X0 E KC\A~1("0)
ker(A) n Tk (xq) = {0}

entonces

A(TK&{)) = Taw IAM)
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Demostracion. Seav £ Ta(k)(A(xo) existe hn™ O,vn£ Y,vn”~ vy xn£ K tal que

+ fonTn - — N0 + ARLSi)

olondlerii'jamos un= .70

hn

Si la sucesién un es acotada, por estar en un espacio de dimensiéon finita, una
subsucesién converge a algun u, el cual pertenece a Tk {xq), y satisface Au —V. Sino,
unasubsucesion |JJun]] iria al <x. Entonces una subsuccsion de elementos un = ~|j
satisfacen 1™ ecuaciones Aun — jji®* converge a un u en la esfera unitaria el cual es

una solucién para la ecuacion Au —O0 y el cual pertenece al cono contingente T (x0)

lo cual es una contradiccion. O

Proposicion 3.3. Sea K un subconjunto de un espacio vectorial de dimensién finita
X, K espacios normados, / : X ~ Y una funcién Fréchet diferenciable e yO £ K,

x0£ KH f ~1(yo).

Supongamos que para algun £ > 0, el subconjunto f ~1(B(y0,e) fl K) es acotado.

Entonces la condicion
Vz £ f~1(yO) n K, ker(f(x)) n TK(x) = {0}

implica

y £ (x)(TK(x))=
iexn/-'(90j

Demostracién. Sea v £ Tf(K)(yo),v ~ 0. Existe hn > 0,hn A O,vn £ Yvn ™ vy

xn £ K tal que yo + hnvn = f(xn) 1~ cuales son acotadas por hipotesis.
Entonces una subsucesidon xn converge a algun x £ K satisfaciendo f(x) = yo.

Fijemos an — |pn —xO0fly un — . Entonces an ~ 0y la sucesion un siendo

acotada en un espacio vectorial de dimensién finita, tiene una subsucesion convergiendo
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a algun u, el cual pertenece a (x). Por otro lado:

Por lo tanto:

la mano izquierda esta acotaday vn” v ~ 0 deducimos que la sucesién ~ es acotada
tal que una subsucesion converge a algin A. Por lo tanto f(x)u = Xv. Por hipotesis A

debe se diferente de 0. Consecuentemente

w = e/l'(*)('*M).
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