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Resumen
En el presente trabajo hacemos la construcción del análisis real tomando como pun

to de partida los conceptos de convexidad, por ejemplo, definimos un intervalo básico, 

el cual es convexo, que viene a ser un intervalo abierto en la recta real y a partir de este 

concepto definimos limites,continuidad, derivadas que van de la mano con el concepto 

de funciones convexas, debemos indicar que estos conceptos se pueden generalizar para 

espacios de dimensión finita.

En el primer capítulo veremos los conceptos preliminares relativos a la convexidad 

y la topología en los números reales, ahí se indican que un conjunto convexo en los 

reales representa a un intervalo, como por ejemplo el intervalo abierto

(x -  £, x +  e) =  {y /\x  -  y\ < E } ; i e i , f > 0

En el segundo capítulo estudiaremos la convexidad de las funciones, ahí veremos a 

funciones convexas, cóncavas, así como reconocer el epígrafe de una función, las cuales 

serán de gran ayuda al momento de estudiar límite, continuidad de funciones.

En el tercer capítulo veremos una de las partes muy importantes del análisis ma

temático, donde emplearemos la noción de convexidad para explicar límite y continui

dad de funciones.

En el cuarto capítulo estudiaremos la diferenciabilidad y la forma de como podemos 

explicar esta teoría con los conceptos de las funciones convexas.

En el desarrollo del quinto capítulo veremos un importante teorema del análisis real 

que es el Teorema de Valor Medio.

En el último capítulo se resalta las conclusiones del presente trabajo.



Indice general

1. Marco teórico

1.1. Espacios Vectoriales .

1.2. Números reales . .  .

1.2.1. Los Axiom a de Cuerpo

1.2.2. Los Axiomas de Orden .

1.2.3. Los Axiomas de Completitud

1.3. Conjuntos convexos . .

1.4. Conceptos Apológicos

1.4.1. Sucesiones . . .

1.4.2. Teorema de Heine - Borel

2. Punciones convexas

3. Límite y Continuidad

3.1. Límite de una Función

3.2. Funciones Continua

4. Derivadas

4.1. Definición de Derivada

4.2. La derivada y la convexidad .

5. Teorema del Valor M edio

5.1. Teorema de Rolle . . .  .

2

2

4

4

5

7

10

14

16

17

21

21

22

24

24

26

30

IV

30



5.2. Teorema del Valor Medio . 31

Bibliografía 34

v



Introducción

Una de las partes importantes del análisis matemático que estudia los conceptos 

que están relacionado con los números reales (R) es el análisis real;el análisis convexo 

es una de las herramientas importantes de la optimización, pero en los reales podemos 

usar la noción de convexidad para explicar los conceptos básicos del análisis real como 

son el límite la continuidad y la diferenciabilidad.

En este estudio es conveniente y útil utilizar la terminología geométrica, ^ í ,  habla

remos de conjuntos de puntos de la recta real, luego se estudiará funciones definidas en 

un conjunto de puntos y es conveniente poseer cierto conocimiento acerca de algunos 

tipos fundamentales de conjuntos de puntos, tales como conjuntos abiertos, cerrados 

y compactos antes de estudiar las funciones,la estructura matemática el estudio es la 

topología.

Usaremos el concepto de convexidad en R, para ir construyendo los conceptos de la 

topología y luego los conceptos de límites, continuidad y diferenciabilidad vista desde 

un punto de vista geométrico.

Al estudiar la derivada como concepto fundamental del cálculo diferencial hay dos 

tipos de problema: el problema físico, que consiste en buscar la velocidad instantánea 

de una partícula móvil; y el problema geométrico que consiste en buscar la recta tan

gente a una curva en un punto dado, ambos conducen de forma natural a la noción de 

derivada, explicaremos este concepto usando la noción de conjuntos convexos.
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Capítulo 1

Marco teórico

1.1. E sp acios V ectoria les

Al iniciar el presente trabajo se hace necesario recordar lo que es un Espacio Vecto

rial real, para saber lo que podemos hacer enMy dotar aMde  una estructura vectorial, 

para ello definamos a los espacios vectoriales reales.

Definición 1.1. ([1]) Un espacio vectorial real V es un conjunto cuyos elementos son 

llamados vectores, en el cual están definida dos operaciones:

1. La adición:

+  : U x U - > U

tal que +(u, v) : = u  +  v

2. La multiplicación por un escalar:

tal que -(a,v) := av las cuales satisfacen 1^ siguientes condiciones:

a) Conmutatividad: u + v = v + u.

b) Asociatividad:(u +  v) + w = u + (v + w).
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c) Vector Nulo: 3 O G Utal que u +  0 =  0 + u =  u V u G V .

d) Inverso AditivoN u G V, 3 — m é  V tal que u +  (—u) =  0.

Í(a +  X)u = au + Xu 

a(u  +  n) =  au  +  av

f )  Multiplicación por l : \v  = n,V v G V.

Definición 1.2. ([1]) Un subconjunto S  C R es llamado un subespacio vectorial real 

de R, si se cumple lo siguiente:

1. V x  G S y Vy G S, {x +  y) G S.

2. VX e R y V  X e S , X x  e S.

Se puede observar que si S  es un subespacio vectorial de R, entonces S  es también 

un espacio vectorial sobre R.

Lema 1. El conjunto R es un espacio vectorial real.

Demostración. Ver [1], □

Definición 1.3. ([1]) Sea S  C R un espacio vectorial real u \; u2;- . ;un G S y 

a i ; a2; . . . ;  an números reales. Entonces el elemento

u «iU| + a¿Ui + -----1- nrjuT1

es un elemento de S  al que llamaremos combinación lineal de u\]u2',. . . ;  un.
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1.2. N ú m eros reales

El Análisis matemático estudia conceptos relacionados de a l^ n a  manera con los 

números reales es por ello que empezaremos estudiando el sistema de los números 

reales. Es un hecho que, en la mayor parte del Análisis, nos interesaran solamente las 

propiedades de los números reales, por lo tanto consideraremos a los números reales 

como objetos, sometidos a ciertos axiomas de los que extraeremos propiedades. Supon

gamos que existe un conjunto no vacio R de elementos, a los que llamaremos números 

reales, que satisfacen los siguientes axiom a.

1.2.1. Los A xiom as de Cuerpo

([5]) En el conjunto de los números reales (R) admitimos la existencia de dos opera

ciones, llam ada Suma y Multiplicación, tales que, para cada par de números reales .r e 

y, la suma x + y y el producto xy  son números reales determinados unívocamente por 

x e y que satisfacen los siguientes axiom a donde x , y, z representan a números reales 

en tanto no precisemos lo contrario.

■ Axiom a 1. x + y = y + x , xy  = yx  (leyes conmutativas).

■ Axioma 2. x  +  (y + z) =  (x + y) + z, x(yz)  =  (xy)z (leyes ^ociativas).

■ Axiom a 3. x(y +  2) = xy  + xz  (ley distributiva).

■ Axioma 4. Dados dos números reales cualesquiera x e y, existe un número real

2 tal que 2 = x +  y.El número x — x se le designará por 0 y al número —x lo

llamaremos el opuesto de x.

■ Axioma 5.Existe, por lo menos, un número real x  ^  0. Si x e y son dos números 

reales con x ^  0, entonces existe un número 2 tal que y = x2.Dicho número 2 se 

designará por el número |  se designará por 1. Escribiremos x ~1 en vez de ~ si 

x ^  0 y a x ~1 lo llamaremos el reciproco o el inverso de x.
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1.2.2. Los A xiom as de Orden

Suponemos también la existencia de una relación < que establece una ordenación 

entre los números reales y que satisface los siguientes axiom a.

■ Axiom a 6.Se verifica una y sólo una de 1^ relaciones x  =  y, x < y, x > y.

■ Axiom a 7.Si x < y, entonces para cada 2 se tiene x + z < y  + z.

■ Axiom a 8.Si x > 0 e y > 0, entonces xy > 0.

■ Axiom a 9.Si x > y e y > 2, entonces x > z.

N ota. El simbolismo x < y  se utiliza para abreviar la información:

"x < y  o x = y".

1.2.3. Los A xiom as de C om pletitud

Nuestro último axioma del sistema de los números reales involucra la noción del 

supremo.

Definición 1.4. ([5]) Sea S  C M, diremos que 5 es  un conjunto acotado superiormente, 

Si existe un número real M  tal que

x < M,Vx E S.

Análogamente se dirá que S  es acotado interiormente si existe el número real m  tal que

m  < x,Vx e S.

Definición 1.5. ([5]) Sea S  C M, diremos que S  esta acotado si existen los números 

reales m  y M  tal fjue

m  < x  < M, Vx e S.

Definición 1.6. ([5]) Sea S C R, denominaremos Supremo de 5 a la mínima cota 

superior y lo denotaremos por Sup(S), análogamente a la mayor de 1^ c o t^  inferiores 

de S  se le denomina Infimo de S  y se denota por Inf(S).
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Observación. Ve > 0, si M  = Sup(S)  entonces M  — e ya no es el Supremo, esto es 

existe x  £ S  tal que M  — e < x < M,  de la misma forma se analiza para el Infimo.

Proposición 1.1. ([5]) El Infimo y supremo para un conjunto S  son un únicos.

Demostración. Asumamos que Mi y M2 son supremos para S

■ Como Mi es una cota superior ^  M2 < M i.

■ Como M2 es una cota superior ^  Mi < M2.

De lo anterior se concluye que Mi =  M2.

Ahora sum am os que Ii e l 2 son dos infimos para S

■ Como /j es una cota inferior ^ 7 ]  < I2.

■ Como I2 es una cota inferior ^  D < I\.

De lo anterior se concluye que Ii = h- El

■ Axiom a lO.Todo conjunto no vacío S  de números reales que esté acotado su

periormente admite un supremo; es decir, existe un número real M  tal que 

M  = sup(S).
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1.3. C on ju n tos con vexos

Definición 1.7. ([2]) Un conjunto C C K se dice que es convexo, si para cada para de 

puntos x  e y en C, se tiene

tx +  (1 — t)y E C; donde t E [0,1]

Observación. Como los elementos del conjunto de los números reales (R) están con

tenidos en la recta numérica, entonces geométricamente en la noción de convexidad se 

puede notar lo siguiente

N ota. El conjunto de los números reales tiene la estructura de un espacio vectorial 

considerando la suma usual de números reales y la multiplicación por un número real.

Sea {a, b } c l  definimos los siguientes conjuntos

[a, b) = {í e R : a < í < f e }

(a, b] = {t E R : a < t < b}

(a,b) = {t E R : a < t < b}

[a, fe] =  {t E R :  a < t  <b}

( — r o , a ]  =  { í G E : í < a }

( — ̂ , a )  = { í e R : K f t }

(fe, ro) =  { í G E : f e < í }

[fe, ro)  =  { í G E : f e < / }

Definición 1.8. ([l]) Se dice que /  C t  es un intervalo si I es igual a uno de los 

conjuntos definidos anteriormente.
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A menudo es importante que se distinga entre los intervalos que incluyen sus extre

mos y los intervalos que no los incluyen.

• Si a < b\ el siguiente intervalo con extremos en a y b es (a, b).

Note que (a,b) y b ^ (a,b), note también que los intervalos (a,ó] y [u.ft) son 

tales que satisfacen 1^ desigualdades.

Definición 1.9. Para todo i £ R y  para todo e > 0 se define un convexo básico con 

centro en x  y radio £ de la siguiente manera (x — e, x  + c).

Note que todo intervalo tiene un extremo izquierdo y un extremo derecho que pueden 

ser valores reales o pueden ser el —ro o el

Proposición 1.2. Sea I  C K. /  es un intervalo si y solo sí I  es un conjunto convexo.

Demostración. ( ^ )  Sean t\ y t2 elementos de /  probaremos que \ t t +  (1 — X)t2 £ l 

con A £ [0,1],

Como I  es un intervalo, entonces sea { t i , t2} C I, sin pérdida de generalidad conside

remos que 11 < t 2 entonces se cumple que

(1 — A)í| < (1 “  A)ía

=> C < \ t  i ■+■ (1 — A )t.2 < At2 + (1 — A}f-¿ = fa

De donde se concluye queAíi + (1 — >\)£2 £ l ,  por lo tanto /  es un conjunto convexo.

(^)Consideremos a =  I n f { t  £ 1} y b = Sup{t £ /}, además sea c £ (a, b) 

entonces a <  c < b ^  3 11 y t2 tal que a < t \ < c < t 2 < b  entonces {ti, t2} C /, por la 

convexidad de I , entonces /  es un intervalo. D

Definición 1.10. Para el intervalo [a,b]\ se dice que p es una combinación lineal 

convexa de [a, b]\ si

p =  Xx +  Py, A £ [0,1]; A + p = 1

Proposición 1.3. ([6]) Dado un conjunto C e  Í e s  convexo si y sólo si contiene todas 

las combinaciones convexa de C.
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Demostración. Por hipótesis C e s  un conjunto convexo entonces A! r i +  A2x2 G C con

xj G C C y Ai > 0 y A¿ > 0 y A] + A¿ = 1
entonces se cumple que un elemento de Ces combnación convexa de uno o dos elementos 

de C ahora por inducción supongamos que es válida para m  elementos debemos probar 

que también es valida para m  +  1 elementos.

Consideremos {xi, x2, . . .  x  m+J} c C y [ \  \ ,A2, . . .  Am+i} C [0,1] tal que 

x — A^rri + A2,x2 + • • • + Am+i.xm+1 y Ai + A2 H—  • +  Am+i = 1 ahora supongamos que 

Ai +  A2 + - • - + Am ^  0 hacemos A =  Ai +A2 + - - - +  Am y x  = ^ .x i  +  ^  .x2 + - ■ • + .x„,

se tiene que ^  + • • • + xf  =  l , y  Am+1 = 1 — A entonces y — \ .x  +  (1 — A).x„,+1

por hipótesis de inducción x  G C y por la definición de convexidad y G C. □

Proposición 1.4. ([3]) Sean C, C £ A conjuntos convexos,donde A es cualquier 

conjunto finito, entonces la intersección C = Píe; P i  también es un conjunto convexo.

Demostración. Sean x G C e y G C, por la definición de intersección,.x G C* e y G C¡. 

para todo i e  A, como por hipótesis C¿,í € A, son convexos, Ax +  (1 — A)y G C¡ para 

cualquier A G [ü, 1], Vi G A. Por la definición de la intersección de conjuntos se sigue 

que Ax +  (1 — A)y G C, de lo que se concluye que C es un conjunto convexo. □

Ejemplo. Sea A = [2,5) y B = [1,8) ambos son convexos por la proposición 1.4 

A íl B  = [1,5) también es convexo.

Definición 1.11. ([4]) Dado un conjunto S  C R, la cápsula convexa de S  la cual se de

notará por Co(S),  es la intersección de todos los conjuntos convexos que contienen a S.

Se puede notar que

• Co(S)  es un conjunto convexo.

• S C  Co(S)

• Si S  es convexo, entonces S = Co(S)
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Definición 1.12. Dado 5 c  R se  define la frontera de S  la cuál se denota por Fr(S)  

de la siguiente manera

Fr(S)  =  {x E S :  x ^ int(S)}

1.4. C on cep tos to p o lóg icos

Estudiaremos el concepto de Topología, denotemos a T una familia de conjuntos de

R.

Definición 1.13. ([7]) Se dice que Tes unaTopologia paraM sise cumple 1^ siguientes 

condiciones:

• r.

•  Si {Ul}ieí C r  entonces UlG/ Ut E T.

• Si {{7,}f=! C T entonces : Ui E T.

Definición 1.14. Se define el conjunto Gamma (T) de la siguiente manera 

r  =  { á c M : V i G á , 3 e > 0 ; ( x -  e, x  + e ) C  A ) U {0}

Nota. Los elementos de un topología son llamados conjuntos abiertos.

Teorema 1. ([7]) T es una topología para M

Demostración. Como M es un subconjunto de M y 0 E T definición de T.

Se tiene la primera condición de la definición (1,13)

Si {Ui}iei C r, sea x E U U, ^  3i E I tal que x E Ui entonces de > 0; (x — e, x+e) C U, 

entonces (x — £, x +  e) C 

por lo tanto U Ui E T.

Sea {U,}J’=, C r , sea x E ^ =1 U, entonces x E Ut Vi 

entonces 3 > 0 : (x — e,, x + e,) C U,
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tomemos e =  minfei,  e2, . . . ,£,} entonces (x — £,x + e) C Ul ; (x — e, x  + e) C

i U, entonces Of=i por lo tanto T es una topología.

□

Definición 1.15. Una vecindad de x  es cualquier conjunto A  tal que existe £ > 0 con 

( x ~ e , x  + e ) c A

Definición 1.16. Sea S c K y a E S  entonces a se denomina punto interior de 5. si 

existe un convexo básico con centro en a y radio r contenida en S.

Es decir (a — r, a + r) C S; r > 0

Definición 1.17. ([7]) El conjunto de todos los puntos interiores de S  se llama interior 

de S  y se denota por int(S'), es decir

int(S') = {aE S/a  es punto interior}

N ota. Cada conjunto que contiene un convexo básico con centro en a se denomina 

entorno de a.

Lema 2. ([1]) Un conjunto 5  c  R es abierto si todos sus puntos son interiores; es decir

Vx e 5;B e(x)/ (x — £x,x + £x) C S  

También: S  es un conjunto abierto si y sólo si S  =  int(S')

Demostración. Ver [1]. □

Ejemplos.
= (3,19) '

=  (-2 ,11)
son conjuntos abiertos

s l n s 2 = (3, i i )

S l U S 2 =  (-2 ,19) ^

Un intervalo cerrado [2, 7] no es un conjunto abierto porque 2 m 7 son puntos 

interiores.
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N ota. En lo que sigue del presente trabajo usaremos K \C  para indicar el complemento 

del conjunto C e s  decir Cc = K \C

Note que [2, 7] =  (R\ (—ro,2)) U (R\(7, +ro)).

Definición 1.18. ([5]) Diremos que a € R es un punto exterior a S  si existe r > 0 tal 

que

( a - r , a  +  r ) n S  =  0

Definición 1.19. ([5]) Un punto a que no es ni interior a S  ni exterior a S  se le 

denomina punto frontera de S,  lo cuál se denotará por

dS  = {a/a es punto frontera de S}

Ejemplo. Sea el conjunto S = {0,1}

Se observa que dS = S.

Ejemplo. Sea el conjunto S  =  se observa que S  C dS  pues
r)Q = ¡0 i 1 I 1 1 1kjíj \ A ' 2 ’ 4 ’8 ’ ’ 2 n■ * * * J

Proposición 1.5. Si a € R es un punto frontera de S  entonces para cualquier r > 0. 

se cumple lo siguiente:

• ( f l - r , a  + r ) n S / 0

• ( a - r , a  +  r ) n ( K \ 5 ) ^ 0

Demostración. Ver [5]. D

Definición 1.20. ([5]) Se dice que un conjunto S C M es cerrado si R \S  es abierto.

Proposición 1.6. ([5]) El conjunto convexo básico (x — £,x + e) es un conjunto abierto.

Demostración. Sea x  € (x — e, x + e) queremos probar que x  es un punto interior de 

(x — e ,x  + e), denotemos por p =  (x — x0 ,x  + x0) v llamemos £ i =  ^  y consideraremos 

(x0 — £\, x0 + f l)  C (x — £, x  + e) en efecto sea p € (x — £\, x  + el) entonces 

(p -  X. p + x) < (p -  Xa. P + Xa) + (x0 -  x. x0 + x) = e i + p < ^ + p = ^ < e  □
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Lema 3. ([5]) Se dice que C es cerrado si para toda sucesión V {xfc} C C tal que 

límfc^^ Xk — x, entonces, x £ C .

Demostración. Realizaremos la demostración por contradicción 

supongamos que x £ C ^  x  £ M\C es decir 

3 e > 0 tal que (x — e ,x  + e) C M\C 

ello quiere decir que xn —> x  ^  3 N  tal que 

{xfc} C (x -  e ,x  +  e) C

Proposición 1.7. Si 5 e s  un conjunto cerrado entonces dS  C S.

Demostración. Ver [5].

Definición 1.21. ([5]) Sea S  C M y a E M, se dice que a es un punto de acumulación 

de S  si para todo r > 0; (a — r,a + r) contiene una infinidad de puntos de S.

Ejemplo.

□

□

S = f l - 1 • i • i •’ 2, 3’ 4 ’ ' • i- \’

1/2

Se observa que 0 ^  S y  0 es un punto de acumulación de S. 

S = {x E R / 0 <  x <  1}U{2}

son puntos 
de acum ularan

------ J------
2
l

no es punto 
de acumulación

El conjunto que tiene a todos los puntos de acumulación de 5 es 

{x e  M/0 < x <  1}.

Definición 1.22. ([5]) Sea s C M, denotaremos por S  = S  U dS  y se le denomina la 

cerradura de S o  clausura de S.

Definición 1.23. ([5]) Se dice que A C M es limitado si existe un convexo básico que 

contiene a A , es decir 3 x E M , 3L > 0 tal que A C (x — L, x + L)
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1.4.1. Sucesiones

Definición 1.24. ([5]) Una sucesión es una función X  : N — > M 

y se donota por x(n) = xn G M

Diremos que una sucesión es acotada; si el conjunto S  = {ni, a2, . . .  , an, . . .  } es un 

conjunto acotado es decir existe un convexo básico que contiene a S.

Definición 1.25. ([5]) Se dice que {xn} converge a x si V £ > 0 3n G N tal que 

{xm } m>n C (x £, r l  f).

Notación. Si la sucesión {xn} converge a x escribiremos la siguiente notación 

luUn^oo ■í'f) = X,

Lema 4. El límite de una sucesión es único.

Demostración. Ver [5]. □

Definición 1.26. ([5]) Si f  : S  C M E, se dice que f  tiene límite a x  si V e > 

0, 3 6 > 0 tal que: V y G +  f ( x)  G ( f (x)  — e, f (x)  +  e)

Proposición 1.8. ([5]) Sea C C E un conjunto convexo. Entonces C e intC  son 

conjuntos convexos.

Demostración. Sean x G C, y G C,A G [0,1], definamos 1^ sucesiones {x^} C C e  

{Vk} C C tales que {xfc} - > i e  {yfc} y, (k <x>).

Por la convexidad de C, se tiene que Xx^ + (1 — A)yk G C, Vfc, por lo tanto

Xx +  (1 -  X)y = lím (Axfc +  ( 1 -  A)yk) G Ck ^ x

De lo que se concluye que C es un conjunto convexo.

Sean x  G mí(C) e y G int(C).  Fijamos £ > 0 tal que

(x — £,x + e) C C e. (y — e.y + e) C C

sea A G [0, 1], para demostrar que \ x  + (1 — A)y G nd(C),  debemos probar que

(Ax +  (1 — A)y — £,Ax +  (1 — A)y +  e ) c T
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Sea z E (Ax + (1 — X)y — e, Ax + (1 — \ ) y  + e ), existe q E R  tal que

2 =  Ax + (1 -  A)p + g , \ q\<£

Observamos que

2 =  A(x + g) + ( 1 -  A)(g +  g)

Obaviameute, x +  g e  (x — e, x + e) C C c y + q E (y — s,y + s) C C ,  por la convexidad 

del conjunto C se concluye que z e C .

Acabamos de demostrar que

(Ax +  (1 -  X)y -  e, Ax +  (1 -  A)g +  e) C C

ello significa que Ax +  (1 — \ ) y  E int(C).

□

Teorema 2. ([5]) La cerradura de un conjunto S, es el conjunto de todos los puntos 

de acumulación de sucesiones convergentes.

Demostración. Sea {xri} una sucesión convergente de S, como {xri} es convergente sea 

V = línfi. -'V
Veamos que p E S , s \ p E S o p E  dS  no habría nada que probar.

Asumamos que pes un punto exterior a S, esto significa que: 3r > 0; (p—r, p+r)ílS = 0, 

esto significa que en (p — r,p + r) no hay ningún punto de S , pero eso contradice el 

hecho que p sea un punto de acumulación de {xri} por lo tanto p E S.

Ahora sea p E S  debemos ver que p es un punto de acumulación.Si p E S  entonces sera 

suficiente definir

xn = p Vn

Supongamos que p E OS y denotemos por Bn =  (p — yt,P + yt ) entonces

B, n Bn ¿ «

Luego existe al menos un punto n„ E Bs n  Bn, entonces la sucesión {a„} claramente' 

tiene como punto límite ap . □
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Definición 1.27. ([5]) Se dirá que {Ct } es un cubrimiento abierto de A C R, si C, son 

abiertos y A C UÍLi ■

Definición 1.28. ([5]) Un conjunto A C R es compacto si para todo cubrimiento 

abierto existe un solo conjunto A tal que A C j Ct.

1.4.2. Teorem a de H eine - Borel

Teorema 3. ([5]) Sea C un conjunto cerrado y acotado deM y U\, U2, . . . ,  Un, . . .  una 

sucesión de conjuntos abiertos que cubren a C (esto es C C Un Un), entonces hay un 

subcubrimiento finito de Uj que ya cubre a C.

Demostración. Por hipótesis C C Un Un, con estos conjuntos formamos los abiertos

m-Vt;  Vi = C/;uí/a; = = K ui/«t

Observamos que los^- son abiertos y que además se cumple que:Vi C V2 C C • • • C 

Vn C K,+1 C . . . .  Es claro que Vn es un cubrimiento abierto de C.

Ahora usando los conjuntos^- formamos los conjuntos cerrados y acotados:

Ct = C \ V l; C 2 = C \V 2-, .. .  Cn ^ C \ V n

Todos estos conjuntos son cerrados y satisfacen

• • • c C „ C . . . ; c C 2 c C i C C

Supongamos que hay un punto p E C n; 'i n p E C \  Vn entonces

P E C  \ V„ =* p E C; y; p i  Vn; V n

lo cuál es adbsurdo pues U K( = U Un y cubren a C.

Por lo t anto hay algún Cn = 0 esto es

c,„ = c \ v;¡0 = 0^CC v;u = u,uu2u.. .un0
luego se concluye que U\ .U2.......Lr„, es un cubrimiento finito de C. D
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Capítulo 2

U n cio n es convexas

Sean S  y T  subconjuntos de R. Una tinción de S  a T e s  una asociación que a todo 

elemento de S  le s ig ila  un elemento de T. En lugar de decir que /  es una función de 

S  en T, con frecuencia lo representaremos como:

/ :  T

x — > f ( x)

Nosotros trabajaremos con funciones reales de variable real que pueden asumir el valor 

de +rc>.

Ejemplo. Sea la función f  : R —> R U {+ro} definido de la siguiente manera

, I S1 x >  °,
1 si x <  0.

Sea / : R —> R u { + r o }  denotemos por

Epi( f )  = {(x, A) G R x R : f  (x) < A} 

dom(f)  = {x G R : /(x ) < +ro}

Definición 2.1. ([3]) Sea /  : R —» MU{+w} una fiinción; se dice que /  es una fiinción 

convexa; si dados x G dom{f);y  G dom(f)  se cumple que

/(A x +  (1 -  A )y )<  A/(x) +  (1 -  A)/(.y);VA G [0, 1]
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además se dice que f  es cóncava, si (—f )  es convexa.

Si se cumple que para todo x ^  y

/(Ax + (1 -  X)y) < A/(x) + (1 -  A)/(y); VA 6 (0, 1) 

se dice que f  es estrictamente convexa 

Ejemplo. f  . R2 R

U n ció n  que no 

es convexa ni cóncava

Ejemplo. ([2]) Las siguientes funciones son convexa

• / =  {( *,  /(*))//(*) =  ( x -  3)2}

• 9 ={(x, g(x) ) / g(x)  =  |x + 2|}

• h={ ( x , h( x ) ) / h ( x )  = x 2;si x€( 0 , l ] y , f i ( x )  =  l, si x =  0}

Definición 2.2. ([2]) Dada una función f  ■ S  C R —> R su g r^ c a  es un subconjunto 

G C K2 y es definido por

G = { ( x ; / ( x ) ) / x e 5 }

Lema 5. ([2]) Si /  : R —> R U {+ro} es convexa, entonces dmi ( f )  es convexo.

Demostración. Si f ( i )  = dom(f )  = 0 por lo tanto dom(f )  es convexo.

En caso contrario sean t j , i2 £ dom(f )  entonces por la convexidad de f  se cumple que

entonces Ai\ + (1 — A)i2 £ dom(f).

De lo que se concluye que el dom(f )  es convexa.
□
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Teorema 4. ([2]) Sea /  : K ^  E u  {+ro}, /  es una función convexa si y sólo si. su 

epígrafo es un conjunto convexo

Demostración.

i) Si /( /)  = Vi G dom(f)  ^  dom(f )  = 0 ^  epi(f) = 0 

Como epi(f) = { (x; 7 )/x  G S ;7 6 R : / ( x ) < 7 }

Sean (x 1, 7 j ) y (x2, 72) elementos del epi(f) debemos probar que

A(xi , 7i ) + ( 1 -  A)(x2, 72) € epi(/);VA G [0, 1]

=► (Ax¡ + (I -  A)xa; Ayj + (1 -  A)?*) G K2
pero como S  es convexo entonces

Xx\ +  (1 — A)x2 G 3 v 

A71 + (1 — A)72 G K 

Ahora nos falta demostrar que

/(Ax| + {1 — A)x2) < A71 + (i — A)72; VA G [0. .!]

pero como /  es convexa por hipótesis, se debe cumplir

/ {A.r¡ + (1 -  A)x2) < A/(x,) + (1 -  A)/(x2);VA G (0, I]

Como (xj , 7!) y (x2,y2) están en el epi(/)

( 2 . 1)

• f { x  1 ) <  7 1 ^  A / ( x , ) <  A71 ;VA G [0 , 1]

• f { x 2) <  72 ^  ( 1  -  A)/(x2) <  ( 1  -  A)72

Por lo tanto: /(Axi +  (1 — A)x2) <  A71 +  (1 — A)72.

i i )  Si epi(/) es convexo ^  /  es convexa. Como epi(/) es convexo entonces si 

(x 1,7!) G epi(/): f ( x j ) < y si (x2,7 2) G epi(/): f ( x 2) <  72 

A d em ^  se cumple que

/(A x 1 +  (1 — A)x2) <  A71 +  (1 — A)72, A G [ü. 1]
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debemos probar que si

□

Definición 2.3. ([2]) Una función f  : EU  {+ro} es llamada propia si

dom(f )  = {t G R : /( í)  < +ro} ^  0

Teorema 5. ([2]) Si /  : R ^  E U  {+ro} es propia y convexa, entonces dam(f )  es un 

conjunto unitario o tiene interior no vacío.

Demostración. Como f  es una función propia entonces dom(f)  ^  0, por el teorema 4 

se tiene que dom(f )  es unitario o su int(dom(f))  ^ 0 .  □
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Capítulo 3

Límite y Continuidad

El principal objeto del estudio de análisis son las relaciones de dependencia de una 

variable respecto de otra, es decir, de las funciones. Tiene especial interés el estudio 

de btó funciones continuas, es decir, aquella funciones que a pequeñas variaciones de 

la variable independiente le corresponden variaciones arbitrariamente pequeñas de la 

función. Importantes leyes física, como aquellas que expresan el movimiento, la dila

tación de un cuerpo, la relación entre cantidad de calor y temperaturas son ejemplos 

de este tipo de funciones.

En esta sección se dará el concepto de límite de una función y se procede al estudio 

de la continuidad y de sus propiedades pero v ist^  desde la convexidad.

3.1 . L ím ite  de una Función

Sea /  una función definida en un conjunto S  de números reales, es decir a cada 

valor de x G 5; le corresponde un número real y = /(x ). La idea intuitiva de que el 

límite de /  cuando x tiende a ‘a' sea Les que los valores de /  (x) estén arbitrariamente 

cercanos a ‘L' siempre que los valores de x sean cercanos al valor de a; siendo éste un 

punto de acumulación.
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Definición 3.1 (Límite). ([1]) Sea / :  S e  K; se dirá que 

lím /(x ) = L 0 , 3 ¿ e ( 0 , f ]  : Vi/ G (i -  á ,i  +  á ) n 5  f (y)  E ( L  — e.L + z)
x —>a

Lema 6. límx^„ f ( x)  = L, si y solo sí V/x^} C S  con l í m ^ ^ ^  = a, se tiene que

lím*-**, f ( x k) =  L

Demostración. Ver [1], □

Note que si / :  R R U {+ro} es convexa, entonces V/x^} x E int(dom(f))

entonces /(x*) ^  / ( x ), es decir que si {x^} converge a un punto del int(dorn(f)) 

entonces {/(x^)} también converge a f (x).

3.2 . F unciones C ontinuas

Definición 3.2. ([1]) Sea S e  R y f :  S —> R; diremos que f e s  continua en x E S .  si 

Vxn é S - > i  entonces lím f ( x n) = /(x ). Se dirá que una función es continua, si lo es 

en cada punto de su dominio.

Definición 3.3. ([1]) Una función f  es llamada semicontinua interiormente (sci) en x<) 

si VA< f ( x o) existe un convexo básico ( x—£, x+e) tal que x E ( x —£, x+e) ^  /(x ) > A.

Definición 3.4. ([1]) Una función f  es llamada semicontinua superiormente (ses) en 

x0 si —/ e s  sci en xo, es decir A > f ( x  o) existe un convexo básico (x — e ,x  + e) tal que 

XÉ (x — £, X + £■) ^  /(x ) < A.

Teorema 6. ([1]) Sea / :  R, continua en x0 y {xn} C X  tal que x n ^  x0 entonces

{/(*„)} converge a / (x 0)

Demostración. Como f  es continua en xo, entonces dado £>  0, 3 á > 0 tal que 

x £ ( x 0 -  ó, Xo + í) n  /(x ) e ( / ( x 0) -  e, f ( x 0) + e) 

como {x„} converge a x0, entonces para S >  U dado 3N  tal que

/i > A ^  x„ e (xq — 5, Xq + ó)
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^  f { x n) e ( f ( x0) -  e, f ( x 0) + e) V n > N

esto os

lím f ( x n) = f ( x 0)

os dooir f ( x n) convorge a f ( x 0). □

Nota. So dirá quo /  os continua en x0 si para todo conjunto bfcico (xu — ó, x0 + 6) do 

Xa, f ( ( xo — d, xq +  S) esta contenida en algún conjunto b^ico de f ( x Q).

Definición 3.5. ([3]) Se definen los siguientes conjuntos 

Lf (\)  = {.x e R : f ( x)  < X } y U f  = { x £ R :  f (x)  > A}

Teorema 7. ([3]) Una función f  es continua si y solo sí L/(A) y U/(X) son cerrados 

VAg E

Demostración. Tomemos {xk} C L¡{A) tal que x k —> x ^  f ( x k) < A luego aplicamos 

el límite y usando la continuidad de la función /  se tiene que

f {x)  = lím f ( x k) =  / ( lím i t ) < A ^ c £  Lf (X)k ^ x  k ^ x

por lo tanto T/(A) es un conjunto cerrado. De la misma forma trabajamos para U/(X) 

entonces se tiene {xk} cUf ( X)  tal que x k ^  x  ^  f { x k) > A; luego aplicamos el límite 

y usando la continuidad de la función /  se tiene que

f ( x)  = lím f ( x k) = / ( l í m x k) < A ^ r G  Uf {X)k~̂ oo k~>o

por lo tanto U/(X) es un conjunto cerrado. □

Teorema 8. ([3]) Toda función convexa es continua en el interior de su dominio. 

Demostración. Es inmediata de 3.2. □
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Capítulo 4

Derivadas

Este capítulo tratará, ante todo, de las derivadas de funciones de una variable real 

y, especialmente, de funciones reales definida en intervalos de R.

Mucho de lo que se expone será familiar al lector, pues se trata  de cálculo elemental.

4.1. D efin ic ión  de D erivada

Si /  está definida sobre un intervalo abierto (a,b), entonces para cada dos puntos 

distintos x  y c de (a,b) podemos considerar el cociente de diferencia1

ñ x ) -  /(O
x — c

Mantenemos c fijo y estudiamos el comportamiento de este cociente cuando x ^  c 

donde x /  c para el cociente tenga sentido.

Definición 4.1. ([1]) Sea /  una función real definida en un intervalo abierto (a,b), y 

supongamos que c G (a, b). Diremos que f  es difercnciable en c siempre que

ito f {x)  - /(c>x^c X — C

'Este cociente se conoce con el nombre de cociente increniental.
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exista. El límite, designado por / '(c ) ,  se llama derivada de f  en c.

Este método de calcular límites define una nueva función / ',  cuyo dominio está for

mado por aquellos puntos de (a,b) en los que f  es diferenciadle. La función f '  se llama 

la primer derivada de f .  Análogamente, la n-ésima derivada de / ,  designada por 

es la primera derivada de para n =  2,3, . . .  (Según nuestra definición, sólo es

posible considerar si está definida en un cierto intervalo abierto). Otras

notaciones con 1^ que el lector puede estar familiarizado son

/'(<) =  Df(c)  = c) =  - V-  dx dx [donde y = f(x)}.

notaciones similares. La función /  se escribe, a veces, / ^ .  El proceso que produce / '  

a partir de /  se llama diferenciación.

T eorem a 9. Si /  está definida en un intervalo (a, b) y es diferenciadle en un punto c 

de (a, b), entonces existe una función f* (que depende de /  y de c) continua en e y que 

satisface la ecuación

f {x)  -  /(c) = ( x -  c)f*{x),  (4 .1)

para todo x  en (a,b), con /*(c) =  f (c) .  Recíprocamente, si existe una función /*, 

continua en c, que satisfaga (4.1), entonces f  es diferenciadle en c y

f ( c )  = r ( C)

Demostración. Ver [51. □

N ota . La ecuación (4.1) tiene una interpretación geométrica que ayuda a adquirir una 

intuición de su significado, como que f* es continua en c, f* es igual a f*(e) = /'(c).Si 

x es próximo a c. Reemplazando f*(x) por f ( c )  en (4.1) obtenemos la ecuación

/(* ) = /(c) + / ' ( c ) ( x - c )

que será aproximadamente correcta cuando x — c sea pequeño. En otras palabras, 

si /  es diferenciadle en c, entonces /  es aproximadamente una función lineal en las
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proximidades de c. (Ver Fig.4.1). El Cálculo diferencial explota, continuamente, esta 

propiedad geométrica de las funciones.

Figura 4.1:

4.2 . La derivada y  la convexidad

En la gráfica anterior se representa a una función convexa y una recta L tangente a 

la gráfica de la función f  notemos que los puntos de L están por debajo de la gráfica de 

f  salvo en el punto de tangencia c, donde coinciden, esto matemáticamente lo podemos 

expresar como

f f r )  > /(c) + /'(c)(x  -  c)

Teorema 10. ([1]) Sea S c i u n  conjunto convexo no vacío y / :  M una función

diferenciable sobre S,  entonces / ,  es convexa sobre S  si y solo si

/(.n) > f(*i) + i -  x2 e S

Se dice que f  es estrictamente convexa si

/(j i ) > /(J‘2) + /V a )U i w e S

Demostración. Por hipótesis f  es una función convexa sobre un conjunto S  convexo. 

Dados x i, X2 e S  y A e (0, 1) se tiene por la convexidad de f

f ( Xx i +  (1 — A)x2) <  Xf(xi)  +  (1 — A )/(x2). VA g [0, 1]ó también
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/ ( x 2 +  — x 2)) < f { x 2) +  A (/(xi) — f ( x 2)), VA 6 [O, 1]

^  A(/(xj) -  / ( x 2)) > f ( x 2 +  A(x 1 -  x 2)) -  / ( x 2) 

haciendo h = (xj — x 2)

A (/( i ,) -  f ( x 2))> (/ (£ ; .+ A f t ) - / ( i 2) | ( x , - x 2)v A e 1} 

/ ( i  i ) -  f ( x  2) > + ! _ l2 ) V( € (0, 1)

f(X 1 ) > /(^2 ) + / ( x 2 +  fc) -  f ( x 2) 
A h

donde t =  Ah. tomando límite cuando t ^  0 : entonces

/(jfi) > /(¿Pa) +  -  ¡ra)

□

El signo de la primera derivada se interpreta en términos de una propiedad geométri

ca de la función, según si es creciente o decreciente. Interpretemos ahora el signo de 

la segunda derivada.

Sea f  una función definida en un intervalo cerrado [a,h]. La ecuación de la recta que 

p^sa por (« ,/(« )) y (h, /(h)) es

. , / ( * ) - / ( « ) /  Xy = /(« ) + —  7--------- -  a)b — a

La condición de que todo punto sobre la curva y = f (x)  esté debajo de este segmento 

de recta entre x = a y x  = hes que

ñ x ) < /(«) +   T ~ - — (x ~ a)b - a

para a < x <b.  Cualquier punto x  entre a y b se puede escribir de la forma

x = a + t.(b — a) con 0 < t < 1

De hecho, se ve la correspondencia t ^  a + t(b — a) es una función definida en [0. 1] 

que da una biyección entre el intervalo [0,1] y el intervalo [a,b]. Si sustituimos el valor 

para x en términos de t. se obtiene la condición equivalente

/ ( ( l  — t)n + tb) < (1 — t)f(a) + tf(b).
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Supongamos que f  esta definida en algún intervalo I, y que, para todo par de puntos 

a < b en I  se cumple la última desigualdad, decimos que /  es convexa hacia arriba 
en el intervalo.En la última desigualdad si sustituimos < con < para 0 <  t < 1. decimos 

que / es estrictamente convexa hacía arriba. Los conceptos de convexidad hacia 

abajo y estrictamente convexa hacia abajo son definidos con los signos de > y >.

En la noción de derivada como cocientes de diferencias

m = f { x ) - f { y )  ( - / ) ( * ) - ( - / ) (y )
x - y y - x

Si la función /  es convexa trabajamos con la primera igualdad pero si se trata de una 

función f  cóncava entonces — f  es convexa y trabajamos con ni = ^  siendo

m  la pendiente de la recta tangente a la curva

E jem pl°- : R2 h : R2

es convexa ni concava

Si por ejemplo se tiene la función /  cóncava donde en uno de sus puntos x no sera

diferenciadle,haliamos los límites laterales nos acercamos a dicho punto por la derecha

e izquierda para ello tomaremos una sucesión de puntos yn que acercan por la izquierda

y la sucesión de puntos zn que acercan por la derecha entonces tenemos

/ ( y n ) - / ( x )  f(z„ ) -  /(x )
m =  -------------------  e m\ =  -------------------yn x zn x

se observa que estas dos pendientes son distintas por lo tanto la función no es derivadle 

en el punto x.

Nota. Sea f  una función convexa entonces se cumple

/( íx  + (1 -  t)y) < í/(x ) + (1 -  t ) f(y) = í(/(x ) -  f{y))  +  f{y)
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f j y  + t j x -  y ) ) -  f{y)  
t(x -  y) 1

y) < f {x)  -  f{y)

Aplicando el límite cuando t ^  0 se tiene que

f ' {y) {x  -  y) < f ( x )  -  f {y)
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Capítulo 5

Teorema del Valor M edio

Los teoremas que siguen hacen referencia a funciones derivables no sólo en un punto, 

sino en todo un intervalo.

5.1 . T eorem a de R olle

Es geométricamente evidente que una curva suficientemente regular que corta al eje 

x  en los puntos extremos del intervalo [n,6], debe poseer un punto de viraje en algún 

punto comprendido entre a y b. El enunciado preciso de este resultado se conoce con 

el nombre de teorema de Rolle.

Teorema 11. Teorema de Rolle([l]). Sea f  una función continua en [a, b) y derivadle 

en (a,ú), tal que /(a )  =  f(b) entonces existe un punto c 6 (a, b) tal que / '( r )  =  0.

Demostración. Supongamos que f  no es cero en ningún punto de (a, b) y llegaremos 

a una contradicción. Como que f  es continua en un conjunto^^mpacto, alcanza su 

máximo M  y su mínimo m  en algún punto de [a, b]. Ninguno de dichos valores extremos 

puede ser alcanzado en un punto interior pues en ese c^so f  se anularía; por lo tanto la 

función los alcanza en los extremos del intervalo. Como f  («) = f  (b), entonces m = M 

y por lo tanto f  es constante en [o. 6]. Esto contradice el supuesto de que f  no es cero 

en ningún punto de («,&). Luego /'(c) = 0 para algún c de (a,b). □
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5.2 . T eorem a del V alor M edio

([l]) Acontinuación se enunciara uno de los teoremas importantes del ánalisis real

Teorema 12. Teorema del Valor Medio. Sea f  una función derivable en (u, b) y 

supongamos que f  es continua en los extremos a y b. Entonces existe un punto c de 

(a, b) tal que

f(b) -  /(a )  = / '( c )(6 -  a)

Demostración. Definimos

g{x) =  f { x ) ----------------- (x -  a)
o —  a

entonces g(b) = g(a) =  f (a)  aplicando el teorema de Rolle a la función g, existe un 

c e («, b) tal que g'{c) = 0 sc obtiene que

/(&) -  /(«)g\c) =  f ( c )
b ~ a

de donde se obtiene que

f(b) -  /(fl) =  / '(c )(6 -  a)

□

Geométricamente este teorema establece que una curva suficientemente regular que 

una dos puntos A y  B  posee una tangente con la misma pendiente que la cuerda AB.

Teorema 13. ([l]) Sea f  : I  -> R diferenciadle donde I  es un intervalo de R. Una 

condición necesaria y suficiente paar que f  sea convexa sobre I  es que f  sea creciente 

sobre I.

Demostración. Supongamos que f  es creciente y sea a,b € 1,1 e (0, l ) ,a  < b y c = 

ta + (\ —t)b. Existe por el teorema de valor medio x  1 y x 2 tales que a <  x.i < c <  x 2 < b 

con
t„     ñ c) -  /(«) ,/, f ( b) -  f ( c)

c - a  '-  
pero f ( x  1) < f ’(x 2). de donde se deduce que f(c) < t/(n ) + (1 — t)f(b). □
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Teorema 14. Sea f  : I  ^  R diferenciable donde I  es un intervalo de R. f  es convexa 

sobre I si y solo si f "  > 0,Vx £ I.

Demostración. Ver ([5]) página 60 a 62. □

Teorema 15. Sea /  continua en [a, 6] y supongamos que la segunda derivada f "  existe 

en el intervalo a < x <b  y que f"(x)  > 0 en este intervalo. Entonces f  es estrictamente 

convexa hacia arriba en el intervalo [a, 6].

Demostración. Si a < c < d < b, entonces 1^ hipótesis del teorema se satisfacen para 

/  considerada como una función [c,d\.

Sea a < x < b y sea

g{x) = f { a ) + -  a) -  f (x)
o — a

Entonces, usando el teorema del valor medio en f ,  obtenemos

y'(z) =  f'(c) -  f ' (x)

para algún c con a < c <b.  Usando el teorema de valor medio en / ',  hallamos

= f ' ( d ) ( c - x )

para algún d entre c y x. Si a < x < c, entonces g es estrictamente creciente en [a, c]. 

De manera análoga, si c < x < 6, concluimos que g es estrictamente decreciente en 

[r, ftJ.Como g(a) =  ü y g(b) = 0, se sigue que g(x) > 0 cuando a < x < b, lo cual 

termina la demostración del teorema. D
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Conclusiones

Una de las primeras conclusiones que se ha podido establecer es que la convexidad, 

por medio de los conjuntos convexos básicos, permiten introducir

•  La topología Euclideana para K.

• El concepto de convergencia.

•  La continuidad, pues toda función convexa es continua en el interior de su domi

nio.

•  Las derivadas laterales, porque toda función convexa tiene derivadas laterales en 

el interior de su dominio.

Esta presente monografía es solo una introducción a un libro que puede ser utilizado 

en el curso de Cálculo, debido a que solo explota la geometría de la convexidad y esto 

nos permite visualizar los conceptos abstractos y los conceptos topologicos.

Estos resultados se pueden generalizar en Rn.
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