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Resumen

En este informe se desarrolla una familia uniparamétrica de métodos tipo Newton,
los cuales requieren informacion acerca de la funcidn y de su derivada en cada iteracion.

El proceso iterativo estd basado en la aproximacion de una uUnica raiz ajustando el
modelo exponencial epx(ax + b) a la fancién f(x) y su derivada f'(x). La eficiencia
computacional de los nuevos métodos es la misma que la del método de Newton. Sin
embargo, estos métodos pueden converger a la raiz en algunos casos donde el método
de Newton no lo hace. Ademés se muestra que una familia de orden 3 de un método
multipasos, basado en el nuevo modelo puede ser construida con sélo evaluar 2 fun-
ciones y una derivada por paso. Esta familia es particularmente atil para las funciones
cuya segunda derivada requiere tediosas evaluaciones. Examinaremos también el error
estimado por ambos métodos. La utilidad de los métodos propuestos es numéricamen-
te evaluada usando ejemplos numéricos y realizando comparaciones tedricas con otras

formulas iterativas. La discusion es limitada a raices reales simples.
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Introduccidn

Uno de los problemas que se presentan con mayor frecuencia a los mateméticos
es el resolver una ecuacion. Con una misma notacién f(x) = 0, nos podemos referir
a situaciones tan distintas como encontrar raices de un polinomio, resolver un sistema
de ecuaciones o hallar la solucidon de una ecuacion diferencial. Pero este problema no
siempre resulta sencillo de resolver. En los casos en que no somos capaces de encontrar
la solucion exacta nos conformamos con obtener una aproximacién de dicha solucion.
Es aqui cuando adquieren interés los procesos iterativos para resolver una ecuacion. A
partir de un valor inicial xg mas o menos cercano a la solucién x* de f (x) = 0, obte-
nemos un nuevo valor xi que se espera sea mejor aproximacion de la solucion x0. A
partir de xi, se consigue otra mejor aproximacion x2y asi sucesivamente construimos
una sucesion x(), Xi, ... xn, .. que cumple que cada uno de los términos es mejor apro-

ximacion que la solucion anterior.

Uno de los métodos iterativos mas utilizados para resolver ecuaciones no lineales
es el conocido como método de Newton o método de la tangente. La idea original del
método se debe a Newton, pero Raphson fue el primero en expresarlo como una formula

de recurrencia. Por ello, también se denomina método de Newton-Raphson.

Lo que vamos a realizar en este trabajo es dar un modelo exponencial a esta familia
de métodos de tipo Newton para lo cual veremos las bondades que ejerce este modelo.
Realizamos parte tedrica con varios ejemplos numéricos con sus respectivos programas
de los métodos a realizar. Las tablas numéricas que aparecen en algunos de estos ejem-

plos han sido calculadas con ayuda del programa Matlab.

El trabajo consta de 3 capitulos concretos.

a. El primer capitulo es basicamente introductorio. Se comentan algunos conceptos



bésicos destacando el teorema de Taylor, el orden de convergenciay la formula de
iteracion del método de Newton ya que sobre ella haremos el respectivo modelo.
Se especifica la deduccion de dicho método por 2 casos: graficamente y segln
Taylor; también se realiza su orden de convergencia afiadiendo un ejemplo a ese

método.

En el segundo capitulo se desarrolla el modelo exponencial, hallando la férmula
de su iteracidn; se da un analisis adicional para dar una nueva férmula de iteracion
que se podria llamar como el predictor y corrector de multipasos del método.
Luego se da un anélisis de su convergencia de estas dos formulas. Posteriormente
se dan criterios para seleccionar los métodos de iteracion para elegir cual seria el
més apropiado. Finalmente daremos una tabla de problemas que ayudandonos del

programa hallaremos las respectivas soluciones aproximadas.

En el tercer capitulo 6 apéndice se presenta una aplicacion a la medicina en la
cual se aplican los nuevos métodos para encontrar su solucién; asi como también

se presentan los programas descritos en Matlab de los métodos presentados.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos basicos

En los calculos numéricos, especialmente con las computadoras de alto rendimiento,
sucede con frecuencia que la respuesta a un problema no se obtiene de inmediato. Mas

bien, lo que se genera es una sucesion de respuestas aproximadas cada vez mas precisas.

1.1.1. SucesionesConvergentes

Pensemos en una situacion ideal en la que se busca un sélo nimero real como
respuesta a un problema, como por ejemplo, un cero de una ecuacion complicada.
En tal caso, un programa de computadora producird una sucesion de nimeros reales
X1 x2,x3,..., que se estén aproximando a la solucion correcta.

Una sucesion {t,,} converge a un limite L y escribimos
lilll xn — L

si para cada nimero positivo e, existe un numero natural r tal que | x,, —L |< esiempre

guen >r (n £ N).

Ejemplo 1.1.1 Veamos que:

Im £ i =1
n Ji
+1 1
Sea >0 I —1l < t" —
n n



J, | .« TeoJl.emade Taylor y la férmula de Lagrange para el residuo

,Téor ma 1-11 Sif E cn[a blysi j(n+l) iste sobre el intervalo (a b), entoncespara

puntos cualesquiera ey x hay unpunto { entre ey x tal que.

[ w - E (/" mi*-*)*+«*)

donde

En(x) = i7ijT /<n+l(i)(x - Q"+

Prueb (Ver [1], pag. 2 a4).

1.1.3. Errores

En el calculo numérico-se trata de que frente a la impos_ibilidad de conocer- una can-
tidad o la so ucién a un problema tal-cual ella es, condenado_s a errar, nos interesa saber
ecual es nuestro grado de imp ecision, o de que depende.que éste aumente o disminuya.

> Muchos de. los métodos numéricos consiste en generar sucesiones que convergen -a
la solucion del problema, cuando el nimero de térmip.os de la sucesion tiende a -infinito.
En-estos casos, estudiar el método significa obligatoriamente estudiar el error cuando
no s_e'lleg al limite, es decir, de truncar la sucesion en algun término. Este tipo de error,
propio del método se Ilama error de truncacion.

Sean {xn} y {an} dos sucesiones distintas.

Definicion 11,1 Sea{xn} unasucesion convergente ax EIl error de truncacion n-ési

mo sera:

en = V- Xn

Veamos, a continuacidén la definicion acerca de como medimos el error cometido por

nimeros que aproximan a otros.

Definicion 1.1.2 Si x* es un nimero que aproxima al nimero x, se define el error

absoluto cometidopor x* como
EA(X*) = Ix- x4

y el error relativo cometidopor x*, como:



Definicion 1.1.3 Si se conoce una aproximacion x* de un nimero desconocido xy se

tiene una cota_superior del error absoluto, es decir, un nimero etal que
EA{X*) = €
entonces se tiene un intervalo deprecisionpara x dadopor

x E [X*- ex*+ H

1.1.4. Ordenes de convergencia

Ademaés de saber cuanto error se comete al truncar la sucesion en un término, ten-
dremos que estudiar como evoluciona este error de truncacion y por lo tanto deberemos
definir de manera precisa la velocidad de convergencia, para saber con cuanto trabajo
se mejora un resultado preliminar. Hay una terminologia que-se utiliza para describir la

rapidez con la que una sucesidn converge.

Definicion 1.1.4 ([1]) Sea una sucesion {xn} _d nimeros reales que converge a un
limite x, construidapor algiin método iterativo. Sea en= xn - x el error de truncacion
cometido en la iteracién n-ésima. Diremos que el método es de orden g (qpositivo),
si existen una constante Cpositiva (también llamado constante asintotica de error)y

N EN, tal quepara todo n > N se tiene que

(1D

Ejemplo 1.1.2 Analicemos la velocidad de convergencia que muestran las siguientes

sucesiones:

J xn =1+ 2-n

\M@D“ 2-n=1=x

Calculamos:

K+il = |x,#1-i|=[1+ 1= [2<n| = [2-2-"]

i[2¢"+ 1- 1- I|IB- 1= i[x,-x| = ile,|

es decir, {xn} converge a 1 con orden de convergencia 1 (llamado convergencia

lineal) con 6 = -



ir- 1+HL-2n
lim 1+ 2 22=\ =x
n-+00 -
Calculamos:

lent+ H = I*+i - x|l = 11+2- 2'# -11 = 12-2C+l)I= 12-2'1

rc2-2n)21=12-2n+1- M2=I1xn- H2= lenl2
es decir, _{xn} converge a 1 con orden de convergencia 2 (llamado convergencia

cuadrética) con £ = L

En g neral, una sucesién con un alto orden de convergencia converge mas rapidamente

que una con-un orden mas bajo.

1.1.5. Meétodo de Halley

Es una de las formas que existe de acelerar la convergencia del método de Newton.

La formula esta dada por .

1(**) 2{f" (xK) ¥
>y wo (g%)2- 1(**)/"(9%))

Este método utiliza la segunda _derivag.a para acelerar la convergencia de la sucesion

3fcH

de iteraciones. Dos iteraciones en el método de Newton equivalen a una-en el métogo
de Halley y se requiere mas o menos el mismo tiempo de computacién. Ademas, dos
iteraciones consecutivas del método de Newton producen una convergencia mas rapida
que una iteracién en el método de Halley, por lo que, en eficiencia, ambos métodos

pueden considerarse equivalentes.

1.2. El método de Newton

Los métodos analiticos_para resolver la cuacion no lineal/(v) = Oraramente exis-
ten y por lo tanto s-6lo podemos esperar obtener soluciones aproximadas confiando en
los métodos numeéricos basados en procedimientos iterativos. EI método de Newton es
probablemente el mejor método numérico conocido y el algoritmo més utilizado ..Vea-
mos la construccion del método mediante su descripcidn graficay la deduccién segln

Taylor.



1.21. Descripcion gréafica del método de Newton

Supongamos que existe f y-que no se anula en [o, b, Supongamos ademas que

existe r E [a b]tal queJX ) = Oy 563 X0 E [a, b] arbitrario. Sea x 1el punto donde la

tangente af en (xO,f(x0)) cruza al eje X. Entonces graficamente tenemos:

Xo- xi — J(x0)
f(xo0)

— v, J(xo)m
x| = xo £(x0)

Sea X2 \& interseccion en el eje X de la tangente af en (x1,j%x1)), x3 la interseccién en

el eje X de la tangente a/ en [x2.JKX2)) y asi sucesivamente, entonces para cada « E N

sea Xn+i la interseccion en el eje X de la tangente a/ en luego se forma

una sucesion de puntos que converge ar.



_ f(Xn) ~ O

Flxn) Xn XM
- +

X Xn If(xn)

* * = * _ Ur,

Asi obtenemos el método de Newton que es una de las técnicas numéricas mas podero-

sas y conocidas que hay para resolver un problema de busqueda de raices™/Ip” = 0.

1.2.2.  Deduccion del méetodo de Newton basado en los polinomios
de Taylor

Supongamos g u e C2([a b])y sea x0 E [a,bJuna aproximacién de x donde
fCx) —Otal quef(xO) i Oy Ix-xO 1sea pequefio. Consideremos el primer polinomio

de Taylor para la expansion def alrededor de xq:
) B X-X0)2
j(x) =J(xo+ (x- x0))~ J(x0)+ (x- xo0)f(x0)+ o =/"(((X))

donde ((x) esta enoe xy xo0.

Comoy”x) = 0 entonces
O=j(x0)+(x- XotfCxoJ+"-QI-—"J"(((x))

8



la suposicion fundamental es que el término que contiene (X - x0)2 es en comparacion
con Ix-xo 11n pequefio que podemos omitirlo. Esto evidentemente seria falso a menos
que xO sea una buena aproximacion de x (en particular, si la aproximacién inicial xOno
se acerca bastante a la raiz real, el método de Newton quizd no converja a la raiz),
entonces

O J(xo0) + (x - x0)J'(x0)

despejando x se obtiene

X —xo- JI(XO)
f(xo)
Asi comenzamos con una aproximacion inicial x —#x0y generamos la sucesion {xn}
definida por
Xn+i = Xn - nEN
f'(Xn),

Teorema 1.2.1 (Teorema para la convergencia) Seaf E C2((eib]). Si x E [a,b]es
tal que J{x) — Oy J{x) -/-O, entonces existe 6 > Otal que el método de Newton
genera una sucesion {Xn} ! que convzrge a x para cualquier aproximacion inicial

ADE [x- 6,X+0\.

Prueba (Ver [2], pag. 69-70).

1.2.3. Analisis del error del método de Newton

Ahora vamos analizar los errores en el método de Newton. Sea el error de truncacién
dado como:
en = xn- a
Supongamos que J" es continuay que a es un cero simple de J, tal que j(a)— Oy

}" (2)=A). A partir de la definicion del método de iteracion de Newton tenemos que:

ffon) |, . 106)  ed(Xn) - /(x.) )

i - a=x,- .,
Cri+l  -En+l f'M Fr M ()

Por el teorema de Taylor sabemos que:

donde (n es un nimero entre Xny a De esta ecuacion resulta que:



Reemplazando en (*) obtenemos el siguiente resultado:

1/"(En) 1/"(a)

— - = Ce?
2/'(*,) n  2/'(a) o

ol

Por lo cual tenemos que el método de Newton es de convergencia cuadratica. El progra-
ma para el método de Newton se encuentra en el Capitulo 3 de Aplicacion y Anexos.

Daremos un ejemplo para ver algunas bondades que presenta este método de Newton.

Ejemplo 1.2.1 Usar el método de Newton-Raphson para aproximar raices cuadradas

de nimeros realespositivos.

Solucion; Sea R > 0. Queremos calcular x tal que x — "R; elevando al cuadrado
X2 = R, o hien:

x2- R=0

Esto nos sugiere definir la funcién /(x) = x2—R de donde /'(x) = 2x. Al sustituir en

la formula de Newton - Raphson nos da:

la cual simplificando nos da
1 R
o= 2 Xt —
X >
Esta formula era conocida por los antiguos griegos (Heron). Para fijar un ejemplo de su
uso, pongamos R = 26 y apliquemos la férmula obtenida, comenzando con x0 = 5.

Resumiremos los siguientes resultados en la siguiente tabla

Aproximacion de laraiz  Error relativo %

5
51 0.019229 %
5.099019608 0.000002 %
5.099019514 0%
De lo cual concluimos que = 5.099019514, la cual es correcta en todos sus digitos.

La misma idea puede aplicarse para crear algoritmos que aproximen a raices n-ésimas
de numeros reales positivos.

Observe que cuando el método de Newton converge a la raiz, lo hace de una forma muy
rapida y de hecho, observamos que el enw aproximado disminuye a pasos agigantados
en cada paso del proceso. Aunque no es nuestro objetivo establecer formalmente las
cotas para los ercores, cabe mencionar que si existen estas cotas que miden con mayor

precision la rapidez o lentitud de algin método en estudio.

10



Capitulo 2

Una familia de meéetodos tipo Newton

basados en un modelo exponencial

2.1. Introduccidn

El método de Newton es simple en el que se demuestra que su eonvcrgcneia es
euadrética, sin embargo dielio método no es suficiente si se presentan los siguientes

casos:
i) La eleccion inicial no es adecuada (esta lejos de la raiz).

ii) La derivada de la funcion es préxima a cero.

Por lo tanto, este método ha sido modificado de diversas maneras.

En este informe se desarrolla una familia uniparamctrica de métodos tipo Newton, los
cuales requieren informacién acerca de la funcion y de su derivada en cada iteracién. El
proceso iterativo esta basado en la aproximacion de una Unica raiz ajustando el modelo
exponencial.

rl,J(urr + b)

a la funcién /(.r) y su derivada f'(.r). La eficiencia eomputacional de los nuevos méto-
dos es la misma que la del método de Newton. Sin embargo, estos métodos pueden
converger a la raiz en algunos casos en donde el Método de Newton no lo hace. Ademas
se muestra que una familia de orden 3 de un método multipasos, basada en el nuevo mo-
delo puede ser construida con sélo evaluar dos funciones y una derivada por paso. Esta
familia es particularmente til para las funciones cuya segunda derivada requiere tedio-

sas evaluaciones. Examinaremos el error estimado por ambos métodos. La utilidad de



los métodos propuestos es numéricamente evaluada usando ejemplos numéricos y rea-
lizando comparaciones tedricas con otras formulas iterativas. La discusion es limitada a

raices reales simples.

2.2. El modelo exponencial

Consideremos el modelo exponencial
rn(.r) —epx(ax + b) (2.3

donde aj) y p son parametros a determinar. Desarrollaremos el esquema iterativo al
adaptar el modelo (2.1) a la funcién f (x) y su derivada ,f'(x) en el punto xt. En ,rl la
ecuacion (2.1) llega a ser

-mC'L » m;q (2.2)
Derivando en  obtenemos
Iri(Xi) —ef”pfn:(:r+ i?) + ac*ll (2.3)
como en el punto tangencia (x¢, m(x¢)) se cumple
mCr) = AT) y  m'(fc) =i f{xi)

se obtiene:
/ (x,) = axtepx’ + bepx'

f(xi) —aXipepx' + bpepx' + aepx’

formemos el sistema de ecuaciones para hallar aepx* y bepx,\
feote* + bt?*' = J{jrJ )

{iip+ ijae*" +pbe?a>- J°[x,) (I

Multiplicando por—p a la ecuacién (I) y sumandolo con (I1) se obtiene
(2.4)
reemplazando (2.4) en (I) se obtiene

*/(-P/(*¢) + 1 (x/) + bet =H{x,)
> bePX = - pf(x3)

(2.5)



reemplazando los valores de . y . en (2.1) resulta

m(x) = epx[(f'(x,) - pf(xi))e~pXx + (/(x,) - x¢(/'(x¢) - pf{xi)))e_pi]
= epx[(ff(xi) - Pf{xI))e~pxXx + f{xDe~px¢ - xI{f'{xi) - pf{xi))e-Px’
- pf(xD)e~px{x - n) + f(xi)e~px}
obteniendo

wM = - tifa))(* - «e<)+fcty 'r * (2.6

Como en la raiz estimada xi+i se cumple que m(xi+i) = 0 entonces

de aqui, como la funcién exponencial nunca se anula, entonces

0=(/"(.rt)-:; /(X DY(Xi+1-.r O~ /(rd) 2.7)

de donde obtenemos que

’ i>0, pE (2.8)
i+’ - Pitei)
la ecuacion (2.8) describe una familia uniparamétrica (donde pes el pardmetro) de méto-
dos iterativos para encontrar las raices de la ecuacién f(x) = 0. En la Secciéon 2.4 mos-
traremos que esta familia es cuadraticamente convergente. Cuando p # 0 obtenemos
la formula iterativa de Newton. El denominador de (x,+i - X¢) en la ecuacion (2.8) es
susceptible a la cancelacion sustractiva, lo cual ocurre cuando dos nimeros de punto
flotante casi iguales son restados. Para evitar esta situacion, el parametro p es elegido de
acuerdo a la siguiente regla

| si. /(x)I'(x) <0

b= (2.9)
k2, si /(x)I'(x) >0

donde k £

2.3. Investigacion adicional de la ecuacion (2.8)

En la mayoria de los métodos de orden 3 es necesario evaluar la segunda derivada
de la funcion. La principal dificultad practica de estos métodos radica en problemas

donde la derivada de este orden llega a ser tediosa para evaluar. Para evitar este problema

13



muchos investigadores han desarrollado métodos que no involucran la segunda derivada.
Estos métodos calculan una nueva aproximacion a una raiz de / evaluando en cada
iteracion f o su derivada f para un valor de la variable independiente. Aplicando esta
idea, basado en el nuevo modelo (2.8), proponemos la siguiente familia de métodos

multipasos de tercer orden con pardmetro p.

[«)

; 2.10
"l f«) - Pjtd) ( X
donde
Yoo I(+)
=X /(+) - pfCXD) (2.10b)

Las ecuaciones en (2.10a) y (2.10b) requieren dos funciones y una derivada a ser co-
nocida por iteracion. El parametro p tiene las caracteristicas mostradas en (2.9). En la

siguiente seccion se mostrarad que esta familia tiene orden de convergencia 3.

2.4. Convergencia

Teorema 2.4.1 ([3]) Sea f (x) dos veces continuamente diferenciable en la vecindad de
una raiz (digamos a). Ademas, supongamos que f(a) f 0y que xOesta suficientemente

cerca a a. Entonces, la ecuacion (2.8) tiene al menos convergencia cuadratica.
Demostracion: Sea et el error en la i-ésima iteraciéon de manera que

A (2.11

de lo anterior, se deduce que
X, =  HOt
i=p,+ti+ a

entonces, reemplazando en la ecuacion (2.8), tenemos

tiyl+O =
(2.12
eitl =
Por la expansion de Taylor
(«) =/ (- ¢)="F(x,)-ej'ff +
para (, G (./+0) y del hecho que f(n) = 0, obtenemos
e, f(,-)-/(+)=-¢/"(6) (2.13)

14



luego, de la ecuacion (2.13), multiplicando por pety despejando tenemos
—peif(xi) = -pe*f(xi) + L& e 0 (2.14)

reemplazando (2.13) y (2.14) en (2.12) tenemos lo siguiente

Si X, es muy proximo a a entonces

<1 (- pear@ _ 2 p 5 F»\ 015)
1) pha) AP 4 2/'(a)s

De aqui se observa que la ecuacion (2.8) es cuadraticamente convergente lo cual com-

ei+\

pleta la prueba.

Note que la ecuacion (2.15) indica que si elegimos p = , el método (2.8) tiene or-

den de convergencia al menos 3. Esta eleccion de p da el conocido método de Halley.

Teorema 2.4.2 ([3]) Asuma que todas las condiciones dadas en el 'Teorema 2.4.1 son

satisfechas. Ademas, sea f"' continua en la vecindad de la raiz n. Entonces la ecuacion

(2.10a) tiene al menos convergencia cubica.

Demostracion: Como el desarrollo de Taylor es ahora con tercera derivada entonces

tendremos

i - -Ccr.;:,) (2.i6)

[(<>) = i'(c, - =fU,)-cf'M + (2.17)

para £ G (.ra) y del hecho que /(a) = 0, entonces en (2.10b) tenemos que

M=o+ + Uff (2.18)
donde ==
4 = -p+in")
2/'(‘o
B = _ p/wb) _ (/»)2 r M

P /'(a) 2(/'(a))2 3/'(a)
utilizando nuevamente la expansién de Taylor alrededor de x*

I(+O = /(a +  + fief) = /(a) + (te? + Bef)f(a) = (cef + fle?)/'(n) (2.19)
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Sustituyendo éstas ecuaciones en (2.10a), obtenemos la siguiente ecuacién del error,

con Xi muy préximo a a entonces

(2.20)

Este resultado establece la convergencia cubica de la ecuacién (2.10a).
La ecuacion (2.20) indica que si establecemos p — , obtenemos un método de
cuarto orden. Sin embargo, esto requiere la evaluacion de /". No consideraremos este

caso adicional aqui.

2.5. Criterio para seleccionar los métodos iterativos

La eleccion de un método iterativo para resolver un problema depende de la natu-
raleza del problema en si mismo y por tanto es dificil hacer algunas recomendaciones
precisas. Sin embargo, usando una aproximacion propuesta por Traub ([4]), es posible
comparar las eficiencias de las férmulas iterativas sin hacer indebidamente suposiciones

restrictivas al problema. Ademas en lo que sigue, asumiremos que:
1 Se busca una simple y bien aislada raiz.

2. El costo de computar un paso iterativo es principalmente debido al costo de eva-

luar / vy sus derivadas.

Estas condiciones son satisfechas para una buena aproximacion en muchos problemas
practicos. Consideraremos 2 métodos iterativos, digamos "a" y "b", los cuales inician
con alguna aproximacion inicial y son terminados después de "i" y ”j ” iteraciones res-
pectivamente cuando alguna exactitud dada de N cifras significativas ha sido alcanzada.

Siguiendo la aproximacion de Traub, obtenemos la relacion

(2.21)
donde:
:orden de convergenciadel método/), : orden de convergencia del método
6\ : costo por iteracion de "a". C\ mcosto por iteracion de "b".
CI\, :costo total de "a". CTb :costo total de "b".

Primero seleccionamos los métodos (2.8) y (2.10a) para compararlos, designamos (2.8)

como el método "a" y (2.10a) como el método "b". En ambos casos evaluamos / y /',

16



asumiendo que el costo combinado de evaluacion de / y f es unitario y el costo de

/* = [(x*) es ci. Entonces, usando la ecuacion (2.21), obtenemos

1.58
log3 o rpe CThb (2.22)
(1+ qg)log2 1+ ci

vemos que si /* es computado menos que 0.58 de las veces tomadas para evaluar am-
bos / y f entonces la ecuacion (2.10a) es méas eficiente que la ecuacion (2.8), esto se
muestra en la Tabla 2.1 donde puede observarse que hay un largo rango 0 < cj < 0.58

para el cual el método (2.10a) es superior al método (2.8).

Tabla 2.11: Eficiencia
Rango Método eficiente

0 <ci <058 Método (2.10a)
058 < ci < 1  Método (2.8)

Comparemos ahora el método (2.10a) con métodos existentes de tercer orden involu-
crando la segunda derivada. Para este propdsito elegimos el bien conocido método de
Halley, el cual usa f,f y f" en cada iteracion. Designamos el método (2.10a) como
método ”a” y el método de Halley como método "b”". Sea el costo combinado de evalua-
cionde/ y f unitario y sean los costos de f* y /" los valores de c!y c2respectivamente.
Entonces, usando la ecuacion (2.21) tenemos

_ @ PS3ny L+,

(12 ="+ 91093 1+ (2 (2.23)

Hacemos las siguientes observaciones para c\ y c2:

1 Sicl< c2entonces es mas caro evaluar f" que /*, lo cual implica que CTa< CTh

y se concluye que el método (2.10a) es mas barato que el método de Halley.

2. Sic[ = o, f* y " tienen el mismo costo de evaluacion. Sabemos que /* =
O(.r. /, 1'). Si podemos encontrar una relacion entre /, f y f" tal como una ecua-
cion diferencial de segundo orden que conecte a ellos, tendremos " —">(x. f. /")
y /" estaria libre de una vez de / y f sean conocidos. En tales casos, la cantidad
de célculo para cada método es casi la misma. De hecho, tendremos que hacer un
esfuerzo extra para encontrar una relacion entre /. f y f" si no es literalmente

posible.
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3. Sic\l > @ entonces es més barato evaluar /" que /*. Esto puede ocurrir con
ecuaciones polinomiales e integrales. Por ejemplo, en los siguientes casos:
2 8
I(x) =/ (e“T —e_T)di+ 01
Jo
I'(x) = e_V - e~"

["(X) = —xe~A + 4xTe"A

En tales problemas /* toma computos més largos que /" y por lo tanto el método

de Halley es més barato.

2.6. Resultados y discusion

Los ejemplos a evaluar en el presente informe se muestran en la Tabla 2.2, los cuales
tienen un raiz dentro del intervalo que se indica. Se apMeardn para cada ejemplo los

métodos descritos tomando como punto inicial el indicado en la Tabla 2.2.

Tabla 2.2: Problemas

N° I(*) = 0 Intervalo [a,b] Punto inicial x0
1 sen(x) = 0 -_O 3 15
2 In(x) =0 [0.5,3] 3
3 4x4 —4x2= 0 [0.71 ,2] 0.71
4 x3+4x2- 10=0 [0,2] 0
5 xex —1=0 [-1,2] -1
6 'XHITD_1-9 [1.5,4] 15
7 t.an~I(ry=0 [-1,2] 2
8 x4-x-1=0 [-3,06] 0.6

La representacion grafica de la raiz dentro del intervalo indicado para cada ejemplo se
muestran en las Figuras 2.1 y 2.2.

Los resultados numéricos obtenidos (con aritmética de doble precisidn) usando los
métodos (2.8) y (2.10a) son listados en la Tabla 2.3 los cuales también incluyen los re-

sultados usando el método de Newton.
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Tabla 2.3: Resultados de problemas
Numero de iteraciones del Método
Problema Raiz a de Newton (2.8) (2.10a)
1 0.000000000000000  No converge a la raiz buscada 7 4
2 1.000000000000000 Diverge 7 5
3 1.000000000000000 18 9 7
4 1.365230013414097 Fracasa 6 5
5 0.567143290409784 Fracasa 7 5
6 3.000000000000000 Fracasa 14 10
7 0.000000000000000 Diverge 7 4
8 -1.697471880844155 20 6 4
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Con el fin de verificar el comportamiento de los métodos para estos problemas, damos

el factor de correccion » calculado en el punto inicial tq, donde

para el método de Newton

i
Pf- f

para el método (2.8)

Para asegurar que el denominador no se anule, elegimos el parametro p de acuerdo a
la regla dada en (2.9). Por simplicidad establecemos | p |= 1 para todos los problemas
listados.

Estos ejemplos numéricos muestran que los nuevos métodos aparentan ser mas atrac-
tivos que el método de Newton. De los ejemplos puede observarse que el método de
Newton no necesariamente converge a la raiz que esta cercana al valor inicial.

En el ejemplo 1 (scn(x) = 0) se tiene un ndmero infinito de raices. De hecho, el pro-
blema es una Unica prevencion, el método de Newton con un valor inicial de x0=1.5 es
inapropiado debido a la inestabilidad numérica, lo cual ocurre debido a que el valor de
correccion es muy grande y por ello converge a la raiz —4” lejos de la raiz requerida.
Por lo tanto, se debe tener cuidado para asegurar que la raiz obtenida es la Gnica desea-
da. Este tipo de inestabilidad numérica no fue observada por el método (2.8).

La convergencia falla en el método de Newton si el punto inicial estd lejos de la raiz
como se ve en el ejemplo 7 donde el punto inicial lleva a un ciclo sin final. Sin em-
bargo, este comportamiento no ocurre en los nuevos métodos. Otra principal ventaja de
los nuevos métodos es que ellos no fallan si /'(.r) es muy pequefia o cerca a cero en la
suposicion inicial.

En los ejemplos 4,5y 6 donde f ( x 0) es cero 0 muy pequefio, el método de Newton falla
pero la ecuacién (2.8) converge a la raiz deseada muy eficientemente.

Esta puede verse en la Tabla 2.4 por el hecho que el factor de eorrecién b fl y en la

ecuacion (2.8) tiende a un limite finito P (previendo que p  0) cuando /" ~ 0 para el

valor inicial en el intervalo donde se encuentra la raiz.
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Tabla 2.4: Comportamiento de los métodos dependiendo del factor de correcion

Problema

1

Factor de Correccién

M. de Newton
-14.10142

-3.29584

21.46900

<0

TO

3101557.25

-5.53574

-76.98824

-0.93378

-0.76722

0.95549

1.00000

1.00000

0.99998

-0.84700

-0.98718

Método (2.8)

21

Comportamiento

M. de Newton
Converge a un raiz
no deseada debido a
que el valor de h es
muy grande.

f(x)
11—Jo h

no existe en

h es grande pero de-
crece en las siguien-
tes iteraciones.

h no existe porque
(/" = 0).

h no existe porque
(/' = 0).

h es muy grande
porque (/' ~ 0).
Crece en cada itera-
cién

h es grande pero de-
crece en las siguien-

tes iteraciones.

Método (2.8)
Converge a la raiz
debido a que el valor

de h es pequefio.

f(x) existe para ca-

da x de la sucesion

h es pequefio en to-

das las iteraciones.

h es finito e igual a >

h es finito e igual ap

h es finito y tiende a
P

h estd siempre acota-
do.

h es pequefio en to-

das las iteraciones.



En los ejemplos 3y 8 el método de Newton llega a ser lento debido a que las tangen-
tes en los puntos iniciales son casi horizontales. A diferencia del método de Newton, el
denominador f —pf del método (2.8) es suficientemente grande para todos los proble-
mas, lo cual implica que el factor de correccién es pequefio y de aqui la raiz puede ser
obtenida muy répidamente. Es también evidente desde los resultados computacionales
que el método 2.10 converge a las soluciones de estos problemas en una tasa mas rapida.
Este método puede ser més factible que otros métodos del mismo orden requiriendo el
uso de la segunda derivada si esta derivada llega a ser muy dificil de evaluar.
Finalmente, concluimos que el éxito de los métodos (2.8) y (2.10) dependen de una
apropiada eleccion del pardmetro p con estricta adherencia a la regla (2.9). En proble-
mas donde /' ~ 0, un pequefio valor de p puede provocar que los métodos (2.8) y (2.10)
fracasen. Tales casos pueden ser manejadas por elecciones de p tales que el denomina-
dor f —pf sea suficientemente grande y de aqui el factor de correccidn es tan pequefio

como sea posible.
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Conclusiones

1 El proceso de convergencia no es adecuado usando el método de Newton cuando
se esta lejos de la raiz, sin embargo, este comportamiento no ocurre con los nuevos

métodos.

2. Los métodos que se estan desarrollando, a diferencia del método de Newton, son

eficientes en los casos en los que f es proxima a cero.Esto es debido a el hecho

que el factor de correccion Vlﬁf iﬂ tiende a un limite finito 1

p
cero para el valor inicial en el intervalo donde se encuentra la raiz.

cuando f tiende a

3. La convergencia es adecuada segun los métodos trabajados ya que el modelo ex-
ponencial no se anula en punto alguno y a la vez la fancion exponencial que

interviene en dicho modelo es infinitamente diferenciable.

4. Adicionalmente se mejora el método teniendo una nueva familia de métodos mul-
tipasos cuya convergencia es de orden 3, mejorando asi la eficiencia de los méto-

dos cléasicos.

5. Desde el punto de vista computacional el nuevo método hace que la convergencia

a la solucion aproximada sea més rapida.

6. El éxito de estos métodos dependen de una apropiada eleccion del parametro p

con estricta adherencia a la regla establecida.
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Apéndice A

Aplicacion y Anexos

A.l.  Aplicacion: Inyeccion de un medicamento

Problema:([2])
Un medicamento administrado a un paciente produce una concentracién en la corriente
sanguinea dada por c(t) — Ate~¥3 miligramos por mililitro, t horas después de inyec-

tarle A unidades. La méxima concentracion segura es de 1m.g/m.l.

a) ¢Qué dosis debera inyectarle al paciente para alcanzar la maxima concentracion

segura y cudndo se presenta esta concentracion?.

b) Una cantidad adicional del medicamente deberd suministrarse al paciente después
de que la concentracion disminuya a 0.25 mg/ml. Determine, con una aproxima-

cion al minuto mas cercano, cuando debe aplicarse la segunda inyeccién.
Resolucion:

a) Tenemos que ver en que tiempo la concentracion alcanza su maximo, entonces

c'(0 = 0. Luego:

t=3
luego la concentracién méxima sera .4(3)e 3/3.

Pero como la maxima concentracion segura es 1, entonces:
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Por lo tanto, al paciente debe inyectarsele -Ounidades del medicamento para que

alcance la méxima concentracion segura , lo cual ocurre 3 horas después de in-

yectarle.
b) Hay que hallar el tiempo en el cual c(t) —0.25, entonces

, =025
6

Aplicando el método presentado obtenemos t — 0.30578713001582, pero como
este tiempo esta en horas, lo convertimos a minutos y redondeando al minuto mas
préoximo obtenemos que t = 19 minutos. Por lo tanto, la segunda inyeccién debe

aplicarse después de 19 minutos. (i = 0.30548529328243 obtenido con el Modelo

Exponencial Multipasos).

A.2. Programas usados

En este capitulo se encuentran los programas de los métodos mostrados que se eje-
cutan para resolver los problemas numéricos para hallar la raiz de la ecuacion / (x) = 0

de los ejemplos dados.
Programa A.2.1 Método de Newton

fprintf("METODO DE NEWTON\n")
fprintf("-——-———--—-——— \n")
fprintf("Realiza una busqueda de solucion\n®)
fprintf("f(x) = 07)

fprintf("con un maximo de 100 iteraciones\n")

fprintf("y una tolerancia de error de IE-3\n")

fprintf("---———----- e e \n")
x0 = input("Ingrese punto inicial"®)
%x0 = 1.5;

Nmax = 100;

%%%% Método de Newton

xl = x0;

k = 1; % Para los problemas del texto k debe toma
% los valores k=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7y38

[f,df,ddf] = problemas(k);
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error = abs(f(x1)/df(x1));
i = 0;
R

[0 xI f(xI1) ];

while (error > 1E-3 & i< Nmax)

xI = x1I - f(x1)/df(x1);

R = [R;i xI f(xD];

error = abs(f(x1)/df(x1));
end

R

plot(R( :,2) ,R(:,3));

Programa A.2.2 Método de Newton basado en el modelo exponencial
con multipasos (2.8)

fprintf("METODO DE NEWTON CON MODELO EXPONENCIAL \n©%)
fprintf(*"--——--———1-—-1-"---------+- - : | ;b b \n")
fprintf("Realiza una blusqueda de solucion\n®)
fprintf("fF(x) = 0%)

fprintf("con un maximo de 100 iteraciones\n"®)
fprintf("y una tolerancia de error de IE-3\n")
fprintf("El parametro p toma el valor de -I\n")
fprintf("----—----------- t ;l b f \n")

Nmax = 100;

P =
X0 = input("Ingrese punto inicial®)
%x0 = 1.5

%%%% Metodo Modificado de Newton

xlI = x0;

k = 1; % Para los problemas del texto k debe toma
% los valores k=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7y38

[f,df,ddf] = problemas(k);

error = abs(f(xD)/dfF(xD)-p*fF(x1)));

i =0G;

R [0 x1I f(x1)];
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while (error > 1E-3 & i< Nmax)

xI = x1 - f(xD)/dfxD)-p*f(x1)) ;

R = [R;i xI f(xD)];

error = abs(f(xD)/df(xD)-p*f(x1)));
end

R
plot(R(:(2).,R(:(3));

Programa A.2.3 Método de Newton basado en el modelo exponencial
(2.10a)

fprintf("METODO DE NEWTON CON MODELO EXPONENCIAL MULTIPASOS \n")
fprintf(*"--—-----—----------++ -\ \ .l l (ki \n")
fprintf("Realiza una busqueda de solucion\n®)
fprintf("f(x) = 07)

fprintf("con un maximo de 100 iteraciones\n"™)
fprintf("y una tolerancia de error de IE-3\n")
fprintf("El parametro p toma el valor de -I\n")
fprintf("----—-—-------——————_—,— - —,—,—,—.— \n")
Nmax = 100;

P =-1;

X0 = input(“Ingrese punto inicial")

%x0 = 1.5

%%%% Método Modificado de Newton

k = 1; % Para los problemas del texto k debe toma
% los valores k=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7y38

[f,df,ddf] = problemas(k);

xI = x0;

xle = x1 - f(x1)/df(x)-p*F(x1));

error = abs(f(xle)/(df(xle)-p*f(xle)));

i - 0;

R = [0 XI Ff(x1)]1;

while (error > 1E-3 & i< Nmax)
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xlI = xle - f(xle)/(df(xle)-p*Ff(xle));
[R;i xI f(xD)];

e
11

error = abs(f(xle)/(df(xle)-p*f(xle)));
xle = x1 - f(xD)/df(xD)-p*F(x1));
end

R
plot R(:,2) ,R(:,3));

Programa A.2.4 Aplicacion a los ejemplos dados

function [f,df,ddf] = problemas(i)
%f : es la funcidédn que deseamos calcular f(x) =0
%df : es la primera derivada de T
%% ddf: es la segunda derivada de T
switch i
case 1
f = inline("sin(x)");
df = inline("cos(x)");
ddf = inline("-sin(x)");
case 2
f = inline("log(x)");
df = inline("1/x%);
ddf = inline("-1/x~2%);
case 3
T = inline (C4*x"4 - 4*x"2" };
df - inline ("16*x"3-8*x");
ddf = inline("48*x~2 - 8%);
case 4
f = 1inline("™x~3 + 4*x"2 - 10JJ;
df o inline( + e*x’};
ddf = inline("6*x + 8%);
case 5
f = inline("x*exp(x) - 1%);
df = inline("exp(X)*(x+ 1)");
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ddf inline("exp(x)*(2+x)");
case 6

f = inline("exp(x~2 + 7*x - 30)7);

df = inline("(2*x + 7)*exp(x~2 + 7*x - 30)");

ddf = inline("(4*x~2 + 28*x + 51)*exp(x~2 + 7*x - 30)");
case 7

f = inline("atan(x)");

df = inline("1/(x*sqrt(l + x~2))%);

ddf = inline("-1/(x~2*sqrt(l + x~2))- 1/((sqrt(1+x~2))~3)");
case 8

f = inline("x~4 - x - 10%);

df = inline("4*x~3 - 1%);

ddf = inline("12*x~2%);
otherwise

%Aqui 1ingrese otro problema cualquiera,

f = inline("x~4 - x - 10%);

df - inline( " - 1');

ddf = inline("12*x~2%);

end

Programa A.2.5 Método de Halley

fprintf("METODO DE ~LLEYVn©)
fprintf("———-————————— \n")

fprintf("Realiza una busqueda de solucion\n®)
fprintf("f(x) = 0%)

fprintf("con un maximo de 100 iteraciones\n®)
fprintf("y una tolerancia de error de IE-3\n")
fprintf(C"-----———--1-1--------- - - : : s f (b \n")
Nmax = 100;

X0 = input("Ingrese punto inicial")

%x0 = 1.5

%%%% Método Modificado de Newton

k =1; % Para los problemas del texto k debe toma

% los valores k=1, 2. 3, 4, 5, 6, 7y38
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[f,df,ddf] = problemas(k);
error = 2*F(x1)*df (x1) ~27(dF(xD)*(2*dF(x1) ~2
- F(xXD*ddF(x1)));
i - 0;
R = [0 X1 F(I1)];
while (error > IE-3 & i< Nmax)
i =1 + 1;
xI = xI - 2*F(x1)*df(x1) ~2/(dF(x1)*(2*dF(x1) ~2
- F(xD)*ddF(x1)));
R = [R:i XI f(xD]:
error = 2*F(x1)*dF(x1) ~2/(dF(x1)*(2*dF(x1) ~2
- F(xD)*ddF(x1))):
end
R
plot(R(:,2),R(:,3));
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