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Resumen 

En el capítulo 1 establecemos los r.onceptoR preliminares sobre el análiRiR no estándar1 

como la construcción ultraproducto, la que nos permitirá construir el conjunto de los 

números reales no estándar(*~) definiendo en él lo que es un infinitesimal, así como los 

conjuntos internos y externos como subconjuntos de *R Definimos una superestructura 

de un modelo estándar &: y mencionamos el principio de definición interna así como 

el muy importante principio de transferencia. 

En el capítulo 2 establecemos la formulación no estándar de conceptos y resultados 

básicos en espacios topológicos, espacios métricos y e:3pacios euclidianos, tales como 

conjuntos abiertos y cerrados, conjuntos compactos, el Teorema de Bolzano Weierstrass, 

topología producto, el teorema de Tydwnov, continuidad y el Teorema de Ascoli no 

estándar. 

En el capítulo 3 desarrollamos una teoría de integración no estándar, con la estandari-

7.ación (L, Í) de una estructura de intcp;mción interna ( L, I). ARimismo desarrollamos 

una teoría de la medida para tales estructuras de integración. Definimos un espacio" 

de medida (X,Ax,J.Lx), donde X e ~n es abierto o cerrado. Establecemos una teoría 

de integración sobre~ .. , estudiamos el teorema de Representación de Riesz, así como 

teoremas básicos de convergencia para sucesiones de funciones integrables que no son 

necesariamente monótonas. 

En el capítulo 4 presentamos algunas aplicaciones de las estructuras de integración 

no estándar y su teoría de la medida en teoría de la probabilidad, en particular a 

los procesos estocásticos. Asimismo mostramos algtmas aplicaciones del Análisis No 

estándar concentrátidonos en los tópicos de integración Estocástica. 

Finalmente damos las conclusiones del presente trabajo. 
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Introducción 

Comenzamos haciendo una pregunta muy importante que alguien podría hacerse: 

¿cuándo es útil el análisis no estándar? El Análisis no estándar puede ser usado para 

formali7.ar la mayoría de áreaR de la matemática moderna, incluyendo análiRis real y 

complejo, teoría de la medida, teoría de la probabilidad, análisis funcional y topología de 

conjuntos de puntos: ecuaciones diferenciales, incluso álgebra que es menos susceptible 

al análisis no estándar pero se han encontrado significativas aplicaciones. 

Históricamente la idea del Análisis no estándar, que fne desarrollado por Ahraham 

Robinson en 1960, fue la de justificar rigurosamente el cálculo con números infinitesi

males. Por ejemplo, formalmente la regla de la cadena del cálculo de Leibnitz para la 

función F = f(g(x)) puede ser escrito como 

dF dl dg 
dx dgdx 

y para 11.na prueba formal uno puede, dividir numerador y denominador por e,l número 

infinitesimal pequeño dg. 

Hoy en día el análisis no estándar ha ido más lejos en el reino de los infinitesima

les. El análisis no estándar provee una maquinaria la cual permite a uno describir 

explícitamente conceptos matemáticos, los cuales por métodos estándar pueden ser 

sólo descritos implícitamente y en una manera incómoda. En el ejemplo dado arriba, 

la noción estándar de límite es en cierto sentido reemplazado por la noción no estándar 

de infinitesimal. Si uno aplica un enfoque similar a otros objetos (tales como espacios 

topológicos, espacios de I3anach, espacios métrims, cte.) uuo tiene una herramienta la 

cual provee definiciones explícitas pma objetos, los cuales pueden en principio no ser 
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de.qcritos explícitamente por métodos estándar. Ejemplos de tales objetos son conjuntos 

los cuales son Lebesgue medibles entre otros. También podemos considerar funcionales 

con tales propiedades (límites de Hanh Banach). Como esto es posible en el análisis 

no estándar para simplificar cálculos con tales objetos, uno puede obtener resultados 

acerca de ellos los cuales son extremadamente difíciles de obtener por métodos estándar. 

::\o solamente matemáticos han tratado de justificar cálculos con infinitesimales. Hay 

muchos otros casos similares: los físicos han estado derivando funciones no derivables 

durante mucho tiempo, con la convicción de que las derivadas eran unas "funciones 

generalizadas", que uo 1:!abían definir, pero en la que se podía wnfiar. La razón por la 

que éstos cálculos con funciones misteriosas no llevaban a paradojas o contradicciones 

es que es posible construir unos objetos (las distribuciones) con las propiedades que los 

físicos postulaban implícitamente en el uso que hacían de sus funciones generalizadas. 

Así, el análisis no estándar, es la respuesta última a una asignatura pendiente que tenía 

la matemática. En su origen, el cálculo diferencial se basó en sus "números ideales" 

que nadie sabía definir porque tenían que ser no nulos y a la vez menor que cualquier 

cantidad positiva. Eran los infinitésimos ( ó infinitesimales) lo cual al calcular la deri

vada por ejemplo de j(:1:) = x2 llevaba a contradicciones al suponer dx =J: O y luego 

se eliminaba como si fuera dx = O. Sin embargo Leibnitz era consciente de que los 

resultados a los que se llegaba con este tipo de razonamientos eran correctos. 

El hecho de que los infinitesimales "funcionaran" indicaba claramente que podían cons

truirse, pero no fue hasta finales de los años 60, cuando Abraham Robinson logró este 

objetivo. Por desgracia los infinitésimos de Robinson se construían y manejaban me

diante técnicas de lógica matemáticas que no eran fáciles para los matemáticos no 

familiarizadm; wn esta disciplina. Luego surgen aproximadone1:! axiomátkas al análisis 

uo estándar que en lugar de construir los infinitésimos (que e1:! complicado), lo que 

hacen es postular mediante unos axiomas seilcillos, su existencia y propiedades. 
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Tabla de símbolos 

=u 

[x] 

<'&' 

(&(IR) )N 
*N 

N = {[n]jn E N} 

/~ /:fJ( R) 

.z 
u(x) 

X= 0 Y 

: conjunto de números reales positivos (IR++ = { x E IR/ x > O}) 

: Espacio de sucesiol\es de números reales. 

: Ultrafiltro libre sobre N 

: Relación de equivalencia 

: Conjunto de los números reales no estándar (*IR = ~:) 

: Clase de equivalencia de x respecto a =u 

: Relación definida sobre *IR. 

: Sucesión de subconjuntos de números reales. 

: conjunto de los números naturales no estándar. 

: conjunto de clases de sucesiones 

: superestructura determinada por un conjunto X. 

: superestructura incrustrada (saturada), 

:también denota una extensión no estándar. 

: c.onj1mto de todos los subconjuntos finitos de R. 

: Igual al conjunto {y E @' /JJ eR interno}. 

: Lenguaje que describe la superestructura estándar . 

:Mónada de x E X, considerando X espacio topológico (X, T). 

: infinitamente cercano a. 

:Mónada de x, considerando (X, d) espacio métrico. 

: Propiedad de separación T1. 

: X es la parte estándar de Y. 
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ns(* X) 

(X.x, 7>.).\EA 

(C(X, Y),d) 

(L,I) 

L 

1 

L,I 

(i,f) 

XE 

S(JR) 

$ 
or/J 
....-... 
M 

l+ 
ii+ 

--M 

_.... 

.Jh 
L1 
"¡ 
Ll 

.::¿ 

. ;f/ 

(X, .$1) 

J..L 

(X, v/1, J..L) 

Cc(X) 

lo 

:Conjunto de puntos NE (near standar) a X. 

: Familia de espacios topológicos. 

: Espacio métrico de las funciones continuas acotadas de X a Y. 

: Estructura de integración (interna). 

: Lattice (conjunto de funciones integrables sobre un espacio X). 

: Funcional (1: L--+ JR). 

: Ext.enRión de la e~<;t.ruct.ura de integración (L, I). 

: Est.andari:¡;ación de ( L, 1). 

:Función característica XE: X--+ {0, 1}, donde E e X. 

: Conjunto de funciones de paso sobre R. 

: Funcional definida sobre 8 (lR). 

: Parte estándar de r/J, rjJ E L. 

: Conjunto de funciones medibles. 
~ 

: Conjunto de funciones no negativa.'3 en L. 

: Conjunto de funciones no negativa.'3 h sobre con valores en lR 

: tal que h 1\ I E L, VI E L. 
: Conjunto de funciones h sobre X con valores en 1R. cuya parte 

:positiva h+ = h V O, y parte negativa h- = -h V O están en fi~+. 

: Función definida en M+ con valores en JR. 

: Conjunto de funciones hE M wn valores en 1R tal que Í(h) es finito. 
_.... 

: Conjunto de funciones no negativa.'3 en L1 • 

: Colección de todos los conjuntos A e X para los cuales XA E L + . 

: r.r~álp;chra sobre X . 

: ERpacio medihle. 

: Medida sobre .A. 

: Espacio de medida. 

: Conjunto de funciones continuas con soporte compacto sobre X. 

: Funcional lineal positiva sobre Cc(X). 
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(*Cc(X), *lo) 

o 

P(A) 
p 

g 

(O,rff:P) 

E(X) = f XdP 

N(w, t) 

f3(t, ·) 

: Estructura de integración interna sobre *X. 

: Espacio muestral. 

: Probabilidad de un evento A. 

: Medida probabilidad. 

: a-álgebra llamado colección de eventos. 

: Espacio de probabilidad. 

: V ariahles aleatorias. 

:Valor esperado E(X) de X. 

: Número de llamadas entrantt>.s en [O, t], para w fijo. 

:Movimiento Browniano sobre (0, S: P). 

(0, L(A), qv)) : Espacio de Loeb construido a partir de un espacio de 

: medida interna (o, A, V). 

h : [0: +CJO) x O ---1 1R : Proceso estocástico. 

H: T X o -t *JR :Proceso interno. 

(A.J : Martingala (proceso interno, At adaptado con valores en *JR). 
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Capítulo 1 

Conceptos preliminares sobre 

análisis no estándar 

En este capítulo presentamos· al análisis no estándar en el contexto familiar del 

cálculo. Fue en este contexto que el concepto de infinitesimal fue usado por Leibnitz y 

sus seguidores para definir la derivada para de esta manera iniciar el cálculo infinitesi

mal y su f'h<;pectac.ular de.sarrollo. La noción de infinitesimal es la piedra angular en todas 

las aplicacionf'A'i de métodos no estándar al análisis y de éste modo un entendimiento 

de este capítulo es básico para el resto del presente trabajo. 

1.1. Ultraproductos 

Una construcción muy sencilla, la cual produce elementos con propiedades 

infinitesimales, es JRlN, el espacio de sucesiones reales. Nosotros podemos sumergir 1R en 

JRIN mediante la asignación a cada rE 1R la sucesión constante f = (r, r, r, ... ). Ahora, 

consideremos la sucesión definida mediante ;r;,l = ~ (n E JN). 

Denotemos por JR++ el conjmlto de los números reales estrictamente positivos 

(i.e. ~+ = {x E 1R/x > O}). Dado cualquier r E IR++' observemos que Xn < fn 

para todo n salvo una cantidad finita de valores de n. En efecto: Dado r· E JR++, y 
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denot.emoR F = { n E JN J * > r}. Como r > O Entonces: 

Si r 2 1 entonces ~ ~ 1 ~ 1·. Por lo tanto F __:_ 0. Como O < r, entonces por la 

propiedad arquimediana, existe n0 E N tal que 

1 
-<r 
no 

Entonces, para todo n ~ n0 se tiene que 

1 1 
-<-<r n - no 

Luego ~ < r, para todo n E N\ F; donde F e {1; 2; · · · ; n0 - 1} finito. D 

Definición 1.1. Consideremos x = ( Xn), y = (Yn) sucesiones reales, luego definimos 

una relación <p en 1RJN como 

x <p y -<=> x, < Yn , Vn E F, Fe JN donde F finito. 

Además, denotaremos que x > F y si, y solo si, y <F x. 

Diremos que 

X =p y -<=> .'Cn = ?Jn Vn E F, F ~ JN finito 

Proposición 1.1. La relación <F definida en JRlN por 

X <F y -<=> Xn < Yn ' Vn E F, F e JN donde F finito. 

es u~ a relación de orden parcial en 1R IN. 

Prueba. 1) Veamos que <Fes reflexiva. 

Sea x E 1RlN, x = (xn)nElN cualquiera. Como Xn < Xn, Vn E .F = 0 (.F finito), 

entonces x <F x. Así x <F x, Vx E JRIN .Por lo tanto <F es reflexiva. 

2) Veamos que <Fes antisimétrica. 

Sean x, y E JRlN, x = (xn)nEIN, y= (Yn)nElN tales que x <F y, y <F x. :Mostraremos 

que x =p y. En efecto: como x <F y ==? Xn < Yn, Vn E F1 e JN, finito. Como 
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y <p x ::::} Yn < Xn, \In E F2 e 1N finito. Observ;:mdo que si a < b ::::} a ~ b 

entonces tenemos. que 

Xn < Yn 1\ Yn < Xn '\:In E Fl n F2 e 1N(Fl n F2 : finito) (1.1). 

(Si F1 n F2 = 0 también sería válido 1.1 pues F1 n .F2 finito) 

Así: Xn ~ Yn 1\ Yn ~ Xn., \In E F = .Fl n .F2 e 1N' F fhlito. Coíno la tela.cióh ~ 

usual es antisimétrica resulta que Xn = Yn, \In E .F = .F1 n F2 e 1N: F finito. 

A~í x =p y. Por lo tanto <p e~ anti~imétrica. 

iii) Veamos que <pes transitiva. 

Sean x,y,z E lR}N cualesquiera x = (xn)nElN,Y = (yn)nEJN,Z = (zn)nEIN tales que 

x <p y 1\ y <P z. :Y.fostraremos que x <p z. En efecto: como x <p z entonces 

Xn <y,,., \In E .F1 finito, F1 e 1N. Además, como y <p z entonces Yn < Zn, \In E .F2 

finito, f2 e lN. Luego, como la relación < usual ~ trausitiva tenemos que: 

Xn < Yn 1\ Yn < Zn::::} Xn < Zn, \:In E F = FJ. n F2 

(Nuevamente, si F = F1 n .F2 = 0, también se cumple pues .F = 0 es finito). 

Por lo tanto: Xn < Zn, \:In E F, (F = F¡ n Fz) donde F finito. Así X <p z. 

Por lo tanto <p es transitiva 

(1.2) 

Finalmente, de (i),(ii) y (iii) se concluye que <p es una relación de orden parcial 

sobre JRlN. 

o 

Entonces :~.: podría ser un infinitesimal en el sentido que 

x <F f, V r > O, r E 1R 

Desafortunadamente, esta constmcción muy sencilla no nos brinda una teoría 

satisfactoria de infinitcsimalc~"· Veamos el siguiente ejemplo. 
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Ejemplo 1.1. Consideremos la sucesión y= (Yn)nElN definida de la siguiente manera: 

{ 

2, 
Yn = 

O, sin es par 

. . 
l:ll n e¡; Impar 

X o se cumple que 

y <F I y que tampoco I <p y (1.3) 

Pues, como I = (1, 1, ... , 1, ... ), y= (2, 0:2, O, 2, 0: ... ) vamos a demostrar que y I..F I. 

En efecto, Yn = 2 > 1, para todo n impar, observando que existen infinitos impares. 

Del mismo modo, I I..F y, pues Yn = O < 1 Vn par, observando que existen infinitos 

pares. o 

En otras palabras, la relación <F es solamente un orden parcial en 1R lN. Para 

construir una teoría satisfactoria de infinitesimales, nosotros consideramos una 

construcción ligeramente más elaborada, conocida cmno ultraproducto. 

Definición 1.2. Un ultmfiltro libre sobre lN es una colección %' de subconjuntos de lN 

satisfaciendo las sig;nientes propiedades: 

(i) Si A, BE o/./, entonces A n BE o/./; 

(ii) Si A E o// y A e R e lN, entonces R E o// (cualquier R e 1N que contenga a un 

elemento A E o// también pertenece a o//); 

(iii) Si A es finito, entonces A tJ_ %'; 

(iv) Si A e lN, se tiene que A E 0
// ó lN \A E%'. 

En adelante o/./ denotará un ultrafiltro libre sobre IN'. 

Observación 1.1. Dado eualquier ultrafiltro o// sobre lN, notemos, por el item (iv) de 

la Definición 1.2 que debemos tener: 

P = {2, 4, 6, ... } E o/./ o 1 = {1, 3, 5, ... } E o/./ pues 1 = L_"i¡ \P. 

Pero no ambo¡; por lo~:> items ( i) y ( iii). 
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En efecto: Si P E <P/ y además I E <P/, tendríamos que P n I E <P/ (por (i)). Pero 

P n I = 0. Luego 0 E o/.1' lo (;ual es una contradieción pnt=>Bto gne como 0 es finito, 
~· ·' -< •: "" • ~ •.. •· • ' -~ .,.· ...,,.,.. "' ,.,_r.....- #- ,. .'f":"".~.-.,. .... ,.. ,v.,.,., .. ..- .~ ... - ,r • .-· .,.... •' .11' 

entonces íllf{. <P/ (por (iii)). 

Observación 1.2. Acerca de un ultrafiltro libre sobre lN, podemos indicar que los 

ultrafiltros libres existen sólo con la ayuda del Lema de Zorn. No sólo existe un único 

ultrafiltro libre, sino que existen 2" ultrafiltros libres sobre lN, donde e = card(lR) 

(Ver [11]) 

p,roppsicióp1.~.2· Supongamosque lN = A1UA2uAU· · ·lJAn; con n E 1N y AnAi = 0; 

para i =/= j. Entonces existe un único i E { 1, ... , n} tal que Ai E %'. 

Prueba. 

Para probar la existencia, definamos Bi ~ lN \ Ai. Supongamos que: (V i E lN) : Ai f{. %'. 

Como Ai E lN, entonces Bi E <P/ (por (iv)). Así, desde que lN = A1 U A2 U··· U An, 

tomando el complemento: tenemos 

Luego 0 E <P/, lo cual es una contradicción. Así Aí E o/.1', para algún i E lN. 

Para probar la unicidad, supongamos que existen i,j E {1, ... ,n};i =/= j, tales que 

A, Aj E t.p¿. Como Ai, Aj E 1fL cntonccB Ai n Ai E o/.1', es decir 0 E o/.1' lo cual 

nuevamente es una contradicción. Por lo tanto i = .i. D 

Definición 1.3. La relación ='!l.t en lRJN es definida por: 

x =o// y si y solo si {n E lN/xn = Yn} E o/.1' 

Proposición 1.3. La relación =u definida en JRN por 

X =u y si y sólo si { n E N/ Xn = Yn} E %' 

es una relación de equivalencia. 
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Prueba. i) Veamm; que =u eR reflexiva. 

Sea X= (xn)nE.N E ~w cualquiera. Puesto que {n E Nfxn = Xn} = N e N por 

(iv) de la definición de ultrafiltro libre%', tenemos {n E Nfxn = Y:n} =N E%' 

(N o se puede tener N \ N = 0 E %', pues contradice (iii)) 

Así x =-u x 1 Vx 6 JR..N, Por lo tanto =u eR refie..xiva. 

ii) Veamos que =u es simétrica. 

Sean x, y E JR..N, x = (xn)nE.N, y= (Yn)nE.N tal que x =u y. Tenernos que demostrar 

q1;1e y =u ,x 

En efecto: como x =u y entonces {n E Nfxn = Yn} E%'. Corno la relación de 

igualdad es simétrica en IR., tenernos que: 

{n E Nfyn = Xn} = {n E Nfxn = Yn} E%'. 

Así { n E Nfyn = Xn} E %'. Por tanto =n es simétrica. 

iii) Veamos que =u es transitiva. 

Sean x, y, z E R.N cualesquiera con X = (xn)nE.N, y = (Yn)nE.N, z = (zn)nE.N· tales 

que x =u y, y =u z. Tenernos que demostrar que x =u z. En efecto: como x =u y 

se tiene {n E Nfxn = Yn} E 'W y corno y =u z se tiene que {n E Nfyn = Zn} E 'W. 

Luego:{n E Nfxn = Zn} = {n E Nfyn = Xn} n {n E Nfyn = Zn} E%' Así X =u z. 

Por lo tanto =u es tranRitiva. 

Finalmente de i):ii) y iii) conduimoR que =u es 1ma relación de equivalencia. O 

Definición 1.4. Dado x E IR:", denotemos por '[x] la clase de equívalencía de x respecto 

a la relación de equivalencia ="ll· Es decir 

[x] ={y E IRJN fy =q¿ x} 

El conjunto de los números reales no estándar denotado por *JR (léase IR estrella) es 

JRlN 
*IR= {[x]/x E JRJN} =-

=·w 

:H 



Cualquier relación Robre JR puede ser P.xtendida a *JR. 

En particular dado [x), [1J) E *JR, podemos definir: 

[x) <o¡¿ [y] si y sólo si {n E lN/x .. < Yn.} E au. 

Es fácil verificar que ésta definición es independiente de los representantes particulares 

x e y elegidos de las clases de equivalencia [x] e []!]. 

En efecto: 

sean [x] <~/ [y); [x] = [x'], [y]= [y']. 

Entonces [x'] <'JI./ [y'L luego 

{.r.~ < y~} E OJ/ 

• Como [x] = [x'] entonces x =o¡¿ x'. Luego A = {n E 1Njx., = x~J E OJ/ 

1!1 Como [y] = (y'] entonces y ="'/ y'. Luego B = { rn E 1N /Ym = y:,_} E au. 

Sea e= {n E lN/x~ <y~} E a¡¿r (por (1.4)) 

Entonces 

A n R n e= {n/x .. = x~} n {njy .. =y~} n {n/xn < Yn} e {nj.r.~ <y~} 

Como A n R n e E OJ/, entonces { n E 1N j.r.~ < J/n} E 01/. 

Por tanto [x'] <~¿ [y'] 

Definición 1.5. [x] >'?.! [y) si y sólo si [y] <p1 [x]. 

(1.4) 

Proposición 1.4. Supongamos que [x], (y] E *JR. Entonces exactamente una de las 

siguientes relaciones se satisface. 

[x] <o¡¿ [y], [x] =o¡¿ [y], [x] >o¡¿ [y]. 

Prueba. Definamos: 
A {n/xn < Yn} 

n {n/xn = Yn} 

e {n/Xn > Yn} 
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Es claro que 

IN = A U B u e; donde A n B = 0, B n e = 0, A n e = 0 

Luego 

A E %' o B E %' o e E %' sólo una de ellas se cumple 

Es decir 

[x) <%' [y) o [x] =q¿ [y] o [x) >%' [y] 

Ejemplo 1.2. Sea x E JRIN, definida por Xn = ~, f = (r, r, ... , r) parar E JR. 

Veamos que [x] es un infinitesimal. 

o 

En efecto, sir> O entonces {n E IN, Xn < fn} E%' porque su complemento es finito. 

Definición 1.6. 

Diremos que 

• {x] E .:l'JR es llamada infinita si [x] ·::>o// iñ, para todo m E lN 

• Dado cualquier función f : 1R ~ IR, podemos definir una función 

* f: *JR ~*IR por Vr E IR * f([f]) = [f(r)]. 

En otras palabras, .. f es definida evaluando f puntualmente en los componentes de f. 

Definición l. 7. Definimos 

{xJ ~ [yJ , si [x] - {yJ = [zJ es un infinitesimal 

(donde Zn = Xn - Yn, para cada n E IN). 

Ejemplo 1.3 (de una clase infinita). Sea x = (1, 2, 3, ... , n, .. . ), n E IN . 
..,. .Q •• • ' ' ' • ! ' ' ' 

AFIRMACIÓN: [x] es infinita. Sea m E IN cualq1úera (fijo), entonc,es 

1ñ = (1n, m, ... , m, ... ), ~uecsióu eon~tante. 
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Hay que probar que [x] >1/ iñ si y sólo si A= {n/n >m} E o//'. 

Entonces definimos el conjunto A e = {1, ... , m-1} el cual es finito y por tanto llegamos 

a que Ac tf. o//. 

Por tanto A= {n/n >m} E~

Así, [x] es infinita. 

1.2. Conjuntos Internos y Externos 

Para trabajar con los números reales no estándar, necesitamos ser capaces de 

hablar acerca de los subconjuntos de *lR. Extendemos la construcción ultraproducto 

a conjuntos, considerando sucesiones en (&t'(1R))IN, donde &J(1R) es la colección de to-

.~9:'? Jqf? ::>NcP!-~-º~:!jWJ;qs g~. lB:· Y ~::s:tr-!1ill(j!1!-!9]f}!~hl<o~§JJ g(j e~mj"y:~~l~H~:j!c.t 1r q(j Jf.!. D<:fí!JJj~;}§n 

1.3. 

Definición 1.8. Supongamos que A, B E (&(lR))JN. Definimos una relación de equi

y~J~n~i.ª =1/ mR-dill<».tR-i 

Denotemos por [A] la clase de equivalencia de A. Dado [x] E *lR, definimos: 

Notemos que [A] no es un subconjunto de *lR, es una clase de equivalencia de 

sucesiones de conjuntos de números reales, no un conjunto de clases de equivalencia de 

sucesiones de números reales. Sin embargo, podemos asociar a ella un subconjunto de 

*lR en forma natural como sigue: 

· Definición 1.9 (Mostowski Collapsing Function). Dado A E (&(JR))IN, definamos un 

~mütJ.nt9 ,Mf[AJ) §: *~ Q~ b1 ,s.jgqjR-nte n:NH!~U~;· 

M([A]) = {[x] E *lR/[x] E<W [A]} (1.5) 
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Dicho conjunto M([A]) está bien definido, pues si [B] = [A] entonces 

M([D]) = {[x] E *lR/[x) Eq¿ [D] = [A]}= M([A]) 

Además [x] Ew [A] si y sólo si {n/xn E An} E o/.1 está bien definido. En efecto~ 

sea [x) 6p¡ [A) entonces {n/xn E An} E tp¿_ Sea [y] = [x], [y) E B con [B) = [A]. 

1fostraremos que [y] Eq¡1 [B) - {n/yn E Bn} E 0/t'. Como [x] = [y] entonces x =o;1 y 

entonces {njx,., = Yn} E o/./. Como [A) = [B] entonces A =q¿ B entonces resulta 

{ n / An = Bn} E tp¡. Además, tenemos que { n / X 11 E A.,.} E o/./. Entonces 

Xotemos que e e { n/yn E Bn} y como e E o/.1 entonces { njyn E Bn} 

Definición 1.1.0. Un conjunto De *1R .es llamado interno, si B = llf.({A]) para algún 

A E (~(lR)).IN. En otro caso será llamado externo. 

Definición 1.11. 

• Una fuución f :'-".IR -7 .,1R es interna, si su rango es un conjunto interno en ~lR. 

• Sea Be lR definimos* B = .M([A]), donde A E (9(1R)).IN es la sucesión constante 

An = (H)nElN para todo n E IN. 

Ejemplo 1.4. El conjunto de los números naturales no estándar, es: 

*IN= {[:1.:] E *lRj{nfxr, E IN} E o/./} 

En .efecto, de la .dcfinidón anterior .GOnsidcromos B = .IN, .entonces 

*JN = NJ([A]) {[x] E *lR/[x] Ea¡¡ [A]} 

{[x] E *lR/{n/xn E An.} E 01/} 

{[x] e *JRj{n/xn e IN} e 'W} 
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Sea 1N = {[n]Jn E lN}. Entonces 1N e *JN. En efecto, sea [fi,] E lN, n E JN. Mostrare

mos que (n] E *JN doru!e n = (r~,),,;ElN = {'/1 1 JI¡,·,,,) lo .c:ual e,s eqijc~Y_ale;r;tte _1;1~ 

[n] E *JR y {n/n E lN} E·%' 

Observemos que, realmente N es un subconjunto propio de *JN. 

En ~fectQ 1 consideremos [;I:], d()nde ;rn = n 5 para todo n E 1N f es decir; Xt¡; = {1 5 25 ,, ") 

• Veamos que [x] E *JN. 

Notemos que { njn E JN} E o/,1 entonces [x] E *JN. 

• Falta ver que (x] ~- JN. 

Supongamos que [x] E lN, entonces [x] = [n0]. para alg(m n0 E 1N 

Entonces 

X =q¡/ no. Por tanto {njx_n =no} E%' 

De lo que obtenemos que {no} E 01/lo cual es una contradicción puesto que {no} 

es un conj1mto finito. 

En resumen, si m E JN, entonces {n/xn. = iñn} ={m} ~ %' 

Luego 

[.r-] =f. [ih] donde ih = (m, m,···) = (n0 , n0 , • • • ). 

Prueba. Supongamos que *JN -JN es un conjunto interno, es decir, 

*JN -JN = M([A]), para algún A E (9(1R))N 

La idea de la demostración es construir un elemento [y] E *JN -JN pero que [y] tj: 1\J([A]) 

(y así, *JN -JN # M([A])). 

Sea J = {n/An e JN}, podemos escoger x E JRN tal que 

nEJ 

ntf:J 
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con Xn E An - lN. 

Por tanto se tiene que { n E lN J Xn E lN} = 0. En efecto, notemos que lN = JU (lN- J) 

• Si n E J ==? Xn = O rt lN 

En cualquier caso Xn ~ lN, \In E 1N 

ARí, {n E 1Nf.r.n E lN} = 0 

Luego, como { n é IN/ Xn E IN} = 0 se llega a que {x] ~· ~JN, pues si fx] E .r.JN 

==? {n/xn E JN} E q¿ 

==? 0 E o/.1 ( ==?{:::) 

·Como 1\J{[A]) e tJN (pues 1\J({A]) = ·*lN- JN e t-JN) 

=* [x] rt M([A]) 

"* [x] rt"ll [A] 

~ {n/xn .e An} .cj: tW 

==? lN - .] ~ o/.1 

Luego, se debe tener que J E o//. 

Nota. 

lN- J = {n/xn E An}· Recordar 

{::;:-N, n E J = { n/ An e 1N} 

'!!· 1: ., 
• 1N- J e {n/xn E An}· Sean E lN- J 

==? Xn E An- JN 

==? Xn E An 
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• {n/xn E An} e lN- J. Sea n E {n/xn E An}, entonces Xn E An P.D.Q.: 

_n ~ lN - / - n tfi /. ~l,~p!_mgf!Jll9~ gl}~ '!!· § l 

::::? Xn =O 

:::;. O E An e IN(:::;.~ )(pues O tj; An) 
• -· • 0 

Así, n E lN- J 

Retornando prueba, llegarnos a que J E o//. 

Sin pérdida de generalidad, podernos asumir que An e IN, Vn E IN. 

Ahora para cada m E lN definamos 

Xotemos que [ih] fj_ AJ([A]) pues 

Si ,[mj E 2\1([AJ) = *JN- JV(pqr .lo que hemo¡s supu~to} 

:::;. [iñ fj_ N] (:::;.~)(ya se ha demostrado esto) 

Así, [m] fj_ Af([A]). 

Como [ih] fj_ Af([A]), entonces [m] fÍ-o¡¿ [A], entonces {n/n E An} fj_ o//; luego 

tomando complemento 

De esta manera, T.n E o//. 

Ahora, para m E IN U O, definamos 

Sm = {n E IN/An e {m, m+ l,rn+ 2, ... }} 
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Entonces 
m-1 

ST!!- = <n T~; = T,t n T:~ n · · · n T'_7JJ-J donde cada T!<i E o//. 
k=l 

En efecto, sea n E Sm, entonces An e {m, m + 1, ... }. Basta probar que 

n E T1 = {n/1 rt A.,} (y así n E n~':,1 Tk)· 

Supongamos que n rt T1 entonces 1 E An, luego tenemos que 

1 E {m,m+1,m+2, ... }, 

==:}m< 2(:=:}~) 

==:} n E T1 

==:} n E n~:-1
1 
Tk 

N 91ª'" "~j n != Tz ==?" m > ~ =9 ~ ti. A1};1 

Luego tenemos que S,n E o// (pues Sm es intersección finita de elementos en o//). 

Además 8 0 = {n/An e lNU {O}} (hemos supuesto An e lN e lNU {ü}Vn E IN) 

Definamos Soo = nmEIN Sm, entonces 

Soo = n Sm = {n/An = 0} donde Sm = {n/An e {m, m+ 1, ... }} 
· mEIN 

En efecto, para ver que Soo e {n/An = 0}, sea, n E Sx 

==:} Vm,n E Sm 

'* Vm,An e {m, m+ 1, ... } 

'* An e {p + l,p + 2, ... }(m= p + 1) 

Si An e lN,An =f 0 

:::;. ::lp E An, p E lN 

:::;. pE An C {p + l,p + 2, ... } 
''! ·', . ·t . 

==:} se llegaría a que pE {p + 1, ... }(==:}~) 
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Así Hoo e {n/An = 0}. 

Para ver que {n/An = 0} t: 80 consideremos n é {n/An = 0}, entonces An = ~, 

P.D.Q.: n E Hoo = nmEJNSm, i.e. n E Hm., Vm E lN. 

Es claro que An = 0 e {m: rn + 1, ... }Vm E lN 

=?A .. e {m, m+ 1, ... } 

=? n E {n/A .. e {m, m+ 1, ... }}Vrn 

Así 8~ = íj Hm = {n/An = 0} 
mElN 

AFIRMACIÓN: Si S:x: E o/¿ =? M([.A]) = 0. 

En efecto, supongamos que M([A]) = 0 

=? :l[x] E M([A]) 

=? [x] Eq¡- [A] 

=? {nj.r,t E An} E o¡¿ 

Así, {nfxn E An} E tW y {n/An = 0} E tW (por la suposición). Entonces la intersección 

{n/Xn E An = 0} E o¡¿ 

=?> ~ \?· '?.1 

:. M([A]) = 0 

Así tenemos que 1\1([A]) = 0, lo cual es una contradicción pues *JN- N::/= 0 

(J~~~nlar JJJle M {fA]) = *JN. - N) 

Así hemos probado que 8= ~ tW 

Se define una sucesión y E JRN de la siguiente manera 

{ 

rn, 
Yn = O, sin E Hoo 
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De la definición de Yn se tiene que {n/yn E lN} = lN- Sx:. 

En efecto, sea n E lN /y., E lN. Supongamos que n E 8oo entonces !In = O ( -=*~), pues 

Yn E lN. 

Veamos que lN- Soo e {nfyn E JN}. Sean E 1N- Sx. 

=} n E 1N y n tt Soo 

=? l!.n· =/= 9 
=? Yn =m, para algúu m(n E Sm+l- Sm+2) 

-=* Yn = rn E 1N 

Así n E {n/yn E JN} 
í ' . r 

Por lo tanto {nfyn E 1N} = 1N- Sx: E ójf (lo cual es claro, ya que Soo tt ój¡). 

De este modo 

[y] E *JN (por definición de *JN) 

Por otro lado, dado m E lN (fijo), {n/Yn =m} = Sm+l - 8m+2 e lN- 8m+2 tt %' pues 

Sean E {nfyn =m} 

=? Yn = m, donde n E Sm+l - Sm+2 

=? n E Sm+l - Sm+2 

Así, {nfyn =m} e Smll- Sm 12 

=? y., = m, m E lN 

=} n E {n/yn =m} 
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De este modo llegamos a que [y] tf. IN donde IN= {[ñ]/n E IN} pues si [y] E N 

==>[y]= [m], para algún m E 1N 

==> {n/yn =m} E~(==>-{=:) pues {n/yn =m} tf. ~ 

A::lí [y] tf. lN 

De aquí [y] E *IN- IN. 

Sin embargo {n/1Jn E An} e 800 tf. o/./. En efecto, sea n E {n/JJn E An}· 

11ostraremos que n § 800 • 

Supongamos que n tf. Soo 

==> 3rn E IN tal que Yn = m, donde n E Sm+l - Sm+2 

==> An e {m+ 1, ... } pero An Í {rn + 2, ... } 

Así, m E An e {m+ 1, ... }: entonces m E {m+ 1: ... }(::=>-{=:).Por lo tanto n E 800 • 

Fin de la Proposición 1.5. 
,.,~~· .-~ "' . ..,. .,.. :/" - ~· º 

Corolario. IN es un conjunto externo. 

Prueba. Supongamos lo contrario: i.e. IN es un conjunto interno. Por definición: 

Sea B =IN- A1,,, para cada n E IN 

AFIRMACIÓN: M([B]) e *IN. 

En efedo, sea [x] E M ([B]) 

==> [x] Eou [B] 

=? {n/Xn E Bn.} E%' pero Xn E Bn =IN- An 

=? {n/xn E IN} E %' 

::? Xn E IN Y Xn t/. An 
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Así, [x] E *IN 

Por tanto M({RJ) e *IN. 

Supongamos ahora que [y] E *IN. Podemos asumir sin pérdida de generalidad, que 

'!/n E IN? Vn E IN. Lue~o 

[y] E .M([B]) {::} {n E IN/yn E Bn} E 1IJ (por definición) 

{::} {n E IN/1Jn E A .. }= {n E IN/1Jn E R .. }c tf: o// 

.{:;¡· [.y] tf,. A1 (,[ ,dJ ) 

Así, .M([B]) =*IN -IN, pues si [y] E *IN 

=} [y] E M ( [ B]) cualquiera 

{:> [y] tJ M([A]) = JN 
=} [y] E M([B]) 

{:> [y] tf: N y [y] E *lN 

{::} [y] E *IN - N 

De este modo, llegamos a que *IN -IN= M([R]) donde RE (/:3t'(JR))N, i.e. *lN -IN es 

un conjunto interno, lo cual contradice la proposición anterior 

. ·. IN ~ un conjunto externo 

o 

1.3. Convenciones de Notación 

Es costumbre omitir los &'>teriscos (*) en muchos casos. Nótese primero que pode

mos incrustar lR en *lR mediante la aplicación r ~ [r]. Así, es costumbre visualizar a 

lR como un subconjunto de *lR y referirnos a [f] como r. Así, podemos también escribir 

JN El~ _lugar del sín:bolo más esfor~!l·c:lo .~~ ge~ac_iop.e~ b~~icas t!lJ~s ~O.l!}O <_, >.: ~. 2 s9g. 

escritas sin la adición de un asterisco (*). Funciones tales como sen, cos, log, ex, 1 · 1 
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(para valor absoluto o cardinalidad) son similarmente P.Rcritos sin la presencia de los 

!l,~t~riB<:O.$ (*). 

Considere la función g : *IN -+ ,gi'(lRlN), definida por g(n) = lRN. Si n es un número 

natural infinito, entonces *IRn es definido como (*g)(n); equivalentemente, es el conjunto 

de todas las funciones internas de {1, ... , n} a *IR .. El símbolo de suma:¿:, representa 

una función de lRn a lR. Así, si n es un número natural infinito e y E *IR'\ (*:L)i=IYi 

está bien definida. Es costumbre omitir el asterisco (*) de las suma'3, productos o 

Así, las siguientes expresiones son aceptables: 

Vx E *IR. ex> o 

.Ex·í =D 
i=l 

1.4. Modelos Estándar 

Nosotros necesitamos ser capaces de considerar objetos como espacios topológicos, 

o medidas de probabilidad además de los números reales. 

Esto es tomando en consideración una superestructura. Tomamos un conjunto base 

X consistiendo de la unión de conjuntos de puntos de todos los objetos que uosotros 

desearnos considerar. Por ejemplo, si deseamos considerar funciones reales valoradas 

sobre un espacio topológico particular (T, 57), tomamos lR U T. 

La superestructura es la clave de todos los objetos los cuales pueden ser obtenidos del 

conjunto base por iteración de la operación de formación de subconjuntos. Nosotros 

nos referiremos a ésta como el modelo estándar generado por X. 

Definición 1.12. Suponga que X es un <.:onjunto <.:uyos elementos son todos atómicos, 

es decir 7 0 .1. X y no e.xiste x E X que contiene elementos al_gunos. 
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Sea ~=X; ent.onceR dflfinimoR el conjunto 

donde fYJ cR d operador conjunto potencia. 

Sea 
00 

n=O 

Entonces, la familia de conjuntos !r es.llamada la superestructura determinada por X. 

Para cualquier conjunto R E .rz-, .~ i;3IJ( R) denota el conjtmto de todoR los RubconjuntoR 

finitos de B. 

La superestructura determinada por X contiene representaciones de subconjuntos 

de X, funciones definidas sobre X, productos cartesianos de subconjuntos de X, y 

esencialmente todas las construcciones matemáticas clásicas que pueden ser definidas 

usando X como el conjunto de puntos, dado al inicio. La forma exacta de la represen

tación puede llegar a ser un poco complicado. 

LoR siguiente." ejemplos ilustran como varias construcciones matemáticas son represen

tadas en la Rnperestructnra. 

Ejemplo 1.5. Un par ordenado (x, y) E X x X es definido en teoría de conjuntos 

como 

(x,y) := {{x},{x,y}},x,yE X0 =X 

Así {:r.} E .2í_, donde paran= O 

entonces !r1 e ~(!r) 

Además {x, y} E&;!. Así 

lo cual es cierto pues, 

{{x}, {x, y}} E &:; 

{{x},{x,y}} e %U fYJ(!r) 
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En realidad { {x}, {x, y}} e 9(íí) e íí U 9'J(Z), donde paran =1 

1 

&;; [9(U ÍÍk)] U íí0, k= O, 1 
k= O 

- [ 9" ( .20 u 3tí) l u .2'(¡ 

entonces 

Ejemplo 1.6. Una función .f : A -t R, donde A, R e X puede ser representada por 

su gráfico 

G = { (x, .f(x))Jx E A} 

Del ejemplo previo sabemos que cada par ordenado (.r., .f(.r.)) en el gráfiw G es un 

elemento de .~. Así G E .9l'3 

Sea (x, f(x)) E G. Debemos mostrar que (x, .f(x)) E ~'lo cual es equivalente a 

esto es debido a que: 

{x} e X, es decir {x} E .~(X) 

Así (:e, f(x)) E {:r} e .2'2. 

Ahora veamos que G E X;3, c.s decir cuando G = {x, .f(x)Jx E A} debemos mostrar 

que G E Y'(X U Y'(X) U f?J(X U Y'(X))) U X, c.sto C'Ac;;, 

G e X u 9(X) u 9(X u 9'J(X)) 

Sea (:e, .f(x)) E G, luego 

(.r.,.f(x)) = {{x},{.r,,.f(x)}} E .9'(Xu .9'(X))- {{::r},{x,.f(x)}} e X u .9'(X) 

y ademá.'l 

{x, J(x)} E 9'J(X) e X U 9(X). 
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Ejemplo l. 7. El conjunto d~ todas las fundon~s d~ A a B, con A, B e X ~s así re

presentada por un elemento de ,9l4 y la denotamos por 

BA = {f: A-+ B/f es función} E Jt4 

donde 

.~ = i?J(X u .9'(X) U .9'(X U .9'(X)) u .9-'(X U ,9(X) u ,9(X u .9'(X)))) U X 

es decir, debemos mostrar que 

{f: A-+ B/f es función} e XUBI'(X)U&'(XUBI'(X))Uái'(XU&'(X)U&J(Xuái'(X))) 

Basta ver que, por ~1 ejemplo anterior, .f puede ser n~preRentada por RU gráfico 

{!:A-+ Bj fes función}= 

.9'(X u .9'(X) u .9'(X U .9'(X)) u .9'(X U .9'(X) U .9'(X U .9'(X)))) U X 

lo cual es cierto, debido a que 

G = {(x, f(x))jx E A} e &J(X U &(X)) 

En efecto, si (x, f(:r:)) E G 

Veremos que: (x, f(x)) E fYJ(X U BI'(X)) 

(x,J(x)) = {{x}, {x, f(x)}} e X U ~(X) 

lo cual es cierto pues 

{:~:}e X es decir {x} E Bi'(X) 

de lo cual ¡;e obtiene que {:e, f(x)} e X", el:l dedr {x, f(:c)} E 9<l'(Z). 

Por lo tanto 

BA = {f: A-+ Bj fes función} E &:'4. 
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1.5. Superestructuras incrustadas 

Dado un modelo estándar !r, se desea construir una extensión no estándar, es decir: 

una superestructura t!!/ y una función : !r ---t t!!/ satisfaciendo ciertas propiedades. 

Definición 1.13. El conjunto A E t!!/ es llamado interno si A E* B para algún B E !r, 

y externo en otro caso. 

Definición 1.14. Consideremos una función * : !r ---t t!!/, donde !r, es un modelo 

estándar e '?JI una superestructura. Diremos que esta función * : Z ---t W es llamada 

una supeTestTuctura inc1~ustada si 

l. * es una función inyectiva. 

2. !ro e ~' más aún x E ~o-

3. *%o=~-

4. X"n e ~' n = 1, 2, ... 

5. *(!rn+l- !rn) e ~+1- ?Jin (n =o, 1, ... ) 

6. X¡, ... ,Xn E !r =?*{x¡, ... ,Xn} = {*x¡, ... ,*xn} 

7. Si A, B E !r =? {A E B <=? *A E * B} 

8. A, BE !r, entonces: 

a) *(AnB) = *An*B 

b) *(AuB) = *Au*B 

e) *(A\ H) =*A\* B 

d) *(A X B) =*A X* B 

9. Si r = G(A, B), es el gráfico de una función de A a B: A, B E !r, entonces 

*f = G(* A,* B) es el gráfico de una función de* A en* B 
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11. Si A es interno, A e B, BE* &(C) =?A E* .9l(C) 

Definición 1.15. 

• El conjunto A E !!JI es llamado hiperfinito, si A E*(§ 9(B)) para algún BE !Jí, 

donde /~/JIJ(R) es el conjunto de todos los subconjuntos finitos de R. 

• Denotemos por * !Jí = {y E !!J/ jy es interno} 

• Uua función cuyo dominio y raugo pcrtcneecu a t¡j/ es llamada 'intc'rna si su 

gráfico es interno (f : A --+ B con A, B E r!JI) 

Ejemplo 1.8. Supongamos X = JR, tomemos Y = *JR definida via la construcción 

ultraproducto. Sea !!JI la superestructura construida con Y como un conjunto base. 

Luego* eomo se definió a partir de la eonstrucdón ultraproducto eí:i una superestructura 

incruí:itada. Note que~ eontiene ambos conjuntos internos y eonjuntos externos, así la 

función * no es sobreyectiva. 

1.6. Principio de Transferencia 

Leibniz aseveró que los números reales no estándar obedecen todas las mismas 

propiedades que los número¡:; reales ordinarios. El principio de tmnRferencia dá una 

afirmación precisa de la a.">erdón de Leihnh:. El hef'llo clave el cual no fue extendido 

hasta el trabajo de Robinson (ver [10]) es que el principio de transferencia no puede ser 

aplicado para conjuntos externos. Así la distinción entre conjuntos internos y externos 

es crucial en análisis no estándar. 

Dada una afirmación PE 5f el cual describe la superestructura estándar .rz nosotros 

podemos formar una afirmación * F: haciendo las siguientes sustituciones: 

l. Para cualquier conjunto A E !Jí, sustituir por *A. 

2. Para cualquier función j : A ---t B eou A, B E !r, la sustituirnos por *f. 
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3. Para cualquier cuantificador sobre conjuntos tales como 

VA E !YJ(B) ó 3A E .fJlJ(B), 

donde B E !K se sustituye por el cuantificador 

VA E *(/!Jl(R)) ó :lA E *(.9'(R)) 

el cual vale sobre todo subconjunto interno de *B. 

4. Para cualquier cuantificador sobre flmciones tales como 

Vf E §(A, B) ó 3f E §(A, B), 

donde §(A, B) denota el conjunto de funciones de A a B para A, D E !Z", 

sustituir el cuantificador 

V.f E *(.~(A, R)) ó :lf E *(.~(A, R)) 

el cual varía sobre toda función interna de *A a *B. 

Nota. El principio de transferencia asevera que: F es una afirmación verdadera acerca 

de números reales si y sólo si * F es una afirmación verdadera acerca de los números 

real e~ no estándar. 

Ejemplo 1.9. Con~idererno~ la ~iguieute afirmación F: 

VS E .'g;?J(JN) [S = 0 V 3n E SjVm E S : m ~ n] 

P asevera que cada subconjunto no vacío de números naturales tiene un primer ele

mento. 

* F es la afirmación 

VS E *(9(1N)) [S= 0 V 3n E S/Vm E S: m~ n] 

Observación 1.3. Cabe mencionar que los subconjuntos externos de *lN no necesa

riamente tienen primer elemento. 

Ejemplo 1.10. El conjunto *lN \ lN no tiene primer elemento: sino fuera así, es decir 

si *lN \ lN tuviera un primer elemento digamos n0 , entonces no- 1 E lN pero entonces 

n0 E lN, lo cual es una contradicción, pues no E *lN \ 1N 
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1.7. Saturación 

La idea de saturación fue presentado al análisis no estándar por LlLxemburg en 

1969. 

Definición 1.16. Una superestructura incrustada * de &: a r?Y es saturada, si para 

cada colección {A": .A E A} donde A" es interno V.A E A y IAI < j&:"j, donde IDI indica 

el cardinal del conjunto D, se tiene que, 

n 

Si n A>. = 0 entonces 3.A1 , ... , .An tal que nA>., = 0 
>.eA i=l 

Proposición 1.6. Supongamos que *lR es construida vía la construcción ultraproducto. 

Si { An : n E JN} es una colección de subconjuntos internos de *lR y nneJN An = 0. 
no 

Entonces n An = 0, para algún no E IN 
n=l 

Prueba. Como An es interno para todo n E IN, entonces existe una sucesión Bnm 

(m E JN) tal que An = M ([ Bn]). Procedamos por contradicción es decir si 

A1 n A2 n · · · n An =/= 0, para todo no E JN, 

podemos encontrar [x::•J E *lR con 

[x.,.] E A1 nA¿ n ···nA .. para cada n. 

Xotemos que x~ E JRlN, así denotamos por x~ la m-ésima componente de Xn· 

Luego, el conjunto {m/ Z,n E n:} J { n, n + 1, ... } E J.t. ARÍ [z] E An. 

Por tanto n An # 0, lo cual es una contradicción. 
nElN 

no 

Por lo tanto n An = 0, para algún no E IN. 
n=l 

D 

Teorema 1.1. Supongamos que * : &: -+ r?Y es tma superestructura incrustada satu-

rada. Si n es interno y XI, X2, ... es una sucesión con Xn E n, Vn E JN, cntom~cs existe 

una sucesión interna Yn con Yn E B para todo n E *IN tal que Yn = Xn para n E JN. 
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Prueba. Sea An = {sucesiones internas y: Yi = xi(l::; i::; n), Yi. E B(i E *JN)}. 

Fijemos b E B. Si consideramos y definido por Yi = xi(l ::; i ::; n) y además Yi = b 

para i > n. Veamos entonces que An = 0. 

Por saturación, podemos encontrar y E n An. Luego y es una sucesión interna~ Yn E R 
nElN 

para todo n E *JN y además Yn = Xn para todo n E 1N. O 

1.8. El Principio de Definición Interna 

Como una com;ecuenda. del principio de transferencia podemos tener el principio 

de dcjiniC'iúri ·interna, la cual informalmente es wmo SÍ!:,ruc: cualquier objeto en el mo

delo no estándar el cual se puede describir usando una formula la cual no contiene 

expresiones externas, es interno. 

Ejemplo 1.11. l. Si n E *JN, el conjunto {m E *lN, m > n} es interno. 

2. Si .f es una función interna y R es 1m conjunto interno, entonces .f-1 ( R) e.<; 

interno. 

3. Si A, B son subconjuntos internos con A e B, entonces la clase de todos los 

subconjuntos internos de B que contienen a A {e E fJlJ ( B) /e ::::> A}, es interno. 

4. El conjunto { x E *IR : x ~ O} no es interno (por la presencia de la expresión 

externa x ~ 0). 

1.9. Extensiones no estándar 

Definición 1.17. Una extensión no estándar de un modelo estándar !i: es una super

estructura incrustada saturada * : X -+ 1Jila cual satisface el principio de transferencia 

y el principio de definición interna. 

Los números reales IR son definidos como la completación de los números racionales 

Q la cual es construida en una de las dos rnauera.s: coTtad'Ums de Dcdckind o s'Uccsioncs 
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de Ca1J.chy. En la práctica, argumentos matemáticos concerniente¡:; a 1R nunca refieren 

a los detalles de la construcción. La construcción es usado una vez para establecer la 

existencia de un conjunto 1R satisfaciendo ciertos axiomas. Todos los argumentos son 

dados en términos de los axiomas. 

En la misma forma, la construcción ultraproducto es usada para demostrar la exis

tencia de extensiones no está.ndar. Las pruebas no estándar son entonces establecidas 

completamente en términos de aquellas propiedades sin referencia a los detalles de la 

construcción ultraprodudo. 

1.10. Conjuntos Hiperfinitos 

Definición 1.18. Supongamos que A E .tJ:" y* : .tJ:"--+ W es una extensión no estándar. 

Sea :~·.cJO(A) el conjunto de los subconjuntos finito¡:; de A. Un conjunto R e *A e.s 

llamado hiperfinito, si B E*(~ &(A)) 

Ejemplo 1.12. Supongamos que m es un número natural infinito. 

Consideremos B = {k E *IN J k ~ m}. Luego la afirmación 

'rhn E IN {k E IN/k~ m} E ~.9'-'(IN) 

es verdadera en el modelo estándar !1;-. Por el principio de transferencia, la afirmación 

Vm E *IN{k E *IN/k~ m} E*(% ~(IN)) 

es verdadera. Por lo tanto B es m1 conjunto hiperfinito. 

Nota. El principio de transferencia implica que los conjuntos hipcrfinitos poseen todas 

las propiedades formales de conjuntos finitos. 

Teorema 1.2. Supongamos que* : te--+@' es una e."'Ctensión no estándar. Si B E te 

y n E *IN\ IN, entonces existe un conjunto hiperfinito D con IDI < n tal que 

x E B::} *x E D. 
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Prueba. Como n E *JN \ lN, entonces para cada m E lN Re tiene que n > m. 

Sea A= B,A.x ={DE *ff!YJ(B): *).E D, IDI < n}. A.x es interno, por el principio 

de definición interna y IAI = IBI < 1~1-

Dado .\1, ... , ).m E A con m E lN :=;.. {* .\1, ... ,* .Xm} E n~= 1 A.x,. De este modo la 

intersección es no vacía. 

Luego n.~EA A.x =/: 0 por saturación. 

Si Des cualquier elemento de n.xEA A.x, entonces DE*§ !YJ(B). Así Des hiperfinito: 

IDI < n y D :) {*x : x E B} O 

Proposición l. 7. Supongamos que * :J: --t t?Y es una extensión no estándar. Supon

gamos que H es hiperfinito y A e H, con A interno. Entonces A es un conjunto 

hiperfinito. 

Prueba. Como Hes hiperfinito, se tiene que HE*(§ &)(C) para algún CE !1:. 

Como A es interno, y A e *C :=;.. A E *(&(C)) por el ítem 11 de la 1.14. Luego se 

tiene que 

VB E fff!JJ(C)VA E f!JJ(C)(Vx E C[x E A:=;.. 1: E B)] :=;..[A E fff!JJ(C)] 

lo cual asevera que un subconjunto de un subconjunto finito es finito, y esto vale en 

:J:. 

Luego por el principio de transferencia 

VB E*§ f!JJ(C)VA E* !YJ(C) (Vx E *C[x E A:=;.. x E Bl] :=;.. [A E*§ &'(C)J 

y esto vale en * :r Así A E * .§ & ( C) para algún C E !r, lo cual muestra que A es 

~~~- o 
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Capítulo 2 

Espacios Topológicos, Métricos y 

Euclidianos 

En este capítulo exploraremos la formulación no estándar de los resultados básicos 

en espacios topológicos, métricos y euclidianos. Los resultados establecidos aquí son 

de uso considerable en aplicaciones del análisis no estándar a la economía. Formamos 

una snperPstructura tomando .~ como la unión de los conjuntos de p1mtos de todoR 

los espacios bajo consideración y suponemos que * : .OX -+ 1!1 es 1ma extensión no 

estándar. 

2.1. Mónadas 

Definición 2.1. Supongamo~ que (X, 5) ~ un c~pado topoló6r:ico. Si x E X, la 

mónada de X, denotada por p.(x) e~ definida como 

p.(x) = n *T. 
xETES' 

Además, si 11 E* X con y E p.(x) entonces denotamos 

y~x 

(léa~e y e~ ·infinitamente ccr·cano a x) 
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Definición 2.2. Supongamos (X, d) es nn espacio métrico. Si x E* X, la mónada de 

x denotada por J.L(x) es definida por: 

¡.t(x) ={y E *Xj*d(x,y) ~O} 

Si X: y E *X, con y E ¡.t(x), entonces escribiremos 

y~x 

(léase y es infinitamente cercano a x) 

Proposición 2.1. Supongamo~ (X, d) un c~pacio métrico, x E X. Entonces 

donde, 

JLs-(x): mónada de x, considerando X como espacio topológico. 

JLd(x): mónada de x, considerando X como espacio métrico. 

Prueba. 

(i) Veamos que /Ld(x) e p.g(x) 

Sea y E Jl·J(x). Entonces *d(x, y)~ O. Mostraremos que 

y E JLs-(x) = n *T 
xETE.''l 

En efecto, sea T arbitrario tal que x E T, T E §, entonces como T es abierto, 

existe 6 E ~++ tal que B (X' 6) e T. Es decir 

Vz E R(x, 6), d(.T, z) < 6 =} z E T, se cumple en X 

Por el principio de transferencia 

*d(z, x) < <5 =;. z E *T, se cumple en* X 

Ahora, mmo *d(x, y)~ O y *d(z, x) < 6, entonces 

*d(y, x) < 6 =}y E *T (cousidcrando para z =y) 
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ARÍ, hemoR probado que y E *T con x E T, T E !Y (T fue arbitrario, pero fijo). 

Entonces 

y E n *T = p,,y. Por tanto y E J.t:y(x) 
xETE:Y 

(ii) Veamos que J.t:r(x) e J.td(x) 

Sea y E p,g(x). Mostraremos que 

y E Jl·d(x) ={y E* X j*d(x, :lJ) ~O} 

Sea ó E IR>.++ y definamos T = {z E Xjd(x, z) < ó} = B(x,8) (abierto). 

Dado que X E r y T E /Y y 

*T = {z E *X/*d(x, z) < ó} 

Luego y E *T, por definición de p,g(x) = nxETE.:r *T. 

Como y E *T, entonces y E *X y *d(x, y) < ó, Vó E IR>.++' entonces 

*d(x, y) ~O 

y E J.ld(x) 

ARí 

o 

Proposición 2.2 (OvcrRpill). Sea (X, .Y) cRpacio topológico y conRidcrcmos A un 

subconjunto interno de *X. Se cumple que 

l. Si x E A e p,(x), entonces existe S E *T con A e S e p,(x). 

2. Si A :J p,(x), entonces A :J *T, para algún T, satisfaeicndo x E TE .Y. 

3. Si (X, !Y) es T1 , además JL(x) es interno, entonces J.t(x) = {x} E !Y 
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Nota. Un espacio topológ;ico (X,§) es llamado T1 (cumple la propiedad de Reparación 

T1) si para cada par de puntos distintos a, b e.xisten N E uf;. con b ~ N y M E A'b con 

a~M. 

Además 

(X,§) es T1 {::} \fx E X~ n N= {x} 
NE~ 

Prueba. Sea /Y' = {T E .o/ j:r: E T} 

l. Tenemos X E A e J.t(x). Mostraremos que 

:JS E *T con A e S e J.t(x). 

Por Teorema 1.2 existe un conjunto hiperfinito 

8 e *:Y' /T E !Y' ::::;. *T E 8 

Sea S'= {TE S/T :::::>A}. Es claro que S' e S. 

Así S' es ·interno, por el principio de definición interna. 

Además S' es hiperfinito, por la Proposición 1.7 (S' e S, donde S: hiperfinito, 

S': interno). 

SeaS= n T. 
TES' 

Afirmación: A e S e JL(x), donde 

p.(x) = n *T. 
xETE.'J' 

Veamos que A e S : 

T E S' =? T :::::> A, luego 8 = n T :::::> A 
TES' 

Por lo tanto A e 8. 

Como !Y es cerrado bajo intersecciones finitas, entonces *T es cerrado bajo in

tersecciones hiperfinita.s (por el principio de transferencia). 

Por lo tanto 8 E *.o/ ,donde 8 = n T), 8' : hiperfinito. 
TES' 
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2. Sea A e p(x). Mostraremos que: 

A~ *T, para algún T, tal que x E TE :Y. 

En efecto: 

Dado TE§', sea Ar = *T\ A. 

Luego, tenemos que ATes interno, por el principio de definición interna. 

n Ar = n (*T \A)= ( n *T) \A= p(x) \A= 0 

=? n Ar = 0 
TES' 

Así, tenemos que n Ar = 0. Luego por saturación existen T1 , T2 , ..• , Tn tal 
TES' 

que 
n 

nAr; =0y 
i=l 

n n n 

como n Ari = 0 =* n *m \ A =* n *m e A. 
i.=l i=l i=l 

n n 

'*A~ n*ri = *(n7i) 
i=l i=l 

Como A e J.L(x), tenemos que 

n 

xEnT¡=TE:Y. 
i=l 

3. Tenemos que (X, Y) es T1. Mostraremos que 

tt(x) = {x} E :Y, J.L(x) interno. 

Por la parte 2.) de la. propo:üción 

3T E*§ tal que J.L(x) e *Te J.L(x)( considerando A= J.L(x)) 
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Así p(x) = *T. 

Como (X, f/) es T1. Si y E X con y=/= x, entonces 3S E f/ con x E S e y~ S. 

Por el principio de transferencia y ~ *S. 

Así y~ ¡1.(x) = *T (notemos que* 8 es uno de los *Ten n *T). 
xETE!Y 

Luego, por el principio de transferencia y fj. T. 

Siendo y E X (arbitrario), y=/= x, entonces T = {x}. 

Entonces 

p(x) = *T = {x}1 por el principio de transferencia. 

Proposición 2.3 (Overspill)~ Supongamos A subconjunto interno de *N 

Se cumple: 

l. Si A.::::> *N\ N entonces A.::::> {n,n + 1, ... } para algún n E N. 

2. Si A.::::> N entonces A.::::> {1, ... , n} para algún n E *N\ N .. 

Prueba. 

l. Definamos el conjunto 

B = {n E *N/ Vm E *N [m 2:: n-+ m E A] } 

o 

Es claro que Be *N. Además Bes interno1 por el principio de definición interna. 

Sean el primer demento de B. Como A .::::>*N\ N, B.::::> *N\ N. Así n E N. 

2. Sea B = {n E *N/ Vm E *N [m s; n =}m E A]}. 

Por el principio de definición interna, tenemos que 

H y *N \ H son internos. 

Si *N\ B, no hay nada que probar. En otro caso sea n el primer demento de 

*N\ B. Como A.::::> N, B.::::> N* n E *N\ N 
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o 

Proposición 2.4. Supongmnos (X, Y) liD c;spacio topológico. Luego: 

X es Hausdorff si y sólo si Vx, y E X, x i= y, J.t(x) n J.t(y) = 0 

Prueba. 

[==?] Sea X espacio de Hausdorff. 

Sea x, y E X, x i= y, entonces existen conjuntos S, TE !Y con 

.7: E 8 E .o/, y E TE .o/, 8 n T = f/J. 

Luego *S n *T = * (S n T) = 0 y por el principio de transferencia 

¡;,(x) n J.t(Y) e* S n *T = 0 

Así ¡;,(x) np.(y) = 0 

[-{:=] Supongamos JL(x) n J.t(Y) = 0. Como {x} e J.t(x), {y} e J.t(y), entonces por la 

proposición 2.2 :JS, T E *.o/ 

Luego .7: E S e Jl.(x), 11 E T e ¡t(y), entonces 

S n Te J.t(x) n J.t(y) = 0 ==?S n T = 0 

Así 

3S E *!Y, :l T E *!Y [x E S A y E T E S n T = 0) vale en *X 

Luego, por el principio de transferencia 

3S E !Y, 3 T E !Y [x E S A y E T E S n T = 0) vale en X 

Por lo tanto X es de Hausdorff. o 

Definición 2.3. Si (X, Y) es un <'."lpacio de Hausdorff, y E *X, y E J.t(x) cl'lcribircmos 

x = o y (leáse x es la parte estándar de y) 
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Proposición 2.5. SnpongamoR qne { xrJn E *N} eR 1ma Rucesión de elementos de *R 

Entonces la sucesión estándar exn}nEN converge a X E lR si y sólo si :3 no E *N\ N tal 

que Xn ~ x Vn::; no, n E *N\ N. 

Prueba. 

( =?) Supongamps que o Xn -+ x. Sea 8 E lR 1 1 , entonces existe nt; E N/ n 2:: nli: n E N. 

entonces 1°Xn- xj < ~'entonces se tiene que lxn- xl < ó. Pues 

IX - xj << jx _o X j + lox - xj < ~ + ~ = t n _n n. n 
2 2 

· 

l ox - x 1 < §.. esto es debido a que x ~ 0
X • n n 2 n n 

Así, dado t5 E JR++ y k E N, sea 

Alik = {n E *N/n Z. k 1\ lxn- xj < ó, para cada m E {k, ... , m}} 

Para cualquier colección finita {(ó¡, k1), ... , (ón, kn)} con ki 2:: nti, tenemos 

n n Ar5,k, =/: 0 (por saturación) 
i=l 

Sea A = { ( ó, k) E lR 1 1 x N/ k 2:: nó}, entonces por saturación 

Podemos escoger nu E n Aók =} 

(li,k)EA 

n A.H, =~: 0 
(fl,k)EA 

Dado n E *N\ N con n::; no, lxn- xl ~O. 

[~]Supongamos que :3n0 E *N\ N, n::; no=? Xn ~ x. 

Ahora dado ó E JR++• definimos el conjunto 

A= {n E *N/Ixn- xl <%}U {n E *N/n >no} 

A es interno y contieue a *N \ N. 

Por la Proposición 2.3, tenemos que A:.) {n, n + 1, .. . } para algún n E N. Esto es 
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D 

Proposición 2.6. Supongamos que { x,.jn E N} e IR. Luego 

Xn -t x, x E lR si y sólo si Xn ~ x para cada n E *N\ N 

Prueba. 

( ==;.) Supongamos Xn ---+ x. Dado e E JR++ ==;> :3n0 E N tal que para todo n E N se tiene 

que 

(n ~no'* lxn- xl <e) se cumple en X. 

Por el principio de transferencia 

Vn E *N(n ~no'* ixn- xl <E) vale en* fE. 

Sin E *N\ N'* lxn- xi <e, siendo é arbitrario de lR 1 1 , entonces 

( {:::::) Supongamos ;r,,. ~ x, Vn E *N\ N. 

Paran E N,o Xn = ;r,n, así .r.n -t x (por la Proposición 2.5) D 

2.2. Conjuntos abiertos y cerrados 

Proposición 2. 7. Supongamos (X, ff) es un espacio topológico. Luego A e X es 

abierto si y sólo si J.L(x) e *A, Vx E A. 

Prueba. 

( ==;.) Si A es abierto y x E A, entonces J.L(x) e "A (por la definición de 

JJ.(x) = n *T 
xETE!Y 

({:::::)Supongamos que J.L(x) e* A, Vx E A, por la Proposición 2.2 (parte 2), ::JS E* f/ 

con x E S e JJ.(x): esto es 

::JS E* Y, x E S e* A vale en *X. 
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Luego 

3S E :!7, x E S e A vale en X, por transferencia. 

Es decir, A es abierto. o 

Proposición 2.8. Supongamos (X, S') es un espacio topológico. Luego 

A es cerrado si y sólo si y E* A::::} x E A para cada x E X tal que y E J.-L(x) 

Prueba. (::::}) 

Sea B =X\ A. Supongamos que A es cerrado. Si y E* A 1\ y E J.-L(x) con x E X\ A, 

entonces x E B, siendo A cerrado. 

Como 11 E p.(x),?J E *R (por la. Proposición 2.7). Luego *Rn*.4 = *(Rn.4) = 0, por 

transferencia. 

Así y (j. *A( ::::}"'F). 

Por lo tanto x E A Vx E X con y E J.-L(x). 

(~) Supongamos y E* A::::} x E A, Vx E X tal que y E J.-L(x). Suponiendo que x E B 

entonces debemos tener que 

y E* X\* A=* B, Vy E J.-L(x). 

Entonces B es abierto (por la proposición 2. 7) 

Así A es cerrado. o 

Proposición 2.9. Sea (X, :!7) espado topológiw y A C *X, wn A interno, entonces 

el conjunto 

{x E Xj3y E A [y E J.-L(x)]} es cerrado. 

Prueba. Definamos e= {x E Xj3y E A [y E J.-L(x)]}. Debemos mostrar que 

B = X \ e es abierto 

Sea D = *X\ A, D es interno por el principio de definición interna. Si x E B, 

entonces D =::> J.-L(x). Así D =::> *T para algún T satisfaciendo x E T E !Y lo cual se 

44 



cumple en virtud de la Proposición 2.2. 

Si y E T entonces f.L(Y) e *T. Entonces D::) f.L(y). Así y E B 

Luego B es abierto. 

Por lo tanto C es cerrado. 

2.3. Compacidad 

o 

Definición 2.4. Sea (X, §) un espacio topológico y consideremos y E *X. Diremos 

que 11 e .. c:; NE (nea.r standard), si existe x E X/ y ~ x. Denotamos por 

ns(*x) ={y E* X/y es NE} 

Teorema 2.l. Sea (X, 5") un espacio topológico, se cumple 

(X,§) es compacto si y sólo si Vy E* X, y es N E a X. 

Prueba. 

( =>) Supongamm; que (X, 5") es compacto. 

Por contradicción, supongamos que ::ly E *X tal que y no es NE. 

Luego Vx E X, 3Tx con X E Tx E !Y/\ y~ *Tx. 

Así {Txfx E X} es un cubrimiento abierto de X, es decir X= UxEX Tx. 

Como (X, ,o/) e.s compacto, 3{Tx1 , ••• , Tx,} un tmbcubrimiento abierto finito. Como X 

es una supere.c:;tructura incrustada 

n n 

U *Tx, =*(U Txi) =*X 
i=l i=l 

Así y~ *X(=>~). 

( ~) Supongamos que 

V y E *X, y es N E a X. 

:\1ostraremos que (X, 5) es compacto. 

En efecto, sea {T>., ,\ E A} m1 cubrimiento abierto abierto de X. 
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Consideremos el conjunto e>. = X \ T>.. 

Por contradicción, sino e.xistiera un subcubrimiento finito, entonces para cada colección 

{.A1, ... , A11} con n E N, se tiene 

n n C>.i =/= 0, pues 
i=l 

n n 

si n e>.., = 0, entonces U T>.., =X(=>{=). 
i 1 í 1 
Lueg;o, 

n n n *e>., = *(n e>.J =!= 0(1-AI ::;: !x11) Luego por 
i=l i=l 

saturación 

e= n *e>.=/= 0. 
>.EA 

Así, podemos escoger algún y E C. Dado x E X, puesto que y es NE a x existe ,.\ tal 

que :1: E T>.. Como y E Ce *G\, es decir y E *C>. entonces y t/- *T>.. 

Como x es un elemento arbitrario de X, se concluye que y no es NE ( ==}{:::) 

Así {T>./ .A E A} tiene un subcubrimiento abierto finito. 

Por lo tanto 

(X, 5") es compacto. 

Definición 2.5. x E *IR es llamado finito, si exi:,;te algúu n E N, tal que x ::;: n. 

Proposición 2.10. Supongamos que y E *IR, y finito, entonces y es NE a lR. 

Prueba. Consideremos A = { z E IR/ z < y} y además x = sup A. 

D 

Sea 6 E IR 1 1 • Por definición de supremo, podemos encontrar z E A tal que z > x - 6. 

Pero z < y entonces x - 6 < y. Por otro lado x + 8 > y. Por lo tanto 

x- 6 <y< x+ 8. 

Dado que 6 E IR++ fue arbitrario, se tiene que y~ x. Por lo tanto y es NE. D 
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Teorema 2.2 (Bol7.ano-Weierstn'l.<;s). si C es 1m subconjunto cerrado y acotado de 

JRk(k E N). Entonces Ces compacto. 

Prueba. Supongamos que y E *C. Como Ces acotado, existen E N tal que Vz E 

C,lzl :::;n. 

Ahora, por el principio de tran..<;ferencia 

V z E *C, izi :::; n 

En particular para z =y E *C se tiene que IYI :::; n. Así, cada componente Yi E y es 

finito. Luego por la Proposición 2.10 se obtiene que Yi e.c; NE, con Yi ~ Xi para algún 

Xi E R 

Sea X= (x¡, ... : Xn) entonces y~ x. Como e es cerrado, X E C. Así e es compacto, 

por el Teorema 2.1. O 

Teorema 2.3. Supongamos >- es una relación binaria en un espacio topológico com

pacto (X, ff) satisfaciendo: 

l. Irrefiexividad (Vx E X, x ';/- x). 

2. Transitividad (Vx, y, z E X, x >-y, y>- z =? x >- z). 

3. Continuidad ( {( x, y) E X 2 
/ x >- y}) es abierto. 

Entonces X contiene un elemento maximal con respecto a >-, i.e. existe algún x E X 

tal que ~z E X con z >- x. 

Prueba. Por el Teorema 1.2 existe un conjunto hiperfinito A tal que · 

T E /Y =? ::lx E A [x E *T] 

Como >- es irreflexiva y transitiva, cualquier conjunto finito H e X contiene un ele

mento maximal con respecto a >-. 

Por el principio de tratu;fcrenda, cualquier conjunto hiperfinito contiene uu demento 

maxirnal con respecto a * >-. 
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Sea y un elemento maximal de A. Como X es compacto ::Jx E X tal que y::::: x, por el 

Teorema 2.1. Procedamos por contradicción. Supongamos que z E X y z >- x, entonces 

::JS, T E !Y con x E T E !Y, z E S E !Y tal que 

v >- w Vv E S, Vv..1 E T 

Por el principio de transferencia v * >-w, para todo v E * 8, y para todo w E *T. 

Pero existe V E *S n A. Luego V * >-y(:::::?~). 

Por lo tanto 

x e.s maximal en X con respedo a >-. 

o 

Proposición 2.11. Supongamos que (X, !Y) es un espacio topológico reg11lar: A e *X 

es interno. Supongamos además que para todo y E A, y es NE. Entonces el conjunto 

{x E Xj::ly E A [y E ¡.t(x)]} 

es compacto. 

Prueba. Definamos 

e= {x E Xj::ly E A [y E ¡.t{x)]} 

Veamos que C es compacto. 

Supongamos que {e>.¡).. E A} es una colección relativamente cerrado con 

n 

pero n G'>., =f. 0, para cada colección finita {>...1 , ... , .An}. 
·i=l 

e es cerrado por la Proposición 2.9. De este modo e>. es cerrado en X. 

Dado X E e con X ~ e>. podemos encontrar S>.,, T>.x tal que C>. e S>.,, X E T>., y 

S>., nT>.x = 0. 
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Sea A'= {(>., x)fx fj. C>.}. Para cualquier colección finita { (>.1, x1), ... , (>.n, Xn)} e A'. 
n 

n~ s,. . es abierto el contiene a n e, -L 0. •t=l A,Xt ' At -¡-
i 1 

n :::::} n sA¡X¡ =~- 0 
i=l 

n 

Elegimos entonces (;E n CA¡ :::::} (;E C. 
i.=l 

De este modo, existe a E A con a E J.t( e). 
n n n * SAiXi = *(n S>.;xJ =1- 0 

i=l i=l 

Luego, por saturación 

(pues a E A, a E p.( e)). 

A n ( n S>.¡xJ =/:- 0 
(>.,x)E 1\' 

escogemos y E A n ( n S>.;x;). Como y E A:::::} y es NE. 
(.A,x)EA' 

Así y E J.t(x) para algún x E X. 

Por la definición de e, X E C. Como n e).= 0 existe>.. E A con X E e).. 
>.EA 

Como 

Así obtenemos y fj. J.t(x), lo cual es una contradicción. 

Por lo tanto C es compacto. 

2.4. Productos 

o 

Proposición 2.12. Sea (X>., ,o/).) una familia de espacios topológicos, y sea (X, .o/) el 

espacio topológico producto. Entonces 

*X= {yfy es una función interna de* A a U *X>. y para todo >. E *A, Y>. E *X>.} 
>.eA 

Además, si x E X: entonces 

tt(x) = {y E *X jV).. E A, Y>. ~ x,x} 
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Prueba. (e) La definición formal de producto f'S 

X= {fE !#(A, U X>.)/V).. E A, f(x) E X>.} 
>.EA 

donde §(A,B) ={!:A -t Bjj es una función}. 

Por el principio de transferencia 

*X {!E *(!#(A, U>.EA X>.))jV).. E* A, f(x) E *X>.} 

{y:* A -t U>.eA *X>./ Y es interno, V).. E *A, Y>. E* X>.} 

Sea x E X cualquiera. Supongamos que y E J.L(x). Fijemos). E A. 

Dado TE !Y). con X>. E T, definimos 

S = { z E X/ Z>. E T}. 

Entonces S E !Y y x E S. De aquí se tiene y E *S donde *S= {z E *X/z>. E *T}. 

Luego tenemos que Y>. E *T 

Por lo tanto 

(.::)) Supongamos que y E *X y además Y>.~ X>. V).. E A. 

En efecto 

Si x E TE :Y r-ntonces existe ).1 , )..2 , ... , An E A con n E N y T>.; E :Ji tal que si 

S= {z E X/z>.; E T>."l Si S n}, entonces 

xESeT 

Pero * 8 = { z E *X J Z>.i E *T>.,, 1 S i S n} por el principio de transferencia. 

Lneg;o y E *S e *T o 

Teorema 2.4 (Tychonoff). Sea (X>., !Y>.)(>. E A) una familia de espacios topológicos y 

(X, :Y) espacio topológico producto. Si (X>., 3).) es compacto V). E A, entonces (X, :Y) 

es compacto. 
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Prueba. Supongamos que y E *X para todo .\ E A, entonces existe X>. E X;x tal que 

Y>.:::=. X>. (por Teorema 2.1 (X;x, ~) es compacto). 

Por el Axioma de Elección, este define un elemento x E X tal que Y>. :::=. X>. para 

todo .\ E A. Por lo tanto 

y :::=. x (por la Proposición 2.1) 

Entonces X es compacto, por el Teorema 2.1. o 

2.5. Continuidad 

Proposición 2.13. Supongamos que (X, S) e (Y, T) son espacios topológicos y 

f: X......; Y. Entonces fes continua si y sólo si* f(p(x)) e p(f(x)) para todo x E X. 

Prueba. [~] 

Supongamos que fes continua. Si y= f(x) e y E TE !Y, entonces S= f- 1(T) E S. 

De aquí se cumple que Vz E S, f(z) E T vale en X. 

Por d principio de transferencia, tenemos: 

Vz E *8, *f(x) E *T vale en *X. 

Tomemos z E p(x) entonces z E* S~* f(z) E *T (1 *) 

Dado que ( h) se cumple para todo T satisfaciendo f ( x) E T E :!7 se tiene que 

f(z) E ¡t(f(x)). 

Así* f(p(x)) e p(f(x)). 

{<==) Mostraremos que f es continua. Supongamos que* f(p(z)) e p(J(x)), para 

todo x E X. 

Consideremos el abierto T arbitrario tal que f(x) E TE !!7. 

Definamos A = p(x), el cual es un conjunto interno, por el principio de definición 

interna. Luego, por la por la Proposición 2.2 existe 8 E * 8 tal que 

x E S con* f(S) e *Ten* X 
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Luego, por el principio de transferenda 

3s E * 8, x E 8 con .f ( s) e T en X 

Por lo tanto 

.f es continua 

Corolario. Sea f : IR ~ IR, una función. Entonces 
o 

f C"$ continua si y sólo si [y~ x E IR=>* f(y) ~ f(x)] 

Prueba. Consecuencia inmediata del teorema anterior. o 

Definición 2.6. Supongamos que (X, S) e (Y, T) son espacios topológicos con (Y, T) 

Hausdorff y supongamos que la función f : *X ~ *Y es interna. La función I es 

llamada S-continua si f ( x) es NE y 

f(¡.t(x)) e J.L( 0 f(x)) para todo x E X 

Definición 2. 7. Un e.spacio topológico (X,$') e.s regular si es de Hausdorff y dados 

X E X y e e X con X tt e y e cerrado, existen S, T E !Y Cüll X E S, e e T y 

SnT = 0. 

Luego, tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 2.14. Supongamos que (X, S) e (Y, T) son espacios topológicos con 

(Y, T) rq,ru.lar. Además supongamos que f : *S ~ *T es S-wntinua, definamos una 

función o f: X ~Y mediante (0 J)(x) = 0 (J(x)), para todo x E X. Entonces o fes una 

fundón continua. 

Prueba. Como I es S-continua, entonces j'(J:) es NE, para todo x E X, entonces 

existe y E Y tal que f(x) E ¡.t(y). 

Ahora como (Y, T) es de Hausdorff, y es único, por la Proposición 2.4. De este 

modo, la fórmula para o f define uua fundón. 

Supongamos ahora que x E X, y = 0 (f(x)). Si y E V E !Y entonces X\ V es cerrado. 
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Como (Y, 5) es regular, podemos encontrar S, T E ,o/ con y E S, X\ V e T y SnT = 0. 

Como fes S-continua 

¡-1 (* S)~ ¡.t(x) 

Luego ¡-1 (*S) es interno por el principio de definición interna. 

Así ¡-l (*S) ~ *W para algún w satisfaciendo X E w~ E S por la Proposición 2.2. 

Si w E W => w E *W, luego f(w) E *S. Si 0 j(w) 1: V=> of(w) E X\ V e T. 

Como TE 5, f(w) E *T (por la Proposición 2.7). Pero 

*S n *T = * (S n T) = 0 => f ( w) 1: *S ( =>~) 

lo cual muestra que o f(w) E V para w E W. 

Así o f es continua. o 

Definición 2.8. Supongamos (X, 5) un espacio topológico e (Y, d) un espacio métrico. 

Diremos que una función f : X --+ Y es acotada si 

sup d(f(x), f(y)) < oo 
x,yEX 

El conjunto {C(X, Y), J) denota el espacio métrico de las funciones continuas ac¿

tadas de X a Y donde 

d(.f, _q) = sup d(.f(:r), _q(.r)) 
xEX 

Teorema 2.5 (Teorema de Ascoli no estándar). Sea (X, 5) un espacio topológico 

compacto e (Y, d) espacio métrico. Si f :* X--+ *Y es una función S-continua entonces 

*d(f,o f) ~ O, i.e. f es NE como elemento de ( C(X, Y), d) y o f es su parte estándar. 

Prueba. Por la Proposición 2.14 o fes una función continua de (X, 5) a (Y, d). Defi

namos g = 0 f. Dado z E* X, z E ¡.t(x) para algún x E X. 

Transfiriendo la desigualdad triangular 

*d(*g(z), j(z))::; *d(*g(z), g(x)) + *d(g(x), f(x)) + *d(f(x), f(z)) 

El primer término es infinitesimal por las Proposiciones 2.13 y 2.14. 

El segundo lo es por la dcfiuidón de g = o f. 
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El tercero también lo es, pues f es S-continua. 

Por lo tanto *d(g(z), f(z)) ~O, Vz E *S 

Entonces *d(f: g) <e, Ve E IR++ 

Así *d(f,g) ~O. D 

Corolario (Ascoli). Supongamos A e 0([0, 1], IR) es cerrado, acotado y equicontinuo. 

Entonces A es compacto. 

Prueba. Dado que A es equicontinuo y acotado entonces existe 6 E JR++ y existe 

}.;fE IR tal que para todo fE A, para todo x, y E [0, 1] se tiene 

{[lf(x)l < 1\J] 1\ [IY- xl < 6] ==> lf(x)- J(y)l <E} en X 

Por transferencia, se tiene que VJ E* A, para todo x, y E *[0, 1] 

{[lf(x)l < Af] 1\ [IY- xl < 6] ==> 1* f(x)- * f(y)l <E} vale en *X 

Supongamos que fE* A, con f(x) finito para todo x E *[0, 1]. Más aún si 

y E p(x) ==> lf(y)- f(x)l <e 

Como e es arbitrario, lf(y)- f(x)l ~ O. Por lo tanto * f es S-continua. Luego por el 

teorema 3.5 tenemos que fE J.L(0 !). 

Como A es cerrado, o fE A por la Proposición 2.8. 

Así, para todo fE* A, fes NE, entonces A es compacto, por el Teorema 2.1. D 
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Capítulo 3 

Teoría de integración no estándar 

3.1. Introducción 

Al estudiar la teoría de integración de Riemann, uno puede plantearse la siguiente 

situación: si asumimül:; que tenernos una sucesión monótona creciente {gn(x) }nElN de 

funciones integrables y que 9n(x) converge a g(x) sobre un intervalo [a, b], nceesitamos 

condiciones que aseguren que g(x) sea integrable y que se cumpla: 

l·b ¡·b 
lim 9n(x)dx= g(x)dx. 

n-+oo · a . a 

Un resultado de este tipo es conocido como un Teorema de Convergencia Monótona. 

Desafortunadamente las condiciones para que se cumpla este teorema son bastante 

restrictivas en esta teoría (por ejemplo, se necesita que la sucesión 9n(x) converja 

uniformemente sobre [a, b]). 

En vista de este inconveniente, Lebesgue y otros matemáticos generalizaron 

el proceso de integración tal que las condiciones para el teorema de convergencia 

monótona sean menos exigentes. Por ejemplo, Lebesgue generalizó el concepto de lon

gitud de un intervalo, usando el concepto de medida para un subconjunto general de IR. 
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P. Daniel comenr,ó con las nociones generale.s de Lat.tice L de funciones sobre un 

conjunto X y una integral I sobre L. 

Nuestro trabajo de integración no estándar sigue el modelo del trabajo de P. Daniel 

excepto que comenzamos con una estructura de integración "interna" ( L, I) sobre un 

conjunto interno X. 

Mostramos que sin necesidad de continuidad podemos construir a partir de (L, I) 

una estructura de integración estándar (L Í) sobre el mismo wnjunto interno X y 

que tal estructura satisface el Teorema de Convergencia Monótona. 

Empezamos nuestro trabajo estudiando un proceso que denominamos la estandari

zación (i, Í) de una estructura de integración interna (L, !). 

3.2. Estandarización de una estructura de integra-

ción interna 

Una teoría general de integración debe especificar: 

i) Una clase L de funciones "integrables" sobre un espacio X y 

i.i) Una función T con valores reales sobre TJ. Es decir 

l:L --t JR 

f r-+ J(f) 

la cual es usualmente llamada una funcional. 

Nosotros abstraemos estas propiedades eu la nodón de una estruct'Ura de integm-

ción. 

Definición 3.1. Scau X un conjunto, E ~ X. Las funciones XE, 1 y O sobre X son 

definidas de la siguiente manera: 
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a) XE: X --t {O; 1} 

X M XE(x) ~ { 
1; X E E 

O; X tf. E 

b) 1 =XX· 

e) O = X0 donde 0 denota al conjunto vado. 

Observación 3.1. Si f y g ~on funcione~ definid~ oobre X. e~cribimo~ 

f:::; 9: si .f(x) :::; g(x), para todo x E X. 

Además, definimos 

af, f + g, f.g y f /g (signo se anula en todo punto en X) y !JI, 

como: 

a.f(x), f(x) + g(x), f(x).g(.r), f(x)/g(x) y l.f(x)l en x E X. 

Definición 3.2. Un conjunto TJ de funciones con valoreA" reales o hiperreales sobre un 

conjunto X es llamado un lattice real o hiperreal respectivamente, si: 

a) j, g E L implica af + f3g E L, 'íla, f3 reales o hiperreales. 

b) .fE L implica !JI E L. 

Definición 3.3. Una función con valores reales o hipen·eales I sobre Les llamada una 

funcional lineal pu.siti'va ( flp) si: 

a) I(af + f3g) =al(!)+ (3J(g), para todo j, gEL y para todo a, f3 real o hiperreal. 

b) I(f) ~O, si f ~O. 

El par (L, /) forma una estructura de integración real (hiperreal) sobre X. 

Definición 3.4. Una estructura de integración (L, 1) sobre X es una extensión de la 

estructura de integración ( L, I) si: 

L ~ L y l(f) = I (!) cuando f E L 
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Definición 3.5. Si f y g son funciones con valores reales o hiperreales definidaR sobre 

X, definimos el máx1:m.o y mínimo de f y g mediante: 

, (f ) _ f V _ {f + g + if- gl) max g - g - ---'""'---__.;..;.. 
' . 2 ' 

, (! ) f 1\ (f + g - l.f - gl) mm g = g = -'-----'---...;.....;..;_ ' 2 . 

Además, definimos la parte positiva y negativa de f mediante: 

.f+ = .f V O, 

¡-=(-!)V O. 

Observación 3.2. Un lat.t.ice TJ siempre contiene a O. Además es cerrado bajo la 

operación de tomar máximo y mínimo. 

Además, si L es un conjunto de funciones sobre X, el cual es cerrado bajo combi

naciones lineales y para el cual f, g E L implica que f V g y f 1\ g E L, entonces L es 

un lattice. 

Ejemplo 3.1. En el conjunto de funciones continuas con valores reales C([a, b]) donde 

[a, b] e lR es un intervalo finito, definimos la funcional lineal 

J: : C[a, b] --+ lR 

.f M J: .f = J: .f (.'e )dx 

entonces (C([a, b]), J:) es una ('~<>trnctura de integración real sobre [a, b]. 

Ejemplo 3.2. Una función de paso sobre lR es una función f de la forma 
n 

f = ¿CiXE¡, 
i=l 

donde los conjuntos Ei son intervalos finitos disjuntos. Sea S(lR) el conjunto de las 

funciones de paso sobre lR. Definimos la funcional f sobre S(lR) mediante 

f: S(lR) --+ lR 

.f M ft = t c.; (b; - ai), donde .f = t r-iXE, 
~1 ~1 

58 



Así (S(JR), j) es una estructura de integración real sobre JR. 

La siguiente proposición muestra que cada estructura de integración real estál.1dar 

sobre un mnjunto Y origina mm estructura de integración interna sobre *Y. 

Proposición 3.1. Si (L, I) es una estructura de integración real sobre un conjunto Y, 

entonces (* L, * I) es una estructura de integración sobre X= *Y. 

Prueba. Consecuencia directa del principio de transferencia. o 

Nuestro objetivo en esta sección es construir una estructura de integración real 

(L, Í) a partir de una estructura de integración hiperreal interna (L, I) sobre un con

junto interno X en una extensión V(* S') de una superestructura V(S') conteniendo los 

reales. De esta manera, en (i, Í) será valido el Teorema de Convergencia Monótona. 

(i, I) será llamado la estandarización de (L,I). 

Definición 3.6. Sea (L, I) una estructura de integración interna sobre un conjunto 

interno X, definimos: 

i) El conjunto J,0 de funciones nulas como el conjunto de funciones con valores 

hiperreales (posiblemente externa) 9 sobre X tal que: 

ii) El conjunto L, 

L = {J: X -7 1R: J = <P + 9, donde <PE L,0 1(1</JI) <X) y 9 E Lo} 

Lema 3.1. a) Si f = cjJ + 9 E L, con cjJ E L,o I(I<PI) < oo, 9 E Lo, y si además 

J = f + g con <P E L, g E L0 • Entonces 

o I(lc/JI) < oo y </>- </J E Lo. 

Así que!(</>)- I(J) = l(<P- </>) ~O. 
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b) Si hE L, con .fí = c/Ji + gi,c/Ji E L,gi E Lu(i = 1,2), entonces 

(f¡ V h) - ( <P1 V c/J2) y (h 1\ h) - ( </J1 1\ cP2) pertenecen a L0 

Prueba. 
a) Corno .f = <P +gEL (por hipótesis) donde <f; E L, o 11</JI < oo 

- -
y además .f = <P + g, donde cjJ E L, g E L0 

- -
Entonces c/J + g = <P + g, es decir c/J - cjJ = g - g 
Afirmación: g - g E L0 

En efecto: 

Como g, g E L0 , por definición: 
- -

Dado E> O cualquiera, ?:J¡f;, '1/J E L tal que Jgl < '1/J, l?il < '1/J 

con o T(1/J) < ~'o T(~;) < ~ 

Luego, 

lig - ?il < Jgj + l?il < '1/J + '1/J = '1/J" E L 1 

Así :3 '1/J" = '1/J +:;¡;E L tal que Jg- 91 < 1jl' 

Además 

o 1 ( ~/') = o ( ~J + :;¡;) = o 1 ( ~') + o I ( :;¡;) < ~ + ~ = e 

Por tanto g - g E L0 y como cP - </> = g - go 
- -

entonces </J- </J E L 0 Ahora, vemos que: 0 IJ</JI < oo 

¡o T(~- (P)I :::; o¡~- </>1 =o, pues V E 3 '1~ E J, 

tal que 1~- 4>1 < i¡j 

:::} o Il~- c/JI < o Ji[; < E 

:::} 1 o II<P- <PI = o j 
Luego: 

- -¡o JJ<f;l - 0 Jl<'/>11 :::; 0 Jj<f;- c/JJ =O 

Así o 11~1 -o II<PI =O 

Entonces o 11~1 =o 114>1 y como o II<PI < oo 

se conduye o II<PI < oo. 

Además lo IJ~I- 0 114>11 =O. 
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h) Por hipótesiR tenemos Ji EL, Ji= tPi + 9i, tPi E L, 9i E Lu(i = 1, 2) 

Mostraremos que : (f¡ V h) - t/J1 V t/Jz E Lo 

(h 1\ h) - tP1 1\ cPz E Lo 
En efecto 

Sea E> O cualquiera y como 9i E T~0 (i = 1: 2) 

3 'ljJ E L con 1 9·i 1 < 'ljJ (Considerando 'ljJ = máx { ~lh, 'ljJ:¿} donde ~h, 'lj.12 E T~, 

1911 < 'l/J1, l9zl < 'I/J2) 

Además 0 ]'1/J <E 

Luego: 

Como 1911 < '1/h, Re tiene -1/; ~ 91 ~ 'lj; 

Luego cP1 - 'ljJ ~ tP1 + 91· Análogamente se demneRtra: t/J2 - 1/J ~ c/J2 + g2 

Luego: 

y como IY1I < '1/J, IY2 < '1/JI 

se tiene (cjJ, + 91) V (t/Jz + 9z) = J, V fz ~ (cjJ, V c/Jz) + '1/J 

Así J, V fz ~ (cjJ, V c/Jz) + '1/J 

Luego JI V fz - ( t/J¡ V t/Jz) ~ 'lj; 

Nótese que 

Así, se tiene: 

Entonces: -1jJ ~ g ~ 1/J 

Por tanto IYI = lh V h- (t/J¡ V 4>z)l < 'tp 

Así hemos probado que g = h V fz- (c/J¡ V cP2) E Lo 

Análogamente se demuestra {f¡ 1\ fz)- (t/J1 1\ 4>z) E Lo. 
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o 

Teorema 3.1. Los cmij1mtos Lo y L son latticcs reales. 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. o 

Observación 3.3. Si fE L tiene dos representaciones f = 4> + g = 4> + g como en el 

Lema 3.1, entonces o I(<P) = 0 !(4>) < oo. 

Definición 3. 7. Para cada f = 4> + g E L, donde 4> E L y g E L0 establecemos 

J(J) = o !(e/>). El número real Í(J) e~ llamado la intcgml de f (con rc~pecto a la 

estructura de integración hiperreal ( L, I)) 

Teorema 3.2. La funcional fe~ una funcional lineal po~itiva ~obre L 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. o 

Observación 3.4. El par (L, I) es una estructura de integración real sobre X. 

Definición 3.8. La estructura (L, Í) construida de esta manera a partir de (L, I) es . 

llamada la estarular·ización de ( L, I). 

~ 

Caracterización de las funciones en L 

~ 

Teorema 3.3. Una función wn valore~ reales f ~obre X ~tá e:u L ~i y sólo si para 

cada é > O en 1R existen funciones '1/h y 'I/J2 en L con 'I/J1 s; f s; 'I/J2,a 1(1'~/Jti) < oc y 

I ( 'lj;2 - 'lj;1) < e en cuyo caso se tiene: 

Prueba. 

[::::}] Sea f : X -+ JR., f E L 
Como fE L, existen 4> EL, g E Lo tal que f = cjJ + g y además a /le/JI < oo 

Como g E L 0 • Sea e > O fijo. 
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Para cada n E N, consideremos cPn EL con 191 ~ cPn y I4>n < 2~ 

Definimos 

Afirmación: W1 ~ f S W2. 

En efecto: 

Veamos primero que W1 ~ J 

Como 191 S cPn 
Entonces - 4>n ~ g ~ QJn 

luego -4>n- g ~O, 

J- cPn- 9 ~ J 

J- 9- QJn ~ J 
y como f = 4> + 9 se tiene 4> = J - 9 

entonces 4> - cPn ~ f 

'1/Jt ~~ 

• Veamos ahora que f ~ VJ2 

Como 191 ~ cPn 
entonces -c/Jn ~ g ~ Q>,. 

QJ + .9 ~ cPn + .9 

f ~ 'I/J2 
Así 1/Jr ~ .f ~ 'I/J2 

Afirmación: o II'I/JII < oo 

En efecto 

como 1~- 4>nl ~ 14>1 

entonces o 114>- c/J,.I ~o llc;hl, donde o Ilc;hl < oo 

Luego 0 Iic;h- cPnl < oo, donde 'l/J1 = 4>- Qln 

Por tanto o II'I/Jtl < oo. 

Veamos ahora que I ( 'I/J2 - '1/J¡) < E 
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1 ('l/J2 --' '1/J¡) - 1 ( </> + <f>n - </> + <f>n) 

112</>nl = 211</>nl < 2(2:) < é 

Por tanto 

Xotemos ahora que 'I/J1 = </>- <f>n EL (pues</>, <f>n EL) 

Además: 't/J2 = </> + <l>n E L (pues </>, </>n E L) 

Afirmación: '1/J¡ - <f>n ~ </> ·~ 'I/J2 + <f>n 

• Veamos primero que 'I/J1 - </>.,. ~ </>: 

Corno '1/J¡ ~ f ~ 'I/J2, entonces '1/J¡ ~ f ~ </> + </>n, 

'1/J¡ ~ </> + </>n, 

'1/J¡ - </>n ~ </> 

• Veamos ahora que </> ~ 'I/J2 + <f>n: 

Como 'l/h ~ f ~ 'ljJ-¿, entonces 1> -<Pn ~ .f ~ 1/J2 , 

Por tanto hemos demostrado que: 

De esto se tiene que: 

o 1-ljJ1 - ~ ~o 1 <f> = IJ, (Por definición) 
n 

(Recordar que I <f>n < ~ y como 7/J1 ~ <f>n + </> entonces o I-¡jJ1 ~ I <f>n + o I </> < ~ + o I </>) 

Luego 
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En efecto 

Para la última parte de la desigualdad, nótese que: como </> < ·'I/J2 + cPn entonces 

o 1 Al.' < o bh + 1 <b < o 1 ,¡, + !.. 'P _ y2 , n 'f/2 n 

Ahora, como 1('th- '1/J¡) <E, entonces: 1('1jJ2)- 1('1jJ1) <e, 

1('1j;2) < 1(1/Jl) + é 

entonces, como 

o]nl. ¿:: o¡_¡., J~j o¡¡, e o¡,¡, é d 
'111 - - ::S: 'f/ = ::S: 1¡.;2 + - ::S: 'Pl + é + -, para ca a n E N 

n n n 

resulta que: 

o hh - ~ ::S: JI ::S: o hh + e + .:_, para cada n E N 
n n 

Haciendo que n --+ oo, resulta 

({=] Para demostrar el recíproco del teorema, usaremos saturación. 

Supóngase f : X --+ IR arbitraria, para la cual se cumple que: 

\;fe > O, existen VJ1: 1/J2 E T1 con Vh ::S: f ::S: VJ2, o Tj'I/Jr 1 < oc y T( VJ1 - '1/1!) < c. 

Luego, existe una sucesión creciente { 1/J }nEN (i.e '1/Jn+l ~ 1/Jn \;f n E N). 

y una sucesión decreciente { '1/J~}nEN en L, con 1/Jn ::S: J ::S: '1/J:., o li'I/Jnl < oo y 

l('I/J:1 - '1/Jn) < ~' para cada n E N 

Aplicamos el Teorema II.8.5 ([5, cap 2]); 

con C =N, D = L y</>: N--+ L, <b': N--+ L 

definidas por <b( n) = '1/Jn, </>' (n) = 'tp~. 
Entonces, 

existen extensiones internas ~.: *N --+ L y </>' : *N --+ L. 

Ahora, por el principio de permanencia (Ver Teor II.7.1, pag 107 [5]) 
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podemos encontrar k E *N00 tal que: 

·l/Jn y 'lj;~ formen sucesiones crecientes y decrecientes, además 1n :S: '1/J~ para n :s; k 

Así, para algún infinito w, w :s; k, 

De aquí: 

-('1/J'- '1/Jn) = '~Pn- 1/J~. ::S: f- '1/J.~, ::S: 'lj;~- 1/Jn, V n E N 

entonces lf- '1/Jwl ::S: 1/J~ -1/Jn: donde '1/J~- 1/Jn E L ('1/J.,, 1/J~ EL) 

y como l('lj;~- 1/Jn)~ 

~e tiene que f - 1/.'w E Lo A~í f E L 

(pues f- 1/Jn = g E Lo de donde f = '1/Jn + g, 1/Jn EL, g E Lo) o 

A continuación: veamos un teorema llamado Teorema de Convergencia Monótona, 

el cual nos dice que Les "cerrado" bajo límites monótonos si las integrales son acotados 

uniformemente. 

Teorema 3.4 (Teorema de Convergencia :Monótona). Supongamos que Un)nEJN, 

fn EL, Vn E 1N es una sucesión monótona creciente tal que: 

a) eJciste límn--+oo fn(x) = f(x) para todo x E X. 

b) sup{l(/n) }nEJN = límn--+oo I(.fn) < 00 

entonces .f E ~ y l(,f) = límn--+oo T(f .. ) 

Prueba. Asumimos sin pérdida de generalidad que .f .. 2:: O (sino consideramos .fn- .f¡) 

Como cada .f .. E ~: podemos encontrar representaciones: 

Sea B = límn--+oo i¡n entonces dado E> O, 3m E N tal que sin 2:: m (en N) 

se tiene que B-e< l.fn ::S: B (ya que lím f¡n = sup{f¡n}) 
n--+oo nEN 
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De aquí: 

B - E < I cPn < B + E, para cualquier E > O. 

Usamos saturación nuevamente. Como en la demostración del teorema 3.3, extendemos 

la sucesión { cPn}nEN C L a una sucesión { cPn}neN C L tal que ésta es aún creciente. 

(Si es necesario, repetimos algún cjJ E L, para todo n, n 2 k, para algún k E No:J 

Así, para algún 'W infinito, cPw ~ cPn (pues cjJ es creciente) para cada n E N y 

o¡cPw = suprl4Jn/n E N}. (ya que eorno lbw ~ l/Jn > 4Jn- e V e> O 

entonces o I cPw > o I cPn - E, V E > O) 

Xecesit::tmos sólo mostrRr que .f- cPw E T1o 

Fijemos E > O. Como gn E Lo para cada n E N, elegimos '1/Jn E L con lgnl ::;; '1/Jn y 

además I '1/Jn < 2~, 

Xuevamente por Nrsaturación, podemos extender la sucesión { '1/Jn}nEN a una sucesión 

{'¡J¡n}neN tal que para algún infinito k E *N, '¡j¡n 2 O y l'¡j¡n < {n para cada n::;; k. 
k 

Sea 1p = L 1/Jn = 'l/J1 + 1/J2 + · · · + Wk, donde 11/Jn < 2cn para cada n S k 
n=l 

entonces hj1 = J W1 + J 1/;2 + · · · + J '1/Jk < k-fr; (pues k < 2k ::::} :jT < 1 para k 2 1) 

Además, como 1 Wn S 'ljJ 1 entonces: 

cPn- W S c/J,- Wn S cPn + gn S f S (1 + E)(c/J,, + '1/J), para cada n E N 

Luego 

podemos elegir n E N suficientemente grande tal que -2E < I(4Jn- cPw)- I'lj; 

Además 

ya que l(EcPw + (1 + E)1/;) 

= l(Ec/Jw) + 1((1 + E)'lf') 

= d(4Jw) + (1 + c)h/J, l'lj; < é 

< cl(c/Jw) + (1 + c)c 

::::} f(EcPw + (1 + E)'I/J) < dc/>w + s + E2. 
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como E e~'> arbit.mrio, tenemos que f - cf;w E L0 D 

Nuestro siguiente teorema nos da condiciones bajo la cual la parte estándar o <P 

de una función <P E L, está en L y f(o ljJ) = o I ( ljJ). En general, tenemos la siguiente 

definición. 

Definición 3.9. Sea ljJ E L. Definimos la parte estándar de l/J, denotada por 0 </J, me

diante 

st(cjJ(x)), cjJ(x) finito 

oo, l/J( X) E *JR;t, 

-oo, l/J( X) E *JR~ 

Teorema 3.5. Si cjJ EL asume solamente valores finitos y para algún '1/J ~O en L con 

o I('ljJ) < oo, se tiene 

{.r, E X: </J(.r;) /:-O} e {x E X: '1/J(x) ~ 1} 

entonces 

</>- 0 </J E Lo, con °</J EL y IC</>) = 
0 I(</J). 

Prueba. 

:Mostraremos que <P - o cjJ E T10 • En efecto sea E: > O cualquiera. 

como <P toma valores finitos, 0 </J(x) = st(x) 

Luego </J- 0 </J =E:, 'ljJ ~O. 

Entonces 1'1/JI = 'lj; ~ 1, lc/J- 0 '1/11 =E: 

De aquí: 1</J- oq;¡ s '1/J~:: 

Por tanto <P - o <P E Lo 

Afirmación: lcf;(x)l S m/J(x) para todo n infinito, y para todo ~e E X. 

Usando el principio de permanencia tenemos !<PI S n'l/J para algún rt E N finito. 

De aquí 0 1</J < Xl (pues 0 1</J = 0 14JI S n°l'l/J < oo). 

AdemáB: 

f(o cjJ) = o I cf;(por definición de I). 
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o 

Ejemplo 3.3. Sea X un conj1mto interno y Rea :z:0 E X. Sea Tj el conjunto de todas laR 

funciones con valores hiperreales las cuales se anulan excepto en x0 . Poniendo 1(/) = 

f(x 0 ) para todo f E L. Entonces (L, 1) es una estructura de integración interna. 

Además L0 consiste de todas las funciones que se anulan excepto en x0 , donde ellas 

son infinitesimales y L consiste de todas las funciones I con valores reales las cuales 

se anulan excepto en x0 , donde f(x 0 ) es finito y I(l) = f(x 0 ), donde (L, J) es la 

estandarización de ( L, 1). 

3.3. Teoría de la medida para estructuras de inte-

gración completa 

En esta sección desarrollaremos una teoría de medida para cualquier estructura de 

integración (L, Í) para el cual es válido el Teorema de Convergencia :Monótona. Tales 

estructuras serán llamadas com.plcta,c;. 

Definición 3.10. Una eRtruct.ura de integración real (Z, l) sobre un eonj1mto X e.s 

completo si dada una sucesión {fn}nEJN" tal que fn EL, Vn E 1N monótona creciente que 

cumple 

a) límn-+oo fn(x) = f(x), existe para todo x E X, 

b) sup{l(fn) }nEJN" = límn-+oo I(f,.) < OO. 

Entonces 

fE L y l(J) = lím l(fn)-
n-+oo 

Observación 3.5. En esta sección (L, l) denotará una estructura de integración com

pleta. 

Pret:ienta.remos un conjunto M de funciones que induye a L. Las funciones en M 
son llamados funciones medible:;. Extenderemos la funcional fa un Hubcoujunto L1 de 
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M para obtener una estructura de integración real el cual será una extensión de (L: I). 
Estudiaremos también las propiedades básicas de estos conjuntos llamados medibles --cuyas funciones características están en M. 

Definición 3.11. El sistema de los números reales extendido es el conjunto 

1R = IR U { -oo, +oo }. Además de las reglas usuales de aritmética, tenemos en IR lo 

siguiente: 

i) (±oo) +(±oc)= x + (±:)()) = (±oo) + x = ±oo, 

ii) (±oo)(±oc) = +oo, 

iii) (±oo)(=t=oc) = -oo, 

±oo, si x >O 

iv) x(±oo) = (±oo)x = o, si x =O 

=t=oo,si x <O 

v) x/(±8>0) =O para todo :r. E IR. 

Si 1m conjunto A e IR no e."l acotado Ruperiormente: definimoR sup A = +oo. Análo

gamente, si A e lR no es acotado inferiormente definimos ínf A= -oc. 

Definición 3.12. 

• El conjunto L 1 denota d c.onjnnto de fnncionc.s no negatiwtR en L. 

• Denotamos por M+ al conjunto de funciones no negativas h sobre X con valores 

en 1R tal que h 1\ f E L para cada f E L. 

Definición 3.13. 

• Si h E M+ definimos: 

J: ii+ -+ 1R 
h ~ ](h) = sup{J(h 1\ f) : fE L} 
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• Denotamos por M el conjunto de las funciones h sobre X con valores en iR cuya 

parte positiva h+ = h V O y parte negativa h- = -h V O están en M+. 

• Si h E M y al menos ~+ o .lh- es finito, definimos 

Observación 3.6. 

l. Si L es un lattice, entonces L e M. Además, si h E L entonces ~ = ?,. . 

2 . .l(h) = sup{l(f): O~ f ~ h, fE L} para hE fi+. 

Proposición 3.2. Si h1, h2 E M1 y a E lR. entonces h1 + h2 , ah1 , h1 1\ h2 y h1 V h2 

pertenecen a ÍÍi+. Ademá8 

](h¡ + h2) 

:i(ah¡) 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. 

:i(h¡) + :i(h2), 

a.7(h1): para a E lR., y 

o 

Nuestro siguiente resultado extiende el Teorema de Convergencia Monótona a 

(ÍÍi+, J). 

Teorema 3.6 (Teorema de Convergencia Monótona). Sea {hn}nEIN, hn E M, \In E lN 

una sucesión creciente en ii+: entonces 

.--.....+ ............ - / -
h = suphn E M y .J, = sup{.l(hn)}nEIN = lnn .l(hn)· 

n-+oo 

Prueba. Sea .f E ~ + cualquiera. Como hn E Ñf+ entonces 

hn A f E L para cada n E N 

Luego, la sucesión ( hn A /)nEN es creciente a h A f y 
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pues snp{J(hnAf)}nEN = límn-+oo l(hnA.f) = l(hl\.f) por teorema 3.4 donde hl\.f E L 

De este modo: h E M+ 
Luego 

lh = sup{J(h 1\ .f)/ .fE L} 

= snp{sup{l(hn 1\ .f)J .fE T~}nEN} 

= SUp{(lhn)nEN} 

D 

Observación 3. 7. Restringiremos nuestra atención a aquellas funciones cuyas inte

grales son finitas. 

Definición 3.14. Definimos: 

• L1 corno el mnjunto de funciones h E M con valores en R tal que J( h) es finito 

y 

• Li como el conjunto de funciones no negativas en L1 . 

Proposición 3.3. El conjunto de funciones con valores reales en L1 con J forma una 

estructura de integración completa sobre X. Además, L e L1 y .](!) = J(.f) si .f E L. 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. D 

Observación 3.8. 

l. Para determinar que una función dada h. pertenece a ~1 es suficiente ver que 

hE M y lhl :s; g para algún g E Lt. 

2. Si 1 E L, entonces toda función con valores reales en L1 pertenece a L. 

Definición 3.15. 

l. Un lat.tice T1 (real o hiperreal) es Stonia.no si cp E T~ implica <P 1\ 1 E T~. 
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2. Diremos qw~ una e.structura de integración (L, I) es Stoniano, si Les Stoniano. 

Observación 3.9. 

l. Si 1 E L entonces L c.s Stoniano. 

2. Si L es Stoniano entonces 1 E Xf+. 

3. SiL es un lattice Stoniano real sobre un conjunto estándar Y, entonces* Les un 

lattice Stoniano interno sobre X = *Y. 

4. SiL es Stoniano, entonces <P A a EL para cualquier a> O, pues, 

Proposición 3.4. Si (L, I) es una estructura de integración interna Stoniana sobre el 

conjunto interno X, entonces la estandarización (L: l) es una estructura de integración 

Stoniana. 

~ 

Prueba. Sea e > O cualquiera y f E L dada. Por teorema 3.3 cxiskn 1/JI, 'lj;2 E L tal 

Entonces 

como ('l/J2 -1/J¡) A 1 ~ 'I/J2 -1/J¡ 

entonces o I ( ('I/J2 A 1)- ('I/J1 A 1)) ~o I('l/J2 - 'I/J1) < E, además o I(I1/J1 A 11) < oo 

lo cual demuestra que 

fA 1 E L por teorema 3.3 

Por tanto L es Stoniano 

Finalmente (L, I) es una estructura de integración Stoniana o 

Observación 3.10. En lo que sigue asumiremos que todas las estructuras de integra

ción son Stonianas. 
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Definición 3.16. Denotamos por Ya la colección de todos los conjuntos A e X para 

los cuales XA E Z + . 

Proposición 3.5. Si .A = { x E X : f(x) > a} donde f E L 1 y a> O entonces A E .!Z. 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. D 

Proposición 3.6. M+ consiste de todas las fnndones con valores en R. no negativas 

h tal que hA nxA E L para cada n E 1N y A E §. Además, dado h E iif+, se tiene 

~ = sup{Í(h A nxA): n E lN, A E ff}. 

Prueba. Por defini<;ión 

"M+ = { h : X -+ i¡ h 2:: O, hA f E L, para cada f E L} 

además, si h E IJ+ se tiene 

Jh = sup{J(hA f): fE L} 

Definamos B := {h: X-+ ijh 2:: O, hA nxA EL, para cada n E N y A E ff} 

"\1ostraremos que: 

JJ+ = {h: X-+ ijh 2:: O, hA nxA EL, para cada n E N y A E 2} 

En efecto 

Sea hE il+ veamos que hE B. 

Como h E !Vf+, entonces h A f E f;, para cada f E ¡; 
~ 

En particular, consideremos f 2:: O cualquiera en L. 

Para cada n E N, definamos: 

An{x E X: f(x) >.!. }. De aquí An E Y por la proposición 3.5 
n 

Entoucc~:; x E L + por la definición de Y 
·An 

~ 

Por tanto XAn E L 
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Daremos a continuación algunas definiciones de teoría de la medida. 

Definición 3.17. Una Colección JI/ de snhconj1mtos de un conjunto X <'R llamado un 

a-álgebra si 

a) X E JI/. 

b) A E JI/ implica que el complemento A0 de A satsface que A0 E JI/. 

e) Dada una colección numerable en JI/, {A E Jl/}iEIN, se tiene UiEINAi E JI/. 

d) Cada conjunto en .A es llamado medible y el par (X: .A) es llamado espacio 

medible. 

e) Una función J1 : JI/ -t fl+ es llamada una medida sobre .4, si 

i) Jt(0) =o y 

ii) Para cada colección {Ai}iEIN, donde Ai E .4, Vi E lN la cual es disjunta dos 

a dos (es decir, A n Ai = 0, si i =f j) se tiene 

Jl( u Ai) = LJ1(Ai)· 
iEIN iEIN 

Esta propiedad es llamada aditividad contable. 

iii) Una medida J1 sobre ~.11 es completa si dado A E JI/ con Jl(A) =O y Be A, 

se tiene B E JI/. Además Jt(H) =O, puesto que 

Jt(B) ~ Jl(A- B) + Jl(B) = ¡t(A). 

Observación 3.11. 

l. La trípleta (X, ~, J1) es llamada un espacio de medida. 

2. El término completo para medidas o está relacionada con la completitud de las 

estructuras de integración. 

Definición 3.18. Un conjunto A e X es medible con respecto a (L, I) si XA E Jli+. 
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La colección de estos conjuntos medibles es denotado por Jt7 Para cada A E Jt7, 
definimos 

¡l(A) = .fx(A) 

Observación 3.12. Notemos que !Z e {A E;¡¡-: ¡..t(A) < oo}. 

Teorema 3. 7 . . Jt es un a-álgebra sobre X y íJ, es una medida sobre .JI. 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. D 

Ejemplo 3.4. Sea (f:, T) la estandarización de (T1: J) = (*C0 (IR), * J) sobre X = *IR, 

donde: 

• Cc(IR) denota al conj1mto de todas las funciones continuas con valores reales 

sobre IR con soporte compacto, donde el soporte de f es el conjunto 

sop(f) = {x: f(x) =fi O} 

• J es una funcional sobre Cc(IR) definida como: 

.f : Cc(IR) : ---+ IR 

f ~ f f = J: f ( x )dx 

El par (Cc(IR), f) es una estructura de integración real. Además 1 rf- Cc(IR). 

a) ff contiene todos los intervalos de longitud finita, incluyendo intervalos de lon

britud infinitesimal y wnjuntos unitarios. 

b) ;¡¡contiene todo intervalo sobre *IR. 

-e) El conjunto G de números finitos en *IR está en .A. 

..-. 
d) El conjunto de números infinitesimalmente cercano a cualquier a E IR está en !é'. 

Ejemplo 3.5. En el Ejemplo 3.3, §consiste de {xo}: y .Jt consiste de todos los 

conjuntos. 
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·Mostraremos ahora que comenzando con ;ít y Ji obtenido de (L, I) entonces las 

funciones medibles e integrales obtenidas a partir del desarrollo estándar coinciden 

con aquellas obtenidas de (L: J). 

Eu lo que sigue, J.L denotará una medida sobre un a-álgebra arbitrario .4/. 

Definición 3.19. Una función h con valores en iR sobre X es medible con respecto a 

.41 si Aa = { x E X : J ( x) > e~} E "'" para cada a E JR. El conjunto de fundoues f 
que son medible.s con respecto a .4/ es denotado por M. 

Veremos que M = M, para ello mostraremos que cada h E M es el límite de una 

sucesión de funciones en Al, que toman solo valores finitos. 

Definición 3.20. Una función v E M es.simple si ésta toma solamente valores reales 

fitútos y distintos a 1 , a2: •.. : an y los conjuntos Ai = {x E X : v(x) =a;} E A para 

i = 1, ... ,n. 

La representación 
n 

es llamada la representación reducida de v. 

Proposición 3. 7. Sea h E M una función no negativa cualquiera. Entonces h es el 

límite de una sucesión monótona creciente {v~}nEJN, v .. E M, 'Vn E 1N de funciones 

simples no negativas. 

Prueba. Ver [5, cap 4] o 

Definición 3.21. 

• Dada una medida J.L sobre .A. Si v = :L~=l aiXA. es una función simple con 

a¿ ~ O, 'Vi = 1, ... , n. Definimos la integral de v mediante: 
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• Si h E l\.1 eR una función no negativa, definimoR la integral de h mediante 

j hdtt = sup{ j vdtt : v es función simple, O ::::; v ::::; h} 

• Si h E ll1 y h = h+ - h-, definimos: 

J hdtt = J J¿+d¡J,- J h-dtt, 

si una de las integrales e.s finita. 

Mostremos que nuestro desarrollo de integración coincide con este desarrollo 

estándar. 

Teorema 3.8. Sea (L, I) una estructura de integración completa con funciones medi

hles M y sea M la.c;; flmcionP~<; medible¡;; respecto al a-álgebra .A obtenida rle (~: T). 
EntonceR una función h con valores en 1R, pertenece a M+ Ri y Rólo Ri hE M+ y 

J(h) = J hdí], 

donde íi es la medida obtenida de (L, f). 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. 

Corolario. M= ll1 y l(h) = .f hdí], para todo hE M tal que J esté bien definida. 

o 

Observación 3.13. Sea (i, J) una estructura de integración completa con conjuntos 

asociados M, ,/¡¡-y medida í]. Denotaremos el valor de J en h E M mediante: 

J hdíi. 

~ 

Proposición 3.8. Si { hn}nEIN, donde hn E M, Vn E lN es una sucesión de funciones 
~ 

en M, entont:es las siguientes funciones: 

--peltenecen a JI.,{. 

h(x) = ínf{hn(X)}nEIN, 

H(x) = sup{hn(x)}nEIN, 

h(x) = líminf hn(x), 

H(x) = línump hn(x), 
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Proposición 3.9. Sean j, 9 E M y Huna función continua sobre el plano IR?. Entonces 

la función 
h:X ~ R 

x t-+ h(x) = II(f(x): 9(x)) 

pertenece a M. En particular f + 9 y f g pertene<.:en a M. 

Prueba. Como H e~ una fundón continua, entonce~ 

t:>e tiene que lot:> wujuntos Un= {{-u, v}: H(u, v) >a} ~on abiertos 

y de esta manera, se puede escribir como la unión de rectángulos abiertos 

00 

U a= U {{U, V}: {1t, V} E (an, bn) X (en, dn)} 
n=l 

Por tanto: 

00 

{x: h(x) >a}= U ( {x: f(x) E (an, bn)} n {x: 9(x) E (en, dn)}) 
n l 

es mcdihlc 

Por tanto, h es medible D 

Observación 3.14. Si fE M y J .fdíi está definida, entonces fXa E M, para cualquier 
_..._ 

A E .. d. Definimos 

Proposición 3.10. Si cjJ E L entone<'~"' 0 </J E M. 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. D 

Proposición 3.il. Supongamos que 1 E L. Para cada h E M+ existe una función 

ifJ E L tal que 1 ( h 1\ n) - ( </J 1\ n) 1 E Lo para cada n E lN y así 

para algún w E *1Noo. 
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Prueba. Por el teorema 3.3 podemos elegir sucesiones { <Pn}nEN y { '1/Jn}nEN en L 

tal que cPn ::; hAn ::; '1/Jn, cPn ::; cPn+l 

y 1('1/Jn- cPn) < l, para cada n E N n 

Dado k~ rn ~ n en N, podemos obtener 

Además tenemos que 

Por saturación, podemos encontrar </> E L tal que: 

<Pm A n ::; <P A n ::; '1/Jm A n para todo m, n E N, con m ~ n 

De aquí: 

1 ( h J\ n) - ( <P A n) 1 E Lo. 

o 

3.4. Integración sobre 1Rn y el Teorema de Repre-

sentación de Riesz 

En esta sección queremos utili7,ar la teoría desarrollada en las SeccioneR 3.2 y 3.3 pa

ra definir un espacio de medida (X, .4tx, l'·x) y una f'A<>trnctura de integración completa 

correspondiente (Lx, Ix) sobre X, el cual es una extensión de la estructura (Cc(X), ! 0 ). 

Observación 3.15. Aquí estamos considerando 

i) X e JR.11
, abierto o cerrado. 

ii) 10 C$ una fnncionallineal positiva .sohrc Cc(X). 

iii) Cc(X) es el conjunto de funciones continuas con soporte compacto sobre X. 
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Sea (L, I) = (*Ce( X),* 10), una estructura de integración interna sobre *X, r.on 

(ii, ]), (L1, ]), i{ L, íi denotando los objetos construidos de (L, I) mediante los pro

cedimientos de las Secciones 3.2 y 3.3. 

Observación 3.16. Recordemos que si G denota los elementos near-estándar (NE) en 

*X entonces el mapeo parte estándar st, definido por 

st: G: --+ X 

x r-+ st(x) 

mapca G sobre X. 

Definición 3.22. 

• Si f : X --+ IR, definimos J mediante 

f:*X--+ IR 

- { .f(8t(:c)), 
x r-+ f(x) = 

o, 

• Si A e X, definimos A mediante: 

Observación 3.17. l. f es constante sobre las mónadas de puntos estándar en *X 

y O en todos los puntos remotos (i.e. no near-e.'3tánda~"). En particular f(x) = O 

si x E *X y la norma de x es infinita. 

- - __..,__.... ......... __..,__.... 
2. af = aj, f + g = f + g, f V g = f V g,f 1\ g = f 1\ g. 

Definición 3.23. 

• Sea Mx = {f : J E M}. 
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• Definimos J x, mediante: 

lx: Mx --+ R 

f .-+ J x (J) = ](f), cuando ](f) esté definida 

• Para cada A e X, con A E uÍl(i.e. XA E Mx), definimos 

J.Lx(A) = ¡t(A) y .Ax = {A e X, A E .Á}. 

• Definimos 

!,x = {.f : Mx --+ lR tal que .lx{.f) está definida y .lx(.f) < oc}. 

Proposición 3.12. (Lx, Jx) e~; uua estructura de integración completa que extiende 

(Cc(X),J0). Además (X, X",¡.tx) es un espado de medida tal que fE Mx si y sólo si 

fes .Ax-medible y 

j fdJ.Lx = Jx(J), 

cuando J x (.f) está definida. 

Prueba. 

Hay que probar que (Lx, Jx) es una estructura de integración real (hiperreal) 

Veamos qne Lx es un lat.tice: 

Sean j, g E Lx cualesquiera. Sean a y (3 reales (o hipcrrei'lks) 

Donde 

Lx = {f: Mx--+ ~/ Jx(f) está definida, Jx(J) < oo }. 

:Mostraremos que 

i) af + (3g E Lx 

ii) Si f E L x "'* 1 f 1 E L x 

En efecto: 
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i) lx(af + fJg) = J(aNg) = J(a.{ + (39) = 
= aJ(l) + (j](g) (Por proposición 3.2) 

= aJx(f) + fJJx(g) 
Así Jx(af + (jg) e.stá definida pues Jx(f) y J(g) e.stán definidat> ya que 

J,g E Lx 

Además aJ(f) < oo, (j.J(g) < oo. 

íi) Sea f E Lx cualquiera veamos que lfl E Lx 

En efecto 

Por teoría, sabemos que lfl = ¡+ + ¡-
entonces 

Jx(lfl) = Jx(J+ + ¡-) = ](!+) + J(f-) está definida pues J(J) está definida 

Además J(.f+) ~ J(f) < oo 

J(j-) ~ J(J) < 00 

Por tanto Jx(lfi) < oo Así Lx es un lattice 

veamos que J x es una funcional lineal positiva: 

Sean .f, g E T,x y a, fJ reales o hiperreale¡5. Entonces a.f + {Jg E l1x 

=? Jx(af + f3g) = J(aJ+ÍJg) = J(af) + 7(!39) 

= aJ(J) + ¡3](9) 

la cual esta definida pues j, g E Lx 

= aJx(f) + fJJx(g) 

Así J x es lineal 

Si J ~ o =} J X (I) = J(.{) ~ o 

Ahora, mostremos que (Lx, Jx) extiende (Cc(X), lo) 

Sea fE C0 (X). Por la continuidad uniforme de .f, se tiene* f(y)-:::: * f(x) 
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Si y ~ x y * f = O en cualquier remoto puesto que f tiene soporte compacto 

Así J = f(st(x)) = 0 (* J). Por la extensión del ejemplo 3.4(b) 

se tiene que 

.fE i y .J(J) = ff = o T*.f = lo.f 

•Veamos ahora que (Lx; lx) es completo: 

Sea {fn}nEN una sucesión monótona creciente en Lx tal que límn---+oo fn(x) = f(x) 

existe; para todo x E X y además sup{Jx}~}nEN < oo. Por la definición de fn tenemos 

que {fn}nEN es una sucesión monótona creciente de funciones en L1 y 

además sup{ JJ.,,}nEN < oo o 

Ejemplo 3.6. Considerando / 0 la funcional lineal positiva dada por la integración de 

Riemann en el sentido usual, entonces .4 x es llamado la clase de conjuntos Lebesgue 

medibles y J.Lx es llamado la medida de Lebesgue. De este modo, escribimos 

j fdJ.Lx = j fdx. 

Observación 3.18. 

• Sea .X: la colección de subconjuntos de X que son compactos en X. Un conjunto 

K e X, se dice compacto en X si y solo si K es compacto en lRn. 

• Sea !Y la colección de subconjuntos de X que son abiertos en X. Un conjunto 

V e X e lRn se dice abierto en X si V= X n W, para algún abierto W e lRn. 

• Ponemos K-< f si K E X, fE Cc(X), O::; f::; 1 y f(x) = 1, para todo x E K. 

• Ponemos f-< V si V E !Y, fE C,(X), O::; f::; 1 y sop(J) e V. 

• La notación K -< 1 -< F quiere decir K -< 1 y f -< V. 

Definición 3.24. Sea J.L una medida sobe un a-álgebra .4 =:> .X: U !Y de subconjuntos 

de un espacio métrico. 
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a) Diremos que JL es regular interior, si 

JL(A) = sup{JL(K) :K e A, K E X}, A E .A. 

b) Diremos que ¡1. es regular exterior, si 

p.(A) = ínf{p.(V) : A e V, V E :Y}, A E.;//. 

e) Diremos que JL es regular si JL es regular interior y regular exterior ala vez. 

Lema 3.2. Supongamos que K E X, V E !Y y K e V. Entoncc • ., existe una función 

fE Cc(X) tal que K -< f-< V. 

Prueba. Sea U un conjunto abierto con clausura compacta rJ tal que K ~ U ~ ti ~ Y 

Definamos .f, f : X --7 ~ mediante 

p(x, U') 
f(x) = [p(x, U')+ p(x, K)] 

donde p(x, A)= ínf{jy- xj; y E A}, 1 · 1 es la norma en X. 

p(x, A) es la distancia de x a A, la cual es continua como función de x y además 

p(x,A) =O, si x E A. 

Luego tenemos que f E Cc(X) y K < f < V o 

Proposición 3.13. Si V E !Y entonces V E JÍt x y 

JLx(V) = sup{lo(f): f-< V}. 

--Prueba. Sea A E 2 y E> O dados 

Como A E .!7 =} XA E L + e L. Por el teorema 3.3 

existen 't/h, 't/J2 E L con O ~ '1/J¡ ~ XA ~ ·I/J2 ~ 1 y 1 ( 1/12 - 'lj;¡) < ~ 

Recordando que estamos trabajando con estructuras Stonianas, al ser L Stoniano se 

obtiene que 'lj;2 ~ l. 

Definamos el wnjuuto 

Xo = {K E X/ K e V}. 
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Para cada K E .;eu, sea: 

Consideremos además 

cxk = ínf{o I('l/;1 1\ * f)/ K</} 

i1k = ínf{o l('l/;2 1\ *f)/ K < .f} 

a= sup{ aK : K E Xa}, /3 = sup{f3K :K E Xa} 

Ahora, para cada K E JtQ, f3k- ak ~ ~' por definición de ínfimo. 

Luego, tenemos que /3 - a ~ i 
Xuevamente, por la definición de a, podemos elegir fE Cc(X), f staudar wn f < V 

tal que 1(1/11 1\ *!) >u-~· Por K-saturación, podemos escoger K' E* Xo y 1> E L tal 

que K'::)* K 

para cada K E Jtñl O~ 1> ~ 1, 1>1T<' = 1 y I('l/;2 1\ </J) < /3 + ~ 
Luego, 

'I/J1 1\ * f ~ XA 1\ Xv ~ 'I/J2 1\ </J Y J('l/;2 1\ </J)- J('l/;1 1\ *!) < f3- a+ 2~ ~ 3. 

De aquí XA 1\ Xv EL, para cada A E 2 

Concluimos que V E JI y V E JI/ x. --Asumamos que ¡tx (V) < oo. Dado e > O, existe A E .Z 

tal que 

l(xv) ~ í](A n V)+ E, pues Jx.,, = sup{l(xA 1\ Xv): A E§}. 

Con las funciones '1/;1 y f obtenido para este e y Al tenemos: 

o !(1/h 1\ *.f) ~ íJ;(A n V) ~o T('l/h 1\ *.f) +e, por tanto 

o T('l/;1 1\ *!) S .Jxv = Jl·x(V) ~o !(1/h 1\ *.f) + 2c. 

Además, por el teorema 3.5 tenemos que o(* J) = fE L 
Además 

0 /('1/;1 1\ *j) ~ ol*f = Iof = Jj ~ fxv = J.tx(V) pues J ~ Xv 

Concluimos que J.tx(V) = sup{lof: f <V}. 
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- ----Proposición 3.14. Si K E X, entonces K E_;¿: entonces K E vllx y 

J-tx(K) = ínf{Jo(f) : K-< f}. 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. o 

Corolario. Si K E ,x; entoncP~"> 

J-tx(K) = ínf{ttx(V) : \1 E S", V :J K}. 

Teorema 3.9 (Teorema de Representación de Riesz). Sea Tuna funcional lineal po

sitiva sobre Ce( X). Entonces existe un 11-álgebra .$1 x sobre X que contiene todos los 

subconjuntos abiertos y compactos de X. Existe además una única medida regular Jlx 

sobre .A x tal que: 

T(f) = j fdJ-tx, para todo fE Cc(X). 

Prueba. 

La medida J-tx es regular debido al Teorema 3.12 

Falta ver la unicidad y completitud de J-tx. 

•UNICIDAD 

Sea J-t otra medida regular cualquiera sobre Ax tal que: 

T f = j fdtt, para todo fE Cc(X). 

Basta probar, por regularidad que: 

tt(K) = J-tx(K) para todo K E X. 

En efecto: Sea K E X: E> O fijo. Como J-t es regular 

existe V ::2 K, V abierto con Jt(V) < tt(K) + e 

Consideremos f tal que K -< f -< V: entonces: 

tt(K) +e> J.L(V) = j xvdtt 2': j fdtt = T(J) = j fdttx 2': J-tx(K). 
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Como E> O es arbitrario, tenemos que J-tx(K) ~ ¡.t(K). 

Análogamente, podemos obtener ¡.t(K) ~ J.Lx(K) 

Por tanto, ¡tx es única. 

La completitud de p,x se sigue de la completitud de íi que la hereda de 1" en el proceso 

de estandarización o 

3.5. Teoremas básicos de convergencia 

En esta sección nuestro objetivo es establecer resultados análogos al Teorema de . 

Convergencia Monótona en los cuales trataremos con sucesiones de funciones inte

grables que no son necesariamente monótonas. Además consideramos las clases M y 

L1 de fundones con valores en IR medibles e integmbles sobre un espado de medida 

(X, Al, p). También las integrales de funciones f en M y L1. 

Definición 3.25. Una proposición P(x), que depende de x, x E X, se cumple ¡.t-easi 

en todas partes (c.t.p.), si existe un conjunto E de medida cero tal que P(x) es verdad, 

para todo x E Ec. 

Ejemplo 3.7. 

l. Úna función fes acotada c.t.p. si e:X:iste una constante H >O tal que 

J-t({x: lf(x)l > B}) =O. 

2. Decimos que f = g c.t.p. si existe un conjunto A e X, con Jl.(A) O y 

{x: f(x) =/:- g(x)} e A. 

Teorema 3.10. a) SiJ E M y f =O c.t.p., entonces J Jd¡.t =O. 

b) Si f E A1+ y J fd¡.t = O, entonces f = O c.t.p. 

Prueba. Definamos E= {:e/ f(x) =/:- 0}. Entonces E E ..4 
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a) Supongamos primero que fE ]IJ+ y que J.t(E) =o. Poniendo Vn = nxE 

tenemos Vn E M+. Además tenemos que: 

como { vn} converge, sea h = lím Vn: se sigue del 

teorema 3.6 que h E M+ y J hdJ.L = sup{f vndJ.l : n E N} = O 

Como f = O c.t.p., tenemos que f S h 

luego 

O S j fdJ.L S j hd¡.t =O. Por tanto j fd¡.t =O. 

Para el caso general f E M, f = ¡+ - ¡-. Si .f =O c. t. p. entonces 

¡+y .r- son ceros ambas c.t.p. 

Finalmente 

.l f djl = ./ .r+ djl - .f.r-djl. = o - o = o 

Por tanto J f d¡.t = O 

b) Definamos, para cada n E JV, los conjuntos E.,= {x: f(x) ~ *}· 
En es medible (E E .4') 

Definamos E = UnEN En- E es medible. 

Como f ~ *XEn, tenemos O= J fd¡.t ~ *J.L(En) ~O 

Portanto: ¡.t(En) =O 

Luego J-L(E) = J-L(U E.,)= LJ-L(En) =¿o= O 

Por tanto J.L( E) = O 

Corolario. Si f, g E M y f = g c. t. p., entonces J fd¡.t = J gdjl. 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. 

Teorema 3.11. Si fE M y J ifidJ-L < OO; entonces fes finito c.t.p. 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. 
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Teorema 3.12 (Teorema de Convergencia Monótona de Lebesgne). 

Sean {ln}nElN e M, g E Al. Si In ~ g c.t.p. donde I gdj.l > -oo, y In S ln+l c.t.p. 

\In E JN. Entonces In converge c.t.p. a una función 1 E M y 

lím jlndp = jldp. 
n~oo 

Prueba. luego, por el Teorema de convergencia monótona 

existe lím _(;,, = /, donde h.(x) =In- g 

luego lírnln -límg = J 
límln-G=/ 

Entonces lím In = 1 + G, haciendo 1 + G = 1 
Tenemos que lím .f., = .f 

Además también tenemos: lím f .f n = f .f, D 

Lema 3.3 (Lema de Fatou). Si {fn} es una sucesión de funciones medibles no negati-

vas, entonces 

l (lím inf fn)dJ-l S lím inf J fndp. 

Prueba. Definamos la sucesión .9n = ínf .fi (i ~ n) 

= ínf{ji}i~n 

Luego 9n es medible, 9n E M+ 

Además, se tiene que {Yn.}n.EN es una sucesión creciente que converge a 

líminf fn 

Ahora, si n S m, entonces 9n S .fm 

De aquí 

Por tanto 

/
(lírn inf fn)dJ-l = lírn fgndJ-l S lírn iuf l fndP (Por el TCM) 

n~oo 
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.". j (líminf fn)dp, ~ líminf J fndJJ, 

o 

Teorema 3.13 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea {fn}nElN una 

sucesión de funciones medibles que converge c.t.p. a una función medible f. Si existe 

una función no negativa q E T,1 tal que l.fnl :::; g c.t.p., para todo n E lN, entonces 

Prueba. Fijemos un conjunto E E .-lt con p,(E) = O, tal que {fn} converge a f excepto 

posiblemente en el conjunto E y lfnl :::; g excepto posiblemente sobre el conjunto E. 

Definamos 

fn = fnXX-R f = fXx-E Y g = 9XX-E· 

Luego, la sucesión {f.,} de funciones medibles converge c.t.p. a 1, 
además lfnl :::; g sobre X y finalmente J fdp, = J fdp,, J fndp, = J fndJJ, por el corolario 

del teorema 3.10. 

Como lfnl:::; g, entonces tomando límite tenemos que: 

- - -
lím IJ~I = llím fnl = ifl :::; Y 

- -
Luego, tenemos también que fE M, fE L1. así como cada fn, n E N. 

- -
Ahora como lfnl :::; g, tenemos que g + .f 2 O. De este modo, aplicando el teorema de 

Fatou, tenemos: 

J gdjL + j fdp, = J (g + f)dp,:::; líminf J (g + fn)dp, 

Luego, 
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Similarmente, aplir.ando el teorema de Faton a g - fn 2:': O 

Luego, tenemos que 

./ jdJ-t ~ líminf ./ hdll ~ límsup ./ !dJ-t ~ ./ fdll 

:.lím j fndll = j jdJ-t 

A continuación veamos algunas propiedades de convergencia. 

o 

Definición 3.26. Una sucesión {fn} converge casi uniformemente, si para cada e> O 

existe un conjunto E E .4, con J-t(E) <e tla que {fn} converge uniformemente sobre 

Ec. 

Teorema 3.14 (Teorema de Egoroff). Si JJ,(x) es finito y {f,.,} converge c.t.p. a f sobre 

X entonces {fn} converge casi uniformemente a f. 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. D 

Otro tipo de convergencia que es importante en teoría de la probabilidad, es la de 

convergencia en medida. 

Definición 3.27. 

• Una sucesión {fn} de funciones con valores en lR medibles sobre X converyc en 

med-ida a una fundón f con valores reales si: 

Ve> O, se tiene lím J-t({x: lfn(x)- f(x)i 2:': E})= O. 
n-4oo 

• Una sucesión {fn} de fundonetl es de Cauchy en medida si: 

'Vé >O, se tiene lím JJ,({x: lfn(x)- fm(x)i 2:': e})= O. 
n,m~oo 
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Observación 3.19. Si {fn} es convergente en medida a una f1mción f, entoncf'.s {fn} 

es de Cauchy en medida. 

El siguiente resultado muestra que la convergencia casi uniforme es más fuerte que 

la convergencia c.t.p. y la convergencia en medida. 

Teorema 3.15. Si una sucesión {.fn} converge a f casi uniformemente entonces dicha 

sucesión converge c.t.p. y converge en medida. 

Prueba. 

Veamos que f,., converge casi uniformemente 

Para cada k E N, como Un)nEN converge casi uniformemente a f sobre F~., donde 

JL(FD <-};.Luego Un) mnverge sobt·e F, donde F =U Fk(l ~k< Xl) y 

JL(F') .~ JL(F~) < ~' para cada k E N 

Por tanto JL(F') = O 

De este modo (J".t) converge c.t.p. a f 

Veamos que Un) converge en medida 

Sea e> O dado. Elijamos k E N/Í; <c. Como Un)nEN converge uniformemente sobre 

Fk. existe m E N tal que {x/lfn(x)- f(x)i ~e}~ Ft, 

para todo n;:::: m= m(k) 

Luego JL{x/lfn(x)- f(x)j 2 e}< t <e, para todo n ~m. 

D a.do que e fue arbitrario, tenernos límn~oo Ji· ( { x / J f n ( x) - f ( x) 1 ~ e}) = O 

Por lo tanto: Un) converge en medida a f. o 

Teorema 3.16. Si {fn} converge en medida a f, entonces existe una: subsucesión {fnk} 

que converge casi uniformemente y por tanto converge c.t.p. a f. 

Prueba. 

Dado k E N, como {fn}nEN converge en medida a f podemos encontrar nk tal que 
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J-L({x/lfn(x)- f(x)l2:: 2-k}) < 2-k, para todo n 2:: nk 

considerando nk+l > nk, sea Ek = {xflfnk(x)- f(x)l 2:: 2-k} 

Dado E> O, podemos escoger m E N tal que 2rn+1 <c. Si x tt U~m Ek =A 

entonces l.fnJx)- .f(x)l < 2-k, para k 2:: m 

Por tanto fnk(x) converge uniformemente a J(x) sobre A'. 

Pero J-L(A) = J-L(U:mEk) ~ L';=mJ-L(Ek) ~ L:m2-k = 2-m+l <E. 

Entonces: Ji.(A) <E: V E> O 

Por lo tanto Un k) converge casi 1rniformcmcntc a f. 

3.6. El Teorema de Fubini 

o 

En esta sección, nuestro objetivo es establecer la versión no estándar de un conocido 

resultado en la integración de Riemann denominado Teorema de Fubini, el cual nos dice 

que en JR?, por ejemplo, si .f(.x, y) es una función continua sobre el conjunto [a: b] x [e, dj 

en IR?, entonces se tiene: 

La versión no estándar del Teorema de Fubini será aplicada sobre estructuras de 

integración en espacio Euclidianos. 

Observación 3.20. Trataremos con estructuras de integración (internas o estándar) 

sobre espacios producto U x V (interno o estándar). Estas estructuras serán denotadas 

por (Luxv, fuxv). También consideramos dadas las estructuras de integración (Lu: fu) 

y (Lv,lv) sobre U y V respectivamente. 

Observación 3.21. Dada una función .f E T,uxv, se puede tener que .f(11,, ·) E T,v 

para algún 11, E U (fijo pero arbitrario). En este caso Tv(.f) es una función de 1J,. 

Si g = lv(f) E Lu, denotamos la integral Iu(g) mediante: 

Iug = Iulv(f) 
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Definición 3.28. 

• Sean ( Lu ,1 u), ( Lv, I v) y ( Lw, I w) estructura.<; de integración sobre U, V y W = 
U x V respectivamente. Si las estructuras de integración son estándar, diremos 

que una función fE Lw tiene la propiedad fuerte de Fubini con respecto a Iu, Iv 

y lw si: 

i) f {u, ·) E Lv, para todo 11, E U y f ( ·, v) E Lu, para todo v E V, 

ii) lvf E Lu,luf E Lv, 

iii) lw.f = lulv.f = TvTu.f. 

• Si reemplazamos en (i) ':para todo" por casi todo punto (c.t.p.) y (ii) y {iii) 

son válidas si Tu(!) y lv(.f) son iguales a cero donde no está definirla, entonces 

rledmos que f tiene la pmpiedad de Fnbini. 

• Si las cstrnc.tura..<; de integración son internas y además las condiciones (i),(ii) y 

( íü) se cumplen sin <'Xccpdón, decimos que .f tiene la propiedad fuerte interna 

de Fubini. 

Lema 3.4. Sean ( Lu, I u), ( Lv, I v) y ( Lw, Iw) con lV = U x V estructuras de integra

ción completa reales sobre U, V y W respectivamente. Supongamos que cada función 

f~, E T1w en la sucesión {f .. }nElN tiene la propiedad de Fubini con respecto a Tu, Tv 

y Tw donde {.f.,} e.s una sucesión monótona creciente que converge a 1ma función .f 

con valores .reales. Además supongamos que sup{ Iw fn}nElN < oo. Entonces .f tiene la 

propiedad de Fubini con respecto a fu, Iv y Iw. 

Prueba. Consecuencia directa de la definición 3.27. D 

A continuación estableceremos resultados análogos relativos a las estandarizaciones 

(Lu, Iu ), (Lv, lv) y (Lw, fw) de eí:itructur~ de inte!:,r:radón intcrn~ (Lu, fu), (Lv, Iv) y 

( Lw, I w) sobre conjuntos internos U, V y W = U x V respectivamente en una extensión 

N1-saturada. 
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Lema 3.5. Supongamos que </J es una función con valores finitos en Lw. Entonces oc/> 

tiene la propiedad fuerte de Fubini con respecto a fu, h· y lw. 

Prueba. Desde que, por hipótesis, </J(u, ·) E Lv para cada u E U, podemos ver que 
0 </J(u, v) E Lv, por el teorema 1.16 (ver [5]) Similarmente, usando el teorema 1.16 (ver 

[5]) adecuadamente, tenemos que Tv( 0 </J) =o Tv</J en T1u, Tu(0 4>) =o Tu</J en TJV y además 

lw( 0
</J) = 0 lw(4>) = 0 lulv(</J) = fuolv(4>) = lulv( 0 </J) Utilizando el mismo argumento 

con U y V invertido nos dá el resultado. o 

Observación 3.22. Si hes una función con valores reales y no negativa: entonces hes 

una función nula con respecto a una estructura de integración ( L, !) si u sólo si h E L 
y l(h) =O. 

Lema 3.6. Supongamos que h es una función nula acotada con valores reales sobre 

W. Entonces h tiene la propiedad de Fubini con respecto a fu, fv y lw 

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. o 

Teorema 3.17 (Teorema No Estándar de Fubini). Sean (Lu,.lu ), (Lv,.lv) y (Lw,lw) 

estructuras de integración internas sobre los conjuntos internos U, V y W = U x 11, 

respectivamente, con 1 E Lw y 0 lwl <oc. Asumiendo que toda función </J con valores 

finitos en Lw tiene la propiedad fuerte interna de Fubini con respecto a fu, Iv y Iw. 

Entonce::; cualquier f E Mw con iwlfl < oo tiene la propiedad de Fubini con re!:ipedo 
~ ~ ~ 

a fu, lv y lw. 

Teor-ema no estándar- de Fubini. Usando el hecho que la propiedad fuerte de Fubini es 

preservada b~jo sumas y escribiendo la función f como f = ¡+ - ¡-, podemos asumir 

que f es positiva. Además, podemos asumir que .f sea acotada (estableciendo primero 

el resultado para fA n y usando el lema 3.4 para el paso al límite). 

Supongamos entonces que f E Lw es una función acotada y no negativa. Entonces 

f tiene una descomposición .f = </J + h con </J E Lw acotada y h una función nula y 

acotada. Así f = o </J + ( </J - o </J + h) y puesto que la función nula ( </J + o </J + h) es real 

valorada, el teon~ma se obtiene de los lema.<> 3.5 y 3.6. o 
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Capítulo 4 

Procesos estocásticos desde el 

punto de vista no estándar y 

algunas de sus aplicaciones 

En este capítulo preBentaremos algunas aplicaciones de las eBtrncturas de integra

ción no estándar y su teoría de la medida en teoría de la prohahilidad, en part,icular 

a procesos estocásticos. La idea fundamental es extender los conceptos de teoría de la 

probabilidad elemental sobre espacios muestrales finitos a situaciones en que el espacio 

muestral es un conjunto *-finito en alguna extensión. Asimismo terminaremos presen

tando algunas aplicaciones del análisis no estándar y en particular el espacio de Loeb 

en teoría de la probabilidad enfocándonos en los tópicos de integración estocástica. 

4.1. Nociones preliminares sobre teoría de la pro

babilidad 

Comenzamos dando nociones básicas de teoría de la probabilidad que fue desa

rrollada para proveer un fundamento matemático al estudio de problemas donde los 

resultados de ciertos experimentos o mediciones no pueden ser determinadas con 
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certe7.a. 

En general, un modelo abstracto para problemas en probabilidad se construye de 

la siguiente manera: 

i) Construimos un espacio n, llamado espacio muestml cuyos puntos consisten de 

todos los resultados del experimento. 

ii) Los eventos a los cuales queremos asignar una probabilidad son subconjuntos de 

n. 

Requerimos que el conjunto de eventos sea cerrado bajo complementos y uniones 

contables, es decir sea un c:r-álgebra C. 

iii) La probabilidad de un evento A es un número P(A) tal que O :::; P(A) :::; 1. 

Dado que C es un c:r-álgebra, podemos hacer que P sea una medida sobre J:. En 

particular 

P( lJ A .. ) = f: P(An), 
n=l n=l 

para eventos An disjuntos. 

Definición 4.1. 

• Un espacio de probabilidad es un espacio medible (!1, C, P) donde Pes una medida 

sobre (n, C) que satisace P(D) = l. 

• El c:r-álgebra C es llamado la colección de eventos y P es la medida probabilidad. 

El modelo de equiprobabilidad 

Cuando el espado !2 c.s finito y 6" c.s el conjunto de todos los submnjuntos de n 
entonces P está completamente determinado por sus valores sobre los elemenos den. 
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Cuando todos los p1mtos de n tienen igual probabilidad, tenemos que 

P(A) = ~ 
IDI' 

donde 1 · 1 representa el número de elementos de dicho conjunto. 

Observación 4.1. En los ejemplos que siguen, los modelos no estándar serán análogos 

hiperfi.nitos del modelo de equiprobabilidad. Siguiendo una convención usual para teoría 

de la probabilidad, usaremos w para denotar elementos de n 

Definición 4.2. 

• Una variable aleatoria es una función X medible coú valores reales sobre el espacio 

de probabilidad (!1, g, P). 

• El valor esperado R( X) de X es: 

E(X) = J XdP, 

cuando la integral está definida. 

• Una distribución Px, es una medida probabilidad definido sobre la colección .A 

de subconjuntos Borel-medibles de lR, por la fórmula: 

Px(A) = P({w E f2: X(w)E A}), A E .4. 

• Una función d·istTibución de X, es una función definida como: 

.F'x(x) = Px( { -oo, x]). 

Observación 4.2. Cuando X toma sólo una cantidad finita de valores {at, ... ,an} 

entonces Px está completamente determinado por los valores 
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Definición 4.3 (ProceRo estocástico). Un proceso estocá.r;tico es una familia 

{Xt, t E /} de variables aleatorias, todas definidas sobre un espacio común de pro

babilidad (0, S, P). 1 es llamado el conjunto parámetro. 

Definición 4.4. Una colección X1 , ... , Xn de variables aleatorias es independiente, si 

para cualesquiera x{, x2 , ... , Xn se tiene: 
n 

P({w E O: X¡(w) ~X¡, ... ,Xn(w) ~ Xn}) = 11 P({w E O: Xi(w) ~ xi} ). 
i=l 

Si las variables aleatorias Xi tiene valores enteros, podemos reemplazar las 

desigualdades ~ por igualdad. 

Una práctica común es definir un proceso estocástico { XthEI mediante propiedades 

que involucran las funciones de distribución de ciertas combinaciones de Xt, como por 

ejemplo, los incrementos Xt- Xs. Los proceso de Poisson y el movimiento Browniano 

son aquellos en los cuales los incrementos sobre un número finito de intervalos disjuntos 

son independientes. 

Definición 4.5. La probabilidad condicional del evento A dado el evento B es dado 

por 
P(AnB) . 

P(AIB) = P(B) ' SI P{B) =Jo. 

4.2. Ejemplos de procesos estocásticos 

4.2.1. Proceso de Poisson 

El proceso de Poisson es un proceso el cual intenta modelar situaciones en donde 

ocurren eventos aislados aleatoriamente en el tiempo. Consideremos por ejemplo 

un experimento en el cual registramos el tiempo l 2 O de llegada de cada llamada 

telefónica a una oficina. Podemos definir un conjunto { Ñ(w, t) : t E [O; +oo)} de 

variables aleatorias donde w E (0, i, P) (espado de probabilidad aún uo especificado). 
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Además w debería representar una selección particular del conjunto de mane

ras en las que las llamadas que ingresan. Para w fijo pero arbitrario, N(w, t) es 

igual al número de llamadas entrantes en el intervalo de tiempo [0, t]. Entonces, para 

s < t, Ñ(w, t)- N(w, s) es ig1.1al al número de llamadas en el intervalo (.'1, t]. En muchos 

caso, se tiene que Ñ(w, t) posee las siguientes propiedades: 

~ ~ ~ 

i) Para cada w, N(w, t) ~O, N(w, O)= O y N(w, t) toma valores enteros. 

ii) Si s < t y w E ñ entonces Ñ(w, 8) < Ñ(w, t) y Ñ(w, t) es continua por la derecha. 

iü) Para cada t1 < t'2 < · · · < tn E lR, la.<! variables rueatorias: N ( ·, t"}.) -

N(·, t1), ... , Ñ(·, t .. ) - Ñ(·, t.,-1) son independientes. 

~ ~ ~ ((.At)k) 
iv) P({w: N(w,.'1+t)- N(w,8) =k})= e->.t k! 

Observación 4.3. 

l. La condición iii) nos dice que lo que sucede en un intervalo de tiempo no es 

afectado por lo que sucede en otro intervalo de tiempo disjunto. 

2. La condición iv) dice que la probabilidad de que ocurran n llamadas en el intervalo 

(s, s + t) es independiente de S y depende sólo de la longitud t del intervalo y 

el parámetro .>. en la manera indicada. Llamamos a .A la velocidad o ritmo del 

proceso. 

4.2.2. Movimiento Browniano 

El movimiento Browniano es un proceso estocástico el cual pretende modelar el 

comportamiento de una partícula, por ejemplo, un grano de polen suspendido en agua. 

La partícula esta sujeta a una turbulencia (por ejemplo colisiones con las moléculas del 

agua) que causan que su posición cambie con el tiempo. Por simplicidad, consideremos 

el caso unidimensional y denotemos la posición aleatoria de la partícula sobre la reda 

real en tiempo L ~O, por X(L). 
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Por simplicidad, seguimos a la partícula sólo para un intervalo de tiempo unitario. 

Entonces {Xt: tE [0, 1]} será un proceso estocástico sobre un espacio de probabilidad 

aún no especificado (0: 1!, P). 

Un movimiento Browniano (estándar) {Xt: tE [0, 1]} debe satisfacer las siguientes 

condiciones: 

i) Xo =O 

ii) Si s1 < t 1 :::; s 2 < t2 :::; · · · · · · sn < tn pertenecen a [0, 1] entonces las variables 

aleatorias X (t1)-X (s1), X (t2)-X (s2), ... , X(tn)- X(sn) son variables aleatorias 

independientes, las cuales denotamos por Xt 1 - X..1 , Xt2 - X.,2 , ••• etc. 

iii) Si l > s pertenecientes a [0, 1], entonces 

donde 

Observación 4.4. 

• La condición i) ubica la partícula en el origen en t = O. 

• La condición ii) nos dice que la probabilidad de un cambio en la posición de la 

partícula en cualquier intervalo de tiempo (si, ti] no es afectado por los cambios 

en posición en otros intervalos disjlmtos. 

• La condición iii) indica cuan cercana la posición de la partícula en el tiempo t 

puede ser determinada si su posición en el tiempo s es conocida. La función de 

distribución de probabilidad 'lj;(x) es conocida como la distribución normal con 

media O y varianza l. Podemos notar que 

X 1 lx _,.2 
'lj;(-) = í<C eT.;T du, 

(J ay 21r -oo 

que es la distribución normal con media O y varianza a 2
• 
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Un movimiento Browniano puede ser definido como signe: Fijamos n = (!un facto

rial infinito en *lN; y sea (0, ti:, P) el espacio interno para el lanzamiento de moneda in

finito (con O siendo todas las sucesiones w = ( w 1, ... , wn), y Wi = + 1 ó -1) construido 

a partir de la estructura de integración interna (11, 1). Sea (0, 1:, P) la estandarización 

correspondiente de (0, cf, P) construida de (L,J). Denotemos por X(t, ·) la variable 

aleatoria interna (función en L) definida como: 

1 
[nt) 

X(t, w) = y'ñ ~ Xi(w), tE *[0, 1], 

donde Xi('W) = 'Wi. Aq1ú [nt] denotn el mayor blemento de *JN menor o igual a nt. 

Así, para cualquier w = ('W1; w2 , ... , 'Wn) la partícula ubicada por X(t, w) comienza 

en el origen en t = O (i.e. X(O, w) = 0): y en cualquier tiempo t; = *(i = 1, 2, ... , n) 

la partícula se mueve a la derecha o izquierda una distancia '7n, dependiendo de si 

wi es +1 o -1; en los tiempos entre los ti la partícula permanece fija. El movimiento 

resultante es un análogo interno de un camino aleatorio simétrico (estándar). 

Definimos ahora f3(t w) = 0 X(t, w) para tE [0, 1] y w E O. Mostraremos que f3(t, ·) 

es un movimiento Browniano sobre (0, i, P). 

Definición 4.6. 

• Una variable aleatoria interna sobre (0, t&', P) es una función X E L. 

• Una colección {Xi : i E 1} de variables aleatorias internas es *-independiente 

si para toda *-finita subcolecdón iuterna {X¡, ... , Xm}(m E *lN) y cada m-upla 

interna (u1, ... , am) E *lR, tenemos: 
m 

P({w E O: X1(w) < ~1, .. . ,Xm(w) < am}) = ITP({w E O: Xk(w) < ak}) 
k=l 

(4.1) 

• { Xi z E J} es S-independiente si para toda subcolección finita 

{X1, ... , Xm}(m E JN) y cada m-upla (al, ... , am) E lRm, (4.1) es válido con 

= reemplazado por :::: 
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Lema 4.1. Supongamos que { Xi : i E I} es S-independiente. Luego {o Xi : i E I}. es 

una colección independiente de variables aleatorias sobre (!l, i, P). 

Prueba. Supongamos que m E N, (o:1 , ... , O:m) E ~m. Entonce:;;; 

.P( { w :o jl'i1 (w) <O:¡, ... , o X- im(w) < O:m}). 

= lím 0 P({w: .~¡(w) <O!¡-.!., ... : Xim < O!m- .,!_ }) 
~x n n 

= ~~!o ( ft P ( { w : xi1 ( w) < aj - ~})) 
j=l 

m 1 
= rr lím 0 P(w: xij(w)< aj- -) 

j=l 
n-tx n 

1n 

= rr p ( { w : o xij e w) < O:j}) . 
j=l 

o 

Teorema 4.1. Sea {xn}n.ElN una sucesión interna de variables aleatorias 

*-independiente sobre (!l, cf, P). Asumiendo que f'.xiste una fimción de distribución 

estándar tal que* Fes la distribución de Xn, E(xn) =O y E(x~ = 1) para cada n E *JN. 

Denotemos por ,¡) la distribución normal estándar. Entonces para cualquier m E *]N -lN 

y cualquier a E * JR, se tiene: 

P({w E !l: ~ LXn(w) ~a})~ *'lj;(a) 
y m 

Prueba. Ver (2, teorema 21]. o 

Teorema 4.2. Si n E *lN - 1N; entonces {3(t, ·) es un movimiento Browniano sobre 

(n:i,P). 

Prueba. 

í) Dado t E [0, 1], jí (t, ·) e~:ut"-rnedíble: y de este modo también {3(t, ·)es C-rnedihlc, 

por [5, proposición 2.31] 
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ii) Por el principio rle transferencia rlel caso rlel lru171amiento de monerlas finito, 

vemos que los .9.:i tienen distribuciones idénticas. Además si SK = E!l xi para 

cualquier K E *.N: entonces los SK tienen incrementos (Por la transferencia del 

ejercicio (1)(ver [5, cap 4])) 

Así, si s1 < t1 S s2 < t 2 S ... S Sn < tn son puntos en [0, 1], entonces 

{X"(t1 , ·)- X"(s1, ·), ... , X"(tn, ·)- X"(sn, ·)}son *-independientes, y por tanto 

s-independientes y la condición (ii) de movimiento Browniano se obtiene, por el 

lema 4.1 

iii) Dados <ten [0, 1],). = [nt]- [ns], y sea a E IR. Luego 

P( {w E O: j1(t, w)- j1(.c;, w) s a}) 
= ?( {w: o X"(t,w)- o X"(s,w) S a}) 

(nt] 

=P({'w:o( L ~) sa}) 
K=[n,s] 

1 (nt] {ñ 1 
= 1~~ P ( { w : JX L WK S V~ (a+ ~)}) 

K insi 

= ,~~~ a(*V;) ( ~ (a+~)) (Por el teorema 4.1) 

1~'4JC(~(a+ ~))) 
= lím '1/J [ a + * ] = '1/J [ a ] 

n~oo ..¡t-::;, ..¡t-::;, 

Esto establece la condición (iii) de movimiento Browniano. 
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4.3. Aplicaciones del análisis no estándar a los pro-

cesos estocásticos 

De manera preliminar, estudiaremos el movimiento Browniano y una descripción 

del espacio de Loeb. Luego daremos una construcción no estándar de la integral de 

Ita. Finalmente presentaremos unos teoremas de existencia para las ecuaciones de Ita. 

Desarrollaremos nuestro trabajo en una extensión w 1-saturada de una superestruc

tura conteniendo los números reales. (0, L(A), L(v)) denota el espacio de Loeb construi

do a partir de un espacio de medida interna (n, A, v). Esto es 0
V se ex-tiende a uua única 

medida o--aditiva sobre o-(A), el o--álgebra estándar generado por A y (0, L(A): L(v)) 

denota el completamiento del espacio de medida resultante. Además usaremos el si

guiente Teorema de Fubini: 

Teorema 4.3. Si (0;, A, vi)i = 1, 2 son espacios de medida interna finita, 

(
0 vi(Hi) < oo), f: !l¡ x !h ---t lR es acotada y L(A 1 x A2)-mcdible. Entonces 

i) w2 -t f(w 1 , w2) es L(A2)-medible para L(v1) a.a.w1 , 

ii) w1 -t j f(w1, w2)dL(v2) es L(A1)-medible 

iii) Ji f(w¡,w2)dL(v¡ x v2) = J (j f(w¡,w 2 )dL(v2))dL(v¡). 

Prueba. Ver [8]. 

4.3.1. Preliminares 

o 

Elijamos un elemento infinito n E *lN y sea T = {*/í = O, ... , n2
}. Escribiremos 

~t =~·Nuestro espado muestra! es el espaci.o producto interno O= { -ll l}T el cual 

dotamos con el álgebra A de subconjuntos internos y la medida de probabilidad interna 

P asignando masa igual a 
2
j+

1 
a cada punto de O. El espacio de Loeb construido de 
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O, A, Pe:=; denotado por (0, F, P). Lo:=; elemento:=; de T Ron denotado:=; por §.,"k, .... Para 

cada i E T, A1 es el a-álgebra generado por las aplicaciones coordenadas 

Una familia no-decreciente de sub-a-álgebras de F, es decir {F(jl E [O; +oo)} es 

definido por 

Ft = ( n a(A.J) V N, 
. o !i?.t 

donde N denota la clase de los conjuntos P-nulos en F. 

Observación 4.5. 

2. Si w = (ws)sET E O entonces {ws/ §..E T} son variables aleatorias independientes -- -
sobre (0, F, P), tomando los valores ±1 con igual probabilidad. 

El camino aleatorio infinitesimal de Anderson es definido mediante: 

X(i, w) == L w§.(Llt) 1/
2 

O<!i<1. 

Deseamos usar el proceso interno X con valores en *JR para construir tm proceso 

estocástico con valores en 1R sobre el espacio de Loeb (0, F, P). Para. ello, consideremos 

el espacio C(L, JRn) de las funciones continuas con valores en JRn sobre L(L e JRk) desde 

un punto de vista no estándar. Considerarnos C(L, JRn) la topología compacta-abierta 

(es decir, la topología de convergencia uniforme sobre compactos). 

Definición 4. 7. Sea. A un subconjunto interno de *JRk. Una función F : A ---+ *JRn es 

S-continua (sobre A) si y sólo si cuando .\1 ~ .\2 están en ns(A), tenemoo que 

Observación 4.6. Si F es S-continua sobre A(A e *JRk), existe una única función 

continua .f: .'it(A) = { 0 .\j).. E ns("A)---+ 1Rn} sati:=;fadendo: 
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para eada A E ns(A). Escribimos f = st(F). 

Definición 4.8. Un proceso interno, X : A X n -+ *lRn es S-continuo si y sólo si 

X ( ·, w) es S-continuo a.s. y en este caso podemos definir un proceso estocástico con 

valores en lRn con caminos continuos sobre st(A), st(X), mediante: 

{ 

st(X(·,w)), si X(·,w) es S-continuo; 
st(X)(A, w) = 

O, en otro caso. 

Proposición 4.1. SiL e JRk, entonces FE *C(L, lRn) es S-continuo si y sólo si Fes 

near-standar en *C(T,, lRn) y en este caso, .<>t(F) es la part:e estándar de F en C(T,, 1Rn) 

Prueba. Ver [8]. o 

Teorema 4.4. El camino aleatorio infinitesimal, X, es S-continuo. El proceso 

B = st(X), e..:; un movimiento Browniano continuo sobre (0, F, P, Ft)· Esto es, pR

ra todo s < t, B(t) es Ft-mcdiblc, B(t) - B(s) es independiente de Fs y tiene una 

distribución con media cero y varianza t- s y la aplicación t -+ B(t, w) es continua 

para cada w. 

Prueba. Ver [7]. o 

4.4. Integración de 1 to 

Para motivar la aproximación no estándar a la integración de It6, primero recor

demos una construcción no-estándar de la integral de Lebesgue debido a Anderson. 

Denotemos por C el álgebra de subconjuntos internos de T y sea A la medida interna 

sobre (T, C) asignando masa ~T a cada elemento. Por un ligero abuso de notación 

escribimos (ns(T), L(C), L(A)) para la "restricción" del espacio de Loeb (T, L(C), L(A)) 

al ::;ubconjunto medible ns(T). 
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Observación 4. 7. Si B denota los subconjuntos Lebesgne-medibles de [0, +oo) y m 

es la medida de Lebesgue, entonces: 

o: (ns(T), L(C), L(>.)) -+ ([0, oo), B, m) 

es medible y preserva la medida. 

Por lo tanto, si f : [0, +oo) -+ 1R es acotado y Lebesgue-medible entonces la 

aplicación t -+ f(ot) es L( C)-medible sobre ns(T) y de aquí, por el Teorema Lifting 

de Loeb, existe una función interna acotada (de manera estándar) F : T -+ *JR tal que 

°F(t) = f(ot), L(>.)-a.e. sobre ns(T). 

Para cada tE ns(T), tenemos: 

oÍ: F(~)tlt =o J T(~ <t.) F(~)d>. 
§.<!. 

= j !(§.<~y P(!i)dL(>.) 

= j I( 0
!i ~ ot)Jr!i)dL(>.) 

=¡o!. f(s)ds. 

De aquí, para construir J~ fds, primero encontramos un apropiado lifting P, de 

f y luego tomamos la parte estándar de una suma de Riemann interna. El mismo 

procedimiento puede ser usado para com;truir la integral de Ito. 

La integral de Ito, ¡; h(s, w)dB(s, w) es definido (de manera estándar) cuando 

h E J = {h : [0, +-X)) x n -+ 1R/h es medible, h(s, ·)csFs - medible para cada 

s 2 O y ¡; h2 (s, w)ds < oo, para todo t >O, a.s }. 

Notación 

l. J = { H: T x O-+ *1R/ Hes interna, H(t, ·)es A1.- medible para todo 

tE T, ll(·, w? l(· <m.) 
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es S-integrable sobre (T, C, .A) para cada m E IN y para a.a.s y además 

sup IH(!!., w)i E *lR}. 

2. Si H : T X n -t *lR es interna. Consideremos 

1! H(§., w)dX(§., w) = L H(§., w)~X(~, w), 
o ~<! 

donde ~X(.§, w) = X(~+ ~t, w) - X(.§, w) y además 

1! JI(~, w)d.A = j !(§.<t.) JI(~, w)d.A = L 11(§., w)~t. 
!i<t. 

Definición 4.9. Un proceso interno H : T X n -t *R (i.e. H es una función interna 

es un lifting de un proceso estocástico h : [0: +oc) x n -t lR) si 

L().. x P)-a.s sobre ns(T) x n. Decimos que un proceso interno H, es Aradaptado si 

H(!!_, ·) es At-medible para cada!!. E T. 

Proposición 4.2. Todo proceso en l tiene un lifting en f. 

Prueba. Todo proceso en I tiene un lifting en I Asumamos que h E IN. Entonces 

existe una sucesión de funciones, { hn}, en 1 de la forma: 

n 

h,.(t, w) = :L:h~•(w)T¡t¡,ti+1 )(t), O= t~ < t1 < ... < t'N .. +I ~ oo (2) 
i=l 

tal que lhnl ~ Cn ( Cn E IR), 

P( ( 1n (hm. ~ h .. )2(8,w)d8)) ~ 2-(n+1)) < 2-(n+1) (3) 

y por lo tanto 

(4) 

(La existencia de tal sucesión se sigue sin dificultad de Doob [3]). 
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Fijemos n, con i S Nn y eBcojarnos una suceBión, {S¡<JK E N}, en T tal que osK 

decrece a Tt. Como hf es a.s igual a la variable aleatoria medible a(A.§:K), podernos 

aplicar el teorema 9 de I.V.A de Loeb [7] para obtener una variable aleatoria interna 

medible-A~/(, digamos H K tal que oH K = hi a.s y 1 H K 1 = C,.. Por un argumento 

rutinario de saturación producirnos una variable aleatoria interna Hr tal que 

OHn hn IHnl <e i = i a.s. ' i - n y 

Hr es At¡-rnedible, para algún tf ~ti. 

Sea lln(t, w) = I:~=U Ilf(w)Jf!:f,!?.r1)(t), 

donde 

Entonces ( 4) y la construcción previa de la integral de Lcbesgue muestran que 

Por W1-saturación, podernos extender { Hn/n E n E N} a una sucesión interna indexada 

por *N y de aquí se obtiene un proceso interno, digamos H-y, (para algún"'/ E *N\ N), 

esto es A;eadaptado, acotado en valor absoluto por C-y y satisface: 

Las ecuaciones (3) y (5), junto con el hecho que Hn es un lifting de hn, muestran que 

11-y E l y Il-y ~ un lifting de h. o 

Observación 4.8. La proposición es un resultado que asocia a un proceso estándar 

dado, un proceso interno con propiedades análogas. 

Habiendo encontrado un lifting H de h E J, desearnos construir ¡; h(s)dB(s) to

rnando la parte <'Btándar de J~ Il(§..)dX(§..) es S-continua para JI E f y que la parte 

estándar de Rn proce::;o interno no depende de la elección dcllift.ing. 
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Definición 4.10. 

• Un proce::>o interno, Aradaptado wn valores en "'JR, M (t, w) e::> un ( A1) martingala 

si R(ll\l(t)l) E *JR para t. E T y 

R(M(! + ~t)!AJ =M(!) p- a.,<; 

• Una aplicación interna V : O ~ Tu { oo }, es un (A1)- tiempo de para si 

{V = f} E A.t para cada ten T. 

Observación 4.9. Si H E l entonces 

E(H(t¿,w)~X(t,w)!A1) =O P- a.s 

Con esto se tiene que 

1f. H(§., w)dX(§., w) 

es un ( A,t) martingala. 

Proposición 4.3. l. Si Hl, H'}. E r satisface 0 H¡(f,w) = 0 H'2(t,w) T1(A. X P)-a.s 

sobre ns(T) X n, entonces: 

!•t lt 
H1 (§., w)dX(§., w) ~ H2(§., w)dX(§., w), 

. o . o 

para todo t E ns(T) a.s 

2. Si Hn, Hoo E l(n E IN) satisface 

Entonces 

o máx 1/! Hn(§., w)dX(.§., w)- l!. H00 (§., w)dX(§., w)l-.!+ O, cuando n ~ ooVm E IN. 
t<m ./0 ./o 

Prueba. Sea JI E J, y para b > O, definamos 

t ió.t 
T(b) = mín{1./ Jo- H 2(S, w)dA. > b} (mínq) = oo) 
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PueRto que 

¡t 112(.§., w)d>. el:i A~-~t-mediblc para!:.. 2: tlt, T(b) e~; un 

(AJ-tiempo de parada. Note que para e> O y m E N: 

P ( máx 1 ¡t H (.~, w )dX (.§., w) 1 > e) ~ P ( máx 1 ¡t H (E.: w )dX (.§., w) 1 > E, T( e:3 ) 2: m) 
t<m Jo t<m. lo 

P(T(c3
)) 

~ ?( máx 1 ¡t H(.§., w)dX(.§., w)l >e)+ P(T(c3
) <m) 

t<mAT(<:)3 lo 
{T(é~) 2 

~E:-2E((lo li(.§.,w)dX(.§.,w))) +P(T(c3
) <m) 

Desigualdad martingala maximal, Ver Doob [3]. 

= c-2.E( L H(E.:W)2b.t) +c2E(2 L H(.§.,w)H(t_,w) 
,1<T(<:3 ) ~<!<T(o::!) 

x b.x(.§.,w)b.X(t_,w)) +P(T(c3
) <m} 

{T(<:s) 

E:-2j])(lo 1I(.§.,w)2d>.)+ P(T(c;3) <m} 

(la última parte sigue por la independencia de !:lX(t., 'W) y At). 

Por lo tanto 

Para demostrar (1), establezcamos H = H 1 - H2 en (6) para encontrar que para cada 

e E (0, +oo) y m E N, 

P(máx 1 ¡-t· H 1 (§:.: w)dX(.§., w)- ¡-t· H2(.§., w)dX(.§., w)l >e) 
l<m .fu .fu 

e+ Pe (fom(Hl- H2?(E., w)d)..) 2: c3
) 

=E+ P( ¡mo (H1- H2) 2(!;i., w)dL()..) 2: c3
) =e 

(2) El resultado es una consecuencia inmediata de (6), (poniendo H = Hn- Hoo) O 
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Definición 4.11. 

• Un proceRo interno Y, ( A.J-R.dR.ptado con valores en *lR, eR loca.lrnente S -integrable 

si existe una sucesión de (AJ-tiempos de parada {Vn} tal que ovn crece a oo a.s. 

y Y (Vn A .O es S-integrable para todo t E T y n E lN. 

• La variación cuadrática de un proceso interno Y, es el_ proceso 

[Y](1.) = Y (O? + 2: ( 8Y ÜÚ? ( 8 y (i!_) = y (i!_ + 8t) - y (i!.)). 
§.<!:. 

• M{ts generalmente, si Y1 e Y2 son procesos estocásticos teuemm; 

[Y¡, Y;](ü = Yi(O)Y2(0) + 2: 8Y1(:~.)8Y2(~). 
§.<!:. 

Observación 4.10. l. [f Hdx]w = f~H(§.,w)'2d>. 

2. [f Il¡dx,f n.~dx]w = JJ(H¡(~,w)H'2(~,w))d>. 

Ahora daremos un teorema el cual es la clave para construcción no estándar de 

Rolndones para la."l ecuaciones de Ito. 

Teorema 4.5. Una (AJ-martingala M, es S-continua y localmente S-integrable si y 

sólo si [M"PI2 es S-continua y localmente S-integrable. 

Prueba. Ver [4]. D 

Corolario. Si HE l, entonces 

.lt H(~, w)dX(~, w) 

es S-continuo. 

Prueba. Ver [8, Sec. 3]. D 

Definición 4.12. Si h E /, elegimos un lifting H de h en l. Definimos la integral de 

Itó de h wn respecto a B mediante 

1t h(s, w)dB(s,w) = st(j HdX)(t). 
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Observación 4.11. • El Corolario 4.4 y la Proposición 4.3 muestra que la integral 

J hdB es un proceso bien definido con caminos continuos y es independiente de 

la elección del lifting H. 

• La integral .1; hdB es Frmedible para cada t > O, es decir .1; hdB es 

( Ft)-adaptado. 

• El Corolario 4.4 tiene tm mayor alcance que establecer la continuidad de la inte

gral de Ito, pneB se aplica a procesos internos en 1: que no necesita ser un lifting 

de algún proceso estándar en 1. 

• La definición anterior coincide con la definición clR.c;;ica de la integral de Ito. 

Hemos construido la integral de Ito J hdR para el movimiento Browniano particu

lar B = st(x). Surge naturalmente la siguiente pregunta: ;_.Tal construcción también 

funciona para otro movimiento Browniano B' sobre (0, F, P, Ft)? 

Parte de la respuesta la tenemos con el siguiente teorema bajo consideraciones 

especiales. 

Teorema 4.6. Si R' es un movimiento Browniano sobre n, F, P, Fi. existe una 

biyección interna que preserva medida </Y : O -+ O tal que A E Ft si y sólo si </Y( A) E Ft 

( 1> es llamada una transformación interna sobre <P) y B' ( t, w) = B ( t, </>( w)) para todo 

t 2: O a.s. 

Luego, podernos definir la integral de Itó con respecto a H', mediante: 

Prueba. Ver [8]. o 
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4.5. Ecuaciones de lto 

A continuación describiremos un teorema de existencia simple para las ecuaciones 

de lt6. 

Teorema 4. 7. Sean a, f : [0, +oo) x IR -t IR funciones medibles acotadas tal que: 

x -t a(t, x) y x -t f(t, x) son continuas para cada t ~ O. Entonces, para cada mo

vimieuto Browniano B' ~obre (n, F, P, F't) e y0 E IR exi~te un proce~o }~-adaptado, 

y'(t, w) con caminos continuos tal que: 

y'(t, w) = y0 + ¡t a(s, y'(s, w))dB'(s, w) + ¡t f(s, y'(s, w))ds't/t ~ Oa.s 
lo . lo 

Prueba. Ver [8, Sec. 3]. o 

Haciendo pequeños cambios en las pruebas anteriores, como por ejemplo si 

a: [O; +oo) x IRn -t IRn+d (n x d matrices), f: [0, oo) x IRn -t IRn, tenemos que B' es 

un movimiento Browniano el-dimensional sobre (O,F,P,Ft) donde O,= ({-l,l}dV y 

Yo e~ uua variable aleatoria F0-mcdible. 

Algunas otras posibles extensiones son las siguientes 

l. Sean a¡O, +oo) x IRn x O, -t 1Rnxd y f : [0, oo) x 1Rn x O -t IRn dependiendo de 

w, donde a, f(t, x, ·) son Frmedibles, para todo (t, x). 

2. Permitir que a y f dependan de la historia pasada de y, esto es: 

a : [0, +oo) X C([O, +:x:>), IRn) -t 1Rnxd y J : [0, +:x:>) X C([O, +oo), IRn) -t IRnxd, 

donde xl¡o,t] = Yl¡o,t] implica que 

a(t, x) = a(t, y) y f(t, x) = f(t, y). 
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Conclusiones 

El título del presente trabajo pretende ser una introducción al análisis no estándar, 

que fue iniciado por Abraham Robinson a finales de los años 60. El análisis no estándar 

eR una técnica ampliamente utilümda en diversas áreas de la matemática pura y apli

cada (incluyendo teoría de la probabilidad, física, matemática, análisis funcional, entre 

otros). El análisis no estándar es útil cuando se reemplaza argumentos E - ó en el análi

sis (cálculo) los cuales son complicados por los más simples e intuitivos argumentos no 

estándar involucrando infinitesimalP.s. 

Dada la dependencia por ejemplo del trabajo en economía matemática sobre argumen

tos del análisis real de nivel (como por ejemplo, Rudin (1976) o Royden (1968)) un 

número muy grande de artículos pueden ser simplificados en forma significativa usando 

argumentos no estándar, La teoría de la probabilidad es actualmente el campo más 

activo para las aplicaciones del análisis no estándar Debido a que las construcciones 

probabilísticas son ampliamente usadas en teoría de equilibrio general, teoría de juegos 

y finanzas, éstas parecen ser áreas fructíferas para aplicaciones del análisis no estándar. 

Asimismo como consideramos en el presente trabajo podemos rnenc.:ionar al!,'l.lilas apli

caciones del análisis no estándar en teoría de la probabilidad (integración estocástica) 

así como a los proceso estocásticos. 
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