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Resumen 

Este trabajo de investigación es un aporte a la detección de talento deportivo. 

La motivación para este trabajo fueron varias: 

l. Actualmente no existe un trabajo de investigación de somatotipo de los atletas 

con síndrome de down. 

2. No existe una metodología para detectar talentos en atletas down 

3. Si se puede hacer con personas down esta nueva metodología también es aplicable 

a personas normales. 

Esta aventura concluye con una metodología para una mejor clasificación. 

Revisando varias fuentes, no se ha encontrado trabajo de este tema. 
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Introducción 

El presente trabajo de investigación pretende ser un aporte a la detección de talento 

deportivo. 

Estos datos fueron recolectados en los campeonato nacional, metropolitanos y co

legios especializados de las olimpiadas especiales en el 2004 y utilizado en la tesis: 

l. "Influencia del Entrenamiento Deportivo en el somatotipo, Distribución de Adi

posidad, Índice de Masa Corporal y Razón Cintura-Cadera de Personas con 

Síndrome de Down" autor: Dr. Antonio Cruz Lip Lichan. 

2. "Análisis multidimensional aplicada a la detección de talento deportivo en atletas 

con síndrome de down" 

Los pasos para su desarrollo fueron los siguientes: 

l. Recolección de datos a personas con síndrome de down. 

2. Selección de datos (atletas). 

3. Llevar los datos a una matriz de 102 x 10 (somatotipo). 

4. Cálculo de valores propios. 

5. Se escogió los 2 primeros valores propios por considerarlo más representativo 

porque nos proporciona la mejor información. 

6. Los 2 valores propios nos determina 2 componentes principales. 
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7. En la clasificación escogemos 6 grupos por considerarlos lo más representativo. 

8. Resultados y conclusiones. 
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Capítulo 1 

Bases teóricas 

La novedad de esta tesis de investigación es porque en nuestro país nunca se ha desa

rrollado una metodología para detectar talentos deportivos, tanto a personas normales 

como personas con el síndrome de Down y tampoco se ha adaptado a la realidad 

nacional los métodos existentes en diversas partes del mundo. 

Las tendencias del deporte actual se relacionan con la especialización temprana 

y el perfeccionamiento de los sistemas de selección de talentos, exigiendo eficacia y 

ley de la selección natural (supervivencia de los más aptos), el atleta no alcanzaría, 

salvo contadas excepciones, la longevidad y resultados deportivos deseados según la 

especialidad. 

Las llamadas características morfológicas del modelo permiten la selección, para 

los diferentes tipos de deportes, de niños con particularidades del desarrollo físico fa

vorables para dicha especialidad deportiva, así por ejemplo, una gran estatura puede 

predisponer al individuo para la obtención de buenos resultados en el baloncesto. 

Se hace necesario entonces establecer, por deportes, direcciones para la selección de 

talentos en edades cada vez más tempranas, de forma tal que se detecten prontamen

te aquellos individuos que, adecuadamente entrenados, puedan ingresar en un futuro 

en la elite deportiva. No pocos autores han demostrado, por ejemplo, que el estudio 

de la composición y proporcionalidad corporal, y su aplicación práctica en el deporte, 
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brindan amplias posibilidades de conocer adecuadamente la figura del atleta para es

tablecer una clasificación de la misma hacia una determinada especialidad deportiva 

[34]. De tal forma, cada especialidad poseerá un perfil antropométrico diferente. 

Esta idea motiva el presente trabajo, con el fin de determinar los componentes 

principales del somatotipo de los atletas down y luego buscar clasificarlos de acuerdo 

a algún método de clasificación existente, con la finalidad de predecir a las personas 

con mayor probabilidad deportiva para uno o mas deportes, entonces el objetivo es 

encontrar al grupo con mayor destreza o mejores cualidades deportivas. 

Entendiendo por talento para el investigador Pérez . "Los sujetos superdotados o 

talentosos son aquellos que, por sus habilidades extraordinarias, son capaces de altas 

realizaciones en áreas tales como la competencia intelectual general, aptitud académica, 

creatividad, liderazgo, competencia artística y competencia motriz," 

1.1 Muestra 

Formada por personas con síndrome de Down y que en todos los casos fueron alrededor 

del 90% de los sujetos que integraban el total de la población estable de cada insti

tución. La muestra de este estudio fue elegida al azar entre todos los temporalmente 

presentes; esto se llevó a cabo con todos aquellos que estuvieron en los diferentes clubes, 

colegios que participaron en las actividades competitivas y recreativas organizadas por 

"Olimpiadas Especiales" en la ciudad de Lima Metropolitana, en el período de enero 

- agosto del 2004. 

Estos datos se utilizan para evaluar el somatotipo que constituye en la actualidad 

en un recurso sumamente útil para el análisis de la forma corporal entre los grupos 

humanos 

Las mediciones arrojan valiosas informaciones, servirán para diagnosticar el esta

do físico-morfológico de las personas, lo que permitirá elaborar planes de actividades 

físicas que estén en relación con los requerimientos de los evaluados y hacer un segui

miento para conocer los cambios cuantitativos que se producen con la practica de las 
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actividades físicas. Para los profesores de educación física, estos aspectos son impor

tantes, por ser las herramientas que permiten una individualización operativa, que a 

su vez produce una mejor orientación del desarrollo de sus clases. 

Se ha utilizado la antropometría como herramienta de evaluación porque es un 

método no invasivo y su porcentaje de error en la medición no supera el 2%. 

Estos tipos de datos aplicados a la población nacional ayudarían a mejorar las 

decisiones de política de estado. 

Otra ventaja de este método es que no es invasivo y de bajo costo. 

Otro problema existente es la falta de esfuerzo de profesionales de diversas espe

cialidades al deporte nacional, sumado a la falta de dominio de las matemáticas y 

estadísticas básicas por parte de los profesores de educación física para la realización 

de trabajos de investigación en este apasionante campo, además hay que sumar la falta 

de vínculo entre el Instituto Peruano de Deporte (I.P.D.) y las universidades nacionales. 

La selección de talentos siempre es un campo muy interesante en el mundo de la 

ciencia deportiva, porque a pesar de sus años de práctica crea polémicas entre los 

expertos, teniendo más opiniones a favor que las que se manifiestan en su contra. En 

estos últimos días la detección y selección de los talentos deportivos en el fútbol se ha 

convertido en un negocio muy lucrativo a nivel internacional debido a que los grandes 

clubes tienen filiales en diferentes partes del mundo, y aquí como por ejemplo, Boca 

Juriiors, River Plate, FC Barcelona, Chelsea, Manchester City. etc. Con la única 

finalidad de llevarse al talento deportivo y no pagar el derecho de formación deportiva 

al respectivo club. 

En Argentina la Asociación de Fútbol Argentina, ficha a todos los niños a nivel 

nacional para de alguna manera evitar la fuga de talentos deportivos. 

La UNESCO y OMS afirman que aproximadamente uno de cada mil nacidos vivos 

presentan Síndrome de Down y que entre el 90 y el 95 % de las personas con discapa

cidad psíquica se debe a esta causa [24]. En la actualidad, hay en el mundo alrededor 

de 5 millones de personas con este síndrome, en Europa alrededor de 600,000; mientras 

que en el Perú -la cifra, según datos obtenidos por el INEI en el Censo Nacional de 1993 
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(INEI), fue de 35,727 personas con retardo mental, que constituía el12,4% del total 

de discapacitados (288,523 ó 1,3% del total de la población). Éstos son los últimos 

datos oficiales accesibles a la población consultante [24]. 

Usaremos el somatotipo de Heath y Carter en los atletas Down sabiendo que, es 

una anomalía genética conocida como trisomía 21; debida a la disyunción en la fase de 

meiosis de dicho par. Según la Federación Española de Instituciones para el Síndrome 

de Down, es la primera causa de retraso mental en la población [24]; así como responsa

ble del fenotipo característico, de condicionar la estructura y función tanto del cerebro 

como del sistema nervioso de las personas que la padecen, tiene vital influencia sobre 

su inteligencia, sus rasgos faciales y su aspecto corporal [24]. Condiciona también sus 

necesidades socio-afectivas y el papel que cumplen en la sociedad [11]. 

Esta tesis identificará los factores antropométricos de mayor importancia que 

determinan las capacidades deportivas de los pacientes con síndrome de Down, 

mediante una función multidimensional producto de un análisis de componentes 

principales, luego las clasificara proponiendo un grupo con mayores habilidades 

deportivas. 

1.2 Antecedentes históricos 

Son muchos los modelos matemáticos existentes para la selección y detección de talentos 

deportivos, tenemos los modelos: 

l. El modelo Venezolano, desarrollado por el profesor Pedro Alexander [1]. Esta 

investigación dio origen a las normas de la condición física y patrones morfológico 

en dicho país. Esta nueva norma pudo usarse como base para la implementación 

de programas de actividad física y salud, así como para la detección temprana 

de talentos deportivos.(I.P.D. 2013). 

Ejecución nacional. edad de 7.5 a 18.4 años. número de personas evaluadas= 7 

063 
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2. El modelo Colombiano, el estudio del instituto colombiano de la juventud y el 

Deporte permitió la elaboración de un técniccrmetodólogico para el inicio de la 

formación deportiva, además de dotar al sistema educativo de un instrumen

to basado en el estudio de las propias condiciones de la población colombiana. 

También permitió detectar científicamente las capacidades del futuro deportis

ta.(I.P.D. 2013) 

Ejecución en 8 ciudades. edad de 7 a 16 años número de personas evaluadas = 

10 258 

3. El modelo Argentino, el fin de este estudio fue tomar conocimiento real sobre 

el estado de salud general, postura, desarrollo de las capacidades condicionales, 

medidas antropométricas y condición psicosocial de los alumnos de nivel prima

rio de la provincia de Mendoza, creando una base de datos con los resultados 

obtenidos en los test. 

organizador - Dirección de educación física Ejecución a nivel nacional edad 11 

años números de niños evaluados= 20 899. 

Uno de los fundamentos para la adecuada iniciación del proceso formativo en la 

actividad física y deportiva del niño es la detección oportuna de sus potencialidades 

biofísica sobre las que partirá el desarrollo y la adquisición de las ulteriores capacidades. 

Por lo tanto, es indispensable contar con parámetros científicos que permitan interpre

tar el desarrollo físico y prever el rendimiento neuromotriz en las fases iniciales de la 

infancia, facilitando así la apropiada utilización de los recursos técniccrpedagógicos que 

optimicen el aprendizaje de la actividad física en esta edad. 

Análisis exploratorio de datos multideminsionales [5] 

• el modelo australiano, 

• el modelo brasilero, 

• el modelo cubano, 
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• el modelo de jamaica, 

• el modelo mexicano, 

• el modelo colombiano, 

• el modelo español, 

• el modelo ruso, 

• el modelo britanico, etc. 

Todos estos modelos tienen como punto de partida la evaluación y análisis del 

somatotipo de la población a estudiar, luego desarrollan los percentiles de acuerdo a lo 

que se desea investigar en la población. 

1.3 Bases teóricas 

1.3.1 Somatotipo 

La técnica del somatotipo se constituye en la actualidad en un recurso sumamente 

útil para el analísis de las variaciones de la forma corporal entre los grupos humanos 

tomado en cuenta los factores biólogicos y los factores ambientales. 

Es una clasificación cuantitativa de la composición corporal y la forma física de 

una persona; propuesta inicialmente por Sheldon, para pronosticar mediante la forma 

corporal el temperamento. (Los tres tipos de personalidad propuestos por Sheldon 

para clasificar cuantitativamente la forma del cuerpo humano, son aproximadamente 

parecidos a la clasificación de Jung de los tipos de pensar, sentir y percibir. Y estas a su 

vez se asemejan mucho a los estereotipos populares "del hombre delgado y temeroso, 

el hombre gordo y alegre y el chico duro y rudo" y modificado por Heath y Carter 

[6] actualmente está incluido en los protocolos propuestos por el ISAK (Sociedad In

ternacional para el estudio de la Cineantropometría), incluida esta sociedad como un 
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comité del International Council in Sports and Physical Education, NGO, UNESCO 

y, se aplica a personas con y sin práctica deportiva; aunque de preferencia en sujetos 

con actividad física sistematizada y deportistas calificados. Se expresa en una escala 

de tres números que representan los tres componentes: 

• la endomorfía (adiposidad relativa), 

• la mesomorfia (desarrollo músculo-esquelético) y 

• la ectomorfia (linealidad o delgadez relativa). 

Cada sujeto se representa por tres algoritmos, con una secuencia fija. Cada al

goritmo representa el valor atribuido a cada uno de los componentes primarios de la 

constitución: endodermo, mesodermo y ectodermo. Cada una de estas capas embrio

narias origina distintos elementos de la constitución del sujeto. 

1.3.2 Importancia del estudio del somatotipo 

La determinación del somatotipo en diversos grupos humanos tiene importancia y 

puede ser utilizada en diversas áreas, entre ellas el deporte, para comparar el somatotipo 

de un deportista con el ideal o de referencia para su modalidad deportiva, en otros casos, 

para realizar seguimientos a un grupo deportivo durante un proceso de entrenamiento, 

por lo general se relaciona con los valores obtenidos en composición corporal, uso del 

somatotipo para establecer los cambios que se producen en función física le interesa 

conocer la forma corporal que presentan los alumnos y en base a ello planificar las 

actividades físicas y deportivas, además, la posibilidad de detectar y seleccionar a 

talentos deportivos. 

1.3.3 Aspectos históricos del somatotipo 

El estudio de la morfología humana se ha servido de dos métodos principales, el mas 

antiguo utilizaba la intuición, certificándola a las personas de una población en tipos 
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constitucionales. Este método es conocido con el nombre de tipología a fenotipología. 

Otro método, más preciso se basa en mediciones corporales, conocida como la somato

metria [4). 

A partir de siglo XVIII se crean y desarrollan las denominadas Escuelas Biotipológi

cas que se diferencian según las variables que utilizan para clasificar a las personas [4). 

1.3.3.1 Escuela Italiana (De Giovanni, Viola y Pende) 

La clasificación de la escuela italiana reconoce como base ontogenericamente, dos leyes: 

una que determina el aumento de masa o aumenta ponderal, que se expresa en el tronco 

(representante del sistema vegetativo) y, otra que determina la diferenciación corpórea 

o evolución de la forma, que se expresa en las extremidades (sistema del sistema de 

relación). 

Viola, comparando las proporciones del tronco y las extremidades, formula la si

guiente ley morfogenéticas: "el aumento ponderal, o aumento de masa y la evolución 

morfológica, o diferenciación corpórea, están ontogeneticamente en proporción inver

sa". Es decir, cuando hay aumento de la masa (tronco) hay poca evolución morfológica 

(extremidades) y viceversa. Propone tres tipos morfologicos: 

• normotipo (normolineo), 

• longilineo( microesplacnico) y 

• brevilineo ( macroesplacnico). 

1.3.3.2 Escuela Francesa (Sigaud, Chaillon y Mac Auliffe) 

Sigaud parte de un principio de desarrollo morfologico que se resume en lo siguiente: 

Piensa que desde el celular del centro a la periferia, que se detiene en el momento 

que la fuerza central es consumida. A partir de se instante, el conglomerado celular solo 

dispone de la energía necesaria para mantener su vida, produciendose en la perifer~a, 

influidas por el mundo exterior, diferencias con el centro. 
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La parte central del organismo esta representada por el sistema cardiocasculorrenal 

(sin contacto con el mundo exterior), en tanto que la periferia esta representada por los 

si temas respiratorio, digestivo, nervioso, muscular y sexual (en intima relación con el 

medio ambiente). Según como predominen en el desarrollo alguno de estos sistemas, se 

distinguen los cuatro tipos constitucionales que denominaron: muscular, respiratorio, 

cerebral y digestivo. 

1.3.3.3 Escuela alemana. (E. Kretschmer) 

En base a estudios de la arquitectura corporal en enfermos mentales. Kretschmer esta

blece una de las clasificaciones tipológicas mas interesantes que tuvo una aceptación en 

nuestro medio en el campo de la medicina y la actividad física. Un aspecto importante 

de su propuesta fue la de sostener la existencia de la relación entre los tipos morfológi

cos constitucionales y los tipos psíquicos como temperamento cicloide y esquizoide. 

Kretschmer distingue los siguientes tipos constitucionales: atlético, astenicleptosónico, 

pícnico y displástico. 

1.3.3.4 Escuela americana (W.H. Sheldon 1899- 1977) 

También psiquiatra como su colega Kretschmer. 

Sheldon (1940), buscando como clasificar el cuerpo humano utilizando una escala 

continua, desarrolló un procedimiento que lo llamó somatotipia (Método Fotoscopico 

de Sheldon), y con ella determinó la estructura morfológica de la persona, basándose 

en el cálculo de los tres componentes primarios que tienen origen en el embrión. Al 

primer componente lo llamó endomorfia, al segundo componente mesomorfia y el último 

componente ectomorfia. 

Su método consistía en la valoración de un individuo por medio de tres fotografías 

en tres planos diferentes, luego realizaba diecisiete medidas sobre los negativos de las 

fotos, (con esta técnica realizo un estudio de 4000 estudiantes). Haciendo uso de tres 

cifras que representaban los componentes primarios, realizaba una cuantificación de la 
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morfología del individuo. 

También en 1958, Parnell introduce importantes modificaciones a la técnica al incor

porar medidas antropométricas para obtener los tres componentes del físico humano. 

Además en 1948 y 1953, Bárbara Heath promueve la modificación del método Fo

toscopico de Sheldon con la inclusión de medidas corporales en base a las propuestas 

de Hooton y Parnell. 

Sheldon, basándose en la teoría de la existencia de tres componentes primarios del 

cuerpo humano presentes en todo individuo en mayor o menorgrado creó el término 

somatotipo, el cual expresaría la cuantificación de estos componentes primarios cuya 

magnitud dependería del desarrollo alcanzado por las tres capas embrionarias conocidas 

como endodermo, mesodermo y ectodermo. Para todo esto creó una técnica fotográfica 

que correspondía al análisis de fotos tomadas en tres planos diferentes las cuales eran 

comparadas con fotos modelos. 

1.4 Definiciones y conceptualización del somatoti

po 

Definición 1.1. 

l. Endomorfia (Primer componente). Se origina del endodermo, que en el embrión 

origina el tubo digestivo y sus sistemas auxiliares. Indica predominio del sistema 

vegetativo y tendencia a la obesidad. Los endomorfos se caracterizan por su bajo 

peso específico. Su masa es flácida y sus formas redondeadas. 

2. Mesomorfia (Segundo componente). Se refiere al predominio en la economía 

orgánica de los tejidos que derivan de la capa mesodérmica embrionaria: hue

sos, músculos y tejido conjuntivo. Los individuos mesodermos, por presentar en 

comparación con los anteriores una mayor masa músculo - esquelética tienen un 

mayor peso específico. 
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3. Ectomorfia (Tercer componente). Presenta un predominio de formas lineales y 

frágiles, así como una mayor superficie en relación a la masa corporal. Los tejidos 

que predominan son los derivados de la capa ectodérmica. Poseen un alto índice 

ponderal. 

1.4.1 Operacionalización conceptual de las variables - calculo 

de los componentes somatotipicos 

1.4.1.1 Cálculo del primer componente: endomorfia 

Haciendo endomorfía = endo 

"""" 170.18 endo = 0.7182 + 0.1451 * ~ PC- 0.00068 * L PC2 + 0.0000014 * L PC3 * T . , 

donde: 
E PC sumatoria de pliegues (tricipital, sub-escapular y supra-iliaco), 

T talla 

1.4.1.2 Cálculo del segundo componente: mesomorfia 

mesomorfia = 0.858 * dh + 0.601 * df + 0.188 * pbc + 0.161 * ppc- h * 0.131 + 4.5, 

dónde: 
dh Diámetro de húmero, 

df Diámetro fémur, 

pbc Perímetro de brazo corregido, 

ppc Perímetro de pantorrilla corregido. 

Para realizar las correcciones de los perímetros del brazo y pantorrilla se utiliza el 

siguiente procedimiento: 

pbc =perímetro del brazo -(pliegue tricipital/10) 

ppc =perímetro de la pantorrilla- (pliegue de pantorrilla/lO) 

13 



1.4.1.3 Calculo del tercer Componente: ectomorfia 

Para el cálculo de la ectomorfía, en primer lugar se determina el valor del Indice 

Ponderal (I.P): 

!.P.= estatura/(peso)113 

• Si !.P. ~ 40.75 entonces: 

Ectomorfia = (0.732 * I.P)- 25.58 

• Si 38.25 <!.P. < 40.75, entonces: 

Ectomorfia = (0.463 * I.P)- 17.63 

• Si el !.P. :$ 38.25, entonces: 

Ectomorfia = 0.1 

1.4.1.4 Calculo de las coordenadas del somatotipo 

Se determina mediante la intersección de los puntos X -e Y .en la somatocarta, sobre 

una base de coordenadas cartesianas. 

X=lll-1 

Y = 2 * 1 I - (I + I I !) 

dónde: 
I primer componente endomorfia 

I I segundo componente mesomorfia 

I I I tercer componente ectomorfia 

Una vez calculados los valores de cada uno de los componentes, se procede a situar 

un punto en el somatotipograma (somatocarta), que es un gráfico formado por un 

triángulo de lados curvos, diseñado por Reauleaux y utilizado más tarde por Sheldon 
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en 1954 (ver Figura 1.1). El triángulo está dividido por tres ejes que se cruzan en el 

centro, formando ángulos de 120 grados. Cada uno de estos ejes representa uno de los 

componentes estudiados, siendo el mesomorfo el que está situado en la parte superior, 

~1· endo:morfo a la izquierda y el ectomorfo a la derecha. Cada uno de los vértices del 

triángulo representa un somatotipo (ver Figura 1.2). 

Figura 1.1: Esto es el somatotipo de los atletas con síndrome de down, fuente propia 

Los somatotipos son clasificados en trece categorías o tipos [7] 

l. Endomorfo balanceado: predominio del endomorfismo y los otros dos componen

tes no difieren. 

2. Endomorfo-mesomórfico: el endomorfismo es dominante, pero el mesomorfismo 

es mayor que el ectomorfismo. 

3. Endomorfo-mesomorfo: el endomorfismo y mesomorfismo son similares, siendo 

m~nor el ectomorfismo. 
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Figura 1.2: Cuadro explicativo de somatocarta 

4. Mesomorfo-endomórfico: el mesomorfismo es dominante y el endomorfismo es 

mayor que el ectomorfismo. 

5. Mesomorfo-balanceado: el mesomorfismo es dominante y similar a los otros dos 

componentes, 

6. Mesomorfo-ectomórfico: el mesomorfismo predomina sobre el ectomorfismo y este 

a su vez es mayor que el endomorfismo. 

7. Ectomorfo-mesomorfo: ectomorfismo y mesomorfismo son iguales, pero mayores 

que el endomorfismo. 

8. Ectomorfo-mesomórfico: el ectomorfismo es dominante y el mesomorfismo es ma

yor que el endomorfismo. 

9. Ectomorfo-balanceado: el ectomorfismo predomina sobre los componentes endo 

y mesomorficos. 
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10. Ectomorfo-endomórfico: ectomorfismo dominante y endomorfismo mayor que me

somorfismo. 

11. Ectomorfo-endomorfo: ectomorfismo y endomorfismo con valores similares y ma

yores que el mesomorfismo. 

12. Endomorfo-Ectomórfico: endomorfismo y ectomorfismo iguales pero mayores que 

el mesomorfismo. 

13. Central: ningún componente difiere en más de una unidad con respecto a los 

otros dos. 

Las características físico- corporales de cada tipo, están determinadas por la pre

dominancia de los componente y su interrelación. 

Las personas con síndrome de Down, tienen tendencia congénita a la endomorfía, 

es decir predominio del componente endomórfico sobre el mesomórfico y ambos arriba 

del ectomórfico; con ligera variación por género (ver Figura 1.3). 

1.4.2 Síndrome de Down 

El síndrome de Down es una afección debida a que el bebé nace con un cromosoma 

extra. Los cromosomas son pequeños "paquetes" de genes en el organismo que de

terminan durante el embarazo la manera en que se formará el bebé y las funciones 

que tendrá su cuerpo durante la gestación y después de que nazca. Por lo general, 

los bebés nacen con 46 cromosomas, pero los bebés con síndrome de Down tienen una 

copia extra de uno de estos cromosomas (ver Figura 1.4). Esta copia extra altera el 

desarrollo normal del cuerpo y el cerebro y ocasiona problemas físicos y mentales en el 

bebé. 

Aun cuando las personas con síndrome de Down tienen algunas características físi

cas y mentales comunes, los síntomas pueden ser de leves a graves. Por lo general, las 

personas con síndrome de Down presentan un desarrollo físico y mental más lento que 
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Figura 1.3: Descripción 
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Figura 1.4: Cuadro explicativo del cromosoma del síndrome de down 

.las demás personas. Algunos signos físicos comunes del síndrome de Down consisten 

en: 
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• cara achatada y ojos ligeramente rasgados hacia arriba, 

• cuello corto, 

• orejas pequeñas y lengua larga, 

• manchas blancas diminutas en el iris del ojo (la parte coloreada), 

• manos y pies pequeños, 

• un solo pliegue en la palma de la mano, 

• dedos meñiques pequeños y a veces encorvados hacia el pulgar, 

• débil tono muscular o ligamentos flojos (ver Figura 1.5). 

Figura 1.5: Atletas en olimpiadas de gimnasia 

¿Qué problemas presentan los bebés con síndrome de Down? 

Los bebés y adultos con síndrome de Down pueden tener problemas físicos así como 

discapacidades mentales. Todo los bebés nacidos con síndrome de Down son distintos. 

Además de los signos físicos, algunos pueden sufrir de defectos de nacimiento graves 

u otros problemas médicos. Sin embargo, muchos bebés con síndrome de Down llegan 
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a la edad adulta felices y con una vida productiva. Aún así, hay algunos problemas 

físicos asociados al síndrome de Down: 

• Defectos de nacimiento en el corazón. 

• Problemas estomacales, como obstrucción en el intestino delgado. 

• Enfermedad celiaca, un problema digestivo que daña el intestino delgado impi

diendo la buena absorción de los nutrientes. 

• Problemas de memoria, concentración y juicio, a menudo llamados demencia 

Problemas auditivos. 

• Problemas en los ojos, como cataratas y dificultad para ver objetos cercanos 

(hipermetropía). 

• Problemas de la glándula tiroides. 

• Problemas en el esqueleto. 

U na persona con síndrome de Down puede tener un coeficiente intelectual ( CI) de 

leve a moderado dentro del rango de las discapacidades intelectuales. También puede 

tener retrasos del lenguaje y dificultad de coordinación física. 

¿Qué causa el síndrome de Down? 

Para comprender el síndrome de Down, es necesario conocer la forma en que se desa

rrolla el bebé. Todos los bebés comienzan a formarse cuando reciben 23 cromosomas 

del óvulo de la madre y 23 cromosomas del espermatozoide del padre. El síndrome 

de Down ocurre por un error originado en el óvulo o el espermatozoide. Este error 

causa un cromosoma extra (también llamado cromosoma número 21) en el óvulo o el 

espermatozoide, de manera que el bebé recibe 24 en lugar de 23 pares de cromosomas 

de uno de sus padres. Por lo tanto, el bebé tendrá 4 7 cromosomas en cada célula de su 

cuerpo, en lugar de 46. Este cromosoma extra causa los signos físicos y otros problemas 
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que se presentan en las personas con síndrome de Down. Todavía no se conocen las 

causas de los errores que producen un cromosoma extra. 

Hasta ahora, solo se ha demostrado que la edad de la madre es un factor que 

aumenta el riesgo de tener un bebé con síndrome de Down. Este riesgo aumenta con 

cada año que pasa, especialmente después de que la madre tiene 35 años de edad. Sin 

embargo, dado que las mujeres jóvenes son más' propensas a tener bebés que las mujeres 

mayores, el 80 por ciento de los bebés con síndrome de Down nace de mujeres menores 

de 35 años de edad. 

l. El número de bebés con síndrome de Down parece estar aumentando, especial

mente los nacidos de mujeres mayores de 35 años de edad. 

2. Algunos factores parecen afectar el tiempo que vivirá una persona con síndrome 

de Down, como su raza o grupo étnico, si tuvo bajo peso al nacer y si nació con 

un defecto del corazón. 

3. Las tasas de mortalidad de bebés negros o afroamericanos con síndrome de Down 

parecen ser más altas que las de los bebés blancos con síndrome de Down. 

¿Se puede prevenir el síndrome de Down? 

No se sabe de qué manera se puede prevenir el síndrome de Down. Sin embargo, los 

bebés y niños con síndrome de Down a menudo se beneficiarán de programas especiales 

para ayudarles a mejorar sus limitaciones físicas y mentales. Estos programas pueden 

incluir terapia del lenguaje, terapia ocupacional y ejercicios de coordinación física. 

Los niños con síndrome de Down también necesitan a menudo asistencia o atención 

adicional en la escuela. 

Si bien a la fecha no hay forma de prevenir el síndrome de Down, la mujer puede 

tomar medidas antes y durante el embarazo para tener un embarazo saludable. Estas 

medidas incluyen tomar todos los días multivitaminas con ácido fólico ( 400 microgra

mos), no fumar ni tomar alcohol durante el embarazo. 
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Capítulo 2 

Conceptos matemáticos 

2.1 Matrices y determinantes 

Definición 2.1. Una matriz es un ordenamiento rectangular de números (JR ó C) 

dispuestos en filas y columnas. 

Ejemplo 2.1. 

[1 2] ; [15 J2 o] 
o 1 -1 ~ 1 

Definición 2.2. Matriz diagonal, es una matriz cuadrada, donde todos sus elementos 

que no pertenecen a la diagonal principal son ceros. 

Notación: A= [aij]mxn es una matriz diagonal si aii =O para í f. j. 

Ejemplo 2.2. 

3 o o 
a= O -5 O 

o o 11 

Definición 2.3. Matriz escalar, es una matriz diagonal en la que todos los elementos 

de su diagonal principal son iguales. 
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Notación: A= [aiilmxn es una matriz escalar si aii = O para i =/= j y aii = e para 

i = j, e una constante 

Ejemplo 2.3. 

B=[v'3 °] o v'3 

Definición 2.4. Matriz identidad, es una matriz escalar en la que cada elemento de la 

diagonal es igual a la unidad 

Notación: A la matriz identidad se le denota por In. 

Definición 2.5. Matriz fila, es aquella matriz de orden 1 x n, es decir una matriz que 

posee una sola fila. 

Ejemplo 2.4. 

A= [1 O -8] , 
lx3 

B = [6 -5 2 -9] 
lx4 

Definición 2.6. Matriz columna, es una matriz de orden m x 1, es decir aquella que 

posee una sola columna 

Definición 2. 7. Una matriz B es la matriz transpuesta de una matriz A de orden 

m x n si las filas de B son columnas de A y las columnas de B son filas de A en el 

mismo orden. 

Notación: B = At 

Observación 2.1. aii = a~j· 

Ejemplo 2.5. 

: :] entonces At = 

2x3 
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Propiedades de la matriz transpuesta: 

Sean A y B matrices cuyas transpuestas son respectivamente At y Bt, k pertenece a 

R 

1. (At)t =A. 

2. (A+ B)t = At + Bt. 

3. (kA)t = kAt. 

4. (A X BY = Bt X At 

Definición 2.8. Matriz simétrica, es toda matriz cuadrada A que cumple con la con

dición: A = At 

Notación: 

Ejemplo 2.6. 

3 -7 2 

A= O 6 5 

o o 2 

Definición 2.9. Matriz triangular inferior, es una matriz cuadrada cuyos elementos 

situados sobre la diagonal principal son ceros. 

Notación: A= [aii]n es una matriz T.I., si aii =O para i < j. 

Ejemplo 2.7. 

5 o o 
A= 6 -3 O 

-1 2 6 

Definición 2.10. Matriz idempotente, es una matriz cuadrada A que cumple la con

dición: A2 =A. 
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Ejemplo 2.8. l. A= l =} 12 =l. 

2 -2 -4 

2. A= -1 3 4 

1 -2 -3 

2.1.1 Inversa de una matriz 

Definición 2.11. Sea A una matriz cuadrada y si existe una matriz cuadrada B tal 

que AB = BA = l entonces B se llama inversa de A y se dice que A es inversible. 

Notación: B = A-1 

Ejemplo 2.9. Sean 

[1 2] [ 5 -2] A= yB= 
2 5 -2 1 

como AB = BA = 12 entonces B = A-1
• 

Ejemplo 2.10. La matriz 

A= [~ :] 

no tiene inversa. 

Teorema 2.1. Si una matriz cuadrada es inversible, entonces su inversa es única. 

Prueba. Por contradicción, supongamos que tengamos la matriz cuadrada A que es 

inversible, y asumamos que A tiene dos inversas By C tal que B =f. C, o sea AB = 

BA = l yAC= CA= l. 

También 
C(AB) =Cl=C 

C(AB) = (CA)B =lB= B 
}~B=C 

lo cual es una contradicción. o 

Teorema 2.2. Si A y B son matrices inversibles del mismo orden, entonces 
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l. A-1 es inversible y (A-1)-1 =A. 

2. An es inversible y (An)-1 = (A - 1 )n para n = O, 1, 2, .... 

3. Par cualquier escalar diferente de cero k, kA es inversibley 

Definición 2.12. Determinante es un número real o escalar asociado a una matriz 

cuadrada. 

Notación: Sea A= [aij]n entonces 

IAI = D(A) = det(A) =determinante de A de orden n. 

2.1.2 Rango de una matriz 

Dada una matriz A de orden m x n, es posible elegir submatrices cuadradas de orden 

k, las cuales están contenidas ~n A. 

Definición 2.13. El rango de una matriz A de orden m x n es el orden de la submatriz 

cuadrada más grande contenida en A, cuyo determinante es no nulo y se denota por 

r(A) = rango de A. 

Observación 2.2. 

l. De la definición vemos que si rango de A = b, entonces r(A) ~ min{ m, n }, donde 

A es de orden m x n. 

2. Para calcular el rango de A, basta que entre todas sus submatrices cuadradas 

más grandes, encontremos una que tenga su determinante no nulo. Si este no 

fuera el caso, continuamos con las submatrices cuadradas de orden inferior. 
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2.1.3 Sistema de ecuaciones lineales 

El sistema de ecuaciones lineales con m ecuaciones Y. n incógnitas 

(2.1) 

es equivalente a la ecuación matricial 

X¡ 

(2.2) 

aml am2 · · · amn Xn bm 

o simplemente Ax = B, donde A es de orden m x n, X den x 1 y B de m x l. 

Observación 2.3. 

l. Como (2.1) es equivalente a (2.2), entonces toda solución de (2.2) es solución de 

(2.1) y viceversa. 

2. Una solución del sistema es una n-upla cualquiera de números (x1, x2, ••. , Xn) 

para los que se satisfacen todas las ecuaciones. 

3. La matriz A se llama matriz de los coeficientes del sistema 

4. La matriz Aa = [AIB] de orden m x (n + 1) se llama la matriz aumentada o 

ampliada del sistema. 

5. En la solución del sistema (2.2) se pueden presentar tres casos: 

(a) Que el sistema tenga solución única (consistente determinado). 

(b) Que el sistema tenga infinitas soluciones (consistente indeterminado). 

(e) Que el sistema no tenga solución (inconsistente). 

Ejemplo 2.11. Estos tres casos podemos observarlos en un sistema de dos ecuaciones 

con dos incógnitas. 
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Dadas 

y 

L1 : a1x1 + b1x2 = -c1 donde a1 -:f:. O ó b1 -:f:. O 

y 

X X 
solución única · infinitas soluciones 

y 

X 
ninguna. solución 

Figura 2.1: sistema de dos ecuaciones con dos incognitas 

2.1.4 Solución de un sistema den ecuaciones con n incógnitas 

Si tenemos las siguientes ecuaciones 

es equivalente 

{2.3) 

2.1.5 Inversión de matrices 

Del sistema 2.3, siendo IAI #O, entonces A es inversible y exi~te A-I, por lo tanto 

que nos da el valor de las n incógnitas del sistema. 
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Ejemplo 2.12. Resolver el sistema 

x+y+2z - 9 

2x + 4y- 3z - 1 

3x + 6y- 5z - o 

Solución: 

1 1 2 

A= 2 4 -3 

3 6 -5 

y IAI = -1. También 

2 -17 11 9 

A-1 = -1 11 -7 ' B= 1 

o 3 -2 o 

luego 

1 

X= 2 , 

3 

entonces: x = 1, y= 2 z = 3 

2.1.6 Sistemas homogéneos de ecuaciones lineales 

Se llama sistema homogéneo de ecuaciones lineales al sistema de la forma 

AX=O. 

Es decir, 
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Los sistemas homogéneos siempre tienen solución: 

l. solución trivial: x1 = O, x2 = O, ... , Xn = O, 

2. solución no trivial: admite un número infinito de soluciones. 

Ejemplo 2.13. 

llevando a la escalonada 

x+y+z - O 

2x+4y- z - O 

3x+2y+2z - O 

1 1 1 1 1 -1 

A= 2 4 -1 "' O 1 -1 

3 2 2 o o 1 

r(A) = 3, entonces la solución es única: x = O, y = O, z = O. 

2. 2 Espacios vectoriales 

Sea V un conjunto sobre el que están definidas una ley de composición interna + y una 

composición externa, con dominio de operadores en un cuerpo OC. 

Se dice que (V,+,.) es una espacio vectorial sobre OC si: 

• (V, +) es un grupo abeliano, es decir se cumplen las propiedades 

- Asociativa: 

Vu, v, w E V, (u+ v) + w =u+ (v + w). 

- Existe elemento neutro. 

:3 O E V tal que O + u :.__ u + O = u, u E V. 
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- Existen elementos simétricos: 

\;:fu E V,3(-u) E V tal que u+ (-u)= (-u)+ (u)= O. 

- Conmutativa: 

\;:/ u, V E V, U + V = V + U. 

• Ley de composición externa, esto es, cumple las propiedades 

\;:/).., J-l E lK, \;:fu E V, (>-. + p).u =>-..u+ J-l~U. 

\;/).. E K, 'Vp, vE V, >-.(p + v) = >-..p + >-..v 

\;:/).., J-L E lK, \;:fu E V, >-..(p.u) = (>-..p).u 

u E V, l.u =u 

Los elementos de JI{ se llaman escalares. Los de V, vectores 

Propiedades 

En las siguientes propiedades, supongamos que u,v son elementos de un espacio vecto

rial V y que ).., J-l son escalares cualesquiera. 

l. O.u =O. 

2. >-..o =O. 

3. Si >-..u = O entonces ).. = O o u = O. 

4. Si).. E JI{ entonces -(>-..u)= (->-.).u=>-..( -u). 

5. Si >-..u= p.u y u=/=- O, entonces)..= p. 
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6. Si .A.u = .A.v y .A =1= O, entonces u= v. 

Prueba. 

l. Si.A E K, .A. u= (.A+ O).u = .A.u + O.u ~O. u= O. 

2. Siu E V, .A.u = .A(u.O) = .A.u + .A.O ~ .A.O =O. 

3. Supongamos que .A. u= O y .A =1= O. Entonces sera .A - 1(.A.u) =O, luego (.A-1.A).u = 

l.u =O, es decir u= O. 

4 . .A E K, u E V. 

5. Sea 

(a) .A. u+ (-.A). u= (.A+ ( -.A)).u = O.u =O~ -.A. u= ( -.A).u. 

(b) .A. u+ .A.( -u) =.A.( u+ (-u))= .A.O =O=> -.A.u =.A( -u). 

6. Si .A, J-l E K son tales que .A. u = J-l.U, entonces .A. u- J-t.U = O. Por la propiedad 

distributiva, se tiene (.A - J-t).u = O, de donde, por ser u =1= O, se deduce que 

.A- J-l =O, es decir, .A= f-l· 

o 

2.2.1 Vectores en ]Rn 

El conjunto de todas las n-uplas de números reales, denotado por ~n, se llama un 

n-espacio. En particular una n-upla en ~n, digamos 

se llama un punto o un vector; los números reales ui, se llaman las componentes (o 

coordenadas ) del vector U. 

Teorema 2.3. Para todo vector u, v y w E ~n y todo escalar k y k' E ~: 

l. (u+v)+w=u+(v+w) 
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2. u+O =u 

3. u+ (-u)= O 

4. u+v = v+u. 

5. k(u+v)=ku+kv 

6. (k+ k')u = ku + k'u 

7. (kk')u = k(k'u) 

8. lu= u 

2.2.2 Subespacios 

Definición 2.14. Un subconjunto W de un espacio vectorial E es un subespacio de 

E, si W es a sí mismo un espacio vectorial bajo la adición y multiplicación escalar 

definidas sobre E. 

Teorema 2.4. Si W es un conjunto de uno o más vectores de un espacio vectorial E, 

entonces W es un subespacio de E si y sólo si se cumplen las condiciones siguientes: 

l. Si u y v son vectores en W, entonces u+ v está en W. 

2. Si k es un escalar cualquiera y u es cualquier vector en W, entonces ku está en 

w. 

Prueba. =>) Si W es un subespacio de E, entonces se satisfacen todos los axiomas de 

los espacios vectoriales, en particular, se cumplen los axiomas 1 y 6. Pero éstas son 

precisamente las condiciones a) y b). 

-{:::::) Supóngase que se cumplen las condiciones a) y b), como éstas condiciones son los 

axiomas 1 y 6 de los espacios vectoriales sólo se necesita demostrar que W satisface los 

ocho axiomas restantes. Los axiomas 2,5,7,8,9 y 10 son satisfechos automáticamente 

por los vectores en W, dado que son satisfechos por todos los vectores en E. Por 
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lo tanto, para completar la demostración basta verificar que los axiomas 4 y 3 son 

satisfechos por W. 

Sea u cualquier vector en W. Por la condición b), ku está en W para todo escalar 

k. Al hacer k = O, se deduce que Ou = () está en W, y al hacer k = -1, se concluye 

que (-l)u =-u está en W. O 

Observación 2.4. Todo espacio vectorial E tiene al menos dos subespacios. El propio 

E es un subespacio y el conjunto {O} que sólo consta del vector cero en E es otro 

subespacio denominado subespacio cero. 

Definición 2.15. Se dice que un vector es una combinación lineal de los vectores 

v1 , v2 , ... , Vr si se puede expresar en la forma 

en donde k1 , k2 , ••• , kr son escalares 

Definición 2.16. Si V¡, v2 , ••• , Vr son vectores en un espacio vectorial V y si todo 

vector en V es expresable como una combinación lineal de V¡, v2 , ••• , Vn entonces se 

dice que estos vectores generan a V. 

Teorema 2.5. Si {V¡, v2 , ••• , Vr} son vectores en un espacio vectorial V, entonces: 

l. El conjunto W de todas las combinaciones lineales de V¡, v2 , ••• , Vr es un subes

pacio de V. 

2. W es el subespacio más pequeño de V que contiene a { v1 , v2 , ••• , Vr }, en el sen

tido de que cualquier otro subespacio de V que contenga a {V¡, v2 , .•. , Vr} debe 

contener a W. 

Prueba. 

l. Para demostrar que W es un subespacio de V, debe probarse que es cerrado bajo 

la adición y la multiplicación escalar. 
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Si u y v son vectores en W, entonces 

U= C¡V¡ + C2V2 + · · · + CrVr 1 

V= k¡ V¡+ k2v2 + · · · + krVn 

en donde, e¡, c2 , .•. , e;., k 11 k 2 , ••. , kr son escalares. Por lo tanto, 

y para cualquier escalar k, 

Así entonces, u+ v y ku son combinaciones lineales de V¡, v 2, ... , Vr y, como 

consecuencia, están en W; por consiguiente, W es cerrado bajo la adición y 

multiplicación escalar. 

2. Cada vector vi es una combinación lineal de v1 , v 2, ... , Vr, puesto que es posible 

escribir, 

vi = ÜV¡ + Ov2 + · · · + 1 Vi + · · · + Ovr. 

Por lo tanto, el subespacio W contiene a cada uno de los vectores v11 v2 , •.• , Vr· 

Sea W' cualquier otro subespacio que contenga a v1 , v2 , ••• , Vr· Dado que W' es 

cerrado bajo la adición y multiplicación escalar, debe contener todas las combi

naciones lineales 

Por lo tanto, W' contiene a cada vector de W. 

o 

El espacio lineal W generado por un conjunto de vectores S = { v1 , v2, ••• , Vr} se 

denota por lin(S) o bien, lin{ v1 , v2, ... , Vr }. 
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2.2.3 Dependencia e independencia lineal 

Si S = { v1, v2, ... , Vr} es un conjunto de vectores del espacio vectorial V, entonces la 

ecuación vectorial 

tiene al menos una solución, a saber, 

k¡ = O, k2 = O, ... , kr = O 

Si esta es la única solución, entonces S recibe el nombre de conjunto linealmente in

dependiente (L.I.). Si hay otras soluciones entonces se dice que S es un conjunto 

linealmente dependiente (L.D.). 

Teorema 2.6. Sea S = {V¡, v 2, . •. , Vr} un conjunto de vectores en JRn. Si r > n, 

entonces S es linealmente dependiente. 

Prueba. Supóngase que 

Considérese la ecuación 

V¡ - (vu, V12, ... , V¡n) 

V2 - (v21,v22, •.. ,v2n) 

k¡ V¡+ k2V2 + · · · + krVr = (} 

igualando componentes se obtiene el sistema 

Vuk¡ + V21k2 + · · · + Vrlkr - O 

V¡2k1 + V22k2 + · · · + Vr2kr - O 
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Este es un sistema homogéneo den ecuaciones en las r incógnitask1 , ... , kr. Supuesto 

que r > n, se tiene que el sistema tiene soluciones no triviales (es decir algún o algunos 

ki son diferentes de cero). Por lo tanto, S = { v1, v2, ••• , Vr} es un conjunto linealmente 

dependiente. O 

En particular, en este teorema se afirma que un conjunto en JR2 , con más de dos 

vectores, es linealmente dependiente y que un conjunto en n:t3 , con más de tres vectores, 

es linealmente dependiente. 

2.2.4 Base y dimensión 

Definición 2.17. Si V es cualquier espacio vectorial y S = { v11 v2 , ••• , Vr} es un 

conjunto finito de vectores en V, entonces S se denomina base para V si: 

l. S es linealmente independiente. 

2. S genera a V 

Teorema 2.7. Si S= { v1, v2 , ... , vn} es una base para un espacio vectorial V, entonces 

todo conjunto con más de n vectores es linealmente independiente. 

Prueba. Sea S' = { w1 , w2 , ••. , wm} cualquier conjunto de m vectores en V, en donde 

m > n. Se desea demostrar que S' es linealmente dependiente. Supuesto que S = 

{ v1, v2 , ••. , vn} es una base, cada wi se puede expresar como una combinación lineal de 

los vectores en S, por ejemplo, 

W¡ - auV¡ + a21V2 + · · · + anlVn 

(2.4) 

Para demostrar que S' es linealmente dependiente, se deben hallar los escalares 

k1 , k2 , ••• , km, no todos ceros, tales que 

(2.5) 
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Al aplicar las Ecuaciones (2.4) en (2.5) se obtiene: 

k1a11 + k2a12 + · · · + kmalmVl 

+ k1a21 + k2a22 + · · · + kma2mV2 

Por lo tanto, el problema de probar que S' es un conjunto linealmente dependiente se 

reduce a demostrar que existen k11 k2, .•. , km, no todos cero, que satisfacen 

auk1 + a12k2 + · · · + a1mkm O 

a21k1 + a22k2 + · · · + a2mkm - O 

Entonces la demostración queda completa. 

(2.6) 

D 

Teorema 2.8. Dos bases cualesquiera para un espacio de dimensión finita tiene el 

mismo número de vectores. 

Prueba. Sean S= { v11 v2 , ... , vn} y S'= { w1, w2 , .•. , wm} dos bases para un espacio 

vectorial de dimensión finita V. Dado que S es una base y S' es un conjunto linealmente 

independiente, el Teorema 2.7 implica que m~ n. De modo análogo, dado que S' es 

una base y S es l.i., también se tienen~ m. Por tanto, m= n. D 

Ejemplo 2.14. La base estándar para Pn contienen+ 1 vectores; así entonces, toda 

base para Pn contiene n + 1 vectores. 

Definición 2.18. La dimensión de un espacio vectorial de dimensión finita V se define 

como .el número de vectores en una base para V. Además, por definición, el espacio 

vectorial cero tiene dimensión cero. 
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Notación: dim(V) =#de vectores de la base de V. 

Ejemplo 2.15. IRn es un espacio vectorial de dimensión n y Pn es un espacio vectorial 

de dimensión n + l. 

Teorema 2.9. 

l. Si S = {VI, v2, ... , Vn} es un conjunto de n vectores linealmente independiente en 

un espacio vectorial V de dimensión n, entonces S es una base para V. 

2. Si S = {VI, v2, ... , Vn} es un conjunto de n vectores que generan un espacio 

vectorial V de dimensión n, entonces S es una base para V. 

3. Si S = { v1, v2 , ••. , Vr} es un conjunto linealmente independiente en un espa

cio vectorial V de dimensión n y r < n, entonces se puede agrandar S hasta 

formar una base para V; es decir, existen los vectores Vr+b ... , Vn tales que 

{ v 11 v2 , •.. , Vn Vr+b ... , vn} es una base para V. 

2.3 Espacios con producto interno 

Definición 2.19. Un producto interno en un espacio vectorial E es una función Ex 

E-+ IR, que a cada para de vectores u, vE E le asigna un número real (u, v), llamado 

producto interno de u por v, de modo que sean válidas las siguientes propiedades, para 

cualquiera u, u', v, v' E E y a E IR: 

l. (u+ u', v) - (u, v) +(u', v), 

(u, v + v') - (u, v) +(u, v'), 

2. (u, v) = (v, u). 

(au, v) =a( u, v), 

(u, av) = a(u, v) 

3. (u, u) >O si u=/= O y (u, u)= O si y sólo si u= O. 

El espacio vectorial E con un producto interno se llama un espacio con producto 

interno. 
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Ejemplo 2.16. Probar que (0, v) =O= (v, O) para todo vE E. 

Como (O,v) = (O+O,v) = (O,v) + (O,v) Vv E E, entonces (O,v) = (v,O) =O para 

todo vE E. 

Resulta de 3), que si (u, v) =O para todo v E E entonces u= O. En efecto, si fuera 

u# O, tendríamos (u, v) # O por lo menos cuando v = u. 

Se sigue de esta observación que si u, u' E E son vectores tales que (u, v) = (u', v) 

para todo vE E, entonces u= u'. En efecto, esto implica que (u- u', v) =O para todo 

v E E, luego u - u' = O de donde u = u'. 

Al número no negativo llull = v'(U:U} se le llama norma o longitud del vector u. 

Cuando llull = 1, se dice que u E E es un vector unitario. Todo vector u# O se 

escribe como u= llull-u', donde u' es un vector unitario. Basta poner 

1 1 
u= llull.u 

Teorema 2.10 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea un espacio vectorial E, enton-

ces para cualesquiera u, v E E, se tiene 

l(u,v)l::; llull.llvll 

Como una aplicación del teorema anterior tenemos 

Teorema 2.11. En un espacio vectorial con producto interno, la norma satisface la 

desigualdad triangular 

Prueba. Como sólo intervienen números no negativos, basta demostrar que 

En efecto, 

llu+vll 2 =(u+v,u+v) 

=llull2 + llvll2 + 2(u, v) 

::;l!ull2 + llvll2 + 2llullllvll 

=(llull + llvll? 
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Corolario 2.1. La igualdad llu +vil = llull + llvll se cumple sólo cuando uno de los 

vectores u, v es un múltiplo no negativo del otro. 

Prueba. En efecto, por el argumento anterior, 

llu +vil = llull + llvll 

se cumple si (u, v) = llullllvll, lo que es evidente si u = O e implica v = au cuando 

u=/= O. En este caso, llullllvll = (u, v) = a(u, u)= allull 2
, luego a~ O. o 

Ejemplo 2.17. Sean f y g dos funciones reales continuas definidas en el intervalo 

O ~ t ~ l. Entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 

Definición 2.20. Si E es un espacio vectorial real con producto interno, entonces el 

ángulo (} entre los vectores es diferente de cero u, v E E está definido por 

(u,v) 
cosO= llullllvll 

Definición 2.21. Sea E un espacio vectorial con producto interno. Dos vectores 

u, v E E se llaman ortogonales (o perpendiculares), si (u, v) = O. Se escribe, u .l v. 

En particular, O es ortogonal a cualquier vector de E. 

Definición 2.22. Un conjunto X e E se llama ortogonal si dos vectores distintos 

cualesquiera en X son ortogonales. Si, además, todos los vectores de X son unitarios 

entonces X se llama un conjunto ortonormal. Por lo tanto, un conjunto X e E es 

ortonormal si y sólo si, dados u, v E X se tiene (u, v) = O si u =/= v y (u, v) = 1, si 

u=v. 

Definición 2.23. Una base ortonormal de E es una base de E el cual es un conjunto 

ortonormal 
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Teorema 2.12. En un espacio vectorial E con producto interno todo conjunto orto

gonal X de vectores no nulos es linealmente independiente. 

Prueba. Sea X= {v¡, ... ,vn}· Tenemos (vi, vi)= O si i =1 j. Si 

es una combinación lineal nula de esos vectores entonces, para cada i = 1, 2, ... , n, 

tomamos el producto interno de ambos miembros de esta igualdad por vi y resulta 

luego ai(vi, vi) = aíllvíll 2 =O pues todos los productos internos (vi, vi), con i =1 j, son 

nulos en razón de la ortogonalidad de X. Además, como los vectores pertenecientes 

al conjunto X son todos no nulos, resulta de aíllvíll 2 = O que ai = O. Así todos los 

coeficientes de la combinación lineal E aivi = O son iguales a cero y los vectores del 

conjunto X son, por lo tanto, linealmente independientes. O 

Teorema 2.13. En un espacio vectorial E con producto interno, sean u, v E E dos 

vectores ortogonales, entonces 

Prueba. Tenemos 

llu+vll2 
- (u+v,u+v) 

- (u, u(+2(u, v) + (v, v) 

- llull 2 + llvll 2 + 2(u, v) 

pero como u j_ v, entonces (u, v) =O. Por lo tanto 

o 
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Teorema 2.14. Sea E un espacio con producto interno, donde u, vE E, entonces 

1 1 
¡llu+vll2

- ¡llu-vll2 
= (u,v) 

Prueba. Como 

y 

entonces, 

(u,v) 

o 

Teorema 2.15. Sea V un espacio con producto interno y { v1, v2 , ... , Vr} un conjunto 

ortonormal de vectores en V. Si W denota el espacio generado por v¡, v2 , ••• , vr, 

entonces todo vector u en V se puede expresar en la forma 

U= W¡ +w2 

en donde w1 está en W y w2 es ortogonal a W al hacer 

y 
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2.3.1 Valores propios y vectores propios 

Definición 2.24. Sea A E M(n, n). El número A es llamado valor propio (valor 

característico o eigenvalor) de A si existe un vector x E llln no nulo tal que Ax = AX. 

En tal caso el vector x se llama vector propio (vector característico o eigenvector) 

correspondiente (o asociado) al valor propio A. 

Definición 2.25. Sea IT : V -+ V un operador lineal en el espacio vectorial V de 

dimensión n. El número A es llamado valor propio (valor característico o eigenvalor) 

de T si existe un vector v no nulo tal que T( v) = AV. En tal caso el vector v se le 

llama vector propio (vector característico o eigenvector) correspondiente (o asociado) 

al valor propio A. 

Proposición 2.1. Sea V un espacio vectorial de dimensión n y T: V-+ V un operador 

lineal de V. Si (3 = {V¡, v2, ... , Vn} es una base de V y sea A la matriz estándar de T 

con respecto a la base (3. Se tiene entonces que 

A es un valor propio de T {::} A es valor propio de A = [T].B 

Prueba. =>) Sea A un valor propio de T y que v E V un valor propio asociado a A 

entonces 

T(v) = .\v 

[T(v)].B = [.\v].B 

[T].B[v].B = .\[v].B 

Ax = .\x 

en donde x = [v].B, ,\es valor propio de A= [T].B y x = [v].B es un vector propio asociado 

a ,\ (obsérvese si v =/:- O entonces x =J. O). 

{=) Sea ,\ un valor propio de A = [T] .B y que x = ( c1, c2 , ..• , Cn) E Jlln es un vector 

propio asociado a.\, como (3 = {V¡, v2 , .•. , vn} es la base de V, entonces 
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entonces 

[TLs[v],a = A[v],a 

[Tv],a = [Av],a 

Tv=Av 

lo que muestra que A es un valor propio de T y v E V (que es no nulo) es un vector 

propio asociado a A. O 

Observación 2.5. Si A, BE M(n, n), recordemos que Bes semejante a A si existe P 

inversible tal que 

Si A es un valor propio de A entonces 3x E X,x =/=O (no nulo) tal que Ax = AX, ahora 

si Bes semejante a A, entonces existe P inversible tal que B = P-1AP, luego 

A - PBP-1 

(PBP-1)x - AX 

multiplicando por la izquierda por p-1 tenemos 

(BP-1 )x = AP-1x 

B(P-1)x = A(P-1x) 

como x =1= O y Pes inversible entonces Px =/=O, entonces A es valor propio de By p-lx 

es valor propio asociado a A. 

Prueba. En efecto, 

Ax = Al x => (Al - A )x = O 

como existe una solución distinta de la trivial, se tiene 

det(Al- A)= O 

o 
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Teorema 2.16. Si A E M(n, n) 

>. es valor propio de A{::} det(>.J- A) =O 

Ejemplo 2.18. Halle los valores propios de 

Solución 

Por Ruffini 

o 1 o 
A= O O 1 

4 -17 8 

>. -1 o 
det(>.J- A)= det O >. -1 

-4 17 >.- 8 

= >.(>.)(>.- 8) - 4 +O- [O+ O- 17>.] 

= >.3 - 8>.2 + 17>.- 4 

=0 

1 -8 17 -4 

4 4 -16 4 

1 -4 1 o 

>.2 
- 4>. + 1 = o 

-( -4) ± J( -4)2 - 4(1)(1) 
>. = 2(1) 

4 ± 2\1"3 
2 

= 2 + v'3, >. = 2 - v'3 
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2.3.2 Diagonalización de una matriz 

En esta sección se enfoca la atención a los siguientes problemas: 

Problema 1 Dado un operador lineal T : V --+ V sobre un espacio vectorial de dimen

sión finita ¿Existe una base para V respecto a la cual la matriz de T sea diagonal? 

Problema 2 Dado un operador lineal T : V --+ V sobre un espacio de producto 

interior de dimensión finita ¿Existe una base ortonormal para V con respecto a 

la cual la matriz T sea diagonal? 

Como A es la matriz estándar de T : V --+ V en alguna base entonces el Problema 

1 equivale a preguntar si existe un cambio de base tal que la nueva matriz para V sea 

diagonal, sabemos que la nueva matriz para T será p-1 AP donde P es la matriz de 

transición apropiada. Si V es un espacio vectorial con producto interno y las base son 

ortonormales entonces P será ortogonal. 

En resumen los problemas 1 y 2 se plantean matricialmente como: 

Problema 1 (forma matricial) Dada una matriz A cuadrada, ¿existe una matriz 

inversible P tal que p-1 AP sea diagonal? 

Problema 2 (forma matricial) Dada una matriz cuadrada A, ¿hay una matriz or

togonal P tal que p-1 AP = pT AP sea diagonal? 

Definición 2.26. Se dice que una matriz cuadrada A es diagonalizable si existe p-1 

tal que p-1 AP sea diagonal. 

Teorema 2.17. Si A E M(n, n) entonces las proposiciones son equivalentes 

l. A es diagonalizable. 

2. A tiene n eigenvectores linealmente independientes 
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Prueba. =}) Como A es diagonalizable, existe una matriz inversible 

Pu P12 Pln 

P= 
P21 P22 P2n 

tal que p-l AP = D, donde 

A¡ ....... o 
o A2 o 

D= 

o o An 

Por tanto AP = P D, es decir 

Pu p12 Pln A¡ ....... o 

AP= 
p21 p22 P2n o A2 o 

Pnl Pn2 Pnn o o An 

).¡Pu A2P12 AnPln 

A1P21 A2P22 AnP2n 
-

A1Pn1 A2Pn2 AnPnn 

Si ahora se denotan los vectores columnas de P por P1 , P2, ... , Pn entonces las columnas 

mismas de AP son A1P¡, A2P2, ... , AnPn, también podemos que las columnas de AP 

son AP¡, AP2, ... , APn, entonces 

AP1 = A¡P¡, Ag = A2P2, ... , APn = AnPn 

supuesto que P es inversible sus vectores columna son diferentes de cero, luego 

A¡, A2 , •.• , An son los eigenvalores de A y P¡, P2 , ••. , Pn son sus eigenvectores corres

pondientes ya que Pes inversible que P¡, P2 , ••• , Pn son l.i. 

~) o 
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2.3.3 Diagonalización ortogonal 

El problema de diagonalización de matrices simétricas siempre tiene solución. En otras 

palabras se mostrará que toda matriz simétrica es semejante a una matriz diagonal. 

Definición 2.27. Sea A E M(n, n). Se dice que A es una matriz diagonalizable 

ortogonalmente si existe P matriz ortogonal tal que p-1 AP = pT AP es una matriz 

diagonal. 

Proposición 2.2. Si A es diagonalizable ortogonalmente entonces A es simétrica. 

Prueba. En efecto, si A es diagonalizable ortogonalmente, existe P ortogonal tal que 

pT AP = D, D matriz diagonal simétrica, pT = p-1 , 

entonces 

por lo tanto 

AT = (PDPT)T 

= pTTflTpT 

=PDPT 

=A 

AT =A (A es simétrica) 

o 

Teorema 2.18. Si A es una matriz simétrica. Los valores propios de A son números 

reales. 

Prueba. Sea .A un valor propio cualquiera de A y sea x un vector propio asociado a >. 

digamos>.= a+ if3, a, f3 E lR se mostrará que f3 =O. 
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Obsérvese que el valor propio x siendo solución no trivial del sistema homogéneo 

(A - >..I)x = O tiene coordenadas complejas, es decir, x = (x1, x2, ... , Xn), x E C. Si 

Ax = >..x, entonces 

Ax - Xx 

Ax - Xx 

pues A es una matriz simétrica con elementos reales. Tomando transpuesta y el hecho 

que A es simétrica tenemos 

Al multiplicar por la izquierda por x y al usar Ax = >..x se tiene 

entonces 

(>..- 'X)xTx =O 

luego 

X¡ 

donde lxil denota el módulo complejo de xi, i E {1, 2, ... , n }. Como x =/= () (vector 

nulo), entonces 

entonces >.. = a E R 

>..-X - o 

>.. - X 

f3 o 
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Teorema 2.19. Sean .Ai y Aj dos valores propios distinto de la matriz simétrica A. Si 

Xi y Xj son vectores propios con valores propios .Ai y Aj respectivamente. entonces Xi 

es ortogonal a Xj, esto es (xi, xj) = O donde (·, ·) es el producto interno canónico de 

Jlln. 

Prueba. 

Tomando transpuesta: 

Al multiplicar por la izquierda por Xj 

x'!'Ax'-
% J 

entonces 

Obsérvese 

Se puede escribir 
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Corolario 2.2. Si A es una matriz simétrica de orden n, si A tiene n vectores propios 

distintos entonces A es diagonalizable ortogonalmente. 

Prueba. Sean Ai, i E { 1, 2, ... , n} valores propios distintos de A y sean xi sus vectores 

propios correspondientes a cada uno de estos valores propios. Sea 

{2.7) 

Se tiene que B = {x1, x2, ... , x - n} es una base ortonormal del teorema anterior y 

(2.7) y sea B' la base de ~n y P la matriz de cambio de B a B' y como B es l.i., 

entonces P tiene por vectores columna a x1, x2 , •.. , Xn y Pes ortogonal, por lo tanto 

p-1AP= pT AP = D 
' 

D diagonal. o 
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Capítulo 3 

Planteamiento del problema 

3.1 Determinación del Problema 

Se trata de encontrar un modelo de detección de talento deportivo en atletas Down 

en fase inicial, predecir mediante metodología científica las probabilidades del éxito 

deportivo. 

3.1.1 Formulación del Problema 

Me hago la siguiente pregunta, ¿Se podrá encontrar alguna metodología para detectar 

talentos en atletas Down? 

Entendiendo por talento "Los sujetos superdotados o talentosos son aquellos que, 

por sus habilidades extraordinarias, son capaces de altas realizaciones en áreas tales 

como la competencia intelectual general, aptitud académica, creatividad, liderazgo, 

competencia artística y competencia motriz", por lo que planteo el siguiente problema 

3.1.2 Problema General 

¿Cuáles son los factores principales para la detección del talento deportivo? 
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3.1.3 Problema Especifico 

l. ¿Cuál es la influencia del somatotipo en la detección del talento deportivo? 

2. ¿Cuál es la influencia de la clasificación en la detección de talentos deportivo? 

3.2 Objetivo de la investigación 

3.2.1 Objetivo General 

Establecer una metodología que relacione el análisis de componentes principales y el 

somatotipo 

3.2.2 Objetivo Especifico 

• Establecer los componentes principales en los atletas con síndrome de Down. 

• Establecer una clasificación a los atletas con síndrome de down en función a sus 

componentes principales 

3.2.2.1 Importancia de la Investigación 

La importancia de esta investigación es porque es la primera vez que en el país se hace 

este tipo de trabajo. 

3.2.2.2 Alcances de la Investigación 

este trabajo abre un nuevo camino en la detección de talentos deportivos 

3.2.2.3 Limitaciones de la Investigación 

Las límitaciones de este trabajo de investigación son muchos como por ejemplo: 

l. N o se cuenta con base de datos para poder hacer un trabajo comparativo y ver 

la tendencia. 
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2. La falta de profesionales con experiencia en el tema. 

3. La falta del análisis de la dieta de los atletas. 

4. El análisis del lactato de la sangre para tener mas variables de análisis. 

5. Los somatotipos de los atletas nacionales más representativos. 

3.3 Hipótesis General 

El análisis multidimensional relacionado con el somatotipo es una buena metodología 

como principal variable predictora en la detección de talento deportivo. 

3.4 Hipótesis Especifica 

l. El análisis multidimensional valida el somatotipo como herramienta para la de

tección del talento deportivo. 

2. Si se conoce las mediciones antropométricas de los atletas, se podrá predecir la 

clasificación del grupo con mayor probabilidad deportiva. 
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Capítulo 4 

Metodología 

Es un estudio de tipo observacional, comparativo, analítico y transversal 

• Estudio observacional: por que el investigador no ha manipulado las variables de 

estudio, sólo recolectó los datos necesarios, para analizarlos, tabularlos, descri

birlos e interpretarlos. 

• Estudio comparativo: Los datos obtenidos se compararon entre los subgrupos de 

cada grupo de análisis y, según se requirió. 

• Estudio analítico: Se analizó si es que hay evidencia estadísticamente signifi

cativa que demuestre la influencia de la variable independiente sobre las otras 

presentadas. 

• Estudio transversal: Mientras que la toma de datos (parte informativa) se efec

tuó una sola vez, las mediciones se realizaron en dos oportunidades consecutivas 

a cada sujeto de estudio, una por cada investigador; la segunda fue de control. 

4.1 Poblacion y muestra 

• Población: estuvo constituida por todas las personas con síndrome de Down que 

viven en Lima Metropolitana, de edades entre 12 y 36 años. 
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Muestra: formada por personas con súdrome de Down y que en todos los casos 

fueron alrededor del 90% de los sujetos que integraban el total de la población es

table de cada institución y que cumplían los criterios de inclusión. La muestra de 

este estudio fue elegida al azar entre todos los temporalmente presentes; por lo que 

se efectuó un muestreo estratificado; homogenizando por su característica principal 

(presentar síndrome de Down) además del género y la cantidad reportada de horas de 

entrenamiento semanal. Esto se llevó a cabo con todos aquellos que estuvieron en los di

ferentes clubes, colegios e instituciones especializadas a donde acudimos; además de las 

que participaron en las actividades competitivas y recreativas organizadas por "Olim

piadas Especiales" en la ciudad de Lima Metropolitana, en el período de enero-agosto 

del 2004. 

Al decir se evaluó antropometricamente; se refiere a que se hicierón las siguientes 

mediciones de acuerdo al protocolo de I.S.A.K (International Society for Advance of 

Kynantroprometric). La Sociedad Internacional para el A vanee de la Cineantropo

metría (ISAK) fue fundada como una organización de individuos cuya labor científica 

y profesional está relacionada con cineantropometría. 

El propósito de ISAK es crear y mantener una red internacional de colegas que 

representan a la comunidad geografía, trascendiendo mundo, la política y los límites 

de distintas disciplinas con el fin de establecer un área dinámica de la labor científica. 

Cineantropometría es el área de la ciencia que estudia la medición de la composición 

del cuerpo humano. Como resultado de los cambios en los estilos de vida, la nutrición, 

los niveles de actividad y composición étnica de las poblaciones, los cambios en la 

distribución de las dimensiones, están ocurriendo siempre. Cineantropometría es la 

interfaz entre la anatomía y el movimiento. Se toma la medición del cuerpo humano y 

determina que es la capacidad para la función y el movimiento en una gama de ajustes. 

ISAK ha elaborado normas internacionales para la evaluación antropométrica y 

un sistema internacional de acreditación de la antropometría (IAAS). El sistema de 

acreditación se basa en el concepto de una jerarquía de cuatro niveles. Un elemento 

clave en el que es el objetivo de garantizar la calidad de mantenimiento, al exigir que 
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todos los niveles tienen que cumplir error técnico inicial de la medición (TEM). 

También se utilizarón dos balanzas nuevas, calibradas, dos calibradores metricos, 

dos antropometros, dos calibradores de pliegues cutáneos y una cartilla para llenar los 

datos. 

4.1.1 Criterios de inclusión y exclusión 

• Criterios de inclusión: 

- Grupo A y B: damas y varones. 

- Atletas de diferentes disciplinas deportivas, que entrenan o participan en ac-

tividades deportivas y recreativas organizadas por la institución Olimpiadas 

Especiales u otras similares. 

- Personas con síndrome de Down, con actividad física programada (clases 

escolarizadas de educación física, sesiones de terapia o aprestamiento). 

- Personas con síndrome de Down entre los 12 y 36 años de edad. 

• Criterios de exclusión: 

- Personas con síndrome de Down con alteración funcional o problemas de 

salud evidente (constatado) que le impidan autonomía física y/ o motora. 

- Personas con síndrome de Down fuera del rango de 12 y 36 años de edad 

(edades límites; según datos oficiales de la Asociación de Olimpiadas Nacio

nales Especiales del Perú). 

4.2 Instrumentos y Escalas de Medición 

4.2.1 Modo de toma de medidas antropométricas 

l. Pliegues. Los pliegues cutáneos se forman por una capa de piel doble y la capa 

de tejido adiposo subyacente, sin el músculo. Se toman en una acción de pinza 
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Figura 4.1: Diagrama del procedimiento de mediciones. 

efectuada por el índice y el pulgar. Estos mantienen la acción durante todo el 

proceso de medición. Cada pliegue cutáneo se toma en un punto marcado y el 

adipómetro (ver Figuras 4.2 y 4.3) se aplica a un centímetro del punto de presión. 

Debe mantenerse el adipómetro en ángulo recto al eje longitudinal del pliegue. 

La lectura se efectúa después de liberar la palanca del adipómetro permitiendo 

que este ejecute toda la presión sobre el pliegue. La lectura se efectúa entre el 

segundo y cuarto segundo después de aplicar la presión 

2. Perímetros. miden el contorno del segmento corporal elegido. Se utilizó una 

cinta métrica (centímetro) con graduación hasta en milímetros. 

3. Diámetros. Son las medidas lineales realizadas en sentido horizontal, y que ca

racterizan en el caso concreto del estudio, son biepicondilares. Se utilizó el an

tropómetra o calibrador deslizante (ver Figura 4.4). 
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Figura 4.2: calibrador depliegues cutaneos. 

Figura 4.3: calibrador depliegues cutaneos. 

4.2.2 Ubicación de puntos corporales de medición 

l. Pliegue bicipital. Ubicado a nivel de la línea media entre el acromio y la cabeza 

del radio. El adipómetro se aplica un centímetro por debajo del pulgar y del 
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Figura 4.4: Para las mediciones de diametros los huesos 

índice que han tomado un pliegue sobre la superficie del brazo (ver Figuras 4.5 y 

4.6). 

Figura 4.5: Punto antropometrico-ISAK. 
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Figura 4.6: Punto antropometrico para la medición del pliegue- ISAK. 

2. Pliegue tricipital. Localizado en el punto medio de la línea que une el acromion 

y el olécranon, paralelo al eje mayor del miembro. El adipómetro se aplica un 

centímetro por debajo del pulgar y del índice izquierdos que han tomado el pliegue 

vertical sobre la superficie posterior del brazo (ver Figuras 4.7 y 4.8). 

3. Pliegue subescapular. Se encuentra a nivel del ángulo inferior de la escápula en 

su parte interna en sentido oblicuo, formando un ángulo de 45 grados con la 

horizontal que pasa por el borde inferior de la escápula. El adipómetro se aplica 

un centímetro por debajo del pulgar y del índice izquierdo que ha tomado el 

pliegue (ver Figuras 4.9 y 4.10). 

4. Pliegue suprailiaco. El adipómetro se coloca un centímetro por delante del pulgar 

y del índice que han tomado el pliegue unos 3-5 centímetros paralelo y encima 

de la cresta ilíaca en sentido horizontal (ver Figuras 4.11 y 4.12). 

5. Pliegue abdominal. El adipómetro se aplica un centímetro por debajo del pulgar 
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Figura 4.7: Punto antropometrico para la medición del pliegue del tríceps -ISAK. 

Figura 4.8: Punto antropometrico del tricep -ISAK. 

y del índice que han tomado el pliegue vertical a nivel del ombligo, paralelo al 

eje mayor del abdomen y a unos cinco centímetros (ver Figuras 4.13 y 4.14). 

6. Pliegue pantorrilla media. Se ubica sobre la cara medial de la pierna bajo el nivel 
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Figura 4.9: Punto antropometrico del subescapular -ISAK. 

Figura 4.10: Técnica de medición del subescapular -ISAK. 

de su circunferencia máxima. El adipómetro se coloca un centímetro por debajo 

del pulgar e índice que han tomado un pliegue en forma vertical (ver Figuras 4.15 
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Figura 4.11: Punto suprailiaco -ISAK. 

Figura 4.12: Técnica de medición del suprailiaco -ISAK. 

y 4.16). 

7. Perímetro de pierna. El sujeto en posición de sentado, con el pie apoyado y rela-
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Figura 4.13: punto abdominal -ISAK. 

Figura 4.14: Técnica de medición del pliegue abdominal-ISAK. 
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Figura 4.15: Punto de medición de la pantorrilla -ISAK .. 

Figura 4.16: Técnica de medición del pliegue de la pantorrilla -ISAK. 

jado, se localiza la circunferencia máxima de la pantorrilla. moviendo ligeramente 

la cinta y observando la lectura hasta que sea de máximo valor. 
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8. Perímetro de cintura. Se localiza en el centro de la distancia entre el borde inferior 

de las costillas y el borde superior de las crestas ilíacas. En las personas en las que 

no se aprecia estrechamiento de la cintura se tomará la medida aproximadamente 

a este nivel. 

9. Perímetro de cadera. Medida de la circunferencia a nivel de los trocánteres dere

cho e izquierdo, abordando la parte más prominente de la región glútea. 

10. Diámetro fémur (biepicondilar). Es la distancia máxima entre el cóndilo lateral 

y medial del fémur. El sujeto está sentado, formando un ángulo de 90 grados la 

pierna con el muslo. El compás se coloca orientado hacia abajo en la bisectriz 

del ángulo recto de la rodilla. Con el dedo índice se palpan los epicóndilos. Se 

colocan las plataformas y se presiona firmemente sobre los puntos anatómicos. 

Si los epicóndilos no se palpan claramente, el dedo medio puede explorar un área 

circular y manejar ligeramente las plataformas del compás para asegurarse que 

abarcan estos puntos anatómicos (ver Figura 4.17). 

Figura 4.17: Técnica de medición del ancho de la rodilla -ISAK. 

11. Diámetro del húmero (biepicondilar). Es el segmento corporal comprendido entre 
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el cóndilo lateral y medial del húmero. El brazo en posición horizontal y el 

antebrazo forma un ángulo de 90 grados con el brazo. Se coloca el compás 

orientado hacia arriba, en la bisectriz del ángulo recto formado por el codo. Se 

palpan los epicóndilos con el dedo medio (ver Figura 4.18). 

Figura 4.18: Técnica de medición del ancho del codo -ISAK. 

Todas las mediciones se efectuaron en el lado derecho de los sujetos; de igual 

modo en los diámetros y perímetros sobre pierna y brazo derecho. 
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UNFV- EUPG 
AREA SALUD MAESTRIA: DEPORTE Y SALUD 

Ficha Antropométrica Ad Hoc de Atletas Down 
DATOS GENERALES 

N° Registro: ._l __ _, Fecha de toma: 
El nombre del aUeta es opcional 

Apellido paterno Apellido Materno Nombres 

2. Género: Mc::J F D 3. Edad 1 4. F. Nac. 1 
.-'===:::::!===~ 

5. Deporte practicado: 6. Especialidad: ._l _____ __.1 

7. Tiempo de práctica: 8. Horas semanal práctica: 
MEDICIONES 

9. Talla:c:=J cm. 10. Peso: c:=J kg. 

11. Perímetro bíceps en flexión cm. 
IMC: 

12. Perímetro pantorrilla cm. 

13. Diámetro fémur cm. 

14. Diámetro húmero cm. 

15. Plieaue bicipital mm. SOMATOTIPO: 
16. Pliegue tricipital mm. 

17. Plieaue sub escapular mm. 

18. Pliegue su¡>ra iliaco mm. 

19. Pliegue abdominal mm. 

20. Pli~uej)antorrilla media mm. CINTURA/CADERA 

21. Circunferencia Abdominal cm. 

22. Circunferencia de caderas cm. 

Figura 4.19: Ficha para el recojo de datos 
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Capítulo 5 

Técnicas de análisis 

multidimensional de datos 

5.1 Componentes Principales 

Definición 5.1. El Análisis de Componentes Principales (ACP) es un método mul

tidimensional (se llama multidimensional porque intervienen múltiples variables, cada 

una representada por una determinada cantidad de datos) de análisis de datos que 

permite la reducción de datos, es decir si son datos asociados a una alta dimensión 

(se considera alta dimensión cuando intervienen en el análisis más de 2 variables) los 

transforma en un conjunto de datos de menor dimensión, de tal manera que las repre

sentaciones gráficas así como las interpretaciones de las relaciones entre las variables 

involucradas se hace mas sencilla. Gómez (2000). Este método de reducción de datos 

preserva en lo posible la información contenida en las variables originales, utilizando 

para esto criterios de optimización geométrica así como algebraica. 

En resumen, lo que se hace es que a partir de los datos originales se procedan a 

hacer transformaciones, de manera que las nuevas variables a las cuales se les denomina 

componentes principales (en el sistema transformado) tengan propiedades deseables en 

términos de varianzas (variabilidad) y relaciones entre ellas. 
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5.1.1 Fundamentación Matemática 

Antes de examinar el caso general de extracción de componentes principales en el caso 

de p variables, vamos a considerar un caso de 2 variables para dar una visión intuitiva 

del método. Tiene la ventaja adicional de que se puede ilustrar gráficamente, y de 

forma completa, la relación entre variables y componentes. 

La extracción de componentes de 2 variables tiene interés a efectos expositivos úni

camente, ya que en general, en las aplicaciones del análisis de componentes principales 

se trata de reducir dimensión de un número elevado de variables. 

Si la correlación muestra! es nula entre el conjunto de variables, entonces las compo

nentes principales coincidirán exactamente con las variables originales. Así pues, para 

aplicar este análisis hay que partir del supuesto de que las variables están correlacionas 

entre si. 

El análisis de varianza es un método estadístico para determinar si diversos con

juntos de muestras aleatorias de una determinada variable proceden de una misma 

población o de poblaciones distintas. En general cada conjunto muestral se caracteriza 

por estar afectado por un tratamiento específico, que eventualmente puede influir en 

los valores que toma la variable que es objeto de estudio. 

5.1.2 Objetivo de los componentes principales 

Un problema central en el análisis de datos multivariantes es la reducción de la di

mensionalidad: si es posible describir con precisión los valores de p variables por un 

pequeño subconjunto r < p de ellas, se habría reducido la dimensión del problema a 

costa de una pequeña perdida de información. 

El análisis de componentes principales tiene este objetivo: dada n observaciones de 

p variables, se analiza si es posible representar adecuadamente esta información con un 

número menor de variables construidas como combinaciones lineales de las originales. 

Por ejemplo, con variables con alta dependencia es frecuente que un pequeño número 

de nuevas variables (menos del 20 por 100 de las originales) expliquen la mayor parte 

72 



(más del80 por 100 de la variabilidad original). La técnica de componentes principales 

es debida a Hotelling [20], aunque sus orígenes se encuentran en los ajustes ortogonales 

por mínimos cuadrados introducidos por K. Pearson. Su utilidad es doble: 

• Permite representar óptimamente en un espacio de dimensión pequeña obser

vaciones de un espacio general p-dimensional. En este sentido, componentes 

principales es el primer paso para identificar las posibles variables latentes, o no 

observadas que generan los datos. 

• Permite transformar las variables originales, en general correlacionadas, en nue

vas variables incorrelacionadas, facilitando la interpretación de los datos. En este 

capitulo presentamos únicamente esta técnica como una herramienta explorato

ria. 

5.1.3 Obtención de los componentes principales en el caso ge

neral y sus propiedades 

En esta subsección, se va a examinar con detalle cómo se obtiene, ó se extrae, la 

primera componente principal. Posteriormente, se indicarán las reglas, que se aplican 

para extraer el resto de las componentes principales, es un caso típico de calculo de 

raíces y vectores característicos de una matriz simetrica. Concretamente se obtendrán 

las varianzas de los componentes, las correlaciones entre los componentes y las variables 

originales y las puntuaciones de los componentes. 

Antes de realizar la exposición analítica de los puntos que se acaban de enumerar, 

vamos a hacer un resumen de los resultados mas importantes que se van a obtener. 

l. Los componentes principales son combinaciones lineales de las variables origina

les. 

2. Los coeficientes de las combinaciones lineales son los elementos de los vectores 

característicos asociados a la matriz de covarianzas de las variables originales. 
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3. La primera componente principal está asociada a la mayor raíz característica de 

la matriz de covarianzas de las variables originales. 

4. La varianza de cada componente es igual a la raíz característica a que va asociada. 

5. En el caso de que las variables estén tipificadas, la proporción de la variabilidad 

total de las variables originales captada por una componente es igual a la raíz 

característica correspondiente dividida por el número de variables originales. 

6. La correlación entre una componente y una variable original se determina con 

la raíz característica de la componente principal y el correspondiente elemento 

del vector característico asociado, en el caso de que las variables originales estén 

tipificadas. 

5.1.4 Problema 

Se trata de sintetizar los datos contenidos en una tabla de datos X en un conjunto más 

pequeño de nuevas variables e1 , e2 , ... llamadas componentes principales, mantenien

do la información esencial de X. 

Así, en la etapa 1 del algoritmo se encuentra una variable sintética. e 1, la primera 

componente principal, la cual es combinación lineal de las variables originales Xi, es 

decir: 

e1 = a11X 1 + · · · + aiiX1 + · · · + a1mXm, 

donde Xi es la columna j de X. Esto significa que el valor de e1 para el individuo 

i-ésimo está dado por 

Generalmente el primer componente principal e1 , no es suficiente para condensar la 

información contenida en X, por lo que se construye una segunda componente principal 

e2 luego una tercera e3 y así sucesivamente. 
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En general en la etapa k, se construye la componente principal k-ésima dada por: 

Matricialmente se tiene que: 

donde: 

• ak se llama el k-ésimo factor 

• Los factores aki constituyen un sistema de pesos para las variables los cuales 

indican cuanto aporta cada variables a la construcción de la componente. 

• Algunos factores aki serán negativos y otros serán positivos. El valor de cada 

peso por si solo no es importante, sino la relación con respecto a los otros pesos. 

Para evitar un problema de escalas se impone la siguiente 
m 

~::)aki? = 1 
j=l 

5.1.5 Cálculo de los factores y de los componentes principales 

Como en regresión, el ACP puede ser presentado tanto en el espacio de las variables 

como en el espacio de los individuos. 

5.1.5.1 En el espacio de los individuos 

• Se supondrá que las variables están centradas y reducidas. 

• V = .! Xt X es la matriz de varianzas-covarianzas. Como las variables están n 

centradas y reducidas entonces V = R, la matriz de correlaciones, pues: 

.. = (Xi Xi) = cov(Xi' Xi) = R(Xi Xi) V21 COV , . . , • 
ax2axJ 
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• Por lo tanto el espacio de las filas de X en JR.m es el espacio de individuos cuyo 

origen será el centro de la nube de puntos. 

• El objetivo del ACP es describir de manera sintética la nube de individuos. 

Teorema 5.1. En la etapa 1 de un ACP se calcula el eje D1 que pasa por el origen 

para el cual la dispersión de la nube de puntos sea máxima, este eje D1 pasa entonces 

lo más cerca posible de la nube de puntos, es decir, el promedio de las distancias al 

cuadrado de los n puntos de la nube y el eje D1 es minimal (ver Figura 5.1). 

i 

o 
'""---.... -v,..--..,J 

e~ 
t 

Figura 5.1: Gráfico del Teorema de Pitágoras. 

Sea a1 es vector director normado (norma 1) del eje (recta) D1 entonces: a1 es 

el vector propio asociado al valor propio más grande de la matriz de V de varían-

zas-covarianzas. 

Antes de probar el teorema necesitamos primero del siguiente lema (el cual vamos 

a asumir como válido): 

Lema 5.1. Sean A y B dos matrices cuadradas m x m simétricas y sea A una matriz 

definida positiva. Entonces el vector y lR. que resuelve el n siguiente problema de 

optimización: 

{ 

maxytBy 

sujeto a yt Ay = 1 

es el vector propio a1 de A-1 B de norma 1 asociado al valor propio más grande (31 . 
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Nota: Una matriz A es definida si para todo u E JR.m se tiene que utA u > O. 

Prueba. Las coordenadas del individuos i-esimo son: 

i = (x ·¡ · · · X· · • • • X· ) z ' ' ZJl ' zm • 

Además, se sabe que la proyección del individuo i sobre el eje D 1 es: 

P( 'D) (i,al)l 
z, 1 =Ma 

donde a = (al, a~,··· , a;,J (es vector director de norma 1 del eje D1) Entonces las 

coordenadas de la proyección del individuo i sobre el eje D1 son: 

e~= (i,al) 
z Jlaljj 

= (a~xil, + · · · + a~Xij + · · · +, a~xim) 

De la Figura 5.1, usando el Teorema de Pitágoras, se deduce que: 

por lo que sumando sobre i a ambos lados y multiplicando por 1/n se tiene que: 

Como~ E~=l a?(i, O) es independiente del eje D1 que se escoja, se deduce que es una 

cantidad constante. Por lo tanto maximizar ~ E~=l (e¡ )2 es equivalente a minimizar 

~ L:~1 d?(i, D1) 

Además es claro que: 

~ f:)el)2 = ~(el)tel = ~(al)tXal. 
i=l 

De esta manera el problema que queremos resolver es: 

{ 

max ~(a1)tXtXa1 

sujeto a (a1)ta1 = 1(pues la norma de a1 debe ser 1) 
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Entonces aplicando el lema anterior con B = ~ Xt X y A = Imxm es el vector propio 

de norma 1 de la matriz B = ~ xt X asociado al valor propio más grande. D 

Teorema 5.2. En la etapa 2 de un ACP se calcula el eje D2 que pasa por el origen 

para el cual la dispersión de la nube de puntos sea máxima, este eje D2 pasa entonces 

lo más cerca posible de la nube de puntos, es decir, el promedio de las distancias al 

cuadrado de los n puntos de la nube y el eje D2 es minimal. 

Sea a2 el vector director normado (norma 1) del eje (recta) D2 el cual será ortogonal 

al vector a1 construido en la etapa 1, entonces: Se tiene el siguiente problema de 

optimización: 
1 

max -(a2)tXtXa2 
n 

sujeto a (a2)ta2 = 1 

(a2)tal =O 

cuya solución es el vector propio asociado al segundo valor propio más grande de la 

matriz de V de varianzas-covarianzas 

Teorema 5.3. En la etapa k de un ACP se calcula el eje Dk que pasa por el origen 

para el cual la dispersión de la nube de puntos sea máxima, este eje Dk pasa entonces 

lo más cerca posible de la nube de puntos, es decir,el promedio de las distancias al 

cuadrado de los n puntos de la nube y el eje Dk es minimal. 

Sea ak el vector director normado (norma 1) del eje (recta) Dk el cual será ortogonal 

al vector ar\;f r, r < k construidos en las etapas 1, 2, · · · , k - 1 entonces se tiene el 

siguiente problema de optimización: 

5.1.5.2 En el espacio de las variables 

Teorema 5.4. En la etapa 1 de un ACP se calcula una variable sintética (eje) C1 que 

resuma lo mejor posible las variables originales, es decir, de tal manera que: 
m 

LR2(Cl,Xi) 
j=l 
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sea máxima. 

Entonces C1 es el vector propio asociado al valor propio más grande de la matriz 

lXXt n . 

Prueba. 

lo cual implica que: 

cau2(Cl,Xi) = ~(C1)tXi(Xi)tC1 . 
n 

como var(C1) = ~(C1)tC1 y var(Xi) = 1, se tiene que: 

2( 1 i) 
R2(Cl,Xi) = cau C ,X 

var( Cl )var(Xi) 
(Cl)tXi(Xi)tCl 

n(C1)tCt 

De modo que maximizar 2:7:1 R
2(Cl, Xi) es equivalente a maximizar la siguiente 

expresión. 
(ctyxi(Xi)tct 

n(Cl)tCl 

entonces, aplicando el lema anterior, C1 es el vector propio asociado al valor propio 

mas grande ,\1 de la matriz x;t. o 

Teorema 5.5. En la etapa k de un ACP se calcula una variable sintética (eje) Ckque 

resume lo mejor posible las variables originales y que no esté correlacionada las primeras 

k-:-1 componentes principales (variables sintéticas) ya calculadas, es decir, de tal manera 

que: 

max2:7:1 R
2(Cl,Xi) 

sujeto R2(Ck, cr) =O, parar= 1, 2, ... , k- 1 

Entonces Ck es el vector propio de ..!:..xxt asociado al k-esimo valor propio más 
n 

grande. 

Prueba. Ver [35]. O 

Teorema 5.6. l. ..!:..xxt y ..!:..xtx tienen los mismos valores propios ,\1, .\2 , • · · , Am· 
n n 
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2. Además elrango de ambas matrices es n.m y los últimos n-m valores propios de 

.!_X xt son nulos. 
n 

Prueba. Ver [35]. D 

Teorema 5.7. La suma de los m valores propios de .!.xtx es igual al número de 
n 

columnas m de la matriz X, es decir: 

Prueba. Ver [35]. 

5.1.6 Enfoque descriptivo 

m 

L)..k =m. 
j=l 

D 

Se desea encontrar un subespacio de dimensión menor que p tal que al proyectar sobre 

el los puntos conserven su estructura con la menor distorsión posible. Veamos como 

convertir esta noción intuitiva en un criterio matemático operativo. Consideremos 

primero un subespacio de dimensión uno, una recta. Se desea que las proyecciones de 

los puntos sobre esta recta mantengan, lo más posible, sus posiciones relativas. Para 

concretar, consideremos el caso de dos dimensiones (p = 2). 

La Figura 5.2, es el ejemplo de la recta que minimiza las distancias ortogonales de 

los puntos a ella. Indica el diagrama de dispersión y una recta que, intuitivamente, 

proporciona un buen resumen de los datos, ya que la recta pasa cerca de todos los puntos 

y las distancias entre ellos se mantienen aproximadamente en su proyección sobre la 

recta. La condición de que la recta pase cerca de la mayoría de los puntos puede 

concretarse exigiendo que las distancias entre los puntos originales y sus proyecciones 

sobre la recta sean lo mas pequeñas posibles. En consecuencia, si consideramos un 

punto Xi y una dirección a1 = a11 , ... , a~P' definida por un vector a1 de norma unidad, 

la proyección del punto xi sobre esta dirección es el escalar: 
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z 

Figura 5.2: Identificación de los ejes principales. 

y el vector que representa esta proyección será zia1• Llamando ri a la distancia entre 

el punto xi, y su proyección sobre la dirección a¡, este criterio implica: 

n n 

Minimizar: L ri = L !xi - zizil2 

i=l i=l 

donde el valor absoluto de u es la norma euclídea o modulo del vector u. 

La Figura 5.2 muestra que al proyectar cada punto sobre la recta se forma un 

tfiangulo rectángulo donde la hipotenusa es la distancia del punto al origen, (x~xi) 112 , 

y los catetos la proyección del punto sobre la recta (zi) y la distancia entre el punto y 

su proyección ri. Por el teorema de Pitágoras, podemos escribir: 

y sumando esta expresión para todos los puntos, se obtiene: 

n n n 

¿x:xi = ¿z; + ¿r¡ 
i=l i=l i=l 

Como el primer miembro es constante, minimizar :E~=l ri2 , la suma de las distancias 

a la recta de todos los puntos, es equivalente a maximizar :E~=l z'f la suma al cuadrado 
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de los valores de las proyecciones. Como las proyecciones Zi son, por variables de 

media cero, maximizar la suma de sus cuadrados equivale a maximizar su varianza, y 

obtenemos el criterio de encontrar la dirección de proyección que maximice la varianza 

de los datos proyectados. Este resultado es intuitivo: la recta de la Figura 5.2 parece 

adecuada porque conserva lo mas posible la variabilidad original de los puntos. 

El lector puede convencerse considerando una dirección de proyección perpendicular 

a la de la recta en esta figura: los puntos tendrían muy poca variabilidad y perderíamos 

la información sobre sus distancias en el espacio. Si en lugar de buscar la dirección que 

pasa cerca de los puntos buscamos la dirección tal que los puntos proyectados sobre 

ella conserven lo más posible sus distancias relativas llegamos al mismo criterio. 

En efecto, si llamamos dfi = x~xj, a los cuadrados de las distancias originales entre 

los puntos y ari = ( zi - zJ) a las distancias entre los puntos proyectados sobre una 

recta, deseamos que sea mínima.D = L:i L:J(dfi- aTJ) Como la suma de las distancias 

originales es fija, minimizar D requiere maximizar L:i L:J aTJ 

5.1. 7 Enfoque Estadistico 

Representar puntos p dimensionales con la mínima pérdida de información en un espacio 

de dimensión uno es equivalente a sustituir las p variables originales por una nueva 

variable zi que resuma óptimamente la información. Esto supone que la nueva variable 

debe tener globalmente máxima correlación con las originales o, en otros términos, debe 

permitir prever las variables originales con la máxima precisión. Esto no será posible 

si la nueva variable toma un valor semejante en todos los elementos. 

Volviendo a la Figura 5.2 se observa que la variable escalar obtenida al proyectar los 

puntos sobre la recta sirve para prever bien el conjunto de los datos. La recta indicada 

en la figura no es la línea de regresión de ninguna de las variables con respecto a la 

otra, que se obtienen minimizando las distancias verticales u horizontales, sino la que 

minimiza las distancias ortogonales o entre los puntos y la recta y se encuentra entre 

ambas rectas de regresión. 
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Encuentra entre ambas rectas de regresión. Este enfoque puede extenderse para ob

tener el mejor subespacio resumen de los datos de dimensión 2. Para ello, calcularemos 

el plano que mejor aproxima a los puntos. El problema se reduce a encontrar una nue

va dirección definida por un vector unitario a2 que, sin pérdida de generalidad, puede 

tomarse ortogonal a a1 , y que verifique la condición de que la proyección de un punto 

sobre este eje maximice las distancias entre los puntos proyectados. Estadísticamente 

esto equivale a encontrar una segunda variable z2 , incorrelacionada con la anterior, y 

que tenga varianza máxima. 

En general, la componente Zr ( r < p) tendrá varianza máxima entre todas las combi

naciones lineales de las p variables originales, con la condición de estar incorrelacionada 

con las previamente obtenidas. 

5.1.8 Fases del análisis de Componentes Principales 

Un análisis de componentes principales consta de las siguientes fases: 

• Elección de los componentes principales. 

• Representaciones gráficas. 

• Calculo de las puntuaciones factoriales. 

5.1.9 Elección de los componentes principales 

La elección de los ejes factoriales se realiza de tal manera que el primer factor recoja 

la máxima proporción posible de la variabilidad de la nube de puntos original. La 

variabilidad de la proyección de la nube de puntos sobre el eje definido por el factor 

debe ser la máxima posible. 

El segundo factor debe recoger la máxima variabilidad posible no recogida por el 

primer factor y así sucesivamente hasta la elección de los K factores. De los K factores 

posibles, elegiremos aquellos que recojan el porcentaje de variabilidad que estimemos 

suficiente. Los factores elegidos son los que llamamos componentes principales. Como 
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ya se ha planteado, hay tantos factores como variables; en ese sentido es criterio nues

tro el elegir el número de componentes suficiente para el mínimo indispensable de la 

información original. Los criterios de selección pueden ser diversos, a continuación se 

detallan algunos: 

l. Un primer método consiste en elegir el componente que explica mas variabilidad; 

luego al que le sigue (en orden de explicación de variabilidades) de tal manera 

que se puede conseguir el porcentaje de variabilidad que se haya previsto. Para 

nuestro caso: tenemos una matriz de datos con 10 variables, nos podemos plantear 

extraer el número de componentes necesarios de tal forma que estos expliquen al 

menos el 70% de la variabilidad que aporta la matriz de datos. 

2. Un segundo método consiste en extraer un número determinado de componentes, 

independientemente del porcentaje de variabilidad que estos contengan. Siguien

do con nuestro caso tenemos 10 variables y podemos extraemos los 2 componentes 

que expliquen una mayor variabilidad. 

3. Un tercer método consiste en extraer todos los componentes que expliquen, cada 

uno de ellos, al menos un porcentaje determinado de la información. Es decir 

podemos seleccionar todos los factores que expliquen, cada uno de ellos, un 5% 

o más de la variabilidad recogida en la matriz de datos. 

4. Un cuarto método consiste en extraer los factores mayores que 1, cabe señalar que 

esta es la técnica que realiza por defecto el asistente estadístico. Importante saber 

que la única forma de obtener el 100% de la información, es extrayendo tantos 

componentes como variables hay en el fichero original. Una vez seleccionados los 

componentes principales estos y las variables se representan en forma de matriz. 

A esta matriz se le llama matriz factorial. 
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5.1.10 Representación Gráfica 

Ahora ya sabemos que el fin de un análisis de componentes principales es conseguir 

reducir las variables explicativas, obtener un número de componentes menor que el de 

variables y obviamente dar una interpretación practica de los mismos. Entonces, a fin 

de conseguir una buena interpretación de los factores, una de las fases fundamentales 

de este análisis es la representación gráfica. fig.7.1 y fig.7.4 

5.2 Validación y confiabilidad 

5.2.1 Aspectos generales 

Es de conocimiento que a la hora de recabar información sobre diversos aspectos de los 

individuos, se usa instrumentos tales como escalas, tests, listados, etc.; conformando 

una serie de ítems o enunciados que deben estar relacionados entre si y cuyas puntua

ciones individuales previamente sumadas nos dan el valor global de los individuos en 

el citado instrumento. En ese sentido podemos citar algunos tipos de instrumento que 

se usan con frecuencia en trabajos de investigación: 

• Escalas de diferentes tipos para medir comportamientos de los individuos hacia 

diversas situaciones. 

• Encuestas para diagnosticar la estrategia que toman las empresas, el factor hu

mano. 

• Tests para determinar o diagnosticar conocimientos, aptitudes, rasgos de perso

nalidad. 

Entonces nos hacemos la siguiente pregunta ¿hasta que punto el instrumento que 

nos permite hacer estas evaluaciones es válido y confiable? Para dar respuesta a esta 

pregunta es necesario, en primer lugar, conocer que significa calidad de un instrumento. 
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5.2.2 Calidad del instrumento- validez y confiabilidad 

En cualquier tipo de investigación, la capacidad que tenga un instrumento de recolectar 

datos depende de dos atributos muy importantes como son: la validez y la confiabilidad. 

Si esta herramienta de recolección de información es defectuosa, nos llevará a resultados 

sesgados y a conclusiones equivocadas. 

Determinar la confiabilidad y la validez de los cuestionarios utilizados es muy im

portante a la hora de analizar los datos. Nos limitaremos a enumerar los procedimientos 

más usuales y a señalar la conveniencia de utilizar algunos de ellos para conocer cuál es 

la condición con la que debemos analizar los datos, pues conviene recordar que aunque 

las escalas psicométricas se consideran instrumentos confiables y válidos, no son instru

mentos estandarizados en la mayoría de los casos, dado que los construimos nosotros 

mismos. 

Se dice que un instrumento tiene validez cuando realmente es capaz de medir aque

llo para lo cual ha sido concebido. En términos estadísticos la validez se define como 

la proporción de la varianza verdadera que es relevante para los fines del examen. Con 

el término relevante nos referimos a lo que es atribuible a la variable, características 

o dimensión que mide la prueba. En este sentido, generalmente la validez de un test 

se define ya sea por medio de la relación entre sus puntuaciones con alguna medida 

de criterio externo, o bien la extensión con la que la prueba mide un rasgo subyacente 

específico hipotético o "constructo". En términos psicométricos, la validez es un con

cepto que ha pasado por un largo proceso evolutivo, desde aquella posición que sostenía 

que "un test es válido para aquello con lo que correlaciona" . 

En los diferentes trabajos de investigación se considera que la validez se agrupa en 

tres grandes categorías: 

Validez de contenido: Grado en el cual los ítems son una muestra representativa de 

la variable que se desea medir. Se refiere al grado en que un instrumento refleja 

un dominio específico del contenido de lo que se mide. Para lograr una buena 

evidencia del contenido debe tenerse en cuenta: 
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• Definición conceptual 

• Definición operacional 

• Pertinencia 

• Exhaustividad 

• Plan de Prueba 

• Evaluación o juicio de un experto 

Validez de criterio: Establece la validez de un instrumento de medición com

parándola con algún criterio externo. Este criterio es un estándar con el que 

se juzga la validez del instrumento. Entre mas se relacionen los resultados del 

instrumento de medición con el criterio, la validez del criterio será mayor. Si 

el criterio se fija en el presente, se habla de validez concurrente; si el criterio se 

ubica en el futuro, se habla de validez predictiva; si el criterio se fija en el pasado, 

equivale a la validez posdictiva. 

Validez de constructo: Se refiere al grado en que una medición se relaciona consis

tentemente con otras mediciones de acuerdo con hipótesis derivadas teóricamente 

y que conciernen a los conceptos (constructos) que están siendo medidos. 

La validez del constructo incluye tres etapas: 

• Se establece y especifica la relación teórica entre los conceptos. 

• Se correlacionan ambos conceptos y se analiza cuidadosamente la correlación. 

• Se interpreta la evidencia empírica de acuerdo con el nivel en que clarifica la 

validez del constructo de una medición en particular. 

Entre mayor evidencia de validez de contenido, criterio y de constructo que tenga 

un instrumento de medición, este se acerca mas a representar la variable o variables 

que pretende medir. 
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Definición 5.2 (Constructo). Es un concepto que forma parte de las teorías que 

intentan explicar la conducta humana: inteligencia, creatividad, emotividad, empatía. 

Un constructo es un concepto que requiere haber sido definido o adoptado de manera 

deliberada y consciente para un propósito científico. 

se dice que un instrumento es confiable cuando al aplicarlo al menos dos veces al 

mismo grupo de individuos, se obtienen resultados similares. Cabe señalar que existen 

diversas técnicas para evaluar la confiabilidad de un instrumento de medición, todos 

utilizan fórmulas que generan un coeficiente de confiabilidad. Estos coeficientes varían 

entre cero y uno, lo cual implica que un coeficiente cero indica confiabilidad nula y 

coeficiente uno indica confiabilidad total, esto conlleva a afirmar que si el coeficiente 

se aproxima a cero hay mayor error en la medición. Dentro de los factores que pueden 

afectar la confiabilidad y la validez se encuentran: 

• Improvisación 

• Uso de instrumentos desarrollados en el extranjero que no han sido validados. 

• Instrumento inadecuado para las personas a las que se le aplica. 

• Condiciones en que se aplica el instrumento. 

5.3 Análisis de componentes principales (ACP) 

En un análisis de componentes principales se buscan, el punto de RP, más "cercano" a 

la nube N de puntos, es decir el que pueda considerarse el mejor representante. Para 

medir las proximidades, se utilizará la noción de inercia. 

También se busca la recta de RP, mas cercana a la nube N, la nube N está incluida 

en esta recta. 

Además el plano que es el subespacio de dimensión menor que, es decir de menor 

dimensión, que den una imagen lo más fiel posible de la nube de puntos. 
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Los valores propios te dicen cuanta inercia recoge cada eje factorial, así el eje 1 

recoge el x% de inercia que te da el primer valor propio. 

Las componentes principales son el vector de coordenadas de los individuos, es decir 

las proyecciones de los individuos sobre cada eje factorial. 

Lo que hace el ACP es una rotación de ejes buscando la mayor explicación de la 

inercia en menos ejes. Así los anteriores ejes se rotan hasta los vectores propios que 

dan la máxima explicación de inercia. 

5.3.1 Datos 

Se cuenta con una matriz X de n filas y p columnas, que provee para cada uno de los 

n individuos de una población las medidas de p variables numéricas. 

Los elementos de la fila i y de la columna j de X; es el valor de la variable j Para 

el individuo i. 

Se incrementa el espacio vectorial RP de la base (e1 , · • • , ei, · · · , ep) y el espacio 

vectorial RP de la base (e~, ... , ej, ... , e~) al individuo i y a la variable j se asocian, 

respectivamente: 

Los vectores 

y 

p 

xi = ¿x1ej 
j=l 

i=l 

representados por las matrices columnas xi E RP y Xi E Rn definidas por; 

x'! = (x~ · · · x1 · · · 'J!:) t t t t 

y 
T . . . 

(xi) = (x{ ···XI · · · x~) 
Los puntos extremos de estos vectores (notados de la misma manera que los vecto

res),una vez fijado el origen en cada uno de los puntos se pueden construir a partir de 

la tabla X dos nubes de puntos: 
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• La nube de puntos individuos situados dentro del espacio R?, con p dimensiones, 

dotado de un producto escalar M. 

• La nube de puntos variables situada en el espacio Rn, con n dimensiones, dotado 

de un producto escalar Dn-

5.3.2 Circulo de correlaciones 

Por otra parte, el coeficiente de correlación entre dos variables, donde al menos una 

está bien representada, se puede medir directamente por el coseno del ángulo formado 

por las proyecciones de las variables en el plano. 

En efecto, se obtiene una estimación gráfica de este coseno midiendo en el círculo de 

correlaciones la abscisa de la proyección de la variable menos bien representada sobre 

la mejor representada. 

Observación: el efecto "talla" Cuando todas las variables x j están correlacionadas 

positivamente entre ellas, la primera componente principal define el llamado efecto 

"talla". Así, teniendo la matriz (simétrica) de correlaciones, en este caso , todos sus 

elementos positivos, se puede mostrar(teorema de frobenius) que un vector propio aso

ciado al mayor valor propio tiene todas sus componentes del mismo signo (positivo 

por ejm). Entonces la primera componente principal esta correlacionada (positivamen

te, digamos), con todas las variables y individuos están ordenados sobre el eje u1 por 

valores crecientes para el conjunto de variables. 
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Capítulo 6 

Metódos de Clasificación 

El objetivo de este capitulo es de dividir en subconjuntos (clases) un conjunto dado. 

Aplicar una clasificación a un conjunto equivale a definir en ese conjunto las clases 

entre las cuales se distribuyen los elementos del conjunto. 

El proceso general para el desarrollo de una clasificación jerárquica ascendente se 

compone de varios pasos o momentos, cada uno de los cuales implica opciones, desde 

el cual depende el resultado final. 

Las principales etapas de un proceso de clasificación automática son: 

l. Identificación de la matriz de datos X 

2. Elección de la medida de asociación a usar para comparar los elementos a clasi

ficar. 

3. La elección del método o algoritmo de clasificación y el método de agrega

ción/ subdivisión. 

4. La elección de un punto de corte de la jerarquía con el fin de obtener una partición. 

5. Evaluación de los resultados a través del estudio de la similitud entre los grupos 

de objetos obtenidos y la interpretación de sus características. 
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A este respecto es de señalar que la elección de la medida de asociación, la elección 

del algoritmo de clasificación, la elección del criterio de la agregación depende de la 

naturaleza de los datos y los fines especificas de la investigación. Por lo tanto, la 

optimalidad de la solución no sólo depende de las condiciones iniciales, sino también 

de elegir la mejor estrategia (compatibilidad entre un tipo de datos, la medición de 

distancia, criterio de clasificación y algoritmo). 

Entre las diferentes técnicas de clasificación automática, en desarrollo de este capítu

lo solo se tratará los principios básicos de la técnica de clasificación jerárquica ascenden

te, utilizando algoritmos de agregación básica y eligiendo como la política la agregación 

de Ward. 

6.1 Las mediciones de la diversidad 

La literatura propone muchos tipos de índices (o medidas) de las diversas que existen, 

para adaptarse a diferentes situaciones. La elección de este índice, generalmente obte

nido de operaciones que para medir la asociación entre dos unidades que involucran el 

conjunto de valores de todos los caracteres, depende de la naturaleza de los datos y los 

objetivos específicos de la investigación. Por lo tanto, ahora figuran las definiciones de 

los índices más importantes de la diversidad entre los objetos. 

Sea I un conjunto de n elementos y la aplicación de los s valores reales no negativos 

tales que: 

s:Jxl-+JR+ 

Se define la medida s similitud que satisface las siguientes condiciones: 

l. s(i,j) = s(j,i) Vi,j E I (propiedades de la I en simétrica). 

2. s( i, i) = s(j, j) = s > s( i, j) Vi, j E I con i # j. 

Un índice de similitud es simétrica y por lo tanto es máximo cuando la medición de 

la similitud de una unidad es para sí misma. A menudo, el valor máximo es 1, cuando 
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hay sucede o no, siempre se puede atribuir a un índices entre O y 1: 

'( .. ) s(i,i) S Z,J =--. 
S 

Se define la disimilitud como la aplicación 

d: 1 X 1 -t JR+ 

para los que existen las siguientes propiedades 

3. d( i, j) ~ O \;f i, j E 1, 

4. d(i,j) = d(j,i) \:fi,j E 1 (propiedad simetrica), 

5. i=j=>d(i,j)=O \:/i,jE1. 

Es necesario que los índices de disimilitud que se usen sean no negativo, en el sistema 

métrico y ultrametrica (deriva de la desigualdad triangular). Un índice de disimilitud 

6 puede ser nulo sin que la relación entre los dos conjuntos sean coincidentes. 

Los índices de disimilitud para el cual la siguiente relación 

6(i,j) =o~ i = j 

se llama simétrica o índices de distancia. 

Un índice inmediatamente que verifica la desigualdad triangular es, obviamente, 

una de distancia. Por lo tanto, la disimilitud se define: 

La distancia (o métrica) satisface las siguientes propiedades: 

6. d(i,j) = 0 ~ i = j \:/i,j E 1; 

7. d(i,j) = d(j,i) \:/i,j (propiedad simétrica); 

8. d(i,j) ~ d(i, k)+ d(k,j) \:/i,j, k (desigualdad triangular); 

Observación 6.1. Semimetrica o índice de distancia, verifica la propiedad 6, pero no 

la 8. 
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La distancia entre dos puntos satisface las siguiente propiedades: 

l. Es un número que nunca puede ser negativo, ya que si i = j (para 6) que tiene 

d( i, j) = O, entonces también la propiedad 7 es simétrica y por la propiedad 

triangular (8) tenemos: 

O= d(i,j) ~ d(i, h) + d(h,j) = 2d(i, h) -7 d(i, h) ~O Vi, hE E 

2. No depende del orden en el que se toma de los dos puntos. 

3. Es cero si los dos puntos coinciden, no es cero si se separan los dos puntos. 

4. La distancia entre dos puntos es menor o igual a la suma de las distancias entre 

cada uno de estos y un tercer punto. 

A menudo la palabra métrica se utiliza como sinónimo de distancia, un espacio en 

el que se define una distancia se dice espacio métrico. En el caso de que no se verifica 

la propiedad triangular se dice espacio semimétrico. 

Definimos distancia ultramétrica (o simplemente ultra-métrica) en la medida que d 

verifica las siguientes propiedades: 

9. d(i,j) =O#- i = j Vi,j E I; 

10. d(i, j) = d(j, i)Vi, j E I (propiedad simétrica); 

11. d(i,j) ~ maxd(i,k),d(k,j) Vi,j,k E J. 

La distancia ultramétrica es no negativa si d( i, j) es menor que el más grande de 

d(i, h) y d(h,j) también es menor de la suma. No se aplica la viceversa. por lo tanto, 

la condición 11. es condición más fuerte 8. 

6.1.1 Medidas de diversidad 

Se da una partición en k grupos de un conjunto den unidades. Sea p el número de 

caracteres detectados en cada uno de ellos, una unidad de Xij es el elemento genérico 
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de la matriz de datos X. nk es el grupo k-ésimo, Uki la media de la unidad para el 

grupo k 

El centro de gravedad de dicho grupo tiene por lo tanto, las coordenadas 

(Uk 11 Uk2, ••• , Ukm)· Estas anotaciones permiten formalizar las medidas para los da

tos cuantitativos. 

Las diversidades de datos cuantitativo calculados pueden ser considerados como 

una medida de dos grupos (p, q) simplemente tratando los centros de gravedad de los 

grupos p y q como dos entidades que representan los mismos grupos. 

U na de los motivos es la base del tratamiento de la similaridad entre los núcleos 

o grupos (en lugar de entre las entidades primarias) viene del hecho, como veremos 

más adelante, el métodos de clasificación procede atravez de pasos o iteraciones, por lo 

tanto, es preferible expresar generalmente la medida de similaridad/ disimilaridad para 

cualquiera de estos pasos. 

Se discuten así, por ejemplo, de disimilitud de un punto de un conjunto o la distancia 

entre dos conjuntos. Por lo tanto, es conveniente para el tratamiento de las medidas 

de acción asociado entre los núcleos, en lugar de entre los elementos, donde los núcleos 

puede ser cualquiera de los grupos de ambos elementos aislados. En el caso en que k 

es el grupo formado por un solo elemento, y tenemos: 

Al contrario, los datos de tipo cualitativo, colocados en forma binaria, es posible 

diseñar una tabla tetracórica sido posible (modos a) realizada por dos entidades genéri

cas a ei y ei vectores xí y Xj, que se distribuyen a la cantidad de pares de modos de 

carácter coucordantes o discordantes de p detectados en ellos, de la siguiente manera: 
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1 

o 

1 o 

Lilil m 
donde A puede expresarse como productos operando entre los valores coincidentes: 

operando b+e valores en conflicto, que en el cálculo de la diferencia son el único distinto 

de cero: 
p 

b +e= llxi- xill 2 = I)xil- Xjzll 2 = (xi- xi)z!(x)i- x(j) 
i=l 

d se obtiene de ejecución: d = p - a - (b + e) 

Dicho esto, examinaremos ahora algunas de las medidas de asociación más frecuen

tes que ofrecen para cada expresión entre los individuos y para los datos cuantitativos 

y datos cualitativos. 

la distancia euclídea 

Dado un producto escalar ( ·, ·} y la norma de un vector Xi define como: 

Se llama Euclidiana, en general, cualquier distancia que se puede expresar a través 

de un producto escalar (forma bilineal simétrica definida positiva), y luego, en el 

caso de la distancia euclidiana clásica en la que se supone que el M métrica a ser 

unitario, se tiene: 

En el caso cuantitativo: 
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Mientras que los caracteres cualitativo: 

Ejemplos bien conocidos de algunas distancias euclidianas son: 

• La distancia de Mahalanobis, para la que Q =v-I, es decir, la inversa de 

la matriz de varianzas y covarianzas. Se utiliza esta distancia cuando tom~ 

en cuenta la correlación entre las variables cuantitativas; 

• Distancia de la chi-cuadrado, muy útil para los datos cualitativos expresa en 

tablas booleanas o de frecuencia. En el caso que los datos se expresen en una 

tabla de contingencia,la distancia de chi-cuadrado entre los dos elementos 

se define: 
p 

d2( ) _"" X (Xj[ Xji) ei, ei - L..,¡ - - - -
!=1 X¡ Xj Xj 

Dónde, se recuerda: ei es el elemento genérico del conjunto I, xil es la 

frecuencia absoluta a la que se asume en correspondencia ell-ésimo elemento 

de J, xi, xl, x son, respectivamente, la línea marginal, que columna y el total 

de la tabla. En este caso, Q = xD-1 donde D = diag( . .. , Xí, •.• ) . 

Índice de similaridad 

Más índices de diversidad son medidas de similitud, sin embargo, por el bien de 

la brevedad no se enumeran aquí 

Índice de la Asociación 

En cuanto al conjunto J de caracteres, entre los índices de asociación más cono

cidas en el caso cualitativo, tiene que recordar al menos el t chi-cuadrado, que 

se utiliza en el capítulo cuatro, en el manejo de los análisis de correspondencia 

(simple y múltiple), la T de Tschuprow y C de Cramer. 

Las medidas anteriores de diversidad se van agregando al índice de Ward. 

97 



6.2 Algoritmos de agregación 

Entre los muchos algoritmos de clasificación jerárquica ascendente disponibles, se pre

senta aquí los que más nos interesan. 

Considere los n elementos, que se caracteriza por p características, cuantitativos o 

cualitativos,perteneciente al grupo 1 equipados con una medida de la diversidad: es, 

por ejemplo, una medida de la disimilitud (por el contrario se trata de una similitud 

que ocurrirá consecuentemente). Por supuesto, construir, una jerarquía. 

Si denotamos por !k el grupo genérico (o clase) de elemento, a continuación, el 

subconjunto de/, que define el elemento genérico de la partición, una tipología, como 

un conjunto de grupos, o puede ser expresada en símbolos: 

Supongamos que se ha elegido un buen criterio de agregación . El principio de acción 

de un algoritmo de agregación es la siguiente. Se parte de una partición donde cada 

objeto representa un grupo y la construcción de una primera matriz de las relaciones 

entre estos n grupos. A continuación, se unen a los grupos que eligen el criterio elegido, 

en un nuevo grupo, que se denota por h. En este punto se recalcula la asociación entre 

cada elemento r y el grupo h que se acaba de crear, la agregación (una vez más) de 

los grupos de la mayoría de los grupos vecinos y sigue asi . El procedimiento continúa 

hasta formar un único grupo que contiene todos los n objetos de salida. 

Los algoritmos agregados más utilizado, se describe en más detalle en la sección 5.3, 

se puede describir en términos de una relación de recurrencia en la que el disimilaridad 

en entre un grupo de h = p U q acaba de crear y cualquier otro grupo r se define por: 

d(h, r) = apd(p, r) + aqd(q, r) + f3d(p, q) + rld(p, r)- d(q, r)l. 

Inicialmente, d(p, q) = dpq· Luego si ambos algoritmos están agregados entonces se 

cumple 

d(h, r) = dhr 
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De lo contrario. 

En la Tabla 5.2.1 figuran los valores de los parámetros ap, aq, f3 y 1 que dependen 

de los diferentes criterios de agregación comúnmente utilizados 

ap aq f3 1 

conexión singular 1 1 o 1 
2 2 -2 

conexión completa 1 1 o 1 
2 2 2 

distancia media npj(nv + np) nqj(np + nq) apaq o 
Ward (np + nr)/n* (nq + np)fn* nr/n* o 

Tabla 6.1: Los coeficientes de la fórmula general (1) de Lance y Williams donde np, nq 

y nr representan al número en su núcleo y n* = np + nq + nr. 

La familia H se obtiene de agregar los elementos en grupos y de una jerarquía. 

Tiene la propiedad de contener grupos h y h' disjuntos (h n h' = 0) o grupos incluidos 

entre ellos ( h C h'). Después de la operación del algoritmo, también grupos disjuntos 

son entonces estrictamente incluidos en un grupo siguiente. 

Un gráfico de diagrama de arbol, ó dendrograma, se visualiza de segundo orden 

aumentando el nivel de aglomeración de los núcleos. Este último, se llama el índice de 

la jerarquía. 

Si tenemos en cuenta los n individuos que se clasifican como elementos inicial de 

la jerarquía, cada aglomeración produce un núcleo que serán numeradas en secuencia 

(n + 1, n + 2, ... ). Este núcleo visualiza el eje por medio de un segmento horizontal (o 

un punto) que combina los dos elementos que lo generan. Este segmento se coloca en 

el dendrograma a un valor de índice ordenado igual a la distancia a la que se fusiona. 

El dendrograma muestra por lo tanto, todo el proceso de agregación, es decir, una 

jerarquía de particiones. Una única partición se obtiene cortando el dendrograma a 

un nivel dado de la jerarquía de distancia. La elección de los grupos de obtener los 

resultados finales aquí en el problema: ¿en qué nivel de cortar el árbol? 

En general, tiene un interés para que los grupos de máxima homogéneidad, y luego 
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necesidad de buscar el menor número de grupos con homogeneidad máxima (es obvio 

que el aumento del número de grupos crece homogeneidad en su interior). Esto es 

equivalente a cortar las raíces (es decir, inferior) de la serie de la mayoría de las ramas 

largas (es decir, la mayor parte del largo vertical), en los que tiene el mayor salto en 

la varianza interna que pasa por una serie de grupos que inmediatamente después. 

6.3 Criterios para la agregación 

Antes de que realmente se ejecute el algoritmo para clasificar la jerarquía, es necesario 

establecer una norma para definir el principio de la agregación de los objetos. 

Al principio, se supone que el conjunto de n objetos para ser clasificados está equi

pado con una medida de similaridad o disimilaridad donde el índice de la jerarquía 

proporciona una ultrametrica en el mismo conjunto. 

Una vez que haya determinado un grupo de objetos, debe preguntarse sobre qué base 

se puede calcular la distancia entre un individuo y un grupo, posteriormente, una 

distancia entre los dos grupos. Para este propósito, debemos definir una estrategia 

de agrupación de elementos establecer las reglas para el cálculo de distancias entre 

grupos disjuntos de los individuos, llamados criterios de agregación. Esta distancia 

entre agrupados se podrá, en general se calcular directamente a partir de las distancias 

de la diferentes elementos que intervienen en la reagrupación. 

Por ejemplo, si x, y y z son tres objetos, y si los objetos x e y se reagrupan en un 

solo elemento h, se puede definir la distancia de esta z mediante la agrupación como 

la mayoría de pequeña distancia entre los diferentes elementos de h y z: 

d(h, z) = min(d(x, z), d(y, z)). 

En concreto, en la matriz inicial de las distancias, las dos líneas correspondientes 

a los elementos x e y, hay una nueva línea de h que tiene como componentes los 

valores más pequeñas distancias entre el x e y tener con todos los otros elementos de 

I, continuar de la misma manera a segunda fusión hasta el agotamiento de la matriz. 
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Esta opción se conoce como el criterio de la unión simple (un solo vínculo) o saltar 

como mínimo, o incluso la mayor parte del vecino cercano. 

De manera similar, es posible considerar la distancia máxima de los diferentes ele

mentos de h de z: 

d(h, z) = max(d(x, z), d(y, z)). 

Esta elección es, sin embargo, conocido como el criterio de que el diámetro o la 

unión completa (o saltar), o la búsqueda del vecino más distante. Otra regla simple es 

de uso frecuente, es el de la distancia media, para dos objetos x e y agrupados en h, se 

tiene: 

d(h, z) = (d(x, z)d(y, z))/2. 

En general, si x e y son dos subconjuntos disjuntos del conjunto de objetos que 

tienen, respectivamente, nx y ny elementos, entonces h es un subconjunto de tamaño 

nx + ny por elementos a definir: 

d(h, z) = (nxd(x, z) + nyd(y, z))/(nx + ny)· 

La técnica de la clasificación ascendente jerárquica, por lo tanto, puede presentarse 

de acuerdo con diversos criterios de agregación. Entre estos últimos interesa especial

mente en la forma de agregación de acuerdo con la variación, o el método de Ward. 

6.3.1 Indice de Ward 

Se define índice de Ward como una medida de disimilitud entre los dos grupos que 

corresponde al aumento de la desviación interna que se produce por fusión de grupos 

p y q en un nuevo grupo, es decir, 

Habiendo indicado con WP la desviación del interior del núcleo 
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y Wp+q desviación dentro del nuevo núcleo obtenido tras la fusión de p y q. Por lo que: 

I = npnq d 2 
pq n +n pq 

p q 

Siendo J;q el cuadrado de la distancia euclidiana clásica. El índice es una distancia 

euclídea ponderada y tiende a resaltar grupos esférica (alrededor del centro de gravedad 

hacia arriba). 

6.3.2 Criterio de agregación según el criterio de la varianza o 

ward 

El criterio de agregación de acuerdo con la varianza tiende a optimizar cada paso la 

partición obtenida por agregación de dos elementos. Se utiliza sólo cuando la agregación 

es la distancia euclidiana y por lo tanto cada objeto puede ser representado en un 

espacio euclidiano en la mayoría den- 1 dimensiones, sin es el número de objetos. 

Para explicar este criterio es útil recordar el concepto de inercia y el Teorema de 

Huygens. 

Sea E un espacio euclídeo p-dimensional y V su espacio vectorial asociado si M es 

la matriz de tamaño p x p que define los productos escalares entre los elementos de una 

base B = e1 , e2 , •.• , ep de V, a saber: 

(x,y)M =x'My\;/x,y E V. 

El producto escalar, definido por M, induce una norma y un métrica (distancia 

euclidiana), que se definen, respectivamente, por: 

Para lo siguiente se asume que M = I 

Supongamos que cada punto se proporciona con una masa mi y cada clase de la 

partición de una masa mk de tal manera que 

\;/x, y E E: M- distancia(x, y)= dM(x, y)= llx- YIIM· 
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n k 

m= 'Lmi = Lmi, 
i=l j=l 

El cuadrado de la distancia entre dos puntos está dada por: Indicando con 9 el 

baricentro de la nube de puntos N(J) y con GK el baricentro de: 

k-ésima clase. Inercia total de la nube 

n 

1 = L millxi- 911 2 

i=l 

donde, 9 = ~ I:~=l mixi, 9k = n!k L:iEik mixi 

El teorema de Huygens proporciona la descomposición de la inercia total en los dos 

cantidades, la inercia intra-clase y ínter-clase que, según la expresión 

I = LLmiiixi- 9kll 2 + I,:mkli9k- 911 2 

k iEh k 

es decir, la relación conocida T = W + B 

Observación 6.2. En general, por lo tanto, la variabilidad total multidimensional del 

conjunto que se divide en dos partes: la variabilidad interna de los grupos (INTRA) y 

la variabilidad externa entre los grupos (INTER), correspondientes a las matrices W y 

B. 

En ausencia de la hipótesis específica de la noción de grupo y objetivos de la clasifi

cación, se dirá que una partición que es mucho mejor cuando más elevada es la relación 

de la variabilidad externa /variabilidad total, es decir, cuanto más homogéneas y fuerte 

es la diferencia entre las clases, o tanto más inercia (o varianza) intra o mínima y la 

ínter ó máxima. 

Al principio del proceso de aglomeración la inercia intra es nula y el ínter es igual a 

la inercia total. A medida que se procede en las agregaciones, la inercia interna aumenta 

y la externa disminuye hasta el punto final donde toda la inercia es una inercia intra, 
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ya que todos los elementos son reagrupados en un solo grupo o clase que es el propio 

conjunto. 

El criterio de agregación de conformidad con la varianza consiste e1;1 buscar, para 

cada paso, una partición de tal manera que la varianza interna de cada clase sea mínima, 

y por lo tanto, sea máxima la externa. Esta búsqueda del salto mínimo de la varianza 

interna equivale lógicamente a minimizar la pérdida de varianza ínter, que tiene cada 

agregación de dos elementos. Se muestra que tal cantidad, es conocido como el criterio 

de Ward, que es: 

mpmq 2( ) mpmq 11 112 Alpq = d Xp, Xq = Xp - Xq . 
mp+mq mp+mq 

Por lo tanto, el algoritmo basado en este criterio, las distancia inicial y distancia 

posterior siempre se calcula utilizando la expresión anterior. Para entender su signifi

cado, se produce después de su reconstrucción. 

El criterio de agregación de conformidad con la varianza consiste en buscar, para 

cada paso, una partición de tal manera que la varianza interna de cada clase sea mínima, 

y el exterior sea máxima. Esta búsqueda para del salto mínimo de aumento de la 

varianza interna lógicamente equivalente a minimizar la pérdida de la varianza entre, 

que tiene en cada agregación de dos elementos. Se muestra que en tales cantidades, 

conocido como el criterio de Ward, que es: 

AJ - mpmq d2( ) - mpmq .11 112 .u. pq - Xp, Xq - Xp - Xq . 
mp+mq mp+mq 

Por lo tanto, el algoritmo basado en tal criterio, la distancia inicial y las distancia 

posterior se calcula siempre mediante la expresión anterior. Para entender su significado 

se sigue por su reconstrucción. 

Son los elementos p y q con masas mp y mq, siendo Xp y Xq los vectores correspon

dientes que pertenecen a la partición P( s) como clases. Después la fusión de los dos 

elementos del núcleo h denota por P(s- 1) a la partición s- 1 clases y el vector Xh 

con: 
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La inercia con respecto al centro de gravedad G, debido a que el par (p, q), se 

expresa: 

que es: T = W + B siendo: 

T = mpllxp - 911 2 + mqllxq - 911 2 

W = mpllxp- xhll 2 + mqllxq- xhll 2 

B = mllxh- 911 2
-

Cuando p y q se combinan en h la inercia interna se anula , y la inercia de la 

partición P( s - 1) es: 

Por lo tanto la diferencia entre las dos inercias es igual a: 

La cantidad correspondiente al criterio de Ward. 

Si el criterio de salto mínimo busca los elementos más cercanos, con el criterio de 

Ward se añaden los dos elementos que tienen un salto intra varianza mínima (o que 

producen una pérdida mínima de la ínter- varianza). Sobre la base de este principio 

se puede entender a partir de la fórmula anterior que los puntos con las masas más 

pequeñas serán más fácilmente agregados. El índice de la jerarquía expresa en tal caso 

el nivel de que la pérdida de inercia y puede verificar que la suma de estos índices de 

nivel es igual a la inercia total. 

A efectos de cálculo de distancias sucesivas en el proceso de jerárquica, el cuadrado 

de la distancia entre cualquier punto r y el centro de la clase h (núcleo de p y q, 

indicando siempre con estos p, q, r ó un i-ésimo individuo o un núcleo anterior (h -1)

ésimo) se escribe en función de la distancia de los puntos p y q: 

1 mm 
d2 (h, r) = (mpd2 (p, r) + mqd2 (q, r)- P q d2 (p, q)) 

~+~ ~+~ 
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Se observa que la expresión anterior (conocido como el teorema de la mediana) se 

deduce, una vez más, por la descomposición de la inercia del par (p, q) con respecto a r 

(inercia total) en el par de inercia con respecto ah (interna) y la inercia de h respecto 

a r (externa): 

De la que es fácil de explicar con precisión á2 ( h, r) 

6.4 Selección del número de clases de la mejor par-

tición poda del árbol 

La elección del número de grupos que la constituyen la mejor partición den objetos 

es siempre más fácil si se hace una poda ó corte adecuado del dendrograma: el corte 

realizado debe hacerse después de las agregaciones que corresponde a los valores más 

bajos del índice que reúnen los elementos más cercanos, y antes de las combinaciones 

correspondientes a valores altos durante el proceso de clasificación, ya que la agregación 

de los elementos para clasificar, uno se acerca a la parte superior del árbol, la distancia 

entre las clases de agregada, lo más cercano, se hace cada vez más grande y el índice 

de nivel más y más alto. De corte, por lo tanto, el eje a un nivel correspondiente a un 

salto importante en el índice, se puede esperar para obtener una partición de buena 

calidad, los individuos agrupados delante y los agregados después de corte están muy 

lejos (por definición de la buena partición). 

En general, es posible elegir entre dos o tres niveles donde se puede realizar el corte 

y luego dos o tres particiones finales. La elección de corte puede ser facilitado mediante 

el examen de la histograma del nivel de cierto aumento de los índices: el árbol se debe 

podar en el nivel en el cual se observa este histograma en un salto importante entre los 

dos índices consecutivos, k - 1 y k , lo que sugiere por lo tanto, una buena partición 

en clases k. La situación ideal se muestra en la Figura 5.4.1 (a) cuando se observa un 
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**** ******* 
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**************** ************ *************************** 
****************'*************** ******************************* 

(a) (b) 

Tabla 6.2: Nivel de los índices de histograma 

salto notable entre el cuarto y el quinto índice que sugiere una buena partición en cinco 

clases. En la Figura 5.4.1 (b) se observa, sin embargo, la situación típica en la que es 

difícil elegir el número de grupos dentro de la población. 

Sin embargo, tal procedimiento no siempre obtiene la mejor partición posible porque 

los algoritmos de clasificación jerárquica no tienen las propiedades para producir una 

partición óptima. Esto es una consecuencia del hecho de que en el árbol construido 

la partición en k clases contiene la partición k en k - 1 clases y está contenida en la 

partición en k + 1 clases. 

¿Cómo resolver, por lo tanto, el problema de la selección del número de clases para 

la mejor partición? 

Los principales métodos que nos permiten elegir los valores óptimos obtenidos del 

parámetro k, por lo que le sugerimos para detener el proceso grupos de agregación 

hasta el valor seleccionado de k, que se define como reglas o criterios de detención, son 

criterios divididos en criterios de detención global y de detención local. 

Los criterios de parada o detención evaluan una medida global, G(k), por lo general 

basado en la variabilidad ínter-grupo e intra-grupo y determina el valor de k para el 

que G (k) es óptima. 

Una desventaja de estos criterios es que no nos permiten determinar si los datos se 

pueden dividir, porque hay una definición natural de G(J). 
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Criterios de parada o detención local, sin embargo ,permiten establecer que un par 

de grupos que se agregan (o si un grupo debe ser dividido). A diferencia de criterios 

de parada globales, el local de consideran sólo una parte de los datos (excepto cuando 

se hace la comparación entre k = 1 y k = 2) y sólo puede estimarse a particiones 

jerárquicamente anidados. Una desventaja de los criterios de detención locales es que 

necesitan para especificar un valor límite o un nivel significativo, cuyo valor óptimo 

por lo general depende de la propiedad (desconocido) en el conjunto de datos que se 

está considerando. 

Muchos son los criterios de parada o detención que se han propuesto en la literatura. 

Un estudio detallado y muy valiosa de estos criterios es el llevado a cabo por Milligan y 

Cooper (1985). Entre los criterios hechas por estos autores, los cinco más importantes 

(tres global y local de dos), que sólo tiene sentido si es precedido por la definición de 

la distancia euclidiana, lo que les permite medir, para ser clasificado como se describe 

a continuación. 

Gl: El índice de Calinskhi-Harabasz (1974), adecuado para la determinación de una 

partición óptima de un conjunto de objetos descritos por las variables cuantita

tivas, se define por 

G1(k) = (k~}) . 
(n-k) 

donde W y B denotan, respectivamente, la suma total de las distancias de los 

cuadrados inter-grupos del centro de gravedad, y la suma de las distancias de 

los cuadrados intra-grupos, k es el número de particiones que usted elije para 

obtener, n es el número de elementos de partida para clasificar. Está claro que 

este índice puede ser utilizado en el caso que l~ cantidades, primera mencionada 

son medible, y luego en la presencia de una definición de la distancia. 

G2: el índice de Goodman-Kruskal (1954) se utiliza principalmente en los estudios 

clasificación, en el que tienen lugar las comparaciones entre toda la disimilitud en 

inter-grupos y dentro de los grupos. La comparación es concordante (discordante) 
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si una disimilitud ínter-grupos es estrictamente menor (estrictamente mayor) de 

una disimilitud en intra-grupos, las similitudes entre los miembros de los dos 

grupos de disimilitud se descuidan en la definición del índice. 

G2(k) = S+- S_ 
S++S-

donde S+ + (S-) denota el número de comparaciones concordantes (discordan

te). Incluso en este caso se trata de un índice que se puede utilizar en caso que se 

pueda medir la disimilitud a grupos ínter e intra grupo, y por lo que, previamente, 

se define una distancia euclidiana. 

G3: Este índice estandariza la suma D(e) de disimilitud ínter-grupos en una partición 

de objetos en e grupos. Si la partición tiene un total de r disimilitudes, Dmin 

(Dmax respectivamente) se define como la suma de r disimilitud más pequeña, y: 

G3(e) = (D(e)- Dmin). 
(Dmax - Dmin) 

El valor de e que maximiza G1(e) o G2(e), o minimiza G3(e) es el número entero 

que determina los grupos asignados - con la restricción de que sólo los valores 

más pequeños de e hay que tener en cuenta (Milligan y Cooper, 1985). 

Ll: Duda y Hart (1973) han propuesto una regla para decidir cuando un grupo debe 

ser dividido en dos subgrupos, basados en la comparación de su suma ínter- clases 

de las distancias al cuadrado (W1) con la suma de la suma ínter-clases de las 

distancias al cuadrado cuando el grupo es óptimamente dividido en dos (W2). Si 

el grupo contiene m objetos descritos por p caracteres cuantitativas la hipótesis 

que el grupo sea homogéneo (y por lo tanto podría ser subdividido) se rechaza si 

1 

W1 < 1 __ 2 __ z [2(1- 8j(1r2p))] 2 

W2 (1rp) (mp) 

donde z es una desviación normal estándar que especifica el nivel de significación 

de la prueba 
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L2: Beale (1969) propuso una prueba para decidir si un grupo puede dividirse. Esta 

consiste en la comparación de: 

(Dónde Wl, W2, m y p se definen como en Ll) con una distribución Fp, (m-2)v' y 

el rechazo de la hipótesis cuando un grupo contiene un solo elemento para valores 

significativamente grandes de F. 

En ambos de estos dos últimos criterios (criterios de parada local), la agregación 

por lo general procede hasta que se forma un grupo que consiste en un solo 

elemento. 

6.5 Descripción estadística de las clases 

Identificado la partición óptima en k grupos del conjunto de n objetos, se procede a 

la descripción e interpretación de las características de las clases que en la práctica 

representa una etapa fundamental para cualquier procedimiento de clasificación. 

Ayudar a la interpretación de las clases son generalmente fundados sobre la base de 

comparaciones de promedios o porcentajes a clases internas con promedios o porcen

tajes obtenidos de los elementos para clasificar. Para seleccionar caracteres continuos 

o métodos de características nominales de cada clase, se mide la diferencia entre los 

valores relativos de la clase y los valores globales. Estas estadísticas se pueden conver

tir en un criterio llamado valor de la prueba que le permite operar una opción de las 

características y de identificar los más característicos (Morineau, 1984). 

Entre los caracteres ci hay caracteres que han contribuido a la construcción de 

las clases, pero pueden participar en su descripción en el mismo principio de carácter 

ilustrativo en un análisis factorial. Estos caracteres permiten a posteriori identificar 

características y reagrupamientos establecidos a partir de características activas. 
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6.5.1 Valores de prueba para los caracteres continuos 

En el caso de las variables cuantitativas o continua, para caracterización de un grupo, 

se compara la media de cada variable en el grupo, xk, con la media general, x, y se 

evalúa tal diferencia, teniendo en cuenta la varianza del carácter, interna al grupo. Con 

este fin, se considera la prueba: 

- - 2 

(X) _ Xk -X 2 (X) _ n-nks (X) 
tk - con sk - --

sk(X) n -1 nk 

donde s2 (X) y s~(X) son, respectivamente, la varianza de la variable X y la varianza de 

la media, en el caso de una extracción sin repetir de la nk unidad para ser considerado. 

La hipótesis nula de una extracción al azar sin repetición de la nk unidad del grupo 

k, la variable media aritmética xk del grupo tiene como valor esperado x y la varianza 

como teórica s~(X) . 

La prueba de tk sigue la ley de t de student y expresa la distancia entre la media del 

grupo y la media general en términos de desviaciones estándar de una curva normal. 

La probabilidad correspondiente al calculo empírico se muestra también en las tablas 

como el valor de prueba. Se trata del valor de una variable con una distribución 

normal (de gauss) estandarizada (es decir, con media cero y varianza unitaria) N(0.1) 

cuya probabilidad corresponde a la de la prueba. Por lo tanto los valores de prueba 

mas en módulo a 1.96 corresponden a una probabilidad de 5%, e indican que la media 

observada en los grupos difieren significativamente de la media en general, por lo tanto, 

son característicos del grupo. 

Es posible utilizar este valor tk como un orden de magnitud para identificar una lista 

entre las variables características en relación al grupo. Es decir, los valores absolutos 

de la prueba son de simples medidas de similitud entre caracteres y grupos. 

6.5.2 Los valores de ensayo personajes Valoraciones 

En el caso de los caracteres cualitativos o nominales una modalidad de un carácter 

puede considerarse como característicos de la clase si su presencia puede juzgarse sig-
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nificativamente superior y si se puede atender respecto a su presencia en el colectivo 

(o junto) 

Indicando de este modo con nik individuos con la modalidad j-ésima entre los nk 

individuos de la clase k-ésimo, con ni individuos con tal modalidad el colectivo den 

elementos, la diferencia entre: 

son medidas significativas. 

Suponiendo que se extraen los nk individuos de la clase k se extraen sin repetir 

los n individuos de la población, el porcentaje de personas que poseen la modalidad 

j-ésima de la clase debe coincidir en general con titular de la misma modalidad en la 

población. Esta condición representa la hipótesis de independencia en las que el número 

N de individuos de clase k, con la modalidad j, representa una variable aleatoria que 

sigue la ley hipergeométrica de parámetros (n, nk, ni) (Lebart et al., 1995). Entonces 

se puede calcular la probabilidad de obtener un valor N mayor a ni k: 

Mas esta probabilidad es pequeña, más la hipótesis de extracción aleatoria es difícil 

de aceptar. Esta probabilidad se utiliza, para ordenar la modalidad más característica 

de una clase (la modalidad más característica corresponde a la pequeña probabilidad). 

Desde esta probabilidad es a menudo muy pequeña, en la práctica puede ser reem

plazado con el valor tk(n) de la variable de Gauss correspondiente. Esa medida, en 

términos de extracción normal estandarizada, significa la diferencia entre el porcenta

je de la presencia de la modalidad en la clase y el porcentaje de la modalidad en la 

población. 

Para nuestro caso en la Figura 6.1 presentamos la clasificación 
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Figura 6.1: Clasificacion mediante árboles o dendograma. 
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El dendrograma, o árbol jerárquico, es una representación gráfica del resultado del 

proceso de agrupamiento en forma de árbol . 

Contribucion 
Etiqueta Correlaciones 

a los+. ,f. 

C1- TALLA 0.49 0.76 0.22 0.47 

C2- PESO 0.90 0.29 0.40 0.18 

C3- PBRFLE 0.86 0.16 0.38 0.10 

C4- P. PANTO 0.88 0.12 0.39 0.08 

C5- D. FÉMUR 0.76 0.23 0.34 0.14 

C6- D. HUME 0.59 0.60 0.27 0.37 

C7- PLITRICI 0.59 -0.68 0.26 -0.42 

C8- PLISUBE 0.62 -0.48 0.28 -0.30 

C9- PLI SUPR 0.71 -0.49 0.32 -0.31 

C10- PLIPANT 0.49 -0.73 0.22 -0.46 

Tabla 6.3: Clasificación jerárquica. 

NUM. 1 II PESO INDICE 

103 18 78 2.00 0.00001 * 
104 29 50 2.00 0.00001 * 
105 47 99 2.00 0.00002 * 
106 19 68 2.00 0.00003 * 
107 11 88 2.00 0.00004 * 
108 3 86 2.00 0.00005 * 
109 35 36 2.00 0.00009 * 
110 94 80 2.00 0.00009 * 
111 88 41 3.00 0.00010 * 
112 58 52 2.00 0.00012 * 
113 69 7 2.00 0.00013 * 
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114 79 39 2.00 0.00014 * 
115 42 1 2.00 0.00015 * 
116 84 67 2.00 0.00017 * 
117 54 49 2.00 0.00017 * 
118 45 37 2.00 0.00018 * 
119 100 30 2.00 0.00018 * 
120 66 82 2.00 0.00021 * 
121 93 75 2.00 0.00027 * 
122 23 72 2.00 0.00030 * 
123 24 115 3.00 0.00038 * 
124 60 90 2.00 0.00043 * 
125 38 102 2.00 0.00050 * 
126 112 81 3.00 0.00052 * 
127 65 8 2.00 0.00057 * 
128 20 43 2.00 0.00066 * 
129 44 92 2.00 0.00067 * 
130 63 87 2.00 0.00070 * 
131 98 33 2.00 0.00082 * 
132 105 51 3.00 0.00085 * 
133 122 91 3.00 0.00086 * 
134 56 124 3.00 0.00088 * 
135 62 6 2.00 0.00090 * 
136 104 73 3.00 0.00090 * 
137 120 74 3.00 0.00095 * 
138 96 129 3.00 0.00097 * 
139 16 21 2.00 0.00100 * 
140 76 89 2.00 0.00104 * 
141 14 53 2.00 0.00107 * 
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142 95 70 2.00 0.00133 * 
143 9 127 3.00 0.00140 * 
144 117 48 3.00 0.00142 * 
145 15 83 2.00 0.00143 * 
146 5 59 2.00 0.00144 * 
147 85 113 3.00 0.00149 * 
148 132 123 6.00 0.00150 * 
149 139 27 3.00 0.00150 * 
150 28 108 3.00 0.00161 * 
151 118 64 3.00 0.00168 * 
152 128 77 3.00 0.00177 * 
153 125 12 3.00 0.00186 * 
154 106 57 3.00 0.00200 * 
155 10 40 2.00 0.00230 * 
156 107 133 5.00 0.00237 * 
157 147 116 5.00 0.00320 * 
158 145 61 3.00 0.00322 * 
159 4 2 2.00 0.00323 * 
160 114 22 3.00 0.00328 * 
161 146 134 5.00 0.00340 * 
162 26 31 2.00 0.00372 * 
163 140 111 5.00 0.00438 * 
164 25 97 2.00 0.00479 * 
165 126 32 4.00 0.00480 * 
166 156 151 8.00 0.00521 * 
167 46 149 4.00 0.00531 * 
168 153 121 5.00 0.00553 * 
169 144 148 9.00 0.00555 * 
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170 110 142 4.00 0.00565 * 

171 141 13 3.00 0.00634 * 

172 157 109 7.00 0.00858 * 

173 17 71 2.00 0.00861 * 

174 101 55 2.00 0.00920 * 

175 161 119 7.00 0.00926 * 

176 130 165 6.00 0.00973 * 

177 150 160 6.00 0.00990 * 

178 173 159 4.00 0.01077 * 

179 175 143 10.00 0.01401 * 

180 138 163 8.00 0.01606 * 

181 164 131 4.00 0.01698 * 

182 137 167 7.00 0.01777 * 

183 172 155 9.00 0.02036 * 

184 136 154 6.00 0.02088 * 

185 135 162 4.00 0.02569 * 

186 182 34 8.00 0.03042 * 

187 177 169 15.00 0.03437 * 

188 184 152 9.00 0.04106 ** 

189 166 168 13.00 0.04139 ** 

190 158 178 7.00 0.05062 ** 

191 171 174 5.00 0.05476 ** 

192 180 176 14.00 0.09908 *** 

193 183 189 22.00 0.11802 **** 

194 186 188 17.00 0.12010 **** 

195 179 190 17.00 0.12236 **** 

196 195 187 32.00 0.20440 ****** 

197 185 181 8.00 0.21063 ****** 
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198 193 192 36.00 0.26467 ******** 

199 198 170 40.00 0.44762 ************* 

200 191 196 37.00 0.57663 **************** 

201 197 200 45.00 0.81976 *********************** 

202 199 194 57.00 1.05563 ***************************** 

203 202 201 102.00 2.92100 

************************************************************************* 

******** 

Suma de índice de nivel=7.52015 
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Capítulo 7 

Resultados y conclusiones 

7.1 Resultados 

l. De los 6 grupos, el grupo número 2 tiene mayor probabilidad de éxito deportivo. 

2. Las variables de perímetro de pantorrilla y perímetro de brazo flexionado tienen 

mayor influencia en la primera componente. Fig.(7.5). 

3. Las variables de los pliegues de la pantorrilla y el pliegue tricipital y la talla están 

más cerca al segundo componente principal.(fig. 7.3) 

4. Se identificaron 2 componentes principales que explican un 76.48de la inercia 

total. Tabla 7.1 y gráfico de sedimentación. 

5. Observamos una mayor relación del peso con los perímetros de la circunferencia 

de la pantorrilla y perímetro de brazo flexionado. (fig. 7.5). 

6. Observamos una correlación mas estable del diámetro del húmero con la talla, pe

so Perímetro de brazo flexionado, perímetro de pantorrilla, y diámetro de fémur. 

Fig.7.5 
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Aplicación del A.C.P.para nuestro estudio: 

Tabla 7.1: Histograma de los 10 valores propios o autovalores propios 

No 
Valor 

% 
Porcentaje 

orooio acumulado 
1 4.9499 49.50 49.50 ******************************************************************************* 

2 2.5703 25.70 75.20 *************************************** 

3 0.6470 6.47 81.67 *********** 

4 0.4997 5.00 86.67 ********* 

5 0.3542 3.54 90.21 ****** 

6 0.3385 3.38 93.60 ****** 

7 0.2250 2.25 95.85 **** 

8 0.1986 1.99 97.83 **** 

9 0.1407 1.41 99.24 ••• 
10 0.0760 0.76 100.00 ** 

Figura 7.1: Los componentes principales representado en el círculo. 
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Tabla 7.2: Matriz de correlaciones 

Talla Peso p.b.fle. P.pant D.Fm D.Hm Ptrc Psub Pspr Pp 

Talla 1.00 

Peso 0.69 1.00 

PBFl 0.46 0.82 1.00 

Ppan 0.47 0.83 0.78 1.00 

Dfm 0.49 0.65 0.56 0.69 1.00 

DHm 0.66 0.61 0.57 0.48 0.59 1.00 

Ptrc -0.17 0.32 0.38 0.41 0.30 -0.04 1.00 

Psub -0.03 0.45 0.47 0.43 0.25 0.07 0.58 1.00 

Pspr -0.01 0.48 0.48 0.45 0.36 0.23 0.71 0.66 1.00 

Ppan -0.29 0.21 0.24 0.37 0.31 -0.13 0.76 0.51 0.63 1.00 

Cl c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 el O 

7.2 Conclusiones 

l. El análisis multidimensional relacionado con el somatotipo es una metodología 

para detectar talentos deportivos. 

2. El análisis multidimensional valida al somatotipo, porque el estudio muestra la 

predominancia de rnesomorfia, luego sigue la endomorfía. 

3. Si conocemos las mediciones antropométricas de los atletas para poder hacer el 

corte en el dendograma y obtener la clasificación depende de la experiencia de 

la experiencia del investigador, pero si se puede predecir los atletas con Mayor 

probabilidad deportiva. 
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7.3 Sugerencias 

Considero interesante ver que pasa cuando se aplica este método a las pruebas fisico 

motoras. 
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Anexo 

En este anexo se adjuntan las figuras que permiten explicar los detalles de la tesis. 

Figura 7.2: Somatocarta con las 3 coordenadas. 
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Figura 7.3: Ayuda a identificar los ejes principales. 

Figura 7.4: Los componentes principales representado en el círculo. 

Tabla de Datos Componentes 

(ofo2%J 
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Tabla 7.3: Clasificación de los atletas 

INERTIES EFFECTIF PO IDS 

INERTIE INTER-CLASES 5.8206 

INERTIES INTRA-CLASE 

CLASSE 1 16 0.4956 32 32.00 

CLASSE 216 0.0714 5 5.00 

CLASSE 316 0.2635 8 8.00 

CLASSE 416 0.2446 17 17.00 

CLASSE 516 0.0071 4 4.00 

CLASSE 616 0.6174 36 36.00 

INERTIE TOTALE 7.5201 
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Ca.4ue 'e' de r.art.e en 6 cJass,es 
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• OASSE 21 6 
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• ClASSE 5/ S 
• OASSE 6/ 6 
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15 
17 
S 

33 

. • ! •, • • Facteur 1 - 49.50 % 
(¡i ~----------·---.---------------------------- ... -- ... - .. -----:-·---------.. ---------~-----------------------------------------

-'3.C 

·. 

. . . . ~.· .. . . . . .. ¡· ... 
? . ¡ 

. ¡ . 

1 . 
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Figura 7.5: Otra manera de ver la clasificación. 
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DISTAN CE 

2.5479 

15.6333 

18.6537 

4.0250 

24.4290 

3.2954 



Tabla 7.4: Otra manera de ver la clasificación mediante árboles. 

NUM. I II PESO INDICE 
103 18 78 2.00 0.00001 * 104 29 50 2.00 0.00001 * 105 47 99 2.00 0.00002 * 106 19 68 2.00 0.00003 * 107 11 88 2.00 0.00004 * 108 3 86 2.00 0.00005 * 109 35 36 2.00 0.00009 * 110 94 80 2.00 0.00009 * 111 88 41 3.00 0.00010 * 112 58 52 2.00 0.00012 * 113 69 7 2.00 0.00013 * 114 79 39 2.00 0.00014 * 115 42 1 2.00 0.00015 * 116 84 67 2.00 0.00017 * 117 54 49 2.00 0.00017 * 118 45 37 2.00 0.00018 * 119 100 30 2.00 0.00018 * 120 66 82 2.00 0.00021 * 121 93 75 2.00 0.00027 * 122 23 72 2.00 0.00030 * 123 24 115 3.00 0.00038 * 124 60 90 2.00 0.00043 * 125 38 102 2.00 0.00050 * 126 112 81 3.00 0.00052 * 127 65 8 2.00 0.00057 * 128 20 43 2.00 0.00066 * 129 44 92 2.00 0.00067 * 130 63 87 2.00 0.00070 * 131 98 33 2.00 0.00082 * 132 105 51 3.00 0.00085 * 133 122 91 3.00 0.00086 * 134 56 124 3.00 0.00088 * 135 62 6 2.00 0.00090 * 136 104 73 3.00 0.00090 * 137 120 74 3.00 0.00095 * 138 96 129 3.00 0.00097 * 139 16 21 2.00 0.00100 * 140 76 89 2.00 0.00104 * 141 14 53 2.00 0.00107 * 142 95 70 2.00 0.00133 * 143 9 127 3.00 0.00140 * 144 117 48 3.00 0.00142 * 145 15 83 2.00 0.00143 * 146 5 59 2.00 0.00144 * 147 85 113 3.00 0.00149 * 148 132 123 6.00 0.00150 * 149 139 27 3.00 0.00150 * 150 28 108 3.00 0.00161 * 151 118 64 3.00 0.00168 * 152 128 77 3.00 0.00177 * 153 125 12 3.00 0.00186 * 154 106 57 3.00 0.00200 * 155 10 40 2.00 0.00230 * 156 107 133 5.00 0.00237 * 157 147 116 5.00 0.00320 * 158 145 61 3.00 0.00322 * 159 4 2 2.00 0.00323 * 126 



Tabla 7.5: Matriz de correlaciones 

Talla Peso p.b.fie. P.pant D.Fm D.Hm Ptrc Psub Pspr Pp 

Talla 1.00 

Peso. 0.69 1.00 

PBFl 0.46 0.82 1.00 

Ppan 0.47 0.83 0.78 1.00 

Dfm 0.49 0.65 0.56 0.69 1.00 

DHm 0.66 0.61 0.57 0.48 0.59 1.00 

Ptrc -0.17 0.32 0.38 0.41 0.30 -0.04 1.00 

Psub -0.03 0.45 0.47 0.43 0.25 0.07 0.58 1.00 

Pspr -0.01 0.48 0.48 0.45 0.36 0.23 0.71 0.66 1.00 

Ppan -0.29 0.21 0.24 0.37 0.31 -0.13 0.76 0.51 0.63 1.00 

C1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10 

Tabla 7.6: Estadísticos de fiabilidad 

Alfa de 

Cronbach 
Alfa de 

basada en los N de elementos 
Cronbach 

elementos 

tipificados 

.740 .881 10 
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Figura 7.6: Esquema de los métodos factoriales y de clasificación. 
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Tabla 7.7: Histograma de los 10 valores propios o autovalores propios 

No 
Valor 

% 
Porcentaje 

propio acumulado 
1 4.9499 49.50 49.50 ............•............................•............•...•............•....... 

2 2.5703 25.70 75.20 •........•...........•.....•.......•... 

3 0.6470 6.47 81.67 *********** 

4 0.4997 5.00 86.67 ********* 

5 0.3542 3.54 90.21 ...... 
6 0.3385 3.38 93.60 ...... 
7 0.2250 2.25 95.85 .... 
8 0.1986 1.99 97.83 .... 
9 0.1407 1.41 99.24 ... 
10 0.0760 0.76 100.00 •• 

Figura 7. 7: Cuadro explicativo de somatocarta 
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¡.....¡ 
~ o 

IDEN 

C2 

C1 

C3 

C6 

C4 

V. TEST 

3.82 

3.43 

3.24 

3.21 

2.75 

Tabla 7.8: Tabla de clasificación- Clase 1/6 

PROBA CLASSE GENERAL ECARTS TYPE NUM. LIBELLE 

0.000 63.15 55.31 5.82 12.08 2. Peso Kg 

0.000 156.28 149.81 6.39 11.62 l. Talla 

0.001 29.28 27.32 1.73 3.55 3. P. brazo 

0.001 6.49 6.21 0.29 0.52 6. D. humero 

0.003 34.54 33.00 1.70 3.29 4. P. pantorr 



~ 

""' ~ 

IDEN 

Cl 

C6 

C5 

C9 

C8 

ClO 

C7 

V. TEST 

4.52 

4.22 

2.36 

-2.65 

-2.70 

-3.22 

-3.71 

Tabla 7.9: Tabla de clasificación- Clase 2/6 

PROBA CLASSE GENERAL ECARTS TYPE NUM. LIBELLE 

0.000 172.82 149.81 11.88 11.62 l. Talla 

0.000 7.16 6.21 0.19 0.52 6. D. humero 

0.009 9.98 9.23 0.51 0.73 5. D. fémur 

0.004 12.40 23.92 5.29 9.93 9. Pliegue supraespinal 

0.003 9.96 20.52 1.81 8.92 8. Pliegue subescap 

0.001 5.44 13.88 1.83 5.99 10. Pliegue pantorrilla 

0.000 5.50 15.82 1.26 6.34 7. Pliegue tricipital 



~ 
~ 
t..:> 

IDEN 

03 

07 

04 

09 

02 

08 

010 

05 

06 
- -~ 

V. TEST 

5.90 

5.47 

5.44 

5.38 

5.11 

4.85 

4.66 

4.46 

3.07 
--

Tabla 7.10: Tabla de clasificación- Clase 3/6 

PROBA CLASSE GENERAL ECARTS TYPE NUM. LIBELLE 

0.000 32.34 27.32 3.10 3.55 3. P. brazo flexionado 

0.000 24.13 15.82 4.77 6.34 7. Pliegue tricipital 

0.000 37.29 33.00 2.69 3.29 4. P. Pantorr 

0.000 36.73 23.92 7.63 9.93 9. Pliegue supraespinal 

0.000 70.11 55.31 11.22 12.08 2. Peso Kg 

0.000 30.90 20.52 10.50 8.92 8. Pliegue subescap 

0.000 20.57 13.88 5.34 5.99 10. Pliegue pantorrilla 

0.000 10.01 9.23 0.54 0.73 5.D. fémur 

0.001 6.59 6.21 0.40 0.52 6.D. húmero 



~ 
C,¡,j 
C,¡,j 

IDEN 

ClO 

C7 

C1 

C6 

V. TEST 

4.75 

2.90 

-3.85 

-4.11 
-

Tabla 7.11: Tabla de clasificación- Clase 4/6 

PROBA CLASSE GENERAL ECARTS TYPE NUM. LIBELLE 

0.000 20.21 13.88 3.80 5.99 10. Pliegue pantorrilla 

0.002 19.91 15.82 4.11 6.34 7. Pliegue tricipital 

0.000 139.85 149.81 9.00 11.62 l. Talla 

0.000 5.74 6.21 0.42 0.52 6.D. húmero 
.... ~ - ~----- ·- L__ ··---------~ --- ----



~ 
~ 
~ 

IDEN 

C8 

C6 

C1 

C3 

C5 

C2 

C4 

V. TEST 

-2.54 

-3.44 

-4.04 

-4.16 

-4.50 

-4.52 

-5.01 

Tabla 7.12: Tabla de clasificación- Clase 5/6 

PROBA CLASSE GENERAL ECARTSTYPE NUM. LIBELLE 

0.006 11.50 20.52 1.91 8.92 8. Pliegue subescap 

0.000 5.50 6.21 0.21 0.52 6. D. húmero 

0.000 131.12 149.81 7.88 11.62 l. Talla 

0.000 21.43 27.32 1.06 3.55 3. Brazo flexionado 

0.000 7.92 9.23 0.26 0.73 5. D. fémur 

0.000 33.60 55.31 4.45 12.08 2. Peso Kg 

0.000 26.43 33.00 1.39 3.29 4. P. pantorr 
1 -- ---- --- - - --



t-' 
~ 
01 

IDEN 

C5 

C3 

C2 

C8 

ClO 

C7 

C4 

C9 

V. TEST 

-3.38 

-3.90 

-4.05 

-4.11 

-4.13 

-4.26 

-4.31 

-5.51 

Tabla 7.13: Tabla de clasificación- Clase 6/6 

PROBA CLASSE GENERAL ECARTS TYPE NUM. LIBELLE 

0.000 8.87 9.23 0.45 0.73 5. D. fémur 

0.000 25.33 27.32 2.03 3.55 3. P. brazo 

0.000 48.27 55.31 5.44 12.08 2.Peso Kg 

0.000 15.25 20.52 4.98 8.92 8. Pliegue subescap 

0.000 10.32 13.88 3.33 5.99 10. Pliegue pantorrilla 

0.000 11.93 15.82 4.05 6.34 7. Pliegue tricipital 

0.000 30.95 33.00 1.67 3.29 4. P. pantorr 

0.000 16.05 23.92 6.00 9.93 9.Pliegue supraespinal 



Gráfico de sedimentación 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Número de componente 
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