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Resumen.-
El objetivo de este trabajo es analizar la continuidad de la funcién

M,: [0 - L2(0,00)
(91, R 9,,) = PVect(p(;l.,..‘p()n)(X)?

donde  es la funcién caracteristica del intervalo (0, 1] en (0, 00), pg,(s) = {%} para k =
1,...,ny PVect(,)aU“,,,an)(X) es la proyeccion ortogonal de x sobre el subespacio vectorial
generado por el conjunto {p,, , .. ., pa, } €n L2(0, c0).

La eleccion de este operador es motivada por el criterio de Beurling que revela la duali-
dad existente entre las propiedades de la funcion zeta de Riemann y las de la funcién parte
fraccionaria.

Comenzamos presentando la funcién (, el producto de Euler asociado a ella y demostrando
su ecuacion funcional. A continuacioén exponemos la prueba del criterio de Beurling, el cual
nos proporciona una equivalencia para la hipdtesis de Riemann en términos de la densidad
en L*(0,00) del espacio formado por las funciones f = Y. cips, con >, cif; = 0.
Seguidamente caracterizamos la continuidad de un operador més general

Iy : XxH —- H

)
(:E’ y) = I Vect (’U.l(flj),..,,’fl.n(fl,')) (y)7

donde X es un espacio topoldgico, H un espacio de Hilbert y las funciones uy, : X — H son
continuas para k = 1,...,n. Tal caracterizacion se da en términos de la convergencia débil
de subespacios vectoriales de H. Introducimos la medida de Haar m de un grupo abeliano
localmente compacto GG, y damos condiciones suficientes sobre una funcion f € L}((, m)
que garanticen la continuidad de

Hr: G" - L*G,m)
(61) ceey 671,) }_> ]?Ve(lt(f()l 7'“*f0n) (‘y))
donde fj, es una dilataciéonde fparak =1,...,nyy € L3(G,m). Finalmente, tomamos

G = (0,00), f(t) = {3}, y = x y demostramos que en este caso se verifican las condiciones
discutidas previamente. Esto establece la continuidad de II, .
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Resumen, —

El objetivo de este trabajo es analizar la continuidad de la funcion
M [0, 1} — L?(0,00)
(017 sy Bn) — PVeCt(pgl,‘.‘,pgn)(X)J

donde x es la funcién caracteristica del intervalo (0, 1] en (0, 00), pg, (s) = {%} para k =
L., Y Pect(pa;,...pan) (X) €S 12 proyeccion ortogonal de x sobre el subespacio vectorial
generado por el conjunto {pq,; - - - ; Pa, + €0 L2(0, 00).

La eleccion de este operador es motivada por el criterio de Beurling que revela la duali-
dad existente entre las propiedades de la funcion zeta de Riemann y las de la funcién parte
fraccionaria.

Comenzamos presentando la funcién ¢, el producto de Euler asociado a ella y demostrando
su ecuacion funcional. A continuacion exponemos la prueba del criterio de Beurling, el cual
nos proporciona una equivalencia para la hipotesis de Riemann en términos de la densidad
en L%(0, 00) del espacio formado por las funciones f = Y7, ¢;pp, con Y . c;6; = 0.
Seguidamente caracterizamos la continuidad de un operador mas general

@Y = P (uinter) @

donde X es un espacio topologico, H un espacio de Hilbert y las funciones u; : X — H son
continuas para k = 1, ..., n. Tal caracterizacion se da en términos de la convergencia débil
de subespacios vectoriales de H. Introducimos la medida de Haar m de un grupo abeliano
localmente compacto G, y damos condiciones suficientes sobre una funcion f € L}(G, m)
que garanticen la continuidad de

1_IF‘ : G" - L2(Gam)
(B1,---,0n) = Puect(fo, .. on) ()

donde fj, es una dilatacion de f para k = 1,...,ny y € L?(G,m). Finalmente, tomamos
G = (0,00), f(t) = {3}, ¥y = x 'y demostramos que en este caso se verifican las condiciones
discutidas previamente. Esto establece la continuidad de I, .



NOTACIONES

Las letras N, Z, R y C denotan al conjunto de los ntiimeros naturales, enteros , reales y
complejos respectivamente.
Para el nimero complejo z = o + ¢7, los nimeros reales R(s) := o, J(z) == 7y |z| :=
Vo2 + 72 denotan respectivamente su parte real, su parte imaginaria y su médulo.
Denotamos por H al conjunto {z € C: J(z) > 0} y por T al conjunto {z € C: |z| = 1}
Denotamos por H (U) al conjunto de las funciones complejas que son holomorfas en el abiet-
to U C Cy por C(U) al cojunto de las funciones continuas en U.
El espacio vectorial generado por los vectores vy, . . ., v,, s denotado por Vect(vy, ..., v,).
Haciendo un abuso de notacion, dado un numero real a, denotamos por ¢ < « al conjunto
{z € C: R(2) < a}. De igual modo tenemos los conjuntos o > a, ¢ > ay o < a.
La cantidad de primos en el intervalo [1, 2] es denotado por 7(z).
Dado un espacio topoldégico X y un subconjunto A C X, la clausura de A es denotada por
A, y su frontera por OA. '
Para una funcién f € H(U), denotamos por Z(f) al conjunto {z € C : f(z) = 0}. Dado
z € Z(f) denotamos a su multiplicidad por m(f, z).
Escribimos f(z) = O(g(x)) cuando z — g si existe M > 0 tal que | f(z)| < M|g(x)| para
todo z suficientemente cerca de zg.
Dados un algebra de Banach X y un elemento z € X, denotamos por o(z) al espectro de z,
por p(z) al resolvente de z y por r,(z) a su radio espectral.
Dada un 4lgebra de Banach X. Denotamos por A(X) al conjunto de los homomorfismos
complejos de X y al nticleo de ¢ ¢ A(X) lo denotamos por N(p).
Dado un espacio topolégico X . Una curva es una funcién continua + : [a, b] — X. El rango
de ~y sera denotado por v* y su longitud por (7).
Dado un abierto I/ ¢ C, el residuo de una funcién f : I/ — C en un polo z = a es denotado
por Res(f, a).
Sean U = {uq,...,u,} yU = {v1,...,v,} subconjuntos de un espacio con producto inter-
no H. El determinante de la matriz Gy = {(u;, u;)} se denota por Gram(uy, ..., u,) y se
llama determinante de Gram de 1. El determinante de la matriz Gy g = ((u, , vj))l <ijen S€
denota Gram(usq, ..., U,;v1,. .., ,) Yy se llama determinante bilineal de Gram de i y 0.
Dados un espacio de Hilbert H, un subconjunto convexoy cerrado C # )y a € H. Denota-
mos a la proyeccion de a sobre C por Pe(a).



Dados dos conjuntos A, X con A C X. Denotamos por ¥, a la funcién caracteristica de A.
El conjunto de funcionales lineales continuas en un espacio normado X es denotado por X.
Sea f una funcién compleja definida en el espacio topoldgico X. Denotamos por Supp(f)
al conjunto {z € C: f(z) # 0} y por Sop(f) al conjunto {z € C-: f(zx) # 0}.

Denotamos por G* al conjunto de caracteres del grupo topoldgico G.

La parte entera y la parte fracc1onar1a de un niimero real z se denotan por |z ] y {z} respec-
tivamente, también denotamos p(z) = {1}.

Dadas f, ¢ funciones complejas deﬁmdas en un espacio con medida X. Escribimos f = g
c.t.p para indicar que f(z) = g(x) para todo = fuera de un conjunto de medida nula.

Sea X un espacio con medida y, un nimero p > 1 y una funcién medible f tal que

i
[x [fIPdu < o0. Denotamos por || f ||, al nimero ([, |f|"du)?.

Dadas f, g funciones reales de variable real. Escribimos h(r) < g(r) para indicar que
h{r) < g(r) se verifica para todo r suficientemente grande. Si la misma desigualdad se
verifica para alguna sucesién r,, — oo escribimos h(r) < g(r).
Sea f una funcién compleja definida en un abierto U. Denotamos por M;(r) al conjunto
sup{|f(z)| Lz
Dados un espacio normado X y z € X. Escribimos z,, — z para indicar que la sucecién
(z,) C X converge débilmente hacia z.
Dados un espacio topologico X, un espacio de Hilbert H y una funcién « : X — H. Deci-
mos que u tiende débilmente hacia ug y lo denotamos por u(z) — ., o cuando z tiende a
T §i 1y f (u(z)) = f(uo) paratoda f € X.
Dada z — V/(z) una aplicacion del espacio topoldgico X en el conjunto de subespacios
vectoriales del espacio de Hilbert H. Decimos que V (z) tiende débilmente hacia 0 cuando
z tiene a zg, y lo denotamos V' (z) — -, 0 cuando para toda v : X — H acotada tal que
u(z) € V(z) paratodo z € X, se tiene u(z) — 440 Uo.

z| = 7"}



INTRODUCCION

Vamos a tomar las notaciones de [Titchmarsh, 1986] y de [de Roton, 2003]. La funcién
zeta de Riemann es la funcion compleja definida por
=1

(o)=Y —

ns’
n=1

para R(s) > 1, y extendida de manera meromorfa a todo el plano complejo con un tnico
polo en s = 1 de residuo igual a 1. Esta funcién satisface la ecuacion funcional

() ((s) = 2°7° 1 sen %sﬂ’(l - 3)¢(1 - s),

donde I es la funcién gamma de Euler. Otra ecuacion funcional que involucra a la funcién
zeta es la siguiente
: . 1 s 8
(2) £(s) =&(1 —s), donde &(s) = —2—5(5 - D) "’F(i)C(S)-
También tenemos que

3 ¢ es una funcion entera de orden 1.

En 1859 el matematico alemé&n Bernhard Riemann afirmé que los ceros no triviales de la
funcién ¢ pertenecen a la recta RR(s) = 1. Este problema permanece abierto hasta el dia de
hoy. Riemann demostr6 que los ceros no triviales se ubican en la banda critica 0 < fR(s) <
1. En 1896, el matematico francés Jacques Hadamard y el belga Charles-Jean de la Valle
Poussin probaron independientemente que ninguin cero podia estar sobre la recta RR(s) =
1. Este fué un paso clave en sus primeras demostraciones del teorema del numero primo.
Hadamard también mostrd que estos ceros son simétricos respecto a las rectas $R(s) = -;- y
J(s) = 0. Esto llevo a concluir que los ceros deben estar en el interior de la banda critica
0 < R(s) < 1. En 1914, el matematico britdnico Godfrey Harold Hardy demostr6 que existe

un niimero infinito de ceros sobre la recta R(s) = 1/2 ([Baltzersen, 2007, §2.4]).

Teorema (Hardy). — La funcién ¢ + ((1/2 + it) real con valores reales tiene infinitos
ceros; es decir, la funcion ((s) tiene infinitos ceros en la recta R(s) = 1/2.



La funcién zeta de Riemann guarda una relacion estrecha con problemas relativos a la
distribucién de nimeros primos. El teorema del nimero primo establece que

limn W(J) =1
r—00 11((1 )
donde 7(z) es la cantidad de primos en el intervalo [1, z] y li(z) = J; hi’(’t) es llamada inte-

gral logaritmica. Riemann observo que el orden de la dlferencm m(x) — li(z) depende de la
distribucion de los ceros de ¢ alrededor de R(s) = 3. Si la hipotesis de Riemann se cumple,
entonces el término de error puede acotarse de la mejor manera posible. Concretamente,
Helge von Koch demostr6 en 1901 que

7(z) =li(z) + O (VzIn(z)) .

siy solo si se cufnple la hipétesis de Riemann.
Observando la formula

/.oo {%} 57 dt = _C_(_{)_, 0<R(s) <1
J0O

donde {s} = s — |s| denota la parte fraccionaria de s, el matematico sueco Arne Beurl-
ing, tuvo la idea que seria posible transladar la hipotesis de Riemann a una propiedad de la
funcion parte fraccionaria. Sea B el subespacio de L2(0,1) de funciones de la forma

f= ZC/)(A conn €N,0<0;<1l,¢;eCparai=1,...,n
i=1
donde py,(s) = {£}, y D el subespacio de funciones de B que verifican 3 -, ¢;6; = 0,
tenemos s1gu1ente resultado debido a Beurling.

Teorema. — La hipotesis de Riemann es cierta si y solo si D es denso en L2(0, 1).

En 1955, Beurling probo que esto equivale a mostrar que 1, la funcidn caracteristica del
intervalo (0, 1), pertenece a la clausura de D en L?(0, 1) (teorema 5.1). Asi tenemos el sigu-
iente resultado.

Teorema. — La hipotesis de Riemann es cierta si y solo si 1 pertenece a la clausura de D
en L%(0,1).

Estos teoremas revelan la dualidad existente entre las propiedades la de funcion zeta y
aquellas de la funcién parte fraccionaria, y son de interés para nosotros debido a la simpli-
cidad del enunciado y su demostracion. Esta se debe a la estructura de espacio de Hilbert
existente en L?(0,1). Ambos enunciados son generalizados para 1 < p < oo, aunque en
este caso la prueba se hace mas complicada. El siguiente teorema es debido a Beurling
[Beurling, 1955]

Teorema. — Para todo numero real p > 1 las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. La funcién zeta de Riemann no tiene ceros en el semiplano R(s) > 1/p;
2. Desdenso en L?(0,1);
3. La funcion constante 1 pertenece a la clausura de D en L7(0, 1).



En 1992 el noruego Atle Selberg introdujo un conjunto de funciones a las cuales se puede
extender la hipotesis de Riemann, la clase de Selberg S. Las funciones de esta clase, por
definicion:

— Son representadas por series de Dirichlet en el semiplano R(s) > 1;

— Tienen un Unico polo en s = 1;

— Satisfacen una ecuacién funcional similar a (2).

La hipotesis de Riemann se extiende a funciones en esta clase. En efecto, se conjetura que

los ceros no triviales de /' € S, al igual que los de la funcidn (, se encuentran sobre la recta
R(s) = L.

2
Existen resultados més recientes relativos a la equivalencia formulada por Beurling, en-
tre los que podemos mencionar lo demostrado en el 2000 por Luis Baez-Duarte, Michel

Balazard, Bernard Landreau y Eric Saias ([Duarte et al., 2000}).

Teorema. — La hipoétesis de Riemann es cierta si y solo si la funcion caracteristica del
intervalo (0, 1] pertenece a la clausura de B en L%(0, 00).

Este tltimo criterio, asi como el de Beurling (teorema 5.1), son el punto central de esta
tesis.

El contenido de este documento se divide en dos partes, teniendo al capitulo 5 como un
nexo entre ellas.

En la primera mitad presentamos resultados basicos relativos a la funcién zeta. En el
capitulo 1 hallamos preliminares que se utilizan a lo largo del texto. En el capitulo 2 de-
mostramos el teorema de factorizacion de Weierstrass para funciones enteras, definimos las
funciones de orden finito y demostramos que para estas Gltimas la factorizacion de Weier-
strass puede ser significativamente mejorada (teorema 2.10). En el capitulo 3 definimos la
funcidn zeta, mostramos que ella puede ser expresada como un producto infinito, que admite
una extension meromorfa con polo simple de residuo 1 en s = 1 que satisface (1). El capitulo
concluye con la demostracion de (3).

El capitulo 5 tiene como objetivo demostrar la equivalencia de Beurling para la hipotesis
de Riemann (teorema 5.1). Un paso clave en la demostracion es la igualdad

Lty 0 0°C(s)
./0 {6/x}x" do = po —
donde R(s) > 1/2y0 <9 < 1.
El objetivo de la segunda parte del documento es demostrar el siguiente resultado.

Teorema. — La funcion 11, , : [0, 1] — L?(0, co) definida por
Hx,p(((-l'ly s aan)) = PVect(/Jal,...,p,,n)(X)a

es continua.

Con este fin, en el capitulo 6 introducimos un operador més general
Iy : XxH — H

(z,y) H(Vect (wa(z), ... ,u,n(:v)),y>,_



donde H es un espacio de Hilbert, y las u,, son funciones definidas en un espacio topolégico
X con valores en H. Definimos la convergencia débil hacia O cuando «x tiene a x, para una
aplicacion z — V(z) de X en el conjunto de subespacios vectoriales de H denotada por
V(z) =41 0, y demostramos el siguiente resultado

Teorema. — Sea o € X,y seap € {1,...,n} el rango de {uk(rco)}:'zl. Supongamos
que el conjunto {'u,k(ato) }Ll sea linealmente independiente. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. Tl es continua en (zg, yo), para todo y € H.

2. Para todo z € X, existe un complemento de Vect {uy(z), ..., u,(z)} en

Vect{ui(z), ..., u,(z)} denotado por W (z), tal que W (z) — 0 cuando x tiende a zq.

En el capitulo 7 analizamos la continuidad de 11y cuando H = L2(Y, ), donde (Y, 90, 1)
es un espacio con medida. Para ello damos la definicidn de soporte algebraico de una funciéon
medible f : Y — C, introducimos el concepto de funcion fina en un punto y de familia
completa. Finalmente demostramos el teorema que permite concluir la continuidad de I1,.

Teorema. — Sea p € {1,...,n} el rango de {uk,(:z_:o)}::l. Supongamos que €l conjunto
{uk(zo) }::1 sea linealmente independiente.
Sean ¢, . . ., ¢, elementos de M que verifican

i

2. Existe una familia completa (F,,),ea de elementos de 91 tales que xp,wx € H para
todok=1,...,n,ytodoa € A.

1. Vect(e1,...,0n) N H = {0};

Sean fy,..., f, funciones de X en M finas en x,. Supongamos que para todo = € X existe
un complemento W (z) de Vect (u;(z), . . ., u,(z)) en Vect (uq(2), . . ., un(x)), que esté con-
tenido en

Vect (1, ..., @m. f1(x), ..., fo(z)). Entonces, IIy es continua en (zo, o), para todo yo €
H.

En el capitulo 8 analizamos la continuidad del operador 11y, en el caso particular que las
funciones u;, son dilataciones de una funcién f. Finalmente, en el capitulo 9 establecemos la
continuidad de la funcién 11, ,.



Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. Funciones holomorfas

Trabajaremos con funciones complejas definidas en subconjuntos del plano complejo. La
siguiente definicion es nuestro punto de partida.

Definiciéon 1.1. — Sea una funcién compleja f definida en el abierto U ¢ C.Sizy € Uy
lim f(2) = f(#)
220 zZ— 2y

existe, decimos que la funcion es derivable en z, y denotamos al limite por f'(z). Si existe
J"(z0) para cada z € U decimos que f es holomorfa en U.

El conjunto de las funciones f : U — C holomorfas en un abierto U C C sera denotado
por H(U).
Denotaremos con D, (z) al disco centrado en z, y con radio r, es decir:

D,(z) = {z€C;|z— z| <r}.
Definicion 1.2. — Se define el radio de convergencia de la serie de potencias » _ a,z" por
1
R= —re.
lim sup /|ay|

Convenimos que R = 0 cuando la sucesién ({/|a,|) no es acotada y R = oo cuando tiende
hacia cero.

(o9}

Es un resultado conocido del analisis que la serie E a,(z — z)" converge absoluta y
n=0

uniformemente en compactos en Dr(z), y diverge si |z—zo| > 12 [Noguchi, 1988, Theorem
2.43].

Definicion 1.3. — Decimos que f : {2 — C es analitica si para todo 2y € {! la funcién f
puede ser expresada como una serie de potencias alrededor de zy. Es decir, existe r > Oy
(a'n)’nEN C Ctal que



paratodo z € D,(z).

Demostracion. [Noguchi, 1988, Theorem 2.4.3]. O
Los siguientes resultados muestran la equivalencia entre los conceptos de funcion holo-
morfa y analitica.

Teorema 1.1. — Si f es analitica en €2, entonces f € FH({2) y f’ también es analitica en ().
De hecho, si
1) =Y anle = 20"
n=0

para todo z € D,(z), entonces para estos z tenemos

f/(Z) = Zn@n(z - ‘2'0)”_1.

n=1

Demostracion. — [Rudin, 1987, Theorem 10.6]. D

Teorema 1.2. — Para todo abierto (2 C C,toda f € H((2) es representable por una serie de
potencias. De hecho, si zy € €2 entonces f puede ser expresada como una serie de potencias
alrededor de z,. Ademas, el radio de convergencia de esta serie es el supremo de aquellos
r > 0 tales que D,(zp).

Demostracion. [Rudin, 1987, Theorem 10.16]. a

Definicion 1.4. — Sea X un espacio topologico. Una curvaen X es una funcioén+y : [, 8] —
X continua. Denotaremos el rango de v por v* = v([a, b]). Si v(c) = v(/3) decimos que 7y
s una curva cerrada.

Un camino es una curva vy : [, 8] — C que adem4s es continuamente diferenciable por
partes. Es decir, existe un conjunto finito {3..,»}"77‘:0 cong =8y < 81 < -+ < s, = ftal que
la restriccion de v a [s;..1, s;] es diferenciable, paracada j = 1,...,n.

Definicién 1.5. — Si h = u + v conu, v : [a,b] = R continuas, definimos

) b b
/ h(t)dt = / w(l)di + i / V(1)dt,

v J oS
donde las integrales en el lado derecho son de Riemann. Ahora bien, sea -y un camino y
f : U — C una funcioén continua en v* C U, definimos la integral de f sobre vy como

-8
X

[t = [ roorou=3 [ 1)
v : k=1"%i-1
Es facil ver que

@) / £ < 1ol |

x

-
1Y (£)]dt,

donde ||| = sup{|£(2)
conoce como la longitud de la curva v, y se denota por (7).

, 2 € fy}. La integral en la parte derecha de la desigualdad se



Ahora presentamos el teorema de Cauchy. Utilizaremos el siguiente lema, cuya demostracion
puede ser encontrada en [Rudin, 1987, Theorem 10.13].

Lema 1.1. — Sea A un triangulo cerrado contenido en un abierto 2 C C, p € {2 y una
funcién f € H(Q\ {p}) continua en p. Entonces

| f(z)dz =0.

Jon
Teorema 1.3 (Cauchy). — Sea ) un abierto convexo, p € {2y una funcién f € H(Q\{p})
continua en p. Entonces

/ f(z)dz =0,
L4
para cualquier camino cerrado con y* C ).

Corolario 1.1. — Sea §) un abierto convexo, p € 2y una funcién f € H(Q\{p}) continua
en p. Si

F(zy= [ f(¢)dC,

J [a,z]

en donde a € Q es un punto fijo, entonces F'(z) = f(z) para todo z € Q.

[

Teorema 1.4 (Morera). — Sea f una funcidn continua en un abierto 2 C C tal que

/,A f(z)dz =0

para todo triangulo A C (2, entonces f € H(f).
Demostracion. [Rudin, 1987, Theorem 10.17]. ]

Definicion 1.6. — Diremos que un conjunto §2 C C es una regidn si este es conexo y abier-
to. De ahora en adelante, a menos que se especifique lo contrario, la letra {2 denotara una
region.

Dado un conjunto X € C sabemos que este puede ser expresado como unién disjunta
de sus componentes conexas. Si X es abierto, también lo son sus componentes y ademas la
unién es disjunta y numerable.

Para la demostracidén del siguiente teorema vea [Rudin, 1987, Theorem 10.18].

Teorema 1.5. — Sea () unaregion, f € H(Q2)y
Z(f) = {a €Q/f(a) =0}.

Entonces se verifica s6lo una de las siguientes afirmaciones:
L Z(f) =
2. Z(f) no tiene punto de acumulacion en §2.
En el segundo caso para cada a € Z(f), existe un inico numero natural m = m(a) tal que

f(z) = (z — a)"g(2),
donde g € H(2) y g(a) # 0.



Definicion 1.7. — Sia € Qy f € H'(Q \ {a}) entonces se dice que [ posee una singular-
idad aislada en el punto a. Si f puede ser definida en a de tal manera que la nueva funcién
sea holomorfa en (2, se dice que a es una singularidad removible.

De ahora en adelante usaremos 1)/.(a) para denotar la bola reducida con centro a y radio
7, es decir

Di(a) = D(a) \ {a}.

Para la demostracion del siguiente teorema vea [Rudin, 1987, Theorem 10.21].

Teorema 1.6. — Sia € Qy f € H(Q2\ {a}), entonces solo una de las siguientes afirma-
ciones se verifica: '

1. f tiene una singularidad removible en a;
2. existen nimeros complejos ¢y, - - - , ¢, cON ¢, 7 0 tal que

m

f(z)'z(—;%jz

k=1
tiene una singularidad removible en a;
3.sir >0y D,(a) C Q, entonces f(D,(a)) es denso en C.

En el caso (b) se dice que f tiene un polo en a y la funcién

.

ch,(z —a)7F

k=1
es conocida como la parte principal de f en a. En este caso se tiene que lim | f(2)| = oo
Z—r it

En el caso (c) se dice que f tiene una singularidad esencial en a. Un enunciado equivalente
a (c) es:
¢’) Para cada nimero complejo w, existe una sucesion (z,)nen tal que limz, = ay
lim f(z,) = w.

Definicion 1.8. — Sia € €0, f € H(Q\ {a}) y [ tiene un polo en a con parte principal

Qz) = ch(z —a)k
k=1
Llamamos al niimero c; residuo de f en o'y lo denotamos por
c1 = Res(f, a).

Teorema 1.7. — Sea una region Q) € C. Dadas f, g € H(Q2), g no idénticamente nula.
Entonces las singularidades de f/g son removibles o polos, y estan contenidas en Z(g).

Demostracion. Definamos h : 2\ Z(g) — C, por h(z) = f(z)/g(z). Dado z, €
— Si g(z) # 0 entonces h es diferenciable en z. |
— Si g(z) = 0, entonces por el teorema 1.5 g(z) = (z — 2)"g1(2), donde m > 1,
g1 € H(Q),y g1(2) # 0. También tenemos que f(z) = (z — 20)" f1(2), donde n > 0,
fi € H),y f1(z) # 0. Si definimos hy(z) = f1(2)/g1(z), tenemos que hy € H(2),
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y que hi(z) # 0. Luego podemos expresar a h; bajo la forma de una serie de potencias
alrededor de zg, es decir

o0
(5) hy(z Z cn(z — 20)™,
n=0
en donde ¢o = hq(z0) # 0.
Tenemos que h(z) = (z — 29)™ "hi(z). Si m = n, entonces definimos h(z) = cg,
y h tiene una singularidad removible en z,. Sim < n, entonces de (5), h tiene un polo
de orden n — . en z. Finalmente, si m > n, entonces definiendo h(z) = 0, se llegaa
que h tiene una singularidad removible en z.

O
Definicion 1.9. — Una funcion entera es una funcion holomorfa en todo el plano complejo.
Teorema 1.8 (Liouville). — Toda funcion entera y acotada es constante.
Demostracion. [Rudin, 1987, Theorem 10.23]. a
Teorema 1.9. — Si f € H(Dy(a)) y |f(z)| < M para todo z € Dpy(a), entonces
, n!M
|/ (a l S T
para todo n € N.
Demostracion. [Rudin, 1987, Theorem 10.25]. a
Definicion 1.10. — Decimos que una sucesion ( f,,),en de funciones en €2 converge hacia f

uniformemente en compactos en (1 si para todo compacto K C €2 ytodo e > Qexiste N € N
tal que sin > N, entonces para todo z € K, | f,,(z) — f(2)| < €.

Teorema 1.10. — Supongamos que f,, € H(Q)),paran = 1,2,...,yque f,, — f uniforme-
mente en compactos en §). Entonces f € H(Q2) y f. — f' uniformemente en compactos en

0.
Demostracién. [Rudin, 1987, Theorem 10.27]. a
Definicion 1.11. — Sea ) C C un abierto. Una funcion v : 2 — C se dice armonica sobre
Q) si u es de clase C? y verifica la siguiente igualdad

o%u N OPu o

or2  oy?

La demostracion del siguiente teorema puede ser hallada en [Remmert, 1991, §1.3.3].

Teorema 1.11. — Si f una funcioén holomorfa en una region €2 que s6lo asume valores reales
0 que sélo asume valores imaginarios puros, entonces f es constante en §2.

Sea una funcién f = u + v, con u,v : & —- Ry Q < C abierto. Si f es holomorfa
en (), las ecuaciones de Cauchy-Riemann implican que las funciones v y v son armoénicas
([Remmert, 1991, §1.2.4]).
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A continuacién demostramos un resultado debido a 16s hermanos Nevanlinna. Antes pre-
sentamos el siguiente teorema.

Teorema 1.12. — a) Seaw : {2 — Cuna funcién armdnica donde 2 es un abierto conexo.
Si u alcanza su maximo en en algun z, € (2, entonces u es constante.
b) Sean 2 un abierto conexo y u es una funcién continua en {2, armoénica en (). Si

suponemos que u no es constante en {2, entonces el maximo de u en {2 se alcanza en
ofd.

Demostracion. [Lang, 1999, p. 261, Theorem 3.4] O
Si aplicamos el teorema anterior a —u concluimos que ambos enunciados son validos si
reemplazamos la palabra maximo por minimo.
Sea ()= {2 € C:|z| <, J(z) > 0}. Definimos u : Q \ {—r,7} — C por

2 P p
(6) w(z +1y) = — (arctan _*q_ - + arctan Y >

T T+ T X

Un calculo directo muestra que u es armoénica en §2 y que

u(z) = 1 si |z|=r,
Y10 s J(2)=,0

La funcion v = 1 — w es armoénica en §) y que

{0 sifz|=m,
”(z)_{1 si 3(z) = 0.

Lemal2 — SeaQ = {2 € C: |z| <}, f € H(2) N C(Q2) de modo que f tiene una
cantidad finita de ceros en (2. Supongamos que existen constantes M, M, > 0 tales que
‘f(z)] < My cuando |z| = 1y lj(4)| < M, cuando J(z) = 0. En este caso, para todo
z € Q\ Z(f) tenemos que

log| f(2)

donde v viene dadapor (6) yv =1 — w.

< u(2)log My + v(z) log Ma,

Demostracién. Un calculo directo muestra que log| f (4)[ es armonica. Asi, la funcidon
h(z) = u(z)log M + v(z) log M5 — log|f(2)|
es armonica en ) excepto en los ceros de f, donde h(z) — co. Ademas

log My — loglf(z)
h(z) =
) { log M, - log|/(2)
En ambos casos i(z) > 0. Debido a que 2\ Z(f) es conexo, el teorema 1.12 nos permite

concluir que ~(z) > 0 para todo z € 2\ Z(f), de donde se sigue el resultado. O
Si f: Q2 — C definimos

M(r) = sup{lf(::)l 2 €0, 2| = 7'}.

si |z| =,
si J(z) =0.




Denotamos por H al conjunto de nimeros complejos con parte imaginaria positiva

H={z€eC:3(z) > 0}.

Teorema 1.13 (Nevanlinna). — Sea f € H(),donde H ¢ Qy
A = lim inf M

=00 T

< 1 cuando J(z) = 0. Bajo estas hipotesis

4
exp (;)\y)

Supongamos ademés que | f(z)

f(2)] <

para todo z € H.

Demostracién. Sea (2, = {z € H : |z| < r}. Tenemos que |f(2)| < M¢(r) cuando |z| = r
y I,/’(z)l < 1 cuando J(z) = 0. Por el lema anterior concluimos que para z € 2, \ Z(f)

log| f(2)| < u(z)log M(r),

donde

+ arctan

2
u(z) = — (arctan Y Y ) .
T r+zx rT—x

0 (_1)71 ,I_2n,+1 . 0 (_1)11. o 2n41

Ahora bien

Y 2 : / Yy 2 : Y
a. t N ————— = = .
e e = 2n+1(r+z)" r+uz " = 2n + 1 (r +z)>*

Tomando r suficientemente grande (» > x), vemos que

Yy Yy Yy nZ" Yy 2
2 = =21 Z 4+ 0(1/r?).
T+ <1+L/f> Z ( T Z = ) y H O,

n=0 n=1

Ademas
2n+1

)1: y 1 1 1)11 y2n+1 )
== — O(1/r2),
Z271+1(T+.’E)2"+1 2(1+m/72z2n—{—1(r+x)2"1 (1/77)

cuando r — 00, por lo tanto

=24o00/m).

Yy
arctan
r+x

De manera analoga se demuestra que

Y Y .- 2
== 1/7%).
arctan — = + O(1/7%)

Asi,
(14 o1y e M)

T T

log|f(2)] <
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Sea (r,,) una sucesién tal que 7, — 00,y A = lim, 00 li’-glrf—(i—'ﬁl Tomando r = r,, en la
desigualdad anterior y haciendo n — oo concluimos que
4\
10g|f(2)l < P
para z € 2, \ Z(f) lo cual nos permite concluir la prueba. O

En el teorema anterior se puede demostrar que A > 0 [Hille, 1962, §18.4].

Corolario 1.2. — SealU = {z € C: R < o}y f € H(R) donde U C Q. Supongamos que
‘existe M > 0 tal que | f(z)| < M cuando R(z) = . Entonces existe A > 0 tal que

(7) |f(0 +47)| < Mexp <—»§;—)\(a — a))

paratodo o < c.

Demostracion. La funcion F(z) = - f(a + iz), verifica las condiciones del teorema ante-
rior. Por lo tanto, tomando
. log Mp(r
A = timinf 2BMP() 5
T—>00 T
tenemos que
4
F(2)| < exp( =)
es decir
. 4\
|[f(a+i2)| < Mexp(—v).
Si z = z + iy entonces o + iz = o — y + iz, haciendo el cambioc = o —y,7 =z enla
desigualdad anterior obtenemos (7). a

1.2. Convergencia débil de sucesiones, funciones y espacios vectoriales.

En esta seccion introduciremos el concepto de convergencia débil de sucesiones y de fun-
ciones, sus propiedades principales, y veremos la relacion entre ambos. Se trabajara en un
espacio vectorial normado X . El conjunto de la funcionales lineales continuas de X sera de-
notado por X.

Definicion 1.12. — Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad que toda sucesion de
Cauchy converge, entonces decimos que es un espacio métrico completo.

Definicion 1.13. — Sea X un espacio normado. Definimos la distancia entre dos puntos z,
y € X por d(z,y) =||lz — yl|. Si (X, d) es un espacio métrico completo, entonces decimos
que X es un espacio de Banach.

Definicion 1.14. — Sea un espacio con producto interno X . Definimos la normade z € X
por ||z|| = (z, ). Si X es completo con la métrica derivada de esta norma entonces decimos
que X es un espacio de Hilbert.

14



Definicion 1.15. — Sea X un espacio vectorial normado y (i, ),en una sucesion de elemen-
tos de X. Se dice que tal sucesion converge débilmente hacia © € X,y se denota z,, — z,
si

flzn) = f(x)

para toda funcional lineal continua f.

Para evitar ambiguedades, en caso sea necesario, la convergencia usual sera llamada con-
vergencia fuerte.
El limite débil de una sucesion es tnico, pues si

‘f[’,’ll - z :l/ :(;” - y7

entonces
f(an) = f(z) v flza) = f(y),

para toda funcional lineal continua. Como la convergencia fuerte lleva a un Gnico limite,
tenemos que

f(z) = f(y),
0 equivalentemente

flz—y)=0
para toda funcional lineal continua. Se deriva de esto que z — y = 0 (ver [Bachman, 2000,

§12.1]).

La demostracion de los dos siguientes teoremas puede ser hallada en [Bachman, 2000,
§14.1].

Teorema 1.14. — Sea X un espacio vectorial normado y (z,,) C X una sucesién en tal
espacio. Cada una de las afirmaciones listadas implica la siguiente:

1. La sucesion z,, converge fuertemente hacia z;

2. la sucesion z,, converge débilmente hacia z;

3. la sucesion z,, es acotada.

Teorema 1.15. — Sea (z,,) una sucesion acotada de vectores de un espacio vectorial nor-
mado X . Supongamos ademas que f(z,) — f(z) para todas las funcionales lineales f que
pertenecen a un conjunto A, verificando que

Vect(A) = X.
En esta situacion z,, — .
En lo que sigue, X denotara un espacio topoldgico y zy un elemento de X.

Definicién 1.16. — Sea B,, un conjunto de vecindades de z,. Decimos que /3., es un sis-
tema fundamental de vecindades si para cada vecindad V' de z existe U € B3, tal que
ucvV. _

Vamos a suponer que z admite un sistema fundamental numerable {V,,} de vecindades
y que cada una de esas vecindades contiene propiamente a zo. Si tomamos Uy = Vy, Uy =
Ui N V5 e inductivamente tomamos U,, = U,,_1 N V,,, obtenemos un sistema fundamental



numerable {U,,} de vecindades de z, que satisface U,,.; C U,,. Ademas, como cada U, es
una vecindad de zg, existe Vj, tal que V;,, C U,,. Asi, cada U,, contiene propiamente a x.

En las siguientes definiciones introducimos la nocién de convergencia débil de funciones.
Este concepto nos permitira caractarizar la continuidad de un operador que introduciremos
en la siguiente seccion.

Definicion 1.17. — Dada la funcién v : X — H, decimos que u converge débilmente hacia
ug cuando z tiende a xq si

Jim 1 (u(z) = £ (w)

para toda funcional lineal continua f. Denotamos u(x) — ;. Uo-

Como H es un espacio de Hilbert, si f es una funcional lineal continua, por el teorema de
representacion de Riesz (ver [Bachman, 2000, §12.4]) existe z; € H tal que f(z) = (x, zy)
para todo z € H. Luego u converge débilmente hacia vy cuando « tiende a z; si

lim (u(z),y) = (ug, y)
z—=10
paratodoy € H.

Definicién 1.18. — Sea © — V/(x) una aplicaciéon de X en el conjunto de subespacios
vectoriales de H. Decimos que V' (z) converge débilmente hacia 0 cuando x tiene a zg, y lo
denotamos V' (z) —,_,, 0 cuando para toda v : X — H acotada tal que u(z) € V(z) para
todo z € X, se tiene u(z) — ;4 0.

SiW(z) c V(z) paratodo z € X,y si V(x) =, 0entonces W(z) —,,, 0

El siguiente teorema relaciona el concepto de convergencia débil de sucesiones con el in-
troducido en la definicién 1.17. La existencia del sistema fundamental numerable de vecin-
dades es crucial en la demostracion del mismo.

Teorema 1.16. — Sea v : X — H. Tenemos que u(z) ~,,, o Si y solamente si
u(Zr) —nooo Up Para toda sucesion (z,,) convergente hacia .

Demostracién. Sea (x,,) una sucesién convergente hacia xy. Sea f una funcional lineal con-
tinua; como 7]1{;};0 f(u(z)) = £ (uo) tenemos que lim f (u(zn)) = f(wo), luego u(z,) — uo.

Supongalﬁos”ahora que u no converge débilmente hacia vy cuando x tiende a zp. En ese
caso existe una funcional lineal continua f y una vecindad Vy,,) de f(uo) tal que para toda
vecindad V,, de ¢ podemos hallar y € V,,\ {zo} con f(u(y)) & Vi(ue)- Como z¢ admite un
sistema fundamental de vecindades {V,, } podemos hallar 2, € V,, tal que f (u(rzrn)) & Viue)-
Como V,,1 C Vj, tenemos que z,, converge a zo mas [ (u(z,)) no converge hacia f(uo), lo
cual es una contradiccion. a

Ahora vamos a enunciar algunas propiedades de la convergencia débil que se derivan de
las analogas en el caso de convergencia débil de sucesiones.

Teorema 1.17. — Sea u : X — H una funcién que tiende débilmente hacia v, cuando x
tiende a zy. Entonces u es acotada en una vecindad de zo.



Demostracion. Si u no es acotada en una vecindad de zg, entonces para cada abierto V;, en
el sistema fundamental de vecindades podemos hallar z,, € V,, tal que H'“'(‘I"") | > n. Asi, z,
converge hacia zo mas (u(z,)) no es acotada, luego (u(z,)) no converge débilmente por el

teorema 1.14. Usando el teorema 1.16 llegamos a una contradiccion. ]
Ahora bien, si u(z) —y—u to, y Hm v(z) = vy, entonces lim (u(z),v(x)) = (ug, vo).
Z—E r—ra0
En efecto,

’ H( ,o(z) - 7)0>“ + H<u vo> (1,1,0,’1)0>H

< “u(7 “Hu ) -~ ’U()H + H(u(az ,’Uo> - (uo,vo)“.

”(1/(7)1}(1» ~ {(ug, v0)

Como u es acotada en una vecindad de z,, lim v( ) =1y lim (u( ). v0) = (ug,vo),
- r—m

conclurhos que el lado derecho de la desigualdad anterlor tiende a 0 cuando z tiende a zg.

Teorema 1.18. — Sea v : X — H una funcidén acotada en una vecindad de zq, y ug € H.
Supongamos que la igualdad 151)1’1 {u(z),y) = (uo, y) se verifica para todo y € Y, donde
L1

Vect(Y) = H.
Bajo estas condiciones u(z) — ug cuando z tiende a zo.

Demostracion. Sea una sucesion (z,,) convergente hacia zo. Si demostramos que u(z,) —
- ug, €l resultado queda establecido en virtud del teorema 1.16. Como u es acotada en una
vecindad de g la sucesion u(z,,) es acotada. Definamos ¢ : H — H, por ¢(y) = fy» donde
fy(z) = {(x,y), para x € H. Tenemos que ¢ es inyectiva, sobreyectiva (esto se debe al
teorema de representacion de Riesz), ¢(z + y) = ¢(z) + ¢(y) y ¢(az) = G¢(z). También
se verifica que ||¢(y)|| =||y||- Luego, si A = {f, € I : y € Y}, tenemos que Vect(A) =

Vect(4(Y)) = ¢(Vect(Y)) = ¢(H) = H. Asi, de la hipétesis, tenemos que lim f (u(z,)) =
J{ug) paratodo f € A,y del teorema 1.15 resulta que u(z,,) — uo. ]

Definicion 1.19. — Sea v : X — H. Decimos que ug € H es un valor de adherencia débil
de u cuando z tiende a xy si existe una sucesion (z,) C X que converge hacia zg, tal que

U’(ITL) —n—yoo UQ-
Para la demostracién del siguiente teorema consulte [Schwartz, 1979, §13].

Teorema 1.19. — Sean : X — H acotada en una vecindad de x. El conjunto A de valores
de adherencia débiles de u cuando z tiende a z es no vacio.. Si A = {wu,} entonces u(z) —
1o cuando z tiende a zo.

Definicion 1.20. — Un conjunto A en un espacio topologico se dice o-compacto si es union
numerable de conjuntos compactos.

1.3. Definicion y propiedades elementales de las dlgebras de Banach.

Definicion 1.21. — Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach X sobre los nimeros
complejos, donde se define una multiplicacién que verifica

17



z(yz) = (zy)2

b) o(y+2) =zy+zz, (x+y)z =2+ yz,
9 a(zy) = (az)y = z(ay),
d) flzyll <ll=lljyll.

paratodo z,9,z € X ya € C.
Si ademdas X contiene un elemento e tal que ||¢|
e) e =ex =1, |

para todo z € X, decimos que X es un algebra de Banach con identidad.

=1ly

La desigualdad (d) implica que la multiplicacion es continua. En efecto, si z, — =y
yn — v, de la identidad

TnlYn — TY = (mrr, - x)yn + I(yn - y)*

se concluye que z,,4, — Ty.

Definicion 1.22. — Sea X un algebra de Banach y ¢ : X — C una funcional lineal no
nula. Si

e(zy) = p()e(y),
para todo z, y € X, decimos que  es un homomorfismo complejo.

Definicion 1.23. — Sea X un algebra de Banach con identidad. Decimos que x € X es
invertible si existe y € X tal que

TY = YI = €.
En este caso decimos que y es la inversa de x. El conjunto de los elementos invertibles se
denotara por U. Es facil ver que la inversa de un elemento es tinica.

Teorema 1.20. — Si @ es un homomorfismo complejo en una algebra de Banach con iden-
tidad, se tiene:

D) ple) =1

2) ¢(z) # 0 paratodo z € U.

El item (b) del siguiente teorema implica que todos los homomorfismos complejos son
continuos.

Teorema 1.21. — Sea X una algebra de Banach con identidad y z € X con |jz|| < 1.
Entonces
a) e — z es invertible y

(e ~z)"' = lim = Z "™

N—=oco
n=0 n=0

b) |¢(z)] < 1 para todo homomorfismo ¢ en X.

Demostracién. Como ||z|| < 1laserie > - ,||z||" converge. Por tanto, sean sy = Zi:;() "
yin = 3o ||z]|*. La sucesion (tn)nven €s convergente, y por ende de Cauchy. Asi, dado
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e>0,s1M >N
lIsar = swll IV 4+ lEM] <2V 4+ 2| = e -ty <6

para M, N suficientemente grandes, luego la sucesion (sn)nen €s de Cauchy, por lo cual
converge. '
Sea s = lim sy, tenemos

I(e = 2)sw = ell =lla™ ] <[l=*,
y como ||z||" converge hacia cero, de la continuidad de la multiplicacién
(e —x)s = ,\]/1_1)%0(( ~ L)SN = €.
Anélogamente se demuestra que s(e¢ — z) = e.

concluimos que ¢ — ¢(z) "z no es invertible, por lo-cual |p(z) 7| > 1, es decir |¢(z)| < 1.
O

Sea ¢ un homomorfismo complejo en X, como

Il = sup ()],

€<

del item (b) del teorema anterior ||| < 1; como ¢(e) = 1 se concluye que ||| = 1.

Teorema 1.22. — Sea X un algebra de Banach con identidad.
a) El conjunto de los elementos invertibles I/ es abierto;
b) La funcién ¢ : z — z~! definida en I/ es un homeomorfismo.

Demostracién. Sea z € U, si ||y — z|| <||z71||~! entonces e — 71 (z — y) es invertible pues
Iz (z — )l <ll="M Il — vl < 1.

Entonces

es invertible, lo cual establece (a).
Ahora bien, dado € > 0, tomemos § = min {1/2||z"||,e/2/|z"Y||*}. Si ||z — v < &
entonces, como ¢ <||z~!||"* tenemos que

Yy = :7;((3 —z M - y))

es invertible con inversa

® vy = (e-a Nz -y)

Del teorema 1.21 tenemos que

(c=zMa—9) =D (e (z—v)"
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Reemplazando la tltima igualdad en (8) obtenemos

Por ende

= 1= [z=Xz — y)]
2 — vl
1~ [[z7i(z -~ v)

<=7 < 2z Pl — wll,

— 27| < ¢, es decir la funcién z — 27! es continua. a

Definicion 1.24. — Sea X un algebra de Banach. Si z € X, el espectro o(x) de z es el
conjunto de todos los numeros complejos A tal que Ae — z no es invertible. El complemento
de o(x) es el conjunto resolvente p(z) de z,y consiste en los A € C para los cuales (\e—z)~?
existe. El radio espectral de z es el nimero

ro(2) = sup{]A: ) € o)}

Es simple verificar que 7,(x) es el radio de la bola mas pequefia centrada en el origen que
contiene a o (z).

Teorema 1.23. — Sea X un algebra de Banach con identidad y z € X, entonces
a) El espectro o(z) es compacto y no vacio;
b) Elradio espectral 7, (x) verifica

Asi, o(x) esta contenido en Dy, (0).
Si A ¢ o(x) entonces \e — z es invertible. Tomemos r > 0 tal que si ||y — (Ae —z)|| <,
entonces y es invertible. Si | — A| < r entonces

[[(we —2) = (e —2)|| =l = M <7,

de donde e — z es invertible, es decir i ¢ o(z). Asi, o(x) es cerrado, y por ende compacto.
Definamos R : p(z) — X por R(A) = (\e —z)~', yparacada f € Xsea F = fo R
p(z) = C.
Si A p€ p(x)

20



R(A) = R(u) = (Ae = 2)™" — (pe —z)™!
= (p—N(re —z) " (pe — 7)7!
= (b — A)RQA)R(p).
Luego, si Ay € p(z)

F(X) = F(X) = [(R(X) = R(X))
= (Ao — A) S (R(N)R(Xo)).
Asi, de la continuidad de f se tiene
FO) = F() _
A= Ao A— X

—f(R(%)?).

Es decir, F' es holomorfa en p(z).
Supongamos que el espectro es vacio, en este caso ' es una funcién entera y como

lim |F( |f liim ’f Ae — 1) ‘\IIfH lim l)\ "1:1:)t =0,

[Al= o0 IA|—=o0

del teorema 1.8 F' es idénticamente nula.
Por lo tanto, sea A € C, como la eleccién de [ € X fue arbitraria tenemos que

F((e—2)) =0,
paratodo f € X*, es decir (A\e—z)~! = 01lo cual representa un contradiccion. Concluimos

que el espectro es no vacio.
Ahora bien, sea A € C, tenemos

M —g" = (de—z)MA" e+ 4 2™
=(\"le+. 4+ 2" H(de — 7).

Por lo tanto A" € o(z™) siy s6lo si A € o(x)™. Es decir, se verifica que o(z") = o(z)",
lo cual implica que 7, (z)™ = r,(z") <||z"|, de donde

9) ro(z) < liminf|jz"||*/".

Si M| >z

o0
]2()\) = ()\( - I‘) 1 = )\'1(( ........ A"l‘,[;)—l —_ Z)\—(n-l-l),ln

n=0

Asi, dado f € X*, F = f o I} verifica

F(')\) — Z >\_(n+1)f(113ﬂ)-
n=0

Ademés F' es holomorfa en p(z), en particular para aquellos A € C con |A| > r,(z).
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Ahora bien, sea U : p(z)~' — C definida por ¥(z) = F(271), dado que z — 27! es
holomorfa en C \ {0} la funcion U es holomorfa en D1, (,)(0) \ {0}y

(o9}

(10) U(z) =D (),

n=0

cuando |z| < 1/|[z||. Ahora
i 9() = iy £ (7 - )

= f(l]_!}lf(l) z(e — zz)™H) = 0.

Definiendo ¥(0) = 0 obtenemos una funcién holomorfa en Dy, ¢,y (0) \ {0}, continua
en cero y por lo tanto holomorfa también en cero. Asi, ¥ admite un desarrollo en serie de
potencias alrededor del cero con radio de convergencia 1/7,(x) y como admite el desarrollo
dado en (10) para |z| < 1/}|z|| del principio de la identidad

(o9}

\I’(Z) - Z Zn+1f(.’[,'n)
n=0
para todo |z| < 1/7,(z). Por tanto
(11) FQO) =Y A+ f(ah)
k=0

para [\ > r,(x).
Sea n € N, si multiplicamos ambos lados de (11) por A" e integramos ambos lados de la
igualdad resultante en S.(0) donde r > 7,(z), obtenemos

1 _
fa™) = 5= A" F(A)dA
(=) 2 Js.0) )

para todo n € N. Asi tenemos
1

F@)] < or™Me(r)I(S:(0)) = v+ M (r).

Pero

Mp(r) = sup{

FO)|: 1M = 7‘} = sup{tf(]-?,(k))‘ A = 'r}

< flsup{ | RO 5 1 =} =11 711 M(r):
Asi, paratodo f € X*ytodon € N |
|f=")| IS Mp(r).
Dado n € Nexiste f € X* con ||f|| = 1 tal que f(z") =||z"||, luego para todo n € N

HIn“ < 7"77’+1J\1R(T)3

de donde
“In“l/n < 7"1+1/TLMR(7’)1/H}
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y

(12) lm sup||z™||Y/™ < .
De (9) y (12) se concluye el item (b). O
Teorema 1.24. — Si X es una algebra de Banach con identidad en la cual todo elemento no

nulo es invertible, entonces X es isométricamente isomorfa al campo complejo.

Demostracion. Siz € X y A1, Ay € o(x), entonces A\je — 'y A\ye — z son no invertibles, y
por tanto nulos. Como o (x) es no vacio, entonces posee un sélo elemento A(z) que verifica
laigualdad A(z)e = x. El mapeo z — A(z) es un isomorfismo isométrico. En efecto, sean z,
y € X,comozx = A(z)eyy = A(y)e entonces zy = A(z)A(y)e, es decir AM(zy) = AMz)A(y).
Anélogamente se demuestra que Mz + y) = A(z) + A(y) y Maz) = aA(z). Ademas
|A(z)| = || M=)el|| =[z|| y todo A € C es valor espectral de z = Ae. O

Definicion 1.25. — Un subconjunto J de un algebra de Banach conmutativa X se llama
ideal si:

a) J es un subespacio vectorial de X;

b) ax € Jparatodoa € X yz € J.

St J # X, .J es un ideal propio; si ademas .J no estd contenido propiamente en otro ideal
(distinto de X)) decimos que J es un ideal maximal.

Proposicion 1.1. — Sea X un algebra de Banach conmutativa con identidad, tenemos:
a) Los ideales propios de X no contienen elementos invertibles;
b) Si J es un ideal de X entonces su cerradura ./ también es un ideal.

Demostracién. Sea o € J, es decir @ = lfm a,,, donde a,, € Jyseaz € X. De la continuidad
del producto tenemos
ax = lima,z

y como a,,z € J para todo n € N se concluye que az € J, lo cual establece el item (b). La
demostracion de item (a) es trivial. 0

Teorema 1.25. — Sea X un élgebra de Banach conmutativa con identidad, entonces:
a) Todo ideal propio estd contenido en un ideal maximal;
b) Todo ideal maximal es cerrado.

Demostracion.
a) Sea J un ideal propio de X . Definamos el conjunto

P={ICX: JcCI,Iesideal propio},
parcialmente ordenado por inclusiény @ C P totalmente ordenado. Tomemos
M = U[eQI.

Es claro que M es un ideal. Afirmamos que M es propio. En efecto, caso contrario
tenemos que ¢ € M por lo cual e € [ para algiin / € Q, pero por la proposicion 1.1 los
ideales propios no contienen elementos invertibles, lo cual representa una contradiccidn.
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Asi, M es cota superior de Q. Por el lema de Zorn (cf. [Halmos, 1960, Sec. 16)]), P
admite un elemento maximal Jy. Afirmamos que J, es un ideal maximal. En efecto, si
I D Jp es ideal propio entonces J C [ lo cual significa que I € P, pero .Jy es elemento
maximal, por lo cual J; O I de modo que Jy = I. Asi, Jy D J es un ideal maximal.
b) Sea M ideal maximal, por la proposicion 1.1 M es también un ideal. Supongamos que
e € M, en ese caso tenemos
e = lima,,,

donde a,, € M'y como el conjunto de elementos invertibles ¢ > e es abierto, a,, cU
para todo n suficientemente grande. Es decir, M contiene elementos invertibles, lo cual
representa una contradiccion. Asi, ¢ ¢ M, es decir M es un ideal propio, y como
M C M entonces M = M.
O
Sea X es un espacio vectorial y V' un subespacio. Definamos la relacion de equivalencia
(z,y) € Rsiysolosiz —y € V,ylafuncion 7 : X — X/V dadaporn(z) =z + V.
El conjunto X'/V es un espacio vectorial con la suma y producto dados por

m(z) +7(y) = 7(z +9),
arn(z) = n(az).

La definicion de suma y producto en X /V hacen que 7 sea una transformacion lineal.

Teorema 1.26. — Si X es un algebra de Banach conmutativay / < X es un ideal cerrado
propio, entonces X /I es una dlgebra de Banach conmutativa. Si ademas X tiene identidad,
entonces X /I también la tiene.

Demostracion. Por ser X un espacio de Banach y / un subespacio cerrado X/ I es un espacio
de Banach respecto a la norma

|m(@)|| = nf{a e X :aen(x)}.

Definamos la multiplicacién en X /I de la siguiente manera
m(z)n(y) = 7(zy).
Siz' € n(z) ey € n(y) tenemos
ay—a'y =aly—y)+(z -2y €l
Asi, la multiplicacién esta bien definida. Solo resta mostrar que
r@rw)] < @] x|

es decir
) [ntanl < @il
Para ello sean a € %r(:r), b € 7(y) tenemos

ab—zy=(a—2)b+ax(b-y) € L
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Asiabexzy+ 1y
|7 (zy) || <llabll <llallfiol,
de donde obtenemos (13). La verificacion de las deméas condiciones de un algebra de Banach

asi como la conmutatividad de la multiplicacidn es trivial. Supongamos que X posee una
identidad ¢. En ese caso tenemos

[l <lell = 1.
Supongamos que ||7(e)|| < 1; en este caso existe z € m(e) tal que ||z|| < 1, de donde
e — x € [ es invertible, lo cual es una contradiccidon pues I es un ideal propio. O

De la definicion de norma en X/I se tiene que ||7(z)|| <||z||, por lo cual 7 es una trans-
formacioén lineal continua.

Sean X y Y algebras conmutativas con identidady v : X — Y un homomorfimo continuo
no nulo. Entonces N{i) = ~1(0) es un ideal cerrado propio. Reciprocamente, si I C X es
un ideal cerrado propio, por el teorema 1.26 X/I es un algebra de Banach,y 7 : X — X//
un homomorfismo continuo.

Teorema 1.27. — Sea X un algebra de Banach conmutativa con identidad, y sea A(X') el
conjunto de todos los homomorfismos complejos de X .
a) Todo ideal maximal de X es el nicleo de algin h € A(X).
b) Si h € A(X), el nicleo de h es un ideal maximal de X .
c) Seaz € X, h(z) # 0 paratodo h € A(X) siy solosi z es invertible.
d) Un elemento 2 € X es invertible si y s6lo si z no pertenece a algin ideal propio de X.
e) A € o(x) siy solosi h(z) = X paraalgin h € A(X).

Demostracion.

a) Sea I un ideal maximal; sabemos que 7 : X — X /I es un homomorfismo continuo.
Sea r € X tal que w(z) # [, esdecirz ¢ /. Enese caso J = J 4+ zX es un ideal
que contiene a I propiamente, por lo cual J = X,y e € J, luego ¢ = a + yz para
algin e € I,y € X. Asi ¢ — zy = a € I de donde n(z)n(y) = n(zy) = (), en
otras palabras 7(z) es invertible. Del teorema 1.24 existe ¢ : X/I — C isomorfismo
isométrico. La funcién h = ¢ o w € A(X) tiene por nucleo a /. ,

b) Sea h € A(X), es claro que N(h) es un ideal cerrado propio. Si x ¢ N(h) entonces
J = N(h) + =X es.un ideal que contiene propiamente a N(/). Ademss, si z € X,
y =z — (Mz)Ye)z € N(h), dedonde z = y + (h(z) 'e)z € J, es decir J = X. Por
lo tanto N(%) es maximal.

¢) Siz no es invertible entonces / = z X es un ideal propio pues e ¢ I.Sea J D I unideal
maximal, por el item (a) J = N(h) para algin h € A(X). Por lo tanto z € I C N(h),
es decir h(z) = 0. Reciprocamente, si = es invertible, del teorema 1.20 2(z) # 0 para
todo h € A(X).

d) Ningun elemento invertible pertenece a un ideal propio. El reciproco fue probado en
(©).

e) Basta aplicar (c) a Ae — z en lugar de z.
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Definiciéon 1.26. — Sea A(X) el conjunto de todos lo homomorfismos complejos de una
algebra de Banach conmutativa X. Si i € A(X)

z(h) = h(x).
asigna a cada z € X una funciéon z : A(X) — C, llamada transformada de Gelfand de x.

Sea X el conjunto de todos los & con © € X. La topologia de Gelfand de A(X) es la
topologia débil generada por X, es decir, la topologia mas pequefia que hace a todas los 2
continuas.

Los abiertos bésicos de esta topologia son

donde h € A(X), N eN,zy,...,z5 € X. ,
Obviamente X C C(A(X )) El A(X) equipado con su topologia de Gelfand es llamado
espacio de ideales maximales de X .

Definicion 1.27. — El radical de X, denotado por rad X, es la interseccion de todos los
ideales maximales de X. Sirad X = {0}, X se llama semisimple.

Teorema 1.28. — Sea A(X) el espacio de ideales maximales del dlgebra de Banach con-
mutativa X .
a) A(X) es un espacio de Hausdorff localmente compacto.
St ademads X tiene identidad:
b) A(X) es compacto.
¢) La transformada de Gelfand es un homomorfismo de X sobre el subalgebra X de
C(A(X)), cuyo nucleo es rad X . Por lo tanto, la transformada de Gelfand es un iso-
morfismo si y solo si X es semisimple.
d) Paracada z € X, el rango de Z es el espectro o(z). Asi

[£lleo = 75(2) <l]l,
donde ||%|oo = méx{].f:(h)l : he A(X)}, yz € rad X siy solosir,(z) =0.

Demostracion.
a) Como los homomorfismos complejos son funcionales lineales continuas de norma uno
A(X)U {0} € Dy(0) C X. |
Afirmamos que A(X) U {0} es compacto con la topologia débil-+. Como D;(0) es
compacto débil-x basta mostrar que A(X ) U {0} es cerrado débil-x.
Sea hg un elemento de la cerradura débil-x de A(X) U {0}. Debemos mostrar que

(14) ho(zy) = ho(z)ho(y)-

Dado ¢ > 0 la vecindad V (hg, z, vy, zy, €) de ho contiene un elemento & € A(X) U
{0}. Luego

ho(z)ho(y) — ho(y) = (ho(z) — h(x))ho(y) + h(z) (ho(y) — h(y))
+ h(z)h(y) ~ ho(xy),
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de donde

< e([ho(w)|+all +1).

Como la eleccion de e > 0 fue arbitraria, hy verifica (14), es decir hy € A(X) U {0}.

Es claro que la topologia de Gelfand en A(X) es latopologia heredada de la topologia
débil-x en X. Asi, la topologia de Gelfand separa puntos pues la topologia débil-x lo
hace. Por lo tanto, sea h € A(X), como h # 0 existen Vj, V; abiertos en la topologia
de Gelfand tal que 0 € Vi, h € Vo, y Vi NV, = (), es decir

(15) Vp C VY.

Como V{ es cerrado en la topologia de Gelfand, Vi = F'N A(X) donde F es cerrado
débil-+. Ademas como 0 ¢ F

CFNAX)=Fn(A(X)u{0}).

El conjunto al lado derecho de la ultima igualdad es cerrado en A(X) U {0} y por ende
compacto. Asi, V}* es compacto en la topologia de Gelfand, y de (15) concluimos que
V; es compacto. Es decir, A(X) es localmente compacto.

b) Sabemos que A(X) C D;(0) ¢ X. Si X tiene identidad afirmamos que A(X) es
cerrado en la topologia débil-«, lo cual implica que es compacto. En efecto, sea hg en
la cerradura débil-x de A(X), de manera similar a lo hecho en el item (a) se demuestra
que hq verifica (14).

Dado ¢ > 0 la vecindad V (hg, e, €) de hg contiene un elemento de h € A(X). Luego
|1 = ho(e)| = |h(e) — ho(e)| < ¢, de donde

ho(ﬂ) = 1.

Asi, hy es un homomorfismo complejo, es decir hy € A(X).
¢) Seanz,y € X,a € Cyh € A(X). Entonces, como

ax(h) = h(az) = ah(z) = (az)(h),
z+y(h) = bz +y) = h(z) + hy) = &(h) + §(h) = (2 + §)(h),
#y(h) = hlzy) = h(z)h(y) = 2(R)(R) = (#9)(h),
X es un subalgebra de C(A(X)) y 2 — & es un homomorfismo. Su ntcleo esta con-
formado por aquellos = € X tales que h(z) = 0 para todo h € A(X); es decir aquellos
z en la interseccion de todos los ideales maximales de z, esto es, rad X.
d) Si ) esta contenido en el rango de 7 entonces A = #(h) = h(xz) para algiin i € A(X).

Por (e) del teorema 1.27, esto ocurre si y solo si A € o(z).
O
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1.4. Teoria de integracién.

Definicion 1.28. — El soporte topolégico de una funcion compleja f definida en un espacio
topolégico X es el conjunto

Supp(f) = {z : f(z) # 0},
El conjunto de todas las funciones complejas definidas en X cuyo soporte topologico es
compacto se denotard por C.(X).

El conjunto C,.(X) con las operaciones usuales de suma y producto con un escalar forman
un espacio vectorial.

Definicion 1.29. — Una funcional lineal A : C.(X) — C es positivasi Af > 0 para todo
f=20.

Definicion 1.30. — Sea X un espacio topologico. Se dice que X es localmente compacto
si para todo z € X, podemos encontrar una vecindad V' de z tal que V es compacto.

Teorema 1.29. — Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto, y sea A una fun-
cional lineal positiva en C..(X'). Entonces existe una o-algebra 90t en X que contiene a todos
los conjuntos de Borel en X, y existe una inica medida positiva p en 91 tal que

a) .
M= A fdu

paratodo f € C.(X) y que tiene las siguientes propiedades:
b) u(K) < oo para todo compacto K C X.
c) Paratodo F € 9, tenemos

(16) p(E) = inf{u(V): E CV, V abierto}.
d) Larelacion
(17 p(E) =sup{u(K): K C B, K compacto}

se verifica para todo abierto £, y para todo £ € 9 con u(E) < oo.
e)SiEeM AC E,yu(F)=0,entonces A € M.

Definicion 1.31. — Sea X un espacio con medida. Decimos que la medida es regular ex-
terior (respectivamente regular interior) si verifica (16) (respectivamente (17)) para todo
conjunto medible.

Asi, la medida en el teorema 1.29 es regular exterior, y es regular interior en conjuntos
abiertos y en aquellos de medida finita.

Definicion 1.32. — Sil < p < ooy si f es una funcién compleja medible en X, definimos
. 1/p
il ={ [ brpau
Jx
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y a LP(u) como el conjunto de aqueilas funciones tales que

11l < oo

Definicion 1.33. — Si p y g son nimeros reales positivos tales que

1 1
- - = 1’
p 9
entonces decimos que p y g son exponentes conjugados.
Cuando p — 1 entonces ¢ — oo. Por lo tanto decimos que 1y oo son conjugados.

Teorema 1.30 (Desigualdad de Hélder). — Si p 'y g son exponentes conjugados, 1 < p <
ocoysife LP(u)yge L(un),entonces fg € L (i), y

£l < M1£ 1l glle-
Demostracion. [Rudin, 1987, Theorem 3.8] ]

Teorema 1.31. — Sil < p < oo,y f € L?(u), g € L”(u), Entonces f + g € L7(u), y

1+ gl < 1IAl + gl

Demostraciéon. [Rudin, 1987, Theorem 3.9] a

Finalmente hacemos notar que

a) |lafll, = ||| f|l,, parac € C.

b) ||f]l, =0siysolosi f =0c.tp.

El teorema 1.31, y los dos anteriores items muestran que se puede introducir una norma
en L”(11). Definamos f ~ g siy sélosi||f — g|| = 0, es decir, si f = g c.t.p. El conjunto de
clases que determina esta relacion de equivalencia es un espacio vectorial si definimos

[f1+1gl = f + 4],
alf] = lef],
y es un espacio normado si se define
L], = 11

Asial ver a LP(14) como un espacio normado, realmente estamos considerando el conjunto
un conjunto cuyos elementos son clases de equivalencia.

Teorema 1.32 (Convergencia dominada). — Sea (X, 1) un espacio con mediday f, : X —
C una sucesién de funciones medibles tal que

(@) = Jim o
existe para todo z € X. Si existe una funcién g € L!(u) tal que, paran = 1,2,...,yz € X
| | fu(z)| € 9(2)
entonces [ € L'(p),

lfm / |fr — fldu =0,
= Jx

n

.

29



lim / fady = / fdu.
n—co [y Jx
Demostracion. [Rudin, 1987, Theorem 1.34]. \ a

Definicion 1.34. — Sea X un espacio con una medida positiva u. Decimos que y es o-finita
si X puede ser expresado como unién numerable de conjuntos medibles con medida finita.

Sea 1 una medida positiva, sea 1 < p < 00,y ¢ el exponente conjugado de p. La desigual-
dad de Holder (teorema 1.30) muestraque si g € L(u) y

®,(f) = /\ fgdp,

entonces ®, es una funcional lineal acotada en L”(ys). La reciproca de esta afirmacion
esta contenida en el siguiente teorema.

Teorema 1.33. — Sea 1 < p < oo, p una medida o-finita en X, y ® una funcional lineal
en L”(y). Entonces existe una tnica g € L9(u), donde ¢ es el exponente conjugado de p, tal
que

o(1) = | fodu
Jx
paratodo f € L”(1). Ademas, en este caso

2]} = llgll,-

Demostracion. [Rudin, 1987, Theorem 6.16]. 0O
Cabe notar que si 1 < p < oo la condicion de que i sea o-finita puede ser omitida
[Bartle, 1995, §8.15].
Estaremos interesados en el espacio de funciones de cuadrado integrable L?(u), en este
espacio se puede introducir un producto interno. En efecto, si f, g € L?(u1) entonces, por el
teorema 1.30, fg € L'(u). Asi, definimos

(f.9) = /x | fgldu

Se puede demostrar que, con respecto a este producto interno, L2(u) es un espacio de Hilbert
[Rudin, 1987, Theorem 3.11].
Bajo las hipotesis del teorema 1.29 se tiene:

Teorema 1.34. — Para 1 < p < 00, C(X) es denso en L”(u).

Demostracion. [Rudin, 1987, Theorem 3.14]. O
Sea X = (0,1) con la medida de Lebesgue, en este caso el conjunto de funciones de
cuadrado integrable se denota por L?(0,1). El teorema anterior tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.3. — El conjunto de los polinomios definidos en (0, 1) es denso en L?(0, 1).

Demostracion. Por el teorema 1.34 dado ¢ > Oy f € L?(0,1) podemos encontrar una
funcién g de soporte compacto K C (0, 1) tal que |[|f — g||2 < ¢. Sea K C [a,b] C (0,1)
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un intervalo cerrado cuyo complemento en (0, 1) tenga medida menor a ¢. Por el teorema de
aproximacion de Weierstrass (cf. [Dugundji, 1965, p. 282, Ex. 1]) existe un polinomio p tal
que |g(z) — p(z)| < ¢, para todo z € [a, b]. Luego

1
||g—-pn%=/ lo(z) - 1dx—/|q p(z) ch+/ ip(a) " dz
40 )\ [e,b]

Si M > 0 es tal que |p(z)| < M para todo z € [0, 1], entonces
llg = pllz < (b —a)e® + M

Asi tenemos que

1f =plla < [If = gll2+llg—plla < e(v/b —a+ M?/e+1).

O
Como el conjunto de los polinomios es generado por {1, z,z?, ...}, podemos escribir el
teorema anterior como

(18) L*(0,1) = Vect{l,z,z2,...}.

Sean (X, &), (Y, J) espacios medibles. Un rectdngulo medible es un conjunto de la forma
A x Bdonde A € &y B € J. Definimos & x J como la o-algebra mas pequefiaen X x Y
que contiene a los rectangulos medibles.

Definicion 1.35. — SiE C X x Y,z € X,y €Y, definimos
E,={y: (z,y) € F}, FY ={z:(a,y) € E}.

Si f es una funcién en X x Y, a cada x € X asociamos una funcién f, definida en Y por
fo(y) = f(z,y).Siy € Y, f¥ se define en X por f¥(z) = f(z,y).

Definicion 1.36. — Si (X, S, i), (Y, J, \) son espacios con medida o-finita, y si Q € & x J
definimos

(19) (% Q) = [ M@n= [ m@)ar

)

La funcidon p x X estd bien definida pues las integrales que aparecen en (19) son iguales
[Rudin, 1987, Theorem 7.6].

Teorema 1.35 (Fubini). — Sean (X, &, u), (Y, J, A) espacios con medida o-finita, y sea f
una funcion definida en X x Y y medible con & x J.

a) Si0 < f<oo,ysi
(20) / fxdX, w(y /f”du (re X,yeY)

entonces ¢ es G-medible, 1) es J medible, y

(21 | /x wdy = /1, PdA.
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b) Si f € L'(u x )) entonces f, € L*()) para casi todo z € X, f¥ € L'(u) para
casi todo y € Y'; las funciones o y ¢ definidas en (20) c.t.p. estan en L'(u) y L}()),
respectivamente y (21) se verifica.

1.5. Propiedades de las proyecciones ortogonales

Comenzaremos esta seccidn revisando algunos conceptos de analisis convexo (cf. [Bachman, 2000,
chap. 22)).

Teorema 1.36. — Sea C # () un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de Hilbert
real H,y a € H. Entonces existe un inico p € C tal que, para todo x € C

lp = all <[lz - alf

Se dice que p es la proyeccion de a sobre C, y se denotard por F-(a). Ademas, son equiva-
lentes

1. p= APC(CL);

2.peCyla-pxz—p) <0paratodoz € C.

Demostracion. Sea m = if{|jz — a||* : = € C}. Dado n € N, existe z,, € C tal que
m <||z, — al|* < m + L. Luego, dados dos enteros positivos n y p, usando la identidad del
paralelogramo [Hoffman and Kunze, 1971, p. 273, Ex. 9] tenemos que

10— gl = |5 — 0) & (0 = usy)|
= 2(llzn — al*+||Zasp — al®) — 4’ g:__iﬂ - a1|2’
y como C' es convexo se tiene que m < || &5t — | . de donde
20 — Zoay P < 2

n
Luego, la sucesion (z,,) es de Cauchy, y por lo tanto converge a un punto p € C, el cual

verifica ||p — al|> = m, de donde se sigue que ||p — a|| <||z ~ a|| paratodo a € C.
Ahora bien dado x € C'y p = Pr(a), tenemos que p + 2 (z — p) € C paratodon € N,
Luego
1 2 1
lp =l < flp+ ~ (@ ~p) —af* =lp~all® + ~(p ~ 0.2~ p) + —lz —pl".
de donde
1 2
0<2(p—a,z—p)+—llz -7l

y tomando limite cuando n tiende al infinito obtenemos

(a—p,z—p) <0.
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Reciprocamente, sea p € C tal que (a — p,z — p) < 0 para todo = € C. Tenemos que
1

3 (lla = pll*+llz = p[I*~lla — =]*)

[N

(lla = pl*~lia - 2[|*) <
= <G,'"p,.’13 —p>1

es decir, ||p — a|| <||z — al| para todo z € C. Finalmente, si p;,p, € C verifican esta
condicién. Luego, (p1 — a,p1 — p2) < 0y (a — pa, p1 — p2) < 0. De donde, ||ps — p1||2 = 0.
a

El teorema anterior nos permite definir una funcién Py : H — H, llamada operador
proyeccion que a cada x € H le asigna su proyeccion sobre el conjunto C.

El teorema siguiente nos dice que el operador proyeccion es no expansivo.

Teorema 1.37. — Sea C' # () un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de Hilbert
H, entonces

- |[Pe(@) = Pe()| <llz —vll
paratodo z,y € H.

Demostracion. La caracterizacion de la proyeccion junto al hecho que Po(z) y Po(y)
pertenecen a C implican

(y — Foly), Po(z) — Po(y)) <0,
(x — Po(z), Pe(y) — Po(z)) 0.
Por lo tanto
| Po(z) - PC(Z!I)HQ < {z =y, Po(z) — Poly))
<l = ylll|Petz) ~ Pow)]
lo que demuestra el teorema. ' a
Corolario 1.4. — Bajo las hipodtesis del teorema 1.37, - es continuo.

El siguiente teorema recopila algunas propiedades adicionales del operador proyeccion
Py en el caso particular en que V' es un subespacio cerrado de /.

Teorema 1.38. — Sea V' un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert /1. El operador Py
verifica las siguientes propiedades.

1. Paratodoz € H,y € V,y = Py(z) siy solamentesiy — z € V4

2. Py es una transformacioén lineal de H sobre V.

Demostracion. Para demostrar el item 1 basta ver que todo v € V' puede escribirse de la
forma v = y — Py(z) para algin y € V, y usar la caracterizacion del operador proyeccion

- dada en el teorema 1.36. _
Ahora, sea z € H, del item 1 tenemos que z — Py (z) € V+, es decir z = Py (z) + z, con
z € VL, ydebidoaque VN VL = {0}, tenemos que siz = v+ v conv € V,v' € V4,
entonces v = Py(xz),y v' = z. El item 2 se deriva de esta unicidad. O
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Como vimos en la demostracion del teorema anterior, cada z € V puede ser escrito de
manera inica como suma de elementos de V' y de V. En este caso se dice que H se de-
scompone en suma directa H =V @ V+.

Concluimos esta seccion con un corolario del teorema de Hahn-Banach [Bachman, 2000,
Theorem 11.1].

Teorema 1.39. — Sea V un subespacio del espacio normado X y sea z; € X tal que
d(xy, M) = d, es positiva. Entonces existe una funcional lineal acotada F, con norma 1,
tal que F'(z1) = d 'y, para cualquier z € M, F(z) = 0.

Demostracion. [Bachman, 2000, Theorem 12.3] !

Se debe hacer notar que si M es un subespacio propio cerrado de X y z; ¢ M, entonces
las hipdtesis previas son satisfechas. Usualmente, esta es la situacion en la que se aplica este
teorema.

1.6. Integral de Stieltjes.

Sea f : R — Ry z € R. Usamos la siguiente notacion
f(z+0)= lm f(z), f(z—0)= lm f(z).
=0t z—~0"

Definicion 1.37. — Una particion del intervalo [a, b] es un subconjunto finito P C [a, ] tal
que a € Pyb € P.Cuando escribimos P = {{g,11,...,%,} convenimos que a = {y < {; <
<t,=b

Sea a : [e,b] — R una funcidn real definida en el intervalo compacto [a, b]. Para una

particion P = {to,t1,...,1,} de [a, b] definimos

V{a, P) Zloz (tr) — a(ty- 1)]

Via) = sup{V a, P); P C [a, ] es una particion }.

Llamamos a V' () la la variacién total de .. Si V(o) < oo decimos que « es de variacion
acotada.

Ejemplo 1. — Si o es una funcién mon6tona no decreciente, entonces para toda particion
P C [a,b] tenemos que V (e, P) = «(b) — a(a). Luego « tiene variacion acotada.

Definicién 1.38. — La norma de una particién P = {lg,11,...,t,} C [a,b] es el nimero
|P| = ma*( {tk — tx—1}. Sean f, @ : [a,b] — R dos funciones. Dada una particion /> =

{to, 1,1, . ,t,,,} C la,b], y un conjunto de puntos { = {& € [tx-1,t);k = 1,...,n}. El
par (P, £) se llama particion punteada 'y se denota por I°*. A cada particion punteada />~ del
intervalo [a, b] asociamos la suma de Stielties > ([, o, P*) = »_(P*), definida por

Z _P* Zf [k ——()/,(1;;« ..... 1)]
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Definimos la integral de Stieltjes de f relativamente a ¢ por

b
f(t)da = lim Z(P*)

|P]—0

La igualdad arriba significa que, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que <

| s =3P

¢, para toda particiéon punteada *, con |P| < 4.

Uno de los aspectos que demuestra el verdadero potencial de la integral de Riemann-
Stieltjes se presenta cuando la funcién « es una funcidn escalonada como la funcién parte
entera o la funcion escaldon unitario, como se ve en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2. — Sean f y o como en la definicién anterior y @ = {to,...,%,} una
particion del intervalo [a, b]. Supongamos que « es constante en los intervalos (tx, tr41),
k=0,...,n—1yque f es continua en (). Bajo estas hipotesis, tenemos

b n

f(t)da = Z F(t)(alty +0) = a(ty — 0)),

(1

donde a(to — 0) = a(te) y a(t, + 0) = alty).

Demostracion. Haremos la demostracion en el caso que o es constante en los intervalos
[a,¢) y (¢, b] donde a < ¢ < b, el caso general es analogo.
Si P* es una particion punteada del intervalo [a, b], entonces

ST(PY) = 76 (alt) — olti-n)) = /(&) (ale+0) — afe ~ 0)))
donde [t,_1, t;] es el intervalo de la particién que contiene a c. Por la continuidad de f en ¢

vemos que f (&) — f(¢) cuando |P| — 0, luego

| .)f(t)da = lim Z(P*) = f(c)(a(c+0) = a(c —0)))

| P{—0
O

Ejemplo 2. — Como una aplicacion directa de la proposicion anterior, tenemos la siguiente
igualdad entre las sumas parciales de una serie y una integral relativa la funcion parte entera

)
St = [ s

donde n» € N, y f es continua.

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias para garantizar la existencia de la
integral de Stieltjes, para su demostracién vea [Noguchi, 1988, Theorem 7.3.4].

Teorema 1.40. — Con las notaciones anteriores.
1. Si V(a) < 00, y.f es continua, entonces /”b f(t)do existe.
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2. Bajo las mismas hipoétesis, /( a(t)df existe, y

b
[ atoir = aorw

b b

f()

a

En los casos mas comunes, la integral de Stieltjes se reduce a una integral de Riemann,
sustituyendo da por o(t)dt.

Teorema 1.41. — Si f es continua 'y « es de clase C? en [a, b] entonces
b b
fda= [ f(t)d/(t)dt.
Demostracion. [Lages Lima, 2008, p. 194, teorema 4] O

1.7. Formulas de Abel y Euler

La siguiente formula es conocida como la identidad de Abel, consecuencia de la proposi-
cion 1.2 y del teorema 1.40.

Teorema 1.42. — Para cualquier funcién aritmética a(n) sea
Al) = 3 aln),
n<x
donde A(z) = 0siz < 1. Si f es de clase C* en un intervalo [y, ] entonces
(22) S am)f(n) = A(@)f(z) - AW)S() / At
Yy<ns
Demostracion. [Apostol, 1974, Theorem 4.2]. : ]
La identidad de Abel tiene el siguiente corolario.
Corolario 1.5. — Si f : [y, z] — C es una funci6n de clase C*. Entonces
(23)
1 1
S )= [ pwae [ (-1 -5) roas (vt - 5) s - (5121 -5 ) 16
YNy

Demostracién. Tomando a(n) = 1 para todo n > 1 encontramos que A(z) = |z] y (22)

implica
> ) = Lol ) ()~ [ 11s
Y<NEr

Combinando esto con la integracion por partes

/ L (8)dt = 2 (x) — 9 (y) - / F(t)d,

obteniendo el resultado deseado. O
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1.8. Series de Fourier

Definicion 1.39. — Una funcion f : R — R es seccionalmente diferenciable si ella es
seccionalmente continua y su funcién derivada f’ también es seccionalmente continua.

Definicion 1.40. — Sea [ una funcién seccionalmente continua y periddica de periodo 2.
Definimos los coeficientes de Fourier de f como

nmwx

1 L
pn, = Z‘/_Lf(ar)cos 7 dz, n 2= 0;

i)

1 [t
bn = Z ,/_L f(l) sen

y su serie de Fourier como

1 > L nmwi
-2-(1,0 -+ Z ((11.,,, Ccos Ll + bn sen T) .

T
i dx, n>1,

n=1
Teorema 1.43. — Sea f : R — R una funcién seccionalmente diferenciable y de periodo
2L. Entonces la serie de Fourier de la f, converge, en cada punto , para £ [ f(z+0) + f(z —
0)], es decir

(@ +0)+[(z-0)] = %a‘o +> (an cos ?thi + by, sen ﬂ) .

(24) ;

N —

n=1

Demostracion. [de Figueiredo, 1987, §2.4] i
Si en particular la funcion f en el teorema anterior es continua en un punto z, entonces en
este caso f(z + 0) = f(z — 0) = f(z) y (24) se reduce a

1 x nrT nwT
f(L) = 5&0 + Z (CLT,, CoSs T + b, sen T) .

n=1
Ejemplo 3. — La funcioén f(z) = |z| — = + 1/2 es periddica de periodo 2L = 1y posee
discontinuidades en todos los nimeros enteros. Un calculo de sus coeficientes de Fourier
muestra que a, = 0, paran = 0y b, = 1/nm, paran > 1.
Es claro que f satisface las condiciones del teorema 1.43. Por lo tanto, para z ¢ Z tenemos
que

1 2. sen(2n7z)
(25) ij*a,+§_;_——————m .
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Capitulo 2

FACTORIZACION DE FUNCIONES DE ORDEN
FINITO

2.1. Factorizacion de Weierstrass

Definicion 2.1 (Rama principal del logaritmo). — Definimos la rama principal del loga-
ritmo como la funcién log : C\| — 00,0] — C que asigna, a cada numero complejo
z € C\| - 00, 0], el nimero

log(z) = In|z| + 46,
donde In es la funcion logaritmo real, y 6 es el unico nimero en (—m, 7) tal que z = |z|e"’.
Denotamos arg z = 6§ el argumento principal de =.

Definicién 2.2. — Dada la sucesion (2, ),en de nimeros complejos, la productoria [ ] 2, es
la sucesion de productos parciales (p;,)nen, definidos por

n

Pn = H Zp = 2% 2y, n 21
k=1

Definicion 2.3. — Diremos que la productoria [ | z,, converge si existe a lo sumo un numero
finito de factores nulos y si los productos parciales formados por los factores que no se anulan

tienden a un limite -

H z, = lim p, # 0.
N> CQ

n=1

En un producto convergente el factor general z, tiende a 1, como consecuencia de este
hecho es preferible escribir todos los productos infinitos en la forma

oo

H(]‘ + a’n)?

n=1

de manera que a,, — 0 sea una condicion necesaria para la convergencia.

Teorema 2.1. — La productoria | [(1 + a,) con 1 + a,, # 0 es convergente siy solo si la

serie Z log(1 + a,,) lo es.

n=1

Demostracion. [Ahlfors, 1978, p. 192, Theorem 5]. |



Teorema 2.2. — Una condicion suficiente para la convergencia de la productoria [[(1+a,,)

o0
es la convergencia de la serie E -

n=1

Demostracion. [Ahlfors, 1978, p. 192, Theorem 6]. a
La prueba del siguiente lema puede ser encontrada en [Rudin, 1987, Theorem 15.3].

Lema 2.1. — Si uy, ..., uy son nimeros complejos, y si
N N
PN = H(l + ), Py = H(l + [unl),
n==1 n=1
entonces

i <exp(jug| + - + |unl),

lpn — 1] < py — 1.

Definicion 2.4. — Dados 2 C C, y la sucesion de funciones (g, ),en, donde ¢, : 2 — C.
Diremos que el producto infinito

H gn(z )’

n=1

o
converge en 2 si el producto infinito H gn(z0) converge. Decimos que el mismo produc-
n=1
to infinito converge uniformemente si la sucesion de funciones (f,).en, donde f,(z) =
n
H gm(z) converge uniformemente, y que converge uniformemente en compactos si ( /) nen
m=1

lo hace.
Para una demostracién del siguiente teorema vea [Rudin, 1987, Theorem 15.4].

Teorema 2.3. — Sea (u,,)nen una sucesion de funciones complejas, acotadas en un conjunto

o0
S, tal que Z[un,(s)‘ converge uniformemente en S. Entonces el producto

n=1

F(s) =[]+ un(s)),
n=1
converge uniformemente en S, y f(so) = 0 para algun sy € S siy s6lo si u,(sg) = —1 para

algin n < N, donde N € N es un niimero fijo.

Como consecuencia, tenemos el siguiente teorema. Su demostracién puede hallarse en
[Rudin, 1987, Theorem 15.6]
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Teorema 2.4. — Supongamos que f, € H{Q) paran = 1,2,..., y que ninguna f, es
idénticamente nula en alguna componente de €2, y

zll - fn(z)

n=1

converge uniformemente en compactos en §2. Entonces el producto

(2) Hf,, (2)

converge uniformemente en compactos en 2. Luego f € H(£2). Y ademas, tenemos
m(f,z) = Z m(fn, 2)
n=1
para z € €, donde m(f, z) se define como la multiplicidad del cero de f en z [si f(2) # 0
entonces m(f,z) = 0].

Si g(#) es una funcién entera, entonces f(z) = %) es entera y distinta de cero. Recipro-
camente, si f(z) es una funcidn entera que no se anula nunca, entonces la funcion f'(2)/f(z)
es entera, y por ende es derivada de una funcién entera g [vea el corolario 1.1]. De este he-
cho se deduce que la funcién f(z)e™9(*) tiene derivada nula y, por ende f(z) es un multiplo
constante de ¢(), si absorbemos la constante en g(z) tenemos que f(2) = 4%,

Siguiendo este razonamiento podemos hallar la funcion entera mas general con un niimero
finito de ceros. Si f tiene un cero de orden m > 0 en el origen, y denotamos los otros ceros
por a,,...,ay, repitiendo los ceros multlples. Del teorema 1.7 y de lo que acabamos de
demostrar concluimos que es posible escribir

P4

f( = 7171()(](2: 1 o —
(1,,

El argumento anterior sigue siendo valido si cons1deramos una funcion holomorfa definida
en un conjunto convexo.
Si hay infinitos ceros la generalizacién obvia seria

/( = yMed (2) H (1 _ _a_’_’_> ’

n=1

Sin embargo este producto no siempre converge. Para garantizar la convergencia tienen que
introducirse ciertos factores.

Definicion 2.5. — Hagamos Fy(z) =1 —zyparan =1,2,3,...,

2 -Th
E.(z) = (1 —z)exp{z+%+...+;}_

n

Estas funciones son conocidas como factores elementales. Tienen Unico cero simple en
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n suficientemente grande, a pesar de que £, (1) = 0. Para ver su demostracion consulte
[Rudin, 1987, Theorem 15.8].

Lema2.2. — Para|z| <1yn=0,1,2,...,

1~ Eu(2)

Teorema 2.5. — Sea (2,),.en una sucesion de niimeros complejos tal que z,, # 0y lim |z,| =
Nn—00

00. Si (p,)nen €S una sucesion de enteros no negativos tal que

oo T 1+pn
26 —
(26) > (Z) "<
para todo r > 0 (donde r,, =

@7) P(z) = ﬁ E,, (—) ,

“1.
n=1 !

z,|), entonces el producto infinito

define una funcién entera que se anula en cada 2, y no posee otros ceros. Ademas, si «
aparece m veces en la sucesion (2, ),en, entonces P tiene un cero de orden m en a.
Si tomamos p,, = n — 1, la condicidn (26) se satisface.

Demostracién. Dado un » > 0. Si z € D,(0) del lema 2.2 se tiene que

P P 1+pn P 14pn
Zn Ty

< -
Zn,
para todo n € N tal que » < 7, pero como lim r, = o0, esto se cumple para todo n

n—
suficientemente grande. Luego, utilizando el test deoo Weierstrass [Lages Lima, 2010, p. 370,
teorema 2] concluimos de (26) que la serie

-5, (2]
Zp,

converge uniformemente en D, (0). Luego converge en compactos en C. Utilizando el teore-
ma 2.4 obtenemos que el producto

f)(z) = ﬁ E,,n <7i> ,

“n
n=1

o

2.

n=1

converge en compactos en C, que es entera, que Z(F) = {z,}.en y que el orden de cada
cero es justamente el nimero de veces que este aparece en la sucesion (2, )yen.

Para demostrar la ultima afirmaciéon vemos que, dado r > 0 se tiene que r,, > 2r para
todo n suficientemente grande. Luego (r/r,,)" < (1/2)" para tales n y utilizando el criterio
de comparacion se sigue la convergencia de (26). O

Para algunas sucesiones (7, ),en se verifica (26) para una sucesion constante (py,)nen-
En estos casos, si tomamos esta constante tan pequefia como sea posible, la funcion resul-
tante (27) se conoce como producto canénico correspondiente a (z,)nen. Por ejemplo, si
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> 1/r, < oo, podemos tomar p,, = 0, y el producto canénico es

0-2)

n=1

Si>°1/r, = copero . 1/r2 < o0, el producto candnico es

ﬁ <1 - /;) e/,

A
2y
n=1 n

Teorema 2.6 (Factorizacion de Weierstrass). — Sea f una funcion entera, y sean zy, 2o, . . .,
los ceros de f listados conforme a sus multiplicidades. Entonces existe una funcidn entera g
y una sucesion (p,, )nen de enteros no negativos, tales que

donde m es un entero no negativo.

Demostracién. Supongamos que f(0) # 0. Como los 2, son ceros de f se tiene necesari-
amente que ,lim |z,| = oo (en caso contrario el conjunto Z(f) = {z,} tendria un punto
de acumulacri'énooy f seria idénticamente nula). Tomemos el producto P como en el teorema
2.5. Entonces f/ P tiene solo singularidades removibles en el plano, y por ende puede ser
extendida a una funcién entera. Ademas f/P no tiene ceros, luego existe una funcion entera
gtalque f/P = e9. Si f tiene un cero de orden m en z = 0, aplicamos lo anteriora f(2)/2™.
a

2.2. Funciones de orden finito

Tomemos una funcion entera f. Estamos interesados en saber cuan rapido crece esta fun-
cion. Para una caracterizacion general de su crecimiento introducimos la funcién

My(r) = méx £ ().

Si la desigualdad h(r) < g(r) se verifica para todo 7 suficientemente grande, la llamare-
mos desigualdad asintética y la denotaremos por i(r) b2 g(r). Si la misma desigualdad se
verifica para alguna sucesion 7, — oo escribimos h(r) < a(r).

La funcién entera f se llama funcion de orden finito si M (r) < exp(r*) para algin k > 0.
El orden f es el infimo de aquellos valores de k para los cuales la desigualdad asintética se
verifica. El orden de f se denota p = p;. De la definicién se sigue que, para todo € > 0

e M;(r) < e
Tomando logaritmo dos veces obtenemos

on log log Mj(’l’) s ’
p—e< Tog 1 < p+e,
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dee donde o1 : Iy
oglog M(r
p = lim sup MQ
00 logr

Supongamos que [ tiene orden p. Decimos que f tiene tipo finito si M(r) < exp(Ar”)
para algiin A > 0.

El infimo de los valores de A para los cuales la ultima desigualdad asintética se verifica se
conoce como el tipo de la funcion f con respecto al orden p y se denota o = ;. De manera
similar a lo hecho para el orden se demuestra que

o = limsup —-——log AJI(T) )
=00 T’
- Sea
0]
(28) HOED P
n=0

una funcién entera. Los siguientes dos lemas nos permitiran expresar el orden y el tipo de
una fucion entera en términos de la taza de decrecimiento de los coeficientes de su expansion
en serie de potencias.

Lema 2.3. — Si la desigualdad asintdtica
(29) M(r) < e,
se verifica, entonces

as —’AK ‘IL/I(
(30) el € (° ) -

n

Demostracion. [Levin, 1996, p. 5, Lemma 1]. O
Lema 2.4. — Si se verifica la desigualdad asintotica (30), entonces
31) M;(r) € A+,

para todo ¢ > 0.

Demostracion. [Levin, 1996, p. 5, Lemma 2]. o
Sea p el orden de f. Dado ¢ > 0, tomando ¢y = £ de la definicion de orden y los dos lemas
anteriores (tomando un A tal que A + ¢y = 1) se tiene que

Tt

elp — € P=€g g as [elp+ € F—:‘L'—(;
<(([) 60)) < |C’TL| < ( (p 0)) .

n mn

Tomando logaritmo, obtenemos
n

P~ €

[lOg ()(p EO) o log n:l 2 log !Cnl 2 P ;’:’
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luego

lOg (’([) - (:50) -1 n 7 log n . as lOg (:3([) - (:50) -1
—¢€) |1 ————— —— : — e
(b= <o) < logn < Tog(ijle ~ el ! logn )

1 el O €
y debido a que lim m

= 1, tenemos que
n—oo  logn

z_n logn “ oL
p—€< ———= < p+e.
log(1/]ea|)

Asi, hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 2.7. — El orden p de la funcién entera (28) se determina por la férmula

) nlogn
p = lim sup &

n—00 10g(1/|6n|) .

De manera similar se demuestra lo siguiente.

Teorema 2.8. — El tipo o de la funcidn entera (28) se determina por la férmula
1
o = —limsup(n{/|c.|?).
PE  n—oo

El siguiente resultado se conoce como la formula de Poisson.

Teorema 2.9 (Férmula de Poisson). — Sea zy € C. Si v : Dy(z) — C es continua en
Dr(20) y arménica en Dg(zp), entonces, para todo z € Dg(z) tenemos que

2 2z — z?
u(z) =_1./ u(g)|5‘ 2= d,

21 Jo € - 2[?

donde & = Ree™.

Demostracion. [Amar and Mathéron, 2004, §11.5.2.]. ' O
Si tomamos zg = 0, la formula resulta

2 2 27 - "
u(z>=§7—r/ =l - o [Tuom (S ) w

L[ utre A dy
- — e’ - b,
27 Jo S R TRy cos(d — ) + 12"
i

(32)

donde z = re’
Sea una funcién f = v + iv holormorfa en Dy(0) con parte real u continua en D z(0). Se
tiene que u es armonica en Dp(0). Definamos

1 27r

(33) 9(2) = 5~ A

({) d'z/).
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Para demostrar que la funcion g es holomorfa en Dr(0) basta mostrar que es continua,
pues en ese caso del teorema 1.35 tenemos que, para todo tridngulo 2\ ¢ Dg(0)

. 27
Re? + »
dz = u(Re'?) d()d
/ / / Ve ’

27 i0
, Re z
= —-—/ u(Re'?) / —_—.;—j——idzd@ =0,
27 Jo Ja Re?? — 2

donde la wltima igualdad se debe a que la funcion z — —%‘—mij, donde 6 € [0, 27}, es holo-
morfa en Dy(0). Asi del teorema 1.4 concluimos que ¢ es holomorfa en D;(0).

Para mostrar que g es continua tomemos una sucesion (z,,) € Dg(0) tal que z, — .
Definamos h, h,, : [0, 2rr] — C, donde n € N de la siguiente manera

La convergencia puntual h,, — h es obvia. Ademas, como z, — z € Dg(0) existe r < R
tal que |z,| < r para todo n suficientemente grande. Asf,

R+r
R~

Ret + 2,
Ret? — 2

donde [w(Re’)| < M para todo 6 € [0, 2]. Del teorema 1.32 concluimos que

|ha(0)] = |u(Re”)]

<M

1 27T

l9(z0) — 9(2)] € 5=

1
2 |, |An(8) = 2(0)d0 = =l = Rl = 0,

es decir, g es continua.
Ahora bien, de (33) se tiene que

N E+z\, i [ £+ 2
o) =5 [t (B2 ) awr = [Tt (22 av,

de donde Lo ¢
: N L +z ,
F@ -0 = (v-g= [ utea (S ),

es decir, f — ¢ asume so6lo valores imagmarlos puros en Dz(0). Luego, como es holomorfa,
del teorema 1.11 se concluye que es constante, y como f(0) — g(0) = w(0) se tiene que

27 P
(34) 1(2) = = (f)gf
0

5 di + v (0).

Ahora, si f(z) # 0 para todo z € Dy(0), entonces existe g € H (Dr(0)) tal que f(z) =
9%, Luego, log f(z) es holomorfa en D H(O) y por (34)

]i’(,”*/’ + z

1 )] o

IS
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Ademas, de (32)

R2 . 7,2
R? — 2Rrcos(f — ) + r?

i 1 2T . i
66 logls()| = 5 [ logl(Re) &b

donde z = re?,

Supongamos ahora que f tiene ceros en Dy (0). Como el conjunto Z(f) no tiene punto de

acumulacion, f tiene una cantidad finita de ceros en Dg(0). Sean ay, ag, . . ., a, tales ceros
(contando multiplicidades), ordenados de manera que |ay| < |axs1|, para kb = 1,2,...,n
Supongamos ademas que f(z) z| = R. Definimos la funcién
| nR G
SO(Z) - f("’) H [1)(2 . am’) :

m=1
El teorema 1.7 nos permite concluir que ¢ tiene singularidades removibles en cada a;, luego
puede ser extendida a una funcién holomorfa en D(0).
Es claro que |p(Re™)| = |f(Re'")| y que o(z) # 0 para |z| < R. Asi de (35) se sigue
que

1 I : Re 1Y Z
log(2) = 5= /0 log | f(Re”"””)|—[;)—i—dz/ +iC.
Pero como
. log: log f(2) — s b €
ogp(z) =log f(z) + ,,,leog Rz - (l,n) + 2miky, Z
se concluye que
(37)
1 [ v e+ Z R(z — am)
o) - (T 'm,b ™m (O —
log f(2) = - /0 log| f(Re [R T ’ Zlnlog — +i(C — 2rky,)
Separando la parte real en la igualdad anterior obtenemos que
1 [ ” R? — p? R(z — ay,)
3 = — ’ ,"17" 4 1 :
log /()] 2m ,/0 log |/ (Fre™)] R? — 2Rrcos(f — ) + 1 2t ot Z 8 R _ [

|um|« R

donde » = re'. Esta formula es conocida como la férmula de Poisson-Jensen
Supongamos que f(0) # 0, tomando z = 0 en la férmula anterior obtenemos que

(38) : log‘f( =5 / log\f Re™)

|ton | < R,

Denotemos por n(t) al nimero de puntos a,, satisfaciendo la desigualdad |a.,| < t. De-
bido a que |ax| < |ax41|, obtenemos una funcién que asume valores enteros, monoétona no de-
creciente y constante por partes. Luego, tomando ¢ > 0 suficientemente pequefio (¢ < |a1]),
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del teorema 1.40 tenemos

Asi, haciendo ¢ — 0" obtenemos
R
a “n(t
5 gl ("2l
am] <R 0

Reemplazando esta igualdad en (38) se tiene

R n(t) 1 [ -
— it = — 1 (Re'
/0 P 27r./o og|f(Re™)

Esta formula es conocida como la formula de Jensen.
Asumamos que f(0) = 1. De la férmula anterior obtenemos

1 27 ) er ¢ T ¢
og My(er) > 5= [ oglptere)| = [ Mavz [T a5 i)
2 Jo g 1 Jo 1

El teorema siguiente, debido a Hadamard, es el resultado principal de este capitulo.

dy — log| f(0)].

Teorema 2.10. — (Hadamard) Una funcion entera de orden finito p puede ser representada
en la forma
39 (2) = zme"! E, .
(9) i Hl (2).
donde ay, ay, . . ., son los ceros no nulos de la funcién f, p < p, P, es un polinomio de

grado ¢ < p, y m es el orden del cero en el origen.
Demostracion. Supongamos inicialmente que f(0) # 0. De la formula (37) tenemos que

, 1 [ o BEY 2 R W)
log f(z) = o /0 log]j(Re ¥) l]? - d + E log ~ﬁ(5~——a—j +i(C — 27ky).
) |t | << R m

Derivando esta formula p + 1 veces con p = | p|, obtenemos

ey (e DL S i 2Re o
|log f(2)] T A log| f(Re “)Imdw
’ plar+! |
p!
+ |amZ|<R (]?2 —a, 7)p+1 lamZKR (an — Z)p+1.
Luego, sir = |z|
,)+1 p! (p+1)! _ AT R pln(R)
< A (1R) — )
[log f(z ) + Z (an — 2)*1| S o log My (1) (R —r)p+? + (R — 1)+t

fam|< 2
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Debido a que para todo ¢ > 0
log ,MVI(R) 2 RAYe
n(R) < log M(eR) < .

Tomando ¢ > 0 suficientemente pequefio y haciendo R — oo obtenemos

log /()] == ( 7

EACEDE
| <<

Luego, integrando ambos lados de la igualdad anterior sobre un camino cualquiera que una

los puntos 0 y z, tal que no corte a los puntos ay, as . . ., obtenemos
o° z - P
log f(2) — P,(z) = log {1 - =)+ =+ + =],
gf(2) = Py(2) ; [ g ( a) - o
de donde se obtiene el resultado. 0

49






Capitulo 3

LA FUNCION ZETA DE RIEMANN

3.1. Definicion

Definicion 3.1. — La funcién zeta de Riemann ((s) es definida por la serie

(40) ()=

n=1

para R(s) > 1.

Proposicion 3.1. — La serie (40) converge absoluta y unifomemente en compactos en el
semiplano R(s) > 1, y es holomorfa en este semiplano

Demostracion. Si K C {s € C: R(s) > 1} es compacto existe oy > 1 tal que K C {s €
C:R(s) > 0g},Seas =0 +ityog > 1. Para g > 0q tenemos que
ERPLS

ne - poo’

1
[0 &

o0 1
n=1 n%0

Sabemos que la serie > es convergente. Del Test de Weierstrass concluimos la con-

[e o]

vergencia absoluta y uniforme de la serie Z 1/n° en el semiplano o > oy. El Gltimo enun-
n=1

ciado resulta del teorema 1.10. O

Proposicion 3.2 (Producto de Euler). — Cuando PR(s) > 1, la funcidén zeta de Riemann

puede ser expresada por el producto de Euler

(41) ) =11 (1 - pi) B

donde p recorre todos los primos.

Demostracion. El producto en (41) converge para ¢ > 1 debido al teorema 2.2 y a que la

serie
(o]

by

ya

-1

o
P F

1

P’

converge.



Ahora bien, debido a que podemos multiplicar un nimero finito de series absolutamente
convergentes, tenemos

1 1 1 1
H It —+—+ | =l+—=+—=+,
b P p* ni  nj

donde ny, na, . . ., son enteros cuyos factores primos no exceden a P. Como todos los enteros
hasta P son de esta forma, tenemos de (40) que

1\ 11
(-T[(1-5) || -1- -~
,)I;],: p GEL
U
— no’
n=P+1
haciendo P — oo se obtiene la igualdad deseada. O
3.2. La funciéon gamma
Definicion 3.2. — La funcion gamma esta definida por
OO
(42) I'(s) = / et d,
Jo
para s € C con R(s) > 0.
Proposicion 3.3. — La integral (42) converge absolutamente y define una funcién holomor-
fa en el semiplano SR(s) > 0. '
Demostracién. Sea s = o + ir con o > 0. Como lim e™M2771 = 0, existe M > 0 tal que
e de o]

sit > M entonces e~*/2t°~1 < 1. Se sigue que

oo M 0
/ e 7 dt = / e "7 dt + / e "7 dt
J0 J0 S M

M .00
</ t”"ldt+/ M2 dt

J0 JM
M°

= +2e"M? <« .
g

Por lo tanto, la integral (42) converge absolutamente.
Sea II el semiplano ¢ > 0. Si demostramos que I' es continua, usando el teorema de
Fubini obtenemos para cualquier triangulo A € 11

- . 00
/ I'(s)ds = / / et dtds
Jon Jan Jo

1 .
= / et / 5" dsdt = 0
Jo Jon
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donde la tltima igualdad se debe a que s — #°~! es entera. Debido al teorema 1.4 concluimos
que I" es holomorfa.

Para demostrar que I' es continua tomemos una sucesién s, = o, + i7,, cuyo limite
s = ¢ +ir € II'y funciones f,(t) = e 't*»~}, f(t) = e t*"! definidas en (0, 00). La

que para n suficientemente grande
@3) Fa0)] = e < (),
donde

e e 0<t<l
hit) = !
W) { et 1<t

Un célculo directo muestra que

.00 1 50
/ h(t)dt / e MY + / e < oo
<0 Jo J1

Es decir, la funcién al lado derecho de (43) es integrable. Asi, el teorema 1.32 implica que

e
/ ettt — 17 1dz =[|f,, — f], — O,
/0

y la desigualdad
IP(sn) = T(s) <l = I
muestra que I' es continua. o
De la definicion, para fR(s) > 0, integrando por partes tenemos
(44) T(s +1) = sT'(s).

Esta formula permite prolongar la funcién gamma a todo el plano complejo.

Proposicion 3.4. — La funcidén gamma puede ser extendida a una funcién meromorfa defini-

da en todo el plano complejo excepto en los polos simples { —n|n € NU{0}} cuyos residuos

son Res(I", —n) = (=4

Demostracion. Para s € C\ NU {0} con R(s) < 1, definimos la funcién gamma por

T'(s+mn)
(s+n-—1)---s

donde n € N U {0} verifica que —n < fR(s). Debido a (44) y a que I" no se anula en el
semiplano R(s) > 0, la expresidn (45) proporciona una extensién meromorfa de la funcién
gamma con polos simples en el conjunto N U {0}. Para hallar en residuo del polo en s =
—n -+ 1 multiplicamos ambos lados de (45) por s + n — 1 y hacemos s — —n + 1. Esto
concluye la prueba.

(45) I'(s) =

[
Como I'(1) = 1, por inducci6n se demuestra que I'(n) = (n — 1)!, paran € N. Por eso se
dice que la funcidn I" extrapola la funcidn factorial.

53



3.3. Féormulas de complemento, duplicaciéon y Stirling
La funcion I satisface las siguientes ecuaciones
F(s)(1 —s) =m/senmws, T(s)I'(s+1/2) = 21_257r%,1f"(23)

para todo s € C. La primera de ellas se conoce como formula de complemento y la segunda
como formula de duplicacion [Lang, 1999, XV. §2].

Lema 3.1. — Paratodo s € C.

Demostracién. Si multiplicamos el numerador y el denominador de I (£) /T (352) por
I'(1 — s/2), entonces las férmulas de complemento y duplicacién implican que

rE) e
I'(%%) sen(%)LQ(1-s)

‘La igualdad deseada queda establecida multiplicando y dividiendo el tltimo término de la

expresion anterior por I'(s). O
La funcion I" también verifica otra igualdad conocida como la formula de Stirling.
1 1 ©t—|t] -1
: z2)= |z~ vz — 2z + —log(2m) — — 2
(46) logT'(z) =, (z 2) log z + 5 og(2m) '/0 o ,

donde —7 < arg z < m. Al escoger este intervalo para el argumento estamos eliminando los
polos de la funcién gamma.

Esta formula nos permite conocer el comportamiento asintdtico de la funcién gamma pues,
el término de error en (46) converge hacia 0 uniformemente en cualquier abierto U = {z €
C:—m+vy<arg(z) <7 —+v},donde 0 < v < 7. En concreto tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2. — Se tiene

¢ |t~ 1L '
Jo z+1 dist(z, R™)

donde d(z, R™) es la distancia de z al eje real negativo.

Demostracion. Integrando por partes obtenemos que
n+1 4 n 1 n-1
t—[t] -1 P(t
[l RO,
1, z + t <N (Z + t)z

donde P es una funcién periédica de periodo 1 de modo que P(t) = (¢* — t) cuando
0 <t £ 1. Sumando sobre n € N llegamos a la igualdad

.Awﬁiﬁl:jﬁ=ilm PO) 4

z+1 (z+1)?

54



Luego, siendo z = o + i1 tenemos que

I 00 goe]
/ LJt 2”‘ / A,ltzdi:—la/ L _
Jo zZ 4+ Jo |z +¢ 7% Jo 1+(U_+t)

|7

1 ([« o 1 |7] 1
=« | — — arctan — | = — arctan — = QO .
l7| \ 2 7] |T| o ]T|

Tenemos dos posibilidades.
(I) Si o < 0O entonces d(z,R™) = |r|, de donde

¢~ [t] — 2 1 7] 1
2 | < —
‘/0 EPTYE dt 17_| arctan — = =0 wd(z,R—))

(Il) Si o > 0 entonces d(z,R™) =
obtiene

z|. Recordando que arctanu < wu para u > 0 se

t| — 3 1 1
/ ——-——L——J—————Z dt| = arctanm = — 1.
0 z+1 |7'] () o
Asi, en este caso

[=ta-o(mlZm)) o () -0 ()

3.4. Ecuacion funcional de la funcion zeta

Antes de proceder con la demostracion de la ecuacion funcional presentamos dos lemas.

Lema 3.3. — Si s es un nimero complejo tal que R(s) < 0 entonces.
@7) / Sjrif dy = —T(—s) sen-;i

Demostracion. Tomemos un camino -y orientado en sentido antihorario como se muestra en
la figura 3.1. Por el teorema 1.3

/ e *25 2 = 0.

7y

El camino ~ estd formado por dos segmentos rectilineos y un arco de circunferencia C.
Separando la integral en la igualdad anterior tenemos.

R 0
(48) / -—(te 1dt + / —Z 5= ldz + (’7€2 / e~vﬁf.ts—1dt =0
Jo JC

JR
Los z € C pueden escribirse en coordenadas polares como z = Re™, o € [0, 5], luego
paraz € C

z s| — B—H.cosa'Ra

|Cf__ z |()m>| --T()/l?a < (WOL
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donde Cp = sup{e™"*|a € [0, Z]}. Asi, cuando R — oo

/ e P25 ldz
Jc

donde la convergencia hacia cero se debe a que ¢ < 0.
Haciendo I? — oo en (48)

- "0 "0 .
(49) <W%/ ew4ﬁ=/ """ e 1y
J0 J0

Igualando la parte real y la imaginaria en (49) obtenemos:

e TS
t*"costdt = I'(s) cos | —
/ )oos ()

gam%mﬂ=g%m>w,

(50) /thmﬁ:W@w%E>
Jo ‘ 2
Haciendo el cambio s -+ -5 en (50) se obtiene (47). m
Lema 3.4. — Si s es un numero complejo tal que R(s) > —1 entonces.

© sen(2nmx)
Hm E dz =0
A3 00 nT""f‘l

Demostracion. Integrando por partes obtenemos
/'°° sen(2nmx)  cos(2nmd) s+ 1 /'°° cos(2nmz)
A A

st opmastl opm PO i

De donde
sen(2nmz) 1 < cos(2nm)) s +1 cos( 277,7r:v
z / nxstl do = 2w Astl 21 n? 2:1 n? / ot
_ 1 . * dz , 1
—o() o] ) —o(:)
Lo cual concluye la demostracion. a
Teorema 3.1 (Ecuacion funcional). — La funcion ¢ es holomorfa en C\ {1}, posee un polo
simple de residuo 1 en s = 1. Ademas satisface la ecuacion funcional
. 1 .

(51) ((s) = 2°7° T sen (—2-3/7) [l —s)¢(1 —s)

Demostracion. Tomamos f(n) = n~*, en donde s # 1y a, b enteros positivos. Del corolario
1.5 obtenemos

""" i palaod 1

n—-u+1 ’
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Si tomamos PR(s) > 1, a = 1, hacemos b — 0o y sumamos 1 a cada lado de la igualdad
anterior obtenemos

P A T 1 1
(52) C(b) 5/1 -*——-—“‘T_*T——d +.5...1+—2—

La igualdad anterior nos da una continuacién analitica para ¢ > —1. En efecto, si escribi-

mos
e3¢5 1
o(z) = | (w it 5) i,
J1

es facil demostrar que I g(z) [ 8 para todo z > 1. Ademas

/°° /°° 1 1
< = -
J1 J1 ro+2 o441

es decir g(z)/z°*? es absolutamente integrable en [1, c0). Integrando por partes tenemos

g9(z)
LK‘H'?

> LTJ z+3 9@)[* * g()
A e TH41*45+1X[ e
(s “9l)
—(s-i—l)./1 $s+2d.1:

Siguiendo el procedimiento de demostracion de la proposicién 5.1 se concluye que la
integral en la derecha de la igualdad anterior es holomorfa en o > —1. Asi resulta que la
integral en (52) es holomorfa en este semiplano.

Debido a que para ¢ < 0 se verifica

/ LrJ L+1 __1_~+1’

st s—1 2
para—1 <o <0

_ 1
) - [

Reemplazando (25) en la igualdad anterior, e integrando término a término

sen 2nmx 2n7T:r (2nm)* sen ¥y
-2y [T 2y Bk [T,

2 (@m)[-T(=s)]sen () CA - 9)
(54) = 2%7*"1sen (32 ) T(1 - 8)¢(1 - s).

En las dos ultimas igualdades se hizo uso de (47) y de (44). En principio, esta identidad es
valida para —1 < ¢ < 0. Debido a que la funcion al lado derecho de la igualdad anterior es
analitica en o < 0, podemos extender ( a este semiplano. Asi hemos obtenido una extension
meromorfa de ¢ a todo el plano complejo, con un tnico polo simple en s = 1.
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Para concluir resta justificar la integracién término a término. Para ello, tomemos A > 0y

=7
g1 T e

N
sen 2nmzx |lz] —z+1
fN(iU) = Z = 2.

n=1
Es claro que

- .

2
Como la funcién en el lado derecho de la desigualdad anterior pertenece a L*(0, A), el teo-
rema 1.32 nos permite concluir que

Z sen 2n7r1 Z sen 27L"TI
T st dx nrst+l

n=1 n=1

IfN l 3T (1)

De esta igualdad se sigue que
Z < sen(2nmz) Z sen(2nmx) Z / sen(2nmzx)
oSt nastl gt
n=1" n=1 n=1 "
La prueba concluye haciendo b — oo en la igualdad anterior y usando el lema 3 .4. a

Como consecuencia del lema 3.1 podemos reescribir la ecuacion funcional de la siguiente
manera.

s (SN oy tze [l—3s B
(55) 7r F(-2—>§(5)—7r 2r< . )g(1 5).
Luego, la funcion
1 . S
(§) = —s(s — /—S/2 - (8
(56) §(s) = 5s(s = D=/ (2) ¢(s),
verifica la siguiente ecuacién funcional.
(57) §(s) =¢(1—s).
Teorema 3.2. — ¢ es una funcion entera de orden 1

Demostracion. Debido a que (s — 1)((s) es diferenciable en s = 1, tenemos que £ es
holomorfa para ¢ > 0. Como £(s) = £(1 — s), concluimos que ¢ es entera.
Demostremos que

(58) |€(5)] < exp(C|s|log s])

cuando |s| — oo, para alguna constante C; en vista de (57) basta probar esta desigualdad
para ¢ > 1/2. Evidentemente

(59)

para |s| suficientemente grande. En el semiplano o > 1/2 se verifica que —7/2 < args <
7 /2, por lo tanto podemos usar la igualdad de Stirling. Tomando en cuenta que logI'(s/2) =

58



1og|I“(.s*/2)] + iarg(I’(s/2)) entonces (46) implica que
- S ~

I (5)} < exp(|s| log
para |s| grande. De (52) concluimos que

(60) C(s)] < 2ls]

para |s| — co. Esto completa la prueba de (58). Se sigue inmediatamente que, para todo
e>0

)

S

M (r) < exp(Crlogr) < exp(r'*e),

pues C'log r < re para todo ¢ > 0.
Asi, concluimos que el orden de ¢ es menor o igual a 1. De la formula de Stirling vemos
que

l .
lim og1(r) = E
r—o0 1lOgT 2
La igualdad anterior, (60) y (59) implican que

logé(r) 1

lin = —.
oo rlogr 2

Supongamos que el orden de ¢ es menor que 1, es decir que existe ¢ < 1 tal que
£(r) < Me(r) < ™",

Tomando logaritmo en la en la desigualdad anterior y multiplicando por 1/7 log r llegamos

a una contradiccion. a

Corolario 3.1. — Paratodo s € C

1
donde Z I_K;IE < 00.
0

Demostracion. Es una consecuencia del teorema anterior y el teorema 2.10 ]

3.5. Distribucion de los ceros

Del producto de Euler (41) se tiene que la funcién ¢ no posee ceros en el semiplano o > 1.
Asi también, de (54) se determina que la funcién ( se anula para los enteros negativos pares,
pues sen () = O para s = —2k, k = 1,2,.... Estos son llamados ceros triviales de la
funcion zeta.

Aparte de los ceros triviales, la funcion zeta también se anula en valores de s en la banda
{s € C;0 < o < 1}. Estos son llamados los ceros no triviales. De la ecuacion funcional de
deduce que estos son simétricos con respecto a la recta o = %— En efecto, sea 0 < 0 < 1 tal
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que
287! sen %swl’(l —-8)C(1—-35)=((s) =0,
como las funciones sen (), I'(1 — s) no se anulan en esta franja, entonces
((1-s)=0.

A continuacion demostramos que la funcion ¢ no se anula en puntos con parte real 1.
Proposicion 3.5. — La funcion ¢ no posee ceros en la recta R(s) = 1.

Demostracion. Para demostrar la primera afimacién comenzamos viendo la identidad
(61) 34+ 4cos ¢+ cos2¢p = 2(1 4+ cos $)? > 0
donde ¢ € R. La expansion en serie de Taylor de la funcion logaritmo para |z| < 1

> (—1)k+1 N

log(l+z) = Z T '
k=1 ’

implica que

(62) ~log(l— 1) = Z r

de donde

€ ((s) = exp (Z ~ log(1 - p-s>> — exp (Z 3 fm) |

P p k=1

Como las dos funciones en la igualdad anterior son analiticas se concluye que la igualdad se
da en el semiplano o > 1. Tomando moédulo en (63) obtenemos

ms 1
(o +i7)| = exp < (ZZ pm >> = eXpZZ = ::;m:gp

P k=1 p k=1

lo cual implica que

CFIc(e +inlHlclo +2m)] = exp Y S

p k=1

3 + 4 cos(mr log p) + cos(2m7 log p)
mp’l’bd

cuando o > 1.
De la 1ltima igualdad y de (61) se desprende que

(64) 1C(0)PIC(o +i7) [} ¢ (o + 267)| = 1

Si sg = 1+ 47 es un cero de ( entonces ((s) = (s — 1 — 79)g(s), donde g es una funcién
holomorfa en una vecindad de sy que no se anula en sq; concluimos que cuando o — 1
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entonces
(Yo +in) = O((e = 1)%).
Como ( tiene un polo en s = 1, entonces cuando ¢ — 1
(o) =0((e - 1)7%).
Finalmente como ( es holomorfa en s; = 1 + 2¢7y entonces
De (64) y las tres ultimas igualdades se concluye que
O(o — 1) =|¢(0)Pl¢ (e + imo)l*|¢ (o + 2im)] > 1,

lo cual representa una contradiccion.
O
Por la simetria de los ceros respecto alarecta o = %, concluimos que la funcién ¢ tampoco
se anula en la recta o = 0. Asi tenemos que los ceros no triviales se encuentran en la franja
0<o <l
Antes de nuestro siguiente resultado damos una definicion.

Definicion 3.3. — La funcidn eta de Dirichlet es definida por la serie
o0 -
-1 n—1
(65) (s =3 E0
n=1

Proposicion 3.6. — La serie en (65) converge en Il = {s € C|?R(s) > 0} y define una
funcion analitica en este semiplano. N

Demostracion. Sea A(z) = Z(—l)”’, es claro que |A(x)| < 1 para todo 2 € R. Fijemos
N .

s € II; del teorema 1.42

b
Z (—1)'n"* = A(b)b™* — A(a)a™ + s / At dt

(4

e<ngb
Entonces
n, —8§ - -0 b—(r —a”’
S (1) < a4 b0 A |s]——
a<ngh I
(66) <a’? (2 + —E—') :

Como el ultimo término de (66) converge hacia cero cuando a — oo, por el criterio de
Cauchy concluimos que la serie es convergente en 11. Por el teorema 1.10, para mostrar que
n(s) es holomorfa basta mostrar que la serie (65) converge uniformemente en compactos en
11. Si C' C 11 es compacto existen oy > 0y M > 0 tales que R(s) > ooy |s| < M para todo
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s € C. De (66), cuando a — oo, paratodo s € C

Z (“‘*1)”7’1,"'5 < a0 <2+ ﬂ’f) NS

a<n<h %0

Concluimos que la serie converge uniformemente en C. O
La siguiente proposicion implica que todos los ceros de la funcion ¢ en la banda critica
tienen parte imaginaria no nula.

Proposicion 3.7. — Si R(s) > 0 tenemos

(1=2'7)¢(s) = n(s) )

1

(“__. 1)71 1 |

n
n

Esto implica que ((s) < 0si0 < s < 1.

Demostracion. Inicialmente consideremos ¢ > 1. En este caso

<1

I
M
A

. |

[\
I M8
P~

I
—
+
N
+
e
_|_
!
[\]
™~
K
e
.+_
%
K

I
NE
~~
|
ot
o \i
N
P
I
=
Ve
V]
N’

-
I
—

i3

Sin embargo, como (1 — 2'~%)((s) es entera, y 7(s) es holomorfa en o > 0 concluimos que
la igualdad anterior se da en el semiplano ¢ > 0.
Cuando s > 0 la serie que define 7)(s) tiene suma positiva. Si0 < s < 1 el factor (1—217%)
es negativo, y por ende ((s) también es negativo.
[

Los ceros de la funcién ¢ también son simétricos respecto al eje real. Esto es una clara
consecuencia de

(67) (s) = ¢(3).
Este es un caso particular del llamado principio de reflexion. Para demostrar la igualdad

anterior definamos f(s) = ((3). Un calculo directo f es holomorfa en todo el plano complejo
exceptoen s = 1 y que para s # 1

fi(s) =¢3).
Cuando s > 1 tenemos que f(s) = ((3) = ((s), por el principio de la identidad concluimos
que f = ( paratodo s # 1, lo cual implica (67). El principio de reflexién es una propiedad
general para funciones complejas que son reales sobre la recta real [Ahlfors, 1978, §6.5].
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Riemann conjeturd que todos los ceros complejos de la funcion zeta se encuentran ubica-
dos en la recta critica R(s) = 1/2. La veracidad o falsedad de esta conjetura, ahora conocida
como la hipotesis de Riemann aun no ha sido determinada.
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FIGURA 3.1. Grafico del camino
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Capitulo 4

GENERALIDADES SOBRE GRUPOS TOPOLOGICOS

En este capitulo haremos una breve introduccidn a los grupos topologicos, demostraremos
resultados que nos seran de utilidad en los capitulos posteriores, el principal de ellos es el
teorema de dualidad de Pontriaguin.

4.1. Definicion

Definicion 4.1. — Un conjunto G se llama grupo topoldgico si:
1. &G es un grupo.
2. (7 es un espacio topologico.
3. Las operaciones de grupo existentes en GG son continuas en el espacio topologico G. De
forma mas precisa tenemos:
a) Sia,b € G, para todo entorno W de ab existen entornos U y V de a y b, respecti-
vamente, tales que UV C W.

b) Sia € G, para todo entorno V de g~ !

existe un entorno U de a tal que U™! C V.

Las condiciones a) y b) pueden ser sustituidas por
¢) Sia,b € G, para todo entorno W de ab~! existen entornos U y V de a y b, respectiva-
mente, tales que UV ! ¢ W.
En la definicién 4.1 podemos considerar sélo abiertos basicos.

Teorema 4.1. — Dado a € G definamos f, : G — G por f,(z) = za. La funcién f es un
homeomorfismo de & sobre si mismo.

Demostracion. Es claro que f, es una biyeccion. Ademas, siy = za 'y W es un entorno de v,
de la condicion 3 de la definicion 4.1 existen entornos U y V de z y a tales que UV C W.En
particular Ua C W, es decir f,(U) € W, lo que significa que la aplicacién f, es continua.
De manera analoga se demuestra la continuidad de la funcién inversa f;(z) = za~!. O

De manera similar se demuestra que las funciones g,(z) = az y ¢(z) = ™! son homeo-
morfismos de G sobre (5. El siguiente corolario es una aplicacion directa del teorema anteri-
or.



Corolario 4.1. — Todo grupo topologico G es homogéneo. Esto significa que dados p, g €
G existe un un homeomorfismo f : G — G, tal que f(p) = g.

Demostracion. Basta poner a = p~lq. El homeomorfismo f, definido en €l teorema 4.1
satisface f,(p) = q. O

Corolario 4.2. — Sea G un grupo topologico. Sean ' C (G un cerrado, U C ( un abierto,
P C G un conjunto cualquieray a € G. Entonces Fa, aF'y F~! son cerrados y U P, PU y
U~! son abiertos.

Demostracién. La aplicacion f, es un homeomorfismo y por ende Fa = f,(F') es cerrado.

Del mismo modo, Ua es abierto, y como UP = U Uz se tiene que UU P es abierto. Las

reP
demas afirmaciones se demuestran de manera similar considerando las funciones g,(z) = az

yo(z) =zt 0

De la homogeneidad del grupo topolégico G se deduce que basta enunciar y demostrar
sus propiedades locales para un elemento solamente. Por ejemplo, para comprobar que el
espacio G es localmente compacto, basta demostrar que la unidad ¢ admite una vecindad
U cuya cerradura U es compacta. En efecto, dado p € G, sea f el homeomorfismo tal que

f(e) = p. Se tiene que f(U) es un entorno de py que f(U) = f(U) es compacto. También,
para demostrar que (G es discreto, es decir, que cada p € G admite un entorno formado por
un elemento, basta ver que ¢ posee esta propiedad.

De la homegeneidad resulta también que la topologia de un grupo GG queda determina-
da por un sistema fundamental de entornos de la unidad. El siguiente teorema aborda esta
cuestion.

Teorema 4.2. — Sean (& un grupo topologico, B. un sistema fundamental de entornos de
la unidad ¢, y F un conjunto denso en GG (podemos tomar F' = (). Entonces el conjunto
B ={Uz :U € B,,z € F} es una base de G. Ademas el sistema B, cumple las cinco
condiciones siguientes:

a) Dados U,V € B,, existe W € Botalque W C UNV.

b) Paratodo U € B, existe V € B, talque VV =1 C U.

c) Paratodo U € B.ytodoa € U existe V € B, talque Va C U.

d) SiUeB.yaeG,existeV € B, talquea™Va C U.

Demostracién. Sea W un abiertoy a € W. Como ee™! = ¢ € Wa™!, de la definicion

4.1 se tiene que existe un abierto V' (el cual podemos asumir se encuentra en 53,) tal que

r € Ftalque z € V~la, de donde
acVrcVViacW

Las propiedades a),. . ., d) se deducen facilmente. a

Teorema 4.3. — Sean G un grupo algebraico y B una familia de subconjuntos del conjunto
G que cumplen las cinco condiciones del teorema 4.2. Entonces en el conjunto (7 admite una,
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y solo una topologia que lo convierte en un grupo topoldgico, y en la que B es un sistema
fundamental de entornos de la unidad.

Demostracion. Vea [Pontriaguin, 1978, §18]. a

Ejemplo 4. — Sea Z el grupo aditivo de los nimeros enteros. Sea p un niimero primo. In-
diquemos por Uy el conjunto de todos los niimeros enteros divisibles por p*. Como base en
la unidad 5, tomamos la coleccién de todos los conjuntos Uy, & € N. Como U, NU; =
Umin{k,5}» 12 condicion a) del teorema 4.2 se verifica. Sia € Uy y b € Uy, se tiene a — b € Uj.
Es decir Uy, — Uy, C Uy. Es decir, la condicidn b) se cumple. Las condiciones ¢) y d) se ver-
ifican de manera trivial. Asi gracias al teorema 4.3, introducimos una topologia en el grupo
Z.

Es facil ver que son distintas las topologias obtenidas de este modo para dos nimeros
primos distintos p y g. En efecto, sea V}, el conjunto de los nimeros divisibles por ¢*. Efec-
tivamente en la primera topologia la sucesion p, p?, . .., p¥, ... converge hacia cero, sin em-
bargo como p* ¢ V;, para todo k, j € N tal sucesioén no converge hacia cero en la segunda
topologia.

4.2. Grupo dual y medida de Haar

En lo que sigue G sera un grupo topologico abeliano, Hausdorff y localmente compacto.
Sea T = {z € C :|z| = 1}. El conjunto T es un grupo abeliano con el producto usual y
un grupo topoldgico con la topologia relativa heredada de C.

Definicion 4.2. — Un caracter x de GG es un homomorfismo continuo de & en el grupo
topologico T.

El conjunto de los caracteres de G es un grupo abeliano con el producto

x1X2(2) = x1(z)x2(z).
Este grupo se conoce como grupo dual y se denota por GG*. Es facil verificar que x1x; es
un homomorfismo de GG en T. Ademas, dado x € G 'y W un entorno de x3x2(z), como T
es un grupo topoldgico, existen entornos U y V' de x1(x) y x2(z) tales que UV ¢ W. De
la continuidad de y; y X2 existen entornos U/, y V, tales que x1(U,) € Uy x2(V,) C V.
Tomando W,, = U, NV, tenemos x1x2(W,) = x1(Wa)x2(W.) € x1(Uy)x2(Va) C UV C
W. Por lo tanto, 1 es continua en G.

El homomorfismo 15(z) = 1 es launidad de G*. Dado x € G*, su inverso es el homomor-
fismo x~1(z) = x(z)~'; su continuidad resulta de la continuidad de x y de la continuidad
de p(z) =2~ L, z € T.

Comenzamos esta seccidon con una definicion.

Definicion 4.3. — Sean f : G — Cy z € G. Llamaremos dilatacion de [ por = a la
funcion f, definida por: f,(y) = f(yz~!) paray € G.
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En todo grupo abeliano localmente compacto (7 se puede introducir una o-algebra 9% que
contiene a todos los conjuntos de Borel y una medida positiva m no nula que es invariante
bajo translaciones, es decir, para todo z € &

/ fdm = / fedm.
JG JG

En particular, dado £ € 971, si tomamos f = y (funcién caracteristica de E) obtenemos
m(E) = m(zF).

Esta medida es llamada medida de Haar de (3. Para la construccion de esta medida se debe
hallar una funcional lineal positiva T' que ademas sea invariante por translaciones en C,.(G),
el espacio de las funciones continuas complejas con soporte compacto. Una vez logrado, el
teorema de representacion de Riesz nos da una medida m regular con las propiedades que se
pide tal que

Tf= /( fam (f € C.(G)).

Proposicion 4.1. — Sea (G un grupo abeliano localmente compacto y m la medida de Haar
en este grupo. Se verifican:

1) m(A) > 0 para todo abierto no vacio A C G;

2) m es unica salvo constantes multiplicativas.

Demostracion. Para demostrar 1) supongamos que existe un abierto V' # tal que m(V') =0
y K compacto. Dado zg € V, como K C Upex(z — z9) + Vexistenz, € K, k=1,...,n
tal que K C UJ_;(z — zo) + V, y como m((zx, — xo) + V) = m(V) = 0 se tiene que
m(K) = 0. Asi, de la regularidad interior en abiertos se tiene que m(U) = 0 para todo
conjunto abierto U, y de la regularidad exterior se tiene que m(%) = 0 para todo conjunto
medible 7, lo cual es una contradiccion.

Ahora, sean 7 y m’ dos medidas de Haar en G. Tomemos g € C,(G) tal que [ gdm = 1.

Definamos A por
/ g(z™Hdm!(z) = A,
Ja

Para cualquier f € C,(G) tenemos:

[ fayin(@) = | stwamty / F(&)dnt (z) = /Ggw)dm(y)_/c fys (@) (2)

/( ( i f(zy)dm!(x )) dm(y) = /( (/G.(1(11/)./"(1L'y)dm(y)> dm/(z)
/( ( 2y dm(t/)) dm/(z) = / (/C g(yz ") f(y)dm!(x )> dm(y)

/ J(y)dm!(y) / g(yz~")dm(z /f (y)dm/( y)/ 1z Y dm(z)
/ Fly)dm!(y / g(z"Ydm(z) = )\/G T (y)dm/(y).

G

I

,)
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Es decir m’ = Am. En las lineas anteriores el uso del teorema de Fubini fue valido desde

que hi(z,y) = g(y) f(zy) y ha(z,y) = g(yz™') f(y) estdn en C.(G x G) C LY{m xm'). O

Si G es compacto, m(G) < ooy podemos definir la medida de Haar m' por m’ = ﬁf(lc“im’
se tiene que m’(G) = 1. Asi si G es compacto se puede asumir que su medida es 1. Si G es
discreto, fijando py € G, de la invariancia de la medida de Haar tenemos que m(p) = m(po)
para todo p € G. Por ser discreto, existe un abierto V; tal que Vi = {po}. Luego de la
proposicién 4.1 m(py) = m(Vy) > 0. Definiendo m’ = m(lpo)m se llega a que m/(p) = 1
para todo p € G. Asi si GG es discreto se puede asumir que la medida de cualquier conjunto

unitario es 1.

Ya establecida la unicidad de la medida de Haar cambiaremos la notacion y escribiremos
dx en lugar de dm.

Proposicion 4.2. — Sea G un grupo abeliano localmente compacto y 7 la medida de Haar
en este grupo. Para todo conjunto medible E, m(E~1) = m(E).

Demostracion. Definamos la medida m’ por m’(E) = m(E~!). La medida asi definida
es invariante por translaciones. Asi por la unicidad de la medida de Haar existe ) tal que
m(E~1) = Am(F). Tomemos un conjunto I/ abierto, y V = U~ = U,eyz *U. Es claro
que V = V=1 y por el corolario 4.2 también es abierto. Luego m(V) = m(V 1) = Am(V),
de donde A = 1. O

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de la invariancia de la medida de
Haar.

Teorema 4.4. — Dados 2 € G'y f € LP(m), p € [1, 00) tenemos que || .|, =[If|l,-
En lo que sigue escribimos L”(() en lugar de L”(m).

Teorema 4.5. — Supongamos que f € LP(G), p € [1, 00). Si definimos
¢: G — L*G)
z = fa
la funcidn ¢ es continua en (.

Demostracion. Sean o € Gy € > 0 dados. Como C.(G) es denso en LP((), existe g €
C¢(G) con soporte compacto K, tal que ||g — f||, < /3. De la continuidad de g existe una

vecindad V; de e tal que si z € V; entonces |g(z) — g{c)| < §[m(K)] “UP. se sigue que para
todoy € &

£ -1/p
l9(y) = g.(¥)| < g[m(-’( )| 7
siz € Vp, de donde ||g — g.|, < /3. Asi

Hf - frllp <“f - gH:D+”g - g:l;||7)+”g.7; - f:r:“[)-(\ £

si z € Vp. Finalmente

Hf’ro - f"HT’ :”(f - fa,lo"l)fEOHT' =”(f - fa:a:gl)“T) <e

Sl Tz L e V,, es decir si z € 7V}, de donde se sigue la continuidad. O
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4.3. Convolucion de funciones

Definicion 4.4. — Sean dos funciones medibles f y g en un grupo abeliano localmente
compacto (5. Definimos su convolucion por la férmula

(f *g)(z) = ;f(fl::@/_l)g(y)dy

siempre que

(68) [ 1 ewldy < oo
Ja
Teorema 4.6. —  a) Si (68) se cumple para algun = € G entonces f x g = g * f.

b) Si f € LYG)y g € L>(G), entonces f * g es acotada y uniformemente continua.
c) Si f, g € C.(G), con soportes compactos A y B, entonces el soporte de f g estd con-
tenido en AB, de modo de f * g € C,(G).

d)Sil<p<oo,l/p+1/g=1, fe P(G)yge€ LG) entonces f x g € Co(G).
e) Si f, g € L*(G), entonces (68) se cumple para casitodoz € G, f xg € L}(G)y

1 * glls <l Fllllglls-
f) Sif,gyhe L*G),entonces (f * g) x h =[x (g*h)

Demostracion.
a) Reemplazando y por yx en (68)

(f * 9)(a ‘/f 9y + z)dy
Del teorema 4.2
/f y Nglyz)dy = / 9(zy™) f(y)dy.

Ast, (f » g)(z) = (g [)(z).
b) Bajo la hipotesis (b)

£x9@I < [ |#Gay awlay <l [ 7y )ldy =Nollol 11

Sean z,y € (¢

|f*g(z) = fxgly /[fw ~ fly=Y)||g(2)|d=

gl [ 1£52) = £z =lglollfs = il

Como z — f, es uniformemente continua, la Gltima expresion puede hacerse pequefia
para zy~! en una vecindad adecuada de cero.
¢) Siz ¢ AD entonces paratodoy € B, zy~' ¢ A. Luego

flay Ng(y) =0
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siy € By como g se anula fuera de B. Se concluye que f * g(x) = 0, es decir
Supp(f*g)={x €G: fxg(x)#0} C AB = AB.

d) Existen sucesiones (f,), (9.) C C.(G),talque f,, — fen L”,y g, — gen LY . Usando
la desigualdad de Holder

|fxg(x) = fux gu(2)] < g% f(@) = g% ful®)] + | fo * 9(z) = fu * gu ()]
<||(]Hr/”f - fn||p+an||r)”J - gn.”q:

es decir f,, x g, — f * g uniformemente. Por lo tanto f x g € Co(G).

e) h: G x G — C definida por h(z,y) = f(z — y)g(y) es medible. En efecto, si £ C
es medible, £, = {(z,y): x—y € E} esmedibleen G x G. Luego (z,y) — f(z—y)
es medible, pues f lo es. Luego, del teorema de Fubini

il = [ [ 17 = votw)ldsdy =lglall 711
JaJe
es decir, h € L*(G x G), luego h,. € L}(G) para casi todo = € G. Finalmente

nf*anl—/u*g dz < //\f1~—uq Y{dzdy =| gl

f) Este item resulta de una aplicacion directa del teorema de Fubini, justificada por el item

(e).

0
El siguiente teorema nos muestra que podemos introducir una identidad respecto al pro-
ducto de convolucién en L (G).

Teorema 4.7. — Si G es un grupo abeliano localmente compacto, L'(G) es un algebra de
Banach conmutativa. Si (G es discreto, existe una funcién ¢ € L1(G) tal que
fre=1f,

para todo f € L}(G).

Demostracion. El primer enunciado se obtiene de (e), (f) y (a) del teorema 4.6 y de las
igualdades

fx(g+h)=frg+ fx*h,
a(f*g) = (af) *g,

para f, g, h € L'(G), o € C. Si G es discreto podemos asumir que la integral de cualquier
conjunto unitario es 1. Definimos é(e) = 1y &(z) = 0si z # e, tenemos entonces que para

f e LNG)
(f*8)(x) =Y flay He(y) = f(z).

el

Teorema 4.8. — Si~y € G*,%: L*(G) — C dado por

A(f) = .f(i'L')’Y(J: """ Ddx
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es un homomorfismo complejo no nulo. Reciprocamente, todo homomorfismo complejo se
obtiene de esta forma. Ademas v — 4 es inyectivo.

Demostracién. Es claro que 4 es lineal. Ademés si f, g € L'(G) del teorema de Fubini
()= [ (@t iz = [ [ farowntadyds
Ja JaJa

= / 9@) | flay Hy(z™")dedy = / g™ | fle)y(@ ") dzdy = 5(9)3(f)
G JG JG JG

Supongamos que % es idénticamente nula. En ese caso para todo KX < ( compacto
fx = vlx € LYG), de donde 0 = #(fx) = m(K). Como la medida de Haar es regu-
lar interior en abiertos, se concluye que m (V) = 0 para todo abierto V, lo cual representa
una contradiccion. Reciprocamente, si A es un homomorfismo complejo de L((), h es lineal
acotada de norma 1. Luego

b = [ 1e)s)dy
Ja
para algin ¢ € L°(G) con ||d]| = 1.
Si f,ge LYG)
/( 9()d(W)h(f)dy = h(f)R(g) = h(f * g) = /( s [z —v)g(y)d(x)dyds

=me/mmwmm@=/ﬂwmmw.
Luego

(69) h(f)é(y) = h(fy)

para casi todo y € G. Tomando f € L'(G) tal que h(f) # 0y pasando a dividir este factor
en la igualdad anterior tenemos que casi en todas partes ¢ es igual a una funcion continua.
Asi podemos asumir que ¢ es continua. Ademas

A fuy) _ B((fa)y)

M=) T ThD
Se sigue que ¢p(z71) = ¢(z) . Luego |#(z)| < 1 implica que |¢(z)| = 1. Concluimos que
¢ € G*. El caracter buscado es y(z) = ¢(z™1). O

Con la biyeccion T : v € G* — 4 € A(LY(G)) podemos inducir una topologia en G~
cuyos abiertos son preimagenes de abiertos en la topologia de Gelfand de A (L (G)).

Teorema 4.9. — La biyeccion I' : G* — A(LY(G)) induce una topologia de Hausdorff

es abierto y f es la transformada de Gelfand de f € L*(().

Demostracion. Si y; # 2 € G* entonces I'(y;) # I'(2). Como la topologia de Gelfand es
de Hausdorffb existen abiertos disjuntos A1, A en A(LY(G)) tal que ['(11) € Ay, I(72) €
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As. Los abiertos I'"*(A;) 3 v, I""1(A3) > +y, son disjuntos en G*. Esto prueba que la
topologia en G* es de Hausdorff.

Es claro que la topologia inducida en G* por I" convierte a esta ultima en un homeomor-
fismo. Luego

a) Si A C A(LY(G)) se verifica que I'"1(A) = T'-1(A).

b) Si K ¢ A(L}G)) es compacto I'"}(K) C G* es compacto.
Sea v € G*. Como I'(y) tiene una vecindad con adherencia compacta, de (a) y(b) con-
cluimos que su preimagen también tiene cerradura compacta. Es decir, la topologia en G* es
localmente compacta.

El dltimo enunciado resulta de observar que la subbase para la topologia de Gelfand de
A (Ll((})) esta conformada por f~1(I/) donde U es abierto en el plano complejo. |

4.4. La transformada de Fourier

Definicion 4.5. — Dada f € L}(G), la funcién F:G* = C definida por
fo0 = [ fnta s

se llama transformada de Fourier de f. El conjunto de todas las f se denota por A(G*).

Es claro que f = f oI, donde f es la transformada de Gelfand de f. Luego

(70) FHU) = (fo ) H(U).

La topologia debil en G* inducida por A(G*) tiene por subbase todos los f~*(U) donde
U C C es un abierto. Luego, del ultimo enunciado del teorema 4.9 y (70) concluimos que la
topologia debil inducida por A(G*) es la topologia en G* inducida por I" de la topologia de
Gelfand de A (L}(G)). Cada f es continua con esta topologia, y

1Mu=wﬁVWWM:wew}=mﬁmmrheauwm}aMMswm

Teorema 4.10. — Si G es compacto, G* es discreto. Si (7 es discreto, entonces G* es com-
pacto.

Demostracion. Si G es discreto, entonces I'(G) tiene una identidad. Luego A(L}(G)) es
compacto, por lo cual G* = I'"? (A(Ll(a))) también lo es.

Si G es compacto podemos asumir que m{G) = 1. Se verifica

L a0 siy# g,
(71) /( y(x)dx —{ 1 siy= 1o

El caso v = 14 es trivial. Si y # 1, entonces y(xg) # 1 paraalgun 2o € G,y

/W(x)dmz'}'(xo)/’y(:z:z:(')'"l)da;='y(a;0) / ~v(z)dz,
Ja Ja

JG
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de donde [, v(z)dz = 0. Sea f = 1 € L'(G), (71) puede ser escrito como

7oy ) 0 siy#1g,

Como f es continua {1¢} = f~1(C\ {0}) es abierto, es decir el conjunto formado sélo por
1 es abierto y asi G* es discreto. o

Hasta ahora hemos demostrado que G* es un grupo y un espacio de Hausdorff localmente
compacto. A continuaciéon demostramos que estas dos estructuras hacen de G* un grupo
abeliano localmente compacto.

Teorema 4.11. —  a) La aplicacion (z,7) € G x G* + y(z) € T es continua.
b) Sea K C G compactoy U, = {z € C||z — 1] < r}. El conjunto

N(K,r) = {v|v(z) € U, paratodo = € K},

es abierto en G*.
c) La familia de todos los conjuntos N(X, ) y sus translaciones forman una base de G*.
d) G* es un grupo abeliano localmente compacto.

Demostracion.
a) Usando la definicidn 4.5 podemos escribir (69) como

Fov(™ = faly)

donde f € LY((), = € Gy~ € G*. Para demostrar (a) basta ver que (z,v) = fo(7)
es continua para todo f € L*(G). En efecto, dado (z¢, y0) € G x G* gracias al teorema
4.8 existe fo € L*(G) tal que

folvo) = / fo(x)vo(z™ )dx # 0,

y de la continuidad de fo existe una vecindad V, de o tal que f(y) # 0 para vy € Vp.
Asi, para todo v € Vj tenemos que

) = =)
)
Es decir, la funcién (z.+) — <(z) coincide con una funcién continua en el abierto
(G x Vg, lo que implica (a).

Sea f € L}(), z0 € Gy € G*.Dado ¢ > 0 de la continuidad de f,, y del
teorema 4.5 existen vecindades V de zq y W de 7y, tales que

1f2 = fuoll; < €Y [foo(7) = Fro(0)| < €
paratodoz € V,~y € W. Luego, si (z,7) € V x W
l]’;’l(q/) - f!o (70)] < l.fz(’)/) - ffl:o (’\/)‘ + ‘ﬁno (7) - fﬂ:o (’}/0)!
< Hfa - f:z:o
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b) Sea K C G compactoy r > 0. Siyy € N(K,r), para cada g € K, por el item (a)
existen vecindades V' de zo y W de + tales que y(z) € U, paraxz € V'y~y € W. Por
la compacidad de K, existe un nimero finito de vecindades V' que cubren K. Sea W)
la interseccidn de las vecindades W correspondientes; es claro que si v € W, entonces
v(z) € U, paratodo x € K. Como W, es una vecindad de o, N (K, r) es abierto.

c) Sea V unabiertoy v € V. Si Vj = 45 1y, entonces Vj es abierto y e € V;. Debido
a que la topologia en G* es la topologia débil generada por A(G*), existen funciones
fi,. -y fn € LYG) y ¢ > 0 tales que

ﬂ{vrlf( N~ file <cl}cVo

=1

Como C.(G) es denso en Ll((_’) existen gq, ..., g, con soportes compactos Ki,..., K,
tales que Hgk — fk“1 sparak=1,...,n Luego si ]gk - g;(0)1 < § entonces
|Fe() = fiul@)] < [Fiy) = 5] + [3:(7) = Ge(e)| + |ule) = file)]
<21 = ol + 3(y) = Gele)| < e,

es decir .

{7130 —aite) < o]} < W,

i=1
donde 6 = §. Las funciones gy, . .., g, se anulan fuera del compacto K = U], K;. Si

r < 0/ méx || fi]l1,
K3

y v € N(K,r), entonces

16(7) — (e /lv )= 1|[fo(@)|dz < rllAilh < e

Asi, N(K,7) C Vo =5V, de donde voN(K,7) C V.

d) Sea V C G* abierto y vy} € V. Por el item anterior existe un abierto N(K,r)
tal que yoy; 'N(K,7) C V. Si Mg € wN(K,7/2) y M1 € y1N(K,7/2) entonces
MoATt € yov1 ! € V. En efecto, paratodo z € K

Po@AT @ @m () — 1] = [Po@)% () = M2 (@)
< Mol@)g (@) = 1 + |1 = Mzt (=) <r/2+r/2=7,
es decir
(voN(K,7/2)) (nN(K 7/2)) C 'yo’y{" I'N(K,7),
de donde se concluye que la funcién (g, v1) = oy, * €s continua.

A

Como G* es un grupo abeliano localmente compacto tiene sentido considerar el doble

dual (G*)*. El siguiente resultado es uno de los mdas fundamentales respecto a G*; su de-
mostracion puede ser hallada en [Pontriaguin, 1978, §36].
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Teorema 4.12. — El homomorfismo ¢ : G — (G*)* dado por ¢(z) = =** donde

2(0) = x(@),

es tanto un isomorfismo como un homeomorfismo.
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Capitulo 5

FORMULACION EQUIVALENTE DE LA HIPOTESIS
DE RIEMANN

El proposito de este capitulo es probar el criterio de Beurling para la hip6tesis de Riemann.
El teorema que presentaremos puede generalizarse al espacio L”(0, 1) [Beurling, 1955], en
cuyo caso la prueba se complica significativamente pues no se cuenta con la estructura de
espacio de Hilbert que ofrece L?(0, 1). Nosotros trabajaremos el caso p = 2. Para un mayor

orden dividiremos la prueba en dos etapas. Esta puede ser hallada en [Bjork, 2000]
|

5.1. Definiciones previas

Sea p : (0,00) — R la funcién definida por

donde {z} = z — |z| es la parte fraccionaria de z.
Para 0 < 6 < 1 consideramos la dilatacién de p por ¢

_____ 0
ula) = a0 = {2},
Si restringimos py al intervalo (0, 1) obtenemos una funcién no negativa que presenta dis- .
continuidades en el conjunto {£ : k =1,2,...}.

Denotamos por D al subespacio de L2(0,1) de funciones de la forma

f=ZC'e:P07: conneN,0<b;<1l,c;eCparai=1,...,n

donde EH: C,,‘,Q,,j = 0.

i=1

Teorema 5.1 (Beurling). — La hip6tesis de Riemann es valida si y solo si la funcién con-
stante 1 pertenece a la clausura de D en L?(0,1).



5.2. El criterio de Beurling

Inicialmente suponemos que 1 pertenece a la clausura de D en L2(0, 1); demostraremos
que esto implica la hipdtesis de Riemann.
Sea f € L*(0,1); definimos

1
(72) F(s)=/0 flx)z*tdx

donde o > 1/2.
En la definicion anterior se toma ¢ > 1/2 pues en este semiplano la funcion s — z°7%,
donde z € (0, 1), es de cuadrado integrable, por lo cual la integral en (72) estd bien definida.

Proposicién 5.1. — Si f € L?(0,1), entonces F definida en (72) es holomorfa en el semi-
plano o > 1/2.

Demostracion. Sea II el semiplano 0 > 1/2y F' : 1T — C la funcién definida en (72).
Si demostramos que F' es continua, usando el teorema de Fubini obtenemos para cualquier
tridngulo A € 11

- 1
/ F(s)ds = / / f(z)z* Ydzds
JoA Jén Jo

1 .
=/ f(l)/ 2t Ydsdr =0
J0 JON

donde la tltima igualdad se debe a que s — z°~! es entera. Debido al teorema de Morera
concluimos que F' es holomorfa.

Para demostrar que F’ es continua tomemos una sucesion s, = 7, + 7, cuyo limite
s = o +i7 € Il y funciones g,(2) = f(z)z* % g(z) = f(z)z*! definidas en (0,1). La
continuidad de s + z°~! implica que g, — ¢ puntualmente. Fijando o € (—1/2,0 — 1)
tenemos que
(73) |gn(z)] <[f(2)|z*
para n, suficientemente grande. Usando la desigualdad de Holder

.1 . 1 .
/0 |f(z)|z*dz <||f”2ﬁ < 00;

es decir, la funcién al lado derecho de (73) es integrable. Asi, el teorema 1.32 implica que

-1
/ |f(@)ljz "t = 2*7de = gn ~ gllh = 0,
0

y la desigualdad
|F(sn) = F(s)| <llgn — gll1
muestra que I’ es continua.
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Proposicion 5.2. — Para cada 0 < 0 < 1 tenemos

B 0 0°¢(s)
74 s}t Uz = -
(74) ‘/0 {0/} dx pog) -

donde R(s) > 1/2.

Demostracion. Haciendo el cambio de variable w = 6/, la integral en (74) se convierte en

(75) 0° / {wpu* " du.
JGg

Realizando un cambio de variable, vemos que

41 -1 u »
g sl g
/” {uu™"du = ‘/0 OERED du,

+d=2/_;ﬁ4.
/1 {u}u u 2 ), du

Integrando por partes obtenemos

1 N

l 1 ‘ 1 .
/ '(__L“d“= ‘T(”+1)_5+‘/ (u+n)"du
JO 0

u + n)stl S s,

lo cual implica que

1 1 n+1
= —:;(n +1)7% + = / (u)~*dun

S. n
Sumando la igualdad anterior sobre n > 1, teniendo en cuenta que o > 1
" , ‘ 1 1 [/ _, (s 1
I R ey IS )y L
J1 8 ER- e 5-1
Finalmente
1 .
) g s+1 1
(77) / {whu 5y = ——
Jo s—1
Asi, para o > 1, la igualdad (74) es consecuencia de (75), (76) y (77). Por la proposicion
5.1, la integral en el lado izquierdo de (74) es holomorfa en o > 1/2, y como la funcién en
el lado derecho también lo es, del principio de la identidad concluimos que la igualdad se da

en el semiplano o > 1/2.
|

Proposicién 5.3. — Si la funcién constante 1 pertenece a la clausura de D en L?(0, 1) en-
tonces la hipotesis de Riemann es vélida.

Demostracion. Supongamos que 1 pertenece a la clausura de D en L2(0, 1). En este caso,
dado ¢ > O existe f € Dtal que |1 — fll2 < e Sea f =7 ,_ ckps, cond ,_,cxl, =0.La
proposicion 5.2 implica

1 , - 1 & 1 1 1 ((s) & .
(78) / (1 - f(z))z* tdx = - - zck; / po, (z)x* dz = P ch@;
Jo ‘ k=1 V0 ) T k=1
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donde o > 1/2.
La proposicion 1.30 implica que

1

(79) e

/' (1= flz)z* x| <1 fl2

Jo
donde ¢ > 1/2. Juntando (78) y (79) tenemos

¢
L =
V2o —1
Si ((so) = 0 para algun sy = go + 979 con o¢ > 1/2, (80) se reduce a

1
S0

S S
k=1

(80)

¢
S V209 —1
lo cual representa una contradiccion pues la eleccion de ¢ > 0 fue arbitraria. Concluimos
que no hay ceros de la funcion zeta en el semiplano o > 1/2, y la simetria de esta respecto
a o = 1/2 implica que tampoco hay ceros en el semiplano o < 1/2. a
Abhora suponemos que la hipétesis de Riemann es cierta y demostramos como esto implica
que 1 pertenece a la clausura de D.
Sea f € L%(0,1) tal que

(81) /00|f(:17)|d,:r; >0

para todo § > 0 (),
Para cada 0 < a < 1 hagamos
fu(z) = f(az).
Denotemos por C; al subespacio de L?(0, 1) generado por {f, : (0,1) - C:0 < a < 1}.
Sil < p < 2 podemos considerar a C'; como un subespacio de L”(0, 1) cuya clausura con
la norma p se denotard como C/(p).
Sea I definida segtn (72), usando la desigualdad de Hélder obtenemos

1

(82) F(o + )| <[|fll2

donde o > 1/2.

Teorema 5.2. — Si para algliin p € (1,2), C(p) es un subespacio propio de L?(0, 1), en-
tonces I se extiende a una funcién meromorfa en todo el plano cuyos polos se ubican en el

Demostracion. Con el objeto de resaltar los puntos principales de la demostracién, la dividi-
remos en tres partes. '

Extension meromorfa de F.

1. Recordemos que como m((0,1)) =1 < oo, L*(0,1) < LP(0,1) ¢ L'(0,1) paratodo 1 < p < 2
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Como C/(p) es un subespacio cerrado propio de 1.7(0, 1), el teorema 1.39 implica que

existe ¢ € Lr(0, 1) no nulo tal que ¢(h) = 0 para todo h € C;(p), 0 de manera equivalente,
©(f.) = 0 para todo 0 < a < 1. Si ¢ es exponente conjugado de p, del teorema 1.33
encontramos & € L?(0, 1) no nulo tal que para 0 < a < 1

1
(83) / k(z)f(az)dz = 0.
Jo
Definamos .
K(s) = / k(x)z™*dx.
Jo

De manera anéloga a lo hecho en la proposicion 5.1 podemos demostrar que K es holomofa
en o < 1/p. Definamos g : (1, 00) — C por

"1/¢

Jo
Usando la desigualdad de Holder y un cambio de variable

(34) 1IN L/ i e
Debido a (84), la funcién

G(s) = /lm gle)e e

esté definida en el semiplano ¢ < 1/p y ademads es holomorfa.
Por el lema 5.1 que demostramos a continuacion se tiene que la igualdad

(85) G(s) = F(s)K(s)

se verificaen lafranja1/2 < o < 1/p.

La igualdad (85) nos permite concluir que F' se extiende de manera unica a una funcién
meromorfa si definimos F'(s) = IC(L(?) para o < 1/2. Tal extension es holomorfaen o > 1/2.
Afirmamos que también lo es en o = 1/2. En efecto, supongamos que F tiene un polo
de orden m > 1en s = % + 79. En este caso existe es una vecindad VV de s, tal que
F e H(V\ {so}) y constantes ¢y, . . ., ¢;n, € C con ¢, # 0 de modo que

me

os) = Fle) = 3 =y

o1 V5T 5o)

Ck

es holomorfa en V' \ {so} con singularidad removible en sg. Concluimos que s — F(s)(s —
50)1/? es no acotada para valores de s cercanos a s, lo cual representa una contradiccion con
(82).

Existencia de polos.

Para demostrar que el conjunto de polos de F’ es no vacio procedemos por contradiccion.
Supongamos que F es entera. Sea o € (1/2,1/p). De (82),si0 > «
1

|F(s)| <Hf||2"\/—2ﬁ
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Es decir, ' es acotadaen o > «

Como F" es acotada por M =|| f||—z— en larecta 0 = vy es entera, del corolario 1.2
tenemos que

(86) [F(o +ir)| < Me™ =),

donde ¢ < a.
Si A = 0, (86) implica que F es acotada por M en el semiplano o < «. El teorema de
Liouville (teorema 1.8) nos permite concluir que F' es constante. La desigualdad

=] [ ] < st ([ o2) " = o -1y

lim F(s) = 0;

T—O0
es decir F' es nula. Asi, para todo o > 1/2

..... / Fe)a -l = 0,

Tomando s = 0, 1,. .. concluimos que f L Vect(1,z,z2,...) = L%(0, 1) lo cual implica
que f es nula, contradlclendo (81).

Si)>0,seaa=e" ¥, demodo que 0 < a < 1. Para ¢ > 1/2, realizando un cambio de
variable obtenemos

(87) / flaz)z*tdz = a™* <F / flx)z*~ 1d$>

Sea H la funcién en el lado derecho de la igualdad anterior. Afirmamos que / es entera y

acotada.
— Cuando ¢ € a < 1, de (86)

/ f 5~ 1

(88) < Ma ™+ a7 M| flh.

implica que

|H(s)| < |a™*F(s)

Cuando ¢ > o > 1/2, usando la desigualdad de Holder

®) | 5)1_1/ flaz)a* da| < [|flla (20 = )72 < [ fllaa™ (20 = 1) V2,

De (88) y (89), concluimos que /1 es acotada.
— Para demostrar que  es entera basta ver que la integral /(s f( ) f(z)z* 1dz en (87)

lo es. En efecto,
-1 . .
o1y ¢ J 1L sio 2 1,
ALCE RS L P,

Es decir, la funcion u +— f(u)u®"! es absolutamente integrable en (a, 1). Siguiendo un
procedimiento similar al de la proposicion 5.1 basta demostrar que I(s) es continua.
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Para ello tomemos una sucesioén s, = o, + 47, que converge hacia s = ¢ + 47y
funciones h,(u) = f(u)u*!, h(u) = f(u)u*"! definidas en (a, 1). La convergencia
puntual h,, — h,, es obvia. Tomando « < 0 tal que & < & - 1, para n suficientemente
grande o < 0, — 1. Como a < u

Ih” U l = lf u I”Gw 4444 ' ‘f('“')l“u < |f(’u/)|(1,“’.

Como la funcion al lado derecho de la igualdad anterior es integrable en (a, 1), del
teorema de convergencia dominada se tiene

|1 (sn) — I(s)] < |hn — Al = 0,

es decir /(s) es continua.
Por el teorema de Liouville concluimos que H es una funcién constante. De la desigualdad
(89) obtenemos
lim lH ‘ =0

0—=00
Por lo tanto H es idénticamente nula. Siguiendo un argumento similar al caso A = 0 con-

cluimos que = — f(az) es idénticamente nula, lo cual representa una contradicciéon con
(81).
La situacion en el polo.

Si F tiene un polo en so = oqg + 7 con o < 1/2, supongamos que z~*° ¢ C(p).
De manera analoga a lo que se hizo al inicio de la prueba hallamos funciones Ky y Gg
holomorfas en el semiplano ¢ < 1/p de modo que Ky(s9) #0,yenl/2 <o < 1/p

Go(s) = F(s)Ko(s).

De la unicidad de la extension meromorfa la igualdad anterior se verificaen o < 1/p. Como
Gy es holomorfa en sy y F tiene un polo en tal punto, concluimos que K se anula en sg, lo
cual representa una contradiccion. Esto concluye la prueba. ]

Lema 5.1. — Sean p € (1,2), F' definida segin (72), X y G como en el teorema 5.2.
Entonces se verifica la igualdad

G(s) = F(s)K(s)
para todo s € C tal que 1/2 < R(s) < 1/p.

Demostracién. Sean X = {(u,v) € R? :u > 1, 0 < v < l/u}, Y = {(z,w) € R*:
0 <z<1, 0<w< z}. Haciendo el cambio de variable ¢ : (u,v) € X — (uv,v) €Y
obtenemos la igualdad

1/u
90) G(s / / (uv)u®” 1dbdu--/ /f “f 2 Vdwdz.

El mismo cambio de variable muestra que

91) / / f(2)k(w)w 22 Ydwdz = / / ) f(uv)u®*dudv = 0,
donde la ultima igualdad se debe a (83). Juntando (90) y (91) obtenemos (85). a
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Sea F el espacio de las funciones en (0, 1) que asumen valores complejos. Para O<a<l
definamos el operador 7}, : F — F por

roe = {57 125

Afirmamos que D es un subespacio invariante para T,. En efecto, sea f = Z CiPp, CON
0 <6y <1y 6 =0.Delalinealidad, 7, (f) = 3 & 7. (pp, ). Ademas

oo, (z/a) 0<z<a,

To(po,)(z) = { 0

a <<l
[ {ab/z} 0<z<a,
10 a<r<l,

= X(0,a) (Z) pa, ().

Sia < z < 1, entonces

chpa(,k(x) = ch{)ka/x = (.
> ckpun, = Xow D kpu, = Y ckTulps,) = Tu(f)-

Luego

Proposicion 5.4. — Si la hip6tesis de Riemann es vélida entonces la funcion constante 1
pertenece a la clausura de D en L%(0, 1).

Demostraciéon. Supongamos que 1 no pertenece a la clausura de D en L2(0, 1). En este caso
su complemento ortogonal en 22(0, 1) es no nulo, es decir existe g € L?(0, 1) no nula tal
que :

. 1
(92) /0 f(x)g(x)dz =0

para toda f € D. Como D es invariante bajo los operadores 7, tenemos

(. 1
(93) 0=/0 f(x/a)g(m)dxza,/o f(zx)g(az)dz.

paratodo 0 < a < 1y f € D. Asi, tenemos que

1
(94) /o f@)h(x)dz =0

para todo . € c;.

Para demostrar que ¢ satisface la condicién (81) suponemos lo contrario; es decir, g = 0
c.t.p. en algln intervalo (0,a) con 0 < a < 1. Sea ¢; = min(1,2a)y u € (a,a1). La funcién
f = wup, — ap, € D. Un célculo directo muestra que f(z) =0siu <z <1y f(z) =asi
z € (a,u). Usando (92)

/ '__(](.’E)d.’lj =0.
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Asi, definiendo G : (0,1) — C por

G(z) = ‘/O.m g(u)du

vemos que G se anula en (0, a;), de donde g(x) = 0 para 0 < = < min(1, 2a). Repitiendo
este proceso con a; en lugar de a, notamos que g(z) = 0 para 0 < z < min(l,2a;) =
min(1,4a). Después de un numero finito de pasos concluimos que g es idénticamente nula
en (0, 1), lo cual representa una contradiccion.

Usando el teorema 5.2 hallamos sy = oy 4 i7¢ con 09 < 1/2 tal que paratodo 1 < p < 2

z7% € Cy(p).
Ahora bien, si ¢ € C,y(p) existe una sucesion (¢, ), C Cy, tal que ||¢ — ¢,|l, — 0. Como

toda f € D es acotada
/fd)dL /f — () du

K/ lo(z) — ¢ (z)|dx

< Kll¢ = dull, — 0,

donde utilizamos la desigualdad de Hélder en la segunda desigualdad. Concluimos que, para
toda f € D

(95) /1 f(z)xz™*°dz = 0.

Sean 0, ¢ € (0,1) tales que 8% — ¢ # 0, (t,) una sucesién tal que 2, = ¢7,y f, =
,%p,,n - -(1;/)0 € D.Sirg =1~ sg, R(ro) > 1/2, el teorema 5.2 y (95) implican

-1
0= / (1/tnpen () = 1/0pp(z)) "
Jo
(0"50 — t;so)

= ______./...:__._;'__g('ro) .
]
Haciendo n — oo (0 - o)
50 —¢
———((ro) = 0.
o
Se concluye que ((rg) = 0 donde R(rg) > 1/2, lo cual contradice la hipétesis de Riemann.
Esto concluye la prueba. m]
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Capitulo 6

UN CRITERIO DE CONTINUIDAD PARA EL
OPERADOR PROYECCION IIy

6.1. Una férmula para la proyeccion sobre un espacio de dimension finita que involucra
la matriz de Gram

Notacién 6.1.1. — Sea V un espacio vectorial, y {z;}.c; un conjunto de elementos de V.
El subespacio vectorial generado por los z;,% € I sera denotado por Vect(z;,¢ € I)

Dados un espacio de Hilbert H, y un subconjunto {zy }r=1_., C H. El subespacio vec-
torial V' = Vect(zy,...,2,) es cerrado por ser de dimensién finita. Luego tiene sentido

considerar la proyeccion . La siguiente definicion nos permitird obtener una formula para
Py. .

Definicién 6.1. — Sean dos conjuntos U = {uq,...,u,} y ¥ = {v1....,v,} de elementos
de H.
1. La matriz Gy = ({u, u‘,))l <ijcn S llama matriz de Gram de 4. Su determinante se
denota Gram(us, . . .,u,) y se llama determinante de Gram de 4.
2. La matriz Gyg = ({ui,v))) s, S¢ llama matriz bilineal de Gram de ity . Su
determinante se denota Gram(y, . .., Un; V1, ..., U, ) Y se llama determinante bilineal
de Gram de Ul y 3.
Teorema 6.1. — Sea U = {u,, ..., u,} un conjunto de elementos de /1. Entonces:
. La matriz G es hermitiana positiva.
2. Gram(uy, ..., u,) = 0siy solo si il es linealmente dependiente.

Demostracién. Tenemos que (G;)i; = (Gy)j;i = (uj, ;) = (us, u;) = (Gy)ijs luego Gy es
hermitiana. Ademas, "

7

(u,v) =) 0a(Cu)isBj,

1j=1
donde u = S0 | aqu; y v =y, B;u; son elementos de Vect(uy, . . ., u,). Luego

Th

> u(Gu)i@y = (u,u) >0,

ij=1

y Gy es positiva.



Ahora bien, si Gram(uy,...,u,) = 0, entorices €l sistema Gyz = 0 tiene una solucion

no trivial z = (o, ..., &, ), es decir, existen escalares ax, &k = 1, ..., n no todos nulos, tales
que
n
Z(u,,',, u;)o; =0
J=1
paratodoi=1,...,n. Luego
ki3 2 T k23 T n
Za'"guk = Z'o?ju.,;, Zaﬁt, = Z“(Zv—,' a;j(u, u;) =0,
k=1 \ =1 j=1 i=1  j=1

y U es linealmente dependiente.
Reciprocamente, si 4 es linealmente dependiente, entonces existen escalares oy, k =

1,...,n no todos nulos, tales que } ", a;u; = 0. Asi,
k13

> @ u, ) =0,

j=1
paratodo z = 1,...,n. Es decir, el sistema Gyz = 0 tiene una solucién no trivial. Por lo
tanto Gram(uyq, ..., u,) = 0. O

Del item 1 del teorema anterior tenemos que Gram(uy, ..., u,) = 0. Presentamos a con-
tinuacion la formula para la proyeccion de x, sobre Vect(z1, ..., x,).
Teorema 6.2. — Sean xo € H y {zx}r=1. » C H un conjunto linealmente independiente.
La proyeccion ortogonal P(zg) de xq sobre V = Vect(zy, ..., z,), viene dada por la férmula
T
Gram(wl ey Ty T,y X1, L0y L1y - -, iI,’T,)
P 3;0) — (et (3] ) e 3 s k41, b Ty
( ; Gram(zy, ..., 2,)
Demostracién. Sabemos que P(zy) € V. Por lo tanto, existen escalares oy, .. ., &y, tales
que P(zg) = ) ,_; apxi. Ademas, como P(zg) — zg € VL, tenemos que
(zk, To) = (x, P(z0)) Zak Tk, T

paratodo k = 1,...,n. Laigualdad deseada se obtiene de la regla de Cramer y del hecho de
que Gram(zy,...,z,) = 0. ]

El siguiente teorema nos da una condicion necesaria y suficiente para que la proyeccion
de zo sobre V no cambie cuando V' aumenta.

Teorema 6.3. — Seanzy € H,k =0,...,n. Entonces Pyect(sy,...20)(Z0) = Pyvect(as,...m-1)(T0)
si y solo si I — ]D.S'pan.(l'l,...,a:n—ﬂ(xU)J—I77"

Demostracion.
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Supongamos primero que Pyect(a:,...m) (Z0) = Pyect(a1....mm-1) (Z0). En este caso, el item 1
del teorema 1.38 nos permite concluir que

Zo — [)Vect(u:l,.A.,:z:n....l)(3-70) =T PVeCt(.’I:.l,.‘.,fL'n)("EO)—l—:I’.TI.‘

Reciprocamente, si suponemos que g — PVect(,«,,.l,4,,,1,;,,___,1)(:ro)_l_a:.,,,, entonces el teorema 1.38
. . -L r

implica que To — Pvect(sy,....n1)(T0) € Vect(z1,...,2,)". Como Pect(ay,...nn-1)(T0) €
Vect(zy, ..., z,), el mismo teorema nos permite concluir que

]:’Vect(arl e Tn) (10) = ]JVeCt(l‘l,...ﬂ;"._l) (-TO) .
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6.2. Caracterizacion de la continuidad de 11y, en términos de la convergencia débil de
un subespacio de H

Sea € el conjunto de partes convexas y cerradas de / (el cual es no vacio pues // € €) y
las funciones continuas uy, : X — H, k=1, ..., n. Definimos:

n: ¢xH - H
(Cy) = Poly),
Vi X — H"
z = (ui(z),. .. ua(2)),
Iy: XxH — H
(z,y) H(Vect (ul(rr:), .. ,'I_,I,,,,,(;‘I:)) ? y).
En esta seccién presentamos un criterio de continuidad para la funcién I1y,.
Ejemplo. Veamos un caso en que la funcion IIy es discontinua. Tomemos X = R, H = C,
el vector yo = 4, la funcion v, (z) = 1y la funcion u, definida por ug(z) = cos(z)+isen(z).
En este caso es facil ver que Iy (z,i) = 4,si z ¢ 7Z, y Iy (z,7) =0, si z € 7Z. Luego 1y,
es discontinua en los puntos (77, ) para todo n € Z.

Teorema 6.4. — Si la funcidén
Oy(-,y): X — H

T H(Vect(ul(:z:),...,'lb,.,,(;?;)),yo)

es continua en zg, entonces [1y es continua en (g, yo)-

Demostracion. Tenemos que

|y (z,y) — v (2o, vo)|| < |Tv(z,y) — My (z,y0)| + |Tv(z, yo) — v (2o, vo) |

<
<|ly — woll + an(ﬂ% o) — Iy (o, 3/0)”;

donde la segunda desigualdad se debe al teorema 1.37. Luego, la continuidad de Iy en
(zo, yo) se deriva de la continuidad de Iy ( -, yo) en zq. O

Asi, para demostrar la continuidad de I1,-, basta demostrar la continuidad de una funcién
de una sola variable.

Si E es un espacio vectorial, denotamos por £(F) el conjunto de las transformaciones
linealesT': ¥ — E.

Teorema 6.5. — Sea U : X — £(H) que satisface:
1) para cada x € X, U(z) es un operador unitario;
2) para cada z € H, la aplicacién x — U(z)(2) es continua en .
Si la aplicacion I1y es continua en (zg, 3o) para todo yo € H, entonces la aplicacion
XxH —» H

(z,y) = H<Vect(U(z:)(u1(x)),...,,U(x)(u,-,.(ﬂi))»y)

es continua en (g, yo) para todo yo € H.
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Demostracién. Demostremos en primer lugar que de 1y 2 se derivan las afirmaciones:
3. paracada z € H, laaplicacion z — U(z)*(z) es continua en zg;
4. para cada zy € H, la aplicacion (z, z) — U(2)(z) es continua en (zq, 20).
Tenemos que:

Uz) ™ (2) = Ulxo) M(z) = U(z) " (2 — U(x)U(w0) *(2))
= U(z) " (U(z)(2) — U(z) (")),

y el item 3 se deriva del item 2.
Ademds, como U(z)(z) — U(zo)(20) = U(z)(z — 20) + U(x)(20) — U(xo)(20), y U(z) es
ortogonal, tenemos que:

y el item 4 se deriva del item 2.
Sea T € £(H), de la linealidad de T se tiene que T (Vect(W)) = Vect(T(W)), para
todo W C H. Asi, dado yy € H fijoy z € X tenemos:

P =P .
Vect (U(a:) (’H.l (:1:)) yeen U () (un(:’;)) ) (yO) U(z) Vect (’LLl (!C),~.,1.Ln,(.’l))) (yO)

Ademas
» — -1,
PU(:rf) Vect (u1 (:1:)J...,'¢LTL(:1:)) (yO) o (](m)PVect (u1 (.’l)),.“,’l.tn(fl))) ((](I) (yO)) ’

pues, tomando y' = U(z) (y,) tenemos: |
Yo — Ulz) P, Vect (u1(2), . tn(z) U (x)—l(yO))“ = | U(@)(¥") — U(2) Pyecs(un (),...sune) W)

- Hl// h ]T)Vect ('11,1 (:L‘.),A..,'u,v,,,(:z:)) (Ul) H

para todo z € Vect (u1(z), ..., u,(z)).
Si escribimos zy = U(zg) 1(yo), como IIy es continua en (zg, ) el resultado se deriva
de los items 3 y 4 y del teorema 6.4. O

Definicion 6.2. — Sean F un espacio vectorial, £, y F, dos subespacios de F. Decimos
que F, esun complemento de £y en E'si B = F; + F,. Si ademas se verifica que Fy N F, =
{0}, decimos que E; es un suplemento de E; en E.

Teorema 6.6. — Todo complemento de F5; en E contiene un suplemento de I en F.
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Demostracion. Sea F, un complemento de F4y en E. Sea n : E — FE/E; la proyeccion
candnica y {s(u;)}:er una base de s(F,). Llamemos E} = Vect{u, }ic;. Demostremos que
EY es un suplemento de Ey en E. Siz € Fy N E}, existen A;,, ..., A, con {4}, C I tal
quez =, _, A, u;,. Como z € E; entonces s(z) = 0, luego >~} _; Ai, s(ui,) = 0,y como
{s(u;) }ics una base de s(F,), se sigue que A;, = Oparak =1,...,n, de donde z = 0. Por
lo tanto ) N Ey = {0}

Ahora bien, como F = F; + F,, entonces dado = € F, existen z; € F1y 15 € E», tales

4

que = = 1 + 2. Como {s(u,)}icr es base de s(Ey), existen X, ..., Ay, con {ix}y_; C I
tales que s(z) = s(z2) = > p_q iy S(uy, ). Luego o — 37 A uy, € E4, de donde z €
By + E;. o

Ahora, vamos a presentar una caracterizacion de la continuidad de I, en términos de la
convergencia débil hacia 0 de un cierto subespacio de H.

Teorema 6.7. — Sea zy € X,y seap € {1,...,n} el rango de {ux(zo)},_,. Supong-
amos que el conjunto {w(xo)};_, sea lincalmente independiente. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
1. TIy- es continua en (g, ¥o), para todo yo € H.
2. Paratodo x € X, existe un complemento de Vect{u1(z), ..., u,(z)} en
Vect{u1(z), ..., un(z)} denotado por W (z), tal que W (z) — 0 cuando z tiende a .

Demostracion. Del teorema 6.1 tenemos que Gram (u1(zo), . . ., up(z0)) # 0. Ademas co-
mo la aplicacion z — Gram(u;(z), ..., uy(z)) es continua, existe una vecindad V; de zg
tal que el conjunto {u1(z), ..., u,(z) } es linealmente independiente para todo x € Vj. De-
finamos e, : Vo — H para k = 1,...,p por el proceso de ortonormalizacion de Gram-
Schmidt, es decir

uy () vy ()
e1(z) = 7 ¥y ex(z) = con vg(z) = u(x uk(z e;(x).
= @l ¥ = e Z<
Los ¢ son funciones continuas. Ademas, para cada z € Vj el conjunto {ei(®), ... ep(z)}

es ortonormal y Vect{e1(z), ..., e,(z)} = Vect{ui(x),. .., u,(z)}. Ahora, dado r €V,
podemos escribir
V(z) = Vect(e1(z), .. ., ep(z)) & W(z),

donde W () es un complemento ortogonal de Vect( 1(z),. ... ep(z)) enV(z) = Vect(ui(z), ...

,un(2)). Luego, dado yo € H,

. =P 1 Py (s ,
Py (yo) = P _, (ex(ren(@) (y0) + Pw(x)(%0),

y como

P
'PVect ((:1(:1:),“.,(:,,(.7:)) (:UO) = ;<P\Iectv(cl( ) eepie )) (UO Cj ‘L)>() ] ” Z<U0’ - >CJ
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tenemos que

p

[)\/(z)(yO):Z<y0)CJ >( ) + P2y (o).

j=1
Como la sumatoria en la igualdad anterior es continua como funcién de z y la funcién
Py (;)(yo) es continua en z tenemos que

lim Py r)(yo) PW(:,;O)(ZJO);

[ 203
y como W (zo) = {0}, tenemos que, para todo yo € H
,]il'g Py 2y (yo) = 0.

Ahora, sea v : X — H una funcién acotada (por una constante C), tal que v(z) € W (z)
para todo z € X . Tenemos que, para todo w € H:

(o), w)| = |[(v(2), Pwey(@))|| < C|| P (w)]| =0,
cuando x tiende a zq. Luego W (z) — 0 cuando z tiende a z. O
Teorema 6.8. — Sea zo € X tal que el conjunto {u(zo)},_, sea linealmente independi-

ente. Entonces, la funcién 11y es continua en (zg, yg), para todo yg € H.

Demostracion. Esto resulta de usar el teorema 6.7, pues existe una vecindad Vg de z, tal
que el conjunto {uk(x)}zzl es linealmente independiente para x € V4. En esta vecindad
podemos tomar W (z) = {0}, espacio que converge débilmente hacia 0. O
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Capitulo 7

CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA
CONTINUIDAD DE Ily.

En este capitulo X serd un espacio topoldgico, y zo € X un punto con un sistema funda-
mental numerable de vecindades 3(z), cada una de estas vecindades conteniendo propia-
mente a z.

(Y, 91, 1) denotard un espacio con medida positiva 1 : 91 — [0, co] definida sobre la
o—algebra 9. H representara el espacio de Hilbert

DY) ={f:Y > € [ 1l < o0},

Dado E € M, L?(E, u) denotara el subespacio de H constituido por las funciones que se
anulan fuera de E. Finalmente M sera el conjunto de las funciones medibles f : ¥ — C.

Definicion 7.1. — Un conjunto { F; };c; de elementos de 91 se dice completo (respecto a 1)
si:

1. u(E;) < oo paratodo: € I;

2. Para toda funcion f € M tal que fxp, € L*(Y, 1) para todo : € I, tenemos que

st / fdu =0 paratodo ¢ € I entonces f = 0.
J B

Definicion 7.2. — Si f € M llamaremos soporte algebraico de la funcion f al conjunto:

Sop(f) ={y €Y : f(y) #0}.

Como f es una funcién medible, el conjunto Sop(f) es medible.
En lo que sigue, al mencionar soporte nos referiremos al soporte algebraico.
La prueba del siguiente lema es trivial, y sera omitida.

Lema 7.1 — Sifi,..., fu, A1, .-, A, son elementos de M, entonces:

b 5

Sop(hfi + ..+ Mfi) € | Sop(fi).
k=1



7.1. Funciones finas en un punto.

Definicion 7.3. — Dada una funcién v : X — M. Decimos que u es fina en xg (respecto a
p) si, para todo E € M tal que u(FE) < oo, se tiene que

JIHIJIQ ;L(E N Sop(u(:z'))) = (.

Tenemos que, si lim /J,(Sop (u(z))) = (, entonces u es fina en z;.
E—EQ

Sabemos que la recta real extendida [—o0, 00] es un espacio topoldgico, y que los con-
juntos [—o0,a), (a,b), (a,00] con a,b € R forman una base de tal espacio. Ahora bien,
si tomamos X = N U {oc}, con la topologia relativa, obtenemos un espacio topolégico
con un sistema fundamental numerable de vecindades de p = oo, (U, )nen donde U,, =
{n,n+1,...,00}.

Definicién 7.4. — Decimos que una sucesion de funciones (u,,),en C H esfinaenp = oo
sila funcién v : X — H,donde X = NU {o0} y u(n) = u,, es fina en p = oo, es decir

lim p(E N Sop(u,)) =0
Nn—r00

para todo £ € 901 con u(E) < oo.

Sea §(X, M) el conjunto de las funciones de X en M. Entonces §(X, M) es un anillo con
la suma y producto usual de funciones. Ademas, el conjunto de funciones de X en M finas
en g es un ideal de F(X, M), luego es un F(X, M)-mddulo. En efecto, si u es una funcién
fina en zg, y A es una funcion de X en M. Del lema 7.1 tenemos que

Sop(A(z)u(z)) C Sop(u(x)),

luego

,u(E N (Sop(A(z)u(a:)))) < ,LL(E N Sop(u(m))),
y lim y(Eﬂ (Sop(A(z)u(m)))) = 0.

z—Z0

Lema 7.2. — Sea u : X — H una funcion fina en 3. Supongamos que « es acotada (por
una constante C) en una vecindad V' de zo. Entonces u(z) — 0 cuando z tiende a .

Demostracion. Sea F € 9 tal que u(F) < co. Para z € V, tenemos que
/ u(T)XEdu
. Sop(u(:r.))

<C / Xl dup
\/-. Sop(u(:z:)) I Ll

= C\//J,<E N Sop(u(:z;))),

<U(ﬂ?)7>w>i = 1 /Y w(z)XEdp
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donde se us6 la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la segunda linea. Como w es fina en zg,
deducimos que (u(z), xp) tiende hacia 0 cuando x tiende hacia x,. Asi, debido a que el
conjunto Vect{xz : £ € M, u(E) < oo} es denso en H, el resultado se obtiene del teorema
1.18. O

Corolario 7.1. — Sea (u,,) C H una sucesion de funciones fina en p = 0o. Supongamos
que la sucesion es acotada. Bajo estas condiciones u,, — 0.

El siguiente resultado es una generalizacién del lema anterior.

Lema 7.3. — Sean uy,us, . .., u, : X — H funciones finas en z,. Entonces
Vect (u1(z), ua2(z), . . ., un(z)) — 0
cuando z tiende hacia z;.

Demostracion.
Seav : X — H una funcién acotada, tal que v(z) € Vect (u1(z), ua(z), ..., un(z)), para
todo z € X. Tenemos paratodoz € X,yy € Y:

v(z)(y) = a(@)u(@)() + .. + culz)ua(2)(y),

donde las ¢; son funciones de X en C. De la igualdad anterior se sigue que

Sop(v(z)) C U Sop (ux(z)).

Por lo tanto la funcién v es fina en xy. Del lema 7.2 concluimos que v(z) — 0 cuando z
tiende hacia zg. m]

Teorema 7.1. — Sea v : X — H una funcién fina en z tal que para algin f € H, u(z) —
f cuando z tiende hacia xy. Entonces f = 0.

Demostracién. Como u converge débilmente, es acotada en una vecindad de z,. Del lema
7.2 se sigue que u(z) — 0 cuando z tiende hacia zy. Por la unicidad del limite débil obten-
emos f = 0. O

Corolario 7.2. — Sea (u,,) C H una sucesion de funciones fina en p = oo. Si u,, — f,
entonces [ = 0.

7.2. El criterio de suficiencia

Lema 7.4. — Seaw : X — H una funcién que a cada z € X le asigna una funcion u(z)
dada por
(96) u(@)(y) = ci(@)er(v) + - .+ cal@)ion(y) + f(2)(y)

donde cy(z) e Cparak =1,...,n,z € X, y:
1. o, € M paratodok =1,...,n;
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3. Existe una familia completa (E,),c1 de elementos de 9 tales que x g, x € H para
todok=1,...,n,ytodoa € A,
4. f: X — M esfinaen zg;
5. Existe una constante C' > 0 tal que Hu H < C paratodo z € X.
Bajo estas condiciones, u(x) — 0 cuando r tiende hacia z.

Demostracion. Notemos que sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el conjunto
{¥1,...,¢n} es linealmente independiente en M. Ademés, de la hipotesis 3 tenemos
07 F@)xe, =u(@)xs, — ) alr)exe, € H,
i=1

paratodoz € X y o € A.

En primer lugar mostremos que existe una vecindad V' de z tal que ¢; es acotada en
V paratodo i = 1,...,n. En caso contrario para cada vecindad V de xzy podemos hallar

(V') tal que ¢, no es acotada en V. Hagamos m(z) = méx{|c1(z)], . .., |ca(z)|}. Asi,

para cada B;, € B(zg) existe 1, € By, tal que m(z;,) > k. Obtenemos asi una sucesion (z;,)
convergente hacia z, tal que ].il{n m(zy) = 0.

Tomando una subsucesion de () si es necesario, podemos suponer que existe un indice
i (25)
(m( 5 ) converge hacia f3;.

i tal que m(zi) = |eio(zk)],
Hagamos w(z;) = —“’,(("T*})

Como (de la hipdtesis 5) u es acotada en X, y ademas m(x,) — oo, tenemos que w(zy) —
O en H. En particular, si « € A:

/' l?.u(:lz,c)]zdu=/.
-,

Z

2

Z (,(J'k) ©i + - 1 f(Ik)

du
“— m(z) m(z) /

[s3

2
dp — 0,

n

ci(z 1 '
Z "“(”‘Q%XE[, + "—(-_-jf(l'k:)XEa

“— m () m(zy,

0 equivalentemente

=0,

lim
k—0o0

1
»OIXPO + = f (1) X Ba
m(zy)

de donde obtenemos que

1 T
lim (zr)xE, = 30X B, -
ko0 'rn,(.’ljk-) f( A,)XL(.V ; BIVSO XL

Ademas, como de la hip6tesis 4 tenemos que — (”) f(zr)x, esuna sucesion de funciones de
H finas en p = oo, del corolario 7.2 obtenemos que 3" Sipixr, = 0.Luego [, =0, Bip
0,y como o € A fue tomado arbitrariamente, de la hipotesis 3 obtenemos que > ., J%cp, =
0. Luego, como el conjunto {4, ..., ®,} es linealmente independiente en M, cada uno de
los /3; es nulo, lo cual es una contradiccion, pues |5;,| = 1.
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Tomemos una sucesion (z.) convergente hacia z, tal que u(z;) — ¢. Como los ¢; son
acotados en una vecindad de x, extrayendo una subsucesion si es necesario, podemos supon-
er que cada una de las sucesiones (c,;(a:k,)) Ly Converge hacia un limite ¢; € C. Dado o € A,
tenemos que

(), X50) = (0, X5, )
o equivalentemente

T

©8) >t |

i=1 Ea

go.i,dp,-{—/ f(xk,)d,u—-)/ wdp.
JEq Eu

Tomemos la sucesion (v(z)),  donde v(zi) = f(z1)xp, € H. Como ||u(zp)xp,| <
[[u(z,)||- De (97) tenemos que

HU(:L‘k.)H < H’U(TA)H + Z:Hci(-’lfk)%')(l:zx

Como la funcién u es acotada y cada una de las sucesiones (Q(tk)) ren Converge tenemos
que la sucesion (v(zy)) es acotada y tenemos también que es fina en p = oo (pues (f(zx))
lo es). Por lo tanto, del corolario 7.1 tenemos que v(xx) — 0. De ahi

flzr)dp = / flze)xp.dp = {v(zk), xE,) = 0.
J B JY

Luego de (98) deducimos que

n,

ci/ cp,;dy,:/ wdps.
S By Eo

i=1

De la hipoétesis 3 obtenemos que

n
Z Cii = ¥,
i=1

y como ¢ € H, de la hipétesis 2 resulta ¢ = 0. El resultado se sigue del teorema 1.19. O

Teorema 7.2. — Sean ¢, . . ., o, elementos de M que verifican las condiciones 2 y 3 del

lema 7.4,y fi,..., f, funciones de X en } finas en z,. Supongamos que V'(z) es un sube-

spacio vectorial de Vect(y1, . .., ¢n, fi(2), ..., f(z)) N H para todo z € X. Entonces
Viz) =0

cuando z tiende hacia zg.

Demostracién. Sea v : X — H una funci6n acotada tal que v(z) € V() paratodo z € X.
En ese caso existen funciones ¢; : X — C,i=1,...,n+ ptales que

v(z) = 1 (2)p1 + -+ cu(T)Pn + Cag1(E) f1(x) + - -+ Cogp(T) fo(2).

Definimos f : X — M por f(z) = cp1(2) f1(z) + - - - + Cnap(z) fo(z). Tenemos que f es
fina en zg, y
v(z) = c1(z)p1 + -+ ealT)on + f(z).
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El resultado se sigue del lema 7.4. a
Consideremos las n funciones u; : X — H continuas en zy. El siguiente teorema nos
permite concluir la continuidad de ITy,.

Teorema 7.3. — Seap € {1,...,n} elrango de {ux(zo) },_,. Supongamos que {u;(zo) },_,

es un conjunto linealmente independiente.

Sean ¢y, . .., ¢m elementos de M que verifican las condiciones 2y 3dellema 7.4,y fi,. .., f,
funciones de X en M finas en zg.

Ademas, supongamos que para todo z € X existe un complemento W (z) de Vect (u1 (), . . . , up(z))

en Vect (us(z), ..., un(z)), que esta incluido en Vect (1, . .., @m, f1(z), ..., f,(z)).

Entonces 1Ty es continua en (zg, y9), para todo yo € H.

Demostracion. Como tenemos que W (z) ¢ H, del teorema 7.2 tenemos que W (z) — 0
cuando z tiende hacia xzy. El resultado se sigue del teorema 6.7. ]
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Capitulo 8

EL OPERADOR PROYECCION ASOCIADO A LAS
DILATACIONES DE UNA FUNCION

En este capitulo GG serd un grupo abeliano localmente compacto y o-compacto. Supon-
dremos también que el elemento neutro e de G posee un sistema fundamental numerable de
vecindades (V) y que cada una de estas vecindades contiene propiamente a ¢. Como vimos
en la seccion 1.2 del capitulo 1.5, podemos suponer también que V,,.; C V,,. Debido a la
homogeneidad de G todos sus demas puntos poseen un sistema fundamental de entornos
similar al de e (realmente son translaciones de este).

Vamos a retomar el problema de la seccion 6.2 en el caso que X = G™ y cada una de las
funciones uy, es de la forma uy (o, ..., o) = f.,, donde f,, es una dilatacion de f.

Continuaremos utilizando la notaciéon H = L?(G,m) y M para el conjunto de funciones
medibles de G en C y m = dz la medida de Haar del grupo G.

Recordemos que la transformada de Fourier de f € L(G), fiye / f(z)y(z ™ )dw es
Ja

una aplicacion continua sobre GG*. Para f € H denotamos

F: Gt o H
(1, v0m) = (fagse s Jan)-
p: G'xH  — H
(1, am) ¥) = Prect(fag,nfon) )-
Finalmente denotaremos V' (o, ..., a,) = Vect(furs - -y fan)-

8.1. Invariancia de un operador en /

Definicion 8.1. — Sea f € H. Llamamos funcion de autocorrelacion de f a la funcién
A : G — C definida por

AN ={f,hH)= / () fa(z)dz.
c
Definicion 8.2. — Para o € G definimos K, : H — H por K.(f) = fa.

Definicion 8.3. — Decimos que un operador U : H — H es invariante si U conmuta con
todos los operadores K,.

Teorema 8.1. — Parac € Gy f € LY(G), tenemos: fa(x) = %(a) f(x) para todo x € G*.



Demostracion. Sean x € G* y o € G. Tenemos:

/ fo(z)X(2)dz = / flza )x(z)dx = /( fw)x(cu)du

/ () x()du = (@) F(x).

a
La demostracion del siguiente teorema es directa y sera omitida.
Teorema 8.2. — Sean f € M y o € (5. Entonces:
Sop(fa) =aSop f y m(Sop(fa)) = m(Sop f).
Teorema 8.3. — Sea X un espacio topoldgico, zp € X.yu : X — M. Paraa € Gy

z € X, definimos u, : X — H por u,(z) = u(z),. Entonces, si u es fina en zp, también lo

€S U

Demostracion. Seanz € X,y o € Gy E € M tal que m(E) < o0o. Tenemos

E N Sop(ua(z)) = ENSop(u(z)e) = E N aSop(u(z)).

Luego, del teorema 8.2

m(E N Sopv(ua(:c))) = m((a"lE) N Sop (u(r)))

La ultima expresion en la igualdad anterior tiende hacia 0 cuando z tiende hacia zy pues

m(a 'F) = m(E) < 0oy u es fina en .

O

Teorema 8.4. — El conjunto { X, : @ € G} es un grupo conmutativo de operadores unitar-

ios de H.

Demostracion. Dados o, 5 € GG no es dificil demostrar que K, es lineal, también conserva la
norma (teorema 4.4). Finalmente un célculo directo muestra que K, = idy, K0 Kz = Ky

y Ko = K1
Teorema 8.5. — Sean o € G, (a1,...,a,) € G"yyy € H.
Ko (Prtay,am(@0)) = Praas,...aam) (Kalyo))-
Demostracién. Dado yo € H, de la descomposicion en suma ortogonal
H=V(ay,....a00)®V(ay,...,an)"
tenemos Yo = Py(as, . an)(¥0) + 2, cOn z € V(aq, ..., an)*. Luego

(99) Ko:(’yo) = -[((x (-P\/(al,.A.,a,,-,v)yO) + -K(}(z)'

Como K, es ortogonal (teorema 8.4), K, (V(a1,...,a.)t) = Ko(V(ay, .. .,

(99) es la descomposicion de K ,(yo) en la suma directa ortogonal

H=K,(V(a,...,an) ® Ka(V(ag,...,a0))".

El resultado se sigue de la igualdad K, (V (a1, ..., a,)) = V(aas, ..., aa,).
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8.2. Funciones admisibles

Definicion 8.4. — La aplicacion f € H se dice admisible en el punto © = (z1,...,1,) €
G" si para todo y € H la aplicacion I es continua en (z, y). En tal caso diremos que z es
un punto admisible de f.

Definicion 8.5. — f € H se dice admisible si para todo n > 1, f es admisible en todo
punto de G™.

Teorema 8.6. — Sea f € H.Paratodapermutaciono de {1,...,n}, setiene que (z1,...,7,)
es punto admisible de f siy s6lo si (z,(1). . .-, Zo(m)) 10 es.

Demostracion. El resultado se deriva de la continuidad de la funcion : G"x H — G" x H,

(($17"'5I71)3y) — ((zd(l)»"'amo‘(n))vy)' a
Teorema 8.7. — Seana € G, f € Hy (z1,...,x,) € G™ se tiene que f es admisible en
(z1,...,z,) sy s6lo silo es también en (azy, ..., ax,).

Demostracion. Supongamos que (z1,...,,) es admisible. Definamos la aplicacién con-
stante K : G™ — £(H), K(z1,...,2,) = K,. Del teorema 8.4, K, es un operador unitario
de H. Ademas, para todo f € H la aplicacion (21, ..., 2,) — K(a)(f) = f. es continua

(por ser constante). Luego, del teorema 6.5, 1a aplicacion
¢ G"x H - H
(z1- 209 P Pect(faey o fien) (U)-
es continua en (z1, . .., &n,y) para todo y € H. Definamos
T: G"x H - G"x H
(21,...,Zn,Yy) > (% . %q)
Como I = ¢ o T, el resultado se deriva de la continuidad de 7" en (az1, ..., a%,,y) y

la continuidad de ¢ en T'(cex1, . . ., ax,, v). La afirmacion reciproca es inmediata debido a la
simetria del enunciado. ]

Teorema 8.8. — Si U un operador unitario e invariante de H y f una funcién admisible,
entonces U/ f es admisible.

Demostracién. Dados n € Ny (z1,...,z,) € G". Definamos la aplicacién constante
(1,...,0) € G" = U € £(H). Para todo f € H la aplicacion (ay,...,ay) — Uf
es continua (por ser constante), I/ es unitario y f es admisible en (z1, ..., z,). Luego, del
teorema 6.5 tenemos que la aplicacion
P 7t x H - H
((Oéh e ,a'n),y) = PVect(Uful,...,U_/’a,,)(y)

es continua en (71, ..., %, ), paratodo y € H. Ademas, como U es invariante, tenemos

Vect(U fo,s -, Ufo,) = Vect(UK,, f,..., UK, )

= Vect(K,,Uf,..., K.,Uf)

H

= VeCt((Uf)rn! B (Uf)”“)
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Asi, U f es admisible en (21, ..., z,). Luego, U f es admisible. 0

8.3. La C-algebra de los polinomios exponenciales.

Definicion 8.6. — Llamamos polinomio exponencial de G a toda funcion medible f : G —
C tal que
dim (Vect(f, : a € G)) < 0.

Designamos por I3 al conjunto de polinomios exponenciales de G.
Teorema 8.9. — ‘3 es una C-algebra conmutativa.

Demostracion. Sean f y g dos polinomios exponenciales. La inclusién
Vect((f + 9)a: @ € G) C Vect(f, : v € G) + Vect(g, : e € G)

nos muestra que f + g € B. Por otro lado, si {¢1,...,y,} genera Vect(f, : a € G) y
{t1,...,9,} genera Vect(g, : o € (), entonces

Vect((fg)o. Ca € G) C Vect(p; 1 1<i<p, 1 <75 <q),
de donde fg € . Finalmente, si A € C, tenemos -
Vect (Af)o : o € G) = Vect(A\f, : o € G) = Vect(fy : o € G)

siA#£0,y

Vect (A f)a : @ € G) = {0}
si A = 0. En cualquier caso A f € . O
Definicion 8.7. — 1. Llamamos caracter aditivo a toda funcién continua f : G — C

que verifica
f(ab) = f(a) + f(b)
paratodo a,b € G.
2. Llamamos caracter multiplicativo a toda funcion continua f : G — C\ {0} que verifica

f(ab) = f(a) /(D)
paratodo a,b € G.

Teorema 8.10. — Si G no es compacto, entonces N H = {0}.

Demostracion. Supongamos que existe un polinomio exponencial f # O tal que f € H. Sea
V el espacio vectorial de dimensién finita Vect(f, : o € (7). Como los operadores (K, lv)’
« € G conmutan, poseen un vector propio comun g # 0. Es decir, para todo o € G tenemos
go = c(a)g para alguna constante c(«). Hagamos h =|g|*. Como g € L?*(G) entonces
h € LX(G). Ademés, h es no nulo y hy = |c(a)|*/ para todo o € G. Asi, para todo x € G,
y todo o € (G tomando la transformada de Fourier tenemos

X(@)h(x) = |e(@)] ().
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Sea E el conjunto, no vacio (pues 15 € F) de aquellos y € G* tales que A(y) # 0. Para
todo x € F, ytodo a € G tenemos

x(@) = |e()/”,

de donde se sigue que & es un conjunto unitario {15}. De la continuidad de &, F es abierto
en G*. Luego 1 posee una vecindad formada por un solo punto. Asi, G* es discreto y por
ende GG es compacto. a

8.4. Un conjunto especial de funciones medibles.

Definicion 8.8. — Llamamos € al conjunto de las funciones medibles f : G — C tales que
para todo = € G, la aplicacién x — f, — f,, es fina (con respecto a la medida de Haar) en
Zo.

Teorema 8.11. — El conjunto & es una C-dlgebra invariante por dilataciones.
Demostracion. Sean f,g € €,\ € Cy h = f + Ag. Tenemos
h:x: - h/:no = fr - fa;o + >\(.(]::: - gmo)

([ g ).'l; """" (f g);,,-o = f.'l;g:u """ f'r:o..q:::o - .f:z:(gu; """" .(]:l:o) + g::;o(f:r - .f.’l}())'

Se sigue del lema 7.1 que h 'y fg pertenecen a &. Por otro lado, si & € (G, entonces
(fry)::; - (fa)n:o = (fz - f'uo)(x'
Se sigue del teorema 8.3 que f, € €. O

Teorema 8.12. — Si S € My m(S) < oo, entonces x5 € €&.

Demostracién. Como m(S) < oo, entonces xs € H. Sean z, zy € G. Tenemos, para todo
tedG

0 sitexzSNxS

1 sitexzS\ xS

----- -1 sit € x9S\ zS

0  enotro caso

K. (xs)(t) — Ky (xs)(t) =

Luego
Sop(](:,,.(xg) — Kg,.o(xg)) = (28 = 20S) U (2S5 — z5),
de donde

m (Sop(K,,,(XS) - K.«UO(XS))> = m((zS — 20S) U (205 — 79)) =[|K.xs — Kigxsll-

La ultima expresion en la igualdad anterior tiende hacia 0 cuando = tiende hacia z debido
al teorema 4.5. Por lo tanto x5 € €. O

Teorema 8.13. — Sea f € M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Paratodo £ € M tal que m(E) < oo, tenemos fx i € €.
2. fece
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Demostracion. Supongamos que f € €. Si E € 9 tiene medida finita, del teorema 8.12
xg € €. Luego, por el teorema 8.11 fy; € €.

Reciprocamente, supongamos que fxp € € paratodo E € 9 tal que m(F) < oo.
Tenemos

EnN SOp(f},; - f.'ﬂo) =EN SOp(f:nXE - f:r;oXE)-
Ademas
‘f-'lJX‘E - fﬂOX]_‘/‘ = f:’l)x;);/);é—lE - f‘!l)o XE‘ + f”}(XE - X.’I,‘.’l}alE)
= (Fugir)s = g pdeo + Lo ((XB)oo = (X)),
de donde

m(E N Sop(fs ~ fao)) < m(E N Sop((f‘,\{.,nal‘,_;)m (fxg;gw),,;o))

+m (L N Sop(((XE)mo - (XE)"’)ar61)>> '

Por hipétesis, f X.gis € € pues m(z5'E) = m(E) < co. Ademss, del teorema 8.12 x5 €

€. Es decit, (Xr)so — (X5)« €s fina en z, para todo 2o € G. Del teorema 8.3 ((Xp)w, —

(XB)z), -1 también es fina en zo. Luego f € €. O
0

Teorema 8.14. — Sea f € M. Supongamos que para todo ¢ > 0 existen funciones g € €y
h € M con m(Sop h) < e cuya suma es f. Entonces, f € €,

Demostracion. Dado ¢ > 0. Tenemos f,, — fi; = 9o — Gug + Pu — huy. Luego
Sop(fa = fue) C S0P(gs — gue) U Sop(hs) U Sop(hg,)
= S0p(gs — up) U Sop(h) U g Sop(h).
Asi, para todo F € 9 de medida finita tenemos
m(E NSop(fs = fro)) < m(E N S0p(gx — gz,)) + 2m(Sop(h)).

Como g € € existe un abierto V,,, que contiene a x, tal que, para todo =z € V), \ {zo} se
cumple que m (E N Sop(gs — gx,)) < €. Asi, paratodo z € V;, \ {zo} tenemos

m(E NSop(fe = fu)) < 3,

es decir

litn m(E N Sop(f, fg,o)) =0.

L—ro
Equivalentemente, f € €. O
Teorema 8.15. — Sean (¢, )nen Una sucesion de nimeros complejos y (Sp)nen unasucesion

de subconjuntos medibles de G tales que

Zm(S,,,) < 00.

neN
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Entonces, si esta definida, la funcién

(100) Z CnXSn
neN

pertenece a €.

Demostracion. Dado ¢ > 0, como Z”eN m(S,) < oo, existe N € Ntal quesin > N

entonces E m(S,) < e. Luego, si escribimos
n>N

f=) cXs. = fv+ R,

€N
N

donde fy = E CaXs, Y By = E crXs,, cOMo fy es combinacion lineal de elementos de
n=1 n>N )
¢, entonces fy € €. Por otro lado, tenemos

SOp(RI\r) C U Sna

n>N
de donde
m(Sop(Ry)) < Z m(S,) < e.

n>N
El resultado se obtiene del teorema 8.14. |
Teorema 8.16. — Sean (c,,),en una sucesion de nimeros complejos y (S, ),.en una sucesion
de conjuntos medibles disjuntos dos a dos. Entonces, la funcién
oy Y caxs.

neN

pertenece a €.

Demostracion. Es claro que la funcién (101) esta bien definida. Sea £ € 91 tal que m(FE) <

00. Tenemos
XE E Cp X8, = 5 CnX8,NE-
neN neN

Como U (S, N E) C Eylos S, son disjuntos dos a dos, tenemos
n€eN
Zm(S.,, NE)<m(F) <.
neN

Del teorema 8.15, x5 Y_,,cy CnXs, € €. La conclusién se sigue del teorema 8.13. m]

8.5. Un teorema de admisibilidad

Teorema 8.17. — Si f € L?*(G) puede escribirse de la forma f = g + h donde ¢ es un
polinomio exponencial (nulo si G es compacto) y h € €, entonces f es admisible.
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Demostracion. Sea {¢....,,,} una base de Vect(g(, : a € @). Sitomamos (E,) la
familia de todos los compactos de G, las funciones ¢}, verifican las condiciones 2 y 3 del
lema 7.4. Sean zg = (a1, ...,,) € G"ypelrangode (fu,,..., fa,) en H.Sean 1 < 4; <

. < 1, < n tales que el conjunto ( fuik)lgkgp sea linealmente independiente. Para todo
entero j ¢ {1, ...,1,} podemos escribir

P
= Z )\}IC faik :
k=1
Tomemos = = (1, ...,2,) € G™. Tenemos
P
Vect(fs, 11 <i<n)=Vect(f, :1<k< p)+Vect( f,, —Z fusp 13 & {01, Vip}).
k=1

Para todo 7 ¢ {71,...,%,} tenemos
o P P
- Z /\]/‘f’l,k = f.’r:j - Z )\[}n/uk - (.f(.lj - Z Aif(y”>
k=1 k=1 k=1
P
= f:l;j - f oy T Z )\i(/‘“k '—— f o k)

P
glj— Z)\J 9oy, — g%)) h,7 Z)\ h,7 huik)).
k=1

Como el primer término en la suma anterior pertenece a Vect(1, . .., ¢m), ¥ €l segundo es
una funcién fina en g, el resultado se desprende del teorema 7.3. a

Ahora daremos ejemplos de funciones no admisibles en el caso que G = R. Las dilata-
ciones de una funcién g en este caso son funciones z — g(z — a).

Teorema 8.18. — Sea g € H. Supongamos que la aplicacién
¥y: R —» H
CV. H .g(.\t

Es diferenciable en oy € R. Entonces:
1. W es diferenciable en R;
2. V'(a) = ¥'(0), paratodo o € R;
3. si g # 0, entonces W(a) y ¥'(«r) son linealmente independientes para todo « € R;
4. si g # 0, entonces, para todo «; € R, g no es admisible en el punto (1, cv1).

Demostracion.
~ Demostremos (1). Fijemos a1 = ag + k con k # 0. Para a # a4, si f = a — k tenemos

V(a) - V(o)  Kog— Kug _ K, (!Jﬁ - !Jao> _ K, (‘1’(5) - ‘1’(&0)>

o — o o — o B8 — g B — o
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De la continuidad de K, y debido a que ¥ es diferenciable en c, se obtiene la diferen-
ciabilidad de W en oy, y la igualdad

(102) V(1) = Koy oo V' {ap).

— De (1), la funcién ¥ es diferenciable en todo R. Tomando ag = 0 en 102 tenemos

L?(R). Tenemos

53() = [ g(@)eda
JR
y .
Pla) : t— e Fg(t).
® es diferenciable en R pues W 1o es y § es una transformacion lineal continua. Sea

ap € R, existe z € L(R) tal que
O(a) — P(ayp)
————————rereret e ———— i 7

<

-0

o

cuando z tiende hacia xy. Asi, podemos encontrar una sucesion (cv,,) convergente hacia

D(on)—P(ao)

ayp, tal que ( ) converge puntualmente hacia z casi en todas a partes. Ahora

Ok, — €0

bien, esta ultima sucesion tambien converge puntualmente casi en todas partes hacia la
aplicacion t — (—it)e "0 g(t). Por consiguiente, tenemos la igualdad:

() = [t > (—it)e ™ ™g(1)].

Ahora supongamos que W («g) y ¥'(p) son linealmente dependiente. En este caso,
D) y () también son linealmente dependientes y por tanto existe un niimero
complejo 1 tal que la aplicacion ¢ — (—it)e™ "0 (1 + pit)g(t) es idénticamente cero.
Luego, la § = 0, de donde g = 0. Asi queda establecido (3).

Sean a1 € Ry yo € H. Para 8 # «y, tenemos

Yor1 — G
Vect(ga,,95) = Vect <ga1, ! ﬁ) X

a;—
Asi, como V(a;) y ¥/ (c;) son linealmente independientes, del teorema 6.8 tenemos

. - L —
ﬁl_l_&ll Iy ((O‘l’ ‘j)’ ',UO) PVect (\Il(al),\Iﬂ(m)) (yO)-

Luego, siyo — 7

ol
et (9(0) (o) ¢ Vect (V' (cy)) ™, del teorema 6.3 tenemos

)

[Vect(\,Tl(al),\I/’(al)) (ljo) ié PVect (\T!(a)) (yO) - HF ((04’1., Clll), yO) ‘

Es decir, 11 es discontinua en (g, o).
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8.6. El conjunto de las funciones c-admisibles.

En esta seccion vamos a generalizar la teoria presentada en la seccion 8.5. Vamos a supon-
er que la medida utilizada no es la medida de Haar del grupo G, pero que tiene la forma
m. = c¢(z)dz donde dx es la medida de Haar de G y c es un caracter positivo continuo,
distinto de la constante 1. En particular consideramos H = L?(G,m,). En particular, G no
es compacto y suponemos que (¢ C G, donde G es un espacio topoldgico tal que para todo
2€Z=G\G

lim () = 0.

req@
Suponemos también que cada elemento de Z posee un sistema fundamental numerable de
vecindades en (. Finalmente denotamos X = (™.

Definicion 8.9. — Sean f € M,y z € Z. Denotamos f, = 0.
Teoremna 8.19. — Sean o € Gy f € H. Entonces || fo|| = /()| f]l-

Demostracion. Sea o € . Tenemos

10l = [ Vo) ele)dz = [ |faa)Pela)dz = [ | elua)in = )l

de donde se obtiene el resultado. O
Teorema 8.20. — Sean I un conjunto medible de G y z € (. Entonces: m.(zF) =

o(z)m.(E). En particular, si f € H, entonces m,(Sop(f,)) = c(z)m.(Sop f).

Demostracion.

m(zFE) =/ c(u)du = / c(zv)dv = ¢(x) / c(v)dv = c(z)m.(F).
oE JE ‘

JE
Ademas, si f € H se tiene que Sop(f,) = z Sop f. Luego

me(Sop(f,)) = my (2 Sop(f)) = e(z)m.(Sop f).
O

Definicion 8.10. — Dado o € G, definimos el operador K¢ : H — H por K{(f) =
1
e

De la definicion resulta lo siguiente.
Teorema 8.21. — El operador K es unitario.

Teorema 8.22. — Sean [ € M tal que m.(Sop f) < ooy z € Z. Entonces la aplicacion
z + f, es fina (con respecto a la medida ¢(x)dx) en z.

Demostracién. Del teorema 8.20, para todo z € G: m, (Sop(f.)) = c(z)m.(Sop f). Por

definicién lim ¢(z) = 0, luego lim m.(Sop(f,)) = 0, por lo cual f es fina en 2. O
:1:6(?? fg(z}

El tipo de funcién que se introduce en la siguiente definicion generaliza a los polinomios
exponenciales.
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Definicion 8.11. — Una funcién [ : G — C medible pertenece a €, cuando para todo
zo € G, laaplicacién z +— f, — f,, es fina (con respecto a la medida c¢(z)dx) en .

Los teoremas 8.12, 8.14 y 8.15 conservan su validez remplazando m por m, y € por €..
En particular tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.23. — Sean (c,, ),en una sucesion de nimeros complejos y (S, ),en Una sucesion
de subconjuntos medibles de G tales que

ch(Sn) < 0.
neN
Entonces, si esta definida, la funcién
(103) > cuxs,
neN
pertenece a &,..

Por el contrario, los teoremas 8.13 y 8.16 no se generalizan. En efecto, la funcion 1 ¢ €,
pues

lg sized
m“““”“{o siz e Z
no es fina en ningln 2 € Z.
Definicion 8.12. — Decimos que la funcion f € H es c-admisible en el punto (x4, ..., Z,) €

G si para todo yo € H, la aplicacién
Hr(on,...,0n) € G PVect(fal,.“,fan_)(yo) e H

es continua en el punto (z1,...,%,). En este caso decimos que (z1,...,%,) €s un punto
c-admisible de f.

Definicion 8.13. — Se dice que [ € H es c-admisible si paratodon > 1, f es c-admisible
en todo punto de G™.

A continuacion presentamos un teorema que nos permite concluir cuando una funcion es
c-admisible. Antes de ello demostramos el siguiente resultado.

Teorema 8.24. — Sea V' un subespacio vectorial de dimension finita de M, supongamos
ademéas que V C L?(K) paratodo K C G compactoy que VN H = {0}. Sea f € €, ysea
u: G — H una aplicacidn continua tal que:

(i) u(z) = O paratodo z € Z;

(ii) paratodo o € G, u(a) — f, € V.
Entonces, para todo ¢ € N'\ {0}, la aplicacion II; es continua en G x H.

Demostracion. Sea
V = Vect(z,/)l, S ,1/)771).
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De las hip(’)tesis~hechas sobre V, las condiciones 2 y 3 del lema 7.4 se verifican. Sea 2y =
(cv1,..., ) € G". Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

To = (21,.. ., 2,Q1,. .., )

donde o; € G paratodoi € {1,...,n}y 2 € Z paratodoj € {1,...,l}. Sea p el
rango del conjunto {u(al), . ,/u,(cxn)}. Sean1 < 43 < ... < 4, < n tales que el conjunto
{ulos,) }1e, <, S¢a linealmente independiente. Para todo entero j ¢ {iy,...,%,}

P
_ ol v,
= E Mu(a,).
Tomemos z = (w1, ..., W, T1,...,T,) € Gu y hagamos

F(z) = Vect (u(wi), ..., u(wy), w(z1), . .., u(z,)).
Tenemos

F(z) = Vect(u(z;,) : 1 < k< p) + G(z) + H(x),
donde

G(z) = Vect (u( LAku zi,) 17 & {11, i},

H(z) = Vect(u('u,:j),l < <).
Por un lado, para todo j ¢ {i1,...,%,} tenemos

P
Z)\ u(z;,) = Z/\,ﬂu Ty,) — Z/\Pu a,A
k=1

= u(x; () ZP:A (s, ) — u(a,))

k=1
"fl( )+f11 fu7 ''''' Z)\? fl]\ +f1” o fu,k)
e ﬁna en o o fina en o

Por otro lado, para 1 < j < [ tenemos

u(u) — g]( ) + fu

con g;(z) € V paratodo x € G Y fu, fina en zo. Del teorema 7.3 se concluye que f es
admisible. 0O

Como una consecuencia directa del teorema anterior tenemos lo siguiente.

Teorema 8.25. — Si f € L*(G, c(z)dz) puede escribirse de la forma g + h, donde g es un
polinomio exponencial y h pertenece a €., entonces 'f es c-admisible.

112



Capitulo 9

LA PROYECCION RELACIONADA AL CRITERIO DE
BEURLING-NYMAN

9.1. Introduccion

Vamos a retomar el problema presentado en el capitulo 8 en el caso donde la funcion f
est definida por f(¢) = {1} (donde u es la parte fraccionaria del niimero real v, es decir
u -~ |u]), y cuando yq es la funcidn x caracteristica del intervalo (0, 1].

El criterio de Beurling y Nyman motiva esta eleccidn. Si denotamos por 8 el subespacio
de L?(0, co) de funciones de la forma f(t) = Y _, ¢xga, () donden € Ny 0 < a < 1
para 1 < k < n, el criterio afirma que la hipdtesis de Riemann equivale a que la funcion
caracteristica x del intervalo (0, 1] es limite en L?(0, co) de funciones de B.

El punto de partida de la demostracion de este criterio es la formula de transformacién de

Mellin siguiente:
(1] . :
/ {—}[/" """ 1dt=-~_§_.(f_2
Jo Ut s

para 0 < R(s) < 1. Es de interés la sucesion (6,,) definida por

n

Op = inf X — E CkGoy ||
(¢1,..-.on)eC

0<ay,..,an<l i=1

El criterio de Beurling y Nyman antes mencionado implica que

Teorema 9.1. — La hipotesis de Riemann equivale a
lim 4,, =0
T— 00

Notemos que x no es combinacién lineal de funciones gy,. En efecto, si x = Z;.”:l ;9o Y
0 < R(s) < 1, tomando la tranformada de Mellin

S S j=1 CJ@j)
lo cual implica'que

1 n
— = - ;0.
ORI



Por extension analitica, para R(s) > 1
o

(4) -
S " o5
J i=1

De la unicidad de la escritura de una serie de Dirichlet s > >° ., a,e”** se tendria
u(j) = 0, para todo j suficientemente grande, lo cual representa una contradiccion.

En lo que sigue vamos a aplicar los resultados de la seccion 8.6 tomando G = (0, c0) con
la medida de Haar m = %2, ¢(z) = 2y G = [0,00). En este caso m, = dz es la medida
de Lebesgue y H = L%(0, 0o; dz) es el espacio de funciones de cuadrado integrable con la
medida de Lebesgue.

Jj=1

9.2. La continuidad de II, ,

Teorema 9.2. — La aplicacion f : ¢ — H—J pertenece a €,..

Demostracion. Se tiene la igualdad

o0
= WY, 1 1
f=) mxia

n=1
con
& 1 1 x (= © 1
M =)= It = —_— < 0.
;m‘(('r‘b-l—l'nD ;/_i_l( ﬂz:;n(n—l—l) >
El resultado se sigue del teorema 8.23. O

Teorema 9.3. — La funcion p(t) = {1} es c-admisible.

Demostracién. Resulta de los teoremas 8.25,9.2 y de laigualdad {1} =1 — |1]. O
Podemos reescribir el teorema anterior de la siguiente manera.

Teorema 9.4. — Paratodon € Ny todoy € L?(0, 00) la funcién definida por
M,: [0,00)» = L*(0,00)
(1, ..., ) = .Pvect(,,al,m,/,un)(y).

es continua.
Corolario 9.1. — La funcién 11, , : [0, 1]* — L?(0, oo) definida por

Hx,p((ah s :an>) = PVect(pal_...,pa,,.,,)(X):

es continua.
Usaremos el siguiente lema para demostrar que (J,,) es estrictamente decreciente.
Lema 9.1. — El espacio N = Vect(gy — fg1 : 6 € [0, 1]) es denso en L*(0, 1).

Demostracion. [Jousse, 2005, Lemme 5]. W)
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Corolario 9.2. — Para todo n € N\ {0} se vetifica que 6,41 < §,,. También se alcanza la
distancia 9,,, es decir existe (21, ..., z,) € [0, 1] tal que

On = ||X — rVect (Paq s esPan,) ” HX r\/ect (PoqeoiPeen )(X) ”

Para todo (a1, ..., a,) € [0, 1]™

Demostracion.
— Por definicién, 4, es el infimo de la funcién d,, : [0, 1)* — C dada por
dn : ((11. S u g HX PVect (Peeq s /’an) H

Como, del corolario 9.1, la aplicacién

(C\Cl, MR an) '—> ])VeCt(/’alw-':/Jan,)(X)
es continua en [0, 1]*, entonces d,, es continua, de donde se sigue el resultado.

— La inclusion Vect(p,,, . - ., pa,) C Vect(puy, - - -, Pany, ) DOs da la desigualdad 6,1 <
d,,. Supongamos que 6,1 = &,. Sea f = Z,,=1 0p; UNa funcién que verifica 6, =
lx — flly 6 € [0,1]. Para todo c € C y paratodo h € Vect(py,,. .., ps,) Se tiene

(511 —”X f” = On+1 HX h + Cpy II

Luego, se puede afirmar que

PVect(pol,---,/)en)(X) = PVect(pol,.-.,ﬂon 4‘/9)(9&’) = f.

Si escribimos ¢ = x — f, entonces del teorema 6.3 L gy para todo 6 € [0, 1]. Luego
wLgp — 0g; para todo @ € [0, 1], es decir:

[ oo ({8} -of2)a=

y como {6/t} — 8{1/t} = 0 cuando ¢ > 1, la integral anterior se reduce a

[oo({)-(H)a=o

Por lo tanto, tenemos |,y € N donde N = Vect (90 — By, : 0 € [0,1]). Del lema
9.1 se tiene que A es denso en L*(0, 1). Luego, la aplicacién | ;y es idénticamente
nula. Asi, la ortogonalidad entre ¢ y p; se escribe

J1 t

es decir
0 1 0 n % g n
0= /1 —f—(x(t) - chggj(t))dt = - ch /1 t—édt = — Z c;0;.
: ’ =1 =1 =1
Asi, cuando ¢ € [1,00), f(t) = + Y71 ¢;0; = 0 por lo cual p(t) = x(t) — f(¢) = 0, de

donde ¢ es idénticamente nula en R.. La discusion posterior al teorema 9.1 nos lleva a
una contradiccion.
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Capitulo 10

OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES FINALES

Nuestra principal conclusion es la continuidad de la funcién 11, ,, para ello fue necesario
introducir el concepto de funcién fina en un punto asi como el de polinomio exponencial.
Como consecuencia de la continuidad de II, , tenemos que para todo n € N la distancia d,,
es alcanzada. Concluimos también el hecho no trivial de que la sucesion (9, )ren €s estricta-
mente decreciente, y que por ende converge hacia un limite no negativo. El valor de este
limite es de suma importancia pues, debido al criterio de Beurling, 1a hip6tesis de Riemann
es equivalente al hecho de que este limite sea 0.

Es de importancia mencionar que el concepto de funcién fina resulta trivial si asumimos
también la continuidad de la funcién. En efecto, si u es continua y fina en su dominio en-
tonces u es idénticamente nula. ‘

Si bien logramos demostrar que los ceros no triviales de la funcidén ¢ se encuentran en la
franja 0 < o < 1, también existen zonas libres de ceros dentro de esta franja critica. En
efecto, usando su método de sumas exponenciales Vinogradov encontrd que la region

A
log% 7(loglog 7)
donde A > 0 es una constante, es libre de ceros de ¢ [Titchmarsh, 1986, §6.15].
En la misma linea de Beurling encontramos al criterio de Baez-Duarte [Baez Duarte, 2002].
Si tomamos H = L?(0, 0o;¢t™2dt) y denotamos e, (t) = p1,,(1/t), este criterio afirma que
la hipétesis de Riemann es equivalente a que la distancia

o>1

3 H
4

(l,,,, = diStH (X(l,oo): Vect(el, ey en))

converge hacia 0 cuando n tiende al infinito. Aqui aparece nuevamente la funcién de autocor-
relacién que definimos anteriormente. Tomando f(¢) = {¢} y H como en lineas anteriores
obtenemos

_1 0 Ly dt
A0 = [ g
Debido a una conocida formula de la geometria hilbertiana se tiene

Gram(ey, ..., €y, X(1,oo))

B2 =
o Gram(el, ey @'n,)




donde el producto escalar envuelto es el de /. En este cociente dos tipos de productos apare-

cen, a saber (e;, X(1,00)) ¥ (€, ¢;). La funcién A interviene en el segundo de ellos mediante

la formula L L
j 1
i ej) = —A(Z) = —A(=).
(e 4/> ; ( i ) ] ( ; )
Concluimos que si se desea estimar «,, mediante el cociente dado lineas arriba resulta nece-

sario profundizar el conocimiento de la funciéon A [Duarte et al., 2005].
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