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Resumen.-

El objetivo de este trabajo es analizar la continuidad de la función 

IIx,P: [0,1]n -t L2 (0,oo) 

(el, ... ' en) H Pvect(pol"···POn)(x), 

donde x es la función característica del intervalo (0, 1] en (0, oo), Po,,(s) = {~}para k= 

1, ... , n y Pvect(p"
1

, .. ,p"n) (x) es la proyección ortogonal de x sobre el subespacio vectorial 

generado por el conjunto {p01 , ... , Pon} en L 2 (O, oo). 
La elección de este operador es motivada por el criterio de Beurling que revela la duali

dad existente entre las propiedades de la función zeta de Riemann y las de la función parte 

fraccionaria. 

Comenzamos presentando la función (, el producto de Euler asociado a ella y demostrando 

su ecuación funcional. A continuación exponemos la prueba del criterio de Beurling, el cual 

nos proporciona una equivalencia para la hipótesis de Riemann en términos de la densidad 

en L2(0, oo) del espacio formado por las funciones f = 2::::~ 1 c;po; con 2::::~ 1 c.¡e.;. = O. 

Seguidamente caracterizamos la continuidad de un operador más general 

Hv: X x H -t H 

(x, y) H pVect(nl(:t), .. ,'tl.n{:l:)) (y), 

donde X es un espacio topológico, H un espacio de Hilbert y las funciones v.k : X -t H son 

continuas para k = 1, ... , n. Tal caracterización se da en términos de la convergencia débil 

de subespacios vectoriales de H. Introducimos la medida de Haar m de un grupo abeliano 

localmente compacto G, y damos condiciones suficientes sobre una función fE U(G, m) 

que garanticen la continuidad de 

-t l}(G,m.) 

(e¡, ... ' en) H Pvect(/ol'' .Jon)(Y), 

donde Jo"' es una dilatación de f para k= 1, ... , n y y E L2 (G, m). Finalmente, tomamos 

G = (O, oo), f ( t) = { i } , y = x y demostramos que en este caso se verifican las condiciones 

discutidas previamente. Esto establece la continuidad de Hx,p· 
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Resumen.-

El objetivo de este trabajo es analizar la continuidad de la función 

llx,p: [0,1]n -+ L2 (0,oo) 

(O¡, ... , On) ¡.......t Pvect(pe
1 

, ... ,pen) (X)' 

donde x es la función característica del intervalo (0, 1] en (0, oo ), Pe k ( s) = { ~} para k = 
1, ... , n y Pvect(Pal'"··,Panl(X) es la proyección ortogonal de X sobre el subespacio vectorial 

generado por el conjunto {Pa1 , ... , Pan} en U(O, oo ). 

La elección de este operador es motivada por el criterio de Beurling que revela la duali

dad existente entre las propiedades de la función zeta de Riemann y las de la función parte 

fraccionaria. 

Comenzamos presentando la función (, el producto de Euler asociado a ella y demostrando 

su ecuación funcional. A continuación exponemos la prueba del criterio de Beurling, el cual 

nos proporciona una equivalencia para la hipótesis de Riemann en términos de la densidad 

en L2 (0, oo) del espacio formado por las funciones f = 2:7=1 CiPei con 2:7=1 ci()i = O. 

Seguidamente caracterizamos la continuidad de un operador más general 

ITv: X x H -+ H 

(x, y) 1-+ pVect(ul(x), ... ,un(x)) (y), 

donde X es un espacio topológico, H un espacio de Hilbert y las funciones uk : X -+ H son 

continuas para k= 1, ... , n. Tal caracterización se da en términos de la convergencia débil 

de subespacios vectoriales de H. Introducimos la medida de Haar m de un grupo abeliano 

localmente compacto G, y damos condiciones suficientes sobre una función fE L1(G, m) 

que garanticen la continuidad de 

( fJ¡, ... , On) ¡.......t Pvect(Je
1 

, ... ,fen) (y)' 

donde fe k es una dilatación de f para k = 1, ... , n y y E L2 ( G, m). Finalmente, tomamos 

G = (O, oo), f ( t) = { ~}, y = x y demostramos que en este caso se verifican las condiciones 

discutidas previamente. Esto establece la continuidad de llx,p· 
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NOTACIONES 

Las letras N, Z, IR y e denotan al conjunto de los números naturales, enteros , reales y 
complejos respectivamente. 

Para el número complejo z = CJ + ÍT, los números reales 91:(s) := CJ, J(z) := T y lzl := 

J CJ2 + T 2 denotan respectivamente su parte real, su parte imaginaria y su módulo. 
Denotamos por lHl al conjunto {.z E e : J(z) > O} y por 1I' al conjunto { z E e : lzl = 1} 
Denotamos por H(U) al conjunto de las funciones complejas que son holomorfas en el abier
to U e e y por e(U) al cojunto de las funciones continuas en U. 
El espacio vectorial generado por los vectores v1 , ... , vn es denotado por Vect(v1 , ... , vn} 
Haciendo un abuso de notación, dado un número real a, denotamos por CJ < a al conjunto 
{ z E e : 91:( z) < a}. De igual modo tenemos los conjuntos CJ > a, CJ > a y CJ :s; a. 
La cantidad de primos en el intervalo [1, :r] es denotado por 1r(x). 
Dado un espacio topológico X y un subconjunto A e X, la clausura de A es denotada por 
A, y su frontera por DA. 
Para una función .fE H(U), denotamos por Z(f) al conjunto {z E e: .f(z) = 0}. Dado 
z E Z(.f) denotamos a su multiplicidad por m,(f, z). 
Escribimos .f ( x) = O (g ( :r:)) cuando x ___, :r:0 si existe l\1[ > O tal que 1 f ( :r:) 1 :s; l\1! 1 g ( :r:) 1 para 
todo :1: suficientemente cerca de x0 • 

Dados un álgebra de Banach X y un elemento x E X, denotamos por CJ(:r) al espectro de :x:, 

por p(.1:) al resolvente de :r: y por T,. ( x) a su radio espectral. 
Dada un álgebra de Banach X. Denotamos por 6(X) al conjunto de los homomorfismos 
complejos de X y al núcleo de <pe 6(X) lo denotamos por N(c.p). 
Dado un espacio topológico X. Una curva es una función continua":': [a, b] ___,X. El rango 

de 1 será denotado por "í* y su longitud por l ( 1). 
Dado un abierto U e C, el residuo de una función f : U ___, e en un polo z = a es denotado 
por Res(f, a). 
Sean ll = { u 1 , ... , Hn} y m = { v1 , ... , vn} subconjuntos de un espacio con producto inter
no H. El determinante de la matriz Gu = { ( v,.¡, u 1)} se denota por Gram( u 1 , ... , un) y se 

llama determinante de Gram de ll. El determinante de la matriz Gu,w = ( (v,i, v.¡) ) 1,¡;;i,j,¡;;n se 

denota Gram(ul, ... ''Un; vl, ... '1Jn) y se llama determinante bilineal de Gram de ll y m. 
Dados un espacio de Hilbert H, un subconjunto convexo y cerrado e ::/:- 0 y a E H. Denota
mos a la proyección de a sobre e por Pe( a). 



Dados dos conjuntos A, X con A e X: Denotatnbs por XA a la función característica de A. 
El conjunto de funcionales lineales continuas en un espacio normado )( es denotado por X. 
Sea f una función compleja definida en el espacio topológico X. Denotamos por Supp(f) 

al conjunto {.r. E C: f(.r.) =JO} y por Sop(f) al conjunto {x: E C: f(x:) =J 0}. 
Denotamos por G* al conjunto de caracteres del grupo topológico G. 
La parte entera y la parte fraccionaria de un número real :1: se denotan por L x J y { x} respec

tivamente, también denotamos p( x) = { ~}. 
Dadas j, g funciones complejas definidas en uh espacio con medida X. Escribimos f = g 
c.t.p para indicar que f(;¡;) = g(x) para todo :r, fuera de un conjunto de medida nula. 

Sea X un espacio con medida JJ., un número p ~ 1 y una función medible f tal que 
1 

.fx ifiPdJ.L < oo. Denotamos por II!IIP al número (.fx l!l 11dJ.L)7i. 

Dadas J, g funciones reales de variable real. Escribimos h(T) < g(r-) para indicar que 
h(r-) < g(r-) se verifica para todo r suficientemente grande. Si la misma desigualdad se 

verifica para alguna sucesión r-., -t oo escribimos h(T) < g(r). 
Sea f una función compleja definida en un abierto U. Denotamos por ll.1¡(r-) al conjunto 

sup{l.f(z)l: z E U, lzl = T}. 
Dados un espacio normado X y x E X. Escribimos Xn ----"" x para indicar que la suceción 

(xn) e X converge débilmente hacia x. 
Dados un espacio topológico X, un espacio de Hilbert H y una función v, : X -t H. Deci

mos que ·u. tiende débilmente hacia ·u.0 y lo denotamos por v.(x) ----"":c-t 3:0 u 0 cuando x tiende a 

xo si lím3:-txo f(u(x)) = .f(uo) para toda .fE X. 
Dada :r, t--+ V(::r) una aplicación del espacio topológico X en el conjunto de subespacios 
vectoriales del espacio de Hilbert H. Decimos que V ( x) tiende débilmente hacia O cuando 

x tiene a x0 , y lo denotamos V(.r.) ----"":r:-t:co O cuando para toda u : X -t H acotada tal que 
v.(x) E V(x) para todo;¡; E X, se tiene u(x) ----"":r:-t:co uo. 
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INTRODUCCIÓN 

Vamos a tomar las notaciones de [Titchmarsh, 1986] y de [de Ro ton, 2003]. La función 
zeta de Riemann es la función compleja definida por 

00 1 
((.s) = ¿ n-~, 

n=l 

para Dt(s) > 1, y extendida de manera meromorfa a todo el plano complejo con un único 
polo en s = 1 de residuo igual a l. Esta función satisface la ecuación funcional 

(1) ((s) = 28
7rs-l sen ~s1rf(l- s)((l- s), 

donde r es la función gamma de Euler. Otra ecuación funcional que involucra a la función 
zeta es la siguiente 

(2) ( (S) = ~ ( 1 -- S) , donde ( (S) = ~S (S - 1 ) 7f -- ~ f ( ~) ( ( 8) . 

También tenemos que 

(3) ~- es una función entera de orden l. 

En 1859 el matemático alemán Bernhard Riemann afirmó que los ceros no triviales de la 
función (pertenecen a la recta Dt(s) = ~·Este problema permanece abierto hasta el día de 
hoy. Riemann demostró que los ceros no triviales se ubican en la banda crítica O ::::; 91:( 8) ~ 
l. En 1896, el matemático francés Jacques Hadamard y el belga Charles-lean de la Valle 
Poussin probaron independientemente que ningún cero podía estar sobre la recta 91:( s) = 

l. Este fué un paso clave en sus primeras demostraciones del teorema del número primo. 
Hadamard también mostró que estos ceros son simétricos respecto a las rectas 91:( s) = ~ y 
J(s) = O. Esto llevó a concluir que los ceros deben estar en el interior de la banda crítica 
O < 91:( s) < l. En 1914, el matemático británico Godfrey Harold Hardy demostró que existe 
un número infinito de ceros sobre la recta Dt(s) = 1/2 ([Baltzersen, 2007, §2.4]). 

Teorema (Hardy). - La función t 1--7 ((1/2 + it) real con valores reales tiene infinitos 
ceros; es decir, la función ((s) tiene infinitos ceros en la recta Dt(s) = 1/2. 



La función zeta de Riemanrt guarda una relación estrecha con problemas relativos a la 
distribución de números primos. El teorema del número primo establece que 

l
' 7r(:J:) 
Hll--=1 

~r:-t oo li ( ;,¡;) 

donde 1r(.r) es la cantidad de primos en el intervalo [1, x] y li(.r) = .J~'X 1:(t) es llamada inte

gra/logarítmica. Riemann observó que el orden de la diferencia 1r ( :r:) - li ( :z:) depende de la 
distribución de los ceros de (alrededor de 9\(s) =~·Si la hipótesis de Riemann se cumple, 
entonces el término de error puede acotarse de la mejor manera posible. Concretamente, 
Helge von Koch demostró en 190 1 que 

1r(x) = li(x) +O ( y!Xln(x)). 

si y sólo si se cumple la hipótesis de Riemann. 
Observando la fórmula 

((s) 
S 

O< 9\(s) < 1 

donde { s} = s - l s J denota la parte fraccionaria de s, el matemático sueco Ame Beurl
ing, tuvo la idea que sería posible transladar la hipótesis de Riemann a una propiedad de la 
función parte fraccionaria. Sea B el subespacio de I} (O, 1) de funciones de la forma 

n 

f = 2:::::: C¡fJ(h con n E N, o < ei < 1, Ci E e para i = 1, ... 'n 
i=l 

donde p1ds) = {'º¡},y V el subespacio de funciones de B que verifican L:::~=l c.iei = O, 
tenemos siguiente resultado, debido a Beurling. 

Teorema. -La hipótesis de Riemann es cierta si y solo si V es denso en 1}(0, 1). 

En 1955, Beurling probó que esto equivale a mostrar que 1, la función característica del 
intervalo (0, 1), pertenece a la clausura de V en U(O, 1) (teorema 5.1). Así tenemos el sigu
iente resultado. 

Teorema. - La hipótesis de Riemann es cierta si y solo si 1 pertenece a la clausura de V 
en L2 (0, 1). 

Estos teoremas revelan la dualidad existente entre las propiedades la de función zeta y 
aquellas de la función parte fraccionaria, y son de interés para nosotros debido a la simpli
cidad del enunciado y su demostración. Esta se debe a la estructura de espacio de Hilbert 
existente en L2 (0, 1). Ambos enunciados son generalizados para 1 < p < oo, aunque en 
este caso la prueba se hace más complicada. El siguiente teorema es debido a Beurling 

[Beurling, 1955] 

Teorema. - Para todo número real p > 1las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
l. La función zeta de Riemann no tiene ceros en el semi plano 9\( s) > 1/ p; 
2. V es denso en LP(O, 1); 
3. La función constante 1 pertenece a la clausura de V en IP (O, 1). 

4 



En 1992 el noruego Atle Selberg introdujo un conjunto de funciones a las cuales se puede 
extender la hipótesis de Riemann, la clase de Selberg S. Las funciones de esta clase, por 
definición: 

- Son representadas por series de Dirichlet en el semiplano Dt(s) > 1; 
- Tienen un único polo en s = 1; 
- Satisfacen una ecuación funcional similar a (2). 
La hipótesis de Riemann se extiende a funciones en esta clase. En efecto, se conjetura que 

los ceros no triviales de F E S, al igual que los de la función (, se encuentran sobre la recta 

Dt(s) = ~· 
Existen resultados más recientes relativos a la equivalencia formulada por Beurling, en

tre los que podemos mencionar lo demostrado en el 2000 por Luis Báez-Duarte, Michel 
Balazard, Bemard Landreau y Eric Saias ([Duarte et al., 2000]). 

Teorema. - La hipótesis de Riemann es cierta si y solo si la función característica del 
intervalo (O, 1] pertenece a la clausura de B en L 2 (O, oo). 

Este último criterio, así como el de Beurling (teorema 5.1 ), son el punto central de esta 
tesis. 

El contenido de este documento se divide en dos partes, teniendo al capítulo 5 como un 
nexo entre ellas. 

En la primera mitad presentamos resultados básicos relativos a la función zeta. En el 
capítulo 1 hallamos preliminares que se utilizan a lo largo del texto. En el capítulo 2 de
mostramos el teorema de factorización de Weierstrass para funciones enteras, definimos las 
funciones de orden finito y demostramos que para estas últimas la factorización de Weier
strass puede ser significativamente mejorada (teorema 2.10). En el capítulo 3 definimos la 
función zeta, mostramos que ella puede ser expresada como un producto infinito, que admite 
una extensión mero morfa con polo simple de residuo 1 en s = 1 que satisface ( 1 ). El capítulo 
concluye con la demostración de (3). 

El capítulo 5 tiene como objetivo demostrar la equivalencia de Beurling para la hipótesis 
de Riemam1 (teorema 5.1). Un paso clave en la demostración es la igualdad 

1·1 8-1 o os((s) 
{ 0 j:r;} :r; rLr = --

1 
-··· , 

s- s . o 

donde Dt(s) > 1/2 y O< O< l. 
El objetivo de la segunda parte del documento es demostrar el siguiente resultado. 

Teorema. -La función I1x,p: [0, 1f' -t I}(O, oo) definida por 

nx,p((a1, ... , etn)) = Pvect(P<>¡, ... ,p,,.)(X), 

es continua. 

Con este fin, en el capítulo 6 introducimos un operador más general 

Ilv: X x H -t H 

(x,y) H I1(Vect(u1(.r,), ... ,un(:r;)),y ), 
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donde H es un espacio de Hilbert, y las v,k son funciones definidas en un espacio topológico 
X con valores en H. Definimos la convergencia débil hacia O cuando :r tiene a 1:0 para una 
aplicación:¡; 1----t V(:r) de X en el conjunto de subespacios vectoriales de H denotada por 
V ( :r) ___,. ~:-H;o O, y demostramos el siguiente resultado 

Teorema. - Sea Xo E X, y sea 'P E {1, ... 'n} el rango de { 'Uk(xo) r~·=1' Supongamos 
que el conjunto {·uk(x0) }~=1 sea linealmente independiente. Entonces las siguientes afirma
ciones son equivalentes: 

l. I1v es continua en (xo, Yo), para todo y0 E H. 
2. Para todo x: E X, existe un complemento de Vect {'tL1 (:r), ... , v,P( x:)} en 

Vect{u1 (x), ... , un(x)} denotado por W(:r), tal que W(x) ---'O cuando :r tiende a x0 . 

En el capítulo 7 analizamos la continuidad de Ilv cuando H = L2 (Y, J.L), donde (1.~", 9J1, M) 
es un espacio con medida. Para ello damos la definición de soporte algebraico de una función 
medible f : Y -t C, introducimos el concepto de función .fina en un punto y de familia 
completa. Finalmente demostramos el teorema que permite concluir la continuidad de IIv. 

Teorema. - Sea p E {1, ... , n} el rango de {'u~;:(:r0 )} ::=1. Supongamos que el conjunto 

{u k ( x0 )} ~=1 sea linealmente independiente. 
Sean cp1 , ... , cpm elementos de NI que verifican 

l. Vect(cp1 , ... , cpn) n H ={O}; 
2. Existe una familia completa (E ex) a EA de elementos de 9J1 tales que X Ba cp k E H para 

todo k = 1, ... , n, y todo o: E A. 
Sean .f1 , ... , JIJ funciones de X en M finas en x 0 . Supongamos que para todo :e E X existe 
un complemento vV ( x) de Vect (u1 ( x), ... , v.,, ( x)) en Vect (u1 ( :-r), ... , ·u.n ( x:)), que está con

tenido en 
Vect(cp1 , ... , cpm., .fi(:r;), ... , fq(:-r)). Entonces, IIv es continua en (:r0 , y0), para todo y0 E 

H. 

En el capítulo 8 analizamos la continuidad del operador II v en el caso particular que las 
funciones u k son dilataciones de una función f. Finalmente, en el capítulo 9 establecemos la 

continuidad de la función Ilx,p· 
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Capítulo 1 

PRELIMINARES 

1.1. Funciones holomorfas 

Trabajaremos con funciones complejas definidas en subconjuntos del plano complejo. La 
siguiente definición es nuestro punto de partida. 

Definición 1.1. - Sea una función compleja f definida en el abierto U e C. Si z0 E U y 

l
, .f(z) - .f(zo) 
lill -----

z-+zo Z- Zo 

existe, decimos que la función es derivable en z0 y denotamos al límite por f'(z0 ). Si existe 
.f' ( z0 ) para cada z0 E U decimos que fes holomorfa en U. 

El conjunto de las funciones .f : U -+ e holomorfas en un abierto U e e será denotado 
por H(U). 

Denotaremos con D,.(z0 ) al disco centrado en z0 y con radio T, es decir: 

D,. ( Zo) = { z E e; 1 z - Zo 1 < T} . 

Definición 1.2. - Se define el radio de convergencia de la serie de potencias 2.::: a11 xn por 

1 
R = n/1:1' 

lírn sup y lanl 
Convenimos que R = O cuando la sucesión ( ~) no es acotada y R = oo cuando tiende 
hacia cero. 

CX) 

Es un resultado conocido del análisis que la serie L an(z ········ z0t· converge absoluta y 
n=O 

uniformemente en compactos en D R ( z0 ), y diverge si 1 z -- z0 1 > R [N oguchi, 1988, Theorem 
2.4.3). 

Definición 1.3. - Decimos que f : n -+ e es analítica si para todo Zo E n la función f 
puede ser expresada como una serie de potencias alrededor de z0 . Es decir, existe r > O y 
( an)nEN e e tal que 

00 

f(z) = L an(z- zo)11
, 

n=O 



para todo z E Dr(zo). 

Demostración. [Noguchi, 1988, Theorem 2.4.3]. o 
Los siguientes resultados muestran la equivalencia entre los conceptos de función halo

morfa y analítica. 

Teorema 1.1. - Si fes analítica en n, entonces f E H(n) y f' también es analítica en n. 
De hecho, si 

00 

f(z) = :¿: an(z- zar, 
n=O 

para todo z E Dr ( z0 ), entonces para estos z tenemos 

00 

f'(.z) = L nan(z- zo)n- 1
. 

n=l 

Demostración. - [Rudin, 1987, Theorem 10.6]. o 
Teorema 1.2. - Para todo abierto n e e, toda f E JI ( n) es representable por una serie de 
potencias. De hecho, si z0 E n entonces f puede ser expresada corno una serie de potencias 
alrededor de z0 . Además, el radio de convergencia de esta serie es el supremo de aquellos 
r > O tales que D1.(zo). 

Demostración. [Rudin, 1987, Theorem 10.16]. o 

Definición 1.4. - Sea X un espacio topológico. Una curva en X es una función --y: [o, ;3] --+ 
X continua. Denotaremos el rango de 1 por 1* = ~r([a, bl). Si l(et) = 1(;3) decimos que 1 
es una curva cerrada. 

Un camino es una curva 1 : [a, ;3] --+ C que además es continuamente diferenciable por 
partes. Es decir, existe un conjunto finito {s,i}j=o con ex = s0 < s1 < · · · < sn =¡)tal que 
la restricción de~~ a [si-__ 1 , sj] es diferenciable, para cada j = 1, ... , n. 

Definición 1.5. - Si h = v, + iv con v., ·u : [a, b] --+ IR continuas, definimos 

//¡ /'/¡ ¡·/) 
.fa h(t)dt, = . r1. u(t;)dt + i. 

11 

v(i;)dt, 

donde las integrales en el lado derecho son de Riemann. Ahora bien, sea ~¡ un camino y 

.f : U --+ e una función continua en -y* e U, definimos la integral de f sobre 1 como 

1 f(z)dz = t J(?(t))'y'(t)dt = t, .(, J(?(t))'y'(t)dt. 

Es fácil ver que 

(4) / .f(()d( ~ IIJ-rlloo ¡·fJ lf'(t)idt, .!, 0: 

donde llf-rlloo = sup{ j.f(z) 1, z E --y}. La integral en la parte derecha de la desigualdad se 

conoce como la longitud de la curva 1, y se denota por l h). 
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Ahora presentamos el teorema de Cauchy. Utilizaremos el siguiente lema, cuya demostración 

puede ser encontrada en [Rudin, 1987, Theorem 10.13]. 

Lema 1.1. - Sea l1 un triángulo cerrado contenido en un abierto O e C, p E O y una 

función f E H (O \ {p}) continua en p. Entonces 

{' .f(z)dz =O . 
.lat. 

Teorema 1.3 ( Cauchy). - Sea O un abierto convexo, p E n y una función f E H ( n \ {p}) 
continua en p. Entonces 

{' .f(z)clz =O, 
.!'Y 

para cualquier camino cerrado con 'Y* e n. 

Corolario 1.1. - Sea O un abierto convexo, pE O y una función f E H (0\ {p }) continua 
en p. Si 

F(.z) = {' .f(()d(, 
./¡u,z] 

en donde a E 0 es un punto fijo, entonces .F''(z) = .f(z) para todo z E 0. 

Teorema 1.4 (Morera). - Sea .f una función continua en un abierto n e e tal que 

{' f(z)dz =O 
.fa~.:; 

para todo triángulo 6. C n, entonces .f E H(O). 

Demostración. [Rudin, 1987, Theorem 1 0.17]. o 

Definición J. 6. - Diremos que un conjunto n e e es una región si este es conexo y abier
to. De ahora en adelante, a menos que se especifique lo contrario, la letra n denotará una 
región. 

Dado un conjunto X E e sabemos que este puede ser expresado como unión disjunta 
de sus componentes conexas. Si X es abierto, también lo son sus componentes y además la 
unión es disjunta y numerable. 

Para la demostración del siguiente teorema vea [Rudin, 1987, Theorem 1 0.18]. 

Teorema 1.5. - Sean una región, .fE H(O) y 

Z(.f) ={a E 0/f(a) = 0}. 

Entonces se verifica sólo una de las siguientes afirmaciones: 
1. Z(.f) = n; 
2. Z(.f) no tiene punto de acumulación en n. 

En el segundo caso para cada a E Z(.f), existe un único número natural m= m( a) tal que 

f(z) = (z- a)mg(z), 

donde g E H(O) y g(a) =1- O. 
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Definición l. 7. - Si a E n y f E H ( n \ {a}) entonces se dice que f posee una singular
idad aislada en el punto a. Si f puede ser definida en a de tal manera que la nueva función 
sea holomorfa en n, se dice que a es una singularidad removible. 

De ahora en adelante usaremos D~. (a) para denotar la bola reducida con centro a y radio 
r, es decir 

n:.(a) = DT(a) \{a}. 
Para la demostración del siguiente teorema vea [Rudin, 1987, Theorem 10.21]. 

Teorema 1.6. - Si a. E n y f E H(i1 \ {a}), entonces sólo una de las siguientes afirma
ciones se verifica: 

1. f tiene una singularidad removible en a; 
2. existen números complejos c1 , · · · , cm con cm =!= O tal que 

m. 

f(z) - "'"' ck 
~ (z- a)k 
k=l 

tiene una singularidad removible en a; 
3. si T >O y DT(a) en, entonces f(D~.(a)) es denso en C. 

En el caso (b) se dice que f tiene un polo en a y la función 
'ffl, 

I:cA:(z- a)-k 
k=l 

es conocida como la parte principal de f en a. En este caso se tiene que lírn 1 f ( z) 1 = oo 
z---+u. 

En el caso (e) se dice que .f tiene una singularidad esencial en a. Un enunciado equivalente 

a (e) es: 
e') Para cada número complejo w, existe una sucesión (zn)nEN tal que lün Zn = a y 

lím f(:zn.) = w. 

Definición 1.8. - Si a E n, f E H ( n \ {a}) y f tiene un polo en a con parte principal 

rn 

k=l 

Llamamos al número c1 residuo de .f en a y lo denotamos por 

c1 = Res(!, a). 

Teorema l. 7. - Sea una región n E C. Dadas .f, g E H(n), g no idénticamente nula. 
Entonces las singularidades de f f.q son removibles o polos, y están contenidas en Z (g). 

Demostración. Definamos h: n \ Z(g)--+ <C, por h(z) = f(z)jg(z). Dado .zo E 0: 
- Si g(z0 ) =f O entonces hes diferenciable en z0 . 

- Si g(z0 ) = O, entonces por el teorema 1.5 g(z) = (z - z0 )mg1 (z), donde m ~ 1, 
g1 E IJ(n), y g1(z) =!=O. También tenemos que f(z) = (z- z0 )nh(z), donde n ~O, 
hE IJ(n), y fi(;:::) =!=O. Si definimos h1 (z) = h(z)/g1(z), tenemos que h1 E IJ(D), 
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y que h1(z0 ) =JO. Luego podemos expresar a h1 bajo la forma de una serie de potencias 
alrededor de z0 , es decir 

00 

(5) h1(z) = 2::: cn(z- zo)n, 
n=O 

en donde c0 = h1 (zo) =J O. 
Tenemos que h(z) = (z- z0 )m-nh1(z). Si m= '11, entonces definimos h(z0 ) = c0 , 

y h tiene una singularidad removible en z0 . Si rn < n, entonces de (5), h tiene un polo 
de orden n- rn en z0 . Finalmente, si m > n, entonces definiendo h(z0 ) =O, se llega a 
que h tiene una singularidad removible en z0 . 

o 

Definición 1.9. - Una función entera es una función holomorfa en todo el plano complejo. 

Teorema 1.8 (Liouville). - Toda función entera y acotada es constante. 

Demostración. [Rudin, 1987, Theorem 10.23]. o 

Teorema 1.9. -Si fE H(DR(a)) y [f(z)[ :;:;; 1\4 para todo z E DR(a), entonces 

[f(n)(a)[:;:;; n;;~-" 
para todo n E N. 

Demostración. [Rudin, 1987, Theorem 10.25]. o 

Definición 1.10. - Decimos que una sucesión Un)nEN de funciones en n converge hacia f 
uniformemente en compactos en n si para todo compacto K e n y todo E > O existe N E N 
tal que sin> N, entonces para todo z E K, lf~~(z)- f(z)l <E. 

Teorema 1.10. - Supongamos que fn E H(n), paran= 1, 2, ... , y que fn ~ f uniforme
mente en compactos en n. Entonces fE H(n) y f:, ~ f' uniformemente en compactos en 
n. 

Demostración. [Rudin, 1987, Theorem 10.27]. o 

Definición 1.11. - Sean e e un abierto. Una función u: n ~e se dice armónica sobre 
n si u es de clase C 2 y verifica la siguiente igualdad 

fiv, éPu 
-+-=0 
fJx2 fJy2 · 

La demostración del siguiente teorema puede ser hallada en [Remmert, 1991, §1.3.3]. 

Teorema 1.11. - Si f una función holomorfa en una región n que sólo asume valores reales 
ó que sólo asume valores imaginarios puros, entonces f es constante en n. 

Sea una función f = u + ív, con u, V : n ~ lR. y n e e abierto. Si f es holomorfa 
en n, las ecuaciones de Cauchy-Riemann implican que las funciones u y v son armónicas 
([Remmert, 1991, §1.2.4]). 
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A continuación demostramos un resultado debido a los hermanos Nevanlinna. Antes pre
sentamos el siguiente teorema. 

Teorema 1.12. - a) Sea u : n --+ e una función armónica donde n es un abierto conexo. 
Si u alcanza su máximo en en algún z0 E n, entonces v. es constante. 

b) Sean n un abierto conexo y u es una función continua en n, armónica en n. Si 
suponemos que u no es constante en n, entonces el máximo de u en n se alcanza en 
an. 

Demostración. [Lang, 1999, p. 261, Theorem 3.4] o 
Si aplicamos el teorema anterior a -u concluimos que ambos enunciados son válidos si 

reemplazamos la palabra máximo por mínimo. 
Sean= {z E e: lzl < r, J(z) > 0}. Definimos u: n \ {-r, r}--+ e por 

(6) ' 2 ( y y ) 'n(~r; + zy) =; arctan r + :r + arctan T _ :r; 

Un cálculo directo muestra que ·u es armónica en n y que 

( ) { 
1 si 1 zl = r, 

'U Z = 
O si J(,z) = ,O 

La función V = 1 -·- 7). es armónica en n y que 

{
O si lzl=r. 

v(z)= 1 si J(z)=O. 

Lema 1.2. - Sean = {z E e : lzl < T }, f E H(~2) n C(n) de modo que f tiene una 
cantidad finita de ceros en n. Supongamos que existen constantes M 1, lv12 > O tales que 
\f(z)\ :::;; 1111 cuando lzl = r y \f(z)\ :::;; 1112 cuando J(z) = O. En este caso, para todo 
z E n \ Z (f) tenemos que 

loglf(z) \ :::;; u(z) log 1\11 + v(z) log J\12, 

donde u viene dada por ( 6) y v = 1 - u. 

Demostración. Un cálculo directo muestra que log 1 f ( z) 1 es armónica. Así, la función 

h(z) = u(z) log M1 + v(z) log 1\12 - loglf( z) 1 

es armónica en n excepto en los ceros de f, donde h(z) --+ oo. Además 

l ( ) 
_ { log lvf1 --log\f(z) 1 si lzl = r, 

/, z - 1 1 . log M2 -- log f(z) Sl J(z) =O. 

En ambos casos h(2:) ~ O. Debido a que n \ Z(f) es conexo, el teorema 1.12 nos permite 
concluir que h(z) ~O para todo z En\ Z(.f), de donde se sigue el resultado. O 

Si .f : S1 --+ e definimos 

l\-lr(1·) = sup{lf(z)\: z En, lzl = 7·}. 
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Denotamos por lHI al conjunto de números complejos con parte imaginaria positiva 

lHI = { z E C: J(z) > 0}. 

Teorema 1.13 (Nevanlinna). - Sea fE H(D), donde lHI e D y 

, 
1
, f.log M1· (T) 

"'= nnm. . 
?"--too T 

Supongamos además que !f(z)!:::;; 1 cuando J(z) =O. Bajo estas hipótesis 

!f(z)!:::;; exp (~Al/) 
para todo z E IHI. 

Demostración. Sea DT = {z E lHI: !z! < T }. Tenemos que !f(z) 1 :::;; M¡(r) cuando !zl = T 

y !f(z)! :::;; 1 cuando J(z) =O. Por el lema anterior concluimos que para z En,.\ Z(.f) 

logif(z) 1 :::;; u(z) log .M(T), 

donde 
2 ( y y ) u(z) =- arctan -- + arctan -- . 
1r r+x r-x 

Ahora bien 

Y 00 (-1)n y2n+1 Y 00 (-1)n y2n+l 
arctan--=~ =--+~ . 

T + x L 2n + 1 (T + x) 2n+l T + x L 2n + 1 (r- + x)2n+l 
n=O n=1 

Tomando T suficientemente grande (r > x ), vemos que 

, , ( 1 ) , 
00 

. xn , ( 1 
00 

xn ) _.lJ_ = !!._ = !!._ ( -1)'~~-· = !!._ 1 +- ( -1)n-.- = !!_ + 0(1/r2 ). 
T +X T 1 + ~EjT T 2:: Tn T T L Tn-l T 

n=O n=1 

Además 
00 (-1t' y2n+1 1 1 00 (-1)n y2n+1 
~ . = - ~ = 0(1/T2

), 
L 2n + 1 (r- + x)2n+1 r-2 (1 + xjr-)2 L 2n + 1 (T + x)2n-1 
n=l n=l 

cuando r ~ oo, por lo tanto 

arctan _Y_. = ~ + 0(1/r-2). 
T + :r r 

De manera análoga se demuestra que 

arctan _Y_ = ~ + 0(1/T2). 
T- X T 

Así, 
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Sea (T ) una sucesión tal que T. -+ oo y A = lírn Iog.M(Tn). Tomando T = T,-1• en la 
n n ' · n--+oo Tn 

desigualdad anterior y haciendo n -+ oo concluimos que 

4A 
loglf(z)l ~-y 

1T 

para .z E n.,. \ Z (!) lo cual nos permite concluir la prueba. 
En el teorema anterior se puede demostrar que A~ O [Hille, 1962, §18.4]. 

o 

Corolario 1.2. - Sea U= {z E C: 9t <o:} y .fE H(n) donde U en. Supongamos que 
. existe M > O tal que l.f ( z) 1 ~ M cuando 91.( z) = o:. Entonces existe A ~ O tal que 

(7) l.f(o-+ir)l ~ M"exp (--~A(O"-cv.)) 
para todo O" < a:. 

Demostración. La función F(z) = 11
1
1
f(a + iz), verifica las condiciones del teorema ante

rior. Por lo tanto, tomando 

tenemos que 

es decir 

, 
1
, . f.log MF(r) 

0 /\ = llll lil ~ 
r-+oo r 

4A 
IF(z) 1 ~ exp(-y), 

1T 

4A 
lf(a: + iz)l ~M exp(-y). 

1T 

Si z = x + iy entonces a:+ iz = a:- y+ ix, haciendo el cambio O" = cv. -y, T = x en la 
desigualdad anterior obtenemos (7). O 

1.2. Convergencia débil de sucesiones, funciones y espacios vectoriales. 

En esta sección introduciremos el concepto de convergencia débil de sucesiones y de fun
ciones, sus propiedades principales, y veremos la relación entre ambos. Se trabajará en un 
espacio vectorial normado X. El conjunto de la funcionales lineales continuas de X será de
notado por X. 

Definición 1.12. - Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad que toda sucesión de 
Cauchy converge, entonces decimos que es un espacio métrico completo. 

Definición 1.13. - Sea X un espacio normado. Definimos la distancia entre dos puntos x, 
y E X por d(x, y) =llx- yJJ. Si (X, d) es un espacio métrico completo, entonces decimos 
que X es un espacio de Banach. 

Definición 1.14. - Sea un espacio con producto interno X. Definimos la norma de x E X 
por llxll = (:r, :r,) ~.Si X es completo con la métrica derivada de esta norma entonces decimos 
que X es un espacio de Hilbert. 
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Definición 1.15. - Sea X un espacio vectorial normado y (:.cr,)nEN una sucesión de elemen
tos de X. Se dice que tal sucesión converge débilmente hacia :e E X, y se denota Xn -' :e, 
Sl 

.f(:r:,.,) -7 .f(:r:) 

para toda funcional lineal continua .f. 

Para evitar ambiguedades, en caso sea necesario, la convergencia usual será llamada con
vergencia fuerte. 

El límite débil de una sucesión es único, pues si 

entonces 

.f(:rn) -7 .f(x) y .f(:r:,.,) -7 .f(y), 

para toda funcional lineal continua. Como la convergencia fuerte lleva a un único límite, 
tenemos que 

.f(:r;) = .f(y), 

o equivalentemente 

f(x- y)= O 

para toda funcional lineal continua. Se deriva de esto que x-y = O (ver [Bachman, 2000, 
§12.1]). 

La demostración de los dos siguientes teoremas puede ser hallada en [Bachman, 2000, 
§14.1]. 

Teorema 1.14. - Sea X un espacio vectorial normado y (xn) e X una sucesión en tal 
espacio. Cada una de las afirmaciones listadas implica la siguiente: 

l. La sucesión .Tn converge fuertemente hacia :r:; 
2. la sucesión Xn converge débilmente hacia :r:; 
3. la sucesión Xn es acotada. 

Teorema 1.15. - Sea (xn) una sucesión acotada de vectores de un espacio vectorial nor
mado X. Supongamos además que .f(xn) -7 f(x) para todas las funcionales lineales f que 
pertenecen a un conjunto A, verificando que 

Vect(A) =X. 
En esta situación Xn -' :x:. 

En lo que sigue, X denotará un espacio topológico y .r-0 un elemento de X. 

Definición 1.16. - Sea B:~:a un conjunto de vecindades de :z:0 • Decimos que B~,0 es un sis
tema fundamental de vecindades si para cada vecindad V de x0 existe U E B:~:0 tal que 
U e V. 

Vamos a suponer que x 0 admite un sistema fundamental numerable {Vn} de vecindades 
y que cada una de esas vecindades contiene propiamente a x0 . Si tomamos U1 = V1, fh = 
U1 n V2 e inductivamente tomamos Un = U11 _ 1 n Vm obtenemos un sistema fundamental 
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numerable {Un} de vecindades de :¡;0 que satisface Un.+l e Un. Además, como cada Un. es 
una vecindad de x 0 , existe Vk., tal que Vk:n e Un. Así, cada Un contiene propiamente a 1:0 • 

En las siguientes definiciones introducimos la noción de convergencia débil de funciones. 

Este concepto nos permitirá caractarizar la continuidad de un operador que introduciremos 

en la siguiente sección. 

Definición 1.17. - Dada la función u : X -t H, decimos que u converge débilmente hacia 

u0 cuando x tiende a x0 si 

lírn f(u(x)) = f(uo) 
:r:->:r:o 

para toda funcional lineal continua f. Denotamos u(:r:) -':r:->:r:o uo. 

Como H es un espacio de Hilbert, si f es una funcional lineal continua, por el teorema de 
representación de Riesz (ver [Bachman, 2000, §12.4]) existe z¡ EH tal que f(x) = (:¡;, zf) 

para todo x E H. Luego u converge débilmente hacia u0 cuando x tiende a :¡;0 si 

lím (u(:r), y) = (uo, y) 
:v->:vo 

para todo y E H. 

Definición 1.18. - Sea :r f---7 V(:r) una aplicación de X en el conjunto de subespacios 
vectoriales de H. Decimos que V(:r) converge débilmente hacia O cuando 1: tiene a :c0 , y lo 

denotamos V(x) -':r:->~:o O cuando para toda 'U: X -t H acotada tal que u(:r) E V(1:) para 

todo x E X, se tiene u(1:) ---'-:r:->:r:o O. 

Si W(x) e V(:1.:) para todo x E X, y si V(.'L) -':v->:r:o O entonces W(x) -'x->:r:o O 
El siguiente teorema relaciona el concepto de convergencia débil de sucesiones con el in

troducido en la definición 1.1 7. La existencia del sistema fundamental numerable de vecin

dades es crucial en la demostración del mismo. 

Teorema 1.16. - Sea u : X -t H. Tenemos que u(:r:) ····-'-:r:--->:¡;0 uo si y solamente si 

1J,(:rn) --"n->oo u 0 para toda sucesión (:Dn) convergente hacia :r0• 

Demostración. Sea (xn) una sucesión convergente hacia x0 . Sea f una funcional lineal con
tinua; como lírn f(u(x)) = f(u 0 ) tenemos que lírn f(u(xn)) = f(u 0 ), luego u(xn)-' 'l.Lo. 

:r:->:J:o n->oo 

Supongamos ahora que u no converge débilmente hacia u0 cuando :e tiende a x0 . En ese 

caso existe una funcional lineal continua f y una vecindad Vt(v.o) de .f(u0 ) tal que para toda 

vecindad Vro de x 0 podemos hallar y E ~o\ {:r0 } con f (u(y)) tj:. V¡(v.o). Como Xo admite un 
sistema fundamental de vecindades {Vn} podemos hallar :rn E Vn. tal que .f (u(:cn)) tj:. Vt(·uo)· 
Como VH1 e%: tenemos que Xn converge a :r0 mas .f(u(x,.J) no converge hacia .f(uo), lo 

cual es una contradicción. O 

Ahora vamos a enunciar algunas propiedades de la convergencia débil que se derivan de 

las análogas en el caso de convergencia débil de sucesiones. 

Teorema 1.17. - Sea u : X -t Huna función que tiende débilmente hacia u0 cuando x 
tiende a :r0 . Entonces u es acotada en una vecindad de x0 . 
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Demostración. Si u no es acotada en una vecindad de x0 , entonces para cada abierto Vn en 
el sistema fundamental de vecindades podemos hallar :rn E 1~, tal que iiu(:z;n) 11 > n. Así, Xn 

converge hacia .1:0 mas ('u.(:r:n)) no es acotada, luego (n(:rn.)) no converge débilmente por el 
teorema 1.14. Usando el teorema 1.16llegamos a una contradicción. o 

Ahora bien, si v.(x) -··-',1:-+:1:0 v.0 , y lírn v(:r:) = v0 , entonces lím (u(.T), tJ(x)) = (u0, v0). 
~;-+:J:o x-+~;o 

En efecto, 

11\v.(:r:),tJ(x)) --· (t¡,o,vo)ll::::; 11\v.(:r:),?!(:r:) -- vo)ll + ll\v.(x),vo)- (·u.o,vo)ll 

::::; iiv. ( .T) 1111 v ( :r) --- vo 11 + 11 ( v, ( :r) , V o) - ( tto , V o) 11· 

Como u es acotada en una vecindad de :r.0, lím v(x) = v0 y lím (v.(x), v0 ) = (v.0 , v0), 
:1:-+:¡;o ~:-+:J:o 

conclurhos que el lado derecho de la desigualdad anterior tiende a O cuando :r tiende a :r0 . 

Teorema 1.18. - Sea v. : X -+ Huna función acotada en una vecindad de :r0 , y v.0 E H. 
Supongamos que la igualdad lím (u( x), y) = ( v.0 , :IJ) se verifica para todo y E Y, donde 

:J:-'t:I:o 

Vect(Y) =H. 

BaJo estas condiciones u( :r) ----'- u0 cuando :r tiende a :r0 . 

Demostración. Sea una sucesión (:en) convergente hacia :r:0 . Si demostramos que v.(:r:n) --' 
. 11.0 , el resultado queda establecido en virtud del teorema 1.16. Como ·u. es acotada en una 
vecindad de 1:0 la sucesión u(:r:n) es acotada. Definamos cjJ: H-+ ff, por cjy(y) =fu, donde 
f 11 (:r.) = (.1:, y), para x E H. Tenemos que cjJ es inyectiva, sobreyectiva (esto se debe al 
teorema de representación de Riesz), c/J(:r +y) = c/J(:r) + cjy(y) y c/J(o::r) = acjJ(:r). También 
se verifica que lic/J(y)li =IIYII- Luego, si A= {f11 E fi: y E Y}, tenemos que Vect(A) = 
Vect(cjJ(Y)) = 4J(Vect(Y)) = 4J(H) =H. Así, de la hipótesis, tenemos que lírn .f(u(x:~~,)) = 
f ( v.0 ) para todo .f E A, y del teorema 1.15 resulta que u ( Xn) ----'- u0 . O 

Definición 1.19. - Sea u: X-+ H. Decimos que u 0 E Hes un valor de adherencia débil 
de v. cuando x tiende a x0 si existe una sucesión (:rn) e X que converge hacia x0 , tal que 
v.( :T.;·¡.) --'-n-+oo Uo · 

Para la demostración del siguiente teorema consulte [Schwartz, 1979, § 13]. 

Teorema 1.19. - Sea u: X -+ H acotada en una vecindad de :r:0 • El conjunto A de valores 
de adherencia débiles de u cuando x tiende a :r0 es no vacío .. Si A= {u0} entonces v.(:r:) --'
u0 cuando x tiende a x0. 

Definición 1.20. - Un conjunto A en un espacio topológico se dice CJ-compacto si es unión 
numerable de conjuntos compactos. 

1.3. Definición y propiedades elementales de las álgebras de Banach. 

Definición 1.21. - Un álgebra de Banach es un espacio de Banach X sobre los números 
complejos, donde se define una multiplicación que verifica 
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a) :r(yz) = (xy)z 
b) x:(y + z) = xy + xz, (:r + y)z = ~rz + yz, 
e) o{ry) = (cr:r)y = ;¡;(o:y), 

d) llxYII ~ll:riiiiYII· 
para todo 1;, y, z E X y o: E C 

Si además X contiene un elemento e tal que llell = ly 
e) 1:e = ex = .1:, 

para todo :r E X, decimos que X es un álgebra de Banach con identidad. 

La desigualdad (d) implica que la multiplicación es continua. En efecto, si Xn -+ x y 
Yn -+ y, de la identidad 

:r.n.Yn- xy = (xn- .x)yn + x('yn- y), 

se concluye que XnYn -+ xy. 

Definición 1.22. - Sea X un álgebra de Banach y cp X -+ Cuna funcional lineal no 
nula. Si 

cp(1:y) = cp(x )cp(y), 

para todo 1:, y E X, decimos que cp es un homomorfismo complejo. 

Definición 1.23. - Sea X un álgebra de Banach con identidad. Decimos que :r E X es 
invertible si existe y E X tal que 

~ry = yx =e. 

En este caso decimos que y es la inversa de :1:. El conjunto de los elementos invertibles se 
denotará por U. Es fácil ver que la inversa de un elemento es única. 

Teorema 1.20. - Si cp es un homomorfismo complejo en una álgebra de Banach con iden
tidad, se tiene: 

1) cp(e) = 1; 
2) cp( x) =/= O para todo ;¡; E U. 

El ítem (b) del siguiente teorema implica que todos los homomorfismos complejos son 
continuos. 

Teorema 1.21. - Sea X una álgebra de Banach con identidad y x E X con ll:rll < l. 
Entonces 

a) e - x es invertible y 

N oo 

(e ...... :r; t·l = 1í m "'""' J;n = "'""' J:·n; 
N ~oo L._.,¿ ~ 

n=O n=O 

b) 1 cp ( x) 1 ~ 1 para todo homomorfismo cp en X. 

Demostración. Como llxll < lla serie I:~=oll:rlln converge. Por tanto, sean sN = L::=o xn 
y tN = I:;~=ollxlln. La sucesión (tN )NENes convergente, y por ende de Cauchy. Así, dado 
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t: > O, si 1\11 > N 

para M, N suficientemente grandes, luego la sucesión (sN )NEN es de Cauchy, por lo cual 

converge. 

Sea s = lím s N, tenemos 

y como llxlln converge hacia cero, de la continuidad de la multiplicación 

(e- :r)s = lírn (e-- :r)sN =e. 
N-too 

Análogamente se demuestra que s (e - x) = e. 
Ahora bien, sea <p un homomorfismo en X, como e -- cp( :r) 1.r- E N ( <p) del teorema 1.21 

concluimos que e---- cp(:r)-1 :r: no es invertible, por lo cuallcp(;¡;)- 11 :;:: 1, es decir lcp(:r:)l :::;;; l. 
o 

Sea <p un homomorfismo complejo en X, como 

ll<fJII = sup lcp(x)l, 
ll:r:ll<1 

del ítem (b) del teorema anterior 11 <p 11 :::;;; 1; como <p (e) = 1 se concluye que 11 <p 11 = l. 

Teorema 1.22. - Sea X un álgebra de Banach con identidad. 

a) El conjunto de los elementos invertibles U es abierto; 
b) La función cjJ: x H x-1 definida en U es un homeomorfismo. 

Demostración. Sea x E U, si IIY- xll < llx- 1 11- 1 entonces e- x-- 1 (x-y) es invertible pues 

llx- 1(x- Y)ll :::;;;llx-1 llllx- Yll <l. 

Entonces 
y=x(e-:r 1(x-y)) 

es invertible, lo cual establece (a). 

Ahora bien, dado t: > O, tomemos <5 = rnín {1/2llx-1 ll, t:/2llx- 1 ll 2
}. Si ll:r - Yll < 8 

entonces, como 8 <llx- 1 11-- 1 tenemos que 

y = :r (e -- .T --
1 

( :D -· y)) 

es invertible con inversa 

(8) 

Del teorema 1.21 tenemos que 
00 

(e- x- 1(x- y)) 1 = L(x-1(x- y))n. 
n=O 
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Reemplazando la última igualdad en (8) obtenernos 
00 

:y····-1 =X ---1 + l::=(:r--1(;¡; _ y))n:r:····-1 

n=1 

Por ende 

IIY~ 1 - x 
1 11 .;;llx~ 1 ll f::llx 1(x- Ylll" ~11x~ 1 ll ~~~

1

(~(- ~llllll 
n.=1 1 .r x y 

~llx- 1 11 2 ll:r- Yll ~ 2ll:r-- 1 ll 2 ll:r- Yll, 
1-llx-l(x- y)ll 

donde la última desigualdad se debe a que llx - Yll < 1/2llx 1 11· Por tanto, si II:Y- ·· :r:ll < 6 
entonces 11 y 1 - :r: - 111 < e, es decir la función :r 1----t :c 1 es continua. D 

Definición 1.24. - Sea X un álgebra de Banach. Si x E X, el espectro cr(x) de x es el 
conjunto de todos los números complejos.\ tal que .\e-x no es invertible. El complemento 
de cr(x) es el conjunto resolvente p(x) de x, y consiste en los.\ E ce para los cuales (>.e-xt 1 

existe. El radio espectral de x es el número 

ra(x) = sup{l>-1: >.E cr(x)}. 
Es simple verificar que Ta (:e) es el radio de la bola más pequeña centrada en el origen que 

contiene a cr ( :r). 

Teorema 1.23. - Sea X un álgebra de Banach con identidad y :r: E X, entonces 
a) El espectro cr(:r-) es compacto y no vacío; 
b) El radio espectral r a (:r:) verifica 

ra(x) = límllxnll 11n. 

Demostración. Sea >. E ce, si 1 .\1 > 11 :r 11 entonces .\e -- :r = .\ (e -- .\-1:1::), es invertible pues 

ll>--- 1xll =IX 1 lll:rll < l. 

Así, cr(:r) está contenido en D¡¡,1:[t(O). 
Si>. fj. cr(:r:) entonces .\e---- :r: es invertible. Tomemos r >O tal que si IIY- ··(>.e--- :r)ii < T, 

entonces y es invertible. Si lfl· -- >-1 < T entonces 

ll(t-tc- x)- (>.e- x)ll =lt-t- >-1 < r, 

de donde ~w- x es invertible, es decir M fj. cr(:r-). Así, cr(:r:) es cerrado, y por ende compacto. 

Definamos R: p(x) -+ X por R(.\) = (>.e- xt\ y para cada f E X sea F = f o R: 

p(x) -+e 
Si.\, M E p(x) 
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R()..) -·- R(¡t) = ()..e-~ :I:)·-l -- (¡w -- xt1 

=(M~ )..)()..e- x)-1(¡tc ~ :r)-1 

= (M- )..)R()..)R(M)· 

Luego, si )..0 E p( x) 

F()..) -- F()..o) = .f(R()..)- R()..0)) 

=()..o- )..)j(1?.()..)R()..o)). 

Así, de la continuidad de f se tiene 

lírn F()..) - F()..o) = - f ( R()..o) 2 ). 

-X-+-Xo ).. - Ao 

Es decir, F es holomorfa en p( :r:). 
Supongamos que el espectro es vacío, en este caso F es una función entera y como 

lím IF()..)I = lím IJ(()..e- xt1)1 ~[[![[ lím ¡;.,-1(c ~ ;.,-1::c)l =O, 
1-XI-+oo 1>-1-+oo 1>-1-+oo 

del teorema 1.8 F es idénticamente nula. 
Por lo tanto, sea ).. E ce, como la elección de f E X fue arbitraria tenemos que 

.f(()..e - xt1) =O, 

para todo .f E X*, es decir ()..e-:~}· 1 =O lo cual representa un contradicción. Concluimos 
que el espectro es no vacío. 

Ahora bien, sea ).. E ce, tenemos 

;.,n _ Xn =()..e_ ::c)(;.,n-lc + ... + ::rn-1) 

=(;.,n-le+ ... + :r:n-l)()..c _ x). 

Por lo tanto ;.,n E o-(xn) si y sólo si).. E o-(x)n. Es decir, se verifica que o-(xn) = a(x)n, 
lo cual implica que Ta(x)n = Ta(x77

) ~[[x77 [[, de donde 

(9) 

Si[)..[ >[[:r[[ 
00 

R()..) =()..e-· :rtl =).. -l(e ...... ).. -l;r:)-1 = L).. -(n+1):1;n. 

n=O 

Así, dado .f E X*, F = .f o R verifica 
00 

F()..) = 2:).. -(n+l) f(:r:n). 

n=O 

Además F es holomorfa en p( X), en particular para aquellos ).. E ce con 1 ;.,¡ > T a ( :r). 
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Ahora bien, sea \11 : p(x )-1 ---+ t definida por w(z) = P(z-1 ), dado que z H z-1 es 

holornorfa en C \{O} la función \11 es holornorfa en 1\;r-,(1:)(0) \{O} y 
00 

(10) \IJ(z) = L zn+lf(x''·), 
n=O 

cuando lzl < 1/llxll- Ahora 

lím \ff(z) = lírn .f((z-1e- x)) 
z-tO z-tO 

= .f(límz(c --- z:rt 1
) =O. 

z-tO 

Definiendo \11(0) = O obtenernos una función holornorfa en D 1¡r-,.(1:) (O) \ {0}, continua 
en cero y por lo tanto holornorfa también en cero. Así, \11 admite un desarrollo en serie de 
potencias alrededor del cero con radio de convergencia 1/'ra(:x:) y corno admite el desarrollo 

dado en (10) para lzl < 1/ll:rll del principio de la identidad 
00 

n=O 

para todo lzl < 1/r a(x ). Por tanto 
00 

(11) 

para p,¡ > Ta(x). 
Sea n E N, si multiplicarnos ambos lados de (11) por X" e integrarnos ambos lados de la 

igualdad resultante en S-r (O) donde T > Ta ( x), obtenernos 

.f(x'1
') = ~ ¡· Anf?()..)d).. 

27fl • Sr(O) 

para todo n E N. Así tenernos 

l.f(xn)l:::; 2~TnMp(T)l(ST(O)) = rn+l Mp(r'). 

Pero 

l\!lp(T) = sup{ JP(>.) 1 : 1)..1 = T} = sup{ J.t (R(>.)) \ : 1)..1 = T} 
:::;llfll sup{ JIR()..) 11 : 1>.1 = T} =llfiiMH(T). 

Así, para todo .f E X* y todo n E N 

lf(~rn)l :::;ll.fiiT'n+lMR('r). 
Dado n E N existe f E X* con llfll = 1 tal que .f(.xn) =ll.xnll, luego para todo n E N 

llxnll :::; rn+l 111H(r), 

de donde 
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y 

(12) 

De (9) y (12) se concluye el ítem (b). o 

Teorema 1.24. - Si X es una álgebra de Banach con identidad en la cual todo elemento no 
nulo es invertible, entonces X es isométricamente isomorfa al campo complejo. 

Demostración. Si x E)( y .A 1 , .A2 E o-(x), entonces .A 1e- :r: y .A 2e- 1_: son no invertibles, y 
por tanto nulos. Como o- ( :.c) es no vacío, entonces posee un sólo elemento .A ( :r) que verifica 
la igualdad .>.Cr)e =:c. El mapeo x H .A(x) es un isomorfismo isométrico. En efecto, sean :r, 

y E X, como x = .A(x)e y y= .A(u)e entonces :ry = .A(x).A(y)e, es decir .A(:.cy) = .A(:r:).A(y). 
Análogamente se demuestra que .A(x +y) = .A(x) + .A(y) y .A(üx) - ct.A(;r). Además 

J.>.(x)J = JJ.>.(:r)eJJ =\\x\1 y todo .A E Ces valor espectral de x =>.e. o 

Definición 1.25. - Un subconjunto J de un álgebra de Banach conmutativa X se llama 
ideal si: 

a) J es un subespacio vectorial de X; 
b) a:r: E J para todo a E X y x E J. 
Si J =J. X, J es un ideal propio; si además J no está contenido propiamente en otro ideal 

(distinto de X) decimos queJes un ideal maximal. 

Proposición 1.1. - Sea X un álgebra de Banach conmutativa con identidad, tenemos: 
a) Los ideales propios de X no contienen elementos invertibles; 
b) Si J es un ideal de X entonces su cerradura J también es un ideal. 

Demostración. Sea a E J, es decir a = lím an, donde an E J y sea .7: E X. De la continuidad 
del producto tenemos 

a.1: = lím anX 

y como anx: E J para todo 'n E N se concluye que ax: E J, lo cual establece el ítem (b). La 
demostración de ítem (a) es trivial. O 

Teorema 1.25. - Sea X un álgebra de Banach conmutativa con identidad, entonces: 
a) Todo ideal propio está contenido en un ideal maximal; 
b) Todo ideal maximal es cerrado. 

Demostración. 
a) Sea J un ideal propio de X. Definamos el conjunto 

P = {I e X: J e I, J es ideal propio}, 

parcialmente ordenado por inclusión y Q e P totalmente ordenado. Tomemos 

M= UrEQ¡· 

Es claro que JI.![ es un ideal. Afirmamos que Af es propio. En efecto, caso contrario 
tenemos que e E M por lo cual e E I para algún I E Q, pero por la proposición 1.1 los 
ideales propios no contienen elementos invertibles, lo cual representa una contradicción. 
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Así, M es cota superior de Q. Por el lema de Zom (cf. [Halmos, 1960, Sec. 16]), P 
admite un elemento maximal J0 . Afirmamos que J0 es un ideal maximal. En efecto, si 
I :::) J0 es ideal propio entonces J e J lo cual significa que I E P, pero J0 es elemento 
maximal, por lo cual J0 :::) I de modo que J0 = I. Así, J0 :::) J es un ideal maximal. 

b) Sea l\J ideal maximal, por la proposición 1.1 1\.1 es también un ideal. Supongamos que 
e E 11!!, en ese caso tenemos 

e= lírn O.n, 

donde an E M y como el conjunto de elementos invertibles U 3 e es abierto, a71 E U 
para todo n suficientemente grande. Es decir, .1\II contiene elementos invertibles, lo cual 
representa una contradicción. Así, e tf_ M, es decir A1 es un ideal propio, y como 
Jvf e 1\.1 entonces 1\1 = M. 

o 
Sea X es un espacio vectorial y V un subespacio. Definamos la relación de equivalencia 

(.1:, y) E R si y solo si x-y E V, y la función 1r: X-+ X/V dada por 1r(x) = x +V. 
El conjunto Xj\1 es un espacio vectorial con la suma y producto dados por 

1r(x) + 1r(y) = 1r(x +y), 

mr(x) = 1r(ax). 

La definición de suma y producto en Xjl! hacen que 1r sea una transformación lineal. 

Teorema 1.26. - Si X es un álgebra de Banach conmutativa y I e X es un ideal cerrado 
propio, entonces X/I es una álgebra de Banach conmutativa. Si además X tiene identidad, 

entonces X/ l también la tiene. 

Demostración. Por ser X un espacio de Banach y l un subespacio cerrado X ji es un espacio 

de Banach respecto a la norma 

\\7r(;r)\\ = ínf{ a E X: a E 1r(x) }. 

Definamos la multiplicación en X/ I de la siguiente manera 

1r(x)1r(y) = 1r(xy). 

Si x' E 1r(x) e y' E 1r(y) tenemos 

xy- x'y' = x(y- y')+ (x- x')y' E J. 

Así, la multiplicación esta bien definida. Solo resta mostrar que 

es decir 

(13) \\7r(xy)\) ~ \\7r(.T)\\\\n(y)jj. 
Para ello sean a E 1r(::r), bE 1r(y) tenemos 

ab- xy =(a- x)b + :T(b- y) E l. 
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Así ab E xy + l y 
ll1r(:ry)ll ~llabll ~llallllbll, 

de donde obtenemos (13). La verificación de las demás condiciones de un álgebra de Banach 

así como la conmutatividad de la multiplicación es trivial. Supongamos que X posee una 

identidad e. En ese caso tenemos 

!17r(e)ll ~llell =l. 

Supongamos que ll1r (e) 11 < 1; en este caso existe x E 1r (e) tal que 11 x 11 < 1, de donde 
e- x E les invertible, lo cual es una contradicción pues I es un ideal propio. O 

De la definición de norma en X/ l se tiene que ll1r ( x) 11 ~ 11 x 11, por lo cual 1r es una trans-
formación lineal continua. 

Sean X y Y álgebras conmutativas con identidad y 1.p : X --t Y un homomorfimo continuo 

no nulo. Entonces N(~.p) = ~.p- 1 (0) es un ideal cerrado propio. Recíprocamente, sil e X es 

un ideal cerrado propio, por el teorema 1.26 X/ I es un álgebra de Banach, y 1r : X --t X/ l 
un homomorfismo continuo. 

Teorema 1.27. - Sea X un álgebra de Banach conmutativa con identidad, y sea 6.(X) el 

conjunto de todos los homomorfismos complejos de X. 
a) Todo ideal maximal de X es el núcleo de algún hE 6.(X). 

b) Si hE 6.(X), el núcleo de hes un ideal maximal de X. 
e) Sea x E X, h(:c) =/=O para todo hE 6.(X) si y sólo si :res invertible. 
d) Un elemento x E X es invertible si y sólo si :r no pertenece a algún ideal propio de X. 
e) A E O"(:r) si y sólo si h(x) =A para algún hE 6.(X). 

Demostración. 
a) Sea l un ideal maximal; sabemos que 1r : X --t X/ 1 es un homomorfismo continuo. 

Sea x E X tal que 1r(:r) =/= 1, es decir x tf:. l. En ese caso J = I + :rX es un ideal 
que contiene a J propiamente, por lo cual J = X, y e E J, luego e = a + yx para 
algún a E l, y E X. Así e -·m xy = a E I de donde 7r(:I;)7r(y) = 1r(:ry) = 1r(e), en 
otras palabras 1r(:1;) es invertible. Del teorema 1.24 existe 1.p : X/ I --t <C isomorfismo 
isométrico. La función h = 1.p o 1r E 6.(X) tiene por núcleo a l. 

b) Sea h E 6.(X), es claro que N(h) es un ideal cerrado propio. Si .T tf:. N(h) entonces 
J = N(h) + :I:X es.un ideal que contiene propiamente a N(h). Además, si z E X, 
y= z- (h(::rt 1e):r E N(h), de donde z =y+ (h(x)- 1e).x E J, es decir J =X. Por 

lo tanto N ( h) es maximal. 
e) Si x no es invertible entonces I = .TX es un ideal propio pues e tf:. J. Sea J ::::) l un ideal 

maximal, por el item (a) J = N(h) para algún h E 6.(X). Por lo tanto .T E I e N(h), 
es decir h( x) = O. Recíprocamente, si :r es invertible, del teorema 1.20 h(.x) =/= O para 

todo hE 6.(X). 
d) Ningún elemento invertible pertenece a un ideal propio. El recíproco fue probado en 

(e). 
e) Basta aplicar (e) a A e - x en lugar de x. 

o 

25 



Definición 1.26. - Sea 6(X) el conjunto de todos lo homomorfismos complejos de una 
álgebra de Banach conmutativa X. Si h E 6(X) 

:l:(h) = h(:r:). 

asigna a cada X E X una función ,i; : 6(X) -te, llamada transformada de Gelfand de X. 

Sea X el conjunto de todos los :r con :e E X. La topología de Gelfand de 6(X) es la 
topología débil generada por X, es decir, la topología más pequeña que hace a todas los x 
continuas. 

Los abiertos básicos de esta topología son 

V(h, x1, ... , XIV, e)= {fE 6(X): !f(xk)- h(xk)l <e, k= 1, ... , N}, 

donde hE 6(X), N E N, :-r1 , ... , :r;N E X. 
Obviamente X e e ( 6(X)). El 6(X) equipado con su topología de Gelfand es llamado 

espacio de ideales maximales de X. 

Definición 1.27. - El radical de X, denotado por rad X, es la intersección de todos los 
ideales maximales de X. Si radX = {0}, X se llamasemisimple. 

Teorema 1.28. - Sea 6(X) el espacio de ideales maximales del álgebra de Banach con
mutativa X. 

a) 6(X) es un espacio de Hausdorfflocalmente compacto. 
Si además X tiene identidad: 

b) 6(X) es compacto. 
e) La transformada de Gelfand es un homomorfismo de X sobre el subálgebra X de 

C ( 6 (X)), cuyo núcleo es rad X. Por lo tanto, la transformada de Gelfand es un iso
morfismo si y solo si X es semisimple. 

d) Para cada x E X, el rango de i es el espectro cr( x). Así 

ll::í:lloo = To-(:r) ::;;l!:rl!, 

donde llilloo = máx{ J.i(h) J : hE 6(X) }, y x Erad X si y solo si ro-(~r;) =O. 

Demostración. 
a) Como los homomorfismos complejos son funcionales lineales continuas de norma uno 

(14) 

6(X) u {O} e I\(0) ex. 
Afirmamos que 6(X) U {O} es compacto con la topología débil-*. Como D1 (O) es 

compacto débil-* basta mostrar que 6(X) U {O} es cerrado débil-*. 
Sea h0 un elemento de la cerradura débil-* de 6(X) U {0}. Debemos mostrar que 

ho ( xy) = ho ( :r;) ho (y). 

Dado t > O la vecindad V(h0 , :r, y, xy, é) de h0 contiene un elemento h E 6(.X) U 
{O}. Luego 

h0 (:r:)ho(Y) - ho(:ry) = (ho(:r) -- h(:r:))ho(Y) + h(:r)(ho(Y)- h(y)) 

+ h(:r )h(y) --- ho(.Ty ), 
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(15) 

de donde 

lho(:r:)ho(Y) - ho(:q¡)l:::; c(lho(Y)I + lh(x)l + 1) 
:::; e (lho(Y) l+llx\\ + 1). 

Como la elección de c > O fue arbitraria, h0 verifica (14), es decir h0 E 6.(X) U {0}. 
Es claro que la topología de Gelfand en 6.(X) es la topología heredada de la topología 

débil-* en _y. Así, la topología de Gelfand separa puntos pues la topología débil-* lo 
hace. Por lo tanto, sea h E 6.(X), como h =/= O existen i/1, i/2 abiertos en la topología 
de Gelfand tal que O E i/1, h E i/2, y i/1 n i/2 = 0, es decir 

'

¡; ve 2 e 1-. 

Como il{ es cerrado en la topología de Gelfand, V{~ = F' n 6.(X) donde Fes cerrado 

débil-*. Además como O t¡. F 

Fn6.(X) = Fn (6.(X)U{O}). 

El conjunto al lado derecho de la última igualdad es cerrado en 6.(X) U {O} y por ende 
compacto. Así, il{ es compacto en la topología de Gelfand, y de (15) concluimos que 
i/2 es compacto. Es decir, 6.(X) es localmente compacto. 

b) Sabemos que 6. (X) e D1 (O) e X. Si X tiene identidad afirmamos que 6. (X) es 
cerrado en la topología débil-*, lo cual implica que es compacto. En efecto, sea h0 en 
la cerradura débil-* de 6.(X), de manera similar a lo hecho en el ítem (a) se demuestra 
que h0 verifica (14). 

Dado c > O la vecindad i!(h0 , e, c) de h0 contiene un elemento de hE 6.(X). Luego 

11- ho(c)l = lh(e)- h0 (e)l <e:, de donde 

ho(e) = l. 

Así, h0 es un homomorfismo complejo, es decir h0 E 6.(X). 
e) Sean x, y E X, a E CC y hE 6.(X). Entonces, como 

ci:r(h) = h(cx:c) = cxh(:r;) = (cá)(h), 

x + y(h) = h(x +y)= h(:r;) + h(y) = x(h) + f)(h) = (x + f))(h), 

xAy(h) = h(.'Ey) = h(:r:)h(y) = x(h)ü(h) = (:rf))(h), 

X es un subálgebra de C(6.(X)) y :x; H x es un homomorfismo. Su núcleo está con
formado por aquellos :r E X tales que h(;¡;) =O para todo hE 6.(X); es decir aquellos 
1: en la intersección de todos los ideales maximales de :r, esto es, rad X. 

d) Si A está contenido en el rango de :1; entonces A= i(h) = h(.T) para algún hE 6.(X). 
Por (e) del teorema 1.27, esto ocurre si y solo si A E a(:r). 

o 
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1.4. Teoría de integración. 

Definición 1.28. - El soporte topológico de una función compleja f definida en un espacio 
topológico X es el conjunto 

Supp(f) = { ;¿; : .f (:r,) =!= O}. 

El conjunto de todas las funciones complejas definidas en X cuyo soporte topológico es 

compacto se denotará por C:(X). 

El conjunto Cc(X) con las operaciones usuales de suma y producto con un escalar forman 
un espacio vectorial. 

Definición 1.29. - Una funcional lineal/\ : Cr:(X) --+ CC es positiva si A.f ~ O para todo 

.f ~o. 

Definición 1.30. - Sea X un espacio topológico. Se dice que X es localmente compacto 
si para todo x E X, podemos encontrar una vecindad V de x tal que V es compacto. 

Teorema 1.29. - Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto, y sea A una fun
cional lineal positiva en Cc(X). Entonces existe una o--álgebra 9J1 en X que contiene a todos 

los conjuntos de Borel en X, y existe una única medida positiva JL en 9J1 tal que 
a) 

Af = ¡· .fdp . 
. x 

para todo .f E Ce( X) y que tiene las siguientes propiedades: 
b) p.( K) < oo para todo compacto K e X. 
e) Para todo E E 9J1, tenemos 

(16) p.( E)= ínf{¡.L(V): E e V V abierto}. 

d) La relación 

(17) JL(E) = sup{¡t(K) : K e E, K compacto} 

se verifica para todo abierto E, y para todo E E 9J1 con ¡.t(E) < oo. 
e) Si E' E 9J1, A e E, y p.(E) =O, entonces A E 9J1. 

Definición 1.31. - Sea X un espacio con medida. Decimos que la medida es regular ex
terior (respectivamente regular interior) si verifica (16) (respectivamente (17)) para todo 

conjunto medible. 

Así, la medida en el teorema 1.29 es regular exterior, y es regular interior en conjuntos 

abiertos y en aquellos de medida finita. 

Definición 1.32. - Si 1 < p < oo y si .fes una función compleja medible en X, definimos 

{ 
/' }1/p 

ll.fiiP = .fx lfl 11df1. 

28 



y a U (J.L) como el conjunto de aquellas funciones tales que 

IIJIIP <OO. 

Definición 1.33. - Si p y q son números reales positivos tales que 

1 1 - +- = 1, 
]J q 

entonces decimos que p y q son exponentes conjugados. 

Cuando p --+ 1 entonces q --+ oo. Por lo tanto decimos que 1 y oo son conjugados. 

Teorema 1.30 (Desigualdad de Holder). - Si p y q son exponentes conjugados, 1 ~ p ~ 
oo y si fE L11 (¡.t) y g E L'l(¡.t), entonces fg E L 1 (J.L), y 

llfglh ~ ll!llpll9llq· 
Demostración. [Rudin, 1987, Theorem 3.8] 

Teorema 1.31. - Si 1 ~ p ~ oo, y f E LP(¡.t), g E LP(¡.t), Entonces f + g E LP(~L), y 

11! + 9IIJ1 ~ II!II]J + II9II]J· 

Demostración. [Rudin, 1987, Theorem 3.9] 
Finalmente hacemos notar que 

a) lloJIIP = lnii!II7H para a E C. 
b) llfll 11 =O si y sólo si f =O c.t.p. 

D 

D 

El teorema 1.31, y los dos anteriores items muestran que se puede introducir una norma 
en LP(p,). Definamos .f ""' g si y sólo si ll.f -- gil = O, es decir, si .f = g c.t.p. El conjunto de 
clases que determina esta relación de equivalencia es un espacio vectorial si definimos 

[f] + [g l = [f + g l' 
a[f] = [af], 

y es un espacio normado si se define 

Así al ver a LP(p.) como un espacio normado, realmente estamos considerando el conjunto 
un conjunto cuyos elementos son clases de equivalencia. 

Teorema 1.32 (Convergencia dominada). -Sea (X, J.L) un espacio con medida y fn: X--+ 
C una sucesión de funciones medibles tal que 

.f (X) = lírn .f.n ( :r:) 
n-+oo 

existe para todo x E X. Si existe una función g E U(J.L) tal que, paran= 1, 2, ... , y x E X 

l.fn(x)l ~ g(:r) 

entonces .f E J} (J.L), 

lím ;· l.fn- Jld¡t =O, 
n-+oo. X 
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y 

lfrn { f~ dJ-L = { f dJ-L. 
n-too .J X .J X 

Demostración. [Rudin, 1987, Theorem 1.34]. o 

Definición 1.34. - Sea X un espacio con una medida positiva JL Decimos que JL es O" -finita 

si X puede ser expresado como unión numerable de conjuntos medibles con medida finita. 

Sea J-L una medida positiva, sea 1 :::::; p ::::; oo, y q el exponente conjugado de p. La desigual

dad de Holder (teorema 1.30) muestra que si g E U1(¡1.) y 

<f:>g (!) = { fgd¡L, ./)( 
entonces <P9 es una funcional lineal acotada en L 71 (p,). La recíproca de esta afirmación 
está contenida en el siguiente teorema. 

Teorema 1.33. - Sea 1 :::::; p < oo, J-L una medida cr-finita en X, y 1> una funcional lineal 
en LP(J-L). Entonces existe una única g E Lq(J-L), donde q es el exponente conjugado de p, tal 
que 

ip (f) = ¡· fgdp 
.x 

para todo f E I.l (p,). Además, en este caso 

Demostración. [Rudin, 1987, Theorem 6.16]. o 
Cabe notar que si 1 < p < oo la condición de que J.l sea O"-finita puede ser omitida 

[Bartle, 1995, § 8.15]. 
Estaremos interesados en el espacio de funciones de cuadrado integrable L2(¡L), en este 

espacio se puede introducir un producto interno. En efecto, si .f, g E L2 (J-L) entonces, por el 
teorema 1.30, fg E J}(p.). Así, definimos 

(.f, g) = ¡· lfgldp . 
. x 

Se puede demostrar que, con respecto a este producto interno, L2 (J-L) es un espacio de Hi1bert 
[Rudin, 1987, Theorem 3.11]. 

Bajo las hipótesis del teorema 1.29 se tiene: 

Teorema 1.34. - Para 1 :::::; p < oo, Cc(.X) es denso en .T./'(¡.1.). 

Demostración. [Rudin, 1987, Theorem 3.14]. O 

Sea X = (0,1) con la medida de Lebesgue, en este caso el conjunto de funciones de 
cuadrado integrable se denota por L2 (0,1). El teorema anterior tiene el siguiente corolario. 

Corolario 1.3. - El conjunto de los polinomios definidos en (0, 1) es denso en L2 (0, 1). 

Demostración. Por el teorema 1.34 dado E > O y f E L2 (0, 1) podemos encontrar una 
función g de soporte compacto K e (0, 1) tal que llf- .9ll2 < E. Sea K e [a, b] e (0, 1) 
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un intervalo cerrado cuyo complemento en (0, 1) tenga medida menor a e Por el teorema de 

aproximación de Weierstrass ( cf. [Dugundji, 1965, p. 282, Ex. 1]) existe un polinomio p tal 
que Jg(:r) ···-- p(:x;)J <e, para todo ;rE [a, b]. Luego 

JJg- pJJ~ = t¡g(x)- p(x)! 2dx = ¡·tJ!g(x)- p(x)j
2
cl;r + {' jr>(::r)j

2
d:.r 

.Jo . a. .J(O,l)\[a,b] 

Sil\1 > Oestalque jp(x)j < Jvfparatodo:x; E [0,1],entonces 

JJg- pJJ~::::; (b- a)c2 + !112c 

Así tenemos que 

llf- Pll2::::; llf- gJJ2 + JJg- Pll2::::; c(/b- a+ 1112/c + 1). 

o 
Como el conjunto de los polinomios es generado por { 1, x, x2 , ... } , podemos escribir el 

teorema anterior como 

(18) L2 (0, 1) = Vect{1, :x:, :r2 , ... }. 

Sean (X, 6), (Y, J) espacios medibles. Un rectángulo medible es un conjunto de la forma 
A x B donde A E 6 y BE .j. Definimos 6 x .j como la a-álgebra más pequeña en X x Y 
que contiene a los rectángulos medibles. 

Definición 1.35. - Si E e X X Y, X E X, y E Y, definimos 

E~;= {y: (x, y) E E}, EY = {::r: (:r,y) E E}. 

Si f es una función en X x Y, a cada x E X asociamos una función f 1; definida en Y por 

f3;(y) = f(:r, y). Si y E Y, fY se define en X por fY(x) = f(x, y). 

Definición 1.36. - Si (X, 6, p,), (Y, .j, A) son espacios con medida a-finita, y si Q E 6 x.j 

definimos 

(19) 

La función ¡_¡, x A está bien definida pues las integrales que aparecen en (19) son iguales 

[Rudin, 1987, Theorem 7.6]. 

Teorema 1.35 (Fubim). - Sean (X, 6, p), (Y, .j, A) espacios con medida a-finita, y sea f 
una función definida en X x Y y medible con 6 x J. 

a) Si O ::::; f ::::; oo, y si 

(20) tp(x) = .[ f?;dA, 7j;(y) = ./ fYd¡_¿. (x E X, y E Y) 

entonces 'P es 6-medible, 'lj; es .j medible, y 

(21) .L ¡pd¡_¿ = .l'ljJdA. 
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b) Si f E [} (J.L x ,\) entonces f 1: E I} ( ,\) para casi todo x E X, .fY E I} (¡L) para 
casi todo y E Y; las funciones rp y 'ljJ definidas en (20) c.t.p. están en L1(¡L) y I}(,\), 
respectivamente y (21) se verifica. 

1.5. Propiedades de las proyecciones ortogonales 

Comenzaremos esta sección revisando algunos conceptos de análisis convexo ( cf. [Bachman, 2000, 
chap. 22]). 

Teorema 1.36. - Sea C =1= 0 un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de Hilbert 
real H' y a E H. Entonces existe un único p E e tal que, para todo X E e 

IIP- all ~llx- all· 
Se dice que pes la proyección de a sobre e, y se denotará por Pe( a). Además, son equiva
lentes 

l. p = Pc(a); 
2. pE e y (a- p, X- p) ~ 0 para todo .TE C. 

Demostración. Sea rn = fnf{ll:r- all2 : :r E e}. Dado n E N, existe :rn E C tal que 
m <llxn- all2 ~ rn +~·Luego, dados dos enteros positivos n y p, usando la identidad del 
paralelogramo [Hoffman and Kunze, 1971, p. 273, Ex. 9] tenemos que 

ll:rn -- ;r;n+11 ll2 = 11 (.Tn- a)+ (a-- :rn+p) 11
2 

( 2 112) 11 Xn + Xn+p 112 = 2 ll:rn- all +llxn+p- a - 4 
2 

-a , 

y como e es convexo se tiene que m ~ 11 xn +;n+p - a 11
2

, de donde 

4 llxn- ;¡;n+pll2 ~ -. 
n 

Luego, la sucesión (x:n) es de Cauchy, y por lo tanto converge a un punto p E C, el cual 
verifica IIP -- all2 = rn, de donde se sigue que IIP -·· all ~ll:r: -- all para todo a E C. 

Ahora bien dado x: E C y p = Pc:(a), tenemos que p + ~(:r -- p) E C para todo n E N. 
Luego 

IIP- all2 ~ IIP + .!(x- P) - all2 =IIP- all2 
+ '}:_ (p- a, x- P) + _2_211x- Pll2, 

n n n 

de donde 
1 1 2 0 ~ 2(p- a, X- p) + -1 X- Pll , 
n 

y tomando límite cuando n tiende al infinito obtenemos 

(a- p, x- p) ~ O. 
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Recíprocamente, sea pE C tal que (a-- p, :x:- p) ~ O para todo :r E C. Tenemos que 

~(lla- Pll 2-lla -TII 2
) ~ ~(lla- Pll 2+ll:r- Pll 2-lla- :r:ll 2) 

=(a- p, x- p), 

es decir, IIP- all ~ll:r- all para todo x E C. Finalmente, si PI:.P2 E e verifican esta 
condición. Luego, (PI- a, PI - p2) ~ O y (a- p2, PI- P2) ~ O. De donde, IIP2 - p1 ll 2 =O. 
o 

El teorema anterior nos permite definir una función Pe: : H -7 H, llamada operador 
proyección que a cada x E H le asigna su proyección sobre el conjunto e. 

El teorema siguiente nos dice que el operador proyección es no expansivo. 

Teorema 1.37. - Sea e =J- 0 un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de Hilbert 
H, entonces 

IIPc(x)- Pc(Y)II ~llx- Yll 
para todo :r:, y E H. 

Demostración. La caracterización de la proyección junto al hecho que Pe ( :r) y Pe (y) 
pertenecen a e implican 

Por lo tanto 

(y- Pc(y), Pc(x)- Pc(Y)) ~O, 

(:r- Pc(x), Pc(Y)- Pc(x)) ~O. 

IIPc(:r) -- Pc(Y)II
2 ~ (:r- y, Pc(:r) -- Pe(Y)) 

~ 11 :r: -- Y 1111 Pe ( :r:) -· Pe (Y) 11 , 

lo que demuestra el teorema. 

Corolario 1.4. - Bajo las hipótesis del teorema 1.37, Pe es continuo. 

o 

El siguiente teorema recopila algunas propiedades adicionales del operador proyección 
Pv en el caso particular en que V es un subespacio cerrado de H. 

Teorema 1.38. - Sea V un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. El operador Pv 
verifica las siguientes propiedades. 

l. Para todo x EH, y E V, y= Pv(x) si y solamente si y- :rE V_¡_; 
2. l\- es una transformación lineal de H sobre V. 

Demostración. Para demostrar el ítem 1 basta ver que todo v E V puede escribirse de la 
forma v = y - Pv (:r:) para algún y E V, y usar la caracterización del operador proyección 

· dada en el teorema 1.36. 
Ahora, sea x EH, del ítem 1 tenemos que x- Pv(:r:) E V_¡_, es decir x = Pv(:r:) + z, con 

z E vj_, y debido a que V n vj_ = {0}, tenemos que si X= V+ v' con V E V, v' E vj_, 
entonces v = Pv(x), y v' = z. El ítem 2 se deriva de esta unicidad. O 
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Como vimos en la demostración del teorema anterior, cada ;r: E V puede ser escrito de 
manera única como suma de elementos de V y de V .1. En este caso se dice que H se de
scompone en suma directa H = V CD V .l. 

Concluimos esta sección con un corolario del teorema de Hahn-Banach [Bachman, 2000, 
Theorem 11.1]. 

Teorema 1.39. - Sea V un subespacio del espacio normado X y sea xi E X tal que 

d(xi, A1) = d, es positiva. Entonces existe una funcional lineal acotada F, con norma 1, 
tal que F(xi) = d y, para cualquier x E A1, F(x) =O. 

Demostración. [Bachman, 2000, Theorem 12.3] o 
Se debe hacer notar que si M es un subespacio propio cerrado de X y XI tf 111, entonces 

las hipótesis previas son satisfechas. Usualmente, esta es la situación en la que se aplica este 
teorema. 

1.6. Integral de Stieltjes. 

Sea f : IR---+ IR y x E R Usamos la siguiente notación 

f(x +O)= lím f(x), f(x- O)= lím f(x). 
~~:-to+ 1:-to-

Definición 1.37. - Una partición del intervalo [a, b] es un subconjunto finito P e [a, b] tal 
que a E P y bE P. Cuando escribimos P = {t0 , ti, ... , tn} convenimos que a= t 0 <ti < 
.. · < tn = b. 

Sea a : [a, b] ---+ IR una función real definida en el intervalo compacto [a, b]. Para una 

partición P = { t0 , ti, ... , t.,J de [a, b] definimos 
n 

k=I 
V(a) = sup{V(a, P); Pe [a, b] es una partición}. 

Llamamos a \f (a) la la variación total de a. Si V (a) < oo decimos que a es de variación 
acotada. 

Ejemplo l. - Si a es una función monótona no decreciente, entonces para toda partición 
Pe [a., b] tenemos que V(a, P) = cv.(b)- a( a). Luego o: tiene variación acotada. 

Definición 1.38. -La norma de una partición P = {t0 , t;I, ... , tn} e [a., b] es el número 

!PI = máx { tk -- tk-I}· Sean .f, cv. : [a, b] ---+ IR dos funciones. Dada una partición P = 
k=I, ... ,n 

{t0 , ti, ... , tn} e [a, b], y un conjunto de puntos~ = {6, E [tk·-1> tk]; k = 1, ... , n}. El 
par ( P, ~) se llama partición punteada y se denota por P*. A cada partición punteada P* del 
intervalo [a, b] asociamos la suma de Stieltjes "E.(.f, cv., P*) = 2:.( P*), definida por 

n 

L(P*) = L .f(6:) [cv.(tk)- n(tk:--I)]. 
k=I 
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Definimos la integral de Stieltjes de f relativamente a cr por 

/

·IJ 

f'(t)da = lírn Z::::(P*) . 
. (], ' 11'1~0 

La igualdad arriba significa que, dado E> O, existe 5 >O tal que 1./'b f(t)da- Z::::UY) 1 < 

E, para toda partición punteada P*, con 1 PI < 6. 

Uno de los aspectos que demuestra el verdadero potencial de la integral de Riemann
Stieltjes se presenta cuando la función ()' es una función escalonada como la función parte 

entera o la función escalón unitario, como se ve en la siguiente proposición. 

Proposición 1.2. - Sean f y o: como en la definición anterior y Q = { t0 , ... , t~~,} una 
partición del intervalo [a, b]. Supongamos que a es constante en los intervalos (th tk+1), 

k= O, ... , n -- 1 y que fes continua en Q. Bajo estas hipótesis, tenemos 

[ .f( t)da ~ t, !( t") { e>(t" +O) -- ü(t, - O)), 

donde a(to- O) = a(to) y a(tn +O) = a(tn)· 

Demostración. Haremos la demostración en el caso que a es constante en los intervalos 
[a, e) y (e, b] donde a< e< b, el caso general es análogo. 

Si P* es una partición punteada del intervalo [a, b], entonces 

Z::::(P*) = .f(~-~,)(cv.(t-k:)- a(t;~, __ 1)) = .f(6:)(cv.(c+ O)- a(c --O))) 

donde [tk_1, t 1.,J es el intervalo de la partición que contiene a c. Por la continuidad de f en e 

vemos que f(6:)-+ .f(c) cuando IPI--+ O, luego 

/

·b .f ( t) da = lírn L (I.J*) = f (e) (a (e + O) - a (e - O))) 
. "· IPI~O 

D 

Ejemplo 2. - Como una aplicación directa de la proposición anterior, tenemos la siguiente 
igualdad entre las sumas parciales de una serie y una integral relativa la función parte entera 

lJ 
t f(k) = ln f(x) dlxJ 
k=l . o 

donde n E N, y f es continua. 

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias para garantizar la existencia de la 
integral de Stieltjes, para su demostración vea [Noguchi, 1988, Theorem 7.3.4]. 

Teorema 1.40. - Con las notaciones anteriores. 
l. Si V(cv.) < oo, yf es continua; entonces .J::) f(t)da existe. 
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2. Bajo las mismas hipótesis, .J::: o:(t)df existe, y 

{b h {b 
.fa a(t)rlf = a(t)j(t) la- .fa f(t)da. 

En los casos más comunes, la integral de Stieltjes se reduce a una integral de Riemann, 
sustituyendo da por cl(t)dt. 

Teorema 1.41. - Si fes continua y a es de clase C 1 en [a, b] entonces 

¡·b .f dn = .i·b .f(t:)c/ (t)dt. 

Demostración. [Lag es Lima, 2008, p. 194, teorema 4] 

1.7. Fórmulas de Abel y Euler 

o 

La siguiente fórmula es conocida como la identidad de Abel, consecuencia de la proposi

ción 1.2 y del teorema 1.40. 

Teorema 1.42. - Para cualquier función aritmética a(n) sea 

A(x) = L n(n), 

donde A(1:) =O si x < l. Si fes de clase C1 en un intervalo [y, :r] entonces 

(22) L a(n)f(n) = A(x)f(x)- A(y)f(y)- ~~: A(t)f'(t)rlt. 
y<n~x · Y 

Demostración. [Apostol, 1974, Theorem 4.2]. 
La identidad de Abel tiene el siguiente corolario. 

Corolario 1.5. -Si .f: [y, 1:]---+ Ces una función de clase C 1
. Entonces 

(23) 

o 

r; r ( 1) ( 1) ( 1) y.t;x .f(n) = ./
11 

f(t)dt + ./
11 

l- ltJ- 2 f'(t)dt + Y-- lYJ- 2 .f(y) -- :¡;- l:r:J- 2 .f(:l 

Demostración. Tomando n(n) = 1 para todo n ~ 1 encontramos que A(x) = lxJ y (22) 
implica 

L .f(n) = lxJf(x)- lYJf(y) -lx ltJf'(t)dt. 
y<n~:r, · U 

Combinando esto con la integración por partes 

r: t;j'(t)dt; = .1;f(:x:) -· y.f(y) ··- t j(t)rU, 
./Y .fv 

obteniendo el resultado deseado. o 
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1.8. Series de Fourier 

Definición 1.39. - Una función f : IR ---+ IR es secciona/mente diferenciable si ella es 
seccionalmente continua y su función derivada f' también es seccionalmente continua. 

Definición 1.40. - Sea f una función seccionalmente continua y periódica de periodo 2JJ. 
Definimos los coeficientes de Fourier de f como 

1 ¡·L n1r:x: 
an =- f(:r) cos --dx, n;:: O; 

L. -L L 

1 ¡·L rm.T 
bn = - j(1:) sen --dx, n ;:: 1, 

L. -L L 

y su serie de Fourier como 

1 
00 

( rm1: n1r:x:) 2ao + ~ an cos L + bn sen L . 

Teorema 1.43. - Sea f : IR ---+ IR una función seccionalmente diferenciable y de periodo 
2L. Entonces la serie de Fourier de la .f, converge, en cada punto :x:, para~ [.f(x +O)+ .f(~c
O) J, es decir 

1 [ . ( J 1 ~ ( n1rx n1rx) (24) 2 j ( x + O) + .f x - O) = 2ao + ~ an cos L + bn sen L . 
n=l 

Demostración. [de Figueiredo, 1987, §2.4] D 

Si en particular la función .f en el teorema anterior es continua en un punto :r;, entonces en 
este caso .f(~c +O) = .f(:r;- O)= .f(:c) y (24) se reduce a 

1 
00 

( n1rx n1rx) 
.f(:c) = 2ao + L an cos L + b.n sen L . 

n=l 

Ejemplo 3. -La función .f(x) = lxJ - x + 1/2 es periódica de periodo 2L = 1 y posee 
discontinuidades en todos los números enteros. Un cálculo de sus coeficientes de Fourier 
muestra que an =O, paran;:: O y bn = ljn1r, paran;:: l. 

Es claro que f satisface las condiciones del teorema 1.43. Por lo tanto, para x tj. Z tenemos 
que 

(25) l J 
_ . ~ _ ~ sen(2n1r.r) 

.T x+ 2 -~ . 
n1T 

n=l 
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Capítulo 2 

FACTORIZACIÓN DE FUNCIONES DE ORDEN 
FINITO 

2.1. Factorización de Weierstrass 

Definición 2.1 (Rama principal del logaritmo). - Definirnos la rama principal del loga
ritmo como la función log C\] - oo, O] -+ C que asigna, a cada número complejo 
z E C\] --·· oo, O], el número 

log(z) = ln lzl + ·iB, 

donde ln es la función logaritmo real, y e es el único número en ( -1r, 1r) tal que z = 1 z 1 éJ. 
Denotamos arg z = e el argumento principal de z. 

Definición 2.2. -Dada la sucesión (zn)nEN de números complejos, laproductoria TIZnes 
la sucesión de productos parciales (pn.)nEN, definidos por 

n 

P -ITz -z·· ~ n - ~k: - 1'-'2 · · · -n, n~l. 

k=l 

Definición 2.3. - Diremos que la productoria TI zn converge si existe a lo sumo un número 
finito de factores nulos y si los productos parciales formados por los factores que no se anulan 

tienden a un límite 
00 rr Zn = lím Pn =/= 0. 

n-too 
n=l 

En un producto convergente el factor general Zn tiende a 1, corno consecuencia de este 
hecho es preferible escribir todos los productos infinitos en la forma 

00 

n=l 

de manera que a11 -+ O sea una condición necesaria para la convergencia. 

Teorema 2.1. -La productoria TI(1 + an) con 1 + an =!= O es convergente si y solo si la 
00 

serie l:)og(1 +a,) lo es. 
n=l 

Demostración. [Ahlfors, 1978, p. 192, Theorern 5]. o 



Teorema 2.2. - Una condición sufiCiente para la convergencia de la productoria I1 ( 1 + an) 
00 

es la convergencia de la serie L 1 an ¡. 
n=l 

Demostración. [Ahlfors, 1978, p. 192, Theorem 6]. o 
La prueba del siguiente lema puede ser encontrada en [Rudin, 1987, Theorem 15.3]. 

Lema 2.1. - Si u.1 , ... , uN son números complejos, y si 

N N 

PN = IJ (1 + 'U.n), P'N = IJ (1 + lunl), 
n=l n=l 

entonces 

y 

IPN - 11 ~ P'N -- l. 

Definición 2.4. - Dados n e e, y la sucesión de funciones (gn)nEN, donde 9n : n --t c. 
Diremos que el producto infinito 

00 

n=l 
00 

converge en z0 si el producto infinito IJ 9n ( z0 ) converge. Decimos que el mismo produc-
n=l 

to infinito converge uniformemente si la sucesión de funciones Un)nEN, donde fn(z) = 
n 

IJ 9m(z) converge uniformemente, y que converge uniformemente en compactos si Un)nEN 
m.=l 
lo hace. 

Para una demostración del siguiente teorema vea [Rudin, 1987, Theorem 15.4]. 

Teorema 2.3. - Sea ( un)nEN una sucesión de funciones complejas, acotadas en un conjunto 
00 

S, tal que L 1 Un ( s) 1 converge uniformemente en S. Entonces el producto 
n=l 

00 

f(s) = IJ(1 +un(s)), 
n=l 

converge uniformemente en S, y f(s 0 ) =O para álgun s0 E S si y sólo si v.n(.so) = -1 para 
algún n ~ N, donde N E N es un número fijo. 

Como consecuencia, tenemos el siguiente teorema. Su demostración puede hallarse en 

[Rudin, 1987, Theorem 15.6] 
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Teorema 2.4. - Supongamos que .fn E H (St) para n 
idénticamente nula en alguna componente de n, y 

00 

n=l 

1, 2, ... , y que ninguna fn es 

converge uniformemente en compactos en n. Entonces el producto 
00 

f(z) = IJ fn(z) 
n=l 

converge uniformemente en compactos en n. Luego fE H(n). Y además, tenemos 
00 

m(.f, z) = L m,(.fn, z) 
·n=l 

para z E n, donde m(!, z) se define como la multiplicidad del cero de f en z [si .f(z) =!=O 
entonces m(.f, z) = 0}. 

Si g(z) es una función entera, entonces f(z) = e9 (z) es entera y distinta de cero. Recípro
camente, si f ( z) es una función entera que no se anula nunca, entonces la funcion f' ( z) / f ( z) 
es entera, y por ende es derivada de una función entera g [vea el corolario 1.1]. De este he
cho se deduce que la función f(z)e-y(z) tiene derivada nula y, por ende f(z) es un múltiplo 
constante de er~(z), si absorbemos la constante en g(z) tenemos que f(z) = d1(z). 

Siguiendo este razonamiento podemos hallar la función entera más general con un número 
finito de ceros. Si f tiene un cero de orden m ~ O en el origen, y denotamos los otros ceros 
por a1, ... , aN, repitiendo los ceros múltiples. Del teorema 1.7 y de lo que acabamos de 
demostrar concluimos que es posible escribir 

N 

j(-z) = zmeg(z) IJ(l-- ~). 
n=l (J,n 

El argumento anterior sigue siendo válido si consideramos una función holomorfa definida 
en un conjunto convexo. 

Si hay infinitos ceros la generalización obvia sería 

f(z) = z'rney(z) fr (1- ~) . 
n=l (J,n 

Sin embargo este producto no siempre converge. Para garantizar la convergencia tienen que 
introducirse ciertos factores. 

Definición 2.5. -Hagamos E0 (z) = 1 --·- z y paran= 1, 2, 3, ... , 

E.n ( z) = ( 1 - z) exp z + - + ... + -=:_ . 
{ 

z2 ~n.} 

2 n 

Estas funciones son conocidas como factores elementales. Tienen único cero simple en 
z = l. El siguiente lema nos dice que estas funciones están cerca a 1 cuando lzl < 1 para 
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n suficientemente grande, a pesar de que Bn ( 1) - O. Para ver su demostración consulte 
[Rudin, 1987, Theorem 15.8]. 

Lema 2.2. -Para Jzl ~ 1 y n =O, 1, 2, ... , 

J1 -- En(z)J ~ JzJn+l. 

Teorema 2.5. - Sea (zn)nEN una sucesión de números complejos tal que Zn -::/=O y lím lznl = 
·n-too 

oo. Si (Pn)n.EN es una sucesión de enteros no negativos tal que 

(26) 
~ (!_)l+p, 
L._.¡ < oo, 
n=l Tn 

para todo r > O (donde Tn = Jz.11 ~, entonces el producto infinito 

(27) P(z) = fi Ep, (z:J, 
n=l 

define una función entera que se anula en cada .zn y no posee otros ceros. Además, si o: 

aparece m veces en la sucesión (zn)n.EN• entonces P tiene un cero de orden rn en o:. 
Si tomamos Pn = n -·- 1, la condición (26) se satisface. 

Demostración. Dado un r > O. Si;:; E DT(O) del lema 2.2 se tiene que 

para todo n E N tal que T < T11 , pero como lím Tn = oo, esto se cumple para todo n 
n-too 

suficientemente grande. Luego, utilizando el test de Weierstrass [Lages Lima, 2010, p. 370, 

teorema 2] concluimos de (26) que la serie 

converge uniformemente en DT(O). Luego converge en compactos en C Utilizando el teore
ma 2.4 obtenemos que el producto 

00 ( ) 

. z 
P(z) = rr EPn Zn ' 

n=l 

converge en compactos en C, que es entera, que Z(P) = {zn}nEN y que el orden de cada 

cero es justamente el número de veces que este aparece en la sucesión (z.,JnEN· 
Para demostrar la última afirmación vemos que, dado r > o se tiene que Tn > 2r para 

todo n suficientemente grande. Luego ('r /Tn)n < (1/2)n para tales n y utilizando el criterio 
de comparación se sigue la convergencia de (26). O 

Para algunas sucesiones (rn)nEN se verifica (26) para una sucesión constante (Pn)nEN· 
En estos casos, si tomamos esta constante tan pequeña como sea posible, la función resul

tante (27) se conoce como producto canónico correspondiente a ( zn)nEN. Por ejemplo, si 
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L 1/r, < oo, podernos tornar Pn =O, y el producto canónico es 

00 ( ) II 1- z 
1 Zn 

n= 

Si L 1/ rn = oo pero L 1/'r; < oo, el producto canónico es 

Teorema 2. 6 (Factorización de Weierstrass). - Sea f una función entera, y sean z1 , z2 , ... , 

los ceros de .f listados conforme a sus multiplicidades. Entonces existe una función entera g 
y una sucesión (Pn)nEN de enteros no negativos, tales que 

00 

.f(z) = z'mer¡(z) II Ep, 
n=l 

(:,J 
donde m es un entero no negativo. 

Demostración. Supongamos que f(O) -1= O. Corno los zn son ceros de f se tiene necesari

amente que lím lznl = oo (en caso contrario el conjunto Z(f) = {zn} tendría un punto 
n--+oo 

de acumulación y f sería idénticamente nula). Tornemos el producto P como en el teorema 

2.5. Entonces f / P tiene sólo singularidades rernovibles en el plano, y por ende puede ser 

extendida a una función entera. Además f / P no tiene ceros, luego existe una función entera 

g tal que f / P = e.<J. Si f tiene un cero de orden m en z = O, aplicarnos lo anterior a f (z) / z711
• 

D 

2.2. Funciones de orden finito 

Tornemos una función entera f. Estarnos interesados en saber cuan rápido crece esta fun
ción. Para una caracterización general de su crecimiento introducirnos la función 

M¡(r) = rnáx lf(z)l. 
lzi=T 

Si la desigualdad h( r) < g ( r) se verifica para todo r suficientemente grande, la llamare-
as 

rnos desigualdad asintótica y la denotaremos por h(r) < g(r). Si la misma desigualdad se 
n 

verifica para alguna sucesión rn -t oo escribirnos h(r) < g(r). 
La función entera f se llamafunción de ordenfinito si M(T) <. exp(rk) para algún k > O. 

El orden f es el ínfimo de aquellos valores de k para los cuales la desigualdad asintótica se 

verifica. El orden de f se denota p = P.r. De la definición se sigue que, para todo f > O 

Tornando logaritmo dos veces obtenernos 

. n log log MJ(r-) o.8 . 
p . e < log r < p +e, 

43 



dee donde 
, loglogMJ(T) 

p = lun snp . 
T--+oo log r 

0.8 

Supongamos que f tiene orden p. Decimos que f tiene tipofinito si M('r) < exp(ArP) 
para algún A > O. 

El ínfimo de los valores de A para los cuales la última desigualdad asintótica se verifica se 

conoce como el tipo de la función f con respecto al orden p y se denota rr = rrr. De manera 
similar a lo hecho para el orden se demuestra que 

log NI¡ (T) 
CJ = límsup · . 

7'--tOO Tfl 

Sea 
00 

(28) f( -) - ""(' zn • 4 -L_;-nJ 
n=O 

una función entera. Los siguientes dos lemas nos permitirán expresar el orden y el tipo de 
una fución entera en términos de la taza de decrecimiento de los coeficientes de su expansión 
en serie de potencias. 

Lema 2.3. - Si la desigualdad asintótica 

(29) 

se verifica, entonces 

(30) ( AK) n/F< 

1'1(),8 ~ 
Cn < 

n 

Demostración. [Levin, 1996, p. 5, Lemma 1]. D 

Lema 2.4. - Si se verifica la desigualdad asintótica (30), entonces 

(31) 

para todo E > O. 

Demostración. [Levin, 1996, p. 5, Lemma 2]. D 

Sea p el orden de f. Dado E > O, tomando to = ~ de la definición de orden y los dos lemas 
anteriores (tomando un A tal que A+ t: 0 = 1) se tiene que 

( 
e(p - Eo)) P"_',o n as ( e(p + t:o)) ;,.;',o 

< lcnl < 
n n 

Tomando logaritmo, obtenemos 

n [ J n (},8 n [ ) J -- lag c(p ·- Eo) -logn < log lcnl < -- lag e(p --ca -logn , 
p --ca p -- ca 
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luego 

( ) ( 1 
logc(p- co)) - 1 

n nlogn. 11.8 ( . ) ( loge(p -- c0)) -
1 

p - co - < < p + co 1 - · 
logn log(1/lcnl) logn 

y debido a que lím log (~(p . co) = 1, tenemos que 
n-+oo og n. 

n fl, log 7}, fJ.8 

p-·c< <p+c. 
· log(1/lcnl) 

Así, hemos demostrado el siguiente resultado. 

Teorema 2. 7. - El orden p de la función entera (28) se determina por la fórmula 

, nlogn 
p = hm sup ( /l l). 

n-+oo log 1 Cn 

De manera similar se demuestra lo siguiente. 

Teorema 2.8. - El tipo CJ de la función entera (28) se determina por la fórmula 

CJ = 2_ lím sup (n \I'IGJP). 
pe n-+oo 

El siguiente resultado se conoce como la fórmula de Poisson. 

Teorema 2.9 (Fórmula de Poisson). - Sea Zo E e Si 'U. : D H( zo) --+ e es continua en 
DR(z0 ) y armónica en DR(z0 ), entonces, para todo z E DR(zo) tenemos que 

1 ~o· 27T 1~1 2 - lz- zol 2 
. 

u(z) = -
2 

u(~) ~~ _12 d'ljJ, 
1T.o -z 

d d e_ ¡.),é"' on e e,-. u=. . 

Demostración. [Amar and Mathéron, 2004, §11.5.2.]. o 
Si tomamos z0 =O, la fórmula resulta 

(32) 

donde z = Té1. 

Sea una función f = n + iv holormorfa en D R (O) con parte real u continua en D R (O). Se 

tiene que n es armónica en Dn(O). Definamos 

1 ¡·2
7T . ~ + z 

(33) g(z) = - u(0--d1/J. 
21T. o (- z 
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Para demostrar que la función g es holomorfa en DR(O) basta mostrar que es continua, 
pues en ese caso del teorema 1.35 tenemos que, para todo triángulo!;, e DR(O) 

1. 1 l' ¡·2n . . Reio + z 
g(z)dz = - u(IledJ) . iO dOdz 

~::::,. 2n . 6 . 0 .Fle - z 

1 j'2
71" ·W ¡· Re-w + z 

= - u(Re ) R ·w dzd(} =O, 
2n 0 . 6 .e - z 

donde la última igualdad se debe a que la función z r-+ ~~;;::~~'donde O E [0, 2n], es hola
morfa en Dn.(O). Así del teorema 1.4 concluimos que g es holomorfa en DR(O). 

Para mostrar que g es continua tomemos una sucesión ( zn) E D R(O) tal que zn --7 z. 
Definamos h, hn : [0, 2n] --7 C, donde n E N de la siguiente manera 

( ) ( w) Rei0 + Zn 
hn () = u Re Rd0 - .Zn 

Hew + ~· 
h(e) (R .¡())·'' /~ 
, = v. · .e Ji .. (;'l 

1.c'·' -- z 

La convergencia puntual hn --7 h es obvia. Además, como z11 --7 z E D u. (O) existe T < R 
tal que 1 Zn 1 < T para todo n suficientemente grande. Así, 

lhn(O) 1 = lu(Re·iO) ~~Re::+ ~n 1 ~ J\![R + T 
Re - Zn R- r 

donde iu(Rei0 ) 1 ~ M para todo O E [0, 2n]. Del teorema 1.32 concluimos que 

1 ,~ 1 
lg(zn)- g(z)l ~ 

2
7r ./o lhn(B)- h(B)IcW = 27rllhn- hll1 --7 O, 

es decir, g es continua. 
Ahora bien, de (33) se tiene que 

1 l 2
n (~ + z) i l 2

n (~ + z) g(z) = - u(Om: - d·~; + -
2 

u(~)J e-: d'lj;, 
27r . o ~ - z 7r . o <, - z 

de donde 

( 
1 ~-

2

n (~ + z) ) f(z) - g(z) = i v- -
2 

v.(~)J -- d1jJ , 
n.o ~-z 

es decir, f -- g asume sólo valores imaginarios puros en DR(O). Luego, como es holomorfa, 
del teorema 1.11 se concluye que es constante, y como f(O) --- g(O) = iv(O) se tiene que 

1 j'2
7i' ~ + z -(34) f(z) =- u(()---d'lj; + w(O). 

27r o ~ -- z 

Ahora, si f ( z) =/= O para todo z E D n (O), entonces existe g E H ( D H (O)) tal que f ( z) = 

e·q(z). Luego, log .f ( z) es holomorfa en D R (O), y por (34) 

(35) 
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donde z = rew. 

Supongamos ahora que .f tiene ceros en Dn(O). Como el conjunto Z(f) no tiene punto de 
acumulación, .f tiene una cantidad finita de ceros en DH(O). Sean a1 , a2 , ... , an tales ceros 
(contando multiplicidades), ordenados de manera que Jak:l ~ JaH1 J, para k = 1, 2, ... , n. 
Supongamos además que .f(z) =f O para lzl = R Definimos la función 

( ) _ f("') rr·n R
2

- Cimz c.p z - ~- . . 
R(z- a.rn) 

m.=l 

El teorema l. 7 nos permite concluir que c.p tiene singularidades removibles en cada a k:. luego 
puede ser extendida a una función holomorfa en DR(O). 

Es claro que lc.p(Re·i4•)1 = l.t(Rétf')l y que c.p(z) =/=O para lzl ~R. Así de (35) se sigue 
que 

1 ¡2
n . Rétf' + ., 

logc.p(z) =- log if(Re't:t/')1 R 
4 

/- d·~J + iC. 
21f . 0 .c1. ' - z 

Pero como 
n . 2 - • 

""' R - a.,~~.z . 
logc.p(z) = logf(z) + L....,log R(· _ ) + 2mkn, kn E Z 

m.=l . z (],m 

se concluye que 

Separando la parte real en la igualdad anterior obtenemos que 

1 
. )1 1 l2n 1 '( iw)l R2 -· r-2 1 ""' 1 R(":- a.m.) 1 

log j ( z = -2 log j Re . R2 - 2}':> (e - ni) + -2 d?.p + L...., log D2 - -
1f • o > 1.r cos <¡) 7 n a..,~~.z 

lami<R 

donde z = rew. Esta fórmula es conocida como la fórmula de Poisson-Jensen 

Supongamos que f(O) =/=O, tomando z =O en la fórmula anterior obtenemos que 

(38) logl .f(O) 1 = 2_ /
2

n logl.f(Re¿,1') ld'l/J + L log Ja
1
.,;1. 

27r ./o . 1. 
lo.mi<.H 

Denotemos por n(t) al número de puntos am satisfaciendo la desigualdad la·rnl :( l. De
bido a que 1 a k: 1 :( 1 a k+ 1 1, obtenemos una función que asume valores enteros, monótona no de
creciente y constante por partes. Luego, tomando e> O suficientemente pequeño (e < la1l), 
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del teorema 1.40 tenemos 

R ¡·R R RIR ¡·R. (t) L log ra-1 = . log -fdn(t) = n(t) log t + . Tdt 
lu·mi<R m · e e · e 

_ ¡·n n(t) - -dt. 
. e t 

Así, haciendo e --+ o+ obtenemos 

"' l lam.l = ~n·R n(t) d ~ og R t. 
' o t ia.mi<R. ' 

Reemplazando esta igualdad en (38) se tiene 

{R n(t) dt = 2_ {
2

1i logif(ReiV')Idv' -logif(ü)l. 
Jo t 27r .Jo 

Esta fórmula es conocida como la fórmula de Jensen. 
Asumamos que .f(O) = l. De la fórmula anterior obtenemos 

1 ¡·21i j'C'f' (t) ¡·('7' (t) log Ai¡(er) ;;::: -
2 

log lf(eTe·i.-~')1 = - '!!__dt;;::: . '!!__dt;;::: n(T) 
7r.o o t ..,. t 

El teorema siguiente, debido a Hadamard, es el resultado principal de este capítulo. 

Teorema 2.10. - (Hadamard) Una función entera de orden finito p puede ser representada 
en la forma 

(39) 

donde a1 , a2 , ... , son los ceros no nulos de la función f, p ::::;; p, Pq es un polinomio de 

grado q ~ p, y m es el orden del cero en el origen. 

Demostración. Supongamos inicialmente que f(O) =/=O. De la fórmula (37) tenemos que 

1 i
21i ReiVJ + z R(-- a ) . . . .,.· .... ',¿- .,.,., . . 'f 

logj(z) =- logif(Re1V')IR i·tl; __ dcjJ+ L log R2 _- -- +·z(C- 27rkn)· 
27r o ,e . z ' am"' 

' la.mi<IZ ' 

Derivando esta fórmula p + 1 veces con p = lP J, obtenemos 

[log.f(z)](p+l)=(p+1)! /21ilogi.f(Re·i¡p)l. 2RéP dcp 
27r .J 0 ( Re'·'P - .?: )v+2 

+ p!(fl~+l - p! . L (1?.2 _ a;;z)P+l L. (an _ z)v+l 
lam I<R · iami<R · 

Luego, sir= lzl 

[ J
JJ+l "' p! (p+1)! ( ) 47rR p!n(R) 

log .f(z) + ~. (a.n- z)P+l ~ 27r log JHf n ( R -- ·¡·)P+2 + (R.- T)p+l. 
io.mi<R 

48 



Debido a que para todo E > O 

log A1¡ ( ll) <. J(fl+", 

( ) l ( r) as + n R :::; og M.r e1-l < [(f' ' . 

Tomando t: > O suficientemente pequeño y haciendo R --+ oo obtenemos 

[ J 
p+l """' p! log .f(z) = - L.,¡ ( _ )P+l. an z 

lami<R · 

Luego, integrando ambos lados de la igualdad anterior sobre un camino cualquiera que una 
los puntos O y z, tal que no corte a los puntos a1 , a,2 ... , obtenemos 

log.f(z) --- Pr¡(z) = f= [log (1- z) + z + ... + ,.zPr], 
n=l an CLn pan 

de donde se obtiene el resultado. o 

49 



1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 



Capítulo 3 

LA FUNCIÓN ZETA DE RIEMANN 

3.1. Definición 

Definición 3.1. -La función zeta de Riemann ((s) es definida por la serie 

00 1 
((8) = "-:· L..,¡ n;~ 

n=1 

(40) 

para 91(s) > l. 

Proposición 3.1. - La serie ( 40) converge absoluta y unifomemente en compactos en el 
semiplano 91( s) > 1, y es holomorfa en este semi plano 

Demostración. Si K e { 8 E e : 91( 8) > 1} es compacto existe O" o > 1 tal que K e {S E 

C : 91( 8) > O" o}, Sea 8 = O" + it y O" o > l. Para O" ;?: O" o tenemos que 

lls 1 = r~u ~ n~o · 
Sabemos que la serie 2::~= 1 ,)0 

es convergente. Del Test de Weierstrass concluimos la con-
oo 

vergencia absoluta y uniforme de la serie L 1/n8 en el semiplano a ;?: a0 . El último enun-
n=1 

ciado resulta del teorema 1.1 O. o 

Proposición 3.2 (Producto de Euler). - Cuando 91( s) > 1, la función zeta de Riemann 
puede ser expresada por el producto de Euler 

(41) 

donde p recorre todos los primos. 

( 1) -1 

((s) = rr 1 -·-----: 
p·~ 

p 

Demostración. El producto en ( 41) converge para a > 1 debido al teorema 2.2 y a que la 

sen e 
00

111 
00

1 Lv~='LIP 
Ji Ji 

converge. 



Ahora bien, debido a que podernos multiplicar un número finito de series absolutamente 
convergentes, tenernos 

( 
1 1 ) 1 1 rr 1+-+-+··· =1+-+-+···. p.s p2.s n;~ n~ , 

p,;;_P 1 2 

donde n 1 , n 2 , ... , son enteros cuyos factores primos no exceden a P. Como todos los enteros 
hasta P son de esta forma, tenernos de ( 40) que 

( 
1 ) -·-

1 
1 1 1 1 ((s)- rr 1-- = ((s)- 1- -. - -. - ... 

p8 n' n~ 
p,;;_P 1 2 

00 1 
~ "' -; L._,¡ nrr 

n=P+1 

haciendo P --+ oo se obtiene la igualdad deseada. 

3.2. La función gamma 

Definición 3.2. - La función gamma está definida por 

l
•OO 

r(s) = e-1't 8
-

1dt, 
. o 

(42) 

paras E C con 9t(s) > 0. 

o 

Proposición 3.3. - La integral ( 42) converge absolutamente y define una función holornor
fa en el serniplano 91.( s) > O. 

Demostración. Seas = CJ + ÍT con CJ > O. Corno lím e-t./2ta-1 = O, existe !vi > O tal que l.-too 
si t > .M entonces e-t/2trr- 1 < l. Se sigue que 

roo e-tta-ldt = {M e-ttcr-1dt + roo e-ttcr-1dt 
.fo .fo ./111 

~ tf trr-ldt + ¡·oo e- 112dt 
.fo . M 

A11]' 
= - + 2e 111

/
2 < oo. 

CJ 

Por lo tanto, la integral ( 42) converge absolutamente. 
Sea IT el serniplano CJ > O. Si demostramos que r es continua, usando el teorema de 

Fubini obtenemos para cualquier triángulo 6 E JI 

!. r(s)ds = ¡· /'00 

e-l¡;s-- 1dtds 
. ül::. . ()1:::. .! o 
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donde la última igualdad se debe a que s H ts-1 es entera. Debido al teorema 1.4 concluimos 
que I' es holomorfa. 

Para demostrar que r es continua tomemos una sucesión s., = CTn + ·iTn cuyo límite 
S = (J + ·iT E rr y funciones .fn(t;) = e 'tSn-1, j(t) = e '·t;8 1 definidas en (0, oo). La 
continuidad de s H t;s 1 implica que -t f puntualmente. Fijando ex E ( -1, CJ - 1) tenemos 
que para n suficientemente grande 

(43) 

donde 

{ 
e-t¿Oi O < t < 1, 

h t = ( ) e-t¿a-1 1 :::;; t. 

Un cálculo directo muestra que 

loo h(t)dt = (e '·tü + ¡,·oo e·· t.¿a 1 < 00 

Jo Jo . 1 

Es decir, la función al lado derecho de (43) es integrable. Así, el teorema 1.32 implica que 

loo c-t¡ts,.-1- ts-1!rlx =ll.fn- Jlh -t O, 
Jo 

y la desigualdad 

II'(sn) - I'(s)! :::;;l!fn- Jlh 
muestra que r es continua. o 

De la definición, para 91.( s) > O, integrando por partes tenemos 

(44) I'(s + 1) = si'(s). 

Esta fórmula permite prolongar la función gamma a todo el plano complejo. 

Proposición 3.4. - La función gamma puede ser extendida a una función meromorfa defini
da en todo el plano complejo excepto en los polos simples { -nln E NU {O}} cuyos residuos 

H ·(T' , ) _ (-l)n son ... es .. , - n - ---:;;:r--

Demostración. Para S E e \ N u {o} con 91.( S) < 1, definimos la función gamma por 

(45) I'(s) = I'(s + n) 
(s + n --- 1) · · · s 

donde n E N U {O} verifica que -n < 91-(s). Debido a (44) y a que r no se anula en el 
semiplano 91.( s) > O, la expresión ( 45) proporciona una extensión meromorfa de la función 
gamma con polos simples en el conjunto N U {O}. Para hallar en residuo del polo en s = 
-n + 1 multiplicamos ambos lados de ( 45) por s + n - 1 y hacemos s -t -n + l. Esto 
concluye la prueba. 

o 
Como I'(1) = 1, por inducción se demuestra que I'(n) = (n- 1)!, paran E N. Por eso se 

dice que la función r extrapola la función factorial. 
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3.3. Fórmulas de complemento, duplicación y Stirling 

La función r satisface las siguientes ecuaciones 

r(s)f(l- s) = 7r/sen7rs, f(s)f(s+ 1/2) = 2 1 - 287r~I'(2s) 

para todo s E C. La primera de ellas se conoce como fórmula de complemento y la segunda 
como fórmula de duplicación [Lang, 1999, XV. §2]. 

Lema 3.1. - Para todo s E C. 

r (~) 1 

r (l~) = 7r 27f 
8
f(s)((s). 

Demostración. Si multiplicamos el numerador y el denominador de r (~) /f (l;s) por 
f(l - s/2), entonces las fórmulas de complemento y duplicación implican que 

r (~) 
r e;s) 

La igualdad deseada queda establecida multiplicando y dividiendo el último término de la 
expresión anterior por I'(s ). D 

La función r también verifica otra igualdad conocida como lafórmula de Stirling. 

(46) ( 1) 1 loo i - l i J - 1 log f(z) =. z-- log z- z + -log(27r)- 2 dt, 
2 2 . 0 z+t 

donde -1r < arg z < 1r. Al escóger este intervalo para el argumento estamos eliminando los 
polos de la función gamma. 

Esta fórmula nos permite conocer el comportamiento asintótico de la función gamma pues, 
el término de error en ( 46) converge hacia O uniformemente en cualquier abierto U = { z E 

<C : -7r +'Y < arg(z) < 7r - ~¡},donde O < 'Y < 1r. En concreto tenemos el siguiente lema. 

Lema 3.2. - Se tiene 

/

'
00 t-ltJ-L . ( 1 ) 

dt, =o ( ) ' 
, 0 z + t dist z, JR.·· 

donde d(z, JR- ) es la distancia de z al eje real negativo. 

Demostración. Integrando por partes obtenemos que 

l n+l L -_ltJ - ~ - [,n+l P(L) 
dt- ( )2dt, 

.n .z+t ·n z+t 

donde P es una función periódica de periodo 1 de modo que P(t) - ~(t2 - t) cuando 

O ~ t ~ l. Sumando sobre n E N llegamos a la igualdad 

_ __:__:;...._-=..
2 dt = dt . l

oo {; - lt J - 1 loo p ( t) 
. 0 z+t . 0 (z+t) 2 
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Luego, siendo z = CJ + ·iT tenernos que 

-----=-2 clt ~ dt = - ------,. 
ll

·oo 1; - lt J - 1 . 1 ~n·oo 1 1 ~n·oo 1 
.o .z+t .o lz+tl2 T2.o 1+(a+t)2 

lrl 

= 1!1 ( ~ - arctan l~l) = 1!1 arctan 1:1 = O ( l!l) . 
Tenernos dos posibilidades. 

(I) Si CJ ~O entonces d(z, JR-) = IT!, de donde 

l.l·oo t -}~;- ~dtl ~ 1!1 arctan 1:1 = () (d(z,1JR-)) 

(II) Si CJ > O entonces d(z, JR· ) = lzl. Recordando que arctan ·u, ~ u para u ~ O se 
obtiene 

· ' 2 dt = - arctan - = O - . 
lln

·OO t- ltJ - 1 1 1 ITI ( 1) 
o z+t ITI CJ CJ 

Así, en este caso 

1 

/'
00 

t --- ltJ - ~ ··1 ( . , { 1 1 }) ( 1 ) ( 1 ) .Jo .-: + t dt = () mm -;;' H = () "j;¡ =O d(z, lR ) . 

o 

3.4. Ecuación funcional de la función zeta 

Antes de proceder con la demostración de la ecuación funcional presentarnos dos lemas. 

Lema 3.3. - Sises un número complejo tal que 91.(s) <O entonces. 

(47) /
·oo sen y s1r 

--dy = --r( -s) sen-. 
Ys+l 2 . o 

Demostración. Tomemos un camino 1 orientado en sentido antihorario como se muestra en 
la figura 3 .l. Por el teorema 1.3 

{ e-z Z8 - 1dz =O . 
.!, 

El camino 1 está formado por dos segmentos rectilíneos y un arco de circunferencia C'. 
Separando la integral en la igualdad anterior tenernos. 

(48) {H e-t.ts-lrlt + f e-zzs-lrlz + eis~ {o e-it.t'~-lrlt =O 
.fo . e JR 

Los z E e pueden escribirse en coordenadas polares corno z = Rcú\ o: E [0, ~],luego 

para z E e 
1(,--zz"l = C-RcosüRaleú.tsl ~ e·-TOJiJa ~ C J>O" • . , -..;:: -· . ¡, -..;:: jo l. 

55 



donde C0 = sup{ e-m¡o: E [0, ~]}.Así, cuando R-+ oo 

1.~ c-zzs-ldzl ~ l(C)CoRcr-l =~CoRo--+ O, 

donde la convergencia hacia cero se debe a que a < O. 
Haciendo R -+ oo en ( 48) 

(49) e' is~ ro e tt:; ldt = roo e it¿8 ·ldt;. 
Jo Jo 

Igualando la parte real y la imaginaria en ( 49) obtenemos: 

.fooo t5
-

1 costdt = r(s)cos (~S) 

(50) roo t 8
-
1Sentdt = r(s)sen (~S) 

Jo 
Haciendo el cambios 1--+ --sen (50) se obtiene (47). 

Lema 3.4. - Si s es un número complejo tal que 9\( s) > -1 entonces. 

, ~ l·oo sen(2mr.r) 
lun ~ ·+1 d:r: = O 

A-too . A ·nx8 

n=l 

Demostración. Integrando por partes obtenemos 

/

·oo sen(2n:rr~J_:) = cos(2mr .A) __ s + 1 { 00 cos(2n:rr:r) (i:r;. 
. A ~r~+l 2rm _As+l 2n7r ./A :¡;s+2 

De donde 

~ roo sen(2n7rX) dx = 1 ~ cos(2n7rA) _S+ 1 ~ _!:_ roo cos(2n7rx) dx 
~ r nxs+l 27r _As+l ~ n2 27f ~ n2 !) xs+2 
n=l · A n=l n=l · A 

= () (-1 ) + o ( roo .!3:_) = o (-1 ) . 
.Aa+l .JA ;:¡;cr+2 _Acr+1 

Lo cual concluye la demostración. 

o 

o 

Teorema 3.1 (Ecuación funcional). - La función ( es holomorfa en C \ { 1}, posee un polo 
simple de residuo 1 en s = l. Además satisface la ecuación funcional 

(51) ((s) = 28
1fs-l sen (~s7f) r(l- s)((l- s) 

Demostración. Tomamos f ( n) = n -s, en donde s =/= 1 y a., b enteros positivos. Del corolario 
1.5 obtenemos 

b 1 b1·s_a.1·-.~ f"x-lxJ-l 1 .. 
"""'"' - ..... S 2 d:x: + - (b-s ··- a-s). 
~ n 8 - 1 -- S c-~+l 2 

n=o.+1 · a. ·' 
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Si tomamos 9\(s) > 1, a = 1, hacemos b ----t oo y sumamos 1 a cada lado de la igualdad 
anterior obtenemos 

(52) j ·oo l ;r; j -- X + 1 1 1 
( (S) = S 2 dx + -- + -. 
. . 1 ;¡;8+1 S - 1 2 

La igualdad anterior nos da una continuación analítica para CJ > -l. En efecto, si escribi
mos 

r¡; ( 1) g(.r,) = J1 lti - t + 2 (lt;, 

es fácil demostrar que 1 g ( x) 1 :::; ~ para todo x ~ l. Además 

.l00 

1 ~~~ll :::; .l00 

xa
1
+2 = (J : 1 . 

es decir g ( :r.:) / :.r.:-~+ 2 es absolutamente integrable en [1, oo). Integrando por partes tenemos 

/,
·oo LX J - X + ~ . . - g ( x:) 1 oo .. [,oo g ( :r) , . 

·+ l d.'L - ---:--+1 + (S + 1) ~+2 d:r, 
. 1 :rs x·~ 1 . 1 xs 

/,

·oo g(x) 
= (s + 1) xs+2 d:r; 

. 1 

Siguiendo el procedimiento de demostración de la proposición 5.1 se concluye que la 
integral en la derecha de la igualdad anterior es holomorfa en CJ > -l. Así resulta que la 
integral en (52) es holomorfa en este semiplano. 

Debido a que para CJ < O se verifica 

l 1 l:r; j - :T + ~ - _1_ ! 
S ·S+ 1 dx - + 2, 

. 0 x s-1 
para -1 < CJ < O 

(53) i·oo Lx J - x + 1 
((s) = s + 1 

2 d:r; 
• O :r;s 

Reemplazando (25) en la igualdad anterior, e integrando término a término 

((s) = ~ ~ {
00 

sen 2~7/lrX dx = ~ ~ (2mr)
8 

[

00

sen y dy 
7r L.,.¡ lo nxs+l 7r L.,.¡ n lo ys+1 

n=1' 0 n=1 ' O 

= ~ ( 27r r [-I' (-S)] Sen ( S1f) ( ( 1 - S) 
7r 2 

(54) = 2sns 1 sen ( s;) I'(l- s)((l- s). 
En las dos últimas igualdades se hizo uso de (47) y de (44). En principio, esta identidad es 

válida para -1 < CJ < O. Debido a que la función al lado derecho de la igualdad anterior es 
analítica en a < O, podemos extender ( a este semiplano. Así hemos obtenido una extensión 
meromorfa de ( a todo el plano complejo, con un único polo simple en s = l. 
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Para concluir resta justificar la integración término a término. Para ello, tomemos .A > O y 

f 
-( ) _ LN sen2mr.T _ l:rJ- x + ~ 
NX- -1f . 

nxs+1 xs+1 
n=1 

Es claro que 

!JN(:x:)! ~ 3;:r-(a+1)_ 

Como la función en el lado derecho de la desigualdad anterior pertenece a L1 (0, .A), el teo
rema 1.32 nos permite concluir que 

00 

~o·-X sen(2n7r:r) , _ ¡·>- 00 

sen(2rm:J;) o 

"\:"" 
1 

d.c - "\:"" 
1 

d:r., o 

L._.¡ n:c~+ L._.¡ rrxs+ 
n=1 o O o O n=l 

De esta igualdad se sigue que 

~ {
00 sen(2rm:r) = t) ~ sen(2rm:r) + ~ {00 sen(2n.7r:r) o 

L le n:f'~+l Ir L nxs+l L..,¡ /,, nxs+l 
n=l · O ' 0 n=l no=l ' ¡, 

La prueba concluye haciendo b--+ oo en la igualdad anterior y usando el lema 3.4. D 

Como consecuencia del lema 3.1 podemos reescribir la ecuación funcional de la siguiente 
manera. 

(55) _.!!,r (s) o( ) _l=.!!.r (1--- s) ((1 ) 7f 2 - ( s =7r 2 -- -s 2 2 o 

Luego, la función 

(56) 

verifica la siguiente ecuación funcional. 

(57) ~(s) = ~(1- s)o 

Teorema 3.2. - ~ es una función entera de orden 1 

Demostración. Debido a que ( s - 1) ( ( s) es diferenciable en s = 1, tenemos que ~ es 
holomorfa para CJ > O. Como ~(s) = ((1 - s ), concluimos que~ es entera. 

Demostremos que 

(58) !((s)! < exp(Cisllog lsl) 

cuando lsl --+ oo, para alguna constante C; en vista de (57) basta probar esta desigualdad 

para CJ ~ 1/2. Evidentemente 

(59) 

para 1 s 1 suficientemente grande. En el semiplano CJ ~ 1/2 se verifica que -1r /2 < arg s < 
1r /2, por lo tanto podemos usar la igualdad de Stirling. Tomando en cuenta que log r( s /2) = 
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log\r(8/2)\ + i arg(I'(8/2)) entonces (46) implica que 

Ir(~) 1 < exp(lsllog 181) 

para 181 grande. De (52) concluimos que 

(60) \((8)\ < 2l.sl 

para l.sl -+ oo. Esto completa la prueba de (58). Se sigue inmediatamente que, para todo 
r:>O 

. as 
pues e log r < r(' para todo t > o. 

Así, concluimos que el orden de ~ es menor o igual a l. De la fórmula de Stirling vemos 
que 

lím logf(r) = ~. 
1·-too T log T 2 

La igualdad anterior, (60) y (59) implican que 

lím log~(r) = ~. 
1·-too r log r 2 

Supongamos que el orden de ~ es menor que 1, es decir que existe e < 1 tal que 
as e 

~(r) ~ lvf~(r) < er . 

Tomando logaritmo en la en la desigualdad anterior y multiplicando por 1/ r log r llegamos 
a una contradicción. o 

Corolario 3.1. - Para todo 8 E C 

1 
donde L -

1 
l2 < oo. 

(! p 

{;(s) ~ eA+"'I} (1- ~)e;, 

Demostración. Es una consecuencia del teorema anterior y el teorema 2.1 O 

3.5. Distribución de los ceros 

o 

Del producto de Euler (41) se tiene que la función (no posee ceros en el semiplano cr > l. 
Así también, de (54) se determina que la función (se anula para los enteros negativos pares, 

pues sen ('9;) = o para S = -2k, k = 1, 2, .... Estos son llamados ceros triviales de la 
función zeta. 

Aparte de los ceros triviales, la función zeta también se anula en valores de 8 en la banda 
{ s E C; O ~ cr ~ 1 }. Estos son llamados los ceros no triviales. De la ecuación funcional de 
deduce que estos son simétricos con respecto a la recta cr = ~. En efecto, sea O :::;:; cr :::;:; 1 tal 
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que 

28
1Ts-l sen ~s1rl'(l- s)((l- s) = ((s) =O, 

como las funciones sen CS;), 1'(1- s) no se anulan en esta franja, entonces 

((1- s) =O. 

A continuación demostramos que la función ( no se anula en puntos con parte real l. 

Proposición 3.5. - La función (no posee ceros en la recta 9\(s) = l. 

Demostración. Para demostrar la primera afimación comenzamos viendo la identidad 

(61) 

donde (pERLa expansión en serie de Taylor de la función logaritmo para l:rl < 1 

log(l + x) = f (··-l}k:+l :rk 

k=l 

implica que 

(62) 
oo xk 

-log(l- x) = L ·~ . 
k=l 

Fijemos s > 1, tomando logaritmo a (41) y usando (62) 

00 v···-rn.s 

log ((s) = L -log(l- p- 8
) = L L -, 

m. 
p p k=l 

de donde 

(63) ((s) = exp (2:: -log(l- p-s)) = exp (2:: f p:18

) • 

p p k=l 

Como las dos funciones en la igualdad anterior son analíticas se concluye que la igualdad se 
da en el semiplano 17 > l. Tomando módulo en (63) obtenemos 

1((17 + ÍT)I = exp (9\ (2:: f p~;:s)) 
p k=l 

lo cual implica que 

= exp L L
oo cos(rnT logp) 

1npnur 
p k=l 

l . l3l ( . )l 4 l ( . )l LLoo 3+4cos(m:rlogp)+cos(2m.Tlogp) ((17) ( 17 + n ( 17 + 2zT = exp . m.pma 
p k=l 

cuando 17 > l. 
De la última igualdad y de ( 61) se desprende que 

(64) 

Si s0 = 1 + ÍTo es un cero de (entonces ((s) = (s- 1- iT0 )g(s), donde g es una función 
holomorfa en una vecindad de s0 que no se anula en s0 ; concluimos que cuando 17 -t 1 
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entonces 

(
4 (cr + ÍTo) = O((cr- 1)4

). 

Como (tiene un polo en s = 1, entonces cuando cr -t 1 

Finalmente como ( es holomorfa en s 1 = 1 + 2iTo entonces 

((cr + 2iT0 ) = 0(1). 

De ( 64) y las tres últimas igualdades se concluye que 

O(cr- 1) =i((cr)l 3 i((cr + ÍTo)l 4 i((cr + 2iTo)l ~ 1, 

lo cual representa una contradicción. 
D 

Por la simetría de los ceros respecto a la recta cr = ~, concluimos que la función ( tampoco 
se anula en la recta cr = O. Así tenemos que los ceros no triviales se encuentran en la franja 
O<cr<l. 

Antes de nuestro siguiente resultado damos una definición. 

Definición 3.3. - La función eta de Dirichlet es definida por la serie 

oo (-1)'n-1 
r¡(s) =""""" --L..,¡ ns 

n=l 

(65) 

Proposición 3.6. - La serie en (65) converge en n 
función analítica en este semiplano. 

{ s E q Dl( s) > O} y define una 

Demostración. Sea A(x) = L(-1Y', es claro que IA(:r)i ~ 1 para todo ::rE IR. Fijemos 

S E li; del teorema 1.42 

/

•/¡ L ( ---1tn- 8 = A(b)lf 8 
--- A(a)a-- 8 + s A(t)cs-1cU 

o.<n.;;;b 'u. 

Entonces 

(66) 

Como el último término de (66) converge hacia cero cuando a -t oo, por el criterio de 
Cauchy concluimos que la serie es convergente en li. Por el teorema 1.1 O, para mostrar que 
r¡ ( s) es holomorfa basta mostrar que la serie ( 65) converge uniformemente en compactos en 

II. SiC e II es compacto existen cr0 > O y M > O tales que Dl(s) > cr0 y isi < M para todo 
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S E C. De (66), cuando a,-+ oo, para todo S E e 

L (-·-l)'~~n--s ~ a,--ao (2+ ~1) -+0. 
a<n'b O 

Concluimos que la serie converge uniformemente en C. o 
La siguiente proposición implica que todos los ceros de la función ( en la banda crítica 

tienen parte imaginaria no nula. 

Proposición 3. 7. - Si Di( s) > O tenemos 

(1- 21 -·~)((s) = r7(s) ~ (--·l)~'· 1 

L.._¡ TI;~ 
n=1 

Esto implica que ((s) < O si O < s < l. 

Demostración. Inicialmente consideremos a > l. En este caso 

= (1 + 2 S + 3 S + ' ' ') - 2(2 S + 4 S + 6 S + • • ·) 
00 ( -l)'rt-1 =" = r7(s). L.._¡ ns 

n=1 

Sin embargo, como ( 1 - 21-s) ( ( s) es entera, y 77( s) es holomorfa en a > O concluimos que 
la igualdad anterior se da en el semiplano a > O. 

Cuando s >O la serie que define r7(s) tiene suma positiva. Si O< s < 1 el factor (1-21-s) 
es negativo, y por ende ( ( s) también es negativo. 

o 
Los ceros de la función ( también son simétricos respecto al eje real. Esto es una clara 

consecuencia de 

(67) ((s) = ((s). 

Este es un caso particular del llamado principio de reflexión. Para demostrar la igualdad 
anterior definamos f ( s) = ( (s). Un cálculo directo f es holomorfa en todo el plano complejo 
excepto en s = 1 y que para s =j:. 1 

j'(s) = ('(s). 

Cuando s > 1 tenemos que f ( s) = ( (s) = ( ( s), por el principio de la identidad concluimos 
que f = (para todo s =j:. 1, lo cual implica (67). El principio de reflexión es una propiedad 
general para funciones complejas que son reales sobre la recta real [Ahlfors, 1978, §6.5]. 
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Riemann conjeturó que todos los ceros complejos de la función zeta se encuentran ubica
dos en la recta crítica 9\(s) = 1/2. La veracidad o falsedad de esta conjetura, ahora conocida 
como la hipótesis de Riemann aún no ha sido determinada. 
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Capítulo 4 

GENERALIDADES SOBRE GRUPOS TOPOLÓGICOS 

En este capítulo haremos una breve introducción a los grupos topológicos, demostraremos 
resultados que nos serán de utilidad en los capítulos posteriores, el principal de ellos es el 
teorema de dualidad de Pontriaguin. 

4.1. Definición 

Definición 4.1. -Un conjunto G se llama grupo topológico si: 
l. G es un grupo. 
2. G es un espacio topológico. 
3. Las operaciones de grupo existentes en G son continuas en el espacio topológico G. De 

forma más precisa tenemos: 
a) Si a, bE G, para todo entorno Hl de ab existen entornos U y V de a y b, respecti

vamente, tales que UV e lV. 
b) Si a E G, para todo entorno V de a- 1 existe un entorno U de a tal que u-- 1 e V. 

Las condiciones a) y b) pueden ser sustituidas por 
e) Si a, bE G, para todo entorno lV de ab- 1 existen entornos U y V de a y b, respectiva

mente, tales que uv- 1 e w. 
En la definición 4.1 podemos considerar sólo abiertos básicos. 

Teorema 4.1. - Dado a E G definamos .fu. : G -t G por .fn(J;) = xa. La función fes un 
homeomorfismo de G sobre sí mismo. 

Demostración. Es claro que .fa es una biyección. Además, si y= xa y W es un entorno de y, 
de la condición 3 de la definición 4.1 existen entornos U y V de x y a tales que UV e W. En 
particular U a e 1V, es decir fo. (U) e W, lo que significa que la aplicación fa es continua. 
De manera análoga se demuestra la continuidad de la función inversa f; 1(x) = xo:- 1

• D 

De manera similar se demuestra que las funciones 9a(x) = ax y <p(x) = x- 1 son homeo
morfismos de G sobre G. El siguiente corolario es una aplicación directa del teorema anteri
or. 



Corolario 4.1. - Todo grupo topológico G es homogéneo. Esto significa que dados p, q E 

G existe un un homeomorfismo .f : G --+ G, tal que .f (p) = q. 

Demostración. Basta poner a = p- 1q. El homeomorfismo .fa definido en el teorema 4.1 
satisface f(J, (p) = q. O 

Corolario 4.2. - Sea G un grupo topológico. Sean F e G un cerrado, U e G un abierto, 
Pe G un conjunto cualquiera y a E G. Entonces Fa, aF y p-l son cerrados y U P, PU y 
u-l son abiertos. 

Demostración. La aplicación .f(J, es un homeomorfismo y por ende Fa = .fa (F) es cerrado. 

Del mismo modo, U a es abierto, y como U P = U U:r se tiene que U P es abierto. Las 
:cE!-' 

demás afirmaciones se demuestran de manera similar considerando las funciones g11 ( 1:) = a:E 

y <p(:c) = :c1
. o 

De la homogeneidad del grupo topológico G se deduce que basta enunciar y demostrar 
sus propiedades locales para un elemento solamente. Por ejemplo, para comprobar que el 
espacio G es localmente compacto, basta demostrar que la unidad e admite una vecindad 
U cuya cerradura U es compacta. En efecto, dado p E G, sea .f el homeomorfismo tal que 
.f(e) =p. Se tiene que f(U) es un entorno de p y que f(U) = f(U) es compacto. También, 
para demostrar que G es discreto, es decir, que cada p E G admite un entorno formado por 
un elemento, basta ver que e posee esta propiedad. 

De la homegeneidad resulta también que la topología de un grupo G queda determina
da por un sistema fundamental de entornos de la unidad. El siguiente teorema aborda esta 
cuestión. 

Teorema 4.2. - Sean G un grupo topológico, B, un sistema fundamental de entornos de 
la unidad e, y F un conjunto denso en G (podemos tomar F = G). Entonces el conjunto 
B = {rh: : U E B,, x E F} es una base de G. Además el sistema B, cumple las cinco 
condiciones siguientes: 

a) Dados U, V E Be, existe W E Be tal que W e Un V. 
b) Para todo U E Be existe V E Be tal que \1\1- 1 e U. 
e) Para todo U E Be y todo a E U existe V E Be tal que Va e U. 
d) Si U E Be y a E G, existe V E Be tal que a- 1va e U. 

Demostración. Sea W un abierto y a E W. Como ee- 1 = e E Wa-1, de la definición 
4.1 se tiene que existe un abierto V (el cual podemos asumir se encuentra en Be) tal que 
VV 1 e wa-- 1. Por el corolario 4.2, V 1a es un abierto. Como F es denso en G existe 
x E F tal que :r; E V 1a, de donde 

a E V.r e vv--1a e W 

Las propiedades a), ... , d) se deducen fácilmente. o 

Teorema 4.3. - Sean G un grupo algebraico y B una familia de subconjuntos del conjunto 
G que cumplen las cinco condiciones del teorema 4.2. Entonces en el conjunto G admite una, 
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y sólo una topología que lo convierte en un grupo topológico, y en la que Bes un sistema 
fundamental de entornos de la unidad. 

Demostración. Vea [Pontriaguin, 1978, § 18]. o 

Ejemplo 4. - Sea Z el grupo aditivo de los números enteros. Sea p un número primo. In
diquemos por U k el conjunto de todos los números enteros divisibles por pk. Como base en 
la unidad Be tomamos la colección de todos los conjuntos UK:. k E N. Como Uk n U1 = 

Urnín{k:,.i}• la condición a) del teorema 4.2 se verifica. Si a E Uk y b E [h se tiene a- b E Uk:. 
Es decir Uk - U k e Uk. Es decir, la condición b) se cumple. Las condiciones e) y d) se ver
ifican de manera trivial. Así gracias al teorema 4.3, introducimos una topología en el grupo 
z. 

Es fácil ver que son distintas las topologías obtenidas de este modo para dos números 
primos distintos p y q. En efecto, sea Vk el conjunto de los números divisibles por qk:. Efec
tivamente en la primera topología la sucesión p, p2 , ... , pk:, ... converge hacia cero, sin em
bargo como yl fj:. 1(1, para todo k, j E N tal sucesión no converge hacia cero en la segunda 
topología. 

4.2. Grupo dual y medida de Haar 

En lo que sigue G será un grupo topológico abeliano, Hausdorff y localmente compacto. 
Sea 1I' = {z E <C :lzl = 1 }. El conjunto 1I' es un grupo abeliano con el producto usual y 

un grupo topológico con la topología relativa heredada de C. 

Definición 4.2. -Un caracter x de G es un homomorfismo continuo de G en el grupo 

topológico 1I'. 

El conjunto de los caracteres de G es un grupo abeliano con el producto 

X1X2(:c) = XI(x)X2(;c). 

Este grupo se conoce como grupo dual y se denota por G*. Es fácil verificar que x1 x2 es 
un homomorfismo de Gen 1I'. Además, dado :e E G y W un entorno de x1x2(.r), como 1I' 
es un grupo topológico, existen entornos U y V de x 1 (:r) y x2 (:c) tales que UV e W. De 

la continuidad de x1 y x2 existen entornos U:r y~; tales que Xl(U:r:) e U y X2(~:) e V. 
Tomando W2; = U:r: n ~;,tenemos X1X2(W¡;) = Xl(Wr:)X2(W,,) e X1(U2:)x2(~:) e UVe 
W. Por lo tanto, x1x2 es continua en G. 

El homomorfismo le ( x) = 1 es la unidad de G*. Dado x E G*, su inverso es el homomor
fismo x-1(x) = x(x)-I; su continuidad resulta de la continuidad de x y de la continuidad 

de 'P(x) = x-1, 1: E 1I'. 
Comenzamos esta sección con una definición. 

Definición 4.3. - Sean .f : G --+ <C y ;T E G. Llamaremos dilatación de f por x a la 
función f 1: definida por: ./~(y)= .f(yx-1) para y E G. 
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En todo grupo abeliano localmente compacto G se puede introducir una o--álgebra 9J1 que 
contiene a todos los conjuntos de Borel y una medida positiva m no nula que es invariante 
bajo translaciones, es decir, para todo :r E G 

! . .f dm = ¡· f"dm . 
. G .G 

En particular, dado E E 9J1, si tomamos .f = XE (función característica de E) obtenemos 

m(E) = m(TE). 

Esta medida es llamada medida de Haar de G. Para la construcción de esta medida se debe 
hallar una funcional lineal positiva T que además sea invariante por translaciones en Ce( G), 
el espacio de las funciones continuas complejas con soporte compacto. Una vez logrado, el 
teorema de representación de Riesz nos da una medida m regular con las propiedades que se 
pide tal que 

T.f = .l.fdrn (.fE Cc(G)). 

Proposición 4.1. - Sea G un grupo abeliano localmente compacto y m la medida de Haar 
en este grupo. Se verifican: 

1) m( A) > O para todo abierto no vacío A e G; 
2) m es única salvo constantes multiplicativas. 

Demostración. Para demostrar 1) supongamos que existe un abierto V # tal que m(V) = O 
y K compacto. Dado :r0 E V, como K e UxEK(x- xo) +'!existen xk E K, k= 1, ... , n 
tal que K e Uk= 1(xk- x0 ) +V, y como m((xk- x0 ) +V) = m(V) = O se tiene que 
m( K) = O. Así, de la regularidad interior en abiertos se tiene que m( U) = O para todo 
conjunto abierto U, y de la regularidad exterior se tiene que m( E) = O para todo conjunto 
medible E, lo cual es una contradicción. 

Ahora, sean rn y m' dos medidas de Haar en G. Tomemos g E Ce( G) tal que .J~ gdm = l. 
Definamos A por 

.la g(:r- 1)dm.'(:r) =A. 

Para cualquier .f E Ce( G) tenemos: 

.la .f(x)drn'(x) = .fc: g(y)drn(y) .L f(x)drn'(:r) = .l, g(y)drn(y) .la fu 1 (x)drn'(x) 

= ¡·, (¡·,g(y).f(xy)drn'(:r)) dm(y) = [, (f._,g(y).f(:ry)drn(y)) drn'(x) 
(, .(, .(, .(, 

= ;·, (j~ .9:~:(Y)f,:(xy)clrn(y)) dm'(:r) = /', ( { g(yx 1).f(y)dm'(:r)) clrn(y) 
G G -~ • G 

= ¡· .f(y)drn'(y) ¡· g(yy:-1)dm(:r) = ¡· .f(y)drn'(y) / .9u-1(7:-1)drn(:r) 
. G . G · G .fe 

= .L f(y)drn'(y) .l g(x 1)dm.(:r) =A .l.f(y)drn'(y). 

68 



Es decir m' = A.m. En las líneas anteriores el uso del teorema de Fubini fue válido desde 
que h1 (x, y) = g(y )f(:ry) y h2 (;r, y) = g(yx· 1 )f(y) están en Ce( G x G) e [}(m x m'). O 

Si G es compacto, -rn( G) < oo y podemos definir la medida de Haar rn' por m' = m}G) m; 
se tiene que rn' ( G) = l. Así si G es compacto se puede asumir que su medida es l. Si G es 
discreto, fijando p0 E G, de la invariancia de la medida de Haar tenemos que m(p) = m(p0 ) 

para todo p E G. Por ser discreto, existe un abierto V0 tal que V0 = {p0}. Luego de la 

proposición 4.1 m(p0 ) = rn(V0 ) >O. Definiendo m' = m¿,
0
)m se llega a que m'(p) = 1 

para todo p E G. Así si G es discreto se puede asumir que la medida de cualquier conjunto 
unitario es l. 

Ya establecida la unicidad de la medida de Haar cambiaremos la notación y escribiremos 
dx en lugar de dm. 

Proposición 4.2. - Sea G un grupo abeliano localmente compacto y m la medida de Haar 
en este grupo. Para todo conjunto medible E, 'tn(E-- 1) = m(E). 

Demostración. Definamos la medida m' por rn'(E) = m(E-1 ). La medida así definida 

es invariante por translaciones. Así por la unicidad de la medida de Haar existe A tal que 
m(E-1 ) = A.m(B). Tomemos un conjunto U abierto, y V= u- 1u = U:EEuJ::- 1 U. Es claro 
que V= v- 1 y por el corolario 4.2 también es abierto. Luego m( V) = rn(V- 1 ) = A.m(V), 
de donde A = l. o 

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de la invariancia de la medida de 

Haar. 

Teorema 4.4. -Dados :r: E G y fE LP(Tn), pE [1, oo) tenemos que III"IIP =11!11 1)· 

En lo que sigue escribimos LP ( G) en lugar de U ( rn). 

Teorema 4.5. -Supongamos que fE LT'(G), pE [1, oo). Si definimos 

4J : G ---+ LP( G) 
X 1----t fx, 

la función 4J es continua en G. 

Demostración. Sean x0 E G y E > O dados. Como Ce( G) es denso en LP( G), existe g E 

Cc(G) con soporte compacto K, tal que 1!9- !11 71 < c/3. De la continuidad de g existe una 

vecindad V0 de e tal que si x E V0 entonces lg(x)- g(c) 1 < ~ [rn(K)] 1171
; se sigue que para 

todo y E G 

lg(:u)- 9:~;(Y)I < ~[m,(I<)r11p 
si :rE V0 , de donde 1!9- 9:I:ilp < E/3. Así 

si :r; E V0 . Finalmente 

ilf~o- fJ:ilp =l!(f- fxx01 )xoiiP =il(f- JT2:01 )IIp <E 

si xx01 E V0 ,· es decir si x E x0 Va, de donde se sigue la continuidad. 
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4.3. Convolución de funciones 

Definición 4.4. - Sean dos funciones medibles f y g en un grupo abeliano localmente 
compacto G. Definimos su convolución por la fórmula 

U* g)(x) = /" .f(J:y-1)g(y)dy 
.fe 

stempre que 

(68) 

Teorema 4.6. - a) Si (68) se cumple para algún x E G entonces .f * g = g *f. 
b) Si .f E L 1 ( G) y g E L 00 

( G), entonces .f * g es acotada y uniformemente continua. 
e) Si .f, g E Ce( G), con soportes compactos A y B, entonces el soporte de .f * g está con

tenido en AB, de modo de .f * g E Ce( G). 
d) Si 1 < p < oo, 1/p + 1/q = 1, fE .LP(G) y g E .U(G) entonces .f * g E C0 (G). 
e) Si .f, g E L1 (G), entonces (68) se cumple para casi todo x E G, .f * g E L1 (G) y 

IIJ * .9ll1 :s;ll!lh ll.9lh-
t) Si .f, g y h E L1 

( G), entonces U* g) * h = f * (g * h) 

Demostración. 
a) Reemplazando y por y:r en (68) 

U* g)(x) = j~ f(y- 1)g(y + x)dy 

Del teorema 4.2 

/" .f(y-1)g(y:r)dy = /" g(xy-1).f(y)dy. 
la ~/e; 

Así, U* g)(:r) = (g * .f)(x). 
b) Bajo la hipótesis (b) 

lf * g(x)j :s; l/l(xy 
1
)9(Y)idy :s;jjglloo ./~if(xy 1

)idy =ll9llooll.flh-

Sean x, y E G 

if * g(x) - f * g(y) 1 :s; -~if(xz- 1 ) - f(yz- 1
) llg(z) idz 

:s;jjglloo .[)f(xz)- f(yz) ldz =ll.9lloollfc 1 -- fy- 1 lh-

Como x H fe es uniformemente continua, la última expresión puede hacerse pequeña 

para xy-1 en una vecindad adecuada de cero. 
e) Si x tf. AB entonces para todo y E B, xy 1 tf. A. Luego 

f(xy- 1 )g(y) = O 
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si y E B y como g se anula fuera de B. Se concluye que .f * g ( :x;) = O, es decir 
Supp(f * g) ={:e E G: f * g(x) =/-O} e AB = AB. 

d) Existen sucesiones Un.), (gn) e Ce( G), tal que fn ---t .f en LP, y .9n. ---t gen J/1. Usando 
la desigualdad de Holder 

IJ * g(:r:) --- fn * 9n(7:)1 ~ lg * f(.r)- g * fn(.T)I + lfn * g(.7:) -- fn * .9n(.7:)1 

~ll.9llqiiJ -- fnii7J+IIfnllr>ll.9- 9nll!p 

es decir fn * 9n ---+ f * g uniformemente. Por lo tanto f * g E C0 ( G). 
e) h: G X G ---te definida por h(x, y)= f(x- y)g(y) es medible. En efecto, si E e G 

esmedible,E2 = {(.1:,y): x-y E E} esmedibleenGxG.Luego(x,y) H f(x-y) 
es medible, pues f lo es. Luego, del teorema de Fubini 

llhlh = ,¿ ./~l.f(:r;- y)g(y) l(hdy =ll9lhllflh, 

es decir, hE L1 (G x G), luego h:t E U(G) para casi todo x E G. Finalmente 

ll.f * .9 ll1 = [1 f * g(:r:) 1 clx ~ j', j', l.f ( :r -- Y )g(y) lci:ccly = ll.flh II!Jih 
o (, o (, c. 

f) Este ítem resulta de una aplicación directa del teorema de Fubini, justificada por el ítem 
(e). 

o 
El siguiente teorema nos muestra que podemos introducir una identidad respecto al pro

ducto de convolución en L1 ( G). 

Teorema 4. 7. - Si G es un grupo abeliano localmente compacto, L1 
( G) es un álgebra de 

Banach conmutativa. Si G es discreto, existe una función e E _U ( G) tal que 

.f *e= .f, 

para todo .f E L1 
( G). 

Demostración. El primer enunciado se obtiene de (e), (f) y (a) del teorema 4.6 y de las 
igualdades 

f * (g + h) = f * 9 + f * h, 

a.(f * 9) = (a.f) * 9, 

para .f, 9, h E U ( G), o: E C. Si G es discreto podemos asumir que la integral de cualquier 
conjunto unitario es l. Definimos e( e) = 1 y ?i( x) = O si .7: =1- e, tenemos entonces que para 

fE L1(G) 
U* e)(x) = I:: f(xy- 1)e(y) = f(x). 

yEG 

Teorema 4.8. - Si¡ E G*, ~~ : I} ( G) ---t e dado por 

:Y(.f) = ¡· .f(:c)'y(x: 1 )clx 
(
., . -· 
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es un homomorfismo complejo no nulo. Recíprocamente, todo homomorfismo complejo se 
obtiene de esta forma. Además ¡ H ~' es inyectivo. 

Demostración. Es claro que :Y es lineal. Además si f, g E L1 ( G) del teorema de Fubini 

:Y(!* g) =.l. U* g)(x)r(x-1 )dx = ./: l; j(1:y- 1)g(y)r(1:-1)dydx 

= ¡· g(y) r J(xy 1 )r(:r; 1 )d:rdy = r g(y)r(y-- 1
) r f(:r)r(:r- 1 )d:rdy = :Y(g),:Y(f) 

u .fu .fe .fu 
Supongamos que ;:.1 es idénticamente nula. En ese caso para todo J( e G compacto 

!K = "'(li< E L 1(G), de donde O = :Y(J¡<) = m(K). Como la medida de Haar es regu
lar interior en abiertos, se concluye que m(1i) = O para todo abierto V, lo cual representa 
una contradicción. Recíprocamente, si h es un homomorfismo complejo de L 1 ( G), h es lineal 
acotada de norma l. Luego 

h(.f) = /' .f(y)rf{lJ)dy 
.fa 

para algún cjJ E L00
( G) con llc/JIIoo = l. 

Si .f, g E J}(G) 

l; g(y)c/J(y)h(.f)dy = h(f)h(g) = h(.f * g) = ,¿ i~ f(x- y)g(y)(p(x)dyd:r 

=.la g(y).! f~lx)c/J(:r)d:rdy =.! g(y)h(f11 )dy. 

Luego 

(69) h(f)c/J(y) = h(fy) 

para casi todo y E G. Tomando .f E U ( G) tal que h(.f) =!= O y pasando a dividir este factor 
en la igualdad anterior tenemos que casi en todas partes cj) es igual a una función continua. 
Así podemos asumir que e/) es continua. Además 

.J.( ) = h(f¡;y) = h( (f?;)y) 
7 xy h(f) h(f) 

= h(f~Jcp(y) =.J.( ).J.( ) 
h(f) y X '!-'y . 

Se sigue que c/J( x--l) = c/J( x) -l. Luego 1 c/J( x) 1 ~ 1 implica que 1 c/J( x) 1 = l. Concluimos que 
cjJ E G*. El caracterbuscado es ---¡(:r) = c/J(1:-1 ). D 

Con la biyección r : ¡ E G* H ;:.f E 6 ( L1 ( G)) podemos inducir una topología en G* 
cuyos abiertos son preimágenes de abiertos en la topología de Gelfand de 6 ( L1 

( G)). 

Teorema 4.9. -La biyección r : G* ---7 6(I}(G)) induce una topología de Hausdorff 
localmente compacta en G* que tiene por sub base a los conjuntos (f o r) ·····l (U) donde U e <C 
es abierto y j es la transformada de Gelfand de f E [} ( G). 

Demostración. Si l'l =/= ¡ 2 E G* entonces r'( ¡ 1) =/:: r(¡2). Como la topología de Gelfand es 
de Hausdorffu existen abiertos disjuntos A1, A2 en 6(I}(G)) tal que l'("'t1 ) E A1, T'b2) E 
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A2 . Los abiertos r-1(A1) :;¡ J'1 , l'-1(A2 ) :;¡ ¡ 2 son disjuntos en G*. Esto prueba que la 
topología en G* es de Hausdorff. 

Es claro que la topología inducida en G* por r convierte a esta última en un homeomor
fismo. Luego 

a) Si A e 6(L1(G)) se verifica que r··1(A) = r-1(A). 
b) Si K e 6 (I} ( G)) es compacto r ·1 (K) e Ci* es compacto. 

Sea ¡ E G*. Como r(l') tiene una vecindad con adherencia compacta, de (a) y(b) con
cluimos que su preimagen también tiene cerradura compacta. Es decir, la topología en G* es 
localmente compacta. 

El último enunciado resulta de observar que la subbase para la topología de Gelfand de 
6(U(G)) está conformada por j- 1(U) donde U es abierto en el plano complejo. D 

4.4. La transformada de Fourier 

Definición 4.5. - Dada J E L1 ( G), la función .f: G* -+e definida por 

](!') = / .[(:r)r(.1:- 1 )dx 

se llama transformada de Fourier de f. El conjunto de todas las .f se denota por A ( G*). 

Es claro que j = j o r·-l, donde j es la transformada de Gelfand de J. Luego 

(70) 

La topología debil en G* inducida por A(G*) tiene por subbase todos los ]- 1(U) donde 
U e e es un abierto. Luego, del último enunciado del teorema 4.9 y (70) concluimos que la 
topología debil inducida por A ( G*) es la topología en G* inducida por r de la topología de 
Gelfand de 6 (J.} ( G)). Cada .fes continua con esta topología, y 

llflloo = sup{ \f (r(l')) \ : "Y E G*} = sup{ 1./(l~) 1 : hE 6 (1}( G))} =11./lloo ~llfll1 
Teorema 4.10. - Si G es compacto, G* es discreto. Si G es discreto, entonces G* es com
pacto. 

Demostración. Si G es discreto, entonces L} ( G) tiene una identidad. Luego 6 ( I} ( G)) es 

compacto, por lo cual G* = r-1 ( 6 ( L1 
( G))) también lo es. 

Si G es compacto podemos asumir que m( G) = l. Se verifica 

l. { O si¡::/=- 10 , 
(71) ¡(:r:)d:r: = 

1 
. _ 

1 
_ 

. O Sl "'( - G. 

El caso¡ = 10 es trivial. Si¡ ::J le;, entonces ¡'(:.ca) ::/=- 1 para algun :.ca E G, y 

.l; ¡(x:)dx = "y(xa) l; ¡(:.c:.c01 )dx =¡(:.ca) .L ¡(:r;)d:c, 
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de donde .J~ "f(:r )dx = O. Sea .f = le; E !} ( G), (71) puede ser escrito como 

.f("f) = { 0 S~/'~ le;, 
1 Sl"(-lc;. 

Como j es continua {la} = j -1 ( C \ {O}) es abierto, es decir el conjunto formado sólo por 
la es abierto y así G* es discreto. O 

Hasta ahora hemos demostrado que G* es un grupo y un espacio de Hausdorff localmente 
compacto. A continuación demostramos que estas dos estructuras hacen de G* un grupo 
abeliano localmente compacto. 

Teorema 4.11. - a) La aplicación (x, 1) E G x G* H 1(x) E 1r es continua. 
b) Sea K e G compacto y U,.= {z E q¡z- 11 < r }. El conjunto 

N(K, r) = { lir(:r) E U,. para todo x E K}, 

es abierto en G*. 
e) La familia de todos los conjuntos N ( ]{, r) y sus translaciones forman una base de G*. 
d) G* es un grupo abeliano localmente compacto. 

Demostración. 
a) Usando la definición 4.5 podemos escribir (69) como 

f(l)r(:r- 1
) = f3:(r) 

donde fE P(G), x E G y 1 E G*. Para demostrar (a) basta ver que (:r, 1) H h:(r) 
es continua para todo f E L} ( G). En efecto, dado ( x 0 , /'o) E G x G* gracias al teorema 

4.8 existe Jo E L1 
( G) tal que 

lo (ro) = / fo(x)ro(x- 1 )dx =1 O, 

y de la continuidad de ]0 existe una vecindad V0 de /'o tal que ] ( 1) =J O para ~f E Vo. 

Así, para todo 1 E V0 tenemos que 

'/(X) ~ 7(~; 
Es decir, la función ( x. "f) H 1( x) coincide con una función continua en el abierto 

G x V0 , lo que implica (a). 
Sea f E U ( G), x0 E G y lo E G*. Dado é > O de la continuidad de ],;0 y del 

teorema 4.5 existen vecindades V de x 0 y ~V de lo tales que 

11 fx - fxo ll1 < é Y 1 J7:o ( 1) - fno (lo) 1 < é 

para todo :e E V, 1 E W. Luego, si (:r, 1) E V x W 

1 J1: ( 1) - fro (lo) 1 ~ 1 J1: ( 1') -- J1:o ( 1) 1 + 1 J1:o ( 1) - f3:o (lo) 1 

~ 11 !3: -- f~:o ll1 + lf~:o ( 1) ...... f~:o (lo) 1 < 2f: · 
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b) Sea K e G compacto y r > O. Si 'Yo E N(K, r), para cada xo E K, por el ítem (a) 
existen vecindades V de :to y VV de lo tales que ¡(:r) E U'l' para x E \i y¡ E VV. Por 
la compacidad de J(, existe un número finito de vecindades V que cubren K. Sea W0 

la intersección de las vecindades W correspondientes; es claro que si ¡ E vV0 entonces 

¡(::e) E u'l' para todo X E K. Como vVo es una vecindad de /'o, N(K, r) es abierto. 
e) Sea V un abierto y '"'fo E V. Si V0 = ¡ 01\i, entonces V0 es abierto y e E \10 . Debido 

a que la topología en G* es la topología débil generada por A ( G*), existen funciones 

!1, ... , fn E L1(G) y e> O tales que 
n 

n{ 1: 1.~(/') -- ]i(c) < el} e Va. 
'1:=1 

Como Ce ( G) es denso en J} ( G), existen .9L ... , .9n con soportes compactos J( 1 , ... , Kn 
tales que ll.9k- !kll1 <~para k= 1, ... , n. Luego, si l.9k(J)- .9k(c)l < ~entonces 

lid¡) -]k( e) 1 :::; lfk:( ¡) - .9k( ¡) 1 + l.9k( ¡) - .9k(c) 1 + l.9k(e) - Jk(e) 1 

:::; 2llh- .91ll1 + l.9k(r)- .9k(e)! <E, 

es decir 
n 

n{l': !.9¡(¡)- g.¡(e) <Si} e Va, 
·i=1 

donde 8 =~·Las funciones g1 , ... , .9n se anulan fuera del compacto I< = U:7,;,1K¡. Si 

T < el/ máx ll.fi 1 h, 
7. 

y '"'fE N(K, T), entonces 

1 g k ( ')') - g k ( C) 1 :::; {' Ir (X 1
) - lll.f'k (X) 1 d:r :::; T ll.h 1 h < E· 

.JT< 

Así, N(K, r) e V0 = ¡ 01V, de donde "toN(!(, r) e V. 
d) Sea V e G* abierto y l'o/; 1 E V. Por el ítem anterior existe un abierto N(K, r) 

tal que ¡ 0¡¡1 N(I<, r) e V. Si .\o E ¡ 0N(I<.:, r/2) y .\1 E 11N(K, r/2) entonces 
.\0 .\}

1 E lo/:1 1 E V. En efecto, para todo ::r E K 

l>.o(1:).\}1(x)J01(x)¡l(x)- 11 = l>.a(x)J01(x)- .\l(xh1-1 (:r)i 

:::; l>.a(x)¡01(x)- 11 + 11- .\1(x)¡:}1(x)l < r/2 + r/2 = T, 

es decir 

(/oN(K,T/2))(¡'1N(K,r/2)r
1 e loli 11V(K,r), 

de donde se concluye que la función ha, 11) H /oli- 1 es continua. 
o 

Como G* es un grupo abeliano localmente compacto tiene sentido considerar el doble 
dual ( G*) *. El siguiente resultado es uno de los más fundamentales respecto a G*; su de
mostración puede ser hallada en [Pontriaguin, 1978, §36]. 
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Teorema 4.12. - El homomorfismo <p : G ----t ( G*)* dado por rp(:r;) = :r;** donde 

:r:**(x) = x(:r:), 

es tanto un isomorfismo como un homeomor:fismo. 
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Capítulo 5 

FORMULACIÓN EQUIVALENTE DE LA HIPÓTESIS 
DE RIEMANN 

El propósito de este capítulo es probar el criterio de Beurling para la hipótesis de Riemann. 
El teorema que presentaremos puede generalizarse al espacio LP(O, 1) [Beurling, 1955], en 
cuyo caso la prueba se complica significativamente pues no se cuenta con la estructura de 
espacio de Hilbert que ofrece L2 (0, 1). Nosotros trabajaremos el caso p = 2. Para un mayor 
orden dividiremos la prueba en dos etapas. Esta puede ser hallada en [Bjork, 2000] 

1 

5.1. Definiciones previas 

Sea p : (O, oo) ----t IR la función definida por 

p(x) = { ~} 
donde { :r:} = :r ······· L :r: J es la parte fraccionaria de :r:. 

Para O < () < 1 consideramos la dilatación de p por () 

Po ( x) = p( xO 
1

) = { ~} . 
Si restringimos p0 al intervalo (0, 1) obtenemos una función no negativa que presenta dis..: 
continuidades en el conjunto { ~ : k = 1, 2, ... } . 

Denotamos por V al subespacio de L2(0,1) de funciones de la forma 

n 

n 

f = L C.¡poi con n E N, o < 0.¡ < 1, C¡ E e para í = 1, ... , n 
·i=l 

donde L c.¡(),¡= O. 
·i=l 

Teorema 5.1 (Beurling). - La hipótesis de Riemann es válida si y solo si la función con
stante 1 pertenece a la clausura de V en I}(O, 1). 



5.2. El criterio de Beurling 

Inicialmente suponemos que 1 pertenece a la clausura de V en L2 (0, 1); demostraremos 

que esto implica la hipótesis de Riemann. 
Sea f E L2 (0, 1); definimos 

(72) 

donde a> 1/2. 
En la definición anterior se toma a > 1/2 pues en este semiplano la función s t-+ :r~--1, 

donde x E (0, 1), es de cuadrado integrable, por lo cual la integral en (72) está bien definida. 

Proposición 5.1. - Si f E I.}(O, 1), entonces F definida en (72) es holomorfa en el semi

plano a > 1/2. 

Demostración. Sea II el semiplano a > 1/2 y F : II ---t C la función definida en (72). 
Si demostramos que F es continua, usando el teorema de Fubini obtenemos para cualquier 
triángulo 6 E II 

!. F(s)ds = { ( j(x)x8
-
1dxds 

. DD. .laD. .fo 

donde la última igualdad se debe a que s t-+ x 8
-

1 es entera. Debido al teorema de Morera 

concluimos que F es holomorfa. 
Para demostrar que F es continua tomemos una sucesión sn = an + irn cuyo límite 

s = a+ ir E li y funciones 9n(;r) = j(x)x8"-I, g(x) = j(x)x8
-

1 definidas en (0, 1). La 
continuidad des t-+ x 8

-
1 implica que 9n ---t g puntualmente. Fijando a: E ( -1/2, a- 1) 

tenemos que 

(73) 

paran suficientemente grande. Usando la desigualdad de Holder 

¡·1 1 
IJ(x)lxadl: ::::;111112 ..¡ < oo; 

. o 2o: + 1 

es decir, la función al lado derecho de (73) es integrable. Así, el teorema 1.32 implica que 

11
IJ(x)ll::c·'n-1 ·-- Xs-lld:r; =ll9n ·--- .9111 ---t O, 

y la desigualdad 

muestra que F es continua. 
o 
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Proposición 5.2. -Para cada O<(}< 1 tenemos 

(74) t {8/:r}xs-ld:r, =_e_- es((s) 
Jo 8 -- 1 8 

donde fR(s) > 1/2. 

Demostración. Haciendo el cambio de variable u= e j:r, la integral en (74) se convierte en 

(75) ()S {
00 

{u }u--s- 1dt.L . 
.Jo 

Realizando un cambio de variable, vemos que 

("'+1 {u}v.-.~-- 1 dv, = {
1 

( u )s+l du, 
Jn .fo u+n 

lo cual implica que 

Sumando la igualdad anterior sobre n ~ 1, teniendo en cuenta que a > 1 

(76) 
/

·oo{ }· -s-Id ((s) 1 1 ¡·oo, _8 ((s) 1 u u, .. u=-··-··-,-+-:+- n du = -----.. - + -, -. 
. 1 S S S • 1 S S --- 1 

Finalmente 

i l - e-s+1- 1 
{u }u-"'-1dzt = _ 

1 . O S 
(77) 

Así, para a > 1, la igualdad (74) es consecuencia de (75), (76) y (77). Por la proposición 
5.1, la integral en el lado izquierdo de (74) es holomorfa en a > 1/2, y como la función en 
el lado derecho también lo es, del principio de la identidad concluimos que la igualdad se da 
en el semiplano a > 1/2. 

o 

Proposición 5.3. - Si la función constante 1 pertenece a la clausura de V en 1}(0, 1) en
tonces la hipótesis de Riemann es válida. 

Demostración. Supongamos que 1 pertenece a la clausura de V en L2 (0, 1). En este caso, 

dado E > O existe f E V tal que 111- .fll2 < E. Sea f = ¿;=1 CkPO¡, con 2:.':~= 1 ckek =O. La 
proposición 5.2 implica 1 1 n il 1 (( ) 11 r (1- .f(x) )x8

-
1d.T = - - L Ch; Po, (x)x 8

-
1rl:r = --: + -

8 L c~;;et 
/no S O S S . k=l . k=1 

(78) 
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donde rJ > 1/2. 
La proposición 1.30 implica que 

(79) 

donde rJ > 1/2. Juntando (78) y (79) tenemos 

(80) 
1 ((s) ¿n es e - + -- Ck k: ::;; · 
S 8 · 12rJ 1 k=l V -

Si ((so) =O para algún so = rJo + iTo con rJo > 1/2, (80) se reduce a 

1 s

1
o 1 ( yf2rJ: - 1 

lo cual representa una contradicción pues la elección de e > O fue arbitraria. Concluimos 
que no hay ceros de la función zeta en el semiplano rJ > 1/2, y la simetría de esta respecto 
a rJ = 1/2 implica que tampoco hay ceros en el semiplano rJ < 1/2. o 

Ahora suponemos que la hipótesis de Riemann es cierta y demostramos como esto implica 
que 1 pertenece a la clausura de V. 

Sea .f E J}(O, 1) tal que 

(81) 

para todo b > O (l). 

Para cada O < a < 1 hagamos 

f''¡¡(:r)idx >O 
Jo 

.fa ( x;) = f ( a:-c). 

Denotemos por C.r al subespacio de J}(O, 1) generado por {fa : (0, 1) -t C : O < a < 1 }. 
Si 1 < p < 2 podemos considerar a CJ como un subespacio de LP(O, 1) cuya clausura con 
la norma p se denotará como Cr (p). 

Sea P definida según (72), usando la desigualdad de Holder obtenemos 

(82) 

donde rJ > 1/2. 

Teorema 5.2. - Si para algún p E (1, 2), C.r(P) es un subespacio propio de .U(O, 1), en
tonces P se extiende a una función meromorfa en todo el plano cuyos polos se ubican en el 
semiplano rJ < 1/2. Además, para cada polo.\, la función x >. E C 1(p). 

Demostración. Con el objeto de resaltar los puntos principales de la demostración, la dividi
remos en tres partes. 

Extensión meromorfa de F. 

l. Recordemos que como m((O, 1)) = 1 < oo, L2 (0, 1) e LP(O, 1) e L 1(0, 1) para todo 1 < p < 2 
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Como C1 (p) es un subespacio cerrado propio de !Ji (O, 1), el teorema 1.3 9 implica que 
---------existe <pE LP(O, 1) no nulo tal que ¡p(h) =O para todo hE (}.r(p), o de manera equivalente, 

'PUa) = O para todo O < a < l. Si q es exponente conjugado de p, del teorema 1.33 
encontramos k E D1 (O, 1) no nulo tal que para O < a < 1 

(83) 

Definamos 

l
·l 

k(x:)f(ax)dx =O. 
o o 

K(s) = t k(:1:)x- 8 dx . 
.lo 

De manera análoga a lo hecho en la proposición 5.1 podemos demostrar que f( es holomofa 
en CT < 1/p. Definamos g: (1, oo) ---1- e por 

ln
·l/( 

g(~) = k(x).f(~x)d:r 
. o 

Usando la desigualdad de Holder y un cambio de variable 

(84) 

Debido a (84 ), la función 

G(s) = ¡·oo g(OC 1 d~ 
< 1 

está definida en el semiplano a < 1/p y además es holomorfa. 
Por el lema 5.1 que demostramos a continuación se tiene que la igualdad 

(85) G(s) = F(s)K(s) 

se verifica en la franja 1/2 < a < 1/p. 
La igualdad (85) nos permite concluir que F se extiende de manera única a una función 

meromorfa si definimos F(s) = ~¡·:~para a::::; 1/2. Tal extensión es holomorfa en a> 1/2. 

Afirmamos que también lo es en a = 1/2. En efecto, supongamos que F tiene un polo 
de orden m ~ 1 en s0 = ~ + iT0 . En este caso existe es una vecindad \í de .s0 tal que 
FE H(V \{so}) y constantes Co, o o o, Cm E e con Cm =1= o de modo que 

rn. 

g(s) = F(s)-" ( Ck: )k 
L...t .s- so 
k=l 

es holomorfa en V\ {so} con singularidad removible en s0 . Concluimos que s f---7 F(s)(s
s0 ) 112 es no acotada para valores des cercanos a s0 lo cual representa una contradicción con 
(82). 

Existencia de polos. 

Para demostrar que el conjunto de polos de F es no vacío procedemos por contradicción. 
Supongamos que Fes entera. Sea o: E (1/2, 1/p). De (82), si a~ o: 

1 
IF(s)l :::;IIJII2 y'

2
o: _ 

1 
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Es decir, F es acotada en cr ;? n. 

Como Fes acotada por .M =ll.fll2 v'2~ __ 1 en la recta cr = o: y es entera, del corolario 1.2 
tenemos que 

(86) 1/?( +¡ )1 ~ Mo·····4,),(11····0:) .. CJ ¿7 ~ (:. . 

donde cr ~a. 
Si A = O, (86) implica que Fes acotada por M en el semiplano cr ~ o:. El teorema de 

Liouville (teorema 1.8) nos permite concluir que F es constante. La desigualdad 

(F(s)\ ~ \[ f(x)x' 1dxi ( llfll2 ([ t 2" 2) 
112 

~ llfll,(2a- 1)-112, 

implica que 

lím F(s) =O; 
a-too 

es decir Fes nula. Así, para todo cr ;? 1/2 

u, xs·1) = t .f(:c)x:s-··1d;r; =o. 
Jo 

Tomando s =O, 1, ... concluimos que f ..L Vect(1, x, :c2 , ... ) = U(O, 1) lo cual implica 
que .f es nula, contradiciendo (81 ). 

Si A >O, sea a= e··~.f, de modo que O< a< l. Para cr > 1/2, realizando un cambio de 
variable obtenemos 

(87) t f(ax)x 8
-

1dx =a-s (F(s)- /
1 

f(x)x 8
-

1dx) . 
.lo . n 

Sea H la función en el lado derecho de la igualdad anterior. Afirmamos que H es entera y 
acotada. 

- Cuando cr ~ a < 1, de (86) 

IH(s)l ~ la-s F(s)l +la-s .l1 

f(x)x 8
-

1rLcl 

(88) ~ Ata.·u + a.- 1 llflk 

Cuando cr ;? o: > 1/2, usando la desigualdad de Holder 

(89) iH(s)i = ¡¡1 
.f(a.:r):r"--1&rl ~ ll.flba. 112 (2cr- 1) 112 ~ llfll2a 112 (2cv -1) 112 . 

De (88) y (89), concluimos que H es acotada. 
-Para demostrar que Hes entera basta ver que la integral I(s) = .C f(.7:)xs-- 1dx en (87) 

lo es. En efecto, 

si cr ;? 1, 
si cr < l. 

Es decir, la función u H f (u )v:~-- 1 es absolutamente integrable en (a, 1). Siguiendo un 
procedimiento similar al de la proposición 5.1 basta demostrar que I ( s) es continua. 
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Para ello tomemos una sucesión sn = o-n + iTn. que converge hacia s = a- + ·iT y 
funciones h.11 (u) = f(u)us,.-I, h(u) = f(u)v:~- 1 definidas en (a, 1). La convergencia 
puntual hn ---+ hn es obvia. Tomando o: < O tal que o: < a- -·- 1, paran suficientemente 
grande o: < O"n -- l. Como a ~ u 

ihn(v.)i = !f(H)i·¡[n-- 1 < !f(u)!·¡./-" ~ if(v.)¡o:)·. 

Como la función al lado derecho de la igualdad anterior es integrable en (a, 1), del 
teorema de convergencia dominada se tiene 

II(sn)- l(s)! ~ llhn- hlh ---7 O, 

es decir I ( s) es continua. 
Por el teorema de Liouville concluimos que H es una función constante. De la desigualdad 
(89) obtenemos 

lírn!H(s)!=O 
cr--+oo 

Por lo tanto H es idénticamente nula. Siguiendo un argumento similar al caso ,\ = O con
cluimos que :r 1---t f ( a:J:) es idénticamente nula, lo cual representa una contradicción con 
(81). 

La situación en el polo. 

Si F tiene un polo en s0 = a-0 + iTo con a- < 1/2, supongamos que x--so ~ C1(p). 
De manera análoga a lo que se hizo al inicio de la prueba hallamos funciones K 0 y G0 

holomorfas en el semiplano a- < ljp de modo que K 0 (.s 0 ) =1 O, y en 1/2 < a- < ljp 

Go(s) = F(s)Ko(s). 

De la unicidad de la extensión meromorfa la igualdad anterior se verifica en a- < ljp. Como 
G0 es holomorfa en s0 y F tiene un polo en tal punto, concluimos que K 0 se anula en so, lo 
cual representa una contradicción. Esto concluye la prueba. D 

Lema 5.1. - Sean p E (1, 2), F definida según (72), K y G como en el teorema 5.2. 
Entonces se verifica la igualdad 

G(s) = .F(s)K(s) 

para todo S E C tal que 1/2 < 9'\(s) < ljp. 

Demostración. Sean X = {(v,, v) E IR2 
: u > 1, O < v < 1/u}, Y = {(z, w) E IR2 

: 

O < z < 1, O < w < z }. Haciendo el cambio de variable <P : (v., v) E X 1---t (v:v, v) E Y 
obtenemos la igualdad 

/,•oo ;·1/n i·l iz G(s) = k(v)f(u.v)v:~- 1dvdu = f(z)k(w)w 8
Z

8
.

1d·wdz. 
. 1 . o . o . o 

(90) 

El mismo cambio de variable muestra que 

/·1 ;·1 ;·1 ;·1 f(z)k('w)w- 8 Z 8
-

1dwrlz = k(v)f(uv)v:~- 1 dv,dv =O, 
. o . z . o . o 

(91) 

donde la última igualdad se debe a (83). Juntando (90) y (91) obtenernos (85). D 
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Sea F el espacio de las funciones en (0, 1) que asumen valores complejos. Para O < a < 1 
definamos el operador T,. : F ---7 F por 

T ( )( ) _ { g(x/ a) O < :r: < a, 
u g X -
· O a::::;x<l. 

Afirmamos que V es un subespacio invariante para ~,. En efecto, sea f = ¿ c~,,p01, con 

o < ek < 1 y ¿ ckek = o. De la linealidad, ~J (!) = ¿ Ck~l. (Po k). Además . 

Si a::::; x < 1, entonces 

Luego 

T ( .)( ) = { Po,Jrja) O< :r; <a, 
a Plh X O ~ 1 a"""" .T < , 

= { 
0
{aBk/:r:} O< :r: <a, 

a::::; x < 1, 

= X(O,u)(:r)Pofh,(:r:). 

L CkPafh (.T) = L ckeka/x =O. 

Proposición 5.4. - Si la hipótesis de Riemann es válida entonces la función constante 1 
pertenece a la clausura de V en L2 (0, 1). 

Demostración. Supongamos que 1 no pertenece a la clausura de V en L2 (0, 1). En este caso 
su complemento ortogonal en L2(0, 1) es no nulo, es decir existe g E L2 (0, 1) no nula tal 
que 

(92) {

1 

j(:r)g(:r.)rLc =O 
.fo 

para toda f E V. Como V es invariante bajo los operadores Ta tenemos 

(93) o= rf(xja)g(x)dx =a t f(:r)g(ax)dx. 
.Jo .fo 

para todo O < a < 1 y f E V. Así, tenemos que 

(94) 

para todo h E cq. 

lr
·l 

.f(:r)h(:r:)rh =O 
. o 

Para demostrar que g satisface la condición (81) suponemos lo contrario; es decir, g = O 
c.t.p. en algún intervalo (0, a) con O < a < l. Sea a 1 = mín(l, 2a) y u E (a, a 1). La función 
f = upa. - ap11 E V. Un cálculo directo muestra que f(:r) = O si u < x < 1 y f(x) = a si 
x E (a, u). Usando (92) 

r· gCc )rLr: = o . 
.fa 
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Así, definiendo G : (O, 1) ---t C por 

G(x) = r: g(u)rlu 
.lo 

vemos que G se anula en (O, a.1 ), de donde g ( :r:) = O para O < :r: < mín ( 1, 2a.). Repitiendo 
este proceso con a1 en lugar de a, notamos que g(:r:) = O para O < .T < mfn(l, 2a1) = 
mín(l, 4a). Después de un número finito de pasos concluimos que g es idénticamente nula 
en (0, 1), lo cual representa una contradicción. 

Usando el teorema 5.2 hallamos s0 = cr0 + ir0 con cr0 < 1/2 tal que para todo 1 < p < 2 

Ahora bien, si rjJ E C:g(P) existe una sucesión (r/Jn)n C C:g, tal que llr/J- r/JniiP ---t O. Como 
toda f E V es acotada 

l.i1 

f(;_c)(p(x)d~rl = ¡1 

j(;E)(r/J(x)- r/J.11 (1:))rl:r: 

j
·1 

:( K 
0 

1 (,i{'r) -· cf)n (:r) 1 clx 

:( Kll (p -- 4Jn 1171 ---t O, 

donde utilizamos la desigualdad de Holder en la segunda desigualdad. Concluimos que, para 

todaf E V 

(95) 

Sean e, e E (0, 1) tales que e so ·- e =/:- O, (tn) una sucesión tal que tn ---t e-, y .fn. 
1~,Pr." ·-- tPo E V. Si ro= 1 -- 8o, ~(ro) > 1/2, el teorema 5.2 y (95) implican 

O= {'
1 

(1/tnPtJ:r)- 1/0po(x)) :r:"'0 -
1rlx 

.Jo 
(e-so - ¿-so) 

= n ((To). 
To 

Haciendo n ---t oo 
(e-so ) 
-'-----e-'-( ('ro) = O. 

To 
Se concluye que ((ro) = O donde ~(ro) > 1/2, lo cual contradice la hipótesis de Riemann. 

Esto concluye la prueba. D 
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Capítulo 6 

UN CRITERIO DE CONTINUIDAD PARA EL , 
OPERADOR PROYECCION ITv 

6.1. Una fórmula para la proyección sobre un espacio de dimensión finita que involucra 
la matriz de Gram 

Notación 6.1.1. ~ Sea V un espacio vectorial, y { ::r:;}i.EJ un conjunto de elementos de V. 
El subespacio vectorial generado por los :r7, i E I será denotado por Vect(::c.;, i E I) 

Dados un espacio de Hilbert H, y un subconjunto { xkh=l, ... ,n e H. El subespacio vec
torial V = Vect(x1 , ... , 1:n) es cerrado por ser de dimensión finita. Luego tiene sentido 
considerar la proyección P"'. La siguiente definición nos permitirá obtener una fórmula para 

Pv. 

Definición 6.1. - Sean dos conjuntos ll =. { v,l' ... ' Un} y m = { 1h) ... ) Vn} de elementos 
de H. 

l. La matriz G11 = ((u.,, U:¡)) 1_.., .. _.., se llama matriz de Gram de ll. Su determinante se 
~7, 1 .J::::::::n 

denota Gram( u 1 , ... , un) y se llama determinante de Gram de ll. 
2. La matriz Gu,QJ = ((u.i, Vj))l/' :-- se llama matriz bilineal de Gram de ll y m. Su 

-:::::::,?.,J:::::::::,n 

determinante se denota Gram(·u1 , ... , un; ?h, ... , vn) y se llama determinante bilineal 
de Gram de ll y m. 

Teorema 6.1. - Sea ll = { u 1 , ... , un} un conjunto de elementos de H. Entonces: 
l. La matriz G11 es hermitiana positiva. 
2. Gram( u 1 , ... , un) = O si y sólo si ll es linealmente dependiente. 

Demostración. Tenemos que (Gu)i.i = (Gu).Ji = (tt.:i, ?J..;) = ~u1., uj) = (Gu)·;:i, luego Gu es 
hermitiana. Además, · 

n 

(u, v) = L üi( Gu)·ij/3.1, 
i,j=l 

donde v, = ¿;~1 o:iui y v = :z:.::::;~ 1 (3i11.i son elementos de Vect('11.1 , ... , un)· Luego 

n 

L ni( Gu)·i.fo:.i = (u, u) ;;:: O, 
·i,j=l 

y Gu es positiva. 



Ahora bien, si Gram( 111: ... 'Un) . O, entonces el sistema Gu:r = o tiene una solución 
no trivial ::r; = (cr1 , ... , o:n), es decir, existen escalares o:k> k= 1, ... , n no todos nulos, tales 
que 

n 

I:(v.¡.,'Uj)CI'j = 0 
.i=l 

para todo i = 1, ... , n. Luego 

n 
2 \n n ) n n L Cl'k1Lk = '2:: CI'¡U.¡, '2:: a.iv,.i = '2:: a.¡ '2:: C\'.7 (u.¡, u.i) =O, 

k=l . '1-=l J=l t=l .J=l 

y ll es linealmente dependiente. 
Recíprocamente, si ll es linealmente dependiente, entonces existen escalares o:b k -

1, ... , n no todos nulos, tales que '2.:,]"=1 CY..(U·.i = O. Así, 

n 

L CY.j(ui, u.i) =O, 
.i=l 

para todo i = 1, ... , n. Es decir, el sistema Gux = O tiene una solución no trivial. Por lo 
tanto Gram( u 1 , ... , un) = O. D 

Del ítem 1 del teorema anterior tenemos que Gram('l1.1 , ... , ·un) ~ O. Presentamos a con
tinuación la fórmula para la proyección de .r0 sobre Vect(1:1 , ... , :r:11 ). 

Teorema 6.2. - Sean ~ro E H y {x:k}k=l, ... ,n e H un conjunto linealmente independiente. 
La proyección ortogonal P(:r:0 ) de ::r0 sobre V = Vect(x1 , ... , x.11 ), viene dada por la fórmula 

n G ( ) 
[)( . ) _ ~ ram x1 ... , 1:n; x:1, ... , Xk·---1, Xo, :rk+l, ... , :rn .. 

J~o - ~ ( ) LK:. 
k=l Gram ~El, ... , 1:n 

Demostración. Sabemos que P(:r:0 ) E V. Por lo tanto, existen escalares cv1 , ... , Cl'n, tales 

que P(x0) = 'I:,~=l o:A:Xk· Además, como P(x0)- xo E V\ tenemos que 
n 

(xt.;,x0 ) = (xkoP(xo)) = '2::nk(.Tk,.T¡), 
j=l 

para todo k = 1, ... , n. La igualdad deseada se obtiene de la regla de Cramer y del hecho de 

que Gram(x1 , ... , Xn) ~O. D 

El siguiente teorema nos da una condición necesaria y suficiente para que la proyección 

de x0 sobre V no cambie cuando V aumenta. 

Teorema 6.3. - Sean X k E .H, k= O, ... , n. Entonces Pvect(:q, ... ,:J:,) (xo) = Pvect(a:1 , ... ,:J;,_ 1)(xo) 
si y sólo si Xo- PS'pan(x1 , ... ,xn- 1)(xo)l_xn. 

Demostración. 
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Supongamos primero que Pvect(1:1, ... ,:r:n) (X o) = Pvect(:q , ... ,:r:.,_ ¡) (:ro). En este caso, el ítem 1 
del teorema 1.38 nos permite concluir que 

:r:o --- Pvect(:q, ... ,:I:n····l)(:ro) = Xo ....... Pvect(:q, ... ,:r:n)(:ro)..L.Tn· 

Recíprocamente, si suponemos que x0 - Pvect(:q,. ,:I:n 1 j(:r0 )..Lxn, entonces el teorema 1.38 
implica que Xo - Pvect(:q, ... ,:I:n 1 )(xo) E Vect(x1, ... , .r,n).l. Como Pvect(:q, ... ,:~:n. 1 )(xo) E 
Vect(x1, ... , xn), el mismo teorema nos permite concluir que 

o 
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6.2. Caracterización de la continuidad de TI v en términos de la convergencia débil de 
un subespacio de H 

Sea e: el conjunto de partes convexas y cerradas de H (el cual es no vacío pues 1! E Q:) y 
las funciones continuas uk :X---+ IJ, k= 1, ... , n. Definimos: 

ll: Q:xH---+ H 
(C,y) r-t Pc(y), 

V: X ---+ ¡¡n 

:r H (u1(x), ... , un(x)), 

llv : X x H ---+ JI 

(:r:, y) r-t IT ( Vect ( u1 ( :r;), ... , tt,.n ( :r)), y). 
En esta sección presentamos un criterio de continuidad para la función II v. 

Ejemplo. Veamos un caso en que la función IIv es discontinua. Tomemos X = JR, lJ = <C, 
el vector y0 = í, la función v.1 ( :r) = 1 y la función u2 definida por u 2 ( :r) = cos( x) +i sen ( x). 

En este caso es fácil ver que IIv(x, i) = i, si x tf:. 7TZ, y llv(x, i) =O, si x E 7TZ. Luego 1111 

es discontinua en los puntos ( 7Tn, i) para todo n E Z. 

Teorema 6.4. - Si la función 

TI v- ( · , Yo) : X ---+ H 

X H TI(Vect('IJ,I(:r;), ... ,'ILn.(:c)),yo) 

es continua en x0 , entonces IIv es continua en (x0 , y0 ). 

Demostración. Tenemos que 

IITiv(x,y) -llv(xo,Yo)\\ :( IITiv(x,y)- IIv(x,yo)\\ + \\IIv(x,yo)- Tiv(:r:o,Yo)\\ 

:(IIY- Yoll + \\llv-(x, Yo) -llv(xo, Yo)\\, 

donde la segunda desigualdad se debe al teorema 1.3 7. Luego, la continuidad de II v en 

(x0 , y0 ) se deriva de la continuidad de IIv( ·, y0 ) en xo. O 

Así, para demostrar la continuidad de II v, basta demostrar la continuidad de una función 

de una sola variable. 
Si E es un espacio vectorial, denotamos por ~(E) el conjunto de las transformaciones 

lineales T : E ---+ E. 

Teorema 6.5. - Sea U : X ---+ J:,(H) que satisface: 

1) para cada :r E X, U ( x) es un operador unitario; 

2) para cada z E H, la aplicación :r H U(:r:)(z) es continua en x0 . 

Si la aplicación Tiv es continua en (x0 , y0 ) para todo y0 E H, entonces la aplicación 

XxH ---+ lJ 

(X, y) H TI ( Vect (U (X) ( U1 (.1:)), ... , U (X) (Un (X))) , y) 
es continua en (:ro, Yo) para todo Yo E H. 
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Demostración. Demostremos en primer lugar que de 1 y 2 se derivan las afirmaciones: 
3. para cada z EH, la aplicación x H U(x)-· 1(z) es continua en :r:0 ; 

4. para cada z0 E H, la aplicación (:r, z) H U(:r)(z) es continua en (:¡;0 , z0 ). 

Tenemos que: 

U(x)- 1(z) -- U(:r:o)- 1(z) = U(xt 1 (z- U(x)U(:r0 )--
1 (z)) 

= U(x)-1 (U(:r:o)(z')- U(:r)(z')), 

donde z' = U ( x0 ) -l ( z). Ahora bien, U ( x) ····· 1 es un operador unitario, luego 

\\U(.T:)-- 1(z) -· U(:r:0 )-
1(z)\\ = l/u(x)-- 1 (U(:r:o)(z') - U(:r)(z'))ll 

= \\U(:ro)(z')- U(x)(z')l\, 

y el ítem 3 se deriva del ítem 2. 
Además, como U(:r:)(z)- U(x0 )(z0 ) = U(x)(z- z0 ) + U(::c)(z0 )- U(x0 )(z0 ), y U(:r:) es 

ortogonal, tenemos que: 

1\U(:r-)(z) -- U(xo)(zo)\1 ::=;;JJz --- .zoll + \\U(:r)(zo) - U(xo)(zo)l\ 

y el ítem 4 se deriva del ítem 2. 
Sea T E f,(H), de la linealidad de T se tiene que T(Vect(Vií)) = Vect(T(YV)), para 

todo lV e H. Así, dado Yo E JI fijo y X E X tenemos: 

P ( )(yo)= P ( )(Yo). 
Vect U(o:) (u.l(:v)), ... ,U(:r:)(nn(:r)) U(:I;)Vect U!(x), ... ,un(x) 

Además 

P .. (· .. . . ) (yo) = U(x)P ( .. . .. ) (U(x)- 1 (Yo)), U(.r)Vect 1LI(.1,), ... ,un(~.) Vect ul(x), ... ,u,.(.l.) 

pues, tomando y'= U(:r)- 1 (y0 ) tenemos: 

jjYo- U(x)PVect(ui(x), ... ,un(x)) (U(x)-
1(Yo)) 11 = 1\U(x)(y')- U(x)Pvect('11 1 (:r:), ... ,'ll.,(x))(Y')I\ 

para todo z E Vect ( n1 ( x) , ... , Un ( x)) . 

=lb/- p (y')l\ 
Vect (u.1 (:t:), ... ;u.,(:~:)) 

::=;;JJ:¡/- zll 
=\\Y-- U(:r)(z)\1 

Si escribimos z0 = U(x0t 1(y0 ), como llv es continua en (x0 , z0 ) el resultado se deriva 
de los ítems 3 y 4 y del teorema 6.4. O 

Definición 6.2. - Sean E un espacio vectorial, E1 y B2 dos subespacios de E. Decimos 
que E2 es un complemento de E1 en E si E= E1 + E2 . Si además se verifica que E1 n E2 = 

{O}, decimos que E2 es un suplemento de E1 en E. 

Teorema 6.6. - Todo complemento de E1 en E contiene un suplemento de E1 en E. 

91 



Demostración. Sea E2 un complemento de E'1 en E. Sea 1T : E' -t E /E1 la proyección 
canónica y {s(u.;.)}iEI una base de s(1:::~2 ). Llamemos E~ = Vect{u.¡JiEI· Demostremos que 
E~ es un suplemento de E1 en B. Si :rE E1 n E~, existen A;1 , •.. , A.;." con {ik:}k=l e I tal 
que :r; = I:~·=l A.;,, u.¡,,_. Como;¡; E E1 entonces s(.1:) =O, luego ¿~=l A.;ks(u.;J =O, y como 
{s(u7:)}iEI una base de s(E2 ), se sigue que \.1. =O para k= 1, ... , n, de donde;¡;= O. Por 
lo tanto E1 n E~ = {O} 

Ahora bien, como E = E1 + E 2 , entonces dado x E E, existen ;r1 E E1 y :r2 E E2 , tales 
que ::e = :1:1 + .T2. Como {s(u.;)}iET es base de s(E2), existen >-il' ... , >-i,. con {'ik}'k=l e I 
tales que s(:r:) = s(.1:2 ) = ¿~~=l A.;"s(ui,,). Luego ;r - I:~;=l A-;, u.;,, E E1, de donde .T E 
E1 +E~. O 

Ahora, vamos a presentar una caracterización de la continuidad de II v en términos de la 
convergencia débil hacia O de un cierto subespacio de lJ. 

Teorema 6. 7. - Sea x0 E X, y sea p E {1, ... , n} el rango de { uk(xo) }'~=l' Supong

amos que el conjunto { uk(x0) }:=l sea linealmente independiente. Entonces las siguientes 
afirmaciones son equivalentes: 

l. Ilv es continua en (:ro, Yo), para todo Yo E H. 
2. Para todo :x: E X, existe un complemento de Vect{ u1(:r), ... , up(:1:)} en 

Vect{ u1(x), ... , u11 (:r:)} denotado por W(:c), tal que W(x) --'O cuando :r; tiende a :r:0 . 

Demostración. Del teorema 6.1 tenemos que Gram ( u1 ( :r0 ), ... , up( x0)) =1= O. Además co
mo la aplicación x H Gram(u1(x), ... , up(.T)) es continua, existe una vecindad V0 de xo 
tal que el conjunto { u1(x), ... , up(x)} es linealmente independiente para todo x E V0 . De
finamos e k : V0 -t JI para k = 1, ... , p por el proceso de ortonormalización de Gram
Schmidt, es decir 

k-1 

e¡(x) = 11 ::~:~ll Y e,(x) = 11 ::~:~ll con v,(x) = uk(x)- f;(u,(x), e;(x))e;(x). 

Los ck son funciones continuas. Además, para cada x E V0 el conjunto { c1 (:r), ... , e]J(:r:)} 
es ortonormal y Vect{ c1(x), ... , e11 (x)} = Vect{'u1 (:1:), ... , u1,(:r) }. Ahora, dado :r: E Va, 
podemos escribir 

V(x) = Vect(e1(.T), ... , ep(x)) (JJ Hl(x), 

dondetV(:r.) esuncomplementoortogonaldeVect(c1(x), ... , e11 (:r.)) en V(x) = Vect(u1(x), ... 

, U 11 ( x)). Luego, dado Yo E JI, 

Pv(a;)(Yo) = PVect(el(x), ... ,er(x)) (yo)+ Pw(:I;)(Yo), 

y como 
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tenemos que 

p 

Pv(x)(Yo) = L(Yo, ej(:r))e:¡(:r:) + Pw(x)(Yo) . 
.i=l 

Como la sumatoria en la igualdad anterior es continua como función de x y la función 

Pv(a:) (y0) es continua en :Do tenemos que 

lím Pw(:r.)(Yo) = Pw(:I:o)(Yo), :J:-t:I:o 

y como TIV(x0 ) = {0}, tenemos que, para todo y0 E H 

lím Pw(:!:)(Yo) =O. 
:~:-t:r:o 

Ahora, sea v : X -+ Huna función acotada (por una constante C), tal que v(x) E lV(:r) 
para todo x E X. Tenemos que, para todo w E H: 

ff(v(x),w)ff = ll\v(x),Pw(x)(w))ll ~ CffPw(x)(w)ff-+ O, 

cuando x tiende a x0 . Luego vlí(x)--' O cuando x tiende a x0 . o 

Teorema 6.8. - Sea x 0 E X tal que el conjunto { v.~,;(x0 )} ~·=l sea linealmente independi
ente. Entonces, la función Ilv es continua en (x0 , y0), para todo Yo E H. 

Demostración. Esto resulta de usar el teorema 6. 7, pues existe una vecindad V0 de :Do tal 
que el conjunto {u k ( x) }'~:= 1 es linealmente independiente para x: E Va. En esta vecindad 
podemos tomar l;fí(:z:) = {0}, espacio que converge débilmente hacia O. O 
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Capítulo 7 

CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA 
CONTINUIDAD DE Tiv. 

En este capítulo X será un espacio topológico, y x0 E X un punto con un sistema funda

mental numerable de vecindades B(x0 ), cada una de estas vecindades conteniendo propia
mente a xo. 

(Y, 9J1, I'L) denotará un espacio con medida positiva ¡'L : 9J1 --t [O, oo] definida sobre la 
(}-álgebra 9J1. H representará el espacio de Hilbert 

L 2 (Y, p,) = {f : Y --t C : { llfll 2di'L < oo } . ./y 
Dado E E 9J1, L 2 (E, I'L) denotará el subespacio de H constituido por las funciones que se 
anulan fuera de E. Finalmente Jvf será el conjunto de las funciones medibles f : Y --t C 

Definición 7.1. -Un conjunto {EihEI de elementos de 9J1 se dice completo (respecto a /'L) 
SI: 

l. I'L(E.¡) < oo para todo i E 1; 
2. Para toda función fE A1 tal que fXE; E U(Y, I'L) para todo i E'¡, tenemos que 

si .li fdf-L =O para todo i E 1 entonces f =O. 

Definición 7.2. - Si f E Afllamaremos soporte algebraico de la función f al conjunto: 

Sop(f) ={y E Y: f(y) =1 0}. 

Como f es una función medible, el conjunto Sop(f) es medible. 
En lo que sigue, al mencionar soporte nos referiremos al soporte algebraico. 
La prueba del siguiente lema es trivial, y será omitida. 

Lema 7.1. - Si f 1 , ... , f,, -\1 , ... , An son elementos de M, entonces: 
n 

Sop(-\d1 + ... + -\nfn) e U Sop(fk)· 
k=l 



7.1. Funciones finas en un punto. 

Definición 7.3. - Dada una función u : X -+ M. Decimos que u es .fina en x0 (respecto a 

/.1) si, para todo E E 9J1 tal que ¡.t(E) < oo, se tiene que 

}~;~o 11( En Sop(u(:r))) =O. 

Tenemos que, si }~~o 11 ( Sop ( u(::r))) = O, entonces u es fina en x0 . 

Sabemos que la recta real extendida [-oo, oo] es un espacio topológico, y que los con
juntos [-oo, a), (a, b), (a, oo] con a, b E IR forman una base de tal espacio. Ahora bien, 
si tomamos X = N U { oo}, con la topo logia relativa, obtenemos un espacio topológico 
con un sistema fundamental numerable de vecindades de p = oo, (Un)nEN donde Un = 

{n,n+l, ... ,oo}. 

Definición 7.4. - Decimos que una sucesión de funciones ( un)nEN e Hes .fina en p = oo 
si la función u : X -+ H, donde X =N U { oo} y u(n) =un, es fina en p = oo, es decir 

lím p(E n Sop(un)) =O 
'/1.400 

para todo E E 9J1 con p( E) < oo. 

Sea J'(X, Af) el conjunto de las funciones de X en M. Entonces J'(X, A!J) es un anillo con 
la suma y producto usual de funciones. Además, el conjunto de funciones de X en A1 finas 
en x0 es un ideal de J'(X, M), luego es un J'(X, .M)-módulo. En efecto, si u es una función 
fina en x 0 , y .A es una función de X en 1\!J. Del lema 7.1 tenemos que 

Sop(.A(x)u(~r)) e Sop(u(1;)), 

luego 

p( En ( Sop(.A(x)u(x)))) ~p.( En Sop(u(x))), 

y }~~0 /.1( En (sop(.A(x)u(x)))) =O. 

Lema 7.2. - Sea ·u : X -+ Huna función fina en ~r0 . Supongamos que u es acotada (por 
una constante C) en una vecindad \1 de x 0 . Entonces 7.t(:r:) -··m-~ O cuando :1: tiende a :r:o. 

Demostración. Sea E E 9J1 tal que ¡.¡,(E) < oo. Para :r E \1, tenemos que 

J\u(x),XE)I = 1 { u(x)xEdll·l = { u(x)xEd¡¡, 
.J Y ./ Sop (u(:r.)) 

~ C r IXEidj.L 
./sop (u(:r:)) 
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donde se usó la desigualdad de Cáuchy-Schwarz en la segunda línea. Como u es fina en :r0 , 

deducimos que (u(:r:), XB) tiende hacia O cuando x tiende hacia :r:0 . Así, debido a que el 
conjunto Vect{XE : E E !JJ1, p.( E) < oo} es denso en Ff, el resultado se obtiene del teorema 
1.18. D 

Corolario 7.1. - Sea (un) e Huna sucesión de funciones fina en p = oo. Supongamos 
que la sucesión es acotada. Bajo estas condiciones Un ___),. O. 

El siguiente resultado es una generalización del lema anterior. 

Lema 7.3. - Sean v.1 , u2 , ... , u,., : X ---+ H funciones finas en :r:0 . Entonces 

Vect(u1(x), v-2(:r), ... , nn(:r:)) --'O 

cuando x tiende hacia x 0 . 

Demostración. 
Sea v : X ---+ H una función acotada, tal que v (:r) E Vect (v.1 ( :r), ·u.2 ( :r:), ... , Un ( :r)) , para 

todo :rE X. Tenemos para todo x E X, y y E Y: 

v(:r:)(y) = c1(:r:)v.I(x)(y) + ... + cn(.7:)v .. n.(:r)(y), 

donde las c.¡ son funciones de X en C. De la igualdad anterior se sigue que 
TI. 

Sop(v(x)) e U Sop(uk(x)). 
k=l 

Por lo tanto la función v es fina en :r:0 • Del lema 7.2 concluimos que v (::e) ___),. O cuando x 
tiende hacia x0 . D 

Teorema 7.1. - Sea u: X---+ JI una función fina en x 0 tal que para algún fE H, u(x) ___),. 
f cuando x tiende hacia x 0 . Entonces f = O. 

Demostración. Como v. converge débilmente, es acotada en una vecindad de :r:0 . Del lema 
7.2 se sigue que u(.1:) --" O cuando :r: tiende hacia x 0 . Por la unicidad del límite débil obten
emos f =O. D 

Corolario 7.2. - Sea (v.n) e H una sucesión de funciones fina en p = oo. Si u,., -' f, 
entonces f =O. 

7.2. El criterio de suficiencia 

Lema 7.4. - Sea v. : X ---+ Huna función que a cada;¡; E X le asigna una función v.(:r:) 
dada por 

(96) ·u(x)(y) = ci(x)'PI(Y) + ... + Cn(x)'Pn(Y) + f(x)(y) 

donde Ck (X) E e para k = 1, ... ' n, X E X' y: 
l. 'Pk E J\,1 para todo k= 1, ... , n; 
2. Vect('PI, ... , 'Pn) n H ={O}; 
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3. Existe una familia completa (E o:) o: EA de elementos de 9Jt tales que XE" 'P k E H para 
todo k= 1, ... , n, y todo o; E A; 

4. f : X ---+ ll1 es fina en :1:0 ; 

5. Existe una constante e > o tal que 11 'U ( ;¡;) 11 < e para todo :e E X. 
Bajo estas condiciones, u(:r) -' O cuando :r tiende hacia :1:0 . 

Demostración. Notemos que sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el conjunto 

{ ({)1 , ... , <Pn} es linealmente independiente en A1. Además, de la hipótesis 3 tenemos 
'11, 

(97) f(:D)XE, = tt(1:)XEn -- L ci(:r:)'P·iXE,, E H, 
·i=l 

para todo :r: E X y o; E A. 
En primer lugar mostremos que existe una vecindad '\/ de :.r:0 tal que e;. es acotada en 

'\/ para todo 'i = 1, ... , n. En caso contrario para cada vecindad '\/ de x 0 podemos hallar 

k= k(\l) tal que ck no es acotada en \l. Hagamos rn(:c) = Iná.x{lcl(x)l, ... , icn(;.r:)l}. Así, 
para cada Bk E B(1:0) existe :.r:k E Bk tal que rn(xh:) > k. Obtenemos así una sucesión (x":) 
convergente hacia :1:0 tal que lím rn(:r:k) = oo. 

k 

Tomando una subsucesión de (;r":) si es necesario, podemos suponer que existe un índice 

'i0 tal que rn(xk) = lci0 (.1:k)l, y que cada una de las sucesiones (:;L~~;:~;n converge hacia (3.¡. 

Hagamos w(xk) = 71
.(

2:k). 
· Tn(x¡o) 

Como (de la hipótesis 5) u es acotada en X, y además m ( :1: k) ---+ oo, tenemos que ·w ( :r: k) ---+ 
O en H. En particular, si o: E A: 

o equivalentemente 

lím 
k-+oo 

de donde obtenemos que 

2 

=0, 

Además, como de la hipótesis 4 tenemos que m¿k) j(:Dk)XE" es una sucesión de funciones de 

H finas en p = oo, del corolario 7.2 obtenemos que 2.:.::~'~ (3.;({J;XR" =O. Luego J~" 2.:.:::~ 1 ;3;({); = 
O, y como a E A fue tomado arbitrariamente, de la hipótesis 3 obtenemos que 2.:.:::~ 1 f3i'P; = 
O. Luego, como el conjunto {'PI, ... , 'Pn} es linealmente independiente en ll1, cada uno de 

los f3i es nulo, lo cual es una contradicción, pues Jf3io 1 = l. 
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Tomemos una sucesión (;ck) convergente hacia x0 tal que u(xk) -" 'P· Como los e; son 
acotados en una vecindad de x0 , extrayendo una subsucesión si es necesario, podemos supon
er que cada una de las sucesiones (e¡ ( :r k)) k: EN converge hacia un límite c.¿ E C Dado o: E A, 
tenemos que 

o equivalentemente 

(98) t C¡(::ck) ~~ i.p.¡djL + ~', j(.'"Ek)dJL-+ { ~.pd¡L. 
i= 1 .J 1:-o ./Ea .J E e, 

Tomemos la sucesión ( v(xk)) kEN donde v(xk) = f(x¡,:)Xr,a E H. Como jju(x77 )Xr," 11 ~ 
l/u(x77 )jj. De (97) tenemos que 

n 

llv(:r~~:) 11 ~ jj1I(xA:) 11 + IJ!c;(:ck)'PiXl:7" 11· 
·i=l 

Como la función u es acotada y cada una de las sucesiones (e¡ ( x k)) k EN converge tenemos 

que la sucesión (v(xk)) es acotada y tenemos también que es fina en p = oo (pues (f(xk)) 
lo es). Por lo tanto, del corolario 7.1 tenemos que v(xk) -"O. De ahí 

.ln f(xk)dp = .[ J(x¡,JXE,dJL = ( v(xk), XE,) -+ O. 

Luego de (98) deducimos que 

De la hipótesis 3 obtenemos que 
n 

¿C.¡. 'P-i.= i.p, 
·i=l 

y como 'P E H, de la hipótesis 2 resulta 'P = O. El resultado se sigue del teorema 1.19. D 

Teorema 7.2. - Sean ~.p 1 , ... , 'Pn elementos de 111 que verifican las condiciones 2 y 3 del 
lema 7.4, y h, ... , j~ funciones de X en Af finas en :r0 . Supongamos que V(x) es un sube
spacio vectorial de Vect ( ~.p 1 , ... , 'Pn, h ( x), ... , f~lr¡;)) n H para todo x E X. Entonces 

V(x) -"O 

cuando x tiende hacia x 0 . 

Demostración. Sea v: X -+ Huna función acotada tal que v(x) E V(:r:) para todo :r: E X. 
En ese caso existen funciones ci : X -+ C, i = 1, ... , n + p tales que 

v(x) = cl(.T)'Pl + · · · + C11 (X)'Pn + Cn+l(x)f'I(.T) + · · · + Cn+p(x)fp(:r). 

Definimos f: X-+ M por f(:r) = Cn+1(x)h(x) + · · · + Cn+p(x).fp(x). Tenemos que fes 
fina en xo, y 

v(x) = c1(x)~.p1 + · · · + Cn(x)'Pn + .f(x). 
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El resultado se sigue del lema 7 .4. o 
Consideremos las n funciones u,¿ : X -t H continuas en 1;0 . El siguiente teorema nos 

permite concluir la continuidad de I1 v. 

Teorema 7.3. - Sea p E { 1, ... , n} el rango de {u k ( xo)} ,~= 1 . Supongamos que {U J.: ( x0)} ~=1 
es un conjunto linealmente independiente. 
Sean t.p1, ... , t.pm elementos de J\1 que verifican las condiciones 2 y 3 del lema 7 .4, y h, ... , f'l 
funciones de X en M finas en x0 . 

Además, supongamos que para todo x E X existe un complemento W(x) de Vect(u1(x), ... , u'P(x)) 
en Vect ( u1 (x ), ... , un(x)), que está incluido en Vect ( t.p1, ... , t.pm, h (:r ), ... , f 11 (x)). 
Entonces liv es continua en (x0 , y0 ), para todo y0 E H. 

Demostración. Como tenemos que W(:r:) e H, del teorema 7.2 tenemos que W(1:) --' O 
cuando x tiende hacia x 0 . El resultado se sigue del teorema 6.7. O 
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Capítulo 8 

EL OPERADOR PROYECCIÓN ASOCIADO A LAS 
DILATACIONES DE UNA FUNCIÓN 

En este capítulo G será un grupo abeliano localmente compacto y (}-compacto. Supon
dremos también que el elemento neutro e de G posee un sistema fundamental numerable de 
vecindades (Vn) y que cada una de estas vecindades contiene propiamente a e. Como vimos 
en la sección 1.2 del capítulo 1.5, podemos suponer también que Vr~,+ 1 e Vn. Debido a la 
homogeneidad de G todos sus demás puntos poseen un sistema fundamental de entornos 
similar al de e (realmente son translaciones de este). 

Vamos a retomar el problema de la sección 6.2 en el caso que X = en y cada una de las 

funciones u k es de la forma 'U· k ( cq, ... , an) = .fu k, donde .f(kk es una dilatación de f. 
Continuaremos utilizando la notación H = I} (e, rn) y A1 para el conjunto de funciones 

medibles de Gen e y rn = cl:r la medida de Haar del grupo e. 
Recordemos que la transformada de Fourier de .fE U(e), /:'Y H .l f(x)"Y(x- 1)dx es 

una aplicación continua sobre e*. Para f E H denotamos 

F : en --t 1-fT!· 

(al,···, an) H (.fo11 · · ·, faJ· 
lip: en X H --t H 

((al,···,etn),y) H Pvect(fa1 , ... .Jon)(y). 
Finalmente denotaremos V(011 , ... , O'.,J = Vect(fo:1 , •.. , .faJ· 

8.1. Invariancia de un operador en H 

Definición 8.1. - Sea .f E H. Llamamos función de autocorrelación de f a la función 

A : e --t e definida por 

A(,\) = (!, .f>.) = ¡· .f(:r).fA(::c)d:-c. 
G 

Definición 8.2. - Para a E G definimos Ka : II --t H por IC(f) = fcx· 

Definición 8.3. - Decimos que un operador U : H --t Hes invariante si U conmuta con 

todos los operadores K,l. 

Teorema 8.1. -Para a E e y fE L1 (G), tenemos: .fo,(X) = x(a)/(x) para todo X E e*. 



Demostración. Sean x E G* y cv. E G. Tenemos: 

J~):(x) = ./~ J~.(x)x(x)dx = ./~ f(xa-
1
)x(:r)d:r = ./~ f(u)x(a.u)du 

= x(a.) li f(v}x(n)dv. = x(ct)/(x). 

o 
La demostración del siguiente teorema es directa y será omitida. 

Teorema 8.2. -Sean fE M y a E G. Entonces: 

Sop(.f~) = aSopf y m(Sop(.fc~)) = m(Sopf). 

Teorema 8.3. - Sea X un espacio topológico, x0 E X y u : X --? NI. Para o: E G y 
x E X, definimos U 0 , :X--? H por u 0 (.T) = v.(x)c)'.· Entonces, si u es fina en x0 , también lo 

eS ?Lct· 

Demostración. Sean x E X, y o: E G y E E 9J1 tal que rn.(E) < oo. Tenemos 

EnSop(ua(x)) = EnSop(u(x)n) = Enn:Sop(n(:r:)). 

Luego, del teorema 8.2 

m( En Sop(ua(x))) =m( (a-1 E) n Sop(u(x))). 

La última expresion en la igualdad anterior tiende hacia O cuando ;r; tiende hacia 1:0 pues 
m( a 1 E) = rn(E) < oo y v. es fina en 1:0 • O 

Teorema 8.4. - El conjunto {K u : a E G} es un grupo conmutativo de operadores unitar
ios de H. 

Demostración. Dados a., (3 E G no es díficil demostrar que Ka es lineal, también conserva la 
norma (teorema 4.4). Finalmente un cálculo directo muestra que K e = idH, Ka o K1, = Ka,r:J 
y Ka 1 = /{r~ 1 . O 

Teorema 8.5. - Sean o: E G, (a1 , ... , an) E G'" y Yo E H. 

Ko ( Pv-(a1 , ... ,an) (Yo)) = Pqcw1 , ... ,aan) ( Ko(Yo)) · 

Demostración. Dado y0 E JI, de la descomposición en suma ortogonal 

H = V(a1, ... , an) EB V(a1, ... , an).L 

tenemos y0 = Pv·(a.1 , ... ,an)(Yo) + z, con z E V(a1, ... , an).L. Luego 

(99) Ko(Yo) = Ku (Pv(a 1 , ... ,a,,)Yo) + Ko.(z). 

Como Kn es ortogonal (teorema 8.4), Ka(V(a.l, ... , o,n.).L) = K0 ,(V(a1, ... , an)).L. Luego 

(99) es la descomposición de l(t (Yo) en la suma directa ortogonal 

H = K,~(V(al, ... , an)) (J) Ko(V(al, ... , an)).L. 

El resultado se sigue de la igualdad Ko (V ( a1, ... , a.n)) = V ( cw.1, ... , cw.n). o 
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8.2. Funciones admisibles 

Definición 8.4. - La aplicación f E H se dice admisible en el punto x = (x1, ... , xn) E 

en si para todo y E H la aplicación TI F es continua en ( x, y). En tal caso diremos que x es 
un punto admisible de f. 

Definición 8.5. - f E H se dice admisible si para todo n ;?: 1, f es admisible en todo 
punto de en. 

Teorema 8.6. - Sea f E H. Para toda permutación a de { 1, ... , n}, se tiene que ( :r1, ... , xn) 
es punto admisible de f si y sólo si ( x<J(l), ... , x<J(n)) lo es. 

Demostración. El resultado se deriva de la continuidad de la función (f : en X H -+ en X H' 
((x1, ... , Xn), y) 1---7 ((x<J(l): ... , X<J(n)), y). O 

Teorema 8.7. -Sean a E G, fE H y (x1, ... , xn) E Gn. se tiene que fes admisible en 
(x1, ... , xn) si y sólo si lo es también en (a:r1, ... , o:xn). 

Demostración. Supongamos que (x1, ... , xn) es admisible. Definamos la aplicación con
stante]{ : en-+ r;(H), K(-?:1, ... 'Zn) = I<n.. Del teorema 8.4, Ko es un operador unitario 
de H. Además, para todo f E H la aplicación (z1, ... , zn) 1---7 K(o:)(.f) = fo es continua 
(por ser constante). Luego, del teorema 6.5, la aplicación 

cp: G'"xH -+ H 

(zl, .. · , Zn, Y) 1---7 Pvect(fm
1 

, ... ,f"z") (y)· 
es continua en (.T1, ... , x 11 , y) para todo y E H. Definamos 

T: enxJJ -+ cnxH 

(zi, ... ,Zn,Y) 1---7 (-;-, ... ,~,y). 
Como Ilp = q; o T, el resultado se deriva de la continuidad de T en ( o::r:1; ... , (xXn, y) y 

la continuidad de cp en T( nx1 , ... , n:r:n, y). La afirmación recíproca es inmediata debido a la 
simetría del enunciado. O 

Teorema 8.8. - Si U un operador unitario e invariante de H y f una función admisible, 
entonces Uf es admisible. 

Demostración. Dados n E N y (x 1 , ... , :¡;n) E Gn. Definamos la aplicación constante 

(cv.l, ... ,un) E en 1---7 U E r;(JJ).Paratodof E Hlaaplicación(al,···,o:n) 1---7 Uf 
es continua (por ser constante), U es unitario y fes admisible en (x1, ... , .Tn)· Luego, del 
teorema 6.5 tenemos que la aplicación 

'lj;: onxH -+ H 

((al,···, Un), Y) 1---7 Pvect(Ufa 1 , ... ,Ufu,.,)(Y) 

es continua en (:r1 , ... , :r:n), para todo y E H. Además, como U es invariante, tenemos 

Vect(U f •. 1 , ... , UfnJ = Vect(U I<c~J, ... , U Ko.,)') 

= Vect(/(~ 1 Uf, . .. , Ko."U f) 

= Vect((Uf)n1 , ... , (Uf)nJ· 
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Así, Uf es admisible en (:r:1 , ... , :en)· Luego, Uf es admisible. o 

8.3. La <e-álgebra de los polinomios exponenciales. 

Definición 8.6. - Llamarnos polinomio exponencial de G a toda función medible .f : G --7 

e tal que 

dirn (Vect(J.~ : n E G)) < oo. 

Designarnos por ~ al conjunto de polinomios exponenciales de G. 

Teorema 8. 9. - ~ es una <e-álgebra conmutativa. 

Demostración. Sean .f y g dos polinomios exponenciales. La inclusión 

Vect ( (f + g )a : n E G) e Vect(fü : o: E G) + Vect(go : et E G) 

nos muestra que f + g E ~· Por otro lado, si { rp1 , ... , tpp} genera Vect(fa. n E G) y 
{1/h, ... , 1{1q} genera Vect(go: o: E G), entonces 

Vect((fg) 0.: a E G) e Vect(tpi'l/)j: 1 ~ i ~ p, 1 ~ j ~ q), 

de donde fg E~· Finalmente, si .A E C, tenernos · 

Vect ( (.A.f)n : o: E G) = Vect(.A.f(~ : o: E G) = Vect(.fu : o E G) 

si ,\ =1- O, y 
Vect((.Af) 1~: o: E G) ={O} 

si.>. = O. En cualquier caso .Af E ~· o 

Definición 8. 7. - l. Llamarnos caracter aditivo a toda función continua f : G --7 e 
que verifica 

f(ab) = f(a) + .f(b) 

para todo a, bE G. 
2. Llamarnos caracter multiplicativo a toda función continua f : G --7 <C\ {O} que verifica 

f(ab) = .f(a)f(b) 

para todo a, bE G. 

Teorema 8.10. - SiGno es compacto, entonces~ n H = {0}. 

Demostración. Supongamos que existe un polinomio exponencial .f =1- O tal que f E H. Sea 

V el espacio vectorial de dimensión finita Vect(fa. : o: E G). Corno los operadores (IC 1 v-), 
cy E G conmutan, poseen un vector propio común g =1- O. Es decir, para todo o: E G tenernos 
.9(~ = e( o:) g para alguna constante e( o:). Hagamos h = 1 g 12. Corno g E [} ( G) entonces 

hE J_}( G). Además, hes no nulo y ha = le( a) 12 
h para todo o: E G. Así, para todo x E G*, 

y todo a E G tornando la transformada de F ourier tenernos 

x(ct)f¡,(x) = lc(ct)l
2
h(x). 
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Sea B el conjunto, no vacío (pues le E E') de aquellos x E G* tales que lr(x) -1- O. Para 
todo x E E, y todo n E G tenemos 

x(o:) = ic(o:)¡2, 

de donde se sigue que Bes un conjunto unitario {le;}. De la continuidad de h, E es abierto 
en G*. Luego le; posee una vecindad formada por un solo punto. Así, G* es discreto y por 
ende G es compacto. o 

8.4. Un conjunto especial de funciones medibles. 

Definición 8.8. - Llamamos Q; al conjunto de las funciones medibles f : G-+ e tales que 
para todo xo E G, la aplicación 1: t-+ fx - fxo es fina (con respecto a la medida de Haar) en 
xo. 

Teorema 8.11. - El conjunto Q; es una «::>álgebra invariante por dilataciones. 

Demostración. Sean f, g E Q;, A E e y h = f +Ag. Tenemos 

h:r: - h:co =fe- f:~:o + A(9:I:- 9:co) 

y 
(.fg):J; -···· (.fg):~:o = f¡;g,,, --·· f~:a9:J:o = .fA!h ········ 9:~:o) + !J:¡;oCfr -- f¡;o)· 

Se sigue del lema 7.1 que h y .fg pertenecen a Q;. Por otro lado, si o: E G, entonces 

Se sigue del teorema 8.3 que .fo E lE. 

Teorema 8.12. - Si S E 9J1 y m( S) < oo, entonces xs E lE. 

o 

Demostración. Como m( S) < oo, entonces xs E H. Sean x, x0 E G. Tenemos, para todo 

tE G 

Luego 

de donde 

K,(xs)(t)- K,,(xs)(t) ~ { ~ 1 

si t E :r;S n :r0 S 
si t E :r;S \ :r:oS 
B'i t E ·x0 S \ :eS 
en otro caso 

Sop(l(~,(xs)- K~:0 (Xs)) = (xS- xoS) U (~roS-- xS), 

'm(Sop(KAxs) -·- IC0 (Xs))) = m((:x:S -- xoS) U (:roS··-- :r:S)) =IIK:r:Xs --IC:0 Xsll· 

La última expresión en la igualdad anterior tiende hacia O cuando :r tiende hacia :c0 debido 

al teorema 4.5. Por lo tanto xs E lE. O 

Teorema 8.13. - Sea f E .l\.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

l. Para todo BE 9J1 tal que m( E) < oo, tenemos fXE E lE. 
2. fE Q;. 
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Demostración. Supongamos que f E (C. Si E E 9J1 tiene medida finita, del teorema 8.12 
XE E (C. Luego, por el teorema 8.11 fx 8 E (C. 

Recíprocamente, supongamos que fXE E (C para todo E E 9J1 tal que rn(E) < oo. 
Tenemos 

Además 

f1:XE- f2:oXB = I~:X:~::¡:0 1 E- f¡;oX1:E + f~:(XB- X:I::1:01 E) 

= Uxx¡; 1p,L:- Ux1:0 1 ¡;:):~:o + Ir:((XB)J:o- (XE):I:):J:¡;1' 

de donde 

m( En Sop(f¡; -·- f:J:o)) ~m( En Sop((.fx:T:¡;l¡;;)x --- Ux:c¡;1¡;:):J:o)) 

+m (En Sop ( ((xE)J:o - (XE):r:) 1,01))). 
Por hipótesis, fX:~:¡;1p, E (C pues m(.r0

1 E) = m(E) < oo. Además, del teorema 8.12 XE: E 

(C. Es decir, (XB)xa - (XE)x es fina en x0 para todo x0 E G. Del teorema 8.3 ( (XB):1: 0 -

(XB)x)x-1 también es fina en x0 . Luego fE (C. O 
o 

Teorema 8.14. - Sea f E 1\1. Supongamos que para todo e > O existen funciones g E (C y 
h E 1\;f con m(Sop h) < c cuya suma es f. Entonces, f E (C. 

Demostración. Dado e > O. Tenemos !7: - f1:o = 9:1: --- .9:ro + h:J: ···- h:~:o. Luego 

Sop(f¡; - fi:o) e Sop(g;¡;- 9:I:o) u Sop(hx) u Sop(h:Do) 

= Sop(gx- 9:r:0 ) U x Sop(h.) U :ro Sop(h). 

Así, para todo E E 9J1 de medida finita tenemos 

m(EnSop(fx- fxo)) ~ m(EnSop(g1,- 9x0 )) +2m(Sop(h)). 

Como g E (C existe un abierto Vro que contiene a x0 tal que, para todo :r: E V1:o \ { xo} se 
cumple que m(E n Sop(g,¡;- 9:J:o)) ~E. Así, para todo;¡; E VJ:a \{:ro} tenemos 

rn(BnSop(fc- .f1:o)) ~ 3<=, 

es decir 
lím 1n (E n Sop (I¡; -- f1:o)) = O. 

:r:-t:Eo 

Equivalentemente, .f E (C. o 

Teorema 8.15. - Sean ( cn)nEN una sucesión de números complejos y (8n)nEN una sucesión 
de subconjuntos medibles de G tales que 

2.:::: rn.(S'n) < OO. 

nEN 
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Entonces, si está definida, la función 

(lOO) 

pertenece a <!:. 

LCnXSn 
nEN 

Demostración. Dado E > O, como I::nEN rn(Sn) < oo, existe N E N tal que sin > N 
entonces L rn( Sn) < e Luego, si escribimos 

n>N 

N 

.f = Lcxxs, = .fN + R,rv, 
nEN 

donde f N = L C:r:Xs .. y Rrv = L C:r:Xsn, como .f N es combinación lineal de elementos de 
n=l n>N 

~. entonces .fN E <!:. Por otro lado, tenemos 

Sop(R1") e U Sn, 
n>N 

de donde 

El resultado se obtiene del teorema 8.14. D 

Teorema 8.16. - Sean ( cn)nEN una sucesión de números complejos y ( Sn),rEN una sucesión 
de conjuntos medibles disjuntos dos a dos. Entonces, la función 

(101) 

pertenece a ~. 

~e v .L_.¡ 'n/\.8n 

nEN 

Demostración. Es claro que la función (1 O 1) está bien definida. Sea E E 9Jl tal que rn(.E) < 
oo. Tenemos 

nEN nEN 

Como U ( Sn n E) e E y los Sn son disjuntos dos a dos, tenemos 
nEN 

L rn(S.n n E)::;;; rn(E) < oo. 
nEN 

Del teorema 8.15, XE I::nEN CnXSn E ~.La conclusión se sigue del teorema 8.13. D 

8.5. Un teorema de admisibilidad 

Teorema 8.17. -Si f E L2 (G) puede escribirse de la forma f = g + h donde g es un 
polinomio exponencial (nulo si G es compacto) y h E ~. entonces .f es admisible. 
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Demostración. Sea { <p1, ... , <t?m} una base de Vect(gr, : ü E e). Si tomamos (En) la 
familia de todos los compactos de e, las funciones <t?k: verifican las condiciones 2 y 3 del 

lema 7.4. Sean :ro= (al, ... ' nu) E en y 'P el rango de Ucq' ... ) !~.~:J en H. Sean 1 :::;; i1 :::;; 

... :::;; ip :::;; n tales que el conjunto Uo:;J 1~k~71 sea linealmente independiente. Para todo 
entero ,j ~ { i 1 , ... , i 11 } podemos escribir 

JI 

fa· = "">.·f.fo·. · 
J ~" '1• 

k=1 

Tomemos X= (x1, ... ) :'Dn) E en. Tenemos 

p 

Vect(f~;; : 1 :::;; ·i :::;; n) = Vect(It:;~, : 1 :::;; k :::;; 'P) + Vect (fri-L >-Lf:~:;" : .i ~ { i1, ... , ·irJ). 

p 

= ft:j ...... fui - :2.: >-t(.f:J:;~. -- fo;J 
k=1 

k=1 

JI p 

= (9x1 - 9aj - :2.: >.{(g3;.1k - 9r:~<;~,)) + (h:t:i - ha1 - :2.: >-i(h3:;k - ha;J) · 
k=1 k=l 

Como el primer término en la suma anterior pertenece a Vect(<p1 , ... , <t?mJ, y el segundo es 
una función fina en ~r0 , el resultado se desprende del teorema 7.3. o 

Ahora daremos ejemplos de funciones no admisibles en el caso que e = R Las dilata
ciones de una función g en este caso son funciones :r t-t g ( x - o:). 

Teorema 8.18. - Sea g E H. Supongamos que la aplicación 

\II: IR -t H 

Es diferenciable en n 0 E R Entonces: 
l. \II es diferenciable en IR; 
2. W'(o:) = W'(O)r, para todo o: E IR; 
3. si g .¡. O, entonces \lf (o:) y W' ( cv.) son linealmente independientes para todo o: E IR; 
4. si g .¡. O, entonces, para todo o::1 E IR, g no es admisible en el punto ( o:1, 0:1). 

Demostración. 
- Demostremos (1). Fijemos o:1 = o::0 +k con k #O. Para o:# n 1, si (3 =n-k tenemos 

w(o:)- W(o:1) = I<r,g- Kn1fl = I<k (9f'i- 9ao) = I<k: (WUJ)- W(cto)). 
cv. - n1 ex - o:1 (3 - o:o (3 - oo 
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De la continuidad de K k y debido a que \[! es diferenciable en o:0 , se obtiene la diferen
ciabilidad de \f; en cv. 1, y la igualdad 

(102) 

- De (1 ), la función \fJ es diferenciable en todo R Tomando a0 = O en 102 tenemos 

\ff'(a1) = Kn1 W'(O), para todo a1 E 1Ft Es decir W'(al) = W'(O)n1 • 

- Sea J la transformacion de Fourier sobre H, y hagamos <1? = Jo \}/ : IR -t L2( G*) = 

L2 (IR). Tenemos 

y 
<l?(a) : t r-t e--itoJg(t). 

<1? es diferenciable en IR pues \}/ lo es y J es una transformación lineal continua. Sea 
a 0 E IR, existe z E L2 (IR) tal que 

11 <l?(c~ =:;no) -zll-t O 

cuando x tiende hacia 1:0 • Así, podemos encontrar una sucesión (o:TJ convergente hacia 

a0 , tal que ( <I>(~:~=;~~ao)) converge puntualmente hacia z casi en todas a partes. Ahora 

bien, esta última sucesión tambien converge puntualmente casi en todas partes hacia la 
aplicación t r-t ( -it)e-·itaog(t). Por consiguiente, tenemos la igualdad: 

<D'(clóo) = [t H ( -ü)e Uo:o.C;(t)]. 

Ahora supongamos que \}/ ( o 0 ) y q;' ( ct0 ) son linealmente dependiente. En este caso, 
<1) ( a 0 ) y <!'>' ( cr0 ) también son linealmente dependientes y por tanto existe un número 
complejo p, tal que la aplicación t r-t (--it;)e·it.oa(l + ¡út).íJ(t;) es idénticamente cero. 

Luego, la .9 =O, de donde g =O. Así queda establecido (3). 
- Sean o~ 1 E IR y y 0 E H. Para {3 =1= o 1, tenemos 

"\T ( ) 1T ( 9a¡-g(3) vect 9n¡' 9.8 = vect 9a¡' 01 - {3 . 

Así, como \ff(o1) y w'(o¡) son linealmente independientes, del teorema 6.8 tenemos 

~~~1 Ilp((ol,{3),yo) = PVect(\11(a¡),'T''(a¡))(Yo). 

Luego, si 'IJo - P ( ) (Yo) tJ_ Vect ( t{l' ( n 1 )) .L, del teorema 6. 3 tenemos '· Vect '1'((~) '· 

PVect(\T'(a1 ),'T''(a1 )) (-yo) =/= PVect( \f'(a)) (yo) = II,.,( (ni, al), Yo)· 

Es decir, Hp es discontinua en (a1 , a 1). 
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8.6. El conjunto de las funciones e-admisibles. 

En esta sección vamos a generalizar la teoría presentada en la sección 8.5. Vamos a supon
er que la medida utilizada no es la medida de Haar del grupo G, pero que tiene la forma 
me = e( x) dx donde dx es la medida de Haar de G y e es un caracter positivo continuo, 

distinto de la constante l. En particul~r conside:amos JI = I} ( G, me). En particular, G no 
es compacto y suponemos que G e G, donde G es un espacio topológico tal que para todo 

zEZ=G\G 
lím c(x) =O. 
:~:----tz 

Suponemos también que cada elemento de Z posee un sistema fundamental numerable de 
vecindades en G. Finalmente denotamos X= ón. 

Definición 8.9. - Sean f E M, y z E Z. Denotamos fz =O. 

Teorema 8.19. - Sean o: E G y .fE H. Entonces ll.fr.tll = JC{é011.fll· 

Demostración. Sea o: E G. Tenemos 

ll.fall 2 = .l.,lfn(x)j
2
c(:-c)dx = .ljf(xo:-1 )j

2
c(x)dx = _[,l.t(u)j

2
c(uo:)du = c(o:)JIJIJ 2

, 

de donde se obtiene el resultado. 

Teorema 8.20. - Sean E un conjunto medible de G y x E G. Entonces: mc(xE) 
c(x)mc(E). En particular, si fE H, entonces mc(Sop(.f,¡;)) = c(x)mc(Sop f). 

Demostración. 

rnc(x.E) = 1 ~ c('u)du = l c(xv)dv = c(:r) /, c(v)cl'u = c(:r)rn-c(E). 
xlc- .J E J1c-

Además, si .f E JI se tiene que Sop(fr:) = :1: Sop .f. Luego 

rnc(Sop(f1:)) = mc(:rSop(.f)) = c(:¡;)Tnc(Sop.f). 

Definición 8.10. - Dado o: E G, definimos el operador 1-(~ H -+ H por K~;,(.f) 
_l_i 
~o 

De la definición resulta lo siguiente. 

Teorema 8.21. - El operador K~ es unitario. 

o 

o 

Teorema 8.22. - Sean .f E M tal que rn-c(Sop .f) < oo y z E Z. Entonces la aplicación 

x H f 1: es fina (con respecto a la medida c(:r)clx) en z. 

Demostración. Del teorema 8.20, para todo x E G: m:r:(Sop(f,rJ) = c(x)mc(Sopf). Por 
definición lírn c(x) = O, luego lírn me (Sop(f3:)) = O, por lo cual fes fina en z. O 

x~~ x~z 

xEG xeG 
El tipo de función que se introduce en la siguiente definición generaliza a los polinomios 

exponenciales. 
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Defini~ión 8.11. - Una función .f : G --+ <C medible pertenece a Q;c cuando para todo 
xo E G, la aplicación :r H .!1:- .f:1:0 es fina (con respecto a la medida c(:r:)d:r:) en x:0 . 

Los teoremas 8.12, 8.14 y 8.15 conservan su validez remplazando rn por me y Q; por Q;r:· 

En particular tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 8.23. - Sean (cn)nEN una sucesión de números complejos y (S'n)nEN una sucesión 
de subconjuntos medibles de G tales que 

Entonces, si está definida, la función 

(103) 

pertenece a Q;c· 

¿ mc(S'n) < OO. 

nEN 

LCnXS., 
nEN 

Por el contrario, los teoremas 8.13 y 8.16 no se generalizan. En efecto, la función le; tf. Q;c 

pues 

(1 ) 
_ { le; si .T E G 

XH G:I:- 0 . Z 
SI .1: E 

no es fina en ningún z E Z. 

Definición 8.12. - Decimos que la función f E Hes e-admisible en el punto (x1 , ... , xn) E 

{Jn si para todo y0 E H, la aplicación 

JJp: (o:I, ... , ün) E (Jn H Fvect(.fcq .... Jo:,)(Yo) EH 

es continua en el punto (x:1 , ... , xn)· En este caso decimos que (x1 , ... , :en) es un punto 

e-admisible de f. 

Definición 8.13. - Se dice que .f E Hes e-admisible si para todo n ~ 1, fes e-admisible 
en todo punto de C;·n.. 

A continuación presentamos un teorema que nos permite concluir cuando una función es 
e-admisible. Antes de ello demostramos el siguiente resultado. 

Teorema 8.24. - Sea V un subespacio vectorial de dimensión finita de M, supongamos 
además que V e L 2 (K) para todo K e G compacto y que V n H = {0}. Sea fE Q;c, y sea 
u : G --+ JI una aplicación continua tal que: 

(i) u(z) =O para todo z E Z; 
(ii) para todo n E G, u(n:)- fet E V. 

Entonces, para todo q E N\ {0}, la aplicación IIu es continua en Gil x H. 

Demostración. Sea 
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De las hipótesis hechas sobre V, las condiciones 2 y 3 del lema 7.4 se verifican. Sea ;r0 = 
( o:1, ... , o:,1) E G''. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 

;ro= (zi, ... ' ;:,¡, o:l, ... 'o:.,J 

donde o:.¿ E G para todo i E {1, ... , n} y z.i E Z para todo j E {1, ... ,l}. Sea p el 
rango del conjunto {u( a1), ... , u( o:n)}. Sean 1 ~ i 1 ~ ... ~ ip ~ n tales que el conjunto 
{ 'l.J,( o:.i~,,)} I~k~p sea linealmente independiente. Para todo entero j tf. {i1, ... , iP} 

p 

u(o:.7) = L A~u(ni,J. 
k=l 

Tomemos :r = (w1 , ... , W¡ 1 x1 , ... , xn) E GIJ y hagamos 

F(.1:) = Vect ( v,( w1), ... 1 v.(tu¡) 1 '/.1.(:E1), ... , u(:r:n)). 

Tenemos 

F(x) = Vect(u(xi1J : 1 ~k~ p) + G(x) + H(:r:), 

donde 
7! 

G(x) = Vect(u(:r.i)- LA'Lu(x¡,J: j tf. {i1 , ... ,i11}), 

k=l 

H(:r:) = Vect(u(w.i), 1 ~ j ~ l). 
Por un lado, para todo j tf. { i 1 , ... , ip} tenemos 

p p p 

u(xJ)- L A·~u(x.i.J = u(x_¿)- L Aku(xi")- (u( a.?)- L A~u(o:iJ) 
k=l k:=l k=l 

p 

- ·u(·y· ·) - ·u(c" ·) -"' ,,¡ (·u(··r·. ) - ·u(cl'· )) - . ·"J . •J D 1\k . ·"?.,, . ..,.,, 

k=l 
p 

= J.¡ (X) + f¡;j -- .fr~i --- L A'i (Ji k (;r) + fr:i¡,. -- fcr;J · 
'-v-" ~ k=l ~ ~ 

EV fina en xo El• fina en :r:o 

Por otro lado, para 1 ~ j ~ l tenemos 

u( 'W:i) = .9] ( ~r) + .fwj 

con .9J(2:) E V para todo x E {;n y .fwi fina en x 0 . Del teorema 7.3 se concluye que .f es 
admisible. O 

Como una consecuencia directa del teorema anterior tenemos lo siguiente. 

Teorema 8.25. - Si .f E L2 
( G, c(:r:)d.1:) puede escribirse de la forma g + h, donde g es un 

polinomio exponencial y h pertenece a Q:0 entonces f es e-admisible. 
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Capítulo 9 

LA PROYECCIÓN RELACIONADA AL CRITERIO DE 
BEURLING-NYMAN 

9.1. Introducción 

Vamos a retomar el problema presentado en el capítulo 8 en el caso donde la función .f 
está definida por .f(t) = { i} (donde u es la parte fraccionaria del número realn, es decir 

v. -·- lu J ), y cuando Yo es la función x característica del intervalo (O, 1]. 
El criterio de Beurling y Nyman motiva esta elección. Si denotamos por Q3 el subespacio 

de L2 (0, oo) de funciones de la forma .f(t) = 2:;~= 1 Ck9o1• (l;) donde n E N y O < cv.1r: :::; 1 
para 1 :::; k :::; n, el criterio afirma que la hipótesis de Riemann equivale a que la función 

característica x del intervalo (0, 1] es límite en L2 (0, oo) de funciones de Q3. 

El punto de partida de la demostración de este criterio es la fórmula de transformación de 

Mellin siguiente: 

.loo { ~} t'~ 1dt = --- (~s) 
para O < 91:( .s) < l. Es de interés la sucesión ( Sn) definida por 

n 

Sn = ínf n llx- ¿:::c~r:9o:~c 11· 
(q .... ,cn)EC · . 

o:::;o:l,···,o:n:::;1 '1.=1 

El criterio de Beurling y Nyman antes mencionado implica que 

Teorema 9.1. - La hipótesis de Riemann equivale a 

lím Ó11 =O n-+oo 

Notemos que x no es combinación lineal de funciones go,. En efecto, si x = "'2:,_~
1

~ 1 cjgoj y 

O < 9\(.s) < 1, tomando la tranformada de Mellin 

lo cual implica que 

~ = - ( ( 8 ) ~ e O"' 
.S .S 6 J .1' 

.i=1 

1 n. 

--:--( ) = - ""CjO·J~. ( s L .. 
. i=1 



Por extensión analítica, para 91:( s) > 1 

Loo ¡.¿(.j) = - Loo ' os 
., c'l J" r· . 

. i=l . :i=l 

De la unicidad de la escritura de una serie de Dirichlet s H l::n;;,l ane<>.n.s se tendría 
·u(j) = O, para todo j suficientemente grande, lo cual representa una contradicción. 

En lo que sigue vamos a aplicar los resultados de la sección 8.6 tomando G = (0, oo) con 
la medida de Haar m = ~, e( :r:) = :r y G = [O, oo). En este caso me = d:r: es la medida 
de Lebesgue y H = L2 (0, oo; eh) es el espacio de funciones de cuadrado integrable con la 
medida de Lebesgue. 

9.2. La continuidad de IIx,f! 

Teorema 9.2. - La aplicación f : t; H L i J pertenece a ICe. 

Demostración. Se tiene la igualdad 
00 

f = "nx(_l_ 1.] L n+l'n 
n=l 

con 
00 1 1 00 ¡·~ 00 1 

nLe --,- = cU = L · (en+ 1 rJ) L. _1 L n( n + 1) 
n=l n=l n+1 n=l 

<OO. 

El resultado se sigue del teorema 8.23. o 

Teorema 9.3. - La función p( t) = { i} es e-admisible. 

Demostración. Resulta de los teoremas 8.25, 9.2 y de la igualdad { f} = f- l.fJ. O 

Podemos reescribir el teorema anterior de la siguiente manera. 

Teorema 9.4. - Para todo n E N y todo y E .L2(0, oo) la función definida por 

llp : [0, oo )n -+ L 2 (0, oo) 
( cv.l, ... ' cv..n.) H Pvect(p'-'1, ... ,fl<>n) (y). 

es continua. 

Corolario 9.1. - La función llx,P: [0, 1]'n.-+ L2 (0, oo) definida por 

nx,p((O:I, ... 'O:n)) = Pvect({Jcq,· .,flc:tn)(X), 

es continua. 

Usaremos el siguiente lema para demostrar que ( 6n) es estrictamente decreciente. 

Lema 9.1.- El espacio N= Vect(g0 -· Og1 : O E [0, 1]) es denso en !}(O, 1). 

Demostración. [Jousse, 2005, Lemme 5]. 
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Corolario 9.2. - Para todo n E N\ {O} se verifica que Ón+l < Ón. También se alcanza la 
distancia Ów es decir existe (x1 , ... , :r:11 ) E [0, 1]n tal que 

8n = llx ······· Pvect(pq, .. ,p,,)(X)II ~ llx ······· Pvect(r•,,
1 

•... ,rlon)(X)II, 

Para todo ( a 1 , ... , an) E [0, 1]n. 

Demostración. 
-Por definición, ón es el ínfimo de la función d,, : [0, 1]n--+ e dada por 

dn: (n:l, · · · ,0:-n) H llx- Pvect(pa1 , ... ,¡Jr., 71 )(X)II· 

Como, del corolario 9.1, la aplicación 

(a a ) H P (x) 1, · · ·' n Vect((Jc'l, ... ,[Joq1.) 

es continua en [0, 1]11
, entonces dn es continua, de donde se sigue el resultado. 

- La inclusión Vect(pol' ' .. 'Pc.n) e Vect(pÜl' ... 'PIXn+l) nos da la desigualdad Ón+l ~ 
On. Supongamos que Ón+l = On. Sea f = '2:,_7"=1 c_¡Prtj una función que verifica On 

iix- fii y O E [0, 1]. Para todo e E e y para todo hE Vect(po1 , ... , Pr1J se tiene 

Ón =llx -- .fll = Ón+l ~ llx -·- (h + cpo) 11· 
Luego, se puede afirmar que 

Pvect(po1 , ... ,fle
71
)(X) = Pvect(pe

1
, ... ,pen,.'Jo)(X) =f. 

Si escribimos tp = x- .f, entonces del teorema 6.3 rpj_g0 para todo O E [0, 1]. Luego 
tpj_g0 - Og1 para todo O E [0, 1], es decir: 

y como {él/t} --- t1{1/t;} =O cuando t; > 1, la integral anterior se reduce a 

.il rp{l) ( { ~} -o { ~}) dt =o. 

Por lo tanto, tenemos 'PI(O,l) E N j_ donde N = Vect (go - e.</1 : () E [0, 1]). Del lema 
9.1 se tiene que N es denso en U(O, 1). Luego, la aplicación 'Pi(o,I) es idénticamente 
nula. Así, la ortogonalidad entre rp y p1 se escribe 

es decir 

/,

·00 rp(t) 
-dt=O. 

t ' . 1 

o= .f ~(x(t)- tc;9o,(t})dt =-te;¡= ~;dt =-teA 
Así, cuando t E [1, oo ), .f( t) = i 2:,.7=1 c_70.i = O por lo cualrp(t) = x(t)- f(t) = O, de 
donde rp es idénticamente nula en IR+. La discusión posterior al teorema 9.1 nos lleva a 
una contradicción. 
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Capítulo 10 

OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES FINALES 

Nuestra principal conclusión es la continuidad de la función IIx,P• para ello fue necesario 
introducir el concepto de función fina en un punto así como el de polinomio exponencial. 

Como consecuencia de la continuidad de IIx,p tenemos que para todo n E N la distancia 611 

es alcanzada. Concluimos también el hecho no trivial de que la sucesión ( bn)nEN es estrícta
mente decreciente, y que por ende converge hacia un límite no negativo. El valor de este 
límite es de suma importancia pues, debido al criterio de Beurling, la hipótesis de Riemann 

es equivalente al hecho de que este límite sea O. 
Es de importancia mencionar que el concepto de función fina resulta trivial si asumimos 

también la continuidad de la función. En efecto, si u es continua y fina en su dominio en
tonces u es idénticamente nula. 

Si bien logramos demostrar que los ceros no triviales de la función ( se encuentran en la 
franja O < a- < 1, también existen zonas libres de ceros dentro de esta franja crítica. En 
efecto, usando su método de sumas exponenciales Vinogradov encontró que la región 

A 
a-;;::1- 3 3' 

log4 r(log log r) 4 

donde A > O es una constante, es libre de ceros de ( [Titchmarsh, 1986, §6.15]. 
En la misma línea de Beurling encontramos al criterio de Báez-Duarte [Baez Duarte, 2002]. 

Si tomamos H = L2 (0, oo; t- 2dt) y denotamos e0 (t) = p1¡n(1/t), este criterio afirma que 
la hipótesis de Riemann es equivalente a que la distancia 

dn := distJT (X(l,oo), Vect( e1, ... , en)) 

converge hacia O cuando n tiende al infinito. Aquí aparece nuevamente la función de autocar
relación que definimos anteriormente. Tomando f (t) = { t} y H como en lineas anteriores 

obtenemos 

i·oo dt 
A(>.- 1

) = {t}{>.t}~ . 
. o i 

Debido a una conocida fórmula de la geometría hilbertiana se tiene 

2 Gram(c1, ... , Cn, X(l,oo)) 

dn= G ( ) ram e1, ... ,en 



donde el producto escalar envuelto es el de H. En este cociente dos tipos de productos apare
cen, a saber (ei, X(l,oo)) y (e.i, e1). La función A interviene en el segundo de ellos mediante 
la fórmula 

1 j 1 i 
(e' e-) =-A(-)= -A(-). " 7 ' . . ' . z '/, J J 

Concluimos que si se desea estimar dn mediante el cociente dado lineas arriba resulta nece
sario profundizar el conocimiento de la función A [Duarte et al., 2005]. 
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