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Resumen

La presente tesis tiene como objetivo exponer la teoria de las Bases de Grobner en el
anillo de polinomios k[xy,...,z,] sobre un campo k, asi como sus aplicaciones en la
solucién de sistemas de ecuaciones polinomiales no-lineales y los polinomios simétri-
cos. Las Bases de Grobner pueden ser vistas como una generalizacién multi-variable
del algoritmo euclidiano para calcular el maximo comun divisor de un conjunto de
polinomios y el método de eliminacién Gaussiana para resolver sistemas lineales. La
teoria que expondremos a continuaciéon es central en el estudio de muchos algoritmos
en geometria algebraica y algebra conmutativa, siendo el algoritmo de Buchberger de

fundamental importancia en estas implementaciones.



Abstract

This thesis is about Grobner Basis for ideals in the ring of polynomials k[z1, . . ., z,] over
a field k, its use in solving systems of polynomial equations and representing symmetric
polynomials. A Grobner basis is a set of multivariate polynomials enjoying certain
properties that allow simple algorithmic solutions for many fundamental problems in
mathematics and natural and technical sciences with Buchberger’s Algorithm being

fundamental on this implementations.
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Prodlogo

Una Base de Grobner es un conjunto de polinomios con ciertas propiedades que nos
permiten obtener simples soluciones algoritmicas para muchos problemas fundamen-
tales en las matemadticas, ciencias naturales y ciencias técnicas. Ejemplos de tales
problemas son: la solucién de sistemas de ecuaciones algebraicas, control inteligente de
plataformas de petrodleo, bisqueda de relacion genética entre especies, etc.

La primera seccién del segundo cépitulo es una referencia a conceptos fundamentales
del algebra como anillos, ideales, dominios de integridad, etc. Lo mas importante de
esta primera seccién es el Teorema de las Bases de Hilbert por el papel que cumple en
las pruebas de los teoremas y proposiciones de las secciones posteriores.

El segundo capitulo continua con un repaso del algoritmo de la divisién para po-
linomios en k[z] y el algoritmo euclidiano para determinar el méximo comun divisor
de dos polinomios en k[z]. Luego sigue con la definiciéon de 6rdenes monomiales en
klxy,..., 2, (por ejemplo lex y deglex) y el proceso de reduccién, para asi poder dar
un algoritmo de la divisién en klxy, ..., z,|. El cdpitulo contintia con la definicién de
bases de Grobner, es decir que condiciones deben cumplir un conjunto de polinomios
en un ideal de k[zy,...,z,| para ser denominados una base de Grébner, la definicién
de S-polinomios y la exposicién de en que consiste el Algoritmo de Buchberger. El
final de este capitulo trata sobre las bases de Grobner reducidas, las bases de Grobner
no son tunicas pero las que estan reducidas si, syzygies y su aplicacién para encontrar
criterios que hagan mas eficiente el algoritmo de Buchberger.

El tercer capitulo trata sobre aplicaciones especificas de la teoria y algoritmos ex-
puestos en el capitulo dos. Como son: el problema de membresia a un ideal, la soluciéon
de sistemas de ecuaciones polinomiales, los polinomios simétricos, etc.

Se agrega un apéndice acerca de las Bases de Grobner Universales, que son bases de



Grobner que contintian siendo bases de Grobner si se cambia el orden entre monomios.

Para todos los ejemplos de los algoritmos desarrollados en estd tesis se mues-
tran los cdlculos explicitamente, con el fin de hacer una mejor exposicion del proceso
que sigue cada algoritmo. Mencionamos que existe software mateméatico (como Co-

CoA ,Maple,Mathematica,etc) en el cual estos algoritmos ya estan pre-programados.



Capitulo 1

Introduccion

1.1 Generalidades

Dado un sistema de ecuaciones polinomiales en el anillo Rz, ..., z,]:

fl(l'l,...,flfn) :0

fm(z1, ..o x,) =0

\

, resolver el sistema anterior implica hallar todas las n-tuplas (ay,...,a,) € R" tales

que se cumple
.

f1<a1,...,an> :0

\fm(al,...,an) =0
Si consideramos el ideal generado por estos polinomios, es decir I = (fi,..., fm),
podemos verficar facilmente que para cualquier otro conjunto generador de este ideal

digamos I = (g1, ..., gs) se cumple que las soluciones del sistema

;

gi(xy,...,x,) =0

gm(z1,.. . x,) =0

\

son equivalentes a las soluciones del sistema original. Luego todo sistema de ecua-

ciones polinomiales estd asociado a un ideal. Ademés se demuestra (teorema 2.4) que

3



todos los ideales de R[z1, ..., z,] (y més generalmente de k[zy, ..., z,]) son finitamente

generados, es decir todo ideal induce un sistema de ecuaciones polinomiales.

1.2 Problematica

El sistema anterior puede ser:

1. Compatible Determinado, en el caso tenga un ntumero finito o numerable de

soluciones.

2. Conmpatible Indeterminado, en el caso las soluciones formen un conjunto infinito

no-numerable.

3. Incompatible, en el caso no tenga solucién alguna.

Resolver sistemas de ecuaciones polinomiales no-lineales no es una tarea sencilla. Pero
debido al descubrimiento de las Bases de Grobner y el algoritmo de Buchgberger po-
demos encontrar, bajo ciertas condiciones en el ideal formado por los polinomios del

sistema original, un sistema equivalente que sea més comodo de resolver.

1.3 Objetivos

Exponer el fundamento tedrico de las Bases de Grobner, mostrar detalladamente el
funcionamiento del algoritmo de Buchberger y utilizarlo en la resolucién de sistemas
de ecuaciones polinomiales no-lineales, asi como también aplicarlo en la representaciéon
de los polinomios simétricos, entre otras aplicaciones como por ejemplo el problema de

membresia a un ideal.



Capitulo 2

Teoria de las Bases de Grobner

El objetivo de este capitulo sera estudiar el algoritmo de Buchberger, el cual permite
encontrar bases de Grobner para ideales en el anillo de polinomios de varias indeter-

minadas.

2.1 Conceptos Preliminares

En esta seccién se expondra algunas definciones, proposiciones y teoremas bien cono-
cidos (pero necesarios para las secciones posteriores) del Algebra de pre-grado.

Denotaremos por N al conjunto de enteros no-negativos, es decir N = {0,1,2,... }.

2.1.1 Anillos

Definicién 2.1. A un conjunto no-vacio R junto con dos operaciones binarias +, -
(usualmente referidas como adicién y multipliacién) se le llama anillo, si cumple las

siguientes propiedades:
(i) (R,+) es un grupo abeliano;
(ii) (ab)c = a(bc), para todo a,b,c € R (asociatividad de la multipliacién);
(ili) a(b+c) =ab+acy (a+ b)c = ac+ be.

Definicién 2.2. Si en un anillo R se cumple ab = ba para todo a,b € R, se dice que

R es un anillo conmutativo.



Definicién 2.3. Si en un anillo R existe un elemento 1x tal que 1ra = algi para todo

a € R, se dice que R es un anillo con identidad.

Al elemento neutro aditivo de un anillo R usualmente se le denota por 0. Ahora

sean € Zy a € R, escribiremos

nao=a+---+a, st n>0
————

n sumandos

na = (—a)+---+(—a), si n<DO0.

—
n sumandos

Teorema 2.1 (ref.[Hungerford T.|,cdp.3,pdg.115). Sea R un anillo. Se cumple:
(i) 0Oa = a0 =0, Va € R;
(ii)) (—a)b = a(—=b) = —(ab), Ya,b € R;
(iii) (—a)(—b) = ab, Ya,b € R;
(iv) (na)b = a(nb) = n(ab),Vn € Zy a,b € R;
(v) (s @) (327 by) = D20 D000 aiby, Vai, by € R;

Definicién 2.4. Sea S un sub-conjunto no-vacio de un anillo R que es cerrado bajo
las operaciones de adicién y multiplicaciéon en R. Si S es en si mismo un anillo bajo
esas operaciones se dice que S es un sub-anillo de R. Sea I un sub-anillo de R, se dice

que [ es un ideal a la izquierda de R, si cumple
VreRxel — rxel

, respectivamente un ideal a la derecha de R, si cumple
Vre Rx el — xrel.

I es un ideal de R si es que es ambos un ideal a la izquierda y a la derecha de R.

Teorema 2.2 (ref.[Hungerford T.|,cédp.3,pag.123). Un sub-conjunto no-vacio I de R

es un ideal a la izquierda(resp. a la derecha) si, y sélo si para todo a,b € I, r € R:

(i) a,bel = a—bely;



(i) ael,re R = rael.

Corolario 2.1. Sea {A; | i € S} una familia de ideales en un anillo R. Entonces

Nicg Ai también es un ideal.

Definicién 2.5. Sea X un sub-conjunto del anillo R. Sea {4, | i € S} la familia de
todos los ideales en R que contienen a X. Al ideal (,.g A; se le dice el ideal generado

por X, y es denotado por (X).

Proposiciéon 2.1. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Entonces para un sub-

conjunto no vacio X de R se tiene que

(X) = {Zﬁ‘%, Vr; € Ryz; € X,n € N}

i=1

2.1.2 Dominios de Integridad y Dominios de Factorizacién
Unica

Definicién 2.6. Sea a un elemento no-nulo del anillo R. Se dice que a es un divisor

izquierdo (resp. derecho) de cero, si existe un 0 # b € R tal que ab = 0 (resp. ba = 0).

Un divisor de cero de R es un elemento que cumple con ser ambos, un divisor izquierdo

y derecho de cero.

Es facil verificar que un anillo R no tiene divisores de cero si, y solo si se cumple
Ya,b,c € R con a # 0

ab=acVbas=ca = b=c

Definicién 2.7. Un elemento a de un anillo con identidad R, se dice invertible a la
izquierda (resp. a la derecha) si existe ¢ € R tal que ca = 1g (resp. existe un b € R
tal que ab = 1g). Al elemento ¢ se le llama una inversa a la izquierda (resp. a b una
inversa a la derecha) de a. A un elemento a que es invertible a la izquierda y a la

derecha se le dice invertible o que es una unidad.

Las inversas a la izquierda y a la derecha de una unidad necesariamente coinciden.
Y el conjunto de las unidades de un anillo con identidad R forman un grupo bajo la

multiplicacion.



Definicién 2.8. A un anillo conmutativo R con unidad 15 # 0 y sin divisores de cero,
se le denomina dominio de integridad. A un anillo D con identidad 1p # 0 en el cual
todo elemento no-nulo es una unidad se le denomina anillo de division. A un anillo

conmutativo de divisién F' se le denomina campo.
Nota 2.1. Todo campo F' es un dominio de integridad.

Nota 2.2. A un ideal generado por un elemento se le llama ideal principal, y a un
dominio de integridad en el cual todo ideal es principal se le llama dominio de ideales

principales(DIP).

Definicién 2.9. Sea a un elemento no-nulo y b un elemento de un anillo conmutativo
R, se dice que a | b, a divide a b, si existe un ¢ € R tal que b = ac. Dos elementos

no-nulos a,b € R se dice que son asociados sia | by b | a.

Definicién 2.10. Sea R un anillo conmutativo con unidad. A un elemento ¢ € R se

le llama irreducible si cumple

(i) ¢ es no-nulo y no es una unidad.

(ii) si ¢ = ab entonces a es una unidad o b es una unidad.
A un elemento p € R se le dice primo si

(i) p es no-nulo y no es una unidad.

(ii) sip | ab entonces p |aVp|b.

Definicién 2.11. A un dominio de integridad D se le llama Dominio De Factorizacion

Unica (DFU), si cumple

(i) Todo elemento no-nulo y no-unidad a de R puede ser expresado como a =

Clevnn. Cn, CON C1, ..., C, irreducibles.

(ii) Sia=c¢1...c, y a="0by...by, con los ¢, b; irreducibles, entonces n = m y para

alguna permutacién o de {1,...,n}, ¢; y by(;) son asociados para todo 1 < i < n.



2.1.3 Moddulos

Definicién 2.12. Sea R un anillo. Un R-mddulo es un grupo abeliano aditivo M junto
con una funcién R x M — M (la imagen de (r,m) siendo denotada por rm) tal que

para todor,s € Ry a,be M:
(i) r(a+0b) =ra+rb;
(i) (r+ s)a=ra+ sa;
(iii) r(sa) = (rs)a;
(iv) 1ga = a.(en caso 1g existe)
En caso R es un anillo de divisién, el R-moédulo sera un espacio vectorial.

Definicién 2.13. Sean A y B mdédulos sobre un anillo R. Una funciéon f: A — B es

un R-médulo homomorfismo si para todo a,c € Ay r € R:

fla+c) = fla) + f(e), [f(ra)=rf(a).

En caso R sea un anillo de divisién, un R-mdédulo homomorfismo sera una transforma-

cion lineal.

El nticleo de un R-morfismo f : A — B, es el sub-médulo

Ker(f) ={a € A f(a) = 0}.

Teorema 2.3 (Primer  Teorema  de  Isomorfismos de  R-mddulos,
ref.[Hungerford T.],cédp.4,pdg.172). Sean R un anillo, M,N dos R-médulos, f : M — N

un R-morfismo. Entonces existe un tnico R-isomorfismo ¢ : Ker( 7 Imf, definido

por: Vm € Ker(f)’ p(m) = f(m).

Definicién 2.14. Un sub-conjunto no-vacio S de un R-médulo M es una base de
M si, y sélo si todo elemento de M puede ser expresado en forma tnica como una

combinacién lineal de elementos de S.



2.1.4 Teorema de las bases de Hilbert

Sea k un campo.

Teorema 2.4 (Teorema de las Bases de Hilbert, ref.[Adams W.|,cédp.1,pdg.5). En el

anillo k[z1, ..., x,] se caumple lo siguiente:

(1) Silesunideal de k[zy,...,x,] entonces I es finitamente generado es decir existen

polinomios fi,..., fs en klxy,..., z,] tales que I = (f1,..., fs).

(2) SiLhC L CI3C ... I, C... es una cadena de ideales creciente en k[xy, ..., ;]

entonces existe N tal que Iy = Iyy1 = Inio=....
Prueba. Serd una consecuencia de los siguientes resultados. O]

A todo anillo conmutativo que cumple (1) o (2) en el Teorema anterior se le dice
Notheriano (ref.[Hungerford T.],cap.6, pag.76).
Primero demostraremos que en un anillo conmutativo las dos afirmaciones del teo-

rema anterior son equivalentes:

Teorema 2.5 ([Adams W.], cdp.1, padg.6). Sea R un anillo conmutativo. Las siguientes

dos condiciones son equivalentes:

(i) Todo ideal I de R es finitamente generado.

(i) Si [; C I C---1, C -+ es una cadena de ideales ascendente de R, entonces

existe N tal que Iy = Iy 1 = Inyo--- .

Prueba. (i)=-(ii). Consideremos
I=|J1.
n=1

claramente [ es un ideal en R y entonces por hipétesis finitamente generado, es decir
para algunos fi,..., fs en R podemos escribir I = (fi,..., fs) luego para cada f;,i =
1,...,s existe N; tal que f; € Iy,, si definimos N = max;<;<s IN; entonces f; € Iy para
todoi=1,...,sy entonces (fi,...,fs) C Iy luego I = Iy y condicién (ii) se cumple.

(ii)=(i). Supongamos que existe un ideal I en R que no puede ser finitamente
generado. Sea f, € I entonces existe un f, € I tal que fo & (f1) asi (f1) S (f1, f2) con-
tinuando con el proceso tendremos una cadena de ideales en R estrictamente creciente

lo que contradice la hipdtesis (ii). O

10



Teorema 2.6 ([Adams W.], cdp. 1, pdg.6-7). Si R es un anillo Notheriano entonces

también lo es R|x].

Prueba. Sea J un ideal de R[z|. Por el Teorema anterior es suficiente con probar que

J es finitamente generado. Para cada n > 0, definamos
I, = {r € R| r es el coeficiente principal de un polinomio de grado n en J}.

Claramente los I,, son ideales de Ry I,, C [,,,; para todo n > 0, luego por hipdtesis
existe NV tal que I, = Ix,Vn > N y podemos escribir I; = (ri,...,7,),i =0,..., N.

Sea f;; un polinomio en J de grado ¢ con coeficiente principal r;; y denotemos
J'=(fy) para 0<i< N, 1<j<t.

Bastard con probar que J* = J. Claramente J* C J. Para la otra inclusion sea f € J
de grado n con coeficiente principal r. Por induccién sobre n, si n = 0 entonces f € I
y luego en J*. Ahora sea n > 0 y asumamos que todos los polinomios en J hasta grado

n — 1 se encuentran en J*. Sin < N desde que r € I,, tenemos para algunos s; € R,

tn
r = E SiTng-
=1
Entonces el polinomio
tn
9= E Sjfnj
=1
tiene coeficiente principal r, es de grado n y se encuentra en J*. La diferencia f — g
tiene grado a lo méas n — 1 y se encuentra en J luego por nuestra hipétesis inductiva

también se encuentra en J* asi f € J*. Sin > N, entonces r € I, = Iy, y para algunos
y g

S5 € R
tn
r = E SiTN;-
j=1
El polinomio
tn
o n—N
g=> 57" " fu;
j=1

tiene coeficiente principal r, es de grado n y estd en J*. Asi f — g es de grado a lo més

n — 1 y por induccién esta en J*. Se sigue que f € J*. O

11



Usando un simple proceso de induccién en n, el resultado anterior y consideran-
do que klxy,...,x,] = klzy, ..., zy_1][x,] (ref.[Hungerford T.], cdp.5, pdgs.153-154) se
prueba que k[xy,...,z,]| es notheriano (notar que el campo k es trivialmente nothe-

riano). Es decir el Teorema 2.4 es verdadero.

2.2 El caso de los polinomios con una sola variable

Sea k un campo, revisaremos primero que ocurre con los ideales y el proceso de division
en el anillo de los polinomios con una sola indeterminada, k[x], para luego pasar al caso
multi-variable.

Para 0 # f € k[z], denotaremos por grado(f) al grado de f, It(f) al término princi-
pal de f, Ic(f) al coeficiente principal de f y por Ip(f) al monomio principal o producto
de potencias principal de f. En el caso de f = 0 podemos definir 1t(0)=Ip(0)=l1c(0)=0
y grado( f)=0.

Por ejemplo si f = 22 + %xQ +x — 5 tenemos que 1t(f) = 22° Ip(f) = 2°,1c(f) =2y
grado( f)=5.

Teorema 2.7 (ref.[Adams W.], cdp. 1, pags. 11-12). Sea g un polinomio no-nulo en

k[x]. Entonces para todo f € k[z], existen ¢, r en k[x] tales que
f=qg+r, donde r=0 Vv grado(r) < grado(g).
ademds ¢,r son tnicos (¢ es llamado cociente y 7 resto).

Prueba. La prueba es conocida como el algoritmo de la division:

Entrada: f,ge k[x] con g#0
Salida: q,r tales que f=qg+r y r=0 VvV grado(r)<grado(g)
Inicio: q:=0, r:=f
Mientras: r#0 y grado(g)<grado(r)
Hacer
1t(r)

4=Ti(g)
)

1t(g)J

r:=r
Fin Mientras

Algoritmo 2.1: Algoritmo de la Divisiéon para polinomios de una sola variable.

12



]

Si f=a 2"+ a2+ .. yg=bpa™ + by 2™ 1+ .. conb, A0yn>m
16(f)

entonces el primer paso en la division es sustraer de f el producto j=z" ™g = i) 9
m
It . ) iy
entonces tenemos h = f — /) g como el primer resto. A h se le dice una reduccién de

1t(g)

f por g v al proceso de calcular h lo denotamos
.
Repetidos usos del proceso de reduccién nos da el resto 7.

Ejemplo 2.1. Sea f =23 — 222 + 22+ 8,y g =222 + 3z + 1 en Q[z].
Inicio: ¢ :=0,r := f = 23 — 22% 4+ 22 + 8.
Primera iteracién por el bucle mientras:

3
q=0+ 2 =1z

ro= (2% — 222 + 22+ 8) — 2;(22% + 3z + 1) = ~L2? + 3 4+ 8

Segunda iteracion por el bucle mientras:
7.2

1 L | 7

Q=57+ 52 = 3T~ g

7.2
2

ri=(—2a?+3x4+8) - 2222 +3x+1) =Tz + 2

Fin del proceso mientras desde que grado(r)=1<2=grado(g), f queda expresado como
f=Ge—D@?+32+1) + (Fao+ ).

Ahora sea I = (f,g) y supongamos que f 2y h. Entonces desde que h = f —

%g se ve facilmente que I = (h,g) asi podemos reemplazar f por h en el conjunto
de generadores de I. Usando esta idea repetidamente podemos probar el siguiente

resultado:

Teorema 2.8. [ref.[Adams W.], cdp.1, pag.13] Todo ideal de k[z] es generado por un

elemento. Es decir k[z] es un DIP.

Prueba. Sea I un ideal no-nulo de k[z]. Sea g € I tal que g # 0 y de grado n minimo.
Para todo f € I haciendo uso del algoritmo de la divisién existen ¢, € k[z] tales que
f=qg+r, conr=0 o grado(r)<grado(g)=n. Sir # 0, entonces r = f —qg € I lo
cual contradice la eleccién de g. Por tanto r = 0, f = qg vy I C (g). La igualdad se
sigue del hecho que g esta en I. O
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El polinomio g en la prueba del teorema anterior es tinico excepto por la multiplica-
cién de una constante. Esto se sigue del hecho que si I = (g;) = (g2), entonces g; y go

son asociados es decir g; divide a go y go divide a g;. También g es el mejor conjunto

generador para el ideal I = (fi,..., fs) por que por ejemplo el sistema de ecuaciones
en k[z]
(1 =0
2 =0
i =0
tiene precisamente el mismo conjunto de soluciones que la ecuacién g = 0, donde
(f1,005 fs) = {(g)-

Dada la importancia del polinomio g del teorema anterior, buscaremos calcularlo,
enfocdndonos primero en los ideales I C k[x] generados por dos polinomios, digamos
I = (f1, f2), con alguno fi, fo no-nulo. El maximo comun divisor de f; y fo denotado

por mcd(f1, f2) es el polinomio g tal que:
1. g divide a f; y a fo;
2. si h € k[z] divide a f; y fo, entonces h divide a g;
3. lc(g) =1 (es decir g es monico).

Proposicién 2.2. Sea fi, fo € k[z], con al menos uno no-nulo. Entonces med(fi, fo)

existe y (f1, fo) = (med(fi, f2))-

Prueba. Por el teorema 2.8, existe g € k[z] tal que (fi, fo) = (9) vy ¢ es tinico salvo
por una constante luego podemos asumir lc(g) = 1. Probaremos que g = med(fi, f2).
Desde que fi, f2 € (g), g divide a f; y fo. Ahora sea h en k[x] tal que h divide a ambos
f1, fo. Como g esta en el ideal (f1, fa), existen uy, us € k[z| tal que g = uy fi + us fo.
Por tanto h divide a g y la prueba esta completa. O

Como una consecuencia si tuvieramos un algoritmo para encontrar el med( f1, fo) enton-
ces tendriamos al solo generador del ideal (f1, f2). El algoritmo para computar los med
es llamado algoritmo euclidiano. Antes un lema que nos serd ttil en la construccion

del algoritmo.
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Lema 2.1. Sea fi, fo € k[x] con no ambos nulos. Entonces mcd(fi, fo)=med(f1 —

qf2, f2) para todo q € k[z].

Prueba. Es facil ver que (fi, fo) = (f1 — qfs, f2), y por la proposicién 2.2 tenemos

(med(f1, f2)) = (f1, f2) = (f1 — qf2, fo) = (mecd(f1 — qfo, f2)).

Desde que el generador de un ideal principal es tinico excepto por una constante y que

el mcd de dos polinomios tiene coeficiente principal 1, la prueba esta completa. O

Con la notacién del lema anterior, si ¢ fuera el cociente en la division de f; por fo
(si digamos grado(f1)>grado( f2)), obtendridmos med( f1, fo)=med(r, f2) con r el resto
de tal division. Desde que podemos seguir dividiendo hasta encontrar un resto que sea

cero, esto nos lleva a definir el siguiente algoritmo:

Entrada: fi, fo € k[z], con no ambos nulos.
Salida: f = med(f1, f2)
Inicio: f:= f1,9:= f5
Mientras g # 0 Hacer
Calcular r como el resto de la divisién de f por g¢g;
f=y;
g =,
Fin Mientras
fi=iipd
Algoritmo 2.2: Algoritmo Euclidiano.

Ejemplo 2.2. Inicio: f:=a2% -3z +2,9:= 2% —1
Primera iteracion por el bucle mientras:

x3—3x+2x—2:1—>—2x+2, con f=uxg+ (—2z+2)

f=a?-1

g:=—2x+2

Segunda iteracién por el bucle mientras:

p? — 1 22 22, con z? — 1 =g+ ta(—2z + 2)
fi=-2x+2

g:=0
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Fin mientras

o=l = Hf =1
Obtenemos mecd(f1, fo) =  — 1. También hemos encontrado los coeficientes polino-

miales uy = 7, up = —% + 1 tales que mcd(f, g) = ui f + uag.

Generalizando la propiedad del maximo comun divisor ahora para s polinomios

fi,---, [s, denotado med(fi, ..., fs), es el polinomio g tal que:
1. g divide a cada f;,;i =1,...,s;
2. sl h € k[z] divide a cada f;,i =1,...,s, entonces h divide a g;
3. le(g) =1 (es decir g es ménico).
Proposicién 2.3. Sean fi,..., fs polinomios en k[x]. Entonces
(1) (f1,--s fs) = (med(fi, .-, fs));
(i) si s > 3, entonces med(f1,. .., fs)=mcd(fi,med(fo, ..., fs)).

Prueba. La prueba de (i) es similar a la prueba de la proposicién 2.2. Para probar (ii),

sea h = mecd(fs,. .., fs). Entonces, por (i), (fo,..., fs) = (h), v {(f1,..., fs) = (f1, h).
Otra vez por (i),

med(f1, ..., fs) = med(fi, h) = med(fi, med(fa, ..., f2)).

Ejemplo 2.3. Busquemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones
(

x?—3r+2 =0

242 4+r—3 =0

\2x4—3x3+x2+x—1 =0
Consideramos los polinomios f; = 22—3z2+2, fo = 23+22+2—3y f3 = 220 —323 + 2%+
x—1. Desde que (f1, f2, f3) = (mcd(f1, f2, f3)), cualquier solucién de med( f1, f2, f3)=0
es también una solucién para el sistema de ecuaciones original (y viceversa). Luego
calculamos med(f1, fa, f3) = * — 1 lo que nos da la solucién dnica z = 1. Ademds si
desearamos conocer si un polinomio f € k[z]| se encuentra en el ideal I = (f1, fa, f3)

bastaria con aplicar el algoritmo de la division a f y x—1, esdecir f € [ < f Lo

(los multiplos de x — 1).
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2.3 Orden de Monomios en kzy,...,z,

En el caso de polinomios de una variable los hemos ordenado de mayor a menor ex-
ponente de la indeterminada, esto nos fue ttil para identificar el término principal,
coeficiente principal, etc de los polinomios en k[x]. Para el caso de polinomios de
varias variables definiremos un orden analogo.

Sea

M, ={a] -l | B eNi=1....,n}

el conjunto de monomios o productos de potencias de k[z1,...,x,], a veces denota-
remos xfl ... aP por X?, donde B = (Bi1,...,8,) € N*.  Hay muchas maneras de
ordenar M, pero es necesario que cumpla algunas propiedades similares al caso de
polinomios en una variable como por ejemplo extender las relaciones de divisibilidad,

ser un orden total (dados cualquier par de elementos z,y se debe cumplir una de las

siguientes condiciones = < y Vx =y V x > y) y estar bien ordenado.

Definicién 2.15. [ref.[Adams W.], cdp.1, pags.18-19] Por un Orden Monomial en M,,

nos referimos a un orden total < que satisface las siguientes dos condiciones:

(i) 1 < X* para todo X? € M, \ {1} (bien-fundado);

(i) Si X* < X*, entonces X*X7 < XP X7 para todo X7 € M, (compatibilidad).
Al conjunto de todos los érdenes monomiales en M, lo denotaremos por M O(M,,).

El conjunto contable M,, es una base para el k-espacio vectorial k[zy, ..., z,|. Es
decir cada polinomio no-nulo p € klzy,...,z,| puede ser escrito en forma cdnonica

COINoO una suma

Z Cp XY

vEsupp(p)

para un sub-conjunto finito tinicamente determinado supp(p) de N™ tal que 0 # ¢, € k

para todo v € supp(p). Ademds para cada p € k[zy,...,x,] definimos el conjunto

Supp(p) == {X" € M,, | v € supp(p)}

de los monomios o productos de potencias que aparecen en p, el cual es llamado el

soporte de p.
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Proposicién 2.4. Para X%, X? € M, si X* divide a X? entonces X* < XP.

Prueba. Existe un X7 € M, tal que X? = X*X7. Por la condicién (i) en la
definicién 2.15 tenemos X7 > 1 y por la condicién (ii) X? = X*X7 > X, lo que

concluye la prueba. O]

Teorema 2.9 (ref.[Adams W.],cap.1,pag.21). Todo orden monomial en M,, es un buen
orden; es decir, para todo sub-conjunto A de M,,, existe X< € A tal que para todo

XPeA X< XP

Prueba. Supongamos que el orden dado no es un buen orden. Entonces existen X &

M,,i=1,2,... tales que
X > X9 > XY > ...
Esto define una cadena creciente de ideales en k[xy, ..., ;]
(X*) G (X%, X%2) G (X, X X9) G ...

Notemos que (X, ..., X %) £ (X ... X*+1) desde que si ocurriera la igualdad

tendriamos .
X =y " X
j=1
, donde u; es un polinomio en k[zy,...,z,],j = 1,...,7. Si expandimos cada u; como

una combinacion lineal de productos de potencia, vemos que cada término en el lado
derecho es divisible por algin X%, 1 < j < i, entonces X *+* también es divisible
por algin X% y X%+t > X% 1 < j < i por la proposicion 2.4 lo cual es una
contradiccion. Luego la cadena de ideales es estrictamente creciente contradiciendo

que k[xy,...,x,] es notheriano. O

Definicién 2.16 (ref.[Adams W.],cdp.1,pag.19). Definimos el orden lexicogréfico (lex)

en M, con xy > xy > -+ > X, COMO sigue:
Para X =xzy...0p,a = (aq,...,00),8=(51,...,0n) € N"

definimos X® < XP <= las primeras coordenadas o; v §; en v y B desde la

izquierda que son diferentes cumplen «; < ;.
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Por ejemplo en el caso de dos variables x e y con y > x tenemos

2

l<o<a?<s®< - <y<ay<a®y<---<yi<....

Definicién 2.17 (ref.[Adams W.],cap.1, pag.19). Definimos el orden de grado lexi-

cogréfico (deglex) en M, con xy > x93 > -+ > x, como sigue:
Para X =mzz9... 20, = (aq,...,00,),8=(51,...,0n) € N"

definimos X® < X? <= 37 o, <> 86> ai=>" 8y X*<XPcon

respecto a lex con xqy > 1o > -+ > x,.

Usando el orden de grado lexicografico en k[z,y] con z < y, tenemos
l<o<y<a?<ay<yl<ad<sy<ayy<y’<...

Definicién 2.18 (ref.[Adams W.],cdp.1,pdg.20). Definiremos el orden reverso de grado

lexicografico (degrevlex) en M,, con x; > x5 > x3 > -+ > x, como sigue:
Para X =mz29... 20, = (q,...,00),8=(51,...,0,) € N"

definimos

)
Do i < Yy B
0

X*< XP =
S =>." B ylas primeras coordenadas «a; y f; en

G B desde la derecha, que son diferentes, satisfacen «; > ;.

Ejemplo 2.4. En k[zy,x9, 23] con respecto a degrevlex y x; > x5 > x3, tenemos

2913 < T1735.

Nota 2.3. Un polinomio f € k[xy,...,z,] se dice homogéneo en caso el grado total de
cada uno de sus términos es el mismo (ejem. z?y*z + xy* — 2°). Sea f un polinomio
homogéneo, con el orden degrevlex y x; > o > --- > z,. Es facil verificar que
x, divide a f si, y sélo si x, divide a 1t(f). Ademdas f € (x;,...,x,) si, y sblo si

6(f) € (x;,...,xn).

Nota 2.4. En k[z,y], deglex y degrevlex son el mismo orden.
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Ejemplo 2.5. Sea f = 2x%yz + 3xy® — 223
1. Si el orden es lex con z > y > z, entonces 1t(f) = —2z% Ip(f) = 23;1c(f) = —2;

2. Siel orden es deglex con x > y > z, entonces It(f) = 22%yz; Ip(f) = 2%yz;le(f) =
2;

3. Sielorden es degrevlex con x > y > z, entonces It(f) = 3zy3; Ip(f) = xy?;lc(f) =
3.

2.4 Algoritmo de la Division en k[zy,...,x,]

La idea basica del algoritmo sera la misma que en el caso de los polinomios de una
variable: cuando dividamos f por fi,..., fs queremos cancelar términos de f usando
los términos principales de los f/s (con lo que los nuevos términos introducidos serian

menores a los cancelados) y continuar con este proceso hasta que no sea posible maés.

Definicién 2.19 (ref.[Adams W.],cidp.1,pdg.26). Dados f,g,h en k[zy,...,x,], con
g # 0y fijemos un orden entre los monomios. Decimos que f se reduce a h médulo g

en un paso y escribimos

f=h,
si y sélo si Ip(g) divide a algiin término no-nulo X de fy h= f — %g,

Ejemplo 2.6. Sean f = 22 + 2%y + 3, g = 2* — 2y € Q|z, 9], con el orden lex x > y.

Escogemos el término X = 223 en f y calculamos h = f — %g =223 + 2%y + 3 —

23

(@ —wy) = 32y + ¢,
Ejemplo 2.7. Sean f = y*r +4yx — 32%, g =2y +x+1 € Q[z, y], con el orden deglex
y > x. Entonces

1 7 1 7 11 1 9 7
f —Eya:Q + SYT — 302 % ZxS + SYT — Zasz 7, Za:3 - 5332 — 1%

En el ultimo polinomio ningun término es divisible por Ip(g) = y y entonces el proceso

de divisiéon no puede continuar.
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Definicién 2.20 (ref.[Adams W.|,cédp.1,pég.27). Sea f, h, y fi,..., fs polinomios en
klxi,...,z,), con f; 0,1 <i<s,ysea F={f1,...,fs}. Decimos que f se reduce a

h moédulo F', escribimos

F
f — h7

si y sélo si existe una secuencia de indices iy, is,...,4 € {1,...,s} y una secuencia de
polinomios hy, ..., hy_1 € k[z1,...,x,] tal que

fi fi fi fiy_ 5
plag g Jogp, Jog Ty ey

Proposicién 2.5. Sea f € k[xy, ..., z,)].
1. Si f =0 entonces f < 0 para todo polinomio no-nulo g € k[zy, ..., z,).
2. Sean 0 # c € k. Entonces f = 0.
3. Dado f Lon y un monomio X entonces X f 5 Xh.

4. Sea F' un conjunto de polinomios no-nulos, f € F'y g € k[xy,...,x,]. Entonces

fg£>0.

Prueba. (1) Convencién.
(2) Desde que estamos considerando k& un campo, cualquier término no-nulo en
klxy, ..., z,] es dividido por ¢y luego f se reduce a cero usando el polinomio constante

c.
(3) Prueba directa.
(4) Prueba directa. O

Ejemplo 2.8. Sean f = zy®> + 2y + 4%, g = vy + v*, ¢ = v € Q[z,y], con el orden
deglex x > y. Entonces f RN ry+y =ryg 2 y? = s pero f+g -2 2y +2y2 £ +s.

Consideremos f, g1, 92 € k[x1,...,2z,], G = {g1,92}, con g1, g2 no-nulos tales que
% h L he.

Entonces de la primera reduccién tenemos:




para algin término no-nulo X; de f, tal que Ip(g;) divide a X7, con

Ip(f) = max(ip(hy), 1p<h)((—gll)>1p<gl>>.

Luego, de la segunda reduccion:

X5
hoy = hy — —2_
2 1 lt(gg)QQ

para algin término no-nulo X, de hq, tal que Ip(gs) divide a X5 con

(1) = meaxp(l), (7 ()

Combinando estas dos tltimas expresiones obtenemos

1t(91)

/ g1+ g2 + ho = w191 + u2g> + ho,

X
1t(g2)
con

Ip(f) = max(Ip(u1)lp(g1), Ip(u2)Ip(g2), Ip(ha)),

es decir el proceso de reducciéon induce una divisién de f por G. En caso el polinomio
hy cumpla ciertas condiciones lo llamaremos resto de la divisién de f por G o reducido

respecto a G.

Definicién 2.21 (ref.[Adams W.],cap.1,pdg.27). Un polinomio r es llamado reducido
con respecto a un conjunto de polinomios no-nulos F' = {f1,..., fs} si 7 = 0 o ningun
producto de potencias X € Supp(r) es divisible por algin Ip(f;),i = 1,...,s. En otras

palabras r no puede reducirse modulo F' a otro polinomio no-nulo.

Definicién 2.22 (ref.[Adams W.],cap.1,pag.27). Si f LI y r es reducido respecto a

F', entonces llamamos a r un resto para f con respecto a F.

El proceso de reduccién ahora nos permite definir un algoritmo de la divisién que
imite al caso de polinomios en una variable.(ref.[Adams W.], cap.1, pig.28)
Entrada: f, fi,..., fs € klz1,...,z,] con f; #0(1 <i<s)
Salida: uq,...,us,r tal que f=uifi+ - +usfs+r, r es reducido
con respecto a {fi,...fs} v max(Ip(u)lp(f1),...,Ip(us)lp(fs), Ip(r)) = Ip(f) .

Inicio: uy :=0,us :=0,...,us:=0,7r:=0,h:=f

Mientras h # 0 Hacer
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Si existen i tales que Ip(f;) divide a Ip(h)
Entonces

escoger alg\’un ¢
It (h)

N T

ho=h— 5
Sino

ro=r+1t(h)

h:=h—1t(h)
Fin Si

Fin Mientras

Algoritmo 2.3: Algoritmo de la divisién para polinomios multivariables.

Ejemplo 2.9. Sea ' = {f1}, donde f; =2y +z+ 1 € Q[z,y]. El orden es deglex con
y > x. Sea f = y’x + dyx — 32°.

Inicio: u; := 0,7 := 0, h := y?z + dyx — 32°

Primera iteracion en el bucle Mientras:

y = Ip(f1) divide a Ip(h) = y?x
U1 ::u1+yz—x=%yx
2$
hi=h— 20 f = (P + dyr — 320%) — LE(2y + 2 +1)
= —Llya? 4+ Tyz — 322
Segunda iteracién en el bucle Mientras:

y =1Ip(f1) divide alp(h) = yz?

—51/ 2

1
Ul = U + —ny— ST

h:=h-— lltt((z f1 = (—iyx? + Tyx — 32?) — %ZIQ(Zy +x+1)
— b -

Tercera iteracion en el bucle Mientras:

y = Ip(f1) no divide a Ip(h) = 3

ro=r+1t(h) = 123

h:=h—1t(h) = Iyz — La?

Cuarta iteracién en el bucle Mientras:
y =1Ip(fy) divide a Ip(h) = yz

7
- ¥ 1y 1.2, 7
U = U1 + by — aYT — T + 1z
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It(h x
hi=h— i = Gye = o) - 552y + o+ 1)
9,.2

— _T
=Tl — 37t

Quinta iteracion en el bucle Mientras:
y = Ip(f1) no divide a Ip(h) = 22
ro=r+1t(h) = 32 — 222

h:=h—-1t(h)=—1x

1
Sexta iteracion en el bucle Mientras:
y = Ip(f1) no divide a Ip(h) =
ro=r+1t(h) = 2% — 22 - 1
h:=h-=1t(h) =0

3_ 9,2 T,

El bucle Mientras termina, y tenemos

f— -z — 5% 4
y
1 1 7 1 9 7
f= (§ya§ - ZxQ + Zx)(?y +z+1)+ (Za:?’ - §x2 — Zx)

Ejemplo 2.10. Sea F = {f1, fo} donde f, = yx — v, fo = y>* — x € Q[z,y]. El orden
es deglex con y > x. Sea f = y°z.

Inicio: uy := 0;uy 1= 0;7 := 0; h := y?x

Primera iteraciéon a través del bucle Mientras:

yr = Ip(f1) divide a Ip(h) = y*x

1t(h)

2$
hi=h— f1 = P — Li(yxr —y) = o
Segunda iteracion a través del bucle Mientras:
yr = Ip(f1) no divide al Ip(h) = y?

= Ip(f2) divide a Ip(h) = y?
1(h)

Ug i= U T gy =
1 h 2
h _h_ltt((f2 fa= yQ—i,’—z(yQ—x)Zx

Tercera iteracién a través del bucle Mientras:
yx = Ip(f1) no divide al Ip(h) =

Ip(f2) no divide al Ip(h) = =
r+1t(h) ==z
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h:=h—-1t(h)=0
Fin Mientras, y obtenemos f L yf=yh+ftz

Teorema 2.10. [ref.[Adams W.|,cédp.1,pdg.30] Dado un conjunto de polinomios no-
nulos F'={f1,..., fs} v fen k[zy,...,x,], el algoritmo de la divisién produce polino-

mios uq, ..., us, v € klxy,..., x,] tales que
f=ufi+ - +ufs+,
con r reducido con respecto a 'y
Ip(f) = max(max (Ip(uq)lp(f:)), Ip(r))-
Ademas este algoritmo es equivalente a f o

Prueba. Observemos primero que el algoritmo termina. En cada iteracion del algo-
ritmo, el término principal de h es substraido hasta que ya no es més posible. Asi
tenemos una secuencia hy, ha, ... de los h's en el algoritmo donde Ip(h;11) < Ip(h;) v,

desde que el orden de los términos es bien ordenado, la lista de los h;’s es en realidad

finita.
Desde que al comienzo h = f, tenemos que en cada iteracion del algoritmo
Ip(h) < Ip(f). Ahora, para cada i, obtenemos u; agregando términos %, entonces

Ip(u)lp(f;) < Ip(f). Ademds, r es obtenido al agregar 1t(h) y entonces Ip(r) < Ip(f),

lo que concluye la prueba. O]

Con f escrito como en el teorema anterior, tenemos f —r € (f1,..., fs). Luego,
si r = 0, entonces f € (f1,...,fs). Sin embargo el reciproco no es necesariamente
cierto; es decir f puede estar en el ideal (fi,..., fs) pero el resto de la divisién de f

por fi,..., fs no ser cero como comprobaremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11. Sea f = y?z — x € Q[z,y], y el ideal I = (f1, f2) C Q[z,y], donde
fi=vyr—vy, fo=9y>—x Sea F = {fi, fo}. Usando el orden deglex con y > x y el
algoritmo de la divisién, vemos que f ELN Yy —x EEN 0, es decir, f 50 v, [=yfitfoel.
Sin embargo si usamos fy primero en el algoritmo de la divisién entonces f Py g2 x,
y 22 — 2 es reducido con respecto a F. Luego el resto de la divisién de f por F es

no-nulo, pero f si estd en el ideal (fi, fo).
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Esta dificultad ya se presentaba en el caso de polinomios de una sola indeterminada.
Por ejemplo, si f =z, fi = 2® y fo = 2®> — x, entonces f es reducido con respecto a
{f1, f2}, con f = f1 — fo € (f1, f2). Esto se resolvi6 encontrando un mejor generador
para el ideal (fi, f2), es decir # = mcd(z? 2% — z). Para el caso de un ideal en

klxy, ..., 2, su mejor conjunto generador serd definido como una base de Grébner.

2.5 Bases de Grobner

En esta seccién definiremos el objeto mas importante de la presente tesis, las bases de
Grobner. Esta definicion estd inspirada en el dltimo comentario de la seccién anterior,

es decir la existencia de restos no-nulos producidos por el algoritmo 2.3.

Definicién 2.23. [ref.[Adams W.],cap.1,pag.32] Un conjunto de polinomios no-nulos
G ={gi1,...,9:} contenidos en un ideal I, es llamado una base de Grébner! para I si

y sblo si para todo 0 # f € I existe i € {1,...,t} tal que Ip(g;) divide a Ip(f).

En otras palabras, si G' es una base de Grobner para I, entonces el tinico polinomio

en I reducido respecto a G es 0.
Proposicién 2.6. Sea G = {g1,...,¢:} una base de Grébner para un ideal I.

1. Para cualquier sub-conjunto finito de polinomios no-nulos F' de I , GUF también

es una base de Grobner de 1.

2. Sean c¢1,...,¢ € k arbitrarios pero no-nulos. Se cumple que {cig1,...,cg:}

también es una base de Grobner para [.
Prueba. Se sigue directamente de la definicién 2.23. [

Para un sub-conjunto no vacio S de k[zy,...,x,], definimos el ideal de términos

principales de S como el ideal

Lt(S) = (It(s) | s € 5).

ITambién denominada Base Standard.
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Teorema 2.11. [ref.[Adams W.|,cdp.1,p4g.32-33] Sea [ wun ideal no-nulo de
klxi,...,z,]. Los siguientes enunciados son equivalentes para un conjunto de poli-

nomios no-nulos G = {gi,...,¢9:} C I.
(i) G es una base de Grobner para I.
(ii) fE[siysélosif%O.
(iii) felsiysélosif= Zle higi, con Ip(f) = maxy<;<¢(Ip(h:)Ip(g:)).
(iv) Lt(G) = Lt(I).

Prueba. (i) = (ii). Sea f € k[xy,...,z,]. Entonces por el Teorema 2.10 existe
r € kl[zy,...,x,] reducido con respecto a G, tal que f G r. Si fel,rel,r=0ysi
r=0, fel.

(i1) = (i17). Desde que el algoritmo de la divisién esta basado en el proceso de
reduccion.

(1i1) = (iv). Por hipétesis tenemos
1t(f) = th(hi)lt(gi)a

donde la suma es sobre los 7 tales que Ip(f) = Ip(h;)Ip(g;).

(iv) = (i) Sea f € I. Entonces

It(f) = Zhilt(gi),

para algunos h; € k[xq,...,x,]. Si expandimos los términos a la derecha notaremos

que cada término es divisible por algin Ip(g;), por tanto Ip(f) también es divisible por

algun Ip(g;). ]
Corolario 2.2. Si G = {g1,...,9:} es una base de Grobner para el ideal I, entonces
I= <glv"'7gt>'

Lema 2.2 (Dickson). Sea I un ideal generado por un conjunto S de términos no-nulos,
y sea f € k[xq,...,x,]. Entonces f estd en I siy sélo si para todo término X que
aparece en f existe un Y € S tal que Y divide a X. Ademas, existe un sub-conjunto

finito Sy de S tal que I = (Sp).
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Prueba. Si f € I, entonces
l
f=Y_hiXi,
i=1

donde h; € klzy,...,z,] v X; € S, parai = 1,...,l. Expandiendo el lado derecho
vemos que cada término que aparece sera divisible por algin X; y entonces también
cada término en f.

Conversamente si para cada término X de f es dividido por algin Y € S, entonces
claramente f € (S) = 1.

Para probar la tltima afirmacién, desde que k[xy,...,z,]| es notheriano I tiene un
conjunto finito que lo genera. Luego por la primera parte del lema cada término de
cada uno de los miembros de este conjunto finito es divisible por algiin elemento de S.

Sea Sy el conjunto finito de estos divisores, entonces I = (Sy). O
Corolario 2.3. Todo ideal no-nulo I de k[z1,...,z,] tiene una base de Grobner.

Prueba. Por el lema anterior el ideal de términos principales Lt () tiene un conjunto fi-
nito que lo genera, escribamos 1t(g;),...,1t(g;) con g1,...,9: € I. Sea G = {g1,...,9:},
entonces Lt(G) = Lt(/) lo que concluye la prueba por la parte (iv) del teorema 2.11. [

Definicién 2.24. Decimos que un sub-conjunto G = {gi,..., g} de klzy,...,z,] es

una base de Grébner si y sélo si es una base Grobner para el ideal que genera (G).

Proposicién 2.7. Para {g1,...,9:} C k[z1,...,2,] y 0 # h € k[z1,...,x,], se tiene
que {g1,...,g:} es una base de Grobmer si y sélo si {hgi,...,hg:} es una base de

Grobner.
Prueba. Se sigue directamente de la definicién 2.23. O

Teorema 2.12. [ref.[Adams W.],cdp.1,pag.34] Sea G = {g1,...,g:} un conjunto de
polinomios no-nulos en k[zy,...,x,]. Entonces G es una base de Grobner si y sélo si

para todo f € k[xy,...,x,], el resto de la divisién de f por G es unico.

Prueba. Primero asumamos que G es una base de Grébner. Sea f G, ryf g, T9
con r1 y ro reducidos con respecto a G. Desde que f —ry y f— 1y estdn ambos en (G),
también r; — r9. Ademads r; — ry es reducido con respecto a G, luego ry — ry = 0.

Conversamente, asumamos que los restos de las divisiones por G son tnicos. Probare-

mos la condicién (ii) en el Teorema 2.11.
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Sea f € (G), supongamos que f S 1 tal que r es reducido.

Afirmacién: Si ¢ € k es no-nulo, X € M, un producto de potencias, y g € k[z1,...,x,]
es tal que g N r, donde r es reducido, entonces, paracadai € 1,...,t, g—cXg; G
Veamos que si nuestra afirmacién es verdadera la prueba estaria completa. Des-
de que f € (G) podemos escribir f = 22:1 cvXy9i,, donde los ¢, son no-nulos
y estén en kK y X, € M, y i, € 1,...,t. FEntonces aplicamos nuestra afirma-
ciéon con g = f, f — a1Xig;, G Luego para ¢ = f — c1Xjg;, en nues-
tra afirmacion, f — 1 X19;, — 2 X329, S, ». Continuando con este procedimiento,
0=f— Zi;:1 coXoGi, S, r. Por tanto r = 0.

Prueba de la afirmacién: Definamos d tal que dlc(g;) sea el coeficiente de X1p(g;) en g.

Caso 1. d = 0.Entonces el coeficiente de X1p(g;) en g — ¢Xg; es —clc(g;) # 0 y entonces
9=1(9—cXgi) = (—=cXgi) = (9 — Xg;) — ;79 donde Y = —cle(g;) XIp(g;), es

decir g — cXg; %ggw".

Caso 2. d = ¢. Asumamos g —cXg; N r1 con 1 reducido. Entonces, desde que d = ¢ # 0

i G
tenemos ¢ 25 g — cXg; = 7. Luego r = ry.

Caso 3. d #0y d+# c. Sea h=g— dXg;. Entonces el coeficiente de Xlp(g;) en h es 0.
Desde que d # 0, ¢ 2 h. También, desde que d # ¢ tenemos g — cX¢q; 25 h.
Luego si h =N ro con 19 reducido, g EINRCN ro y entonces r = ry. Finalmente

g—cXgi%hEM“.
O

De la prueba del teorema anterior notamos que dados f € k[z1,...,x,] v G1,G>

dos bases de Grobner para un ideal [ se cumple f N riy f EEN ro implica 71 = ro.

Ejemplo 2.12. Sea f = y?z —x, fi =yr —yy fo = y> —x. Sea F = {f1, fo}.
Usaremos el orden deglex con y > x. Entonces (ejemplo 2.11) f 50 v f 52— x, el
ultimo resto siendo reducido respecto a F. Asi por el teorema 2.12, F' no es una base
de Grébner. Podemos verificar esto de otra manera. Desde que f = yfi + fa € (f1, f2)
v [ 5 22 — x tenemos que 22 — z € (f1, f2). Pero 22 = Ip(2® — #) no es divisible por

Ip(f1) = 2y ni por Ip(f2) = y*. Asi por la defincién 2.23, F no es una base de Grobner.
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Ejemplo 2.13. Consideremos los polinomios g1 = z +x, g0 = y — z € Q[z,vy, 2].
Sea G = {g1,92}, I = (g1, 92). Usaremos el orden lex en Q[z,y,z] con z > y > .
Probaremos que G es una base de Groébner para I. Supongamos por el contrario que
existe un f € I tal que It(f) & (1t(g1),1t(g2)) = (z,y). Entonces, z e y no dividen al
It(f) y, por el orden lex z >y >z, f € Q[z]. Sea f = (z + z)h; + (y — x)hs, donde
hy, he € Q[x,y, z]. Haciendo y =z, f = (2 + z)h(x, x, 2), luego (= + =) divide a f lo

cual es una contradiccidn.

Ejemplo 2.14. Con el orden lex y con x > y > z en el ejemplo 2.13, tenemos que

{91, g2} no forman una base de Grébner para I. Desde que g; + go = z+y € I no es

divisible por Ip(g1) = Ip(g2) = =.

2.6 S-Polinomios y El Algoritmo de Buchberger

En esta seccién finalmente expondremos el algoritmo de Buchberger para calcular bases
de Grobner. Con el fin de entender mejor el funcionamiento de este algoritmo, para
los ejemplos de esta seccién (asi como en toda esta tesis) los calculos son realizados ex-
plicitamente sin necesidad de recurrir a algiin software matemético (Como por ejemplo
Maple,CoCoA ,Macaulay2,etc).

Definamos el minimo comiin miltiplo mecm y el maximo comin divisor mcd de

dos monomios X = 281 .. 2% e Y = 2 ... 2P en k[xy, ..., x,], de la siguiente forma:
mem(X,Y) =" .. a),

med(X,Y) = 28 ... adn,

n

donde v; = max(ay, 5;), §; = min(ay, §;) para todo i € {1,...,n}. En caso dos mono-

mios X e Y cumplen med(X,Y) =1 se les llama relativamente primos.

Definicién 2.25 (ref.[Adams W.],cédp.1,pdg.40). Sean f,g € k[z1,...,z,]\{0}, y L =
mem(Ip(f),1p(g)). Al polinomio

S(f.g) = %

se le llama S-polinomio de f y g.
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En la divisiéon de un polinomio f por fi,..., fs, puede ocurrir que un término
X de f sea divisible por Ip(f;) y Ip(f;) para i # j (luego X es divisible por
L = mem(Ip(fi),1p(f;))). Si reducimos f usando f; obtenemos hy = f — ﬁfl y
si reducimos f usando f; obtenemos hy = f — % fj. La ambigiiedad introducida

puede ser escrita ho — hy = %fl — %f;’ = %S(fhfj)-

Ejemplo 2.15. Sea f = 2yr —vy, g = 3y* —x € Q|x, y], con el orden deglex con y > .
Entonces L = y?z, y S(f,g9) = gz—if — g%ﬁg = syf — 319 = —3y° + 327, Ademds

Ip(59.f) = y*x = Ip(32g) se han cancelado en S(f, g).

Ejemplo 2.16. Sea f = y’z + 1,f1 = yx —y,fo = y* — 2 € Q[x,y] con el orden deglex
con y > x. Consideremos el término X = y*x en f. Tenemos que f TN v +1=f—yfi,
y f ELNg S f —xf;. Notemos que X = L = mem(Ip(f1),1p(f2)) = vz, y que la
ambigliedad introducida es —y? + 2 = yfy — xfo = S(f1, f2). También notemos que

S(f1, f2) € {f1, f2), y que puede ser reducido: S(f1, fo) Py 22 — 2. El polinomio 22 — x

es reducido con respecto a {fi, f2}, pero no es cero.
Proposicion 2.8. Se cumple:

1. En caso f y ¢ son dos términos no-nulos, es decir 0 # f =1t(f) y 0 # g = lt(g),
entonces S(f,g) = 0.

2. Sean f,g € k[x1,...,2,]/{0}. Entonces S(f,q) = S(f,—g).

Lema 2.3. Sean fi,...,fs € k[z1,...,x,] tales que Ip(f;) = X # 0 para todo i =
1,...,s. Sea f =" ¢fi, ¢ €ki=1...s Silp(f) <X, entonces f es una

combinacién lineal, con coeficientes en k, de los S(fi, fj),1 <i < j <s.

Prueba. Escribamos f; = a; X +términos de menor grado, a; € k. Desde que Ip(f) <
X, tenemos »;_, ¢;a; = 0. Ahora S(f;, f;) = aiifi — aijfj. Asi

f=ah+-+cafs

1 1
= Clal(a_lfl) +oeee CSCLS(a_fS)

1 1 1 1
= Clal(a—lfl — a—2f2) + (clal + CQGQ)(a—2f2 — a_3f3> + -+ (01a1 + -
1

As—1

1 1
s esmrasq)( fs—1— a—fs) + (crag + -+ + Csas)a_fs

s
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= c1a1S(f1, fo) + (c101 + 2a2)S(f2, f3) + -+ + (cr01 + - - + cs_1051)S(fo-1, [5)-
]

Teorema 2.13 (Buchberger). [ref.[Adams W.],cdp.1,pdg.40] Sea G = {¢g1,...,g:} un
conjunto de polinomios no-nulos en k[z1, ..., x,]. Entonces G es una base de Grébner

para el ideal T = (g1,...,¢;) si y sélo si para todo i # j,
G
S(gi,gj) — 0.

Prueba. ( =) Desde que los S(g;, g;) estdn en I y por el teorema 2.11.
( <= ) Usaremos (iii) del teorema 2.11 para probar que G es una base de Grobner
para I. Sea f € I. Entonces f puede ser expresado de muchas maneras como una

. < . t
combinacién lineal de los g;’s. Escogemos f ="', h;g;, con

X = max Ip(h;)Ip(g;)

1<i<t
minimo (por la propiedad del buen-orden). Si X = Ip(f) la prueba estd completa.
Asumamos, Ip(f) < X. Encontraremos una representacién para f con un menor X lo
cual serd una contradiccién. Sea S = {i | Ip(h;)Ip(¢g;) = X}. Para i € S, escribamos
hi = ¢;X;+ términos de menor grado, donde X; = Ip(h;) y los ¢; estdn en k. Sea
g = > icsCiXigi. Entonces, Ip(X;g;) = X, para todo i € S, y Ip(g) < X (desde que
Ip(g) = X implica Ip(f) = X). Por el lema 2.3, existen d;; € k tales que
g= > di;S(Xigi, X;95)-
iJES i

Ahora, se tiene mem(Ip(X;g;),1p(X;g,)) = X, entonces

S(Xigi, X;0) = —o—Xigs — ——— X0,
(Xigi X;95) X)X g) %
X X X
=0 — 09 = v+ 59, 9),
(g% Telgn ¥ = X, )

donde X;; = mem(Ip(g;),1p(g;)). Luego por hipétesis, S(X;g:, X;0;) %, 0. Esto nos da

una representacion
t
S(Xigi, X;g;) = Z hijuGo,
v=1
donde por el teorema 2.10,

max (Ip(hij)Ip(gv)) = Ip(S(Xigi, X;9;))

1<v<t
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X

- X . <X
lt(Xigi) Jg])

= 110( Xigi —

X
16(X;9;)
Substituyendo estas expresiones en g = . ¢ ¢;X;g; y luego en f = >, ¢ h;g;+ térmi-

nos de menor orden que X, obtenemos f = S°'_ hig;, con max;<<(Ip(h})Ip(g;)) <
X. [

Corolario 2.4. Sea G = {g1,...,9:} con g; # 0,1 < i < t. Entonces G es una base de
Grobner si y sélo si para todo @ # j, 1 <1,j <t, tenemos
t
S(glag]) = Z hijvgm donde lp(s<gzagj)) = Inax <1p(h2jv)lp(gv))

1<v<t
v=1

Prueba. De S(X;g;, X;g;) = +-5(¢:, ;) en la prueba del teorema anterior. O

El teorema 2.13 nos da una estrategia para calcular bases de Grobner para un
ideal a partir de cualquier conjunto finito de generadores de este. Es decir, calcular
los S-polinomios de los polinomios en el conjunto generador, reducirlos y si el resto es
no-nulo, agregarlo a la lista de polinomios en el conjunto generador; repetir esto hasta
que hayan suficientes polinomios tales que todos los S-polinomios correspondientes se

reducen a cero.

Entrada: F = {f,...,fs} Ckl[ry,...,z,] con f; #0,1<i<s
Salida: G ={¢1,...,9:} una base de Grobner para (fi,...,fs)
Inicio: Gi= F, = {{fif;} | fi £ f; € G}
Mientras G # () Hacer
Escoger cualquier par {f,g} €G
G:=G—{{f.g}}
S(f,g)%h, donde h es reducido respecto a G
Si h# 0 Entonces
G:=GU{{u,h} |Vu e G}
G:=GU{h}
Fin Si
Fin Mientras

Algoritmo 2.4: Algoritmo de Buchberger para calcular Bases de Grobner.
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Teorema 2.14 (ref.[Adams W.],cap.1,pdg.42). Dado F' = {f1,..., fs} con f; # 0,V1 <

i < s. El algoritmo de Buchberger produce una base de Grobner para el ideal I =

(fi, s fs)-

Prueba. Empezemos por probar que el algoritmo termina. Cada G; es obtenido de
G;_1 al agregar un h € I a G;_1, donde h es la reduccién no-nula, con respecto a G;_1,
de un S-polinomio de dos elementos de GG;_;. Desde que h es reducido con respecto a

Gi_1, tenemos que lt(h) ¢ Lt(G;_1). Asi, en caso el algoritmo fuera infinito:
Lt(G1) G Lt(Go) S Lt(Gs) & .. ..

seria una cadena de ideales estrictamente creciente contradiciendo el hecho que
klxy, ..., 2z, es notheriano.
Ahora FF C G C I, luego I = (fi,.... fs) € (g1,-.-,9:) € I. Ademas si g;, g; son

polinomios en G, entonces S(g;, g;) %0 por construccién. ]

Ejemplo 2.17. Sea f; = xy — z,f» = —y + 2% € Q[x,y] con el orden lex, = < y.
Inicio: G := {f, fo},G = {{ /1, fo}}

Primera iteracion a través del bucle Mientras

G:=10

S(fi, f2) = (ay —2) = Z(-y + 2?) = 23 — x = h (reducido con respecto a G)
Desde que 0 # h, sea f3 = 2% —x

G :={{fi. s}, {fo, [3}}

G = {fb f27 f3}
Segunda iteracion a través del bucle Mientras
G:={{/f2 fs}}

S(f1, f3) = 2*(xy — ) —y(2® — x) = 2y — 2° EEN)

S(f1, f3) So0=n

Tercera iteracion a través del bucle Mientras

G:=10

S(fo, f3) = %(—y—l—xQ) @ —a)=ay— 2 B v 123 Lo
Fin Mientras, desde que G = 0.

Ast {zy — x, —y + 2% 2% — x} es una base de Grobner para el ideal {(xy — x, —y + x2).
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Ejemplo 2.18. Sea fi = y* +yx + 2%, fo=y+ 1,y f3 =y € Q[r,y]. Usaremos el
orden lex con y > x para computar una base de Grébner para I = (f1, fa, f3).
Inicio: G := {f1, fo, f3}

G :={{/i, o1, {/1. s} { o, f3}}

Primera iteracion a través del bucle Mientras

G :={h I}l f5}}

S(f1, f2) = (v* + yx + 2*) — y(y + =) = 2% (reducido con respecto a {f1, fa, f3})
Sea fy := 2

G = {f. AL sh A fa A Se, fad A S5, fad )

G :={fi, fo, f3, fa}

Segunda iteracion a través del bucle Mientras

G = {{fo. s}. {1, fabs {fos fu}s {f3: fa}}

S(fr.f2) = (0 -y +a?) = y(y) = yo +a* 50

Tercera iteracion a través del bucle Mientras

G :={{/1, fa}. {fo, fu}- A S5, fa}}

S(fa2, f3) = (y + x) — x = x reducido con respecto a G

fs=x

G = {{f1, fah. AL, fad A Sss fad A fo b A e 53, A5, fod A fas S5 1)

G :={f1, f2: f5; fa, [5}

Cuarta iteraciéon a través del bucle Mientras

G = {fo, fib S, fub Af0, 3 {fo 53 {fs fs 3 {fas f5 3}

S(fr f) = 222 +ya + a?) —y2(a?) = 2ty + ot 20

Quinta iteracion a través del bucle Mientras

G = {{fs, fah Af0, S 1 Afos S5 1 Afss fo b {fas f53 )

S(fa, f1) = 22(y + 7) — y(z2) = 2> L 0

Desde que f3, fa, f5 son monomios, entonces S(fs, f1) = S(fs, f5) = S(fs, f5) = 0.
S(f1, f5) = z(v* + yx + 22) — y?*(z) = ya* + 2 EEN JEENY

S(fa. f3) = wly +2) —y(a) = a® % 0

Asi {y* +yx+22 y+z,y, 2% x} es una base de Grobner para el ideal (y* +yx + 2%,y +

T, ).

Ejemplo 2.19. En este ejemplo consideraremos el campo k = Zs = Z/5Z. Sean
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fi=22+y*+ 1y fo = 2%y + 22y + x en Zs[z,y|. Usaremos el orden lex con = > y
para computar las bases de Grobner para I = (f1, fo) & Zs[z,y].
Inicio: G :={f1, fo},G = {{ /1, fo}}
Primera iteracion a través del bucle Mientras
G:=0
S(f1, f2) = yfi — fo = 3zy + 4z + y* + y reducido con respecto a G.
Sea f3:=3xy+4r+y> +y
G = {h, s}, {fo, f3}}

G = {f17 f27 f3}
Segunda iteracién a través del bucle Mientras
g = {{f?a f3}}

S(fi, f3) = yfi = 22 fs = 22" + 3wy’ + 3wy + y° +y
By 80y® + 30y + 1P — 22 +y — 2
By Gay® + 30y —yf — 22 +y — 2
By 43y + oy’ +y+3
Sea f1:=4y° + 3y* + y* + y + 3 reducido con respecto a G

G = {{fo, 3}, v, fad A fos fad A fs, fa)}
G = {fi, [, [3, [}

Tercera iteracién a través del bucle Mientras

G = {{f1, fal, U fo, fa} A S5 fa}}

x
S(fa, f3) = (2°y + 22y + ) — §(3xy +4z + 9 + )
4 1 5
= —§x2 — gxy3 + gmy +r =320y +

1

Ly opyP + o+ 3y2+3

3

f—>—4xy2+x—y5—y3+3y2+3

f—3>—8:vy+x—y5

B~y 2 vy 30

_2y4_y3+y2+3

Cuarta iteracién a través del bucle Mientras

G = {{fo, fu}, {fs, fa}}
S(fi, fa) =y (2> + >+ 1) — ix2(4y5 + 3yt + P +y+3)

36



:—233294—i$2y2—i$2y—§1$2+y7+y5
ot 2ty — 2 4y +
222 + 2y — 22° + 7 — 345 + 45 — 3y
iy —22% +y" = 3y8 + o — Ayt — 92
00?4y =3 S — Ayt — P — P —y

Y =3+ — Ayt Py -y +2

= = = |= |~

v — 3yt gt —y+2 50

Quinta iteracion a través del bucle Mientras

G = {{/fs: fa}}

S(fa, f1) = y*(@®y + 22y + ) — ix2(4y5 +3y' +y +y +3)
= 3%y + 2%y® + 2%y + 32% + 229° +
ELN 22y + 2%y + 322 4 22y° + xy? — 3¢5 — 3y*
a2y + 327 + 2y° + xyt — 38 — 4yt — 2
322 + 20y° + wyt —3yS — 4yt — P — 9 —y
22y + xyt — 3y® — 4yt — P —4y® —y — 3
Tryt + 2xy% + 2xy + 62 — 3y® — 4yt — P — 4yt —y — 3
day® + 2xy? 4+ 20y + 60 — 2y° — 3yt — P — 4P —y -3

22y + 60 — 2% +20° — 3yt + 9P — 4y —y -3

—205 + 2% — 3yt 4+ 2% —4y? — 3

= == | = |= |= |5

y5—3y4—y2—y—3ﬁ>0.

Finalmente calculamos:

1 1
S(fs f1) = sy*' By + 4z +y* +y) — —z(4y’ + 3y + y* + y + 3)

-3 4

= 3wy +2y" + 20° + 3ay* + oy + oy + 32

= ayt + 2y® + 2y + 3x + 2" + 2¢°
f—3>2xy3+xy2+my+3x+2y7+3y6+2y5+3y4
By vy 4 30 + 297 + 35° + 3" + 3y + ¢

By 9yT 4 3y5 + 3y + 3yt + 4y® + 3y
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Ly b 13 + 2+ +3y 0.
Asi G ={2® + > + 1, 2%y + 2zy + z, 3wy + 4z + v + y,49° + 3y* + y* + y + 3} forma
una base de Grobner para el ideal (22 + y? + 1, 2%y + 22y + x) C Zs[z, y].

2.7 Bases de Grobner Reducidas

Las Bases de Grobner obtenidas empleando el algoritmo de Buchberger no necesaria-
mente son tnicas. En el ejemplo 2.18 si hubieramos computado S(fs, f3) = « primero,
el S-polinomio S(fi, f2) se hubiera reducido a cero y entonces no habria aparecido en
la base de Grobner, obteniendo asi una base de Grobner diferente.

Demostraremos en esta seccion que poniendo ciertas condiciones a los polinomios que

forman una base de Grobner obtendremos unicidad.

Definiciéon 2.26 (ref.[Adams W.],cédp.1,pdg.47). Una base de Grobner G =
{g1,...,9+} es llamada minima si para todo i, lc(g;) = 1 y para todo i # 7, Ip(g;)
no divide a Ip(g;).

Lema 2.4. Sea G = {g1,...,¢:} una base de Grobner para el ideal I. SiIp(g2) divide

a lp(g1), entonces {gs, ..., g} es también una base de Grobner para I.

Corolario 2.5. Sea G = {g1, . .., g} una base de Grobner para el ideal I. Para obtener
una base de Grobner minima eliminamos todos los g; para los cuales existe un j # @

tal que Ip(g;) divide al Ip(g;), y luego dividimos los restantes g; por su lc(g;).

Proposicién 2.9. Si G ={g1,...,q:} v F ={f1,..., fs} son bases de Grobner mini-
mas para un ideal I, entonces s = t, y It(f;) = 1t(g;),Vi = 1,...,¢. (reenumerando de

ser necesario)

Prueba. Para Ip(f;) existe un ¢ tal que Ip(g;) divide al Ip(f;). Podemos asumir que
i = 1. Ahora para Ip(g;) existe un j tal que Ip(f;) divide al Ip(g1), luego Ip(f;) divide
alalp(fi) y entonces j =1, Ip(f1) = Ip(g1)-

Ahora existe un i tal que Ip(g;) divide al Ip(f3), i # 1, y reenumerando se ser necesario
podemos asumir ¢ = 2, Ip(f2) = Ip(g2). El proceso continda hasta completar la prueba.

]
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Definicién 2.27 (ref.[Adams W.],cdp.1,pag.48). Una base de Grobner G =
{91, -.,9:} es llamada una base de Grobner reducida si y sélo si para todo 1 <i <t
, le(g;) = 1y g; es reducido con respecto a G — {g;}. Es decir, para todo 7, ningtin

término no-nulo en g; es divisible por Ip(g;) para todo j # i.

Notar que toda base de Grobner reducida también es minima. Ahora veamos que

las bases de Grobner reducidas existen.

Corolario 2.6. Sea G = {¢1,...,9;} una base de Grobner minima para el ideal I.

Consideremos el siguiente proceso de reduccion:

g LN hy, donde hy es reducido con respecto a Hy = {g2,...,9:}

g2 RiEN hy, donde hy es reducido con respecto a Hy = {hy,93,...,:}

g3 s, hs, donde hj es reducido con respecto a Hz = {hy,ha, g4, .., 9t}
g KN hi, donde h; es reducido con respecto a H; = {hy, ho, ..., hy_1}.
Entonces H = {hy,...,h:} es una base de Grébner reducida para I.

Prueba. Desde que Ip(g1) = maxo<;<¢(Ip(u;g:),1p(h1)) para algunos w; € k[xy,. .., x,]
y de manera similar para Ip(¢s),...,lp(g;) obtenemos Ip(h;) = Ip(g;) para cada i =
1,...,t. Luego H es también una base de Grobner para [ (y minima). Ademds por
definicién de los h;’s y el hecho que Ip(h;) = Ip(g;) se ve facilmente que h;’s son
reducidos respecto a H — {h;}. O

Teorema 2.15 (Buchberger). [ref.[Adams W.],cap.1,pag.48] Fijado un orden de térmi-
nos. Entonces todo ideal no-nulo I tiene una tnica base de Grobner reducida respecto

a ese orden.

Prueba. El corolario anterior nos da la existencia, solo resta probar la unicidad. Sean
G={g1,.-..,9:} v H={hi,..., h} bases de Grobner reducidas para I. Luego po-
demos asumir por el hecho de ser minimas para cada i que 1t(g;) = 1t(h;), y entonces
Ip(g; — h;) < Ip(h;). Supongamos g; # h;, como g; — h; € I existe j tal que Ip(h;)
divide al Ip(g; — h;), Ip(h;) < Ip(g; — h;) luego j # i pero Ip(h;) = Ip(g;) dividird a
algtin término de g¢; o h; lo cual contradice el hecho de que Gy H sean reducidas. Por

tanto g; = hz ]
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Ejemplo 2.20. Para el ejemplo 2.18. Una base de Grobner minima puede ser obtenida
de {y* + yx + 2%,y + x,y,2% 2} removiendo y* + yxr + 2%,y + x, 2> o removiendo
v: + yr + 2%y, 22, es decir {y,z} y {y + x, 2} son ambas bases de Grobner minimas
para el mismo ideal. Ademas {y,z} es claramente reducida, pero {y + z, 2} no, desde

quey+xi>y.

Ejemplo 2.21. Del ejemplo 2.19 sea G = {2? + 3> + 1,2%y + 2wy + 2,37y + 42 +
v + vy, 4y° + 3y* + y® + y + 3} una base de Grobner para el ideal I = (2?2 + y* +
1, 2%y + 2zy + x) C Zs|x,y] con respecto al orden lex con x > y. Por el corolario 2.5,
{22+ 92+ 1, 2y + 32+ 23 + 2y, v° + 2y* + 4y? + 4y + 2} es una base de Grébner minima

para I. Y de hecho se verifica facilmente que también es reducida.

2.8 Syzygies

En esta seccién se definird al syzygy de un conjunto de polinomios. Sus propiedades,
conceptos y resultados son necesarios para introducir un criterio que reduzca el célculo
y reduccion de S-polinomios en el algoritmo de Buchberger.

La palabra syzygy es usada en astronomia para indicar alineacion de planetas u
otros cuerpos celestiales. De hecho la denominacién S-polinomio es una abreviacion
para syzygy polinomial. Denotaremos por A a k[zy,...,x,]. Sea I = (fi,..., fs)
un ideal de A. Definamos el homomorfismo de A-médulos ¢ : A5 — I por

(h1,...,hs) = > 7 hif;. Donde I =

- ( 57> como A-médulos.

Definicién 2.28 (ref.[Adams W.],cap.3,pdg.118). Al niicleo de la aplicacion ¢ se le
llama médulo syzygy de la 1 X s matriz [f1,..., fs], y se le denota por Syz(fi,..., fs).
A un elemento (hq,...,hs) de Syz(fi,...,[fs) es llamado un syzygy de [fi,..., fs] v
satisface hyf1 +--- + hsfs = 0.

En otras palabras Syz(fi,..., fs) es el conjunto de todas las soluciones de la sola
ecuacién lineal con coeficientes polinomiales (los f/s), fiX1 +---+ fsX; = 0, donde las

soluciones A&; también son polinomios en A.
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La aplicacion ¢ también puede ser vista como una multiplicaciéon de matrices:

hq .
¢<h177h$):[flaafs] :thfz
hs =1
Es decir, si F es la 1 x s matriz [fi,..., fs], v
hy
h=|:| A
h

, entonces ¢(hy,...,hs) = Fhy Syz(fi,..., fs) es el conjunto de todas las soluciones

h de la ecuacion lineal F'h = 0.

Ejemplo 2.22. Sea A = Qlx,y,z,w], y I = (2* — yw,ry — wz,y*> — x2z). El mapa
¢ : A3 — I es dado por (hy, ho, h3) — hi(2? — yw) + ho(zy — wz) + h3(y? — x2).
Entonces (y, —x,w) y (—z,y, —z) son ambos syzys de [2* —yw, vy — wz,y* — xz], desde

2

que y(x? —yw)—z(zy—wz)+w(y?*—zz) = 0y —z(2? —yw)+y(zy—wz)—x(y*—xz) = 0.

Nota 2.5. Syz(fi,..., fs) forma un sub-médulo de A® y es finitamente generado

(ref.[Adams W.],cdp.3,pag.115).

Proposicién 2.10. Sean ¢y, . ..,¢s € k\{0} y los monomios Xi,..., X en A. Parai #
j€{1,...,s}, definimos X;; = mem(X;, X;). Entonces el médulo Syz(c; X7, ..., csX;)

es generado por

Xij Xij .
i — e A% 1 <i< g <st,
{CiXi Cij 6] ‘ =1 J= 8}
donde ey, ..., es forman la base standard de A®.(Es decir e; = (1,0,...,0),...,e, =
0,...,0,1))
Prueba. Desde que [c; X7, 2 Xs, ..., s X(](0,...,0, CX—;, 0,...,0, —Ci(;gj ,0,...,0)t =0,
tenemos que C)_(;g_ei — C)_{;g_ej es un syzygy de [c1 X1, 2 Xo, . .., s X,]. Luego
i ]
Xij Xij .
<CiXiei — Cijej |1 <i<j<s)CSyz(a1Xy,...,csXs).

Para probar la otra inclusién, sea (hq, ..., hs) tal que hyc; X7 + -+ + hge, Xy = 0. Si

X es cualquier monomio, entonces el coeficiente de X en hic; X7 + -+ + hyes X es
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0. Expresando los h; en su forma canonica notamos que es suficiente con considerar

el caso en que los h; = ¢, X[;i = 1,...,s, y donde ¢, = 0 o X;X] = X para un

4 c.,con iy < iy < --- < i, no-nulos. Entonces tenemos

monomio fijo X. Sean ¢ ,...,d,
/

/
ciC1+ ... Cy

Cs = €, Ciy + -+ + ¢;,¢i, = 0. Por tanto

Y PN v Y]
(ha,... hs) =( X1, ..., X)) =¢, X] e, +---+¢, X| e,

/ X + + / X
i1 Ci1 i1 i Cit it
CilXi itXit
= ¢ X (Xi1i2 e — Xi1i2 6-)
R T 2! 11 12
Xi1i2 Ci1Xi1 Ci2Xi2
X X X
/ / 1213 1213
+ (¢;,ciy + ¢ ci0) ( iy — ——€iy) +
111 19 712 12 3
XZQ’Lg CiQX’iQ ClSXiS
/ / X Xit—lit Xiz—ﬂ't
+ (Cilch +oe At Cit71c7;t—1)Xl . ( X, Cip_1 — X eit)
-1t Cip_ g Nip_q Ciy Ny
X
/ /
+ (¢ coy +- -+ i) —
11 1t U 9
CitXit
O
Si 1 Xyq,...,csXs son los términos principales de los polinomios fi,..., fs y si

(h1,...,hs) € Syz(c1X1,...,csX;), entonces Y ;| h;f; tiene una potencia principal

estrictamente menor que maxi<;<sIp(h;)Ip(fi;). En particular el syzygy CX)’gel — %ej
de [e1X] ... ¢, X;] genera al S-polinomio de f; y f;, desde que
[fl f](chze Cij€ﬂ> CZX@f C]X]f] (f fj) ( )

Definicién 2.29. Sean Xi,..., X, monomios y ¢i,...,¢s € k\ {0}. Entonces para
un monomio X, decimos que un syzygy h = (hy,...,hs) € Syz(c1 Xy,...,csX;) es
homogéneo de grado X si es que cada h; es un término (es decir 1t(h;) = h; para todo
i) vy Xilp(h;) = X para todo i tal que h; # 0. Decimos que h es homogéneo si es

homogéneo de grado X para algiin monomio X.

Nota 2.6. El conjunto generador dado en la proposicién 2.10 es un conjunto finito de

syzygy’s homogéneos.

Teorema 2.16. [ref.[Adams W.],cédp.3,pag.121] Sea G = {gi1,...,¢:} un conjun-
to de polinomios no-nulos en A. Sea B un conjunto generador homogéneo de
Syz(1t(g1), ... ,1t(g;)). Entonces G es una base de Grobner si y sélo si para todo
(by,...,b) € B, se cumple byg; + - - + bgy .
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Prueba. (=) Por el teorema 2.11 desde que hyg; + - - - + hige € (G).

(<) Sea g € (G), luego podemos escribir g = u1g; + - -+ + w g, tal que X =
maxi <;<¢(Ip(u;)lp(g;)) es minimo. Si lp(g) = X la prueba estd completa. Asumamos
Ip(g) < X y consideremos el conjunto S = {i € {1,...,t} | Ip(u;)lp(g;) = X}, tenemos
que Y ;¢ lt(u;)lt(g;) = 0. Ahora sea

h=> "lt(u)e;, (2.2)
ieS
,donde ey, ..., e es la base standar de A'. Entonces h € Syz(lt(g1),...,1t(g;)) v h
es homogéneo de grado X. Si B = {hy,..., My} es un conjunto generador homogéneo
para el Syz(lt(g1),...,1t(g;)) donde para cada j = 1,...,1, h; = (hyj,..., ks ), con
Ip(h1j)Ip(g1) = - - - = Ip(h¢j)Ip(g:). Entonces, para algunos polinomios a;,

!
h = Zajhj = (mhi + ashig + - - - + atha; .. s arha + ashys - - - + ajhy),

j=1
y por la ecuaciéon 2.2

! lt(ul), 1 €S

Z ajhij =

=1 0, ©¢365.
Si digamos 1,2 € S y Ip(ay)lp(h11) > Ip(u1) (andlogamente para el caso <) en-
tonces Ip(aq)lp(he1) > Ip(ug) desde que Ip(hi1)lp(g1) = Ip(h21)lp(g2). Luego po-
demos omitir los términos no-relevantes que aparecen en los a; y s6lo considerar
los a;’s como términos tales que lp(a;)lp(hi;)lp(g;) = X para todo i,j tales que
a;hi; # 0. Por hipétesis, para cada j, Zﬁzl hi;gi % 0. Por el teorema 2.10 tene-
mos St hijgi = Si_, vijgi para cada j = 1,...,1, tal que max;<;< Ip(vi;)Ip(g;) =
lp(zzzl hij9;) < maxi<;<¢1p(hi;)Ip(g;). La dltima desigualdad es estricta debido a que
S hiilt(gi) = 0. Asi,
g=uigr+ -+ wg = Z 1t(u;)g; + términos de menor orden que X
ies

t l

= Z Z a;h;jg; + términos de menor orden que X.
i=1 j=1

! t
= E a; E hi;jg; + términos de menor orden que X.
j=1 =1
It

= E E a;v;59; + términos de menor orden que X.
j=1 i=1
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Tenemos que max; ; Ip(a;)Ilp(vi;)lp(g;) < max; ;Ip(a;)lp(hi;)lp(g;) = X. Esto es una
representacion de g como combinacion lineal de los g;’s tal que la potencia principal de

cada sumando es menor a X. O

De la proposicion 2.10 junto con la ecuacion 2.1 y el teorema anterior vemos que,
durante el algoritmo de Buchberger, sélo es necesario calcular los S-polinomios para

aquellos pares que corresponden a generadores del syzygy.

2.9 Un par de criterios para reducir el calculo de
S-polinomios en el Algoritmo de Buchberger

En esta seccién expondremos dos criterios que buscan disminuir el calculo y reduccién
de S-polinomios que ocurren durante el algoritmo de Buchberger.

Desde que si k e un D.F.U, también kf[zy,...,2,] lo es
(ref.[Hungerford T.],cap.3,pdg.164). Por tanto la existencia y unicidad del méxi-

mo comun divisor para dos o mds polinomios en k[xq,...,x,] estd asegurada.

Lema 2.5. Sean f,g € k[xy,...,z,], no-nulos, y sea d = med(f,g). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) lp(ﬁ) y Ip(%) son relativamente primos;

(i) S(f.g) L% 0.

En particular, {f, g} es una base de Grobner si y sélo si lp(g) y Ip(%) son relativamente

primos.

Prueba. (i) = (ii). Asumamos primero que
d =mcd(f,g) = 1.

Escribamos

f=aX+ [,
g=0bY+4g,
donde It(f) = aX, lt(g) = bY, a,b € k\ {0}, y X, Y monomios. Entonces
X=-(f-1)
a
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1
Y =—

b(g—g’)-

Caso 1. f"=¢ = 0. Entonces S(f,g) =

Caso 2. f' =0y g # 0. Entonces S(f,g9) = ;Yf—3Xg = 59— 9)f — 5f9 =
g rh L
Caso 3. f'#0y ¢ = 0. Similar al Caso2.

Caso 4. f'#0y g #0. Tenemos S(f,g) = ;Y f—3Xg=(9—9)f — 5(f = [)g=
w(f'9—g'f). Silp(f'g) = Ip(g'f), entonces Ip(f")Ip(g) = Ip(g")Ip(f), v desde que
asumimos d = 1 por (i) tenemos Ip(f) divide a Ip(f’) y Ip(g) divide a Ip(¢’), lo cual es

—1t(¢')) y sucesivamente hasta reducirse a 0.

una contradiccion ya que Ip(f') < Ip(f) y Ip(¢’) < g. Por tanto Ip(f'g) # Ip(¢'f), y el
término principal de & (f'g — ¢'f) aparece en f'g o ¢'f y asf es un multiplo de Ip(f) o

Ip(g). Si lp(f'g) > Ip(g'f), entonces

S(,0) % (' =14 ~ d'f).
Si Ip(f'g) < Ip(g'f), entonces

S(,0) 5 2 (f'g — (o (g

Usando un argumento similar, el término principal de % ((f" — 1t(f'))g — ¢'f) o

L(f'g— (¢ —16(¢')f)) es un multiplo de Ip(f) o Ip(g). El proceso de reduccién conti-

nua, en cada paso el resto tendra un término principal que es multiplo de Ip(f) o Ip(g),
hasta llegar a 0, es decir, S(f, g) RTINS

Ahora asumamos que d = mcd(f,g) # 1. Entonces mcd(g, g) = 1. Por (i)
mcd(lp( ),Ip(%)) = 1, luego por el caso anterior {L L, 2} es una base de Grébner. Asi

{dé, d9%} es también una base de Grobner, y S(f,g) AU

(11) = (). Asumamos primero que mcd(f,g) = 1. Sea Ip(f) = DX y Ip(g) = DY,

donde D, X y Y son monomios en klzi,...,z,], con med(X,Y) = 1. Entonces
S(f,g) = 1c(f)f g Por hipétesis S(f, g) RELIN 0, luego existen u,v € k[xy, ..., 2,

tales que S(f, g) = uf +vg, donde Ip(uf) < Ip(S(f,9)) v Ip(vg) < Ip(S(f,9)). Ob-
tenemos (2 C( 7+ v)g = (% —u)f. Y, desde que f y g son relativamente primos, f

divide a ( s U, vy divide a — u. También

=0
Ip(u)DX =Ip(uf) <Ip(S(f,9)) < Xlp(g) = YIp(f) = DXY.

Asi, Ip(u) <Y, luego lp(ﬁ —u) =Y. Pero g divide a (

i) —u), entonces Ip(g) = DY

(
divide a lp(% —u) =Y, yluedo D = 1. Por tanto Ip(f) y Ip(g) son relativamente
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primos.

Ahora asumamos que d = mced(f,g) # 1. Entonces mcd(%, 9) = 1. Féacilmente se
fg

prueba que si S(f,g) RELIN 0, entonces éS(f, 9) M) 0. Ademéds desde que d es

ménico 3S(f,9) = S(é, ¢). Utilizando el caso anterior tenemos que lp(é) y Ip(§) son

relativamente primos. O

Corolario 2.7. Desde que med(Ip(f),Ip(g)) = 1 implica d = med(f,g) = 1 tene-
mos, por el lema anterior, que la condicién med(lp(f),Ilp(g)) = 1 es un criterio para
mejorar el algoritmo de Buchberger critl y disminuir el calculo y las reducciones de

S-polinomios.
El siguiente lema nos brindard un segundo criterio crit2:

Lema 2.6. Sean X, Xs,..., X, productos de potencias en A = k[zy,...,x,] y sean

c1,...,¢s € k\{0}. Parai,j=1,...,s, definamos X;; = mem(X;, X;) y sea

Tii = e; — e; € Syz(e1 Xy, ...,c.Xs) C A°,
i Cin‘z Cijj Y<1 1 ] s)_
donde ey, ..., e, es la base standard para A°. Para cada ¢,7,l = 1,...,s sea X;;; =

mem(X;, X, X;). Entonces tenemos que

Xiji '

X Xy
X, T T o, "

X, T

J

;= 0.
X

Ademas, si X; divide a X;;, entonces 7;; esta en el sub-médulo de A® generado por 7

Y Tii-

Prueba. Tenemos que

Xiji Xiji Xiji
Tid + Ti1 + Ty =
Xy 7 Xy Xy
Xin o Xy X, X0 X X X Xi X,
]l( J e; — iJ ej) ijl gl e; — j e gl li e — li ei)
Xij CiXZ' Cij Xj Cij Cle Xli Cle CiXZ'
Xis X Xis X X Xis
= 2ty ﬂej jlej— iy 4 Dt 2l .
CiXi Cij Cij Cle Cle CiXi
Ahora si X; divide a Xj;;, entonces X,;; = X;;, y tenemos que
T P
Tij v+ T+ T =Y.
. ORI, ¢
Luego 7;; esta en el sub-médulo de A® generado por 7j; y 7;. O]
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Corolario 2.8. Con la notacién del lema anterior. Sea B C {7;; | 1 <i < j < s} un
conjunto generador para Syz(c; Xy, ...,csXs). Supongamos que tenemos tres indices
distintos 4, j, [ tal que 7, 7j;, 7i; € B, y tal que X; divide a X;; = mem(X;, X;). Entonces

B — {i;} es también un conjunto generador para Syz(c; X7, ..., csXs).

El corolario 2.8 sera considerado el segundo criterio de elminacion de pares crit2 pa-
ra mejorar el algoritmo de Buchberger(ref.[Adams W.],cdp.3,pag.129). Este crit2 serd

aplicado de forma intuitiva, es decir sin seguir necesariamente algun orden especifico.

Entrada: F={f1,...,fs} Cklxy,...,z,] con f;#0(1<i<5s)
Salida: Una base de Grobner G para (fi,...,fs)
Inicio: G:=F,C:=0 ,NC:={{1,2}},i:=2
Mientras 7 < s Hacer
NC:=NCU{{j,i+1}|1<j<i}
NC = crit2(NC, C)
1i=1+1
FinMientras
Mientras NC # () Hacer
Elegimos {i,j} € NC
NC:=NC—{{i,j}}
C:=CU{{i,j}}
Si critl(i,j)=Falso Entonces
S(fi, fi) N h, donde h es reducido respecto a G
Si h # 0 Entonces

f5+1 ::h
G:=GU {fs+1}
s:=s+1

NC:=NCU{{i,s} |[1<i<s—1}
NC = crit2(NC, C)
FinSi
FinSi
FinMientras

Algoritmo 2.5: Algoritmo Mejorado de Buchberger.
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Ejemplo 2.23. Consideremos los polinomios f; = 2%y — 22, fo = ay’2z — zyz, v
f3 = xyz® — 22% en Q[x,y, z]. Usaremos el orden deglex con z >y > .

Empezamos con

G = {fla f27f3}7
C=0,NC = {{1,2},{1,3},{2,3}}.

Vemos que Ip(fy) = zy?z divide a 2%y*2®> = mem(Ip(f1),1p(f3)), entonces NC =
crit2(NC) = {{1,2},{2,3}}. Notando que 73 ha sido removido del conjunto de gene-

radores del Syzygie, podemos registrar este par en el conjunto
PU = {7’13}.

Elegimos el par {1,2}, cambiando NC a {{2,3}} y C a {{1,2}}, y calculamos

S(f1, f2) = z(a:zy2 — 22) - Jf(nyZ —ayz) = 2?yz — 23

reducido respecto a G. Asf agregamos fy = 2?yz — 2° a G y actualizamos:
NC = {{2,3},{1,4},{2,4},{3,4}}
Vemos que Ip(f;) = z%y?* divide a mem(Ip(fs),1p(f1)) = z%y*z y actualizamos
NC ={{2,3},{1,4},{3,4}}.
PU = {m3,724}.
Elegimos el par {1,4}, cambiando
NC = {{2,3},{3,4}},C = {{1,2}, {1,4}},
y calculamos
fs = S(fi, fa) = 2(a%y" = 2%) —y(a®yz — &%) = y2° = 2°
reducido respecto a G. Luego
NC ={{2,3},{3,4},{1,5},{2,5},{3,5},{4,5}}.
Aplicando el crit2:

Ip(f2) = xy*z |2*y"2* = mem(Ip(f1), Ip(f5)),
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Ip(f3) = 2yz’ |vy?2® = mem(Ip(f2), 1p(f5)),
Ip(fs) = xyz’ |2°y2> = mem(Ip(f4), Ip(f5))-
obtenemos
NC =1{{2,3},{3,4},{3,5}}.
PU = {713, To4, T15, To5, Tus } -

Elegimos el par {3,5}, ahora

NC = {{273}7{374}}7 C= {{172}7{174}7{375}}7

y calculamos

fo = S, f5) = (wy2® — 22%) — a(y2* — 2%) = 22® — 22?

reducido respecto a G. Agregamos a

NC = {{1,6},{2,6}, 13,6}, {4,6}, {5,6), {2, 3}, {3,4}}.

Aplicamos crit2:

Ip(f2) = xy?z divide al mem(Ip(f;),1p(fs))

Ip(f3) = wyz® divide al mem(Ip(fs),1p(fs)) = zy?23,
Ip(f3) = wyz® divide al mem(Ip(fy),1p(fs)) = 2*
Ip(f3) = zy2* divide al mem(Ip(fs),1p(fs)) = zyz>.

Notando que de haber eliminado 756 primero no hubiera sido posible eliminar 74 del
conjunto generador. Ademés al eliminar 756 imposibilita eliminar 734 utilizando Ip(fs).

Actualizamos
NC = {{2,3},{3,4},{3,6}}.
PU = {7'1377-2477—1577'2577-4577—1677'2677-4677—56}-

Elegimos el par {3,6}, NC = {{2,3},{3,4}} y C = {{1,2},{1,4},{3,5},{3,6}}.

Calculamos

Fo = S fi) = (wy2 — 02?) — y(a2* — 22?) = 2ys* — 22

reducido respecto a G. Agregamos

NC = {{2,3},{3,4}, {1, 7}, {2, 7}, {3, 7). {4, 7}, {5, 7}, {6, 7} }.
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Aplicamos crit2:

Ip(f2) = xy?z divide al mem(Ip(fy),1p(f7)) = 2?y?22,
Ip(fs) = wyz?® divide al mem(Ip(fs), Ip(fr)) = zy=?,
Ip(f7) = zy2z? divide al mem(Ip(f2),1p(f3)) = xy?23,
Ip(f7) = wyz? divide al mem(Ip(f3),1p(f1)) = z%yz3.

Y actualizamos
NC ={{2,7},{3,7},{4,7},{7,8}}.
PU = {7'1377_2477_1&7—2577_4577_1677—2677_46a7_5677—1777_6777_2377—34}'

Elegimos {4, 7},

C= {{17 2}7 {1’ 4}’ {37 5}7 {37 6}7 {67 7}’ {4a 7}}7

y calculamos fg = S(fy, fr) = z(x%yz — 23) — w(xyz? — x2?) = —2* + 2%2? reducido

respecto a (G. Actualizamos

NC={{2,7},{3,7},{1,8},{2,8},{3,8},{4,8},{5,8},{6,8},{7,8} }.

Aplicando el critl para med(lp(fi1),Ip(fs)) = 1. Luego aplicamos crit2

Ip(fs) = yz° divide al mem(Ip(f3),Ip(fs)) = zy2*,

Ip(f5) = y2? divide al mem(Ip(f7),Ip(fs)) = xyz*,

Ip(fs) = wyz* divide al mem(Ip(fs),Ip(f7)) = wy=".

Desde que ha quedado claro el procedimiento que se estd siguiendo dejaremos de ac-

tualizar el conjunto PU. Ademas

S(fa, fr) = z(ay?z — wyz) — y(ayz? — 22°) = 0

S(fs, fr) = (wyz’ — 22%) — 2(wyz”® — 22%) = 22° — 22 ELNY

Luego
NC = {{2,8},{4,8},{5,8}, 6,8} }.
Luego para el par {6,8},
C={{1,2},{1,4},{3,5},{3,6}, {4, 7}, {2, 7}, {3, 7}, {6, 8} },
calculamos
fo=S(fs, fs) = 2(x2® — 22°) + 2(=2" + 2%2%) = 2°2% — 22°
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reducido respecto a G. Aplicamos crit2:

Ip(f2) = xy?z divide al mem(Ip(fy1),1p(fo)) = 23y?22,
p(f1) = 2%yz divide al mem(Ip(fo),Ip(fo)) = 2°y*2%,
Ip(fs) = 2%yz divide al mem(Ip(f3), Ip(fo)) = 2%yz?,
Ip(f1) = 22yz divide al mem(Ip(f7),1p(fo)) = x3yz2,
Ip(fs) = x2* divide al mem(Ip(fs),Ip(fs)) =

Ip(fs) = zz° divide al mem(Ip(f5), Ip(fs)) = = yzg-

Notando que pudimos no eliminar los 7o4, T34, 756 hasta despies de eliminar o9, T34, T59.

Actualizamos
NC = {{2,8},{4,8},{5,8},{4,9},{6,9}}.

Calculamos los S-polinomios restantes:

S(fo, f3) = 22 (xy2 — 2yz) — (—wy®)(—2* + 2%2%) = 2%y*2% — wy2? EN
— xyz4 + xzt fs 0.
S(fa f9) = atyz — 27) — (—ay)(~2 + 2%5%) = alys? - 6 I
S a2t B,

S(fs: fs) = Z(yz?’ — z3) — (—y)(—= +x2z2) — :172yz2 A ﬁ) 0.

S(fi, fo) = z2(2yz — 2%) — y(a®2? — 22°) = —22" + 2y2® 2 2yt — 223 L
) Y Y Y Y
— 28 a2 B0,
S(fs, fo) = 2 (w2® — 22%) — 2(2%22 — 22%) = w2t — 232 5 foy 4322+ 2% B0,

C :{{17 2}7 {17 4}7 {3a 5}’ {37 6}> {47 7}7 {27 7}’ {3’ 7}7 {6> 8}7 {27 8}7 {4a 8}a
,{5,8},{4,9},{6,9}}.

Ast G = {2%y? — 2%, 2y°2 — xyz, 2y — 122, 2%z — 23 y2d — 23 123 — x2? wy2? —

w2 =2t + 2222, 2322 — 123} es una base de Grobner para [ = (z?y? — 2% xy?z —
ryz, vyz> — x2?). Fue necesario calcular 13 S-polinomios aplicando el crit2, de las

36 = % posibles.

Ejemplo 2.24. Sean los polinomios f; = 2%y +z, fo = x2+vy, f3 =y*2+1 € Q[z, v, 2]
usando el orden lex con z > y > 2. Calcularemos una base de Grobner para el ideal
generado por estos polinomios. Desde que Ip(fy) = xz divide al mem(Ip(f1),1p(f3)) =
22y%2, NC = {{1,2},{2,3}}. Calculamos S(fi, fo) = 2(z*y+2) —ay(rz+y) = —xy>+
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z? = f; reducido con respecto a G = {fi, fo, f3} luego se agrega a G = {f1, f2, f3, fa}

y se actualiza

C={{1,2}}, NC={{2,3},{1,4},{2,4},{3,4}}.

Aplicamos crit2 en NC:

Ip(f3) = y?z divide al mem(Ip(fs),1p(f1)) = xy*2.
Entonces NC = {{2,3},{1,4},{3,4}}. Elegimos {2,3},y calculamos S(fs, f3) =
vi(zz +y) — z(y?’2+ 1) = —x + y* = f5 reducido. Agregamos a

G ={h,fo, fs: fa, 5}

NC = {{1,4},{1,5},{2,5},{3,5},{4,5}}.
¢ = {{172}7{273}}'
y aplicamos el crit2:

Ip(f2) = xz divide al mem(Ip(f3),1p(f5)) = zy?z,
Ip(fs5) = z divide al mem(Ip(f1),1p(f1)) = 2>

NC = {{1,5},{2,5},{4,5}},

y calculamos:

S(fi. f5) = (@%y +2) = (—zy) (—z + ") = ay* + 2 25 222 42 Do,
S(for f3) = (22 +1) — (=2) (2 + ") =’z +y D> 0,

S(fa, f5) = —(—ay* + 2%) = (=) (2 +y°) =y* = 2" = .
fs reducido, actualizamos:
C ={{1,2},{2,3},{1,5},{2,5},{4,5}}.
NC ={{1,6},{2,6},{3,6},{4,6},{5,6}}.

Aplicando el crit2:

Ip(f5) = = divide al mem(Ip(f1),1p(f6)) = 2%y°,
Ip(f3) = y*z divide al mem(Ip(f2),Ip(fs)) = xy°z,
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Ip(f5) =  divide al mem(Ip(f4),1p(fs)) = zy°,
Luego

NC = {{3,6},{5,6}}.

Calculamos S(fs, fs) = y*(y?z+1) — 2(y° — 2%) = y3+ 23 = f; reducido. Actualizamos:
G = {f17f27f37f47f57f67f7}'

C={{1,2},{2,3},{1,5},{2,5},{4,5},{3,6}}.
NC ={{5,6},{1,7},{2,7},{3,7},{4,7},{5,7},{6,7} }.
Ip(fs) = zy? divide al mem(Ip(f1),1p(f7)) = 2*y>, eliminando este par 77 antes que el
par Ti4,
Ip(f3) = y?z divide al mem(Ip(f2),Ip(f7)) = zy°z,
Ip(fs) =z divide al mem(Ip(fs),1p(f7)) = zy°.

Entonces resta calcular

NC ={{3,7},{5,7},{6,7}}.

S(fs, fr) =y(Pz+1) = 2(4> + 2°) =y — 2" = [,
med(Ip(fs),Ip(f7)) = med(z,y’) = 1,
S(for f2) = (4 = %) = 2 + %) = =" — 22 By 0,
Actualizamos
G ={f1, fa, fs. fu, fs. for fo S}
NC = {{1,8},{2,8}.{3,8},{4.8}, {5,8}.{6,8},{7.8} }.
C = {{1,2},{2,3},{1,5},{2,5},{4,5}, {36}, {3,7}.{6, 7} }.

Aplicamos crit2:

Ip(fs) = = [ mem(Ip(f1), Ip(fs)) = %y,
Ip(fs) = @ | mem(Ip(f2),1p(fs)) = zyz,
Ip(fs) = @ | mem(Ip(f), Ip(fs)) = zy”,
Ip(f7) = y* | mem(Ip(fo), Ip(fs)) = v°.
Calculamos los S-polinomios restantes:
S(far fo) = Pz +1) —yzly — ) =9z +1 5 22 1 1= fo reducido,
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med(Ip(fs),1p(fs)) = med(z, y) = 1.
S(fr fo) = WP+ 2% =Py — =) =22t + 2 o
Actualizamos:
G ={f1. for 3. fus Js. fiso Jo. Ji. o}
C={{1,2},{2,3},{1,5},{2,5},{4,5},{3,6},{3,7},{6,7},{3,8},{7,8}}.
NC ={{1,9},{2,9},{3,9},{4,9},{5,9},{6,9},{7,9},{8,9}}.

Aplicando el critl:

med(Ip(f1), Ip(fo)) = med(2?y, 2°) = 1,
med(Ip(fa),1p(f)) = med(zy?, 2%) = 1,
med(Ip(fs),1p(fo)) = med(z, 2°) = 1,
med(Ip(fs), Ip(fo)) = med(y®, 2%) =1,
med(Ip(f7), Ip(fy)) = med(y®, 2°) = 1,
med(Ip(fs), Ip(fo)) = med(y, 2°) = 1

Aplicando el crit2:
Ip(f5) = 2 | mem(Ip(fa),Ip(fo)) = 227,

Ip(fs) = y | mem(Ip(f3), Ip(fo)) = y*2".
Con lo que obtenemos la base de Grobner G = {z%y+ 2z, 22 +y, y?z+ 1, —zy* + 22, —2 +
y3, P — 22 3+ 23, y—24, 2%+ 1} para el ideal (z2y+2, 224y, y?2+1). La correspondiente
Base de Grobner reducida es Gg = {x — y2%,y — 2%, 2% + 1}. Fue necesario calcular 10

S-polinomios de los 36 = 9%8 posibles.
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Capitulo 3

Aplicaciones para las bases de

Grobner

En este capitulo expondremos aplicaciones para la teoria desarrollada en el capitulo
anterior, es decir ahora que se conoce como calcular bases de Grobner de una for-
ma aceptablemente eficiente, procedemos a mostrar como se utiliza en la solucién de

distintos problemas.

3.1 Aplicaciones Elementales

Sea I = (fi,..., fs) un ideal k[zy, ..., z,]. Consideremos los siguientes problemas:

(i) Sea f € k[ry,...,x,], determinar si es que f € I y de ser asi encontrar los

V1, ..., 05 € klxy, ... xy) tales que f=wv1f1 + -0+ usfss
(ii) Determinar si es que dos ideales I, J € k[z1, ..., x,] son iguales.
(iii) Encontrar representantes de clase para cada elemento de k[z1,...,x,]/I;
(iv) Encontrar una base para el k-espacio vectorial k[z1,...,z,]/I;
(v) Determinar las operaciones en klxy,...,z,|/I;

(vi) Encontrar inversas en k[z1,...,x,]/I si es que existen.
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Empezaremos con (i). Sea F' = {f..., fs} ysea G = {g1,...,¢g:} una base de Grébner

para I = (f1,..., fs) con respecto a un orden de términos fijo. Por el teorema 2.11
G
fel < f—=0.
Ademas aplicando el algoritmo de la divisién a f € I obtenemos uq, ..., u; tales que
J=wg+- +wg. (3.1)

También el algoritmo de Buchberger puede ser utilizado para registrar las combinacio-
nes lineales de los f;’s que generan a los g;’s. Para ver esto recordemos que durante
el algoritmo de Buchberger para la computacién de una base de Grébner, un nuevo
polinomio g es agregado a la base si es el resto no-nulo de la divisiéon de un S-polinomio
por la base obtenida hasta ese momento, digamos {hy,...,h}. Es decir

l
g = S(hv, hu) - Zwihi;

i=1
para algunos v,u € {1,2,...,1} y algunos polinomios w; que son explicitamente calcu-
lados por el algoritmo de la division. Asi podemos obtener como salida del algoritmo
de Buchberger no sélo la base de Grébner {gy, ..., g;} pero también una matriz M de

dimensiones t X s cuyos elementos son polinomios tales que

g1 fi
g2 Y f2
_gt_ ._fs_

Asi la ecuacién 3.1 puede ser transformada para darnos f como una combinacion lineal

de los polinomios originales fi, ..., fs:

f=uvfi+ v fs

Ejemplo 3.1. [ref.[Adams W.],céap.2,pdg.54] Sean f; = 2%y —y + x, fo = zy> — x en
Q[z,y] y I = (f1, f2). Usaremos el orden deglex con y > z. Aplicando el algoritmo de

Buchberger y registrando las combinaciones lineales pertinentes:

Inicio: G :={f1, f2},G = {{f1, fo}}.

Primera Iteracion:
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G:=0

S(fi, f2) =yfi — xfo = —y* + 2y + 2 (reducido con respecto a G)
Sea f3 := —y* + zy + 2*

Notemos que f3 =yfi —xfo

G :={{fi, fs}.,{f2, f5}}

G = {f1,f27f3}
Segunda Iteracion:
g = {{f27 fS}}

S(fi.fs) =yfi+ 2’ fs=a’y+a' =y’ +ay

gt — 2 4 23y — 22

EENgA S xy — 2% (reducido con respecto a G)

Sea f; := 2t + zy — 222

Notar que fy = (yfi +2°f3) —xfr — fa = (2%y —2) fr + (=2 + 2) f
G:={{fo, st AN far A Lo, fuid A S5 fad}

G :={f1, [ f5, fa}

Tercera Iteracion:

G :={{h, fut. Ao, S} A S5, fu}}

S(fo, f3) = fotafs=a*y+a°—z ELNG I y — 2z (reducido con respecto a 7)
Sea f5:=2° +y — 2w

Notar que f5 = (fo +2f3) — fi = (zy — 1) fi + (—2* + 1) fo

G = {{f1, fab A S fad ASss b A sk A s fs 3o 3o fo s A fas S5 )

G = {1, fa. [3, fa [5}

S(fi, fr) = 2*(a%y —y + 2) — y(a* + 2y — 227)

= —a:y2 + ny + z?

fﬁyaﬁ2+x3—x

Db py—20L50

S(fa, fa) = @*(ay® — 2) — y* (2" + 2y — 227)

= —yx + 2y%2® — 2*

2,2 _ g4

f—2>2y T —yx
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fﬁ—x4—yx+2x2f—4>0

med(Ip(f3),1p(fa)) = med(y?, a*) = 1
S(fr, fs) = z(a®y —y + x) —y(2® +y — 2x)
=yt ay+22 20
S(fa f5) = 2*(ay* — 2) — y*(2” +y — 22)

_ _y3 4 2$y2 o 33'3

2? — 2y — 2°

—x2y — 4

o= s

P —y+2r B0
med(Ip(f3), Ip(f5)) = med(y®,2°) = 1
S(fu, f5) = (@* + 2y — 20%) — w(a® + y — 22) = 0.
Luego G = {f1, fa, f3, f1, f5} es una base de Grobner para I. Ahora desde que Ip(f2) =

xy? es divisible por Ip(f3) = 4? y Ip(f4) = * es divisible por Ip(f5) = 2*, pueden ser

omitidos para formar

{fi.fas fs} ={2Py —y+a, -y +ay+2*2° +y— 2z}

una base de Grobner para [ con respecto al orden deglex con y > x. Y como hemos

registrado las combinaciones lineales de f; y fo que generan a f3 y f5 tenemos que:

fi 1 0 !
fa| = Yy -z fl : (3.2)
fs ry—1 —22+1 ’

Para el polinomio
f=a'y —22° + 222y — 223y — 22% — 2° + dwy® — 32y + 22 — y + 22.

Veamos (notando que si X es un término, entonces f X9, quiere decir h = f 4+ Xg)

que f € I:

_$27fl

[ = 220 4 220%% — 223y — 22 — 27 4 day? — 227y + 2P —y + 22

2
2T 9uy? — 20y — 20 — 2P 4 dwy® — 2% — y + 20
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Z2h, —22%y — 22* — 20 + dwy? — 32° + 2 — 22y —y + 20

M —2z% — 2% + day? — 323 + 4y? — 6oy —y + 22

215, —23 4 day® — 32 + 4y® — day — 42® —y + 22

—2y,f3

—B dwy? — 22%y — 32 4+ 4y — dwy — 42—y + 2
m>—:U?’—l—4y2—4903;—4:62—y—i—231:

LN 4y? — dry — 4x?

47
AN

Luego

f=afi —22% 5+ 2yf1 — 2yfs — 2ufs + 2yfs — 20 fs — f5 — Afs

=@ +2)fi+ 2y —2x —4)fs + (=22 — 2y — 22 — 1) f;.
Usando la ecuacién (3.2) obtenemos

f=("+29) fi + 2y — 22— 4)(yfr — 2fo)
+(=20% = 2y = 20 = D((zy = 1) fi + (=2 + 1) f2)
=(—22%y — 2xy® — 22y + 2y* — 3wy + 32* + 22 + 1) fy

+ (22" 4 202y 4 22 — 20y 4+ 2® — 2y + 22 — 1) fo.

El segundo problema (ii), determinar si es que dos ideales I, J son iguales, es una
consecuencia del teorema 2.15. Es decir, I = J si y s6lo si I y J tienen la misma
base de Grobmer reducida. En particular I = k[z1,...,2,] si y sdlo si la base de
Grobner reducida para I es {1}. Alternativamente, I = (f,..., fs) € J si y sélo si
fi,.-.., fs € J, y sabemos como determinar eso; entonces para ver si I = J bastaria
con verificar I C Jy J C [.

Consideremos ahora el problema (iii), encontrar representantes de clase para ca-
da elemento de k[xy,...,z,|/I, I = (G), donde G = {gi,...,9:} es una base de
Grobner para I. Sabemos que para todo f € k[zy,...,x,] existe un tnico elemento

r € k[zy,...,x,], reducido con respecto a G, tal que f S

Definicién 3.1. Al elemento r anterior se le llama la forma normal de f con respecto

a G,y es denotado por Ng(f).

29



Proposicién 3.1. Sean f, g € k[z,...,x,]. Entonces

(f—gel)f =19 <= Na(f) = Na(g).

Por tanto {Ng(f) | f € k[x1,...,2,]} es un conjunto de representantes de clase para

klxy,...,z,)/1. Ademas, la aplicacién Ng : k[xy, ..., x,] = k[z1, ..., 2,] es k-lineal.
Prueba. Sean fi, fo € klz1,...,x,], podemos escribir fi = >, u;,g; + Na(f1), fo =

> vigi+Na(f2) y fitfo =Y, wigi+Na(fi+ f2) entonces combinando estas ecuaciones

Na(fi + f2) = Na(fi) = Na(f2) € I = Ne(fi + f2) = Na(f1) + Na(fa)
, claramente se puede generalizar a Ng(c1 fi4cafo) = c1Na(f1)+c2Ng(f2) con ey, cp € k.
(=) Existe ¢ € I tal que f = ¢+ g. Asi Ng(f) = Ng(q) + Na(9) = Na(g).
(<= ) Si Na(f) = Ng(g), entonces f —g = (f — Na(f)) — (9 — Na(g)) € I. o

Ejemplo 3.2. Del ejemplo 3.1, I = (fy, f3, f5) = (2?y—y+x, —y* +xy+2°, 23 +y—21)

forman un base de Grobner. Notamos que
1 = fs —y + 2.
Desde que —y + 2x es reducido, tenemos Ng(2?) = —y + 22. También,
Py+y=fi+2 -z
Desde que 2y — x es reducido, tenemos Ng(z?y +y) = 2y — x. Luego Ng(z?) #
Ne(z%y + y), entonces 23 # 22y +y (mod I).

Consideremos ahora el problema (iv), es decir deseamos determinar una base para

el k-espacio vectorial k[z1,...,x,]/1I.

Proposicién 3.2. Sea G = {g,...,¢:} una base de Grobner para I. Una base para
el k-espacio vectorial k[zy,...,x,]/I consiste de las clases de todos los productos de

potencias X € M, tales que Ip(g;) no divide a X para todoi=1,2,... ¢t

Prueba. Para todo f € k[z1,...,%,], f = Na(f). Desde que Ng(f) es reducida con
respecto a GG, es por definiciéon una k-lineal combinacion de productos de potencia X
tales que los Ip(g;)’s no dividen a X. Finalmente ¢; X7 + -+ + ¢, X,, € I con los X;’s
reducidos implica ¢; X7 + -+ + ¢, X, = 0 luego los ¢;’s son todos nulos (identidad de

polinomios). O
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Ejemplo 3.3. Del ejemplo 3.1. Una base de Grébner para I con respecto al orden
deglex con z < y es G = {2y —y + z,—y*> + 2y + 2%, 2° + y — 22}. Luego una base
para Q[z,y]/I consiste de las clases de 1, x,y, 2% zy y dim(Q[x,y]/I) = 5.

Ahora ya podemos resolver el problema (v), es decir dar una tabla de multiplicacién

para klxy,...,z,|/1.

fg=Na(f9)
(f+D)(g+1)=Ng(fg)+1

Ejemplo 3.4. Para el ejemplo 3.1, (y+1I)(zy+1) = Ng(zy?) + I. Desde que zy? Gz
con x reducido respecto a G, Ng(zy?) = = y entonces (y+ I)(xy+ 1) = x+ I. El resto
de productos son calculados de una manera similar para obtener la siguiente tabla de

multiplicacién para la Q-base {1+ I,z + I,y + I,2* + I,zy + I} de Q[xz,y]/I.

x |1 |z y x? Ty

1 |1 |« y 22 Ty

r |z | 2? a —y + 2x y—x

y |y |ay xy+a®|y—2x x

2?2 |22 | —y+22|y—2a —zy + 222 | 2y — 22
vy |lzy |y —x x Ty — 22 x?

Por ejemplo para el producto, (22% + y)(3zy — 5) = 623y — 102% + 3zy® — by =
6(zy — 2?) — 102% + 3z — by = 6zy — 162% — 5y + 3z (mod I).

El problema (vi), determinar si un elemento f + I € klxy,...,x,|/] tiene una
inversa, y calcularla. Dado una k-base finita y una tabla de multiplicacién como en el

ejemplo anterior, el problema se traduce en resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Ejemplo 3.5. Para el ejemplo 3.1, queremos determinar si y +x + 1+ I es invertible,y

si es, calcular su inversa. Entonces buscamos a, b, c,d, e € Q tales que
(axy +bx* + ey +dr+e)(y+z+1) = 1.

Ahora,
(azy +bx* + cy +dx +e)(y +z + 1)

:a:cy2 + a:czy + axy + bx2y + ba® + ba? + cy2 + cxy
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ey +doy +da® +drv+ey+exte
=rax + a(y — x) + avy + b(y — x) + b(—y + 22) + ba®
+ c(zy + 22) + coy + cy + doy + dx® +dr + ey +ex + e

=(a+2c+d)ay+(b+ct+da*+(at+ct+e)y+(b+d+e)r+e.

Luego (azy + bx* + cy + dz +e)(y +x + 1) =7 1 si y sélo si

;

a+2c+d=0
b+c+d=0
a+c+e=0
b+d+e=0
e=1

desde que las clases de 1, x,y, 2%, zy forman una base del Q-espacio vectorial Q|[x,y]/I.
Estas ecuaciones se resuelven facilmente para obtener a = —2,0 = —1,c=1,d =0,e =
1. Por tanto (—2xy —z? +y+ 1) + [ es una inversa de y + = + 1 + I en Q[z, y|/I. Por
supuesto si hubieramos empezado con un elemento no invertible, estas ecuaciones no

tendrian solucion.

Un método alternativo que no requiere que k[z1, ..., z,]/I tenga una k-base finita,
es reconocer que f + I tiene una inversa en k[xy,...,x,|/I siy sélo si el ideal (I, f)
es, de hecho, todo k[xy, ..., z,], desde que fg—1 € I siysblosile (I, f). Asi dado
un ideal I = (fy, ..., fs) y un polinomio f € k[xy, ..., x,], primero calculamos la base
de Grobner reducida H para el ideal (f1,..., fs, f). Si H # {1}, entonces f + I no
posee una inversa en k[xy,...,x,|/I. Si H = {1}, entonces, como en la solucién del

problema (i),podemos expresar
1 :h1f1++hsfs+gf
El polinomio obtenido ¢ es la inversa de f.

Ejemplo 3.6. Otra vez en el ejemplo 3.1, deseamos conocer la inversa del polinomio

y + x + 1. Primero calculamos una base de Grébner para el ideal (fy, fs, f5,y + 2 + 1),
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donde f; = 2%y —y +x, f3s = —y> + axy + 22, f5 = > + y — 22, con respecto al orden
deglex con y > x, registrando los multiplicadores como en el ejemplo 3.1. Escribiendo

fe =y + x + 1 calculamos

S(h,fe) =H —2"fo=—2" =2 —y+a

ELNS
fr=f—2"fo+ fs
S(fs, fo) = —fs —yfe = —2yz — 2> —y

2ty p2 —y+2z
1f7

y+m—>2x+1_f8
Je=—fs—yfe+2xfe+ fr+ fs
fo=—fs+(—y+2z+1)fs+ fr—2°fs+ fs

fs=h—fatfi+(—a®—y+2c4+1)f;

med(Ip(f5), Ip(fe)) = med(a?,y) = 1
med(Ip(f3),Ip(fr)) = med(y? %) = 1
med(Ip(f6), Ip(fr)) = med(y, 2°) = 1
med(Ip(f3), Ip(fs)) = med(y?, z) = 1
med(Ip(fs),Ip(fs)) = med(y, z) =1
Ip(fs) =y | ="y = mem(Ip(f1),1p(f7))
Ip(fs) =z | 2° = mem(Ip(f5),1p(f7))
Ip(fe) =y | ny = mem(Ip(f1), Ip(fs))

2

x

S(fs, fs) = f5——f8 ——+y—2$
7%7.](7 337
—>y

SUnJ) = —Fr =35 =35
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Luego todos los otros S-polinomios se reducen a cero utilizando el polinomio fq = %.

Del proceso de reduccién para llegar a fq tenemos:

1 =A4fs —4fs — 2fr — (22° = 5) fs
=Afs —Afo —2(fi =2 fo + f5) — (22> = 5)(fr = fa + fs + (—2° —y + 20 + 1) f)
= (=222 +3)fi + (22% = 5) fs + (—22* + T) f5s + (20" + 22%y — 42 — 52* — 5y + 102 + 1) fs,

obtenemos la inversa (2z* + 222y — 42® — 522 — 5y + 102 + 1) + I, y usando la tabla
del ejemplo 3.4, = (2(—xy +22°) +2(y —x) — 4(—y +2x) — 52> — by + 10z + 1) + [ =
(—2zy — 22 + y + 1) + I llegando al mismo resultado que en el ejemplo 3.5.

3.2 Resolucion de Sistemas de Ecuaciones Polino-
miales

En el caso de sistemas de ecuaciones lineales, tenemos el método de eliminacion gaus-
siana o eliminacién por filas para obtener sus soluciones. En esta seccion se expondra
un método similar, basado en la teoria de bases de Groébner, para resolver sistemas de

ecuaciones polinomiales no-lineales. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.7. Sean fi = x4+ 2y + 2, fo =2+ 3y + 22y f3 = 3z + 6y + 2z polinomios

lineales en R[z, y, z]. Consideremos el sistema:

r+2y+2=0
r+3y+2z2=0

3r+6y+2=0

Y el proceso de reduccién por fila correspondiente:

121 12 1 12 1
103 9| B2 01 3 o 2 0 1 1

3 6 1 00 -2 0 0 -2

Asf la solucién tinica es: * = y = z = 0. La interseccién de tres planos en R? que

pasan por el origen.
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Ahora aplicaremos la teoria de las Bases de Grobner para el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.8. Queremos resolver el sistema:

)
Ay =1

x? + 22 =y

i =Y

\

La base de Grobner del ideal T = (2?2 +y* + 22 — 1,2% + 22 — y,x — ) con respecto al
ordenlexz >y >zes g =x—y, go = —2y+2°>+1, g3 = 24 +42% — 1, desde que

h=2+y +2° -1
fo=2+22—y
fai=z—y
S(fif) =y +y—1=fu
S(far f3) =ay —y+2°
£>y2—y+22
i4—>—2y+22+1:f5
S(fi, fs) =ay+y*+ 22— 1

f’—>2y2+22—1

ELNY)
med(Ip(f1), Ip(f1)) = med(2?,y°) = 1
med(Ip(f2), Ip(fs)) = med(2?, ) = 1
med(Ip(f3),1p(fs)) = med(z, y*) = 1
med(Ip(f1),1p(fs)) = med(z?, y) = 1
med(Ip(f2), Ip(f5)) = med(2?,y) =
med(Ip(f3), Ip(f5)) = med(z,y) =1

2
o3y 2t 22
LN AT A |
2 +4+ 4
4
fs % 5 1
%_ - —
4+Z 4 f67



el resto de S-polinomios se reducen a cero aplicando el critl. Notamos que Ip(f3) = x
divide a Ip(f1) = Ip(f2) = 2% y Ip(fs) = y divide a Ip(fs) = y* lo que nos permite
reducir la base de Grobuer al conjunto { fs, f5, f¢}. Sabemos que si I = (g1, g2, g3), las

soluciones del sistema: )

=y =0
—2y+22+1 =0

44221 =0

\

son equivalentes a las soluciones del sistema original y resolver el sistema en los poli-
nomios de la base de Grébner resulta mas conveniente. En el caso de nuestro ejemplo

implica resolver primero la ecuacién en una sola variable z: z* + 422 — 1 = 0 y luego

2241
2

reemplazar en r =y e y = . Desde que

(—2+ V52 +4(—24+V6) —1=9—-4V5-8+4V/5-1=0

obtenemos z = £+v/—2 4+ /5 dos raices reales para el polinomio z* + 422 —1 =0y

ademas de
(=2 =52 +4(—2—-V5)—1=9+4V5-8—4/5-1=0

obtenemos z = +v/ —2 — /5 = +1/2 +1/5i dos raices complejas para el polinomio
24 +42? — 1 = 0. Luego hemos encontrado las soluciones para el sistema

.
2yt +22 =1

2+ 22 =y

T =Yy

\

las cuales son las siguientes

1V C1+ VS —2+V5)

(l‘hyl,zl) :<

2 2
—1+Vh 145
(x27y25 22) = ( 9 ) 9 s —2 + \/5)
—1-v5 —1-+/5 .
(5153,93, 23) = ( 9 9 9 ) 2 + \/52)
~1-v6 —-1-+5 .
(24, Y1, 24) = ( 5 ) 5 ,—\V2+ \/51)
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Asi la teoria de las Bases de Grobner nos brinda un método més formal al simple
tanteo y reemplazo, ademas de ser un método directamente programable.

No siempre el nuevo sistema a resolver en los polinomios de la base de Grobner
resultarda mas conveniente, pero elegiendo un orden monomial adecuado y bajo ciertas
hipdtesis podemos reducir el problema a resolver un sistema triangular. Para esto sera
necesario definir lo que es una variedad y su relacién con los sistemas de ecuaciones

polinomiales:

Definicién 3.2. Sea S un conjunto de polinomios en k[zy,...,x,]. Definimos la va-

riedad V(S) en K™ como:
V(S)=A{(a,...,a,) € k" | f(a1,...,a,) =0,Vf € S}.

La variedad en k definida por un conjunto de polinomios fi, ..., fs € k[zq,...,x,] es
el conjunto de soluciones en k™ del sistema de ecuaciones polinomiales f; =0,..., fs =0
y claramente coincide con la variedad del ideal generado por estos polinomios y por
tanto con la variedad de cualquier conjunto de generadores de dicho ideal. También

dado un sub-conjunto V' C k™ podemos definir el ideal
IV)=A{f €klxr,...,z,) | flas,...,a,) =0,Y(aq,...,a,) € V}.

A continuacion se probara un conocido teorema utilizando la teoria de las bases de

Grobner.

Teorema 3.1 (Hilbert Nullstellensatz débil). [ref.[Cox D.],cédp.4,pag.177-178] Sea I un
ideal en k[x1,...,2,] y consideremos k algebraicamente cerrado. Entonces V(1) = ()

si, y sélo si I = k[zy,...,2,).
Prueba. Probaremos que

IS klxy,... 2] = V(I)#0.

Dadoa € ky f € k[zy,...,x,). Sea f' = f(x1,...,2p-1,a) € klxy,...,20-1] y €l

siguiente ideal de k[z1, ..., 2, 1]

Lo—a={f"| [ €1}
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Afirmacién. Sik es algebraicamente cerrado y I G k[z1, ..., x,] entonces existe a € k

tal que

Low—a G k[z1, . 20
Una vez probada esta afirmacién un simple proceso de inducciéon nos da aq,...,a, €
k tales que I —a,  2n—an ; k, entonces Iy, —a, . z.—a, = {0}. Lo que implica

(a1,...,a,) € V(I), y concluimos que V (I) # 0.

Para probar la afirmacién consideraremos los siguientes dos casos:

Caso 1. I Nk[z,] # {0}.

Sea f € I N k[x,] no-nulo. Notemos que f es no-constante ya que de otra manera se
tendria 1 € I Nk[z,] C I lo que contradice I # k[xq,...,2,).

Desde que k es algebrdicamente cerrado podemos escribir

r

f= cH(xn — b;)™

i=1
donde ¢,by,...,b, € k'y ¢ # 0. Supongamos que I, _, = k[x1,...,2,-1] para todo
i =1,...,r. Entonces para todo i existe B; € I con B;(zy,...,2,-1,b;) = 1. Esto

implica que
1= Bi(xla <oy Tp—1, bz) = Bi(xb vy Tp_1,Ty — (xn - bz)) = Bz + Az<xn - bz)a

para algunos A; € k[xq,...,x,]. Luego

T

=1

i=1

donde A =[]_, A7 B € I. Ademés [[,_,(x, —b;)™ = c¢ ' f € I lo que implica 1 € I,
contradiciendo I # k[z1,...,x,]. Asi tenemos I, —p, # k[z1,...,2,—1] para algin 7, y
podemos tomar a = b;.

Caso 2.1 Nkx,] = {0}. Sea {g1,...,9:} una base de Grébner para I para el orden lex

con xry > xy > --- > T, y escribamos
gi = ¢i(x,) X + términos < X (3.3)
donde ¢;(z,) € klz,] es no-nulo y X% es un monomio en xy,...,2, 1. Desde que

los campos algebrdicamente cerrados son infinitos podemos encontrar un a € k tal que

¢i(a) # 0 para todo i = 1,...,r. Se verifica facilmente que los polinomios

gi=gi(xy,..., 2y 1,0)
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generan al ideal I, —,. Luego, desde que ¢;(a) # 0, sustituyendo z,, = a en la ecuacién
(3.3) se tiene 1t(g)) = ¢;(a)X*. En caso X% = 1, se tendria g; = ¢; € I Nk[zx,] =
{0}, por tanto X% # 1. Es decir lt(g}) es no-constante para cada i = 1,...,r.
Veamos que los g; forman una base de Grébner para I, —,. Sea f' € I, _,, es decir
f' = f(z1,...,xp_1,a) con f € I. Luego para algin 1 < i < r, se tiene Ip(g;) =
Ip(ci(z,)) X divide a Ip(f) y desde que Ip(g;) = X* # 1 se cumple Ip(g}) | Ip(f’)
(expresando a f como en la ecuacion (3.3)). Finalmente 1 ¢ I, _, ya que ningtn Ip(g;)

divide a 1. Asi I, —q # klx1, ..., Tp_1]. O
Y como consecuencia directa se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.3. Sea I un ideal en k[zy,...,x,] y G una base de Grébner reducida
para I. Vi(I) = 0 si, y sélosi 1 € G. Y entonces si [ = (f1,..., fs): el sistema de

ecuaciones f; = --- = f, = 0 no tiene soluciones en k' <= G = {1}.
Prueba. La prueba es directa utilizando el teorema anterior. O

Por ejemplo para k = C podemos reformular la proposicién anterior como el teorema
fundamental del dlgebra para polinomios multivariables - todo sistema de polinomios
que generen un ideal estrictamente menor a C[zy, ..., x,] tienen una raiz comin en C"
(ref.[Cox D.],cép.4,pag.178).

Es interesante resaltar la siguiente propiedad de I(V'):

Lema 3.1. Sea V una variedad. Si f™ € I(V'), entonces f € I(V).

Prueba. Desde que para a € V, f™(a) = 0 implica f(a) = 0. O
Si generalizamos la propiedad anterior para ideales en k[z1, ..., x,] obtenemos:
Definicién 3.3. Para un ideal I de k[xq,...,z,]. Definimos el ideal radical de I por

VI = {f €klxy,...,x,] | f" €I, paraalgin m € N}
Y la importancia de la definicién anterior se formula en el siguiente resultado:

Teorema 3.2. [Hilbert Nullstellensatz Fuerte] Si consideramos k algebrdicamente ce-

rrado. Para todo ideal I de k[zq,...,z,] se cumple
(V1)) = VTI.
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Prueba. ref. [Cox D.], cdp.4, pag.183. O

El siguiente teorema relaciona la cardinalidad de la variedad de un ideal con la
forma de los polinomios de la base de Grobner y con la dimension del espacio cociente

inducido:

Teorema 3.3. [ref.[Adams W.],cdp.2,pag.63] Sea G = {g1 ..., g;} una base de Grébner

para el ideal I C k[xq,...,z,]. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) La variedad V(1) es finita.

(i) Para cada i =1,...,n, existe un j € {1,...,t} tal que Ip(g;) = =" para algin

m € N.
(iii) La dimensién del k-espacio vectorial £Z=nl og finita.
Prueba. (i) = (ii). Podemos asumir que Vi(/) es no-vacio. Fijamos i € {1,...,n}.
Sean a;;,j = 1,...,1 las distintas i-ésimas coordenadas de los puntos en Vi(I). Para

cada j,1 < j <[, sea f; € k[z;] no-nulo tal que f;(a;;) = 0. Consideremos

f=nhla . fi€klr) Cklxy, ...z,

Claramente f € I(Vi(I)), y por el teorema 3.2 existe m € N tal que f™ € I. Luego
Ip(f™) es una potencia de solamente z; y es divisible por algin Ip(gs).

(11) = (i7i). Directamente por la proposicién 3.2.

(17i) = (i). Tomemos cualquier 1 < ¢ < n. Por hipdtesis el siguiente conjunto
{1,z;,22,...} es linealmente dependiente médulo I, es decir podemos escribir para
constantes no todas nulas ¢; € k,0 < 7 < m:

m

o
E c;jx; € 1.
J=0
El polinomio anterior posee solamente un ntmero finito de raices en k, lo que im-

plica que existen solamente un numero finito de valores diferentes para las i-ésimas

coordenadas de puntos en Vi(I). O

Un ideal I # k[xy, ..., z,] que satisface cualquiera de las condiciones en el teorema

anterior es llamado cero-dimensional (debido a la finitud del conjunto Vi(I)). De la
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parte (ii) en el teorema anterior se sigue que podemos reordenar los g; tal que Ip(g;) es

una potencia de x; y ademas si consideramos el orden monomial lex x; < o < -+ < @,

las inicas variables que aparecen en g; seridn 1, xs, ..., x;. Esto nos lleva al siguiente
corolario:
Corolario 3.1. Sea I un ideal cero-dimensional y G = {¢1, ..., g;:} la base de Grébner

reducida para [ con respecto al orden monomial lex con z; < 9 < --- < x,,. Entonces
se puede reordenar ¢y, ..., q; tal que g; contiene sélo las variables z1, go contiene solo
las variables x1, xo v Ip(g2) es una potencia de x5, g3 contiene sélo las variables x1, xo, T3

y Ip(g3) es una potencia de x3, y asi sucesivamente hasta g,,.

Es decir: Para un ideal cero-dimensional podemos encontrar una base de Grobner

que esté en forma triangular.

Ejemplo 3.9. Sea el sistema en Q[x, y]:

?y—y+ax =0

Ty’ —x =0
En el ejemplo 3.1, para el ideal I = (z*y — y + x, xy* — ), calculamos la siguiente base
de Grébner con respecto al orden monomial deglex, x < y, G = {x?y—y+x, —y> +ay+
22,23 +y — 2x}. Desde que x® e y? aparecen como potencias principales de elementos

de G, se sigue del teorema anterior que I es cero-dimensional y que Vg([) es finito. La

base de Grobner reducida con respecto a lex, x < y, para [

fi=2y—y+ua
fo=a—a
S(f1, f2) = y(a®y —y + x) — x(xy® — x)
=y tyr+a’=f
Ip(f2) = xy® | #°y?* = mem(Ip(f1),1p(fs))
S(fa: f3) = (xy® — x) = (—2)(=y* + yo + 27)
=y’ +1° -z
Lyt ad—om=1f,

Ip(f3) = ZJ2 | ny = mem(Ip(f2), Ip(fa))
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S(fi, fr) = (@ —y +a) — 2°(y + 2° — 22)
=—y—2"+22° +2
LN —25 4+ 32— = f;

S(fa, f1) = —(=y* +yz +2%) — y(y +2° — 22)

= —yx3+ym — 2

i“—)y$+x6—2x4—x2

2% — 32 + 22

f_4>
LAN)
med(Ip(f3), Ip(f5)) = med(Ip(fa), Ip(f5)) =1

Ip(f1) = 2%y | 2°y* = mem(Ip(f2), Ip(f5))

Ip(f1) =y | 2y = mem(Ip(f1),1p(f5))

es Gp = {m5 — 323 +x,y+ad — 2z} y resolviendo este sistema triangular
y+a*—2r =0
2 =334+ =0

obtenemos el conjunto solucién

{(070)’(12%5 “1+V5 ) 1= V5 —1—\/571)}.

7_1)>( 9 )7< 9 7_1)>(

Ejemplo 3.10. Consideremos la interseccién del circulo f; = (x —1)* +y*—1 =0 con

la elipse fo = 4(z — 1)? + y? + 2y — 2 = 0, es decir el sistema:

2?2 — 2z + o =0
4> + oy —8x +y*+2 =0

con el orden lex, x > y, tenemos

1
S(f1, fo) = (2% — 22+ y?) — 1(4332 + 2y — 8z 4+ 1y> +2)
ry 3y 1

I e
Ip(f1) = 2* | 2%y = mem(Ip(f2), Ip(f3))
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S(fi, fo) = yla = 20 +97) — (o) (-2 + 2 - oy

= —2xy +y° + 3xy® — 2

By o y — 2z + 10y° — 6y

By 0 110y — 6yt — Gy +4=f,
Ip(f1) = 2* | 2y = mem(Ip(f3),1p(f1))
Ip(fa) = x2 | 2% = mem(Ip(f1), Ip(f1))

S(fo, f1) = (4x fay—8z+y?+2)— (- ;)(—2x+10y3—6y2—6y+4)

1lzy  y?> 1
= bay® — 3wy® — —+5
Ty Ty 1 + 1 + 5
f3 5 llzy . 392 1
- —3zy* — —— + 15y" — -
Wy 12
. 11 39y° 1
By _ Zy+15y4—9y3—Ty+6y+§

P 15y% — 0y — 18y* + 6y + 6 = f5.

Luego una base de Grobner para el ideal I = (f1, f2), es
G =191, 9} = {z —5y> +3y* + 3y — 2,5¢* — 35> — 6y + 2y + 2}.
Y pasamos al sistema:
r—5r2+3*+3y—2 =0
Syt — 3y — 692 +2y+2 =0

Desde que Ip(g1) = z v Ip(g2) = y*, el teorema 3.3 afirma que el nimero de puntos en
la interseccién es finito. Geométricamente se nota que a lo mas 4, lo que coincide con

que g2(y) = 0 tiene a lo més 4 soluciones:
y = {—0.76019682, —0. 56730707, 0. 92750389, 1},

cada una de estas nos da sélo una solucién para x en ¢;(z,y) = 0:

1, Y1 0.3503071535, —0. 76019682)

(1, 51) = (

(22, 12) = (1.82350633, —0. 56730707)
(z3,y3) = (0.626186512, 0. 92750389)
(w4, y2) = (

1,1).

Ty, Ys
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Ejemplo 3.11. Resolvamos el sistema en Zs[z, y|:

22+t +1 =0
2’y +2xy+x =0

En el ejemplo 2.19, calculamos para el ideal I = (z% + y* + 1, 2%y + 2xy + z), su base
de Grobner reducida Gg = {2? + 9% + 1,2y + 3z + 2y + 2y, v° + 2y* + 4y* + 4y + 2}
respecto al orden lex con > y. Desde que 22 e y® aparecen como potencias principales
de elementos de G, V(1) es finito. Luego tenemos

(

2 +y?+1 =0

ry + 31 + 23 + 2y =0

V42t Ayt 4y +2 =0
\
Resolviendo la ultima ecuacién:
P+t A Ay +2=(y+2)(y —2) (> + 20> —y+2) =0,

siy=2 o y=-—-2 = x =0, es decir el conjunto soluciéon en Zs sélo consta de

{(0,2),(0,—2)} ya que las soluciones de y* + 2y? — y + 2 = 0 no se encuentran en Zs.

Ejemplo 3.12. Para el sistema de ecuaciones:

(

?+y+z =1

r+yP+z =1

r+y+22 =1

Seaelideal I = (x> +y+z2— 1,z +y*+2— 1,z +y+ 22 — 1), entonces

fi=2*+y+z—1
fo=az+y*+2-1
fs=wty+2—1
S(fiufo)= (@ +y+z—-1) —zl@+y’ +2-1)
=—ay’ —xzt+r+y+z—1

By it r+ PPy ta—1
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f—2>x+y3+z2y2+zy2—y2+y+z2—l

By 1222 42— = fi
Ip(f2) = @ | #* = mem(Ip(f1), Ip(f3))
med(Ip(f1), Ip(fa)) = med(Ip(f2), Ip(fa)) = med(Ip(f3), Ip(f1)) =1
S(fo,f3) =@ +y*+2z—-1)—(z+y+22—1)
=y —y—2+z2=fs
med(Ip(f1),1p(f5)) = med(Ip(f2),1p(f5)) = med(Ip(f3), Ip(f5)) =1
S(fafs) = (° + 229" +20° =) —y(y® —y — 2° + 2)
= 2%y + 2y + 2Py — 2y
oy o 4222 — oy 4+ 2t — 2P
By o2y 4 24— 2=
med(Ip(f1), Ip(fs)) = med(Ip(f2), Ip(fs)) = med(Ip(f3), Ip(fs)) = 1
Ip(fs) = y° | y*2* = mem(Ip(f1), Ip(fs))

S(fsr fo) = 222 —y — 22+ 2) — L(2:2y + 24 — 2?)

2
yzt oy
=g Ty A
2 6 4
fo Y2~ 2 D5F 3
— 5 +4 1 +z
2,6 2
f—6>Z—Z4+23_Z:f7

med(Ip(f1),1p(f7)) = med(Ip(f2), Ip(f7)) = med(Ip(f3),Ip(f7)) =1
Ip(f5) = % | ¥°2° = mem(Ip(f1), Ip(f7))

Ip(fs) = 2%y | y*2° = mem(Ip(f5),Ip(f7))

2 4 2 2 g 2P
S(fGaf?):E(zzy‘i‘Z —Z)—4y(z—2 + z —Z)
8 6
4ty — 4By 4 Ay = —
2y Zy+zy+2 5
8 6
5
Ly —dty 27y + - 2!
8 56
£229+%—%+225+224—223
8 6 4 2
fo. % oz s 3 5 2
= - -5 t+2 -2 -
2 T2 T +3
6 2
Vi z 4 3 z fr
—— 422" -2 — 0
2+ z z +2



Luego una base de Grobner GG para I con respecto al orden lex x > y > z, es:
G={o+y+22—1,9°—y—22+2 22" + 2" — 2% 25 — 42" + 4% — 2?}.

Resolviendo este sistema:

p

r+y+22-1 =0
v —y—22+z =0
2yz% 4 24 — 22 =0
\z6—4z4+4z3—22 =0

notando que 2% —4z4+42% — 2% = 22(2—1)?(22+22—1) obtenemos el conjunto solucién:

{(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1), (—14+v2, =14+V2, = 14+V?2), (-1-V?2, - 1-v2, -1 -V2)}.

3.3 Aplicaciones a los Polinomios Simétricos

En esta seccion se verd la relacién entre las bases de Grobner y las funciones simétricas
elementales.

Los polinomios simétricos surgen naturalmente cuando se estudian raices de poli-
nomios. Por ejemplo consideremos el siguiente polinomio moénico cubico de grado 3,

f = a3+ ba® + cx + d y denotemos sus raices por oy, ae, a. Entonces
2? + b+ er+d= (v —o)(r — )z — az).
Expandiendo el lado derecho de esta ecuacién obtenemos
23+ b2® +cx +d =2 — (o) + ay + a3)r? + (s + aras + agas)r — ajapas,
y asi,

b= —(Oél + g + Oég),
Cc = (041@2 + 1o + OéQOég),
d= —Q1 (3.
Esto muestra que los coeficientes de f son polinomios en sus raices y ademés per-

mutando el orden de estas raices no afecta a f, a dichos polinomios se les denomina

simétricos.
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Definicién 3.4. Un polinomio f € k[zy,...,x,] es simétrico si

F@oy, - o) = f1, .-, )
para cualquier permutacién ¢ del conjunto {1,...,n}.

Por ejemplo los polinomios constantes y 22 +y>+2%,  wxyz, ay+yz+zz, z+y+
z € Qlx,y, 2] son simétricos. También se nota que los polinomios simétricos forman un
sub-anillo de k[xy,...,z,]. Existe un conjunto especial de polinomios simétricos tales
que todo polinomio simétrico puede ser expresado como un polinomio en elementos
de dicho conjunto. A los elementos de este conjunto se les denomina los polinomios

simétricos elementales.

Definicién 3.5. Definamos los polinomios simétricos elementales oq,...,0, €

klxy,...,z,] por las férmulas:

op=Z1+ -+,

Op = E L1 Ly «+ - Tj,,

11 <ig<-<ip

Op = X1X2...Tp.

Teorema 3.4 (Teorema Fundamental de los Polinomios Simétricos).
[ref.[Sturmfels B.],cdp.1,pags.2-3] Sea f € klzy,...,z,] un polinomio simétrico.
Entonces f puede ser escrito unicamente como un polinomio en los polinomios

simétricos elementales oy, ..., 0,.

Prueba. Sea f € k[zy,...,z,] un polinomio simétrico entonces el siguiente algoritmo
reescribe f tnicamente como un polinomio en las funciones simétricas elementales
01y...,0n.

Usaremos el orden deglex con z; > z9 > --- > x,,. Luego como f es simétrico podemos
escribir I6(f) = cx]" ... a)" con y1 > y2 > ... .

Reemplazamos f por un nuevo polinomio simétrico

F_ o M2, V23 Yn—1=n Yn
f - f Coq ) ] Ons
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en caso ]77& 0 se repiten los pasos. Notamos que

Y172

71-"/2) — 331

lp(Ul

Y2—73 Y2—73 ,.72—73

Ip(o; ) =1, Lo

Tn—1—""n\ __ In—1—7"n Yn—1—7"n
1p<0-n—1 ) - 513'1 e xn—l

Y — ) Yoy
Ip(o)") = o™ .. .a)" a)r

lo que implica

It(f) = lt(co]* o ..ol o).

Ast Ip(f) < Ip(f) y el algoritmo termina.
Para probar la unicidad supongamos p(yi,...,y,) un polinomio no-nulo tal que

p(o1,...,0,) =0. Sea y7'* ... yS™ un monomio en p. Encontramos que

aq « _ a1ttt ta
Ip(of*...onm) = 2] "y LT

QAn
n

y desde que la aplicacion lineal
(a1, ...,0n) = (a1 + Fap, a0+ -+ Q..o Q)

es inyectiva, si consideramos el maximo a4 +- - -+, sobre los monomios que conforman

p, tenemos que x{' T pgettan - gan con el orden lex x; > x5 > -+ > x, nunca
se cancela lo que contradice p(oy,...,0,) = 0. ]

Ejemplo 3.13.

= 0% — 30109 + (—3x7wy — 33125 — (—30102))

= Jf’ — 30109
Proposicién 3.4. En el anillo k[z1, ..., 2., y1, . . ., Ysl, fijado un orden monomial donde
cualquier monomio que involucre a una de las variables x1, ..., x, sea mayor que todos
los monomios en k[yy, ..., y,]. Sea G una base de Grébner para (o1 —y1,...,0,—Yyn) C
klxi, ..., Tn, Y1, -, Yn], donde los o1,...,0, € kl[z1,...,2,]. Dado f € k[zy,...,x,],

G .
sea f — r con r reducido respecto a G. Entonces:
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(i) f es simétrico siy s6lo sir € k[y1, ..., Yn)

(ii) Si f es simétrico, entonces f = r(oy,...,0,) es la expresién tnica de f como un

polinomio en los polinomios simétricos elementales oy, ..., d,.

Prueba. (i) (<) Sea f = u1g1 + - + ungn + 1, evaluando los y;’s por los o;’s, esto
no afecta a f € k[xy,...,x,], obtenemos f = r(oy,...,0,), y entonces f es simétrico.
(i) (=) Sea f = r(o1,...,0,), para algin r € k[yi,...,y,]. Probaremos que r es
el resto de la divisién de f por G. Primero notemos que en k[zq,...,Zn, Y1, ..., Yy l0s

monomios en oy, ..., 0, pueden ser escritos como

U(fél R 0’2" = (y1 + (01 — y1))a1 cee (yn + (Un - yn))an

= y?l . ‘ygn + B1(0'1 - yl) +- Bn(gn - yn)7

para algunos By, ..., B, en k[z1,...,Zn,y1,...,Yn|. Se sigue que
r(o1, .y 00) =11 Yn) + Cilor —y1) + - + Crlon — yn),

donde C,...,C,, son polinomios en k[zi,...,Zn,Y1,...,Yn], ¥y desde que f =

r(o1,...,0,) obtenemos

f - C(1(0-1 _yl) + - +Cn(an _yn) +T<y1a-"7yn)'

Ahora supongamos que existe i tal que Ip(g;) divide a algin monomio en r €

klyi, ..., yn], esto implica que, por el orden entre monomios que estamos utilizando,
gi € kly1, ..., yn] y si evaluamos ¢; € (01 — y1,...,0, — Yn) €0 01, ..., 0, tenemos que
gi(o1,...,0,) = 0 y entonces por la parte de la unicidad en la prueba del teorema

anterior g; = 0.

]

Ejemplo 3.14. Para 23} +23. Consideramos el ideal I = (fy, fo) = (x1+x9—y1, 109 —

y2) v aplicamos el algoritmo de Buchberger con el orden lex x1 > x9 > y; > yo:
S(x1+ 22 — Y1, 2122 — Y2) = Ta(1 + 22 — Y1) — (2102 — 4o) = T3 — Tayr + Y2 = [,
reducido respecto a {f1, fo}, luego
S(fi, f3) = x5 (1 + 22 — 1) — 21(23 — Tap1 + 42)
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_ .3 2
=I5 — XY + T1T2Y1 — T1Y2

N

f:

=~y + T3 — T3Y1 + Y1y

f—1> ZE% — I§y1 + Yoo E) 0.

S(fa, f3) = wa(x132 — Y2) — $1($§ — Toy1 + Y2)

= T122Y1 — T1Y2 — T2Y2

f f
= —T1Y2 — Taya + Y12 — 0.

Entonces, y desde que Ip(f;) = x;1 divide a Ip(f2) = z122, G = {f1, f3} = {21 + 2 —

Y1, 25 — Toy1 + Y2} s una base de Grébner para I. Luego dividimos 23 + x3 por G:

3 3 2 2 3
Ty + x5 —x1%2 + 279 + 5
2, 4 2 NI
TP T T1Ty — T1T2Y1 T Tg
2 2 3
T1T5 — 2T1T2Y1 + T1Y] + Ty
9 2 2
—2x172y1 + T1Y7 + X3
2 2 2
1Y) + 3T5y1 — 2x2y5

3w3y — 3Ty + y)

== = = = = |~

yi — 3y19s.

Y aplicando la proposicién anterior obtenemos:
3, .3_ 3
x| + x5 = 0] — 30103.

Ejemplo 3.15. Buscamos expresar z* 4+ y* como combinacién de los polinomios z + y
e xy. Primero calculamos una base de Grobner para el ideal (t; — x — y, ty — xy) con

respecto al orden lex x >y > t; > to,

fi=—z—y+t
fo=—xy+ty
S(fi. fo) = —y(—z —y + t1) + (—ay + t2)
=y —yti +ta = fs
med(Ip(f1),1p(f3)) = med(z, y*) = 1

Ip(f1) =z | zy® = mem(Ip(f2),1p(f3))
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estaes G = {—x—y+t;,y* —yt; +1t2}. Luego haciendo uso del algoritmo de la divisién
dividimos z* + y* por G

oty —yz® + ty2d ot

ta® + y2a? — tiya? + ot

yia? — 2tyyx® + t%xz +yt

— 2t ya’® + t%xQ — 3+ttt + ot
22 — P + 3tyytr — 28yx + 9t
—x + 3tyte — 3tiyr + o + 5yt
3tyylx — 3tiyx + B + 2yt — t19°
—3t3yx + x4+ 2yt — 4tyy® + 33y
32+ 29" — 4tyy® + 6t297 — 3ty

2yt — At y® + 665y% — Aty + ]

== === == == = |

—2t1y° + 6t3y — Atdy + t1 — 2%,

\L&s

3

43y — Aty + t] — 2%ty + 2t Loy
B th 002ty 4 21ty — At3L,

Byt 42, + 262
lo que nos da el resto t] — 4t3ty + 2t3. Asi
vyt = (v +y)" — A +y) ey + 227

Vemos, de los dos ejemplos anteriores, que se presenta una dificultad en encontrar
la base de Grobner para el ideal (o1 —¥1, ..., 0, —y,) en la proposicién 3.4. La siguiente
proposicién determina la base de Grobner para este ideal sin necesidad de hacer los

calculos del algoritmo de Buchberger.

Dadas las variables z1, ..., z;, definimos
hj(Zl, ey Zt> = Z Za,
lau=j
la suma de todos los monomios en zi, ...,z de grado total j > 0 (Denotando hy = 1).

Proposicién 3.5 (ref.[Cifuentes] pags.8-9). Fijado el orden lex (o deglex) con x; >

To > 0 > X, >y > -0 >y, en el anillo Kz, ..., 2, 41,...,y,]. Entonces los
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polinomios
J
g5 = hilag,. ) + ) (1) (g, x)ys,

i=1

j=1,...,n, forman una base de Grobner para el ideal (o7 — y1,...,0, — Yn)-

Prueba. Primero probaremos la identidad:

k
0=> (~D'hgi(wr, ..., zn)0i(x1, ..., ). (3.4)

=0
Dado un monomio X* en k[zy,...,x,] de a distintas variables y grado total k. Para
1 < a, existen ( ) monomios en o; que involucran las variables que aparecen X . Luego
este monomio aparecera (’;)—Veces en el polinomio hy_;(xy,...,z,)0:(x1,...,2,). El

coeficiente de X en

k

S (Vi . an)oi(x, )

i=0
es Z?ZO(—l)i(‘;). Y por el teorema del binomio, se cumple la siguiente identidad:
0= (1410 =3 (e =3 (D
= \! = \!
Con lo que queda probada la ecuacién (3.4).

El siguiente paso sera probar que (denotando oy = 1):

0= Z(—nihk_i(% L)oo, (3.5)

Sea A =A{1,...,k =1}y H={S| S C A}. Denotemos por Xg al monomio que
involucra las variables correspondientes a los indices que aparecen en S y por y =

(Tgy - .., x,). Mostraremos que para 1 <i < k — 1 se cumple:

ZXSJZ |S| (x17"'7xn)' (36)
SeH
En efecto:
Z Xsois)(y) = 0i(y) + v105-1(y) + -+ + 210521 (y) +

SeH

+ 2122052(y) + -+ + Tp_2Tk_10,—( -+ Z Xs.
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Luego podemos encontrar cualquier monomio de o;(zy,...,x,) en el desarrollo de la
expresién anterior y viceversa, con lo que queda probada la ecuacién (3.6).

Ahora si desarrollamos la parte derecha en la ecuacién (3.5):

k K

Z(—l)ihkq(y)ai(l’h e ) = Z hi—i(y) Z Xs0i-15/(y)
=0 i=0 SeH

= hi(y) Z Xs00-15/(y) = P—1( Z Xso1-1s/(y

SeH SeH
—1)*ho(y) Z Xsop—is(y
SeH
k .
= Z XS[Z(—1)%#1’(3/)01'—\5\(1!)] = 0.
SeH i=|S]

En efecto, haciendo el cambio de variable j =i— | S | se tiene

k k—|S

> (D) miW)oigs(v) = (=1 (1) hjsp—; (W) (y) =0,

i=|9| J

Il
o

debido a la identidad probada en la ecucién (3.4). Con lo que queda probada la ecuacién
(3.5).

Ahora mostraremos que:

<gl>"'7gn> = <01_y17"'a0n_yn>-

Substrayendo (3.5) de la definicién de los g obtenemos:

k
gk = Z(_l)lhk—l(‘rka s axn)(yl - Ui)a
i=1
por tanto (g1,...,g,) C (61 —Y1,...,0, — Yn). Para probar la otra inclusién notemos

que para 1 < k < n:

N

-1

gk = (=D "k — %) + Y (1) hpi(ah, ..., ) (ys — 04),

<.
Il

g1 =01 — Y.

Por 1iltimo calculemos Ip(gy), teniendo en cuenta el orden entre monomios lex (o deglex)

CON Ty > +++ > Ty > Yy > -+ > Ynt

1p(gs) = Ip(hss(zp, - .., T0) + Z(—l)ihk_i(xk, )y = ab,



luego se tiene med(Ip(g;),1p(g;)) = 1 para todos i # j en {1,...,n}, y entonces (por el

corolario 2.7) {g1, ..., gn} forma una base de Grobner para el ideal (o7 — y1,...,0, —

Yn)- O

Ejemplo 3.16. Para el ideal I = (zy 4+ x5 — y1, 2122 — yo) aplicamos la proposicién
anterior:

g1 = hi(w1,22) — ho(w1, 22)y1 = 1 + 22 — Y1,
2
g2 = ha(z2) + Z(_1>ih2—i<x2)yi = 5 — Toy1 + Yo,
i=1
entonces G = {x; + Ty — y1, 72 — Toy1 + Y2} es una base de Grobner para 1.

Ejemplo 3.17. Si se considera el grupo S,, € GL(n, k) de matrices de permutacion,
entonces

klzy,...,2,)°" = {p € klzy,...,3,] | p es simétrico}.

Y por los resultados mostrados en esté seccién,
k[ [ = k| ]
L1y.--y3Tp = R|0O1y...,0n].

Es decir, cualquier invariante puede ser escrito como un polinomio en las funciones

simétricas elementales siendo esta representacion unica y construida explicitamente.

3.4 Coloreado de un grafo

En esta seccién expondremos una ultima aplicacién a la teoria de las bases de Grobner
y el algoritmo de Buchberger, el coloreado de un grafo.

Dado un grafo G con n vértices y con a lo mas un borde, linea o arco entre cuales-
quiera dos vértices (por ejemplo un mapa con sus regiones siendo representandas por
los vértices y las fronteras entre las regiones por los bordes). Se quiere colorear los
vértices de tal manera que sélo 3 colores son usados y que ningin par de vértices que
estén conectados por un borde sean del mismo color. Si G puede ser coloreado de esta
manera, G es llamado 3-coloreable.

Representaremos los 3 colores por las 3 distintas raices ciibicas de la unidad 1,¢&, €2,
donde & = e, A cada vértice se le asigna un color, esto puede ser representado por

las ecuaciones

x?—le,lSign.
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Ahora para 2 vértices x;, z; conectados por un borde, deben ser de diferente color, es
decir z; # x;. De la ecuacién x} = 23 obtenemos (z; — x;) (27 + z;2; + 23) = 0. Por

tanto, x; e ; seran de diferente color si, y sélos si
2 2 _
r; +xw; +x; = 0.

Si consideramos el ideal I = (x? — 1,27 + x;2; + x?} en Clzy,...,x,], notamos que se
cumple lo siguiente:

El grafo G es 3-coloreable si, y s6lo si V(I) # ). Para determinar si V(I) = (), haremos
uso de la proposicién 3.3. Es decir, calculamos una base de Grobner reducida G para

I. Sile @G, entonces V(I) = de otra manera V(I) # 0.

Ejemplo 3.18 (ref.[Adams W.],cdp.2,pags.103-104). Consideremos el siguiente grafo:

Tsg

T2

s

g )

e

Figura 3.1: El grafo ¢

Sea I el ideal formado por los polinomios 7 — 1, con 1 <4 < 8 y los polinomios:
xf + xrj + x?
para los pares

(i,7) € {(1,2),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4), (2,8), (3,4), (3,8), (4,5), (4,7), (5,6), (5,7), (6,7), (7,8)}.
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Considerando el teorema 3.3 y el corolario 3.1 utilizamos el orden lex 21 > x9 > --- >

xg, para calcular una base de Grobner GG para I. Denotamos:

fl:x:l))_lan:$§_17f3:$§_17f4:x§1_1
f5:$§—1,f6:$2—1,f7:$$—1,f8:$g—1
fg :ZE%—FIlZEQ—f-Ig,flO :ZE%+J]1{E5+CL’§
fll :.T%—Fxlﬂfg—i-xg,flg :Q?g—i‘xgdig—i‘w%
f13 = T3 + Toxy + T3, f1a = X5 + Toxs + T3
fis = @5 + 3w + 1, fre = 13 + w315 + 73
f17 :$3+I4$5+$§,f18 :$Z+J]4I7+J]$
f19 :$§+$5$7+.§C$,f20 :$§+$5$6+$§

Jo1 = xé + zexr + x?, foo = .7:? + zrxg + :Ug
Eliminando pares debido al critl nos quedan los siguientes:

{(1,9),(1,10), (1,11), (2,12), (2,13), (2, 14), (3, 15), (3, 16), (4, 17), (4, 18)
,(5,19), (5,20), (6,21), (7,22), (9, 10), (9, 11), (10,11), (12, 13), (12, 14), (13, 14)
,(15,16), (17,18), (19,20)}

Aplicamos el crit2:

|
=
a
=)

_
—~ —~ — —~ R —~ —~ —~ —~
s
=
S~— S~— S~— S~— S~— S~— S~— S~— S~—
Il
8
w N
8
w
Il
:

—~ —~ — —~ —~ —~ — —~ —~
ST

~~ —~ —~ —~ —~ — —~ —~ ~—~
o
\;_‘
o

Ahora restan calcular los pares:
{(1,11),(2,14), (3,16), (4, 18), (5, 20), (6, 21), (7,22), (9, 11), (10, 11), (12, 14)
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,(13,14), (15, 16), (17, 18), (19, 20)}

S(fi, fi1) = (x3 = 1) — 21 (2] + 1176 + 2F)
= —zirg — i — 1
S JELN)

S(fay f14) = (x5 — 1) — 2o(25 + w018 + 73)
= —rirg — Toxs — 1
AL R JELNY

S(fa: fre) = (23 — 1) — w3(3 + zaws + 73)
= —x318 — 1375 — 1
Doy 08 1550

S(fa, f1g) = (28 — 1) — 24(2? + 2127 + 22)
= —ziT7 — mx? -1
f18

—>x$—1ﬁ>0

S(ft')a fQO)

(23 — 1) — z5(22 + 2576 + 77)

—2276 — T578 — 1
N

S(f(;, f21) = ((L’g - 1) — Iﬁ(l’% + Tgx7 + x%)

—xawy — 2622 — 1
LN R

S(f7, fgg) = (l‘? - 1) — .177(1'% + T7rg + ZL’%)

—x278 — 1778 — 1

L2081 550

S(fg, fll) = (ZE% + T1X2 + $g) — (.’B% + T1xg + $§)

2 2
= X1T9 — X1T¢ + Ty — X

f1a

— L1To — T1Tg — LTy — fI?g — I‘g

fa1 2 2

—> T1X2 — T1Te — Tokg + Tel7 + T7 — Ty

fa2 2

= T1Ty — T1T — ToXg + Tely — T7Ty — 205 = fo3
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Continuando de esta manera (el resto de los célculos son bastante extensos y se reco-
mienda utilizar algin software matematico como CoCoA, Xcas o Maple para verificar

el resultado final) se obtiene la base de Grébner Reducida
G = {w1 — w7, By + 27 + 5, T3 — X7, La — g, L5 + L7 + Tg, L6 — Lg, T5 + 75 + 5, T3 — 1}

Desde que 1 ¢ G sabemos que V(I) # 0 y que V(I) es finito. Luego el grafo G es 3-
coroleable. Asumamos que los colores a utilizar sean azul, rojo y verde y solucionemos
el sistema de ecuaciones formado por los polinomios en G. De la ecuacién 3 — 1 = 0
elijamos un color para xg digamos rojo. Debemos elegir un color diferente para x7,
digamos azul, debido a que z7 y xg estan conectados por un borde. Luego x; = x7,
xr3 = x7 implican que x; y x3 deben ser azul, y x4 = xs, g = xg implican que x4 y xg
deben ser rojo. Finalmente de las ecuaciones xo+x7+ x5 = 5+ 17+ 25 = 0, obtenemos
2o ¥ x5 deben ser del mismo color pero diferentes a x7 y xg por el borde que los une,
entonces Ty y x5 son verdes, con lo que completamos una solucion. De manera similar

se obtiene el resto de las soluciones al coloreado del grafo G.
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Conclusiones

Primero resaltar la importancia de que k[zy,...,x,] sea notheriano para probar la
finitud de los algoritmos presentados. El algoritmo 2.4 junto con los ejemplos 2.17,
2.18 y 2.19 explican paso por paso que ocurre durante el algoritmo de Buchberger para
encontrar bases de Grobner. Asi como la teoria de Syzygies, el lema 2.5, el corolario 2.8
y los ejemplos 2.23, 2.24 lo hacen en el proceso para hacerlo mas eficiente obteniendo
el algoritmo mejorado 2.5.

El estudio de los sistemas de ecuaciones polinomiales nos conduce al concepto de
variedades. El teorema 3.1, y su demostracién, junto con la proposicién 3.3 relacionan
la teoria de las bases de Grobner con las variedades. En los ejemplos 3.8, 3.9, 3.10, 3.11
y 3.12 se muestra la utilidad de estos resultados en la solucién de sistemas de ecuaciones
polinomiales multi-variables no-lineales reduciendo este sistema al problema de calcular
raices de polinomios en una sola indeterminada.

La proposicién 3.4 y su prueba relaciona las bases de Grobner con la representacion
de polinomios simétricos. Y en el ejemplo 3.17 se utiliza esta relacién para determinar
los invariantes de k[zy, ..., z,]%".

El desarrollo de la teoria de las bases de Grobner nos muestra que es posible ahondar
mucho més en el tema (por ejemplo bases de Grobner en anillos no conmutativos o
para médulos, etc), asi como mostrar otras aplicaciones (ej. encriptacién). Por tanto
el objetivo de la tesis se considera cumplido pero el tesista espera continuar en este

tema para futuras investigaciones.
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Recomendaciones

Para iniciarse en el tema de las Bases de Grobner y la solucién de sistemas de ecuaciones
polinomiales se recomienda consultar [Adams W.], [Cox D.] y [Cox, Little, O’shea] en
la bibliografia.

Y para profundizar mas en la parte tedrica, implementacion y eficiencia de los
algoritmos, asi como diferentes aplicaciones no mencionadas en la presente tesis, se

recomiendan los siguientes textos:
1. Grobner Bases, Statistics and Software Systems, por Takayuki Hibi, Springer

2010.

2. Grébner Bases, Coding and Cryptography, por Massimiliano Sala, Teo Mora,
Ludovic Perret, Shojiro Sakata, Carlo Traverso, Springer 2009.

3. Solving Polynomial Equations Systems I-1I, por Teo Mora, Cambridge 2005.
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Apéndice A
Bases de Grobner Universales

Como se mostro en el ejemplo 2.14, puede ocurrir que una base de Grébner con respecto
a un orden de términos no siga siendo una base de Grébner con respecto a otro orden

términos.

Definicién A.1. A un conjunto F que cumple en ser una base de Grébner para un
ideal I con respecto a cualquier orden de términos se le denomina base de Grobner

universal para ese ideal.

Nuestro objetivo en este apéndice sera demostrar que todo ideal en k[zy, ..., x,]

posee una base de Grébner universal.

A.1 Espacios Topolégicos de ordenes totales de
conjuntos

Sea S un conjunto.

Definicién A.2. Un orden total en S es una relacién binaria < en S tal que para
todo a,b,c € S se cumple antisimetria: « < bAb < a = a = b, transitividad:
a=bAb=<c = a = ¢ totalidad: a < bV b < a. Totalidad implica reflexividad:
a = a para todo a € S. El conjunto no-vacio de todos los ordenes totales en S es

denotado por TO(S).

Dado un par ordenado (a,b) € S x S, sea ) el conjunto de todos los ordenes

totales < en S para los cuales a < b. Denotemos U la topologia para la cual {Ll) |
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(a,b) € S x S} es una sub-base es decir los conjuntos abiertos en U son las uniones de
intersecciones finitas de conjuntos de la forma (). Observamos que iy, o) = TO(S)
y que Yap = TO(S)\Upa si a # b, asi los conjuntos abiertos iy también son
cerrados.

Sea S una filtracion exhaustiva de S, es decir una familia S := (5;);en de sub-conjuntos
S; de S con Sy =0, S; € Si1 para todo i € Ny S = |J,.y Si- Definamos la funcién
ds : TO(S) x TO(S) = R por ds(=',=") := 27" con r := sup{i € N |<'|s,==<"1g,},
donde | significa restriccién. Se cumple 0 C I'm(ds) C [0,1]. Como S es exhaustivo,
tenemos dg(=<',=<") = 0 si y sélo si <'==<". Obviamente, dg(=<',<") = dg(=",=).
Finalmente dg(=<', =) < dg(=', <") + dg(=", =", por que ds(=', %" < maz{ds(<’

=), ds(=",=")}. Asi dg es una métrica en TO(S), dependiente de la eleccién de la

filtracion S de S.

Teorema A.1 (ref.[Boldini R.],pdg.1). Sea S = (.5;);en cualquier filtracién exhaustiva
de S tal que cada uno de los S; es finito. Sea N la topologia de TO(S) inducida por
la métrica dg, es decir Q € N si y sélo si £ es una unién de intersecciones finitas
de conjuntos de la forma Q,.(=) = {='€ TO(S) | ds(=,=') < 2"} conr € Ny
<€ TO(S). Entonces N' = U, en particular la topologia A es independiente de la

eleccion de la filtracién exhaustiva S de S.

Prueba. Sea r € Ny <€ TO(S). Afirmamos que ,(=X) € U. Sea i := N(qp) ),
donde la interseccién es sobre todos los (a,b) € S.11 X S,4q con a < b. Entonces
<€ eU. Luego <'€ Q.(=X) si y sélo si <’ ls,.. ==, ¥ este es el caso si y s6lo si
se cumple a <" b <= a < b para todo (a,b) € Sp41 X Sy11, lo cual es cierto si y sélo
si '€ U Asi Q.(=) = 4, y esto muestra que N C U.

Por otro lado, sea (a,b) € S x S cualquier par ordenado. Afirmamos que el conjunto
qp) es abierto respecto a la métrica ds. Sea =€ (4), asi a = b. Escojamos r € N,

tal que (a,b) € Spyq X Spyq. Si <'€ 2,(=), entonces <’ [s, =215 en particular

r+17

a <" b, entonces <'€ Uiapy, ast Q,(X) C Yap). Por tanto L) es abierto respecto a
N,y concluimos que U C N. O

De ahora en adelante Espacio topoldgico TO(S), haré referencia a la topologia U.

Teorema A.2. [ref.[Boldini R.],p4dg.2] Si el conjunto S es contable, entonces el espacio

topoldgico TO(S) es compacto.
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Prueba. Desde que S es contable, encontramos una filtracién exhaustiva S = (.5;);en
de S que consiste de subconjuntos finitos. Desde que TO(S) es un espacio métrico con
respecto a la métrica dg, es suficiente con probar que cada secuencia de elementos de
TO(S) admite una subsecuencia convergente en TO(S). Sea (=) en cualquier secuen-
cia de ordenes totales en S. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que los <; son
distintos entre si.

Como existen sélo un nimero finito de 6rdenes totales en Sy, encontramos una sub-
secuencia infinita (jjg) ken de (=;)jen cuyos miembros coinciden en S;. Como existen
s6lo un numero finito de 6rdenes totales distintos en S;, encontramos una secuencia
infinita (=;1)ren de (=jo)ren cuyos miembros todos coinciden en S;. Continuando de
estd manera, construimos una familia (=i )ken)ien de secuencias infinitas de érdenes
totales en S tal que para cada i los miembros de (jﬂ; Jken coinciden todos en S; y
(ﬁj;jl)keN es una subsecuencia de (jjzi Jren- Escribiendo ji::jjg, hemos obtenido una
subsecuencia (<%);ey de (=) jen.

Ahora sea <> una relacién binaria en S definida por @ <* b <= a =<’ b para casi
todos los i. Se verifica facilmente la anti-simetria y la transitividad. Sea a,b € S. En-
contramos r € N con a,b € S,. Se cumple a <" bo b <" a, digamos a <" b. Como <"*!
es un miembro de la subsecuencia (=< j£+1)keN de la secuencia (=;r)ren que contiene a
<" y cuyos miembros todos coinciden en S,., se sigue a <"*! b, e inductivamente a <* b
para todo i > r, asi a <*° b. Luego <> es un orden total en S.

Para todo 7 € Ny todo i > r + 1 se cumple <‘e Q,(=*). En efecto, sea r € N y sea
i > r + 1. Es suficiente con mostrar que <’ y <> coinciden en S,.;. Sea a,b € S,,.
Como hemos visto antes tenemos a =<' b = a <) = a <2 b = ...y
por ende a < b = a <> b. Por otro lado asumamos que a <> b. Si no se cumple
a =<' b, entonces b < a por totalidad, se sigue que b <* a, y a = b por anti-simetria,
y entonces a =<' a = b por reflixividad, lo cual es una contradiccién. Asi =<'y <=

coinciden en S, ;. Por tanto <*—= para i — oo. O

Teorema A.3 (ref.[Boldini R.|,pdg.2). Para cada a € S el conjunto SO,(S) := {X€
TO(S) | Vb € S :a < b} es cerrado en TO(S). Luego, si S es contable, entonces el
subespacio topolédgico SO,(S) de TO(S) es compacto.

Prueba. Se cumple SOa(S) = mbGSﬂ(a,b) = mbeS\{a}u(a,b) = TO(S)\ Ubes\{a} ﬂ(b,a), asi
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SO,.(S) es cerrado en TO(S). Si S es contable, entonces TO(S) es compacto por el

teorema A.2, asi siendo SO, (S) cerrado en TO(S) implica que SO,(S) con la topologia

relativa es compacto. O
A.2 Bases de Grobner universales en kxy, ..., x,]

Sea M := {X" | v € N"} el conjunto contable de monomios de k[xy,...,z,|. Pa-
ra cada p € k[xy,...,z,] puede ser expresado unicamente en forma canénica como

> vesupp(p) 0 X con supp(p) € N" y ¢, € K\{0} para todo v € supp(p). Definimos
Supp(p) == {X¥ € M | v € supp(p)} el soporte de p, y para un sub-conjunto U de
klxy,...,x,) escribimos Supp(U) := Uyep Supp(u).

Teorema A.4 (ref.[Boldini R.],pdg.3). MO(M) es un sub-conjunto cerrado de
SO1(M). Luego MO(M) es un sub-espacio topoldgico compacto de SO (M).

Prueba. MO(M) es por supuesto un sub-conjunto de SO;(M). Sea (5;)ien una fil-
tracién exhaustiva de M con conjuntos finitos S;. Sea <€ SO;(M) un punto de
acumulacién de MO(M). Entonces para cada r € N existen <,.€ MO(M)\{<} con
<€ Q.(L)NSOL (M), ast <, y < coinciden en S, 1. Elegimos cualesquiera u, v,y € N
y asumamos que X* < X", Encontramos r € N tal que X“, X?, X"t X""" € S, ;.
Existe <, tal que X" <, X". Desde que <, es un orden de monomios se sigue que
XUt <, XvH7 )y por tanto X“T7 < XVt Asi <€ MO(M). Entonces, MO(M) es
cerrado en SO;(M), que es compacto. O

Proposicién A.1. Sea [ un ideal de k[zi,...,2z,], < un orden de monomios de
klxi,...,2z,] y B una base de Grébner de I con respecto a <. Sea <" un orden de
monomios de k[zy,...,x,] tal que <’ [ supp(B)== | supp(p)- Entonces B es una base de

Grébner para I con respecto a <.

Prueba. Sea p € I no-nulo, dividiendo p por B con respecto a < tenemos p =
> pep Bwb+ 1 para algunos elementos g, € k[x1, ..., 2,] y 7 en I reducido. Supongamos
r # 0. Entonces existe un b € B tal que Ip<(b) | Ip<(r). Desde que < y <’ coinciden
en Supp(B), tenemos Ip_(b) = Ip<(b), por tanto Ip_s (b) | Ip<(r) lo cual es una contra-
diccién. Por tanto r = 0 y, por el teorema 2.11 parte (ii), B es una base de Grébner

de I con respecto a <\ O
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Lema A.1. Sea [ un ideal k[zy,...,z,| y F un sub-conjunto finito de /. Entonces el
conjunto ;(F) de todos los ordenes de monomios < para los cuales F' es una base de

Grobner de [ respecto a < es abierto en MO(M).

Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ;(F') # (). Sea <€ U;(F).
Entonces F' es una base de Grobner para I con respecto a <. Sea (.5;);en una filtraciéon
exhaustiva de M consistiendo de conjuntos finitos S;. Encontramos r € N tal que
cada monomio perteneciente a los elementos de F' se encuentra en S,.,;. Consideremos
la vecindad abierta Q,(<)N MO(M) de < en MO(M) y sea <'€ Q,.(<) N MO(M).
Entonces <  y < coinciden en S, 1, se sigue que F es una base de Grébner de I con
respecto a <, asi <'€ U (F). Por tanto Q,.(<) N MO(M) C U;(F), y luego 4;(F) es
abierto en MO(M). O

Nota A.1l. Sea I un ideal de k[xq,...,z,]. Para cada <€ MO(M) podemos elegir
una base de Grobner B de I con respecto a <. Por supuesto <€ 4;(B<). Por tanto

(U7(B<))<emo(ar es un cubrimineto abierto de MO(M).

Teorema A.5 (ref.[Boldini R.],pdg.4). Todo ideal I de k[z1,...,z,] admite una base

de Grobner universal.

Prueba. Podemos escoger un cubrimiento abierto (4;(B<))<cmo() de MO(M) don-
de cada B< es una base de Grobner para I con respecto a <. Ahora desde que MO(M)
es compacto tenemos un sub-cubrimiento finito (4;(B<,))1<k<t con t € N. Afirma-
mos que U := Uj<x<;B<, es una base de Grobner universal de /. En efecto, sea
<p€ MO(M). Como MO(M) = Ui<k<ithi(B<,), tenemos <p€ ;(B<,) para algin
ke {1,...,t}. Luego B<, es una base de Grobner de I con respecto a <y y se sigue

que U es una base de Grobner de I con respecto a <. Como la eleccién de <; en

MO(M) fue arbitraria, concluimos que U es una base de Grobner universal de . [
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