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RESUMEN

El presente trabajo realiza la clasificacion topoldgica global de algunos
sistemas cuadraticos sin ciclos limites, encontrando todas las estructuras topoldgicas
posibles, considerando como uno si dos sistemas tienen orientacidon opuesta. Para
hallar los puntos singulares en el infinito utilizamos la proyeccién central, el cual
consiste en representar el plano en la esfera, los puntos del Ecuador seran los puntos
del infinito; para conocer el comportamiento de las trayectorias cerca de estos puntos
utilizamos la inversa de la proyeccién central, es decir hallamos el plano tangente
en dicho punto singular y analizamos segin los teoremas de Hartman-grobman, si
es un punto hiperbdlico o utilizamos los teoremas apropiados en el caso de ser un

punto singular no elemental; este trabajo estd dividido en cuatro capitulos:

En el capitulo 1 hacemos una breve exposicion de los temas necesarios

para el mejor entendimiento de los capitulos posteriores.

En el capitulo 2 hacemos la clasificacién topoldgica global de sistemas
‘cuadréticos homogéneos, es decir sin parte lineal; para ello hacemos uso de las direc-

ciones excepcionales, luego se demuestra que estos sistemas no tienen ciclos limites.

En el capitulo 3 hacemos la clasificacién topoldgica global de sistemas
cuadraticos cuando uno de sus puntos singulares finitos es un punto nodo estelar, en
este capitulo demostraremos una relacién entre la forma del cuadrilatero que forman
los 4 puntos singulares y el tipo de singularidad que estos presentan. Este tipo de

sistemas no poseen ciclos limites.

En el capitulo 4 hacemos la clasificacién topoldgica global de sistemas

cuadraticos estructuralmente estables sin ciclos limites.
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1 DEFINICIONES PREVIAS

1.1. Sistemas Autonomos

Una clase muy importante de sistemas de ecuaciones diferenciales son
aquellas del tipo
= X(x) (1.1)

tales sistemas son llamados sistemas auténomos porque su segundo miembro es

independiente del tiempo t.

X(z) es una funcién matricial de z, de orden n x 1, definida en un
dominio D del espacio euclideano R". Si no afirmamos lo contrario podemos asumir

que D es el espacio total R® y X(z) es continua ahi.

1.1.1. Clurvas Integrales. Propiedades

Las soluciones de la ecuacién (1.1), esto es, las aplicaciones
diferenciables ¢ : I — D (I es un intervalo de recta) tal que

2(1) = X(p(t)

para todo ¢ € I, son llamadas curvas integrales.

Las curvas integrales de sistemas auténomos tienen las siguientes
importantes propiedades. Sean P, = (¢,Z) y P2 = (t2,Z) dos puntos dados; en-
tonces si hacemos una traslacién ¢t = 7 — (¢ —t;) a lo largo del eje ¢, cada una de las
curvas integrales de (1.1) en P; se traslada a una curva integral de (1.1) en P,. Por

lo tanto si z = ¢(¢) es una solucién de (1.1) en un intervalo dado [to, 1), la funcién



solucién ¢(t + ¢) donde c es una constante arbitraria, es también una solucién de

. (1.1) en [tg + ¢, t1 + ¢). Esto es debido a que dt = d7 y X es independiente de t.

Si las condiciones de unicidad!® son satisfechas, entonces para que una
curva integral de (1.1) sea periédica es suficiente que exista distintos valores ¢1, to

de t para el cual

z(t2) = z(t1)

en efecto, la traslacién ¢t = 7 — (t, — t;) transforma la curva integral I de (¢;,z(¢1))
en uno de (t2,z(t2)), luego por unicidad, es I' mismo; entonces tenemos que para

cada t: z(t + t2 — t;) = z(t), consecuentemente t, — t; es el periodo.

Para los sistemas auténomos, la curva integral z(t) = c, para el valor
constante ¢ € R™, existe si y sélo si X(c) = O, donde O es la matriz nula de orden

nxl.

1.1.2. Trayectorias. Espacio de Fase. Punto sinqular

Asumamos que X(z) de (1.1) satisface las condiciones del teorema
de existencia y unicidad? en una vecindad de un punto arbitrario Py de R™. En-
tonces las curvas integrales de (1.1) cubren todo el espacio R®*! de puntos (¢,z). Si

proyectamos una curva integral arbitraria I':
T = z(t), t~<t<tt (1.2)

ortogonalmente sobre R™ cuya ecuacién es t = 0, entonces dos puntos distintos de I'
pueden tener la misma imagen si y sélo si I' es una solucién periédica, en particular,

una constante.

lver apéndice
2ver apéndice



Esta proyeccién de la curva integral serd llamada la trayectoria del
. sistema (1.1). La ecuacién (1.2) es llamada una representacién paramétrica con
parametro t de la trayectoria. La direccién positiva de la trayectoria es la direccién

corrrespondiente al incremento de t.

Si hacemos una traslaciéon ¢t = 7 + a, donde a es una constante dada,
la curva integral I" es transformada a otra I',. La trayectoria correspondiente a I',

coincide con la imagen de I'. Por lo tanto,
Z(r) =z(t+a), t —a<t<tt-a

dd otra representacién paramétrica de la misma trayectoria; entonces, cada
trayectoria es la imagen de infinitas curvas integrales de (1.1), congruentes por

traslacién a lo largo del eje ¢,

A través de cada punto del plano ¢t = 0 pasa sélo una trayectoria, la
cual es la proyeccién de cierta curva integral y de todas las curvas congruentes a

ella, por la traslacion a lo largo del eje t.

El hiperplano ¢t = 0, (o cualquier hiperplano ¢ =constante) es llamado
el espacio de fase del sistema (1.1). El espacio de fase es un espejo del espacio
de curvas integrales de un sistema auténomo. La estructura de la curva integral y
consecuentemente la vecindad de las soluciones de un sistema auténomo puede ser
deducido de la configuracién de las trayectorias en el espacio de fase. Esto nos d4 una

mejor nocidén, acerca de las soluciones del sistema, especialmente en el caso n = 2.

Llamenos ahora ¢,(t), la trayectoria sobre el hiperplano ¢ = 0, el cual
pasa a través del punto p y escogemos una de las infinitas representaciones paramétri-
cas z = z(t), t~ <t < tt la cual tiene coordenadas z;(0), z5(0),...,z,(0). Deci-
mos brevemente que ¢, (t) representa la trayectoria a través de p en el tiempo ¢t = 0.
Si g es el punto de pp(t) correspondiente a t = t, escribiremos ¢,(t) = g, y entonces

por definicién ¢,(0) = p.
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Sea I' una curva integral constante, z(t) = zo, de (1.1) entonces la
correspondiente trayectoria se reduce a un punto zo en el espacio de fase donde z
es una solucién de la ecuacién

X(z) =0 (1.3)

reciprocamente cualquier solucién de este sistema es la imagen de una curva
integral constante. Cada solucién del sistema (1.3) es llamado un punto singu-

lar o trayectoria singular.

Si existe un > 0 de tal manera que z( es el tnico punto singular del

sistema (1.1) en una vecindad Vj(z), se dice que zy es un punto singular aislado.

1.1.3. Cambio de parametrizacion. Trayectoria Singular

Consideremos el sistema
z=-X(z) (1.4)

es facil notar que si z = ¢(t) es una solucién del sistema (1.1) entonces z = p(—t) es
una solucién de (1.4). Es evidente que (1.1) y (1.4) tienen las mismas trayectorias,
pero de direccién opuesta. Entonces pasar del sistema (1.1) al sistema (1.4) puede

ser interpretado como un cambio de parametrizacién sobre las trayectorias.

Ahora consideremos un cambio méas general de parametrizacién sobre

las trayectorias del sistema (1.1).

Sea A(z) una funcién de clase C* definido en D. Asumimos que A(z) no
se anula en D, excepto en los puntos singulares del sistema (1.1); adem4s no cambia
de signo en D. Consideremos el sistema

dz
== AMz) X (z) (1.5)



es claro que los puntos singulares de (1.1) coinciden con los de (1.5).

Del punto de vista analitico, de cada solucién de (1.1) se puede obtener
una solucién de (1.5) por una integracién (siempre que A(z) # 0) y reciprocamente.
En efecto, si ¢(t) es una solucién de (1.1) entonces ¢(¢(7)) es una solucién de (1.5),

donde ¢(7) es definido por 7 = [ dt/A(p(t)).

Este resultado significa que ¢(t) y ¢(¢(7)) son ecuaciones paramétricas
diferentes de una misma trayectoria, al pasar de un sistema al otro, las direcciones

sobre la trayectoria permanecen si A(z) > 0 y se invierten si A(z) < 0.

Supongamos ahora que A\(z) puede anularse en otros puntos diferentes
a los puntos singulares del sistema (1.1), por lo tanto puede cambiar de signo en D;
entonces los puntos singulares de (1.5) seran obviamente los de (1.1) ademés todos
los puntos de D los cuales no son puntos singulares de (1.1) que satisfacen A(z) = 0.
La curva A(z) = 0 es la denominada anteriormente trayectoria o curva singular

del sistema (1.5) (cada punto de esta curva es un punto singular de (1.5)).

x)=

—/ =

Figura 1.1: Una Trayectoria Singular

Sea I'' una trayectoria del sistema (1.1), diferente a un punto singular,
si A(z) # 0 sobre I', como en el caso anterior, I' es una trayectoria del sistema
(1.5), generalmente con una parametrizacién diferente; pero si hay puntos de la

curva A(z) = 0 sobre T', ellos dividen a la trayectoria I', en curvas suaves finitas o



contables las cuales son trayectorias del sistema (1.5) (Figura 1.1). La direccién de

_ esta trayectoria coincide con la direccién de I' si A(z) > 0 y se invierte si A(z) < 0.

Por lo tanto, cada trayectoria del sistema (1.1) es una trayectoria del

sistema (1.5) o la unién finita o contable de trayectorias del sistema (1.5)

1.2. Linealizacion

Consideremos el sistema (1.1)
z = X(x)
ademas el sistema
t=Ax (1.6)

Definicién 1.2.1. Sea p un punto singular de (1.1). Si DX (p) es una matriz no

singular, decimos que p es un punto singular simple.

Si DX (p) tiene autovalores con parte real no nula entonces p es llamado

punto singular hiperbadlico.

El sistema lineal (1.6) con la matriz A = DX(p) es llamada la
linealizacion de (1.1) en p; a la matriz A la denominamos matriz de

linealizacion del sistema (1.1) en p.

Sea p = 0, un punto singular de (1.1), entonces X(0) 0 y por el

teorema de Taylor
1
X(z) =DX(0)z + —2—D2X(0)(x, z)+---

la funcién lineal DX (0)z es una buena aproximacién del sistema no lineal X ()

cerca de z = 0.



El siguiente teorema nos muestra la relacion que existe entre las solu-

_ ciones de (1.1) y (1.6), cuando el punto singular es hiperbélico.

Definicion 1.2.2. Dos sistemas autonomos de euaciones diferenciales tales como
(1.1) y (1.6) se dicen topolégicamente equivalentes en una vecindad del origen o
tienen la misma estructura cualitativa cerca del origen, si existe un homeomorfismo
H:U —V, donde U yV son vecindades del origen, el cual mapea trayectorias de
(1:1) en U sobre trayectorias de (1.6) en V y preserva su orientacién en el tiempo,
en el sentido que si una trayectoria es direccionada de p, a ps en U entonces su

imagen es dirigida de H(p,) a H(py) en V.

Si el homeomorfismo H preserva la parametrizacion en el tiempo en-

tonces los sistemas (1.1) y (1.6) se dicen ser topolégicamente conjugados en

una vecindad del origen.

=772

AN

Figura 1.2: Sistemas Topoldgicamente Conjugados
Ejemplo 1.1. Considere los sistemas lineales £ = Az y ¥y = By con

-1 -3 2 0
A= : y B=
-3 -1 0 —4



Sea H(z) = Rz, donde la matriz

R 111 - y R = 1 1 1

V2|11 V2| 11
entonces B = RAR™! ysea y= H(z)=Rr o z =Ry entonces nos resulta
9= RAR 'y = By luegosi z(t) = e*zq es solucién del primer sistema, a través
de’ zo entonces y(t) = H(z(t)) = Rz(t) = Retzy = eP*Rxy es la solucién
del segundo sistema a través de Rzxgy; es decir H mapea trayectorias del primer
sistema sobre trayectorias del segundo sistema y preserva la parametrizacié puesto
que HeA =eP'H . El mapeo H(r) = Rz es simplemente una rotacién a través
de un angulo de 45° y es claramente un homeomorfismo. Los retratos de fase de

estos dos sistemas son mostrados en la figura 1.2.
La prueba del siguiente teorema se encuentra en Perko [7] Pag. 121.

Teorema 1.2.1. (Teorema de Hartman-Grobman) Sea D un subconjunto abierto de
R" conteniendo el origen, sea X € C*(D) y sea g; el flujo del sistema no lineal (1.1).
Supongamos que el origen 0 es un punto singular hiperbélico de (1.1) y la matriz
A = DX(0) es hiperbélica. Entonces eziste un homeomorfismo H de un conjunto
abierto U que contiene al origen 0 sobre un conjunto abierto V conteniendo al origen
tal que ¥ po € U, eziste un intervalo abierto Iy C R™ conteniendo el origen tal que
para todo po € U y t € Iy
H o py(x0) = e H (o)

es decir mapea trayectorias de (1.1) cerca del origen sobre trayectorias de (1.6) cerca

del origen y preserva la parametrizacion por el tiempo.

Ejemplo 1.2. Considere los sistemas

Y= y+z _ y=y



la solucién z(0) = zo, y(0) = yo del primer sistema es dada por

z(t) = zoe*

2
y(t) = yoet + %g-(e‘ — e~ %)

. 2
entonces en el contexto H(z,y) = (z,y + %) Los diagramas de fase para ambos

sistemas se muestran en la figura 1.3.

H

A \

Figura 1.3: Sistemas Topoldgicamente Equivalentes

De ahora en adelante, nos dedicaremos a estudiar inicamente sistemas

auténomos planos, salvo se manifieste lo contrario.

1.3. Puntos Singulares Simples en R?.

Para el sistema (1.1), un punto singular Py de este sistema se define
como una silla, sumidero, fuente, si DX (P,) tiene autovalores con parte real
positiva y negativa, si sus autovalores tienen parte real negativa y si sus autovalores

tienen parte real positiva, respectivamente.



Si consideramos el sistema (1.1) en el plano, éste se puede escribir como

;= Pz,
b = Py w7
y = Q(z,y)
llevando a coordenadas polares el sistema se convierte en
7 = P(rcosf,rsenf)cosf + Q(rcosf,rsenf)send (18)

‘ r = Q(rcosf,rsend)cosd — P(rcos,rsenb)senf

Asumimos que py € R? es un punto singular aislado del sistema no
lineal (1.8), el cual ha sido trasladado al origen. r(¢,79,6) y 6(¢,70,60) denotara la

solucién del sistema no lineal (1.8) con r(0) = o y 6(0) = 6o

Definicion 1.3.1. El origen es llamado un centro (figural.f(a)) para el sistema
no lineal (1.8) si existe un 6 > 0 tal que cada solucion de (1.8) en una vecindad

reducida V5(0) — {0} es una curva cerrada con el origen en su interior.

(a)
Figura 1.4: (a) Centro, (b) Foco Inestable.

Definicion 1.3.2. El origen es llamado un foco estable para el sistema no lineal
(1.8) si existe un 6 > 0 tal que para 0 < 19 < § y Oy € R, 7(¢,70,6p) — 0 y

|0(¢, 70, 60)| = 00 cuando t — oo.

10



Es llamado foco inestable (figura 1.4(b)) sv r(t,r0,60) — 0 y

_|6(t,70,60)| = 00 cuando t - —oo.

Cualquier trayectoria de (1.8) el cual satisface r(t) — 0 y |6(¢)] > oo

cuando t — oo se dice que espirala en torno al origen cuando t — %oo.

Definicion 1.3.3. El origen es llamado un nodo estable para el sistema no lineal
(1.8) si eziste un 6§ > 0 tal que para 0 < ry < § y Oy € R, r(t,70,6p) — 0 cuando
t — oo ylimy,o0 0(t, 70, 0p) eziste; es decir cada trayectoria en una vecindad reducida
del origen se aprozima al origen a lo largo de una linea tangente bien definida cuando

t — o0o.

El origen es llamado un nodo inestable (figura 1.5(a)) si v(t,70),60 — 0

cuando t — —oo y lim;_,o 0(t,79,60) eziste para todo 9 € (0,6) y 6y € R.

El origen es llamado un nodo propio para (1.8) si es un nodo y si cada

rayo que atravieza el origen es tangente a alguna trayectoria de (1.8).

— 4

(a) (b)
Figura 1.5: (a) Nodo Inestable, (b) Silla.

Definicién 1.3.4. El origen es llamado una silla topolégica (figura 1.5(b)) para el
sistema no lineal (1.8) si eziste dos trayectorias Ty y 'y las cuales se aproziman al
origen cuando t — oo y dos trayectorias I'3 y I'y las cuales se aproriman al origen

cuando t = —oo ademds si eziste un § > 0 tal que todas las otras trayectorias las

11



cuales empiezan en una vecindad reducida del origen V5(0) — {0} dejan V5(0) — {0}

~cuando t = +oo.

Las trayectorias especiales I'y, 5, '3 y 'y son llamadas separatrices.

La prueba del siguiente teorema se encuentra en Sansone [8).

Teorema 1.3.1. Sea E un subconjunto abierto de R? conteniendo el origen y sea
X € CY(E) con X(0) = 0, supongamos que el origen es un centro para el sistema
lineal (1.8) con A = DX(0). Entonces el origen es un centro ¢ un centro-foco ¢ un

foco para el sistema no lineal (1.1).

Corolario 1.3.1. Sea E un subconjunto abierto de R? conteniendo el origen y sea
X analitico en E con X(0) = 0, supongamos que el origen es un centro para el
sistema lineal (1.6) con A = DX (0). Entonces el origen es un centro ¢ un foco para

el sistema no lineal (1.1)

1.4. El Sistema Homogéneo

Definiciéon 1.4.1. Consideremos el sistema

T = Pm(.’l?,y)

(1.9)
Y Qm(z,y)

donde Pn(z,y) ¥y Qm(z,y) son funciones reales definidas en R2, homogéneas de

orden m,m > 1, es decir

Pn(Az, Ay) = A"Pn(2,y), Qm(Az,Ay) = A"Qm(z,y), VAER

el sistema (1.9) se denomina sistema homogéneo de orden m.

Supongamos que el origen O es un punto singular aislado, entonces

integrando podemos conseguir una representacién paramétrica de las trayectorias

12



del sistema (1.9)

T = cexp (/0“ Qm(l,gm(_l;igm(l,v)dv)

Yy = cvexp (/0" Qm(l,f)m(_l;:gm(l’v)dv>

pero como después sucede, la representacion explicita no d4 muchas ideas acerca

(c = cte.)

del comportamiento de las trayectorias, en particular sobre el comportamiento en la

vecindad del punto singular O (y de aquellos en el infinito).

1.4.1. Rayo Invariante. Direccion Excepcional. Nodo Estelar

Si introducimos un sistema coordenadas polares r — 6, con polo en O,

el sistema (1.9) es cambiado a

i =rmZ(0)

: (1.10)
6 =7r""1N()

donde
Z(0) = Qm(cosb,sen ) sen + P, (cosb,sen ) cos b

N(6) = Qm(cosb,sen ) cos§ — Py, (cosb,sen ) sen 6

Una solucién z = z(t), y = y(t) del sistema (1.9) puede también ser considerada

- como una solucién de r = r(t),0 = 6(t) de (1.10) (6 € [0, 27)).

Puesto que se cumple Z2%(0)+N?2(0) = P2 (cosb, send)+Q2,(cosh, senb),

y suponiendo que el origen O es el inico punto singular aislado de (1.9), obtenemos

Z%(0) + N?*(6) >0 (1.11)

13



Para cualquier punto P distinto de O, de argumento 6, indicamos con
@, a € [0,27), el dngulo que el radio vector &3 forma con la tangente positiva en P
a la trayectoria de (1.9) que pasa por P (la tangente positiva significa, orientada de
acuerdo al mismo sentido en que la trayectoria crece). Podemos ver que tal dngulo

no depende del médulo de (ﬁ pero si del argumento 6, puesto que

cosa = Z(0)[P2(cos 8, sen 8) + Q2 (cos 0, sen )]~ (1.12)
sena = N(0)[P2(cosf,sen ) + Q2,(cos 0, sen )]~ 2
De (1.12) vemos que los rayos que parten de O, sin considerar el ori-
gen, son isoclinas (lineas de igual pendiente) para la familia de trayectorias del
sistema (1.9). Si para uno de tales rayos conseguimos o = 0, el rayo mismo serd una
trayectoria y lo llamaremos rayo invariante; también el rayo en la direccién
opuesta es un rayo invariante. Por (1.12) el argumento de los rayos invariantes son
obtenidos de la ecuacién

N(9) =0 (1.13)

Definicién 1.4.2. La direccion con dngulo polar 6y, 6y € [0,27) es llamada una

direccion excepcional para el sistema (1.8)

£ = P(z,y)
y = Q(xay)

relativo al punto singular aislado 0, si eziste una sucesion A, = (r,,0,), (n =

1,2,...) de puntos, tales que r, — 0,6, — 6y y tal que si tan o, denota la tangente
PR

del dngulo oy, entre la direccion de OA,, y la direccion del vector (P, Q) en el punto

A,, entonces tan,, — 0.

Los puntos A, no necesariamente todos pertenecen a la misma
trayectoria; pero si existe una trayectoria de (1.8) el cual tiende a O con una tangente

tendiendo a cierta direccion, entonces esta direccién es excepcional.
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De otro lado, si la ecuacién (1.13) es idénticamente satisfecha entonces
todos los rayos de O son rayos invariantes, el punto O seré llamado nodo estelar.
En este caso, por (1.11), Z(#) nunca se anula, entonces cuando ¢ crece, si Z(8) es
negativa, de (1.10), todos los radios se dirigen a O ; pero si Z(f) es positivo, todos
los radios se dirigen a O pero en la direccidn opuesta. El nodo estelar serd llamado

respectivamente estable o inestable.

Si suponemos que P, (z,y) ¥y @Qm(z,y) son de la forma

P (, y)
Qm(z,y) = boz™ +biz™ ly+ -+ + b1 Zy™ ! + bpy™

aoz™ + 1™ Y + -+ A1 Y™+ amy™

Il

donde a;, b; son constantes reales, la ecuacién correspondiente a (1.13) es
2Qm(2,y) — yPn(z,y) =0 (1.14)
esta ecuacion puede ser escrito como:
boz™* ! + (b — ag)z™y + (b — a1)z™ 2 + - + (b — Am—1)TY™ — apy™ 1 =0
Por lo tanto, si esto es idénticamnete satisfecho, P, y @,, tienen la forma

Pm(xay) = TAma
Qm(e,y) = YAm-1

Az = apz™ l+a 2™ 2y +.--+ (I

Si, como fue asumido, el origen O es un punto singular aislado, A,,—; no puede
admitir divisores reales de primer grado y (1.14) puede ser idénticamente satisfecho

solo si m es impar.
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1.4.2. El Centro y el Foco

Para que el origen O sea un centro es necesario que (1.13) no tenga
raices reales, en otras palabras que N () tenga siempre el mismo signo y entonces
debe existir un nimero d > 0 tal que |N(0)| > d, 6 € [0, 27). Podemos asumir sin
pérdida de generalidad due N(0) es positivo; si fuera negativo debemos cambiar ¢
por —t. Cada trayectoria del sistema (1.10) puede ser representada en su totalidad

en la forma 7 = (@), donde (@) es una solucién de la ecuacién

adr _ 2(0)

48~ N(8)

integrando entre 0 y 6 tenemos

% Z(a
r(0) = r(0) exp ( i %-da)

y consecuéntemente, cuando # — oo, las trayectorias giran alrededor del origen

infinitamente; pero desde que O es un centro tenemos r(27) = 7(0), es decir

27 Z(a) _
: m—da =0 (1.15)

Esta condicién, junto con la otra N () # 0, es también suficiente para que O sea un

centro.

Si (1.15) no es valido, puesto que se cumple

T(2n7) = 7(0) exp (n | N(a)da)

entonces la sucesién r(2n7),n = 1,2,3,... se aproxima a cero si la iltima integral

€S menor que cero y se aproxima a +oo si esta integral es mayor que cero.

Las trayectorias tienen el comportamiento de espirales como en el caso

del foco para el sistema lineal; por esta razén podemos decir otra vez que O es un
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foco para el sistema homogéneo (1.9). Lo llamaremos estable si espirala en torno de
Q cuando ¢t — +o00, inestable si espirala en torno al origen cuando ¢ — —oo. Los

dos casos correponden respectivamente a la primera y segunda desigualdad

0)/2,, Z(O‘)da<0 N(6) Oh%d >0

Si Py, y Q. son polinomios homogéneos de grado par, la ecuacién (1.13)
tiene al menos una raiz real; por lo tanto podemos tener un centro o un foco, cuando

P,. y Qm son polinomios homogéneos sélo si su grado comin es impar..

1.5. Puntos Singulares no Simples en R?

Asumamos que el origen O es un punto singular aislado del sistema
plano (1.8)
T = P(z,y)
v = Qz,y)
donde P y @ son funciomes analiticas en una vecindad del origen. Sea A la matriz

de linealizacién del sistema (1.8) en el origen (A # 0).

En esta seccién veremos el caso cuando el punto singular no es simple,
es decir det(A) = 0; a estas singularidades también se les denomina singularidades

miiltiples.

Cuando esto sucede, tenemos dos posibilidades, primero que la matriz

A tenga un autovalor nulo y segundo que sus dos autovalores sean nulos.

Antes de empezar el andlisis, definamos nuevos puntos singulares, los

cuales se presentan en este caso.

Definiciéon 1.5.1. Un sector el cual es topoldgicamente equivalente al sector

mostrado en la figura 1.6(a) es llamado un sector hiperbdlico.
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Un sector el cual es topoldgicamente equivalente al sector mostrado en

la figura 1.6(b) es llamado un sector parabdlico.

Un sector el cual es topoldgicamente equivalente al sector mostrado en

la figura 1.6(c) es llamado un sector eliptico.

Las trayectorias las cuales descansan sobre la frontera de un sector

hiperbdlico son llamadas separatrices.

v

(a) (b) (c)

Figura 1.6: Sectores: (a)Hiperbdlico, (b) Parabdlico, (c¢) Heliptico

Definicién 1.5.2. Si tenemos una vecindad reducida del origen que consiste de
un sector eliptico, un sector hiperbolico, dos sectores parabélicos y dos separatrices,

entonces el origen es llamado un punto singular con un dominio eliptico.

Una Silla-nodo consiste de dos sectores hiperbdlicos y un sector

parabdlico (como también las tres separatrices y el punto singular).

St tenemos una vecindad reducida del origen que consiste de dos sectores

hiperbolicos y dos separatrices, entonces el origen es llamdo una cispide.

Analicemos primero el caso cuando la matriz A tiene un autovalor cero,

es decir traA # 0. En este caso, el sistema (1.8) puede ponerse de la forma

= pa(z,y)
y= y+a(z,y)

(1.16)
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donde p; y g2 son analiticas en una vecindad del origen y tiene expansiones que
empiezan en términos de segundo grado en z e y; el siguiente teorema es probado

en Andronov [1] Pag. 340.

Teorema 1.5.1. Sea el origen un punto simgular aislado para el sistema analitico
(1.16). Sea y = ¢(x) la solucidn de la ecuacion y + ¢2(z,y) = 0 en una vecindad del
origen y considere la expansion de la funcion o(x) = pa(z, ¢(z)) en una vecindad de

z =0 tiene la forma ¢(z) = @™ +...---... donde m > 2 y ap, # 0. Entonces

1.) Cuando m es impar y a,, > 0, el origen es un nodo inestable.
2.) Cuando m es impar y a,, < 0, el origen es una silla (topoldgica).

3.) Cuando m es par el origen es una silla nodo. Si a,, < 0 los sectores
hiperbdlicos estdn a ambos lados del eje z+ y si a,, > 0 estdn a ambos

lados del eje z~.

Consideremos el caso cuando A tiene dos autovalores cero; es decir
traA = 0, pero A # 0. Este caso es mostrado en [1] pag. 356; el sistema (1.8) puede

ponerse de la forma “normal”

T= y

| 2 (1.17)
g = axz®[1+ h(z)] + baz"yly + 9(2)] + ¥’ R(z,y)

donde h(z), g(z) y R(z, y) son analiticas en una vecindad del origen, h(0) = ¢(0) = 0,
k > 2,ar # 0y n > 1. Los dos siguientes teoremas son probados en [1] pag. 357-382

Teorema 1.5.2. Sea k=2m+1 conm > 1 en (1.17) y sea A = b2 + 4(m + 1)a.

Entonces si a > 0 el origen es una silla topoldgica. Siar < 0, el origen es:

1.) Un foco o un centro si b, =0 y también sib, 0 yn>m osin=m

yA<O0.
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2.) Un nodo si b, # 0, n es un nimero par n < m y también si b, # 0, n

es un nimero parn=m y A > 0.

3.) Un punto critico con dominio eliptico si b, # 0, n es un nimero impar

n < m y también si b, # 0, n es un nimero imparn =m y A > 0.

)
A

(a) (b) (<)
Figura 1.7: (a) Dominio eliptico, (b) Silla nodo, (c) Cispide.

N

Teorema 1.5.3. Sea k =2m con m > 1 en (1.17). Entonces el origen es

1.) Una cuspide si b, =0 y también si b, # 0 y n > m.
2.) Una silla nodo st b, #0 yn < m.
Ahora consideremos el caso cuando la matriz de linealizacion del sistema

(1.8) es la matriz nula (el sistema (1.8) no tiene parte lineal). En este caso el sistema

(1.8) puede ser escrito de la forma

z= Pm(x’y)+¢($,y)
7= Qm(z,y)+ o(z,9)

(1.18)

donde m > 2; P,(z,y) y Qm(z,y) son polinomios homogéneos de orden m; ¢(z, y)

y ©(z,y) son de grado mayor que m y O es un punto singular aislado.

El siguiente teorema es demostrado en [1] pag. 331.
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Teorema 1.5.4. Cualquier semitrayectoria del sistema (1.18), el cual tiende al

punto singular O es una espiral o tiende a O en una direccion bien definida 6.

St al menos una semitrayectoria del sistema es una espiral tendiendo a
O cuando t = +oo (6 cuando t = —o0) entonces toda trayectoria pasando a través
de cada punto de una vecindad de O son también espirales (O es un foco estable o

inestable).

St TQm(2,y) — yPm(z,y) # 0, toda direccion 6 a lo largo-del cual las

semitrayectorias tienden a O satisfacen la ecuacion
Qm(cosb,sen ) cosd — Py, (cosf,senf)senf =0
Si 2Qm(z,y) — yPr(z,y) = 0, el sistema toma la forma

z= zAm—l(xv y) + ¢($’ y)

(Am-1(z,y) #0
@= yAm-—l(zv y) +<p(:c,y) ey )

En este caso, para toda direccion no singular 6 (es decir, la direccidn no satisface la
ecuacion Am—1(z,y) = 0), existe exactamente una trayectoria tendiendo a O en la

direccion 0.

St 0 es una direccion singular, puede ser que no exista 6 puede haber

un nimero finito 0 infinitas semitrayectorias tendiendo a O en la direccion 60

Ejemplo 1.3. Determine el tipo de singularidad que presentan los puntos singulares

del siguiente sistema
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Puesto que b # —1, el sistema no tiene factor comin. Los puntos sin-

gulares del sistema son
Ay =(0,0), A;=(1,0), y A3=(0,1),

Los respectivos determinantes de las matrices de linealizacién, D; en cada punto
singular A; son

D, =1, Dy,=0, Y D3=—(1+b);é0.

Por lo tanto A; es un nodo estelar; si b > —1, A3 es una silla en caso contrario es

de tipo nodal. Veamos qué singularidad presenta A; = (1,0).

Para usar el teorema 1.5.1, trasladamos A, = (1,0) al origen (hacemos

u =2z — 1,v = y); el sistema anterior se puede escribir como

v = —v(u+v)

t=—(u+1)(u— bw)

el segundo miembro de la segunda ecuacién diferencial tiene parte lineal en términos

de u, asi que igualamos a cero y hallamos u = f(v).
Los casos posibles son u = —1 y u = bv.

Para u = —1 el segundo miembro de la primera ecuacién diferencial
resulta g(v) = v — v? lo cual no puede ser puesto que g(v) debe ser de grado mayor

o igual a dos.

Para u = bv conseguimos g(v) = —(1 + b)v? lo que nos indica que el

punto singular A, = (1,0) es un punto semisilla nodal. Por lo tanto tenemos:

s Si b > —1 el eje positivo vt de A, es una regién parabdlica y el eje

negativo v~ es una regién hiperbdlica.
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= Sib < —1 el eje positivo v+ de Ay es una regién hiperbdlica y el eje

negativo v~ es una regién parabdlica.

1.6. Puntos Singulares en el Infinito

Consideremos el sistema plano (1.8)

T = P(z,y)
v = Qz,y)

donde P(z,y) y Q(z,y) son polinomios en z e y con coeficientes reales; para estudiar
sistematicamente el comportamiento de una trayectoria en el infinito es conveniente,

seglin Poincaré, representar el plano z — y sobre la esfera X.

Consideremos para este propodsito un sistema de ejes cartesianos or-
togonales u — v — 2 donde el plano £ — y es el plano z = 1 en este sistema. Los ejes
u — v son paralelos a los ejes x — y los cuales suponemos tienen su origen en el punto

(0,0,1).

Figura 1.8: La Proyeccién Central.
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Tomamos la esfera ¥ del espacio u — v — z con centro en el origen de
coordenadas y radio 1.

w+vP+22=1 (1.19)

su interseccion con el plano z = 0 es el circulo mayor, llamado el Ecuador, el cual
divide a la esfera ¥ en dos hemisferios H, y H, caracterizados por z > 0y z < 0

respectivamente.

Si P = (z,y,1) es un punto del plano z — y a una distancia finita y
P; = (uy,v1,21) y Po = (ug, vg, 22) son respectivamente los puntos donde el rayo O—lg

corta a H, y H,, entonces

'U'i_ﬁ:' L
=3 z, (1=1,2)

y por (1.19) se cumple que u? +v? + 22 = 1 si ponemos r = (z2+12+1)z, (r>0),

entonces
T Y 1 T Y 1
Up=— YU=—, 21=—; Up=——5 V2=——y 2p=——
T T T T T T
. Uj U; )
esdecir z=—, y=—, (1=1,2).
23 23

Llamamos a P, y P, la imagen de P sobre H, y H, respectivamente,

esta transformacion puede ser representada como:

, yzz, w0l +22=1 (1.20)

Por esta representacion cualquier curva v a una distancia finita del
plano z — y tiene por imagen dos curvas 7y; y 2 simétricas con respecto al centro de
3, las cuales no cortan al Ecuador; los puntos en el infinito del plano z — y tienen

su imagen sobre el Ecuador y reciprocamente.
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Una linea del plano z — y es representada por dos semicirculos de H; y
H, con extremos sobre el Ecuador; un sistema de lineas paralelas en el plano z — y

por un sistema de semicirculos de Hy y Hs.

Ahora supongamos que en el sistema (1.8), P(z,y) y Q(z,y) son dos

polinomios en z, y de grado 2, con coeficientes reales y sin factor comin real.

Aplicando (1.20) tenemos

PR, ory-Btnd

donde P»(u,v,2) y Q2(u,v, z) son polinomios homogéneos de grado 2 en u, v y =z.
De (1.8) tenemos —Q(z, y)dz + P(z,y)dy = 0, ademas por (1.20)

dr — zdu — udz dy = zdv — vdz

22 22

y considerando (1.21) obtenemos
— 2Q3(u,v, 2)du + zPy(u, v, 2)dv + [uQa(u, v, 2) — vPs(u,v,2)ldz=0  (1.22)
Si uQ(u, v, 2) — vP(u,v, 2) no es divisible por z sean
A=-2Q(u,v,2), B=2zP(u,v,2) y C=uQ(u,v,2)—vP(u,v,z2).
Si uQ(u, v, 2) — vP(u,v, 2) es divisible por z sean
A=-Q(u,v,2), B=P(uvz) y C=z"uQu,v,z)—vP(u,v,z))|.
hechas estas denominaciones la ecuacién (1.22) se puede escribir como

A(u,v, 2)du + B(u,v,2)dv + C(u,v,2)dz =0 (1.23)
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considerando el sistema (1.23) la asociamos con
udu + vdv + zdz =0 (1.24)

ademads (1.24) admite la solucién z = 0, u? + v? = 1.

Por otro lado, en los puntos donde la matriz

A(u,v,2) B(u,v,2) C(u,v,2) (1.25)

u v z

tiene rango 2 y por consiguiente en la vecindad de estos puntos, obtenemos de (1.23)

y (1.24) el sistema

B C C A A B
du:dv:dz = : :

v Zz PN ) u v

en el cual, si introducimos un parametro 7, también puede ser escrito como

% = B(u,v,2)z — C(u,v, z)v

dv

— =C(u,v,2)u— A(u,v, 2)z (1.26)
dr

% = A(u, v, z)v — B(u,v, 2)u

Las trayectorias de este sistema cubren el espacio u — v — z. Cada uno
de ellos descansa completamente sobre una esfera concéntrica con . Por (1.20) cada
trayectoria del sistema (1.8) tiene por imagen sobre ¥, dos arcos de trayectoria del

sistema (1.26) simétrica con respecto a O = (0,0, 0) sin puntos sobre el Ecuador.

Llamaremos puntos singulares del sistema (1.23), (1.24) a los pun-

tos (u, v, 2) los cuales son simultdnemente raices de A, B y C. Aquellos puntos donde
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z # 0 son imégenes de puntos singulares del sistema (1.8) y aquellos puntos para
los cuales z = 0, por lo tanto estdn sobre el Ecuador, seran llamados imédgenes de

los puntos singulares en el infinito del sistema (1.8).

Asi, en nuestro sistema tenemos:

a) SiuQq(u,v,z) —vPy(u,v, z) no es divisible por z, los puntos singulares

sobre el Ecuador son los puntos para los cuales se cumple

uQ(u,v,0) — vPy(u,v,0) =0, w*+v*=1 2=0 (1.27)

b) Si uQ,(u,v,2) — vPy(u,v,2) es divisible por z, los puntos singulares

sobre el Ecuador son los puntos para los cuales se cumple

2 uQq(u, v, 2) — vPo(u,v,2)],=0 =0, uw?+v2=1, z=0

P2(ua v, 0) = Oa Q2(ua v, O) = 0.
(1.28)

Si un punto (ug,vg,0), (u3 + v = 1) sobre el Ecuador no es singular
para los sistemas (1.23), (1.24) la tnica solucién del sistema que lo cruza es z = 0;
en efecto la matriz de (1.25) tiene rango 2 en el punto (u,v,0) y por lo tanto (1.23) y

(1.24) es reducible al sistema (1.26) para el cual el teorema de la unicidad es valido.

Si los puntos singulares sobre el Ecuador no lo cubren completamente,

entonces ellos son finitos en nimero y son llamados puntos singulares aislados.

Sea P, un punto singular aislado sobre el Ecuador. Entonces dos arcos
de trayectorias del sistema (1.26) se encuentran en P, y ellos son precisamente dos
arcos del Ecuador. Del teorema de la unicidad mencionado se sigue que las trayec-
torias de (1.26) en una vecindad de P, nunca podrian presentar las configuraciones
de foco o centro. Por otro lado, podemos tener configuraciones de tipo nodal (nodo

con una o dos tangentes o nodo estelar), punto silla o de otros tipos.
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Para conocer el comportamiento de las trayectorias en la vecindad de un
punto singular aislado P, sobre el Ecuador es conveniente proyectar las trayectorias
del sistema (1.26) de centro O de la esfera 3 sobre el plano 7 tangente a ¥ en P,
y estonces analizar el comportamiento de esta proyeccién sobre 7 en la vecindad de
Py. Si es necesario, por rotacién sobre el eje Z, podemos suponer que P, coincide

con (1,0,0) 6 (0,1,0).

Figura 1.9: La Proyecién Inversa

Asumimos primero que P, = (1,0,0) es el origen sobre el plano 7 de
un nuevo sistema ortogonal de coordenadas 7 - ¢, con ejes paralelos y en la misma
orientacion de los ejes v y 2. Entonces tenemos

=2, (=2 @=Q+r+)T (1.29)

glw

ademas como se cumple que Au + Bv + Cz = 0, obtenemos

% = u"?C(u,v, 2)

(1.30)

T8

= —u"2B(u,v, 2)
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por consiguiente para estudiar el comportamiento de las trayectorias de (1.26) en la
vecindad de (1,0,0) (y por el andlisis anterior, el comportamiento de las trayectorias
de (1.8) en la vecindad del punto en el infinito sobre el eje z) es suficiente estudiar

el comportamiento de la trayectoria de (1.30) en la vecindad del origen.

Andilogamnete, si Py = (0,1,0), y asumimos en 7 un sistema ortogonal
de coordenadas (&, (), con origen en P, y con los ejes £ y ¢ paralelos y con la misma

orientacion que los ejes u y z, tenemos

v¥=01++¢)! : (1.31)

TN
I
!

y en este caso serd suficiente estudiar en una vecindad del origen del plano £-¢, la
vecindad de las trayectorias del sistema

@€ _
5 =Y C(u,v, 2)

(1.32)
dc

-2
=0 A(u,v,2)

Actualmente s6lo es necesario proyectar el hemisferio con z > 0 sobre el
plano xz = 1 y proyectar el hemisferio con y > 0 sobre el plano y = 1 para determinar
el comportamiente del flujo en una vecindad de un punto singular sobre Ecuador
de S2. Esto es porque el flujo sobre S? definido por (1.8) en puntos antipodales
de S? son topoldgicamente equivalentes cuando m es impar y son topolégicamnte
equivalentes con la direccién invertida del flujo cuando m es par (m denota el grado
méaximo de los términos en z e y). Estos resultados son resumidos en el siguiente

teorema.

Teorema 1.6.1. El flujo definido por (1.8) en una vecindad de cualquier punto

singular de (1.8) sobre el ecuador de la esfera de Poincaré S?, excepto los puntos
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(0,%1,0) es topoldgicamente equivalente al flujo definido por el sistema

ty = y2"P (-1-, E) - 2"Q (l,g)
zZ z 2z Z

+3 = ZmHp (1,3)
* z Zz

(1.33)

Similarmente el flujo definido por (1.8) en una vecindad de cualquier punto singular

de (1.8) sobre el ecuador, excepto los puntos (£1,0,0) es topoldgicamente equivalente

al flujo definido por el sistema

+i = £2™Q (1, E) —2™P (l,g)
2z z Z

+% = perlQ (l,g)

(1.34)

Ejemplo 1.4. Determine el flujo sobre la esfera de Poincaré S? definido por el
sistema plano

z = 2+y* -1

y = S(zy—-1)

Este sistema es considerado originalmente por Poincaré. Puesto que
la circunferencia unitaria y la hipérbola zy = 1 no se intersectan, no hay puntos

singulares finitos.

Los puntos singulares en el infinito son determinados por
P. =yd2? -4%) =0 2ryt=1
2Qs(z,y) —yPe(z,y) =y(4z® —¢y°) =0, z°+y°=
Esto es, los puntos singulares en el infinito son

1
Pl .—_(]_,0,0)’P2z _(13230) y P3=

VG

1,—2,0)

2 g
75
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y sus respectivas antipodas Pj, Py y P;. De acuerdo al teorema 1.6.1, el compor-
tamiento cerca de cada singular P; estd determinado por el comportamiento del
sistema

Y = 4y—>522 —y3 +y2?

2 = —z—2y2+ 28

cerca del punto singular @; = (0,0), Q2 = (2,0) y Q3 = (-2, 0) respectivamente.

Note que los puntos singulares en el infinito corresponden a puntos

singulares sobre el eje y, los cuales son determinados haciendo z = 0.

Para el sistema anterior tenemos

4 0 -8 0
Df(0,0) = y Df(#2,0)=

0 -1 0 -5
Entonces de @; = (0,0) es un punto silla y @, = (2,0) y Q3 = (—2,0) son nodos
(impropios) estables. Puesto que m = 2 es par, en este ejemplo, el comportamineto
cerca de los puntos antipodales P], P; y Pj es topolégicamente equivalente al com-
portamiento cerca de P;, P, y P; respectivamente con la direccién del flujo invertido,
es decir P| es una silla y P; y P; son nodos (impropios) inestables. El diagrama de

fase se muestra en la figura 1.10.

Figura 1.10: Sistema con 3 Puntos Singulares en el Infinito.
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1.7. Teoria del Indice

En esta secciéon definimos el indice de un punto singular de un
campo vectorial f de clase C! sobre R? o de un campo vectorial f sobre una
superficie bidimensional. Por una superficie bidimensional, queremos decir una
variedad diferenciable, bidimensional compacta de clase C?. Para un campo
vectorial dado f sobre una superficie bidimensional S, si f tiene un nidmero finito de
puntos singulares py, ..., P, €l indice de la superficie S relativa al campo vectorial
f, It (S), es definido como la suma de los indices de cada punto critico py, ..., Pm
en S. Uno de los hechos mas interesantes de la teoria de indices es que el indice
de la superficie S, It (S) es independiente del campo vectorial f y como veremos,
sélo depende de la topologia de la superficie S; en particular, It (S) es igual a la
caracteristica de Euler-Poincaré de la superficie S. Este resultado es el famoso

teorema del indice de Poincaré.

Empezemos esta seccién con la definicién de Poincaré del indice de una
curva C de Jordan (es decir, una curva C cerrada suave por partes) relativo a un

campo vectorial f de clase C! sobre R2.

Definicién 1.7.1. El indice Iy (C) de una curva de Jordan C relativo a un campo

vectorial f € C'(R?), donde f no tiene puntos singulares sobre C, es definido como
el entero
JANG
Iy (C_ ) =5
donde AO es el cambio total en el dngulo © que el vector f = (P,Q)T hace con

respecto al eje x, es decir, AO es el cambio en

AO(z,y) = arctan %

cuando el punto (z,y) atravieza C exactamente una vez en la direccion positiva.
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El indice It (C) puede ser calculado usando la férmula

1 dy
I;1C = gidarctanﬂ

_ 1 Q(z,y)
= 2ltfi:da.rctan Pz, v)

1 [ PdQ - QdP
2 C P2+Q2

Ejemplo 1.5. Sea C el circulo de radio uno, centrado en el origen y calculemos el

indice de C relativo a los campos vectoriales

g@) = | ,h(x)=[_‘“] y k(a:)=[$

Y z -y

Estos campos vectoriales definen flujos teniendo nodos inestables, un
centro y una silla en el origen respectivamente. El retrato de fase para los flujos
generados por estos cuatro campos vectoriales son mostrados en la Fig.1.11. De

acuerdo a la definicién, tenemos
IgC=1 IhC=1, y IkC=—1

Estos indices pueden también ser calculados usando la férmula mencionada.

(a) (b)

Figura 1.11: Los flujos definidos por los campos vectoriales del Ejemplo 1.5.
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Lema 1.1. Si la curva de jordan C es descompuesta en dos curvas de Jordan,

C =C1 + Cy, como en la figura 1.12, entonces
I; C =1z (C1) + I; (C2)

con respecto de cualquier campo vectorial f de clase C'(R?).

Figura 1.12: La descomposicién de la curva de Jordan en C; + Cs.

Prueba .

Sean p; y p2 dos puntos distintos sobre C' el cual particiona C en dos arcos A; y
Ay como muestra la Fig. 1.12, Ay denota un arco en el interior de C de p;, a p,
y -Ag denota el arco de p; a p; en la direccidén opuesta. Sea C; = A; + Ag y sea
Cy = Ay — Ay, si AO|,4 denota el cambio en el dngulo O(z, y) definido por el vector

f(x), como el punto x = (z, y)T se mueve a lo largo del arco A4 en una direccién bien

deﬁﬁida, entonces AO|_4 =—-A0O|y

I C = AB|4, + AO| 4,

1
ol
= 58014, + AOlay + AO)-g, + 26L]

1
= -—[Ae|A1+AD + A@L‘lz—flo]
2w

1|
= 6], + 26l

34



Teorema 1.7.1. Supongamos que f€ C'(E) donde E es un subconjunto abierto de
R? el cual contiene una curva de Jordan C y no hay puntos singulares de f sobre C

o en su interior. Entonces se cumple que Iy C =0

Prueba

Puesto que f = (P, Q)T es continua sobre E y es uniformemente con-
tinua sobre cualquier subconjunto compacto de E, entonces, dado € = 1, existe un
d > 0 tal que sobre cualquier curva de Jordan C, el cual ests contenido dentro de

un cuadrado de lado § en E.

Tenemos 0 < If (C,) < ¢, entonces puesto que If (C,) es una entero
positivo, ello implica que If (C,) = 0 para cualquier curva de Jordan C, contenida

dentro de un cuadrado de lado 6.

Podemos cubrir el interior de C, Int C, asi como C con un cuadrado
enrejado donde los cuadrados S, y la reja tiene lado de longitud §/2. Escojemos § > 0
suficientemente pequeiio que cualquier cuadrado S, con S,N Int C # 0 permanece

completamente en F y que If (C,) = 0 donde C, es la frontera de S, N Int C.

Puesto que la clausura de Int C es un conjunto compacto, un nimero
finito de los cuadrados S, cubren Int C, digamos S;, j = 1,2,..., N. y por el lema

1.1, tenemos:

(€)=Y I(C;)=0

Corolario 1.7.1. Bajo las hipdtesis del Teorema 1.7.1, st C; y Cy son curvas de

Jordan contenidos en E con C; C C; y si ademads no hay puntos singulares de f

en Int Cy N Ext C, entonces If (C1) = I (C2).

Definicién 1.7.2. Sea f € C'(E) donde E es un subconjunto abierto de R? y
zo € E es un punto singular aislado de f. Sea C' una curva de Jordan contenida

en E y conteniendo a xy y ningun punto singular de f en su interior. Entonces el

35



indice del punto singular z¢ con respecto a f
If (z0) =I5 (C)

Teorema 1.7.2. Supongamos que f € C'(E) donde E es un subconjunto abierto de
R? conteniendo una curva de Jordan C. Entonces si hay sélo un nimero finito de

puntos singulares, T, ...,T, de f en el interior de C, se cumple que

(€)=Y 5 @)

La demostracién del teorema 1.7.2 y de los siguientes se pueden encon-

trar en Perko [7] pdginas 297-305.

Teorema 1.7.3. Suponga que f € C'(E) donde E es un subconjunto abierto de R?

y que E contiene un ciclo I' del sistema

= f(z) (1.35)

entonces se cumple que Iy (I') =1

Observacién 1.1. Para un ciclo separatriz S de (1.35) podemos tomar una sucesion
de curvas de Jordan aproximdndose a S y usando el hecho que sélo tenemos sectores
hiperbdlicos sobre su interior o eaterior, podemos probar que If (Cp) = 1, para n

suficientemente grande, Iy (S) = I;(C,) entonces Iz (S) = 1.

Corolario 1.7.2. Bajo las hipdtesis del teorema 1.7.3, I" contiene al menos un punto
singular de (1.85). Asumiendo que hay sélo un niémero finito de puntos singulares

de (1.85) sobre el interior de I, la suma de estos puntos criticos es igual a 1.

El siguiente teorema muestra la relacion entre el indice de un punto
singular xq de (1.35) con respecto al campo vectorial f y con respecto a su

linealizacién D f(xo) en Xo. Antes veamos el siguiente lema.
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Lema 1.2. Si v y w son dos campos vectoriales continuos definidas sobre una curva

de Jordan C, los cuales nunca tienen direccidn opuesta o son cero sobre C, entonces

I, (C) =1 (C).

Consideremos a x = (z,y)T y

az + by T,y
4 91(z,y)

f(x) = Df(0)x+g(x) =
cz +dy 92(,y)

Decimos que 0 es un punto singular no degenerado de (1.35) si det Df(0) # 0, es
decir si ad — bc # 0 y decimos que |g(x)| = o(r) cuando r — 0 si |g(x)|/r = 0

cuando r — 0.

Teorema 1.7.4. Supongamos que f € C'(E) donde E es un subconjunto abierto
de R? conteniendo al origen. Si 0 es un punto singular no degenerado de (1.35) y
lg(x)|/r — 0 cuando r — 0 entonces Iy (0) = I, (0) donde v(x) = Df(0)z, la

linealizacion de f en 0.

Puesto que el indice de un campo vectorial es invariante bajo
trasformaciones lineales no singulares, el siguiente teorema es una consecuencia

inmediata del teorema 1.7.4.

Teorema 1.7.5. Bajo las hipodtesis del teorema 1.7.4, I; (0) es -1 o +1 de acuerdo
cuando el origen es o no una silla topolégica para (1.35) o equivalente a cuando el

origen es o no una silla para la linealizacion de (1.35) en el origen.

De acuerdo al teorema 1.7.5, el indice de cualquier punto singular no
degenerado de (1.35) es £1. Qué podemos decir acerca del indice de un punto

singular xo de (1.35) cuando det Df(x,) = 0.

El siguiente teorema, dado por Bendixon, responde la pregunta para

sistemas analiticos.
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En el teorema 1.7.6, e denota el nimero de sectores elipticos y i denota
el nimero de sectores hiperbdlicos de denota el nimero de sectores elipticos de (1.35)
en el origen. La prueba de este teorema puede ser encontrada en Andronov [1] pagina

o11.

Teorema 1.7.6. (Bendixzson). Sea el origen un punto singular ai slado del sistema

analitico plano (1.85). Entonces

I,(0)=1+(e;h>

Ejemplo 1.6
El indice de una silla nodo es cero.
El indice de un punto singular con dominio eliptico es 1.
'El indice de una cuspide es 0.

Ahora veamos la teoria del indice para una superficie bidimensional.
Por una superfice bidimensional entendemos a una variedad diferenciable,

bidimensional, compacta de clase C2.

Ahora definamos el indice de S con respecto al campo vectorial f sobre
S. Supongamos que el campo f tiene sélo un nimero finito de puntos singulares

sobre S: p1, P2, - - - Pa.

Definiciéon 1.7.3. El indice de la superficie S con respecto al campo vectorial f

sobre S es igual a la suma de indices en cada punto singular de S:

() =31 ()
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Luego veremos que el indice de una superficie S con respecto al campo
vectorial f sobre la superfice es independiente del campo vectorial f y sélo depende

de la topologia de la superficie.

Usando el hecho que cualquier superficie bidimensional S puede ser
descompuesta en un numero finito tridngulos curvilineos. Esto es referido a la
triangulacién de S. Para una triangulacién de S, sea v el nimero de vértices, [

el nimero de de bordes y T el niimero de tridgulos en la triangulacién.

La caracteristica de Euler-Poincaré de S es definido como el entero

x(S)y=T+v -1

Se puede demostrar que x(S) es una invariante topoldgica el cual es
independiente de la triangulacion y estd relacionada al genus de una supeficie S por

la férmula

x(8) =2(1—-p)

Para superficies orientables el genus p es igual al nimero de “asas” en

la superfice.

Por ejemplo p = 0 para la esfera bidimensional s y p = 1 para el toro

bidimensional T2. Por tanto x(S?) =2y x(T?) = 0.

La caracteristica de Euler también se mantiene para superficies no
orientables tales como el plano proyectivo P y la botella de Klein K. En este caso,
el genus p = ¢q/2 donde la superficie no orientable es topolégicamente equivalente a
la esfera bidimensional con g asas a lo largo de cuya frontera los puntos antipodales

son identificados.

Por ejemplo la caracteristica del plano proyectivo x(P) = 1y la

caracteristica de la botella de Klein x(K) = 0.
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Teorema 1.7.7. (El Teorema del indice de Poincaré) El indice I;(S)de una
superficie bidimencional relativa a cualquier campo vectorial f € C'(S) el cual tiene
a lo mds un ndmero finito de puntos singulares es independiente del campo vectorial

y es igual a la carateristica de Euler-Poincaré; es decir

1;(S) = x(8)

Este teorema trae como consecuencia directa que el indice del plano

proyectivo respecto a cualquier campo vectorial f es igual a 1

L(P)=1

1.8. Estabilidad Estructural

Sea el sistema plano (1.8) (en esta seccién serd llamado (I))

i = P(z,y)

, (1)
¥ = Q(z,9)

definido en una regién D del plano z — y, sea P,Q € C* (es decir continuamente
diferenciable) y sea la frontera de D una curva cerrada simple sin puntos de contacto
con respecto a (I). Por definicén, podemos asumir que las trayectorias de (I) cruzando
la frontera de D lo hace de afuera hacia adentro. Todos los sistemas cuyos campos
(P, Q) satisfacen estas condiciones forman un conjunto X. Ahora en X introducimos

una métrica p como sigue:

Sea otro sistema en X

i = P(z,y)+p(z,y)

(IT)
7 = Qz,y) +q(z,v)
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Entonces definimos la distancia entre (I) y (II) en X como sigue

op| |24
Oy 0z

’ a
o(1, I1) = méx (|p|+ oI+ |—’" +]
D oz

[+

Jq
)

Podemos probar que, bajo tal definicién de métrica, X viene a ser un

espacio de Banach.

Definicion 1.8.1. Si eziste un § > 0 tal que hay un mapeo topoldgico de B en
st mismo el cual lleva trayectorias de (I) en trayectorias de (II) de tal manera que
p(I,II) < 6, entonces diremos que el sistema (I) es un sistema estructuralmente
estable y al sistema (II) un sistema perturbado permisible de (I); yp y q son

llamados perturbactones.

Denotemos con ¥, el conjunto de los sistemas polinomiales de grado
no mayor que n estructuralmente estables en X y sea X, el conjunto de todos los

sistemas que satisfacen las 3 siguientes condiciones:

1. Hay sélo un ndmero finito de puntos singulares en el interior de H
(hemisferio incluyendo el Ecuador, E) y sobre E; todos ellos son puntos

singulares hiperbélicos.

2. En el interior de H hay s6lo un nimero finito de trayectorias cerradas;
E también puede considerarse una trayectoria cerrada cuando no tiene

ningun punto singular.

3. No hay trayectorias que conectan dos puntos sillas, excepto, quizés sobre
E.
Enunciaremos dos teorema cuyas demostraciénes se pueden encontrar

en Ye [11] Pag. 175-189.
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Teorema 1.8.1. X, es un subconjunto abierto y denso de X.

Téorema 1.8.2. Una condicién necesaria y suficiente para que un sistema «

pertenesca a X es que a pertenesca a X,,.
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2 CLASIFICACION TOPOLOGICA GLOBAL
DE SISTEMAS CUADRATICOS
HOMOGENEOS

En este capitulo vamos a clasificar a los sistemas homogéneos de grado
dos. Los sistemas de este tipo no presentan singularidades de tipo nodo estelar,
foco ni centro, como vimos en la seccidn 1.4; es decir si la singularidad es simple sélo
pueden ser de tiposilla (para la cual consideraremos que el determinante de la matriz
de linealizacién es negativa) o de tipo nodal (nodo de una o dos tangentes)(donde

el determinante de la matriz de linealizaci6n es positivo).

Para ello consideremos el sistema cuadratico homogéneo

dx 5 5
= a11x” + @122y + Ay

(2.1)

d
'&% = b]_]_&.,"z o b12&.-"y + b22y2

En este capitulo introduciremos todas las posibles estructuras para el
sistema (2.1) teniendo en cuenta si el segundo miembro de (2.1) tiene o no factor

comun; que de ahora en adelante diremos simplemente con o sin factor comiin.

2.1. El sistema no tiene factor comiun

Si suponemos que el segundo miembro de (2.1) no tiene factor comiin,

tenemos que el inico punto singular es el origen, éste es un punto singular aislado.

Empezaremos haciendo un trabajo preparatorio utilizando la teoria

cualitativa :
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Sabemos que el sistema (2.1) tiene direccién excepcional 8 = 6y, ella

debe satisfacer la ecuacién ( 1.13)
N(6) = Q2(cos 6,sen ) cos @ — Py(cosf,sen f)senf = 0

con  Py(z,y) = anz® + appry +any? y  Qa(z,y) = biix? + bioxy + baoy?

obteniendo

N() = —agysen® 6+ ( byy — a12) sen®fcos O + ( byp —ay1)senfcos® 6 + by co8°0 =0
(2.2)
note que si 6y es una raiz de N () entonces 6y + 7 también es raiz de N(0), este

resultado lo consideraremos en forma implicita.

Puesto que N es de tercer grado, admite al menos una raiz § =6, (6 =
6o + 7); sin pérdida de generalidad podemos asumir que 6, es cero (fy = 7); reem-

plazando en (2.2) obtenemos b;; = 0, el nuevo valor de N(6) es
N(6) =senf [—azz sen? 6 + ( by — ay2) sen fcos O + ( bia — agy) cos® 0] (2.3)
el discriminante del factor cuadratico es igual a

A = (byy — a12)? + 4a(b12 — a11) (2.4)

Reemplazando el valor de b;; = 0 en el sistema inicial (2.1), éste se

reduce a
T = '51111-’14"2 + a12xy + 022'9'2
(2.5)
dy 2
T 12ZY + by
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De otro lado introducimos coordenadas polares a (2.5) obteniendo

dr ay cos® 0 + ajp cos® fsen 6 + ( byz + ags) cos Bsen?6 + byysen®d
rdf ( b1z — a11) cos? fsend + ( byy — a12) cos fsen2d — ag,sendd

note que el denominador es N(0) y Z(0) es el numerador, ambos definidos en la

subseccion 1.4.1.

Z(0) = a1 cos® 0 + a1 cos? Osen 6 + ( bya + ags) cos @ sen? @ + by sen® f (2.6)

obteniendo

dr YA
a6~ N

integrando la dltima igualdad obtenemos

T dr A
@ — [ Z(9)de
/ /a,N“

[/

T =T1exp ( ; %(0)(19) conr, #0y N(6,) #0 (2.7)

de ahi que

de otro lado, para hallar los puntos singulares en el infinito utilizamos las ecuaciones

(1.21) y (1.27)

u Qa(u,v,0) —vPy(u,v,0) =0, u?+’=1 2=0

con ) )
p (u 'u) a11v? + apuv +apv? P(y,v,2)
2’z 22 22
0 (u 'U) _ bipuw 4 byyo? _ Q(u,v,2)
2’z 22 22

resolviendo tenemos la ecuacion

v[( bz — an)u® + ( by — ar2)uv — apv?]=0, uw?+v’=1 2z=0 (2.8)

45



la cual nos permite encontrar todos los puntos singulares en el infinito del sistema
(2.5); observe que el discriminante del factor cuadréitico es A = (by — a12)? +

4ago(b12 — a11) el cual es igual al factor cuadrético de N(6) dado en (2.4).

Para conocer el comportamiento de las trayectorias en el infinito cerca
del punto singular en el infinito de la forma (1,7,¢) = (1,7,0) utilizamos (1.29) y
(1.30).

v z -
n=-, (== Wd=01+7+¢)"
u u
dn 9
I = U C(u,v, 2)
% = —u"2B(u,v,2)

donde B = 2Py(u,v,2) y C =uQs(u,v,z2)—vP(u,v,z).

Reemplazando estos valores obtenemos el sistema

j_z = unlbiz — a1 + (ba2 — G12)n — ag2n’]
j_g = —ufan + a2n+ azn’]

puesto que © > 0 y por lo visto en la seccién 1.1.3, tiene trayectorias coincidentes

con las del sistema

d
d_z = b1z — a1 + (bo2 — a12)n — azn’]
(2.9)
Ed—g = —(lan +a2n+ g2’
dr
la matriz de linealizacién del sistema (2.9) en (1,7, () es
e - 2 0
A(T?, C) _ (b12 o all) += 2(b22 012)71 3022” , (210)
—( (a2 + 2a291m) —(an + a2 + ag2n?)
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puesto que el producto de las raices A; Az de la ecuacién caracteristica de A(n, () es

igual a su determinante, tenemos

MAz = — [(b12 — an) + 2(baz — a12)n — 3azn?] (a1 + a12n + azen?) (2.11)

De la misma manera la utilizamos las ecuaciones (1.31 ) y (1.32) para
conocer el comportamiento de las trayectorias cerca de los puntos singulares en el

infinito de la forma (§,1,¢) = (£, 1,0).

E== (=2 =4+
@€ _ 5
- = v C(u,v, 2)
ac
5 = v A(u,v, 2)

donde A = —2Q3(u,v,2) 'y C =uQ2(u,v,2) —vP(u,v,2).

Reemplazando estos valores obtenemos el sistema

j_f = —v[(b12 — an1)€® + (b2 — a12)€ — az]
T
_jc = —v((b12€ + baa)

=

como en el caso anterior, este sistema tiene trayectorias coincidentes (a excepcién

de la direccidén) con el sistema

j&_'r = —an + (b — a12)€ + (b12 — an1)§”
(2.12)
Z—f_ = ((bgg + b12€)
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La matriz de linealizacién del sistema (2.12) en (&,1,() es

A€, Q) = baz — @12 + 2(b12 — a11)€ 0 (2.13)

b12¢€ baa + b12€

luego es sencillo determinar el producto de las raices A; A2 de la ecuacién caracteristi-

ca de A(&, () en el punto singular en el infinito de la forma (&, 1,()

Mg = [ba2 — a1z + 2(b12 — a11)€][ba2 + b12€] (2.14)

Ahora podemos empezar con nuestro andlisis:

Teorema 2.1.1. Dado el sistema (2.5) sin factor comin, con A = (by — a12)? +
4ag (b1 — a11) < 0. Sea A = ay1(by — ay1), entonces si A > 0 el diagrama de fase

global es como se muestra en la figura 2.2(a) y si A < 0 el diagrama de fase global

es como se muestra en la figura 2.2(b).

Prueba

Tenemos el sistema (2.5)

dz 9 9
P = an1x° + a2y + azy
t

dy

—= = bpzy + byy?

o 12ZY + baoy

observe que a;; # 0, pues de lo contrario tendria factor comin, ademads el sistema

tiene una linea integral y = 0, por lo tanto no tiene ciclos limites.

Puesto que A = (byo — a12)%+4a2(b12—ay1;) < 0 trae como consecuencia
que ag (b2 — a;;) < 0 y en particular que bjs — a;; # 0; como a;; # 0 entonces

A= an(bu - 011) # 0.
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De la ecuacién (2.3) tenemos que N(6) tiene una sola raiz 6y = 0 (6p =

), esto significa que nuestro sistema tiene un par de direcciénes excepcionales.

Expandimos N(6) y Z(0) en series de potencias de 6, en una vecindad

de cero, de las ecuaciones (2.3) y (2.6) tenemos

N(0) = senf [—azsen®d + (by — a1z)send cosd + (biz — a1) cos” )
= (b12 - 0,11)0 + (b22 - a12)02 - a2203 + .
Z(0) = ai;cos® O+ aypcos® fsend + (b12 + ag2) cos fsen?0 + byosen6

= an+ 0,120 + (b12 + 0,22)02 + b2203 + -

puesto que a;; 7 0y b2 — a;; # 0, obtenemos

Z, . Z0) _  ay
ﬁ(e) - N(O) (b12—011)9[1+ |

De la ecuacién (2.7) tenemos

am

0 ; it
T = T1exp —Z—(0)d0 & 1y exp / 4 g9) =r0bi2 —an
o, N o (b2 — an)f

esta relacion nos permite conocer el comportamiento de las trayectorias cerca de la

direccién excepcional 6y = 0 (6 = w). Tenemos dos casos:

1.) Si A = a;;1(b2 — a11) > 0 entonces olimor = 00. En este caso 6y = 0 es
: —

un rayo llamado tipo nodal
2.) Si A < 0 entonces olimor = 0. En este caso 6, = 0 es un rayo llamado
—

tipo aislado

Puesto que %(9 + ) = %(0), respecto a 7, todos resultados en 6

tambien son validos para 6 + 7.



@ (b)
Figura 2.1: Rayos de Tipo Nodal (a) y de Tipo Aislado (b).

Los puntos singulares en el infinito son dados por las races de la ecuacion

(2.8)
’U[(bm s (1.11)‘11;2 + (b22 - 012)%&1) o 022‘1}2] =z 0, u2 -+ 'U'2 = 1, z=10

desde que A < 0 el punto singular en el infinito es dnico e igual P = (1,0, 0).
Por la ecuacién (2.11) el producto de las raices caracteristicas en P = (1,0,0) es

AAg2 = —a11(bi2 — a11) = —A # 0; con lo cual obtenemos

1.) Si A > 0 entonces P = (1,0,0) es un punto tipo silla.
2.) Si A <0 entonces P = (1,0,0) es un punto tipo nodal.

Si A > 0 entonces el diagrama de fase es como muestra la figura 2.2(a);

pero si A < 0 entonces el diagrama de fase es como muestra la figura 2.2(b).4

(b)

Figura 2.2: Sistemas con una Direccién Excepcional
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Teorema 2.1.2. Sea el sistema (2.5) sin factor comin. Si byy — a1 = bz —ay =0
entonces cuando ayya > 0 el diagrama de fase global es como la figura 2.2(b), pero

st ajagn < 0 el diagrama de fase global es como la figura 2.2(a).

Prueba

Con las condiciones dadas, el sistema (2.5) se puede escribir como

dz 2 2
E = anx + ajpxy + Az2Y
(2.15)
dy
at = y(anz + any)

note que para que no exista factor comin se debe cumplir que a;;.a5; # 0; ademaés

y = 0 es una linea integral.

De la ecuacién (2.3), el nuevo valor de N () es

N(6) = —agysen®d

N(6) tiene una tnica raiz 6y = 0(6, = =) triple. Esto significa que nuestro sistema

tiene un par de direcciones excepcionales.

Expandimos N(0) y Z(6) en series de potencias de 6 en una vecindad

de cero, de la ecuacién (2.6) tenemos

N(0) = —da sen3 0
= —0,2293 + -
Z0) = an cos® 8 + a;, cos? fsend + (bia + ag2) cos Bsen®d + byysen’d

= an + a0 + (b2 + 022)92 +boe® + -
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puesto que a;;.a92 # 0, obtenemos

VA _ an
N(G)_ —_a2203[1+"']

De la ecuacién (2.7) tenemos

r=p exp( gg(ﬂ)de)ﬁ“r ex f9~an df ) =r ex ( L )
1 o N =Triexp A 4 0° = T1€xXp 207s0°

De estos resultados podemos conocer el comportamiento de las trayectorias del sis-

tema cerca de la direccién excepcional 8y = 0 (6, = 7). Por lo tanto tenemos:

1.) Si aj1a92 > 0 entonces (}in}]r = 00. En este caso 6y =0 (6y = 7) es un
—’

rayo tipo aislado.

2.) Si aj1a92 < 0 entonces fl)intl)'r = 0. En este caso §p = 0 (6p = 7) es un
._)

rayo tipo nodal.

Los puntos singulares en el infinito son hallados en la ecuacién (2.8),

que en nuestro caso es

0.221}3:0, U2‘|"U2=1, z=1

el dnico punto es P = (1,0,0). Por la ecuacién (2.11) sabemos que el producto

de las raices caracteristicas en P = (1,0,0) es A\ = 0; veamos que sucede en

P =(1,0,0).

Para ello estudiemos el sistema (2.9), el cual en nuestro caso es

dn _ 3

el Qg27]

d

d¢ = —C[a1n + @12 + az2n’]
dr
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la matriz de linealizacién en (0,0) es

0 O
A(0,0) =

0 —al1

el determinante de A es cero pero su traza es diferente de cero, para aplicar el

teorema 1.5.1, llevamos el sistema a su forma estandar

dn _ o 4

dT ap;

dC a2 a22
i Y ; [ Me . e 2
o ¢+ aun+an'n]

por el teorema 1.5.1, obtenemos dos casos

1.) Siaj1a9; > 0 entonces P(1,0,0) es de tipo nodal.

2.) Si aj;a92 < 0 entonces P(1,0,0) es tipo silla.

Los diagramas de fase son como muestra la figura 2.2.4

Teorema 2.1.3. Sea el sistema (2.5) sin factor comin. Sea B = by (aja — byp), st
aze = 0 y by = ay; entonces cuando B > 0, el diagrama de fase global es como se
muestra en la figura 2.4(a) y si por el contrario B < 0, el diagrama de fase global

es como se muestra en la figura 2.4(b).

Prueba

Con las condiciones dadas el sistema (2.5) se convierte en

L z(anc + a12y)
P 11 12Y
(2.16)
dy .
d_gt/ = y_(au:r + bay)
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notamos que ai;.byy # 0y a1 # by, de lo contrario el sistema tendria factor comin,
luego B = byz(a12 — baz) # 0; ademss el sistema tiene dos lineas integrales z = 0 e

y=0.

De la ecuacién (2.3) el nuevo valor de N(6) es
N(#) = (by2 — a12) sen® @ cos @

el cual tiene dos raices 6y = 0 (6 = 7) 6; = /2 (6o = 37/2), esto significa que el

sistema posee dos pares de direcciones excepcionales.

Expandimos N(0) y Z(6) en series de potencias de 6 en una vecindad

de cero, de la ecuacién (2.6) tenemos:

N(#) = (by2 —ajz)sen®fcosb
= (by2 —a12)0% + -

Z(0) = ay;c08° 0+ ajpcos® Bsend + (bya + ag) cosfsen?d + bysen®d
= ay; cos® 0 + ayo cos? Osend + by, cos Osen?6 + byysend

= ai + (1129 + 51292 + 52293 o

puesto que aj; # 0 y by # a2, obtenemos

_ Z(0) _ aii

Z
V= NO) = e T

De la ecuacién (2.7) tenemos

A 4 an ) ( an )
= el o M 4h) =riexp (-t —
r ™ exp ( o N(O)d0> T eXP (/o‘l (b22 . 012)02 ™1 xp (b22 _ a12)0

Ahora podemos conocer el comportamiento de las trayectorias cerca de la direcciéon

excepcional 6y = 0(6p = 7). Por lo tanto tenemos:
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1.) Si aj1(a12 — ba2) > 0 entonces lim r =00y lim 7 =0
0—0+ 00—

Por esto decimos que §, = 0 es llamado rayo alterado de primera
clase.
2.) Si aj1(a;2 — by) < 0 entonces lim r =0y lim r =00
9—0+ 0—0-

Por esto decimos que 6 = 0 es llamado rayo alterado de segunda

clase.

N - .
—— 0=0 _— O=

g 0 ——

Figura 2.3: Rayo Alterado de Primera y Segunda Clase

Expandimos N () y Z(6) en series de potencias de 6 en una vecindad

de m/2, de la ecuacién (2.6) tenemos:

N@) = (b — ai2)sen®6cosd
= —(bx — a12) cos*(§ — 7/2) sen(6 — 7/2)
= —(by —ap)O@—-7/2)+---
Z(0) = a1;cos®0 + a1y cos®fsen b + byscosfsen? § + by sen® §
= bycos®(f — m/2) — bypsen(f — w/2) cos® (6 — 7/2)
+ao sen?(0 — m/2) cos(6 — 7/2) — a1y sen®(6 — 7/2)

= by — bi12(0 — 7/2) + a12(0 — 7/2)* — @11 (6 — 7/2)3 + - -

puesto que B = byy(ajp — bep) # 0 tenemos

Z, . _ ZO) bao
O =N~ Gm—em@—rL
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De la ecuacion (2.7) tenemos que

r = rexp (_/:j_‘\zf(g dﬂ)gnexp (_/: (alz—bz:;?f’_“/g)dﬂ)

)
= (60— 1r/2.) (ﬁ)

Tenemos los siguientes casos:

1.) Si B = bzy(a12 —bes) > 0 entonces olirr}zr =0, luego # = /2 es un rayo
-7

tipo nodal.

2.) Si B < 0 entonces olirr;zr = 00, luego 0 = 7/2 es un rayo tipo aislado.
—T

De otro lado de la ecuacion (2.8) tenemos que hay dos puntos singulares

en el infinito Py = (1,0,0) y P, = (0, 1,0).

Por la ecuacidn (2.11), el producto de las raices caracteristicas en P, es

A1A2 = 0; veamos que ocurre en Py = (1,0, 0). Usamos el resultado (2.9) con lo cual

obtenemos J
ﬁ = (bg2 — a2)n®
d
EC = —(a11 + a12n)¢

la matriz de linealizacion en P, es

0 0
A=

0 —an
la cual tiene determinante nula, pero traza igual a —a;; # 0; por el teorema 1.5.1
sabemos que Py = (1,0,0) es un punto semisilla nodal.
1.) Siay1(ai2—be2) > 0, el eje positivo i de (1,0,0) es una regién parabdlica
y el eje negativo  de (1,0,0) es una region hiperbélica.
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2.) Siaii(ai2—be2) < 0, el eje positivo n de (1,0,0) es una regién hiperbélica

y el eje negativo 7 de (1,0,0) es una regién parabdlica.

Para conocer el comportamiento de las trayectorias en una vecindad
del punto P, = (0,1,0) utilizamos la ecuacién (2.14), con lo cual obtenemos que

MA2 = (b2 — a12)boe = —B # 0, luego podemos decir:

1.) Si B > 0 entonces P, = (0,1,0) es un punto silla.

2.) Si B < 0 entonces P; = (0,1, 0) es un punto nodo.

Combinando los dos casos aj;(aj2 — by2) > 0 0 < 0 y los dos casos
B > 0 o B < 0, conseguimos cuatro casos; sin embargo sélo hay dos estructuras
topolégicamente diferentes. Cuanbo B > 0 el diagrama de fase es como se muestra

en la figura 2.4(a) y si B < 0 el diagrama de fase es como se muestra en la figura
2.4(b).¢

(b)

Figura 2.4: Sistemas con dos Direcciones Excepcionales

Teorema 2.1.4. Sea el sistema (2.5) sin factor comin. Si aze = 0 y (b2 —a11)(a2—
byo) > 0 entonces cuando A = ay; (b2 —an), B = baz(a12 —b22) y C = a11bye —ai2bio
son todos negativos, el diagrama de fase global es como muestra la figura 2.5(a);
cuando dos de ellos son negativos y el otro es positivo, el diagrama de fase global es

como muestra la figura 2.5(b) y cuando dos de ellos son positivos, el diagrama de

fase global es como muestra la figura 2.5(c).
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Prueba

Reemplazando el valor de a;; = 0 en el sistema (2.5) obtenemos

X
_d't— = .’L‘(au.’l,‘ + algy)

dy
i Y(b12z + baoy)

note que ap;.be; # 0 para no tener factor comiin, ademés existe tres lineas integrales

bio —
$=0,y=0ey=£—ﬂ-
a2 — by

De la ecuacién (2.3) tenemos
N(6) = senf cos 6 [(bay — a12)send + (b12 — a11) cosd)

de donde debido a que (b2 — a11)(a12 — bae) > 0 entonces N(6) tiene tres raices:

01 =0 (0, =), 0, =7/2 (6, =3m/2) y 6 (6o + 7) tal que tan6p = = Zu con
a12 — 022

6o perteneciendo a (0, 7/2).
Por el anélisis realizado anteriomente, tenemos:

Si A = aj1(b12 — a11) es mayor que cero entonces ; = 0 es un rayo tipo
nodal y P = (1,0,0) es un punto singular en el infinito tipo silla; pero si es menor
que cero tenemos que 6; = 0 es un rayo tipo aislado y P = (1,0,0) es un punto

singular en el infinito de tipo nodo.

Si B = byy(a12 — be) es mayor que cero tenemos que 6, = m/2 es un
rayo tipo nodal y P = (1,0,0) es un punto singular en el infinito de tipo silla; pero
si es menor que cero tenemos que 8, = m/2 es un rayo tipo aisladoy P = (1,0,0) es

un punto singular en el infinito de tipo nodo.
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De las euaciones (2.6) y (2.3) tenemos que Z(0) y N(6) son

Z(0) = ay; cos® 0 + a2 cos? fsend + by, cos Osen?6 + baysen3d

N(0) = cosfsend [(bia — a11) cos + (ba2 — a12)send)

Desarrollamos Z(0) y N(6) en su polinomio de taylor al rededor de 6y

Z(0) = Z(6)+ Z'(60)(0 — 6o) +
Z(8y) = a1 cos’ B + a1acos? Bysenfy + byo cos Bpsen?dy + bygsendy

= cos® 6, [au + ajotanby + biatan?6y + bzgtan300]

biz — an) (b12 — an1) 2 /(blz —a1) \3]
= COS3 7] + -(12—11 +b (—-—— +b
o R (@12 — b2) 12 (@12 — ba2) 2\ (a12 — b2)/ _|

[a19b12 — @by | (by2 — an1)® ]
b - boo(big —
a2 — b (@12 — 522)3( 12(012 = 022) + b2 b1z — aun))

= cos® @

bio — a1 b
cos® 00a1(2a 122 b2121)322 [(@12 — by2)? 4 (b2 — an)?] #0
1 —

de la misma manera para N(6)

N
S
I

N(8) = N(6o)+ N'(60)(6 — 6o) + -
— 04 N'(66)(6 — 60) +
N'(0) = —sen®0[(bi2 — a11)cosf + (byy — a12)senf] +
cos® O[(b1a — a11) cos @ + (b — ajo)send] +
cos fsenf [—(b12 — ay1)send + (by2 — ay2) cos(6)]
= (bia — a11) cos® 8 + 2(byy — a12) cos? fsend —

2(b12 — a11) cosfsen?d — (byy — a10)send
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desde que (aiz — by)senfy = (b12 — ay;) cos by, tenemos

NI (00) (a12 - bgg)Seneo COS2 0() + 2(b22 — 0.12) COS2 0056!100 —
2(bya — a11) cos Bpsen®6y + (b1 — ay1) cos Bpsen6y

B —(0,12 — b22) COS2 Oosen00 — (b12 — au) COS 008611200

bi2 — a1

= —(a12 - b22) COS2 Goseneo — (b12 - au) COS 90 Cos Gosenﬂo

[(a12 — b32)® + (b1 — an1)?]

a2 — b

= — cos® fpsenb, 0
o5 osen °1 (@12 — ba2) ] #
luego considerando
Z Z(9) Z(6o)
20 = = ] s us
N = §o = vee-w T
__cosbo(anbsz — a12b12) 4]
senﬁg(alg == 522)2(9 = 90)
_ a11ba2 — a12b12 [1 + .. ]

tan 90((112 = 622)2(9 — 90)
De la ecuacién (2.7) tenemos

= ex /8 —Z—(ﬁ)dﬁ = riex l/e( g o e ) - ]
T = T1€exp o N =Tseap 0 tanﬂo(au—bm)z (9_60)

a11be2 — a12b12

r = 1.1(0 _ 00)tan 00(012 - b22)2

Por lo tanto podemos decir que:

1.) Si C = aj1b2e — a12b12 > 0 entonces (,lfnél r = 0. Por tanto, 6 es un rayo
—Uo

tipo nodal.

2.) Si C < 0 entoncea Oh'rgl r = o0o. Por tanto, 6y es un rayo tipo aislado.
—0o
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Ahora hallemos los puntos singulares en el infinito, la ecuacién (2.8) en

nuestro caso es
uv[(bi2 — aj1)u + (ba2 — a12)v] = 0, w+vi=1 z=0
con lo cual obtenemos tres puntos singulares
P, =(1,0,0), P, =(0,1,0) y P>=(1,tan6p,0)

las conclusiones para los puntos Py y P, ya fueron realizados; por lo tanto sélo nos

ocuparemos de P, = (1,tan 6,,0).

De la ecuacién (2.11) obtenemos que el producto de las raices carac-
teristica en P, = (1,tanfo,0) es A\; Ay = —(a11b22 — a12b12) tanfy = —C'tanfy #0 y
dado que tan 6, > 0 tenemos:

1.) Si C > 0 entonces P, = (1, tan 6y, 0) es de tipo silla.

2.) Si C < 0 entonces P, = (1,tanf,,0) es de tipo nodal.

Antes de continuar consideremos lo siguiente
Afirmacién 2.1. Las ezpresiones A =ay; (b2 —a11), B =1by (a12—bx) y C=
a11b23 — a12b12 no son todas positivas a la vez.

Prueba

Suponiendo que A > 0, B > 0y C > 0, ademds sabemos que (b2 —

(111)(012 - b22) > 0.

Si a;; > 0 dado que A = a1 (b2 —ay;) > 0 entonces (b12 —a;;) > 0 esto

implica que a;5 — bay > 0 pero B = byy(a12 — az2) > 0 entonces by, > 0, por lo tanto
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tenemos

512 >a; >0 Y Qe > 522 >0= (112512 > aubgg >0=>C= ﬂ.ubgz — aub;z <0

lo cual contradice lo supuesto.
Si a;; < 0, la prueba es andloga.e

Por la afirmacién 2.1.1 y combinando todas las posibilidades para las
expresiones podemos hallar los diagramas de fase global del sistema, los cuales son

mostrados en la figura 2.5.4¢

Figura 2.5: Sistemas con tres Direcciones Excepcionales.

Para garantizar que un sistema cuadratico homogéneo sin factor comin

no posee mas diagramas de fase que los ya presentados, tenemos el siguiente teorema.
Teorema 2.1.5. El diagrama de fase global para sistemas cuadrdticos homogéneos
sin factor comin tiene siete diferentes estructuras topoldgicas.

Prueba

Las raices de la ecuacién N(6) = 0 nos indica todas las direcciones
excepcionales que puede tener el sistema (2.1). Recalcamos que las raices de N (6)

vienen en pares (0 y 0+ 7 ).
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Por el anilisis realizado al inicio del capitulo, el sistema (2.1) se puede

llevar a la forma del sistema (2.5). Por tanto es suficiente hacer el anélisis para el
sistema (2.5).

Veamos todas las posibles raices de N(6); de la ecuacién (2.3), tenemos

N(6) = senf [—agssen®d + (byz — a12)send cos f + (byy — a11) cos? 6]

1)

N(6) tiene una séla rafz.

N ya tiene una raiz, para que ésta sea la uinica debemos tener que

A<0 6 an#0, bp—a12=0 y bip—an=0

por los teoremas 2.1.1 y 2.1.2 obtenemos dos diagramas de fase.

N () tiene dos raices.
sin pérdida de generalidad podemos asumir que la otra raiz sea 0 = 7/2;
reemplazando este valor en la ecuacién de N(0) = 0 obtenemos ay; = 0,

el nuevo valor de N(8) es

N(8) = sen 6 cos 0[(by2 — a12) sen § + (byz — a1 cos ] (2.17)

tenemos dos casos

2.1) si by — a2 # 0y bia —an =0, en este caso § = 0 seria una raiz
doble y @ = /2 una raiz simple; corresponde al caso desarrollado
en el teorema 2.1.3, con lo cual obtenemos dos diagramas de fase
mas.

2.2) si by — a2 =0y b2 —an #0, en este caso & = 0 seria una raiz
simple y § = 7/2 una raiz doble; el cual tendria el mismo resulta
del teorema 2.1.3, puesto que sélo se intercambian los resultados

entre ) =0y 0 =u/2
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3) N(0) tiene tres raices.
De la ecuacién (2.17) se desprende que (b —ay2)(b12 —@11) # 0 tenemos

dos casos:

3.1) (b2 — a12)(bi2 — a11) < 0, la tercera raiz es 6, tal que tanf, =

ba — @12
P v el cual fue desarrollado en el teorema 2.4, con lo cual
11 — 012

tenemos tres diagramas mas.

3.2) (by — ai12)(biz — a11) > 0, la tercera raiz es ™ — 6y, de la misma
manera que en el teorema 2.4 tenemos los mismos diagramas de

fase. ¢

2.2. El sistema tiene factor comun.

En el teorema 2.1.1 se tiene que para que el sistema no tenga factor
comun se debe cumplir a;; # 0; en los siguientes teoremas también restringen el
valor de algunos coeficientes del sistema, pero todos son casos particulares de la
restriccién del teorema 2.1.1; entonces para conocer el diagrama de fase para el
sistema con factor comin tan sélo debemos estudiar el caso del sistema (2.5) cuando

aip = 0

Teorema 2.2.1. Dado el sistema (2.5), st a;; = 0 entonces el diagrama de fase
global para este sistema tiene diez estructuras topoldgicas diferentes.

Prueba

Tenemos el sistema (2.5)

dﬂ: 2 2
— = a11T° + @122y + a0y
dt

dy ; 2

— =) b

7t 12-’13y-lj 22Y
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reemplazando el valor de a;; = 0, en el sistema (2.5) obtenemos

dz
' = y(a12= + axy)

d
d—f = y(b12z + booy)

y = 0 es una trayectoria singular. Si consideramos el sistema

‘a? = Q12T + a2y
dy
. b2z + b2y

(2.18)

(2.19)

por lo visto en la seccién 1.1.3, el diagrama de fase de (2.18) puede ser ficilmente

determinado a partir del diagrama de fase de (2.19). Por tanto sélo es necesario

estudiar el sistema (2.19).

Sea A = aj2b22 — ag2b12. Tenemos dos casos:

1) A#0

El sistema (2.19) es lineal, puede ser llevado a 6 configuraciones las

cuales son:

11) 2=z U = puy, (Au < 0)

El punto singular (0,0) es un punto silla: sus puntos singulares en

el infinito son P;(1,0,0) y P(0,1,0), ambos son tipo nodal.

12) 2=Xxz g=py, (u>0, A#p)

El punto singular (0,0) es llamado nodo con dos tangentes: sus
puntos singulares en el infinito son P;(1,0,0) y P2(0,1,0), uno es

tipo silla y el otro tipo nodal.

1.3) 2=z + \y Y = Ay, (A #0)

El punto singular (0,0) es llamado nodo con una tangente: su tinico

punto singular en el infinito es P;(1,0, 0), es de tipo semisilla nodal.
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14) £ =Xz U= Ay, (A#0)
El punto singular (0,0) es llamado nodo estelar, todos los puntos

en el infinito son puntos singulares.

15) t=Az—py g=pz+ry, (Ap#0)
El punto singular (0,0) es llamado foco, no tiene puntos singulares

en el infinito.

16) z=—py g=upz, (L#0)
~  El punto singular (0,0) es llamado centro, no tiene puntos singu-

lares en el infinito.

Usando el hecho que y = 0 es una curva singular se puede hallar el
diagrama de fase para el sistema (2.18) las cuales son mostradas en la

figura 2.6.

Figura 2.6: Sistemas Cuadraticos con Factor Comin y = 0.
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2) A = 0. Tenemos dos subcasos:

21) Qo2 = 0.

El sistema (2.18) se puede escribir como

dz
- = 012.']23}

dt
(2.20)

dy
— = (b b

dt (br2x + ba2y)y

y = 0 es una trayectoria singular; podemos simplemente estudiar

el sistema

dz
— = a12%

dt
(2.21)

dy
e b12T + b2y
ademas A = a;5by9 = 0, entonces tenemos tres casos:

2.1.1) ajp = 0 y b22 # 0

El sistema (2.21) se puede escribir como

dz

T 0

d

d—g; = me + bzgy

Si b1, = 0, y?> = 0 es una curva singular adema4s el sistema tiene
un punto singular en el infinito (1,0, 0) y el diagrama de fases
de este sistema estd formado por lineas verticales paralelas
como se muestra en la figura 2.7(a).

Si bya # 0, el sistema tiene 2 trayectorias singulares: y =0 y
biox+boyy, el diagrama de fase del sistema (2.20) estd formado

por lineas paralelas como se muestra en la figura 2.8(a).
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212) Q12 7‘5 0 y b22 =0.

El sistema (2.21) se puede escribir como

&t = 0127
dy
i biox

tenemos otra trayectoria singular z = 0.

(b)

Figura 2.7: Sistemas Cuadraticos con una Linea Singular

Si b2 = 0 el diagrama de fases de (2.20) esta formado por

lineas horizontales paralelas, topolégicamente equivalente a

como muestra la figura 2.8(a).

Si by2 # 0 el diagrama de fases de (2.20) estd formado por

lineas oblicuas paralelas como se muestra en la figura 2.8(b).

p

——
—

o

e

_.-I-f/

~—

g

Figura 2.8: Sistemas Cuadraticos con dos Lineas Si
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213) Q12 = 0 y b22 = 0.

El sistema (2.21) se puede escribir como

dzr

E =0

d

E::‘ = biozy

este sistema tiene dos lineas integrales x =0 e y = 0.
El diagrama de fases de (2.20) est4 formado por lineas verti-

cales paralelas, como muestra la figura 2.8(a).

2.2) a2 # 0. El sistema (2.18) se puede escribir como

dz
= (@122 + any)y
(2.22)
d b
d—g = ai;(alg:r + ag0y)y

este sistema tiene como trayectorias singulares a y = 0 y a2z +

azy = 0. Por lo visto en la seccion 1.1.3 sélo es necesario estudiar

el sistema
d_,
dt
dy _ b
dt Q29

Si bgg.a12 # 0 el diagrama de fase de (2.22) estd formado por lineas
oblicuas paralelas topoldgicamente eqivalente a como muestra la
figura 2.8(b).

Si a;2 = 0 el diagrama de fase de (2.22) estd formado por lineas

oblicuas paralelas, topolégicamente equivalente al de la figura

2.7(a).
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Si bye = 0 entonces el sistema (2.22) se escribe como

dx

ik (@127 + az2y)y
dy

pi 0

el diagrama de fases para el sistema (2.22) estd formado por lineas

horizontales paralelas, topolégicamente a como muestra la figura
2.7(b).

Si @12 = 0y by = 0 el sistema (2.22) se escribe como

dz _
p7i 22Y
dy

E_O

este sistema tiene una linea integral y? = 0, el diagrama de fase
para el sistema (2.22) estd formado por lineas horizontales parale-
las, como en la figura 2.7(b).

De todos estos casos tenemos diez estructuras topolégicas diferentes. ¢

Observacion: En todas las figuras dadas en este capitulo se consideraron en una

sola orientacion, también se debe considerar con la orientaciéon opuesta.
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3 ESTRUCTURA GLOBAL DE SISTEMAS

CUADRATICOS CON UN PUNTO NODO
ESTELAR

En este capitulo describiremos todas las diferentes estructuras
topolégicas que puede presentar un sistema cuadratico que tiene un punto singular

de tipo nodo estelar.
Consideremos los siguientes lemas:

Lema 3.1. El sistema de la forma

d
Ex =x+ bo.’L’2 + blfl:’y + b2y2
(3.1)
dy _ 2 2
. + apz” + a1y + a2y

no cambia después de cualquier transformacidn lineal no singular.

La prueba de este lema es un resultado de la teoria de sistemas de
Jordan.
Lema 3.2. Una condicion necesaria y suficiente para que el origen, en un sistema

cuadrdtico, sea un punto estrella nodal es que el sistema posea la forma (8.1)

La prueba de este lema es una aplicacién del teorema de Hartman

Grobman.

En adelante llevaremos a cabo nuestra discusién por separado, de

acuerdo al niimero de puntos singulares finitos (o puntos singulares simplemente).
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3.1. El sistema tiene cuatros puntos singulares

Supongamos un sistema cuadratico general que tenga cuatro puntos
singulares finitos; al formar un cuadrildtero con estos puntos como vértices existe
una relacion entre el cuadrilatero resultante (céncavo o convexo) y las propiedades

del punto singular, como lo muestra el siguiente lema.

Lema 3.3. Consideremos un sistema cuadrdtico con cuatro puntos singulares sim-
ples. Si el cuadrildtero formado con estos puntos como vértices es convezo, entonces
dos puntos singulares opuestos son puntos sillas, y las otras dos no son -puntos silla
(nodal, foco o centro). Si el cuadrildtero es céncavo, entonces los tres puntos sin-
gulares externos son puntos sillas (puntos no sillas) y el punto singular interior en

punto no silla (punto silla)

Prueba.

Supongamos un sistema cuadratico general

dz
E = aT + ay + aumz + a1y + a22y2

d
(—1% = bz + boy + b117” + biozy + baoy?

con cuatro puntos singulares:
0(0,0), Ai(1,0), Ax(a,8) y As3(0,1)

sin pérdida de generalidad podemos suponer que los puntos singulares son los vértices

de un cuadrilatero, entonces o, 3 > 0, «a + 3 # 1; reemplazando estos valores en
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(3.2) se debe satisfacer las siguientes relaciones

Por A4, aj+a;p =0 y b +b;=0

Por A; aia+ a2 + ane® + a1208 + af? =0
bra + b + b1a? + byaf + by /2 =0

Por A3 ay+ax=0 y by+byp=0

de donde reemplazando las igualdades

a;; = —aa, by = —b

an = —az, by =—b

se tiene

(a=1)

@2y iy
B M o

segun esto el sistema (3.2) se transforma en

a2 = a

b12 = bl

d
d_:: = —a1z(z — 1) — agy(y — 1) + arazy
(3.3)
dy
5™ —biz(z — 1) — bay(y — 1) + biazy
luego si hacemos en el sistema (3.3)
-1 a—1
P1= —Q1 P2 = —az p3='012=—P2 o — D1 3 34
B—1 a-—1 (3-4)
q=-b @=-b @G=br=—-0 il 5
el sistema (3.3) en términos de p; y ¢; (2 = 1,2, 3) viene a ser
dz
e mz(z — 1) + p2y(y — 1) + pszy
(3.5)

d
& = aa(z = 1)+ ayly— 1) + gy
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La matriz de linealizacién de (3.5) en el origen O es

A(0,0) =

la cual tiene determinante Dy = p;gs — paq1 = a4 by — ay by # 0, pues los puntos

singulares son simples.

Similarmente encontramos la matriz de linealizacién del sistema (3.5)

en el punto singular (z,y)

—p1 +2p1T + p3y  2p2y — pa + p3x
Az,y) =

21z — 1 +q3y 2qy — g2+ @3z

evaluando A(z,y) en A; se obtiene la matriz

—p2+
@1 —G2+gq3
la cual tiene determinante D; = —p; g2 +P1g3 + P21 — P3qi; reemplazando los valores
P3 ¥ g3 de (3.4) obtenemos
a+pf-1

D1 = —a—Do

operando de igual modo en los otros puntos, obtenemos

Do =q b2 —a2b1

D, = ——MDO
« (3.6)
D2= (a+ﬂ—1)D0
-1
Ds = —%90

aqui se ve claramente que para saber si el punto singular A; es una silla o no, basta
con conocer el signo de D;, pero vemos que esto depende de como es el valor de

a + (3 con respecto a 1 y de Dy. Veamos
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1.) Si @+ B > 1 entonces el cuadrilatero que forman O, A;, A, y A3 es
convexo, los signos de Dy y D, son iguales, y los signos de D;, D3
también son iguales pero opuestos al de Dy. Por tanto, si A; y Az son

puntos silla (no sillas), entonces O y A, no son puntos sillas (son sillas).

2.) Si a+ B < 1 entonces el cuadrilatero que forman O, A}, Ay y Ajz es
concavo. Es més, O, A; y Az son puntos externos y sus correspondientes
D; tienen el mismo signo pero opuestos al de D,. Por tanto, si O, A; y
Ajs son puntos silla (no sillas), entonces Az no es un punto silla (es un

punto silla). e

L]
o
.3

n, on

Figura 3.1: Puntos Singulares formando un Cuadrilatero

Considerando el sistema cuadratico general (3.2)

T
— =T + axy + a11$2 + a2y + azzyg

dt

d .
:i% = b1z + boy + b1z? + biazy + by

usando el método descrito en el lema 3.1, el sistema (3.2) se puede escribir como el
sistema (3.5)
dz

i piz(z — 1) + pay(y — 1) + pszy

d
¢ =0z =1) + ey~ 1) + sy
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donde los valores de los p; y ¢; (¢ = 1,2, 3) son dados en la ecuacién (3.4), ademds

afO,ﬁ#Oya+ﬂ7é1.

Asumiendo que el origen O es un nodo estelar, por el lema (3.2) se debe
cumplir que

-a1=b2=1 Y a,2=b1=0

reeemplazando estos valores en (3.4) hallamos los valores de los p; y ¢; (¢ = 1,2,3);

luego reemplazando estos valores en el sistema (3.5) obtenemos

dz [ a—1
E=$ 1—x+Ty]

dy [ g—1
_— 1 [—
= [i-v
.. a—1 -1 ) .
y convirtiendo otra vez 3 =by = a, sucede que el sistema anterior puede
a
ser escrito como d
Etz =z(1 — z + by)
(3.7)
dy
— =y(l+az -
- = U( y)

puesto que & + G # 1 se debe cumplir que a # —1, b # —1y ab # —1.

Teorema 3.1.1. Para el sistema cuadrdtico (3.7) con cuatro puntos singulares, uno

de los cuales es un punto nodo estelar, entonces:

1.) Siab>1ya <0, los cuatro puntos singulares forman los vértices de un
cuadrildtero concavo, el nodo estelar es un vértice exterior y los otros
puntos singulares son punto nodal, punto silla (el vértice interior) y

punto nodal. El diagrma de fase es como se muestra en la figura 3.4(a).

2.) Siab > 1 ya > 0, los cuatro puntos singulares forman los vértices

de un cuadrildtero concavo, el nodo estelar es un vértice interior y los
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otros puntos singulares son puntos sillas. El diagrma de fase es como

se muestra en la figura 3.4(b).

3.) Si ab < 1, los cuatro puntos singulares forman los vértices de un
cuadrildtero cdnvezo, los otros puntos singulares son punto silla, punto

nodal y punto silla. El diagrma de fase es como se muestra en la figura
3.4(c).

Prueba

Los puntos singulares del sistema (3.7), ahora en términos de a y b son

146 1+4a
l1—ab’ 1—ab

O(punto estrella nodal), A4,(1,0), A2( ) y Asz(0,1).

. . , . 1+ ,
El sistema (3.7) tiene tres lineas integrales: =0, y=0ey = 1—_|_Zz; asi podemos

ver que para cada punto singular hay una linea integral pasando a través de él, luego

el sistema (3.7) no tiene ciclos limites.

De los resultados dados en (3.6) obtenemos

(1+a)(1+0)

Ds=—(1+5b
1—ab 3 (1+0)

D0=1, D1=—(1+a), Dg‘—‘

asi, para saber cuando A,, A2 y As son puntos sillas o puntos nodos depende de

cuando las cantidades D;, D, y D3, son menores o mayores que Ccero.

Veamos los puntos singulares en el infinito de nuestro sistema. Para esto

llevamos el sistema (3.7) a coordenadas homogéneas (v = z/z y v = y/z) obtenemos

du dz

i =u(—u+bv + 2)
(3.8)
dv dz
za—vd—t-—v(au—v+z)
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para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma (1,v;,0) hacemos u = 1

en el sistema (3.8), reduciendo se transforma en

il;v=v(1+a—(1+b)v)
(3.9)
3—72_ =2z(1—bv —2)

este sistema tiene como puntos singulares a

l14+a
Bi(1,0,0 By |1, , 0
1( ) y 2( 11b )

De igual modo, para hallar los puntos singulares en el infinito de la

forma (u;, 1,0) hacemos v =1 en (3.8), obteniendo

ZT—H =u(l+b—(1+a)u)
(3.10)
Z—:_ =2(1 —au —2)

el sistema tiene como puntos singulares a

1+b
l1+a

B3(0a110) y B4( ’ 1) 0) :B2

se concluye que los puntos singulares infinitos para el sistema (3.7) son

1+a

By(1,0,0), B (1, T:E’O) y Bs(0,1,0)

La matriz de linealizacién del sistema (3.9) en el punto (v, 2) es:

Ml(”) Z) =

l+a—-2(0b+1)v 0
—bz 1—-bv—2z
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evaluando en B; para (u, v, 2) = (1,0, 0) obtenemos

a+1 0
0 1

Ml(O, 0) =

luego J; = det(M;1(0,0)) =a+ 1 #0.

1
De igual modo evaluando en B, para (u,v, z) = (1, %, 0) obtenemos
l+a —l-a 0
M =
! (1 + b,O) 0 1—ab
1+0b
1+a l1+a
1 =det | M; | —— =_ _
uego Jo = de ( 1(1+b,0)) 1+b(1 ab) #0

La matriz de linealizacién del sistema (3.10) en el punto (u, z) es:

b+1-2 1
My(u, 2) = (a+1)u 0

—az 1—au-—-2z
evaluando en Bj para (u,v,2) = (0,1, 0) obtenemos:

b+1 0
0 1

M,(0,0) =

luego J3 = det(M»(0,0)) =b+1 #0.

De otro lado dado que O, A; y A3 son fijos, si conocemos la posicién del
punto A,, por medio del lema 3.3, podemos conocer que tipo de singularidades pre-
sentan los otros puntos singulares; ademas A, debe ser el vértice de un cuadrilétero,
de ahi que A, no satisface las ecuaciones £+ y =1, £ = 0 e y = 0. Las tres lineas

rectas: £ = 0, y = 0 y z + y = 1, dividen al plano z — y en siete regiones (figura
140 1+a
1—ab’ 1—ab

3.2). Hagamos variar A; = ( ) en cada region.
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Figura 3.2: Las 7 Regiones

1) Si A, pertenece a la regién R;, entonces tenemos que:

1 1+a)(1+b
Lt te S oyzty-1=" +1a3(ab+)>0'

r = > =
1—ab~ YT 1T a
De ahi que tenemos dos casos:

i) 1 —ab > 0 esto implicaque 1 +b >0y 1+ a > 0 lo que conlleva
a la regién S; = {(a,b) € R?/ab< 1, a>-1y b> -1}

ii) 1 —ab < 0 esto implica que 1+b <0y 1+ a < 0 lo que conlleva

a que (1 + b)(1 + a) > 0 que contradice la relacién de arriba.

Ademads el cuadrildtero que forman O, A;, As y A3 es convexo,

2) Si A pertenece a la regién Ry, entonces tenemos que: <0y

(1+a)(1+0b)

1—ab
De ahi que tenemos dos casos:

1—ab
> 0.

i) 1 —ab > 0 esto implicaque 1+b <0y 1+ a < 0 lo que conlleva
aque S, =¢

ii) 1 —ab < 0 esto implicaque 1+b>0y 1+ a < 0lo que con lleva
a la regién So = {(a,b) e R*/ab>1, a< -1y b>—1}.
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Ademas el cuadrildtero que forman O, A;, A, y A3z es concavo y el
origen es un vértice exterior.

De manera similar para los otros casos:

3) Si A, pertenece a la region Rj3, entonces tenemos que:
S3={(a,b) €R?/ab< 1, a> -1y b< —1}.

Ademas el cuadrilatero que forman O, A;, A, y A3 es convexo,

4) Si A, pertenece a la regién R, entonces tenemos que:
Ss={(a,b) eR?*/ab>1, a>-1y b>-1}.
Ademas el cuadrilatero que forman O, A;, Ay y A3z es concavo y el

origen es un vértice interior.

5) Si A, pertenece a la regiéon Rs, entonces tenemos que:
S5 ={(a,b) e R*/ab< 1, a< -1y b>—1}.

Ademas el cuadrilatero que forman O, A,, A, y Az es convexo,

6) Si A, pertenece a la regiéon Rg, entonces tenemos que:
Se = {(a,b) eR?*/ab>1, a>—-1y b< —1}.
Ademas el cuadrilatero que forman O, A,, A, y A; es céncavo y el

origen es un vértice exterior.

7) Si A, pertenece a la regiéon Ry, entonces tenemos que:
Sz ={(a,b) eR?*/ab>1, a< -1y b< —1}.
Ademas el cuadrilatero que forman O, A;, Ay y A3z es concavo y el

origen es un vértice exterior.:
Llevando estos resultados al plano a — b concluimos que:
1) Siab> 1y a <0, el cuadrildtero formado por los puntos singulares es

concavo y el origen es un vértice exterior.

2) Siab>1ya >0, el cuadrildtero formado por los puntos singulares es

concavo y el origen es un vértice interior.
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3) Siab < 1, el cuadrildtero formado por los puntos singulares es convexo.

Figura 3.3: Disposicién de los Puntos Singulares en el Plano a — b

Finalmente comparando D; y J; vemos que J; = —D;, (¢ = 1,2, 3) de ahi que si A;

es punto nodal (silla), entonces B; es punto silla (nodal).

Por el Lema 3.3 y puesto que las otras lineas integrales no pueden

1
cruzar las tres lineas integralesz =0,y =0y y = (;::__ 1 x fuera de O, Ay, Ay y Az el

retrato de fase global puede ser completamente determinado y facilmente dibujado.

Los diagramas de fase para estos casos son como se muestra en la figura 3.4. ¢

Figura 3.4: Sistemas Cuadraticos con 4 Puntos Singulares
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3.2. El sistema tiene tres puntos singulares

Consideremos el sistema cuadratico general (3.2)

T
Et- =ur + ay + a11$2 + a2y + aggy2

d
d% = b1z + boy + by1 2% + biozy + by

con 3 puntos singulares; sin pérdida de generalidad podemos suponer que éstos son

0 = (0,0), A; = (1,0) y A2 = (0,1), entonces se debe verficar lo siguiente
pOI‘Al . a1 +an =0yb1+b11 =0
pOI‘A2 2 a2+a22=0yb2+b22=0

Asumiendo que el origen es un nodo estelar, por el lema (3.1) se debe
cumplir que

(11=b2=1 y a2=b1=0

reemplazando estos valores en nuestro sistema obtenemos

d—$—$+a x —3:2
dt ooty
dy 2
ol b _
2t Y+ 0122y — Y

si hacemos a = bj2 y b = a;2, obtenemos el sistema (3.7) considerado en la seccién
3.1; en la cual por el teorema 3.1.1 si a # —1,b # —1 y ab # 1 obtenemos cuatro

puntos singulares; asi cuando a =1, b =1 o ab = 1 tenemos tres puntos singulares.

El siguiente teorema especifica el tipo de singularidad que presenta cada

punto singular.
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Teorema 3.2.1. Para un sistema cuadrdtico (3.7) que tiene un punto estrella nodal,

st sdlo tiene tres puntos singulares finitos entonces los otros puntos singulares solo

pueden ser:

1) Sia=-1yb< -1o0a< -1yb=—1; un punto nodal y un punto

semisilla nodal.

2) Sia=-1yb>-10a>-1yb= —1; un punto silla y un punto

semisilla nodal.

3) Siab=1ya<0,a#—1; un punto silla y un punto nodal.

4) Siab=1 ya > 0; un punto silla y un punto silla.

Prueba

separado:

1)

Considerando el sistema (3.7), haremos un estudio mas detallado, por

Sia=-1
El sistema (3.7) se convierte en:

dz

_— = —_ b
o z(1 -z + by)
(3.11)
dy
5 y(1-z—y)

notamos que debemos tener b # —1, pues de lo contrario habria factor
comn, lo cual generaria una curva singular (1 —z —y = 0) y ya no

tendriamos sélo tres puntos singulares.

El sistema tiene dos lineas integrales £ = 0 e y = 0, ademas de los
resultados obtenidos en la seccién 3.1 tenemos D; = —(1+a) =0y
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Veamos qué singularidad presenta A; = (1,0).

Para usar el teorema 1.5.1, trasladamos A; = (1,0) al origen(hacemos

(u =z — 1,v = y); el sistema (3.11) se puede escribir como

dv

E = —v(u+'v)

du

E = —('LL + 1)(u - b’U)

el segundo miembro de la segunda ecuacion diferencial tiene parte lineal
en términos de u, asi que igualamos a cero y hallamos v = f(v), los
casos posibles son u = —1 y u = bv; para u = —1 el segundo miembro
de la primera ecuacién diferencial resulta g(v) = v—v? lo cual no puede
ser puesto que g(v) debe ser de grado mayor o igual a dos, para u = bv
conseguimos g(v) = —(1 + b)v? lo que nos indica que el punto singular

A; = (1,0) es un punto semisilla nodal. Por lo tanto tenemos:

a) Si b > —1 el eje positivo v* de A; es una regién parabdlica y el
eje negativo v~ es una regién hiperbdlica.
b) Si b < —1 el eje positivo vt de A, es una regién hiperbdlica y el

eje negativo v~ es una regién parabdlica.

Ahora veamos los puntos singulares en el infinito, de los resultados
obtenidos en la seccién 3.1 tenemos que éstos puntos son B; = (1,0, 0)
y By = (0,1,0), los respectivos determinantes de las linealizaciénes en

dichos puntos son J; =1+a=0y J,=14+b#0.

Veamos que ocurre en B; = (1,0,0), para ello utilicemos el sistema

(3.9) haciendo a = —1 obtenemos
dv
— = —(1+b)?
dr (1+b)v
% =2z(1-2z-bv)
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el segundo miembro de la primera ecuacién diferencial resulta g(v) =
—(1 + b)v?, por el teorema 1.5.1 implica que B; = (1,0,0) es un punto

semisilla nodal. Por lo tanto tenemos:
a) Si b > —1 el eje positivo v+ de B; es una regién parabdlica y el
eje negativo v~ es una regién hiperbdlica.
b) Sib < —1 el eje positivo v+ de B; es una regién hiperbdlica y el
eje negativo v~ es una region parabdlica.
Para los puntos singulares A, y B, tenemos:
1.1) Si b > —1 entonces A, es un punto silla y B, es un punto nodal.
El diagrama de fase global es como muestra la figura 3.5(a).

1.2) Si b < —1 entonces A, es un punto nodal y B, es un punto silla.

El diagrama de fase global es como muestra la figura 3.5(b).

(b)

Figura 3.5: Sistemas con 3 Puntos Singulares y 2 Lineas Integrales

2) Sib=—1

Entonces, de (3.7), el sistema correspondiente es

X —a(l-z-y)
(3.12)

%=y(1+aw—y)
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por lo mismo que en el caso anterior debemos tener que a # —1. El
sistema tiene dos lineas integrales £ = 0 e y = 0; ademds los deter-
minates de las matrices de linealizacién son D; = —(1+a) # -0y

Veamos qué clase de punto singular es A, = (0,1). Para utilizar el
teorema 1.5.1, trasladamos A, = (0, 1) al origen (hacemos u = z,v =

y — 1) el sistema (3.12) se transforma en

du
i —u(u +v)
% = (14 v)(au — v)

El segundo miembro de la segunda ecuacién diferencial tiene parte lineal
en términos de v, asi que igualamos a cero y hallamos v = f(u), los casos
posibles son v = —1 y v = au; para v = —1 el segundo miembro de la
primera ecuacién diferencial resulta g(u) = u — u? lo cual no puede ser
puesto que g(u) debe ser de grado mayor o igual a dos, para v = au
conseguimos g(v) = —(1 + a)u? lo que nos indica que el punto singular

Az = (0,0) es un punto semisilla nodal. Por lo tanto tenemos:

a) Sia > —1 el eje positivo ut de A3 es una regién hiperbdlica y el

eje negativo u~ de A3 es una regién parabdlica.

b) Si a < —1 el eje positivo u™ de A; es una regién parabdlica y el

eje negativo v~ es una regién hiperbdlica.

Ahora veamos los puntos singulares en el infinito, de los resultados
obtenidos en la seccién 3.1 tenemos que éstos puntos son B; = (1,0, 0)
y B2 = (0,1,0) los respectivos determinantes de las linealizaciénes en

dichos puntos son J1 =14+a#0y Jo=1+b=0.
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Veamos que ocurre en el punto singular B, = (0,1, 0), para ello utilice-

mos el sistema (3.10) haciendo b = —1 obtenemos
3—: = —(1 + a)u?
dz
=1 —2z—
- z2(1 — z — au)

el segundo miembro de la primera ecuacién diferencial resulta g(u) =
—(1 + a)u?, el teorema 1.5.1 indica que el punto singular B, = (0, 1, 0)

es un punto semisilla nodal. Por lo tanto tenemos:
a) Si a > —1 el eje positivo ut de B, es una regién hiperbdlica y el
eje negativo v~ es una region parabolica.
b) Si a < —1 el eje positivo u™ de B; es una regién parabdlica y el
eje negativo v~ es una region hiperélica.

Para los puntos singulares A; y B; tenemos

2.1) Si a > —1 entonces A; es un punto silla y B; es un punto nodal.
El diagrama de fase global es topolgicamente equivalente como se

muestra en la figura 3.5(a).

2.2) Si a < —1 entonces A; es un punto nodal y B; es un punto silla.
El diagrama de fase global es es topolgicamente equivalente como

se muestra en la figura 3.5(b).

3) Siab=1

El sistema (3.7) considerado es

%=z(l—z+by)
dy
d—t—y(l—i-ax—y)
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analogamente debemos tener que a # —1 y b # —1, para tener sélo tres

puntos singulares.

Este sistema tiene tres lineas integrales:

l1+a
1+5b

z=0, y=0 y y= T

ademads los respectivos determinantes de las linealizaciones son:

Di=-1+4+a)#0 y D;=—-(b+1)#0

Los puntos singulares en el infinito son:

l14+a
Bl - (1’ O’ 0), B2 - (la mao) y BS - (0,1,0)

los respectivos determinantes de las linealizaciones del sistema en estos

puntos son:

l1+a

J1=1+a7$0 J2=—(1—ab)1+b

=0 y J3=14+b#0

l1+a

Veamos que ocurre en By = (1, 155 0), para ello utilizamos el sistema

(3.9)

%=v(a+1—(1+b)v)

Z—:=z(1—z—bv)
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1
para utilizar el teorema 1.5.1 trasladamos By = (1, IL_{_Z,O) al origen

l1+a
(hacemos z = v — T35’ y = z), obteniendo el siguiente sistema
dz
—=z(l+a+(1+d)z
= a(l+a+ (1+ b))
d
Ey =y(y + bz)

el segundo miembro de la primera ecuacién diferencial tiene término

lineal en términos de z, asi igualando a cero esta ecuacién hallamos

l14+a
z = f(y), los casos posiblessonz =0y z = —1—:%; paraz = TR
resulta que g(y) = —y (y —-b (%E%)) lo cual no puede ser puesto

que g(y) debe ser de grado mayor o igual a dos; para z = 0 el segundo

miembro de la segunda ecuacién resulta g(y) = %2, lo cual implica que

1
el punto singular B, = (1,1;_{_;,0) es semisilla nodal. Por lo tanto

tenemos que el eje positivo y* de B, es una regién parabdlica y el eje

negativo v~ es una regién hiperdlica.

Para los puntos singulares A, y B; tenemos

= Sia > —1 entonces A; es un punto silla y B; es un punto nodal.

= Sia < —1 entonces A; es un punto nodal y B; es un punto silla.
De la misma manera para A; y B, tenemos

= Si b > —1 entonces A, es un punto silla y B, es un punto nodal.

» Si b < —1 entonces A, es un punto nodal y B, es un punto silla.

Combinando estas opciones y usando el hecho que b = 1/a, concluimos

lo siguiente

3.1) a < —1 entonces A; es un punto nodal y A; es un punto silla.

3.2) —1 < a < 0 entonces A; es un punto silla y A, es un punto nodal.
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3.3) a > 0 entonces A; es un punto silla y A, es un punto silla.

Los diagramas de fases para 3,1) y 3,2) presentan las mismas topologias,

asi que sélo tenemos dos diagramas de fase, cuando @ > 0 el diagrama de

fase es como muestra la figura 3.6(a) en caso contrario es como muestra

la figura 3.6(Db).

Figura 3.6: Sistemas con 3 Puntos Singulares y 3 Lineas Integrales.

3.3. El sistema tiene dos puntos singulares

Teorema 3.3.1. St un sistema cuadrdtico con dos puntos singulares finitos, uno de
los cuales es punto estrella nodal y si hay sélo una linea integral pasando a través
del origen, entonces el otro punto singular es un punto silla o un punto nodal. Los

diagramas de fase global son como muestran la figura 3.7.

St este sistema tiene dos lineas integrales pasando a través del origen,
entonces el otro punto singular es punto semisilla nodal, punto silla o punto nodal.

Los diagramas de fase global son como muestran las figura 3.8 y 3.9.

St el sistema tiene tres lineas integrales pasando a través del origen,
entonces el otro punto singular debe ser un punto silla y su diagrama de fase global

es como se muestra en la figura 8.10. En todos estos casos no hay ciclos limites.

Prueba
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Consideremos el sistema (3.1), el cual tiene un nodo estelar en el origen

.y asumir que el otro punto singular es A; = (1, 0), luego se debe cumplir que ag =0

y bp = —1 entonces el sistema (3.1) puede ser escrito como
dz
=== % + byzy + boy?
(3.13)
dy
—=y(l+az+a
it y( 1 2Y)

Denominemos L, a larecta y =0, Ly alacurvaz — 22+ bizy + by’ =0y L3 ala

linea recta 1+ a1z + axy = 0.

Dividimos nuestro analisis en dos casos:

3.3.1) A; =(1,0) es un punto singular doble.

3.3.2) A; = (1,0) es un punto singular simple.

Ahora empezemos.

8.8.1. Ai(1,0) es un punto singular doble

Observe que L, pasa por el origen y A,, para que A, sea punto doble,

L3 debe pasar por A; y s6lo por A; pues de no ser asi, ya que L3 no pasa por el

origen, originaria otro punto singular diferente a los dados, entonces A; € L3 de lo

cual tenemos a; = —1, ademas la ecuacién de L3 ahora es 1 —z +a,y = 0. Entonces

tenemos dos alternativas

1) L, intersecta a L, en A; tangencialmente.

2) Lj intersecta a L, en A; no tangencialmente.

Veamos el primer caso
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1) L; intersecta a L, en A; tangencialmente.

La pendiente de la recta tangente a L, en A; es 1/b,, la pendiente de
Lj es 1/ay(az # 0 para que exista la pendiente); por lo tanto se debe
cumplir a; = b,. De L3 despejamos x = 1 + a,y y reeemplazamos este
valor en la ecuacién de L, y obtenemos byy? = 0 por la unicidad de A,

debemos tener que by # 0.

Reemplazando estos valores en el sistema (3.13) obtenemos
dz 2
— =z — 2% + bizy + byy?
4t 17Y + 02y

d
Ey:y(l—z+b1y)

puesto que by # 0, este sistema no tiene factor comin; ademas tiene

una linea integral y = 0.

Hacemos la transformaciéon v = 1 —x + bjy y v = vy, luego el punto

singular A; = (1, 0) es trasladado al origen, obteniendo

(;—1: = —u +u? — byv?
(3.14)
dv
— =uw
dt

La matriz de linealizacién en (0, 0) es

-1 0
0 0

A=
la cual tiene determinante igual a cero; pero traza —1, por el teorema

1.5.1 obtenemos

= Si b, > 0, entonces A; es un punto nodal.

= Si by < 0, entonces A; es un punto silla.
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Veamos lo que ocurre en el infinito, para ello llevamos el sistema (3.14)

a coordenadas homogéneas, (u = z/z,v = y/z) obteniendo

zi—j—z% =1z — 22 + boy?
(3.15)
dy dz
ZE - ya —TIy

para conocer los puntos singulares en el infinito de la forna (1, y;,0),

hacemos z =1 en (3.15), obtenemos

d

df— = —y(z + bay?)
dz

E = Z(l -z — beZ)

este sistema tiene como punto singular a (1,0,0). La matriz de lineal-

izacién del sistema anterior en este punto es

B=

la cual tiene determinante nulo; pero traza igual a 1, por el teorema

1.5.1 concluimos que

= Si b, > 0 entonces (1,0,0) es un punto silla.

= Si by < 0 entonces (1,0,0) es un punto nodal.

Para conocer los puntos singulares en el infinito de la forma (z;,1,0)

hacemos y = 1 en el sistema (3.15) y reduciendo se consigue

dx
E—$Z+b2
a _
dr



2)

puesto que by # 0, no existe puntos singulares de la forma (z;, 1,0). El
diagrama de fase global cuando b; > 0 es mostrado en la figura 3.7(a)

y cuando b < 0 es mostrado en la figura 3.7(b).

Figura 3.7: Sistemas con 1 Linea Integral

L3 intersecta a L, en A; no tangencialmente.

La pendiente de L3 debe ser diferente a la pendiente de L, en A; en-
tonces se debe cumplir que a, # b;. De la ecuacién de L3 despejamos

z =1+ ayy y reemplazamos en la ecuacién de L, obteniendo
ylb1 — ag — (a5 — azby — by)y] = 0

puesto que ay # by, por la unicidad de A; debemos tener que a2 —azb; —
by = 0. Si hacemos b; — a; = a entonces a # 0, ademds se cumple que

b2 = a2(a2 — bl) = —Qaq0

El sistema (3.13) se convierte en

dz

— =1 — 2 + (a + a3)zy — aayy?
dt

d

dg y(1—z + agy)

puesto que a # 0, nos garantiza que no hay factor.
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Hacemos la transformacion v« = z — asy — 1 y v = y, luego el punto

singular A; = (1,0) es trasladado al origen, obteniendo

% = (u+1)(u — av)

(3.16)
dv
E = uv

La matriz de linealizacién en (0, 0) es

-1 a

0 0

A=

la cual tiene determinante igual a cero; pero traza igual a -1, pero por
el teorema 1.5.1 concluimos que A; es un punto semisilla nodal. Por lo

tanto tenemos:
a) Sia > 0 el eje positivo v* de A; es una regién parabdlica y el eje
negativo v~ es una region hiperdlica.
b) Sia < 0 el eje positivo v* de B, es una region hiperbdlica y el eje

negativo v~ es una regién parabdlica.

Veamos lo que ocurre en el infinito, para ello llevamos el sistema (3.16)

a coordenadas homogéneas, (v = z/z,v = y/z) obteniendo

zd—x — x% = -1z + ayz + azy — 1°
dt dt
(3.17)
dy dz
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para conocer los puntos singulares en el infinito de la forna (1,y;,0)
hacemos z = 1 en el sistema (3.17), reduciendo obtenemos

d
% = y(2 - ay — ay2)
dr

;T—z = 2(1+2)(1 — ay)

tiene como punto singular a (1,0,0). La matriz de linealizacién en
(1,0,0) es
00
B =
01

la cual tiene determinante nulo; pero traza igual a 1, pero por el teorema
1.5.1 concluimos que (1,0,0) es un punto semisilla nodal. Por lo tanto

tenemos:

a) Sia > 0 el eje positivo y* de (1,0,0) es una regién hiperbdlica y
el eje negativo Yy~ es una regién parabdlica.
b) Si a < 0 el eje positivo y* de (1,0,0) es una regién parabdlica y

el eje negativo v~ es una regién hiperdlica.

Para conocer los puntos singulares en el infinito de la forma (z;,1,0)

hacemos y = 1 en el sistema (3.17) y reduciendo se consigue

T
— =ar+az—2x2
dr
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tiene como punto singular a (0,1,0) . La matriz de linealizacién en
(0,1,0) es
a a

00

B =

esta matriz tiene determinante nulo; pero traza igual a a # 0 por el

teorema 1.5.1 concluimos que (0, 1,0) es un punto semisilla nodal.

El diagrama de fase global es mostrado en la figura 3.8.

sn

-

/)

sny e
—cn|

-

Figura 3.8: Sistema con 2 Lineas Integrales

3.3.2. A, es un punto singular simple

Tengamos en consideracién el sistema (3.13)

d
Ex =z — 22 4 bizy + boy?®

d
Ey =y(1+ a1z + ay)

Para que A; = (1,0) sea un punto singular simple L; no debe pasar

por Aj, esto implica que a; # —1.

Consideremos dos casos:
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1) az -'/—' 0.
1+ az

a2
satisfacer la ecuacién de L,, pues originaria otro punto singular; pero

De la ecuaciéon de Lz despejamos y = — este valor no debe

si reemplazamos este valor en la ecuacién de L,, ésta debe ser diferente

de cero y si ademas hacemos
a=a#-1, b=—— 'y c=—
simplificando, obtenemos
(ca® +ab—1)z2 + (2ac+b+1)z+c#0 VzeR

obtenemos dos casos

1.1) A = (2ac+b+1)2 —4(ca® +ab—1)c < 0

1.2) ca?+ab—1=0, 2ac+b+1=0 y c#0
resolviendo estas ecuaciones estos casos son equivalentes a

1.1) (b+1)2+4c(1+a)<0
_a+1

a+2
= = 0
. y ¢ . #

12) a#0 b
Desarrollemos cada uno de estos casos:

1.1) (b+1)2+4c(l+a) <0

El sistema (3.13) se convierte en

dx
— =z — 2% — bayzy + caly®
dit
d
Eg =y(1+ az + a2y)
hacemos un cambio de variables a este sistema u =z y v = —aqy;

el punto singular A; = (1,0) se mantiene, obtenemos nuevamente
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en términos de z — y

d
Ex=x—x2+bxy+cy2

(3.18)
(:it—y =y(l+az —y)

este sistema tiene a y = 0 como una linea integral. La matriz de

linealizacion del sistema en A; es

-1 b
A=
0 1+4a

esta matriz tiene determinante —(1 + a), lo cual indica

= Sia > —1 entonces A, es punto silla.

= Sia < —1 entonces A; es punto nodal.

Veamos si el sistema tiene puntos singulares en el infinito, pasando

el sistema (3.18) a coordenadas homogéneas obtenemos

z%—u%zuz—u2+buv+cv2
(3.19)
dv dz
Z —va—v(z+au—v)

Para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma (1, v;, 0),

hacemos u = 1 en (3.19) y obtenemos

%=v(1+a—(l+b)v—cv2)
%zz(l—z—bv—c&)
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1.2)

puesto que (b + 1)2 + 4¢(1 + @) < 0 el tnico punto singular es

(1,0,0). La matriz de linealizacién en este punto singular es

l1+a b
0 1

B =

el determinante de esta matriz es 1+ a con lo cual concluimos que

» Si a > -1 entonces (1,0,0) es un punto nodal.

» Sia < —1 entonces (1,0,0) es un punto silla.

Ahora hallamos los puntos singulares en el infinito de la forma

(ui,1,0), haciendo v =1 en (3.19) y obtenemos

du

= =—(1+a)u®+(1+bu+c

dz
—=2(1—-2z—au
ik )
desde que (b+ 1)? + 4¢(1 + a) < 0 este sistema no tiene puntos
singulares. EL diagrama de fase global cuando a > —1 se muestra
en la figura 3.7(a), pero si a < —1 se muestra en la figura 3.7(b).

2 1
a#0 b=a: y c¢= g #0

a

Efectuando estos cambios en el sistema (3.18) obtenemos

d—x—x—z2+ at2) - (221) 2
dt ' a y 2 )Y

dy
— =y(l+az -
: y(1+az —y)

(3.20)

puesto que a # —1, este sistema no tiene factor comin; ademas
tiene tres lineas integralesy = 0, y = ax e y = a(z — 1), dos de los

cuales pasan por el origen.
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La matriz de linealizacion del sistema en A; es

1 a+2
A= a
0 a+1

el determinante de esta matriz es —(a + 1), con lo cual concluimos

= Sia > —1 entonces A; es punto silla.

= Si a < —1 entonces A; es punto nodal.

Veamos si el sistema tiene puntos singulares en el infinito. llevando

a coordenadas homogéneas el sistema (3.20), obtenemos el sistema

zi—?—u% =uz—u2+(i:—2)uv— (1:2—1)'02

(3.21)
dv dz
zE—vE—v(z+au—v)

Para hallar los puntos singulares en le infinito de la forma (1, v;, 0)

hacemos en (3.21) u = 1 y obtenemos el sistema

dv  (a+1) 9

@ = oty

dr a?

dz _ . (a+2)  (a+1),
d'r_z(l B S v+ > v°)

este sistema tiene por puntos singulares a (1,0,0) y (1, a,0).
La matriz de linelizacién de este sistema en el punto singular
(1,0,0) es
a+1 0
0 1

B=

el determinante de esta matriz es a + 1 # 0, por tanto concluimos

= Sia > —1 entonces (1,0, 0) es un puntos nodal.

s Si a < —1 entonces (1,0,0) es un puntos silla.

102



La matriz de linealizacién de este sistema en el punto singular
(1,a,0) es
00
B =
00
nos da como resultado la matriz nula, veamos que sucede en

(1,a,0).

Trasladamos (1, a,0) al origen (y = v — a, 2 = z) obteniendo

dy _ (a + 1) 2
d'r - a2 (y+ a‘)y

dz (2 —a?)
e 2(—z+

(e+1) ,

y°)

b
a?

a2

segun el teorema 1.5.4 es suficiente considerar el sistema

dy a+1,
dr =~ a
dz (2 — a?)

e z(—z+ p y)

el cual es un sistema cuadratico homogeneo, por el teorema 2.1.4,
el diagrama de fase en el punto (1,a,0) es como muestra la figu-
ra 2.5(b);concluimos que el punto singular (1,a,0) es un punto
semisilla nodal.

Para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma, (u;, 1, 0)

hacemos en (3.21) v = 1 y obtenemos el sistema

d'U:_ (a+1) 2
- @ 0T
%_z-zz(l—z—au)
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este sistema posee por punto singular a (1/a, 1,0) el cual es igual
a (1,a,0).
El diagrama de fase cuando @ > —1 es como muestra la figura

3.9(a) y cuando a < —1 es como muestra la figura 3.9(b).

(b)

Figura 3.9: Sistemas con 3 Lineas Integrales 2 de ellas pasando por el Origen

2) a9 = 0.

El sistema considerado (3.13) se convierte en

dx

E =$—$2+b1$y+b2y2
d

"d% = y(l + alx)

recordemos que A; ¢ L3 entonces a; # —1. Haciendo a = a;, b=b; y

¢ = by el sistema puede escribirse de la forma

dr 9 9
Eraal Ak +bzy +cy

(3.22)
%y =y(1+az)

Usando el hecho que L3 no debe intersentar a Ly, para que A; sea

simple, consegimos tres casos, veamos:
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21) a=0a;#0,0®+4c(l1+a) <0
El sistema (3.22) tiene una linea integral y = 0.

La matriz de linealizacion del sistema en A; es

-1 b
0 a+1

A=

el determinante de esta matriz es —(a + 1) # 0 por lo cual concluimos

= Sia > —1 entonces A, es un punto silla.

= Sia < -1 entonces A; es un punto nodal.

Veamos si el sistema tiene puntos singulares en el infinito; llevando a

coordenads homogeneas el sistema (3.22), obtenemos

du dz

n -—uE=uz—u2+lmv+cv2
(3.23)
dv
U= v(2 + au)

Para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma (1,v;,0)

hacemos en (3.23) u = 1 y obtenemos el sistema

Z—:=v(a+1—bv—cv2)
g—jzz(l—z—bv—cvz)

puesto que b2 +4c(a +c) < 0 este sistema tiene un tinico punto singular

(1,0,0). La matriz de linealizacién en (1,0,0) es

a+1 0
0 1
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2.2)

el determinante de esta matriz es a + 1 # 0, con lo cual concluimos

= Sia> —1 entonces (1,0,0) es un punto nodal.

= Si a < —1 entonces (1,0,0) es un punto silla.

Para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma (u;1,0)

hacemos en (3.23) v = 1 y obtenemos el sistema

%=c+bu—(a+1)u2
dz
E-—z(z—l—au)

este sistema no tiene puntos singulares de la forma requerida, puesto
que b? +4c(a+1) < 0.
Concluimos que para este caso tenemos dos diagramde fase los cuales

son mostrados en la figura 3.7.

a=0a;#0,a#-1,b=0yc=0.

El sistema (3.22) se transforma en

dz 2
E =T —T

(3.24)
% =y(1+ ax)

puesto que @ # —1, no hay factor comuin. Este sistema tiene tres lineas

integralesz =0,z =1ey =0.

La matriz de linealizacién de este sistema en A; es

-1 0
A=

0 a+1

el determinante de esta matriz es —(a + 1), con lo cual concluimos

106



= Sia> —1 entonces A; es un punto silla.

= Sia < —1 entonces A; es un punto nodal.

Veamos si el sistema tiene puntos singulares en el infinito; llevando a

coordenadas homogéneas el sistema (3.24), obtenemos

Zd—u — ud—z =uz — u2
dt dt
(3.25)
dv d
ZE — ’UE = ’U(Z + GU)

Para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma (1, wv;,0)

hacemos en (3.25) u = 1 y obtenemos el sistema

dv_

Er"—(a'{‘l)v
dz
d—T—z(l—z)

este sistema tiene como punto singular a (1,0,0). La matriz de lineal-
izaci6n en (1,0,0) es
a+1 0
0 1

el determinante de esta matriz es a + 1, con lo cual concluimos

= Si @ > —1 entonces (1,0,0) es un punto nodal.

= Sia < —1 entonces (1,0,0) es un punto silla.

Para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma (u;,1,0)

hacemos en (3.25) v =1 y obtenemos el sistema

Z—: =—(a+ l)u2
dz
e —2z(z + au)



este sistema tiene por punto singular a (0, 1, 0), es un sistema cuadratico
homogéneo desarrollado en el capitulo 2. Por el teorema 2.1.4 con-

cluimos que (0,1, 0) es un punto semisilla nodal.

Para este caso tenemos dos diagramas de fase mostrados en la figura
3.9.

23) a=a = 0.

_El sistema (3.22) viene a ser

% =z — 2% + bzy + cy®

(3.26)
dy
at Y

este sistema tiene una linea integral y = 0.

La matriz de linealizacién en A; = (1,0) es

-1 b
A=
0 1
el determinante de esta matriz es —1, por lo tanto A; es un punto silla.

Veamos si el sistema tiene puntos singulares en el infinito. llevando el

sistema (3.26) a coordenadas homogeneas, obtenemos

du  dz

ez _ .2 2
zdt udt uz — u° + buv + cv
(3.27)
do_ dz_
TR
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2.3.1)

2.3.2)

Para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma (1,v;,0)

hacemos en (3.27) u = 1 y obtenemos el sistema

dv 9
E—v(l—b'v—cv)
dz 0
E—z(l—z—bv—cv)

Para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma (u;, 1,0)

hacemos en (3.27) v = 1 y obtenemos el sistema

du

d—ﬁr=c+bu—'u2
dz o
E——Z

Tenemos 3 casos. Veamos cada caso por separado

A=b0+4<0

El sistema tiene un unico punto singular: (1,0,0). La matriz de lineal-

izacion del sistema correspondiente en (1,0,0) es

el determinante de esta matriz es 1, lo cual indica que (1,0,0) es un

punto nodal. El retrato de fase global es como muestra la figura 3.7(b).

A=b+4c=0

El sistema (3.26) tiene tres lineas integrales

y=0, by—-2z=0 y by—2z-1)=0
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Los puntos singulares en el infinito son (1,0,0) y (b/2,1,0). La matriz

de linealizacién del sistema correspondiente en (1,0, 0) es

el determinante de esta matriz es 1, lo cual indica que (1,0,0) es un

punto nodal.

La matriz de linealizacién del sistema correspondiente en (b/2,1,0) es

00
00

veamos que ocurre en (b/2,1,0), el sistema lineal correspondiente es

du b?
= 4 bu—1ul
ar 4+u U
dz o
E— VA

trasladamos (b/2,1,0) al origen y el sistema se escribe como

du 9
ar - "
dz o
ar -

resulta un sistema cuadratico homogéneo, el cual a sido resuelto en el
capitulo 2, por el teorema 2.1.4 concluimos que (b/2,1,0) es un punto
semisilla nodal. El retrato de fase global es como muestra la figura

3.9(a).
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233) A= +4c>0

Este sistema tiene tres lineas integrales y = 0, y = v12 y y = voz, donde

v, y v, son raices de la ecuacién 1 — bv — cv? = 0.

Los puntos singulares en el infinito son (1,0,0), (1,v;,0) y (1,v,,0),

ademds-tiene como puntos singulares a (u;,1,0) y (u2,1,0), donde u;

y uz son raices de la ecuacién ¢ + bu — u? = 0; pero observamos que

u; = 1/v;, es decir los puntos singulares (u;,1,0) y (ug,1,0) son los
" mismos que (1,v;,0) y (1, v2,0)

La matriz de linealizacién de este sistema en (1,0, 0) es

-

el determinante de esta matriz es 1, lo cual indica que (1,0,0) es un

punto nodal.

La matriz de linealizacién del sistema correspondiente a (1,v;,0) es

1—2bv; — 302 0
0 0

el determinante de esta matriz es cero, pero la traza es diferente de
cero, por el teorema 1.5.1 concluimos que (1, v;,0) es un punto semisilla

nodal.

La matriz de linealizacién de este sistema en (1, v, 0) es

1—2bu, —3v2 0
0 0

el determinante de esta matriz es cero, pero la traza es diferente de

cero, por el teorema 1.5.1 concluimos que (1, v, 0) es un punto semisilla
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nodal. En conclusién este caso tiene un sélo diagrama de fase, mostrado

en la figura 3.10.

Figura 3.10: Sistema con 3 Lineas Integrales pasando por el Origen

3.4. El sistema tiene un sélo punto singular

Teorema 3.4.1. Si un sistema cuadrdtico tiene un unico punto singular, el cual es

un punto estrella nodal, entonces hay tres y solo tres casos.

1.) Tiene una sola linea integral pasando a través del origen.

2.) Tiene sdlo dos lineas integrales, una de las cuales pasa por el origen.

3.) Tiene sdlo dos lineas integrales, ambas pasan por el origen.

Este sistema no tiene ciclos limites. La estructura global se muestra en la figuras
8.11, 3.12 y 3.18.

Prueba

Si asumimos que el dnico punto singular es O = (0,0) y consideramos

el sistema (3.1); por medio de una rotacién de ejes podemos hacer que b, = 0, con
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lo cual conseguimos que (3.1) tenga la forma

dz

—_—= boz? + iz

-~ T + 00" + 01TY

d
d—g=y+agx2+a1:cy+a2y2

por la unicidad del punto singular O, tenemos a; = 0; por lo tanto tenemos

dz
— =z(l+ bz +b
4t z( 0T 1Y)

(3.28)

d
Ey =y +aoazt2 + a1y

Denominemos L, a la linea 1+ byz + by =0y L, ala curva y + agz? +
a,zy = 0. Notemos que L; no pasa por el origen, de ahi que L, no debe intersectarse
con L,, de lo contrario generaria otro punto singular distinto de O; este anélisis trae

como consecuencia dos casos:

1) b1 75 0 y (b() —a1)2+4a0b1 <0

2) by =0
Analisemos ambos casos por separado

1) by #0y (bo —a1)2 + 4agh1 < 0

Veamos si el sistema tiene puntos singulares en el infinito. llevando a

coordenadas homogeneas el sistema (3.28), obtenemos el sistema

du dz
2o — U u(z + bou + byv)
(3.29)
z@ - vk =vz+ 2+ v
dt ~ Var T VP oen Tt
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Para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma (1, v;,0)

hacemos en (3.29) u = 1 y obtenemos el sistema

dv

5 = 0o + (a; — bo)v — biv?
d

a—; = —Z(bo +2z+ bl’U)

puesto que (bg—a;)?+4agb; < 0, este sistema no tiene puntos singulares.

Para hallar los puntos singulares en el infinito de la forma (u;, 1,0)

hacemos en (3.29) v = 1 y obtenemos el sistema

du

E = U(bl + (bo — al)u - aouz)
dz

== —2(z + a1u + apu?)

puesto que (bp — a;)? + 4agb, < 0, este sistema tiene como dnico punto

singular a (0, 1,0). La matriz de linealizacién de este sistema es

by 0
0 0

B=

el determinante de esta matriz es cero; pero la traza es b; # 0, por el
teorema 1.5.1 concluimos que (0,1,0) es un punto semisilla nodal. El

diagrama de fase global es mostrado en la figura 3.11.

bl = O
El sistema (3.28) se reduce a

dz
E = I(l + bo.’L')
(3.30)

d
-Eyzy+a1$y+agx2
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Figura 3.11: Sistema con 1 Linea Integral pasando por el Origen.
este sistema tiene una linea integral y = 0. Consideremos dos casos:

2.1) by # 0

Considerando que L; no intersecta a Lo, conseguimos by = a; y ag # 0

con esto, el sistema (3.30) puede ser escrito como

%—: =z(1 + a,z)

(3.31)
dy 9
H =y+axy + apr

puesto que ag # 0, entonces el sistema no tiene factor comin. El sistema,

tiene dos lineas integrales z =0y a;z + 1 = 0.

Llevamos el sistema (3.31) a coordenadas homogéneas para saber si

tiene puntos singulares en el infinito, obtenemos

zd—u — ug'Z uz + a1u2
dt dt
(3.32)
z@ — v% =vz+ a0u2 + a;uv
dt dt
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2.2)

para encontrar los puntos singulares en el infinito de la forma (1, v;, 0)

hacemos u =1 en el sistema (3.32) y conseguimos

d _
ar

dz

= —2(ay + 2)

este sistema no tiene puntos singulares de esta forma.

Para encontrar los puntos singulares en el infinito de la forma (u;, 1,0)

hacemos v =1 en el sistema (3.32) y conseguimos

du ¥
—_— = —q
dr 0
dz 2
== +
z(z + a1u + apu®)

el punto singular es (0, 1,0). La matriz de linealizacién en este punto es

00
0 0

B=

por el andlisis realizado en la seccién 1.5 y segin el teorema 1.5.4 con-

cluimos que el punto (0,1,0) es un punto semisilla nodal.

Por lo tanto el diagrama de fase estd totalmente determinado y es como

muestra la figura 3.12.

bo =0
El sistema (3.30) es cambiado a

dz
i

(3.33)
d

Y
~E=y+a0$2+a1$y
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Figura 3.12: Sistema con 2 Lineas Integrales una de ellas pasando por el Origen

Este sistema tiene dos lineas integrales x = 0 y apz + a;y = 0.

Pasamos el sistema (3.33) a coordenadas homogéneas para saber si tiene

puntos singulares en el infinito, obtenemos

du dz
TR T
(3.34)
zd—v— vd—z= vz + a0u2 + a;uv
dt dt

para encontrar los puntos singulares en el infinto de la forma (1,v;,0)

hacemos u =1 en el sistema (3.34) y conseguimos
dv_ Qo + a1V
dr '

dz 2
ar.

para encontrar los puntos singulares en el infinito de la forma (u;, 1,0)

hacemos v = 1 en el sistema y conseguimos

Q.'Q..

u
7‘= —u2(a1 + aou)

dz_ 2(z + ayu + apu?)
dT ' 0
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2.2.1)

considerando que los coeficientes ag y a; pueden ser nulos o no (pero
no ambos a la vez, si no el sistema ya no seria cuadratico) tenemos tres

Casos:

a#0ya #0

Los puntos singulares en el infinito son (1,—ao/a;,0) y (0,1,0). La

respectiva matriz de linealizacién en (1, —ay/a1,0) es

010

0 0

B =

el determinante de esta matriz es cero, pero su traza es a; # 0; por el

teorema 1.5.1 concluimos que (1, —ag/a;,0) es un punto semisilla nodal.

La respectiva matriz de linealizacién en (0,1, 0) es

00
00

B =

veamos que sucede en (0, 1,0); por el andlisis realizado en la seccién 1.5

es suficiente considerar el sistema

du 9

— = —qu

dr

dz

— = —2°—aquz
dr

el cual resulta un sistema cuadritico homogéneo desarrollado en el
capitulo 2; por el teorema 2.1.3 el diagrama de fase en (0,1,0) es co-
mo el diagrama de fase en el origen de la figura 2.4(b); concluimos que
(0,1,0) es un punto semisilla nodal. El diagrama de fase global es como

muestra la figura 3.13.
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Figura 3.13: Sistema con 2 Lineas Integrales pasando por el Origen

2.2.2)

2.2.3)

Qg # 0 ya = 0
El inico punto singular es (0, 1,0). La matriz de linealizacién en (0, 1, 0)
es

A=
00

pero por el andlisis realizado en la seccion 1.5 y segin el teorema 1.5.4
concluimos que (0, 1, 0) es un punto semisilla nodal. El diagrama de fase

global es como muestra la figura 3.12.

a=0ya #0

Los puntos singulares en el infinito son (1,0,0) y (0,1, 0). La matriz de

linealizaci6n respectiva en (1, 0,0) es

010

B =
0 0

el determinante de esta matriz es cero, por el teorema 1.5.1 concluimos

que (1,0,0) es un punto semisilla nodal.
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La matriz de linealizacién respectiva en (0,1, 0) es

00
0 0

B =

veamos-que sucede (0,1, 0); el sistema correspondiente es

du 2

- = —a1U

dr

dz 2
— =—quz—2
dr

el cual resulta un sistema homogéneo cuadritico, desarrollado en el

capitulo 2, segin el teorema 2.1.3 (0, 1,0) es un punto semisilla nodal.

El diagrama de fase global es como muestra, la figura 3.13.4¢

El siguiente teorema globaliza los resultados hallados.

Teorema 3.4.2. Los puntos singulares de un sistema cuadrdtico con un punto
estrella nodal, cuyo lado derecho no tenga factor comin son puntos sillas, puntos
nodal y puntos semisilla nodal. Este sistema no tiene ciclos limites. El diagrama de
fase global tiene diecisies y solo diecisies estructuras topologicas diferentes.
Observacion: En todas las figuras dadas se tiene la siguiente notacion:

s=punto silla.

n=punto nodal.

cn=punto nodo estelar.

sn=punto semisillanodal.

db=punto singular doble (multiplicidad).
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4 CLASIFICACION TOPOLOGICA DE
SISTEMAS CUADRATICOS
ESTRUCTURALMENTE ESTABLES SIN
CICLOS LIMITES

Para estudiar la clasificacién topolégica de este tipo de sistemas,
primero tenemos que estudiar todas las posibles combinaciones de sus puntos sin-
gulares en el interior de la superficie hemisférica cerrada H (equivalente al espacio
euclideano) y sobre el Ecuador, E; después hallaremos ejemplos para cada caso, con

esto demostraremos que el caso dado es realizable, por tanto existe.
En lo sucesivo adoptaremos esta notacion:
s : punto silla en el interior de H.
p : punto no silla en el interior de H (punto hiperbélico de indice +1).
S : punto silla en F.
F : fuente en E.
P : sumidero en FE.
o, 3,7, 6 y € elementos de ¥,.

Veamos ciertas caracteristicas que presentan los puntos singulares en

las siguientes proposiciones:

Proposicion 4.1. Sobre el Ecuador no puede haber sélo dos puntos singulares

hiperbdlicos.

Prueba

Suponiendo que sobre F hay dos puntos singulares hiperbdlicos P; y

Py, sus respectivas antipodas P| y Pj, también estan sobre E.

121



Asumiendo que P, es una fuente entonces P| debe ser un sumidero;
. pero P, estd ubicado entre P; y P|, asi P, tiene una trayectoria que viene de P; a
él y otra trayectoria que sale de él y va hacia P| lo cual conlleva a que P no es un

punto elemental.

Si P, es un sumidero, la prueba es semejante. o

Figura 4.1: Sistema con dos P. S. sobre el Ecuador

Proposicion 4.2. a no puede tener tres puntos singulares tipo silla sobre E .

Prueba

Suponiendo que « tiene tres puntos singulares P;, P, y P; sobre E tipo
silla, la suma de indices de estos puntos es -3, por lo cual a debe tener cuatro
puntos singulares en el interior de H tipo no silla, es decir de tipo nodal; pero por el
lema 3.3 esto es imposible, puesto que si un sistema cuadratico tiene cuatro puntos

singulares simples entonces al menos uno de ellos es punto silla.e

Consideremos a X como el espacio de todos los campos vectoriales

polinomiales de grado no mayor que 2, sobre el plano

X ={X(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)),donde el grado de P y Q es no mayor de 2}

ademads ¥,, es el conjunto de los sistemas polinomiales de grado no mayor que n.
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Si X € X, denotaremos por 7(X) la extensién a S? de la proyeccién

central de X.

La siguiente proposicion es consecuencia de la clasificacién afin de

cuddricas, la cual estd demostrada en Struik [10).

Proposicién 4.3. C = {X = (P,Q), P71(0) y Q'(0) son elipses o hipérbolas }
es abierto y denso en X.

Consideremos a $5(z) = {X € £, /m(X) tiene (i) singularidades en H \ E}

Proposicién 4.4. X; = %,(0) U £5(2) U £,(4).

Prueba

Supongamos que P~1(0) N Q~!(0) tiene uno o tres puntos singulares.

Por la proposicién 4.3, podemos tomar X € C.

Si uno de los puntos en P~}(0) y @ '(0) es tangente podemos hacer
una traslaciéon y modificar el nimero de singularidades de X, lo cual no es posible

puesto que X € ¥,.

Ninguno de P~! o0 Q! son elipses, puesto que si fuera tendriamos nece-

sariamente: cero, dos o cuatro puntos en la interseccién de P~1 N QL.

Ahora si P~! y Q7! son hipérbolas, el niimero de puntos en P~1N Q!

es el mismo que en la interseccién de sus asintotas.

Puesto que este nimero es par, podria existir 2 asintotas paralelas,
entonces con una pequena perturbacién podemos incrementar el nimero de singu-

laridades de X, lo cual es imposible.e

Tomando en cuenta las proposiciones dadas enunciaremos el siguiente

teorema:
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Teorema 4.0.3. Si o pertenece a ¥,, entonces las combinaciones de los puntos

singulares de o sobre H debe ser uno de los siguientes doce casos:

tipo a : (1) F; (2) psF; (3) pip2s1s2F.

tipo b : (1) p1p2S; (2) p1papassS.

tipo ¢ : (1) 8,52 F\PFy; (2) ps18253F PF.
tipo d : (1) SPF; (2) psSPF; (3) pip2s152SPF.

tipo [ (1) p1p28132F; (2) ’plpgp;:,SSngF.
Prueba

Puesto que X; = X5, cuando n = 2, entonces por el teorema 1.8.1 «

s6lo tiene puntos singulares hiperbélicos en el interior de H y sobre E.

Las coordenadas de un punto singular sobre E son raices de una
ecuacién cubica entonces sélo existe a lo mas tres puntos singulares sobre E; pero

por la proposicion 4.1, tenemos que sobre F sélo existe uno o tres puntos singulares.
La suma de indices del punto singular sobre H es igual a 1.

Suponiendo que « tiene un unico punto singular P, sobre E, el cual

puede sélo ser fuente (P, = F'), sumidero (P, = P) osilla (P, = S).

En el caso que P, sea fuente (si fuera sumidero el diagrama de fase es
el mismo que cuando es fuente sélo que invierte su orientacién), puesto que el indice
de P, es 1, puede suceder que o no tenga puntos singulares en el interior de H (tipo
a (1)), o si los tiene la suma de indices debe ser cero y por la proposicién 4.4 el

niimero de puntos singulares en el interior de H peden ser dos (tipo a (2)) o cuatro

(tipo a (3)).

En el caso que P, sea silla, puesto que el indice de P, es -1, por la prop

4.4 debe suceder que o tenga al menos dos puntos singulares en el interior de H de
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tipo no silla (tipo b (1)); mds ain es posible agregar un par de puntos singulares en

el interior de H cuya suma de indices sea cero (tipo b (2)).

Suponiendo que « tiene tres puntos singulares Py, P, y P; sobre F, por

la proposicion 4.2 tenemos tres casos:

1. Ninguno de los Py, P, y P;, es un punto silla.

También sucede que los tres P; (i = 1,2,3) no pueden ser todos
sumideros o fuentes a la vez (topoldgicamente es imposible); por lo
tanto al menos un P; es sumidero, luego tenemos dos fuentes y un
sumidero (en el caso de tener dos sumideros y una fuente el diagrama
de fase es el mismo que cuando tenemos dos fuentes y un sumidero pero
de orientacién invertida). Por otro lado tenemos que la suma de indices
de estos puntos singulares es tres, si a tiene dos puntos singulares finitos
éstos deben ser tipo silla (tipo ¢ (1)); si « tiene cuatro puntos singulares

finitos éstos deben ser tres de tipo silla y uno de tipo nodal.(tipo c(2)).

2. Uno de los P; (i =1,2,3) es un punto silla.

Si ocurre esto los otros puntos pueden ser sumideros (topoldgicamente es
imposible), fuentes (topolégicamente es imposible) 6 sumidero y fuente.
La suma de indices de estos tres puntos es 1; puede suceder que a no
tenga puntos singulares finitos (tipo d (1)); 6 que a tenga 2 puntos
singulares finitos, los cuales deberdn ser uno punto silla y el otro punto
nodal (tipo d (2)); por ultimo que « tenga 4 puntos singulares finitos,

los cuales deberdn ser dos puntos sillas y dos puntos nodales (tipo d
(3))-
3. Dos de los P; (i =1,2,3) es un punto silla.

Si esto ocurre el otro punto singular puede ser una fuente o un sumidero
(en este caso el diagrama de fase es el mismo que cuando es fuente, sélo

que la orientacién es invertida). La suma de indices de estos tres puntos
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singulares es -1, por lo tanto la suma de indices de los puntos singulares
finitos de o debe ser 2, por lo tanto o necesariamente debe tener puntos
singulares finitos. Si a tiene dos puntos singulares finitos, éstos deben
ser de tipo nodal (tipo e (1)); si « tiene cuatro puntos singulares finitos,

éstos deben ser tres de tipo nodal y uno de tipo silla (tipo e (2)).4

En lo sucesivo, por conveniencia de presentacion, adoptaremos la
notacion s (pl, D2, D3, P) para representar cuatro separatrices (L, L3, L7, L;) de un
punto silla s conectando los puntos singulares p;, p;,p3 y P respectivamente, en el
cual las dos separatrices empiezan de los dos primeros puntos p; y ps entran a s, y las
otras dos separatrices empiezan de s y entran a p3 y P respectivamente (Fig. 4.2(a))
y usamos la notacién S(F, p) para un punto silla sobre F usando separatrices [t y [~
no a lo largo del ecuador para conectar los puntos singulares F' y p respectivamente

(Fig. 4.2(b)). La otra notacién tiene similar significado.

Figura 4.2: (a): Sistema s(p;, p2, p3, P) y (b): Sistema S(F, p)

Puesto que el sistema en discusion no tiene ciclos limites y no es posible
usar una separatriz para conectar dos puntos sillas, de conectar las separatrices de
puntos sillas y los puntos singulares cuyos indices son +1, podemos determinar la
estructura topoldgica de los correspondientes diagramas de fase. Llevamosa a cabo
nuestra discusion de acuerdo a los cinco tipos y veinte formas dados en el teorema

4.0.3.
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1.) Tipo a(1). Forma F. Es facil ver que sé6lo hay una estructura topoldgica como

muestra la Fig. 4.3(a). El ejemplo realizable es:

=
ac

Q : (e>0)
dy 2, .2
dt =T"+y +e

Este sistema no tiene puntos singulares finitos puesto que z%+y*+¢ > 0;

tiene como punto singular en el infinito a F'(0,1,0) el cual es una fuente.

Figura 4.3:

Antes de continuar veamos el siguiente lema.

Lema 4.1. Sea X = (P,Q) € X y X° = (P-0Q,Q +6P), 0<0<e¢ cone

pequeno.

a) Si p es un centro para X entonces p es una singularidad hiperbélica

para X°¢,

b) Dentro de las regiones donde los centros de X son definidos, X° no

tiene ciclos limites.

Prueba

127



a) Si hacemos una traslacién del origen de R? a p, entonces podemos es-
cribir X = (ay+hi(z,y), —az+hy(z,y)), donde h; y hy son polinomios

homogéneos de segundo grado tales que

Oh;
hi y — -—;-— — ). 1 —

luego
X = (abz+ ay+hy(z,y) — Ohy(z,y), —az + aby + hy(z, y) + Oy (2, Y))
entonces la matriz de linealizacién para X? en (0,0) es

afd o

—a af

el cual implica que (0,0) es una singularidad hiperbélica para X°.

b) Las érbitas de X y X? son transversales.e

2.) Tipo a(2). Forma psF. Es facil ver que este caso tiene una unica forma, la cual

se muestra en la Fig. 4.3(b). El ejemplo realizable es

dz

—=P-6

dt @
(g .

dy

= =Q+6P

a9

el cual es obtenido rotando un dngulo # (0 < 8 < 1) de

%:Pz—y(u+2x)

e (k<0< v)
W_Q=@+lyry-L
dt - 2 4
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En efecto el sistema o tiene como puntos singulares finitos a p,(0,0),
el cual es un punto silla y a pa(—p,0), cuya raiz caracteristica tiene parte real cero.

Puesto que existe una primera integral

2 2 2

T 2 BT vy
x, = I — —_— —
o(z,y) (3+y)+ 5t

donde p, es un centro; los puntos singulares del sistema o pertenecen a la forma
psF. Después de rotar un angulo 0, el centro viene a ser un foco aqui a, no tiene
un ciclo limite. o todavia pertenece a la forma psF'. El diagrama de fase global se

muestra el figura 4.3(b).

3.) Tipo a(3) Forma. p;p,s,s,F. Para este tipo tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.0.4. Los sistemas cuadrdticos estructuralmente estables sin ciclos
limites de la forma pypas1s2 F tienen cinco y sélo cinco tipos diferentes de estructuras

topoldgicas, cuyas caracteristicas son:
az : 81(F, F,p1,p2), 82 F, F, pa, F'),
Qy : Sl(F,F,Pl,F'),52(F,P2,F'a F),
a5 : s1(F, Fypy, F'), s2(F, Fypa, ),
ag : 51(F, pa, 01, F'), 82(F, p2, o1, F),

Q7 sl(Fspi’:plspl):SQ(Fa Fap21Ff)‘

Prueba

Primero probaremos que hay a lo mads cinco tipos diferentes de

topologias.

Supongamos que p; y p2 son sumideros (fuentes) entonces las direc-
ciones de las separatrices de un punto silla s; puede sélo tener las siguientes tres

posibilidades (si es una fuente, entonces intercambiamos los dos primeros elementos
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y los dos iiltimos elementos en el siguiente):

sl(F,Faphp?)) sl(FaFaplaF’)a sl(F)F1p21F’)

Obtenemos las mismas posibilidades para s,. Después combinando s; y

39, es claro que podemos tener sélo dos diferentes de estructuras topoldgicas, az y

" Q5.

Supongamos que uno de los p; y p, es un sumidero y el otro es una fuente
entonces las direcciones de las separatrices de s; puede sélo ser de los siguientes cinco
tipos:

Sl(FaFaplaF’)a Sl(F;P2,P1,P1), Sl(Fap21plaF’)a
sl(F,p21Fl, F'), Sl(p21p2apla FI)
Son las mismas cinco posibilidades para s;.

Después de combinar todas las posibilidades para s; y s;, obtenemos

que sélo tres tipos estructuras topoldgicas distintas a4, ag y a7 son posibles.

Un ejemplo realizable para s,(F, F, p1, p2), s2(F, F,pa, F') es

dzx
— =—z(A+2y)+ex
dt z( y)+e
as: (e >0, /\<0)
dy_ 2 A2 ?
—dt—x +(y_+2) —I

cuyo diagrama de fase se muestra en la Fig. 4.4(a).
Un ejemplo realizable para s; (F, F,p1, F'), so(F, pe, F', F') es

as=0of (0<f<1), donde
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dt

Qe (e>0, A<0)
dy A, A2
a " Wy -7

Figura 4.4:

4. Tipo b(l) Forma.p;p,S. Es facil ver que este caso tiene sélo una estructura
topoldgica, cuya caracteristica es S(p;, p2), como se muestra en la Fig. 4.5. Un ejem-

plo realizable es

dzx
-~ =9
a
B=p8 (0<H<1). donde §: (e > 0)
dy_ 2 2
dt_y T+ €

En efecto, los puntos singulares finitos de g, son p;(—/€, 0) y pa(+1/¢, 0),
ambos son centros; x = 0 es una linea integral; el inico punto singular en el infinito
de B¢ es P(0,1,0) es de tipo silla; por lo tanto 3, pertenece a la forma p;p,S. Después
de una rotacién de angulo # obtenemos [, los centros vienen a ser focos, y no tiene
ciclos limites ni ninguna curva conectando dos puntos sillas; 5; aun pertenece a la

forma p;psS. Su diagrama de fase es mostrado en la Fig. 4.5.
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Figura 4.5:

5.) Tipo b(2) Forma p,pap3sS. Es facil ver este caso tiene sélo una estructura
topoldgica, cuyas caracteristicas son s(pi,ps,p3,p3) ¥ S(p1,p3), como muestra la

Fig. 4.6(a). Un ejemplo realizable es

d—tz—/\$+2xy

Bo=p (0<6<1). donde pBy: (A>0)
dy _ 2 2
dt—/\y-l-y T

En efecto, () tiene cuatro puntos singulares finitos p;(0,0), p2(0, — ),
P3(\/-A )‘) y P4(‘f’\ ’\) p; es una silla, p; es un nodo, p3 y ps son centros; z = 0
es una linea integral; el unico punto singular en el infinito es S(0,1,0), el cual es
" una silla; por lo tanto el sistema () pertenecen a la forma p;psp3;sS, cuyo valor de
divergencia es 4y; pero £ = 0 es una linea sin contacto (excepto el origen) y asi [
no tiene un ciclo limite. Después una rotacién del dngulo § (0 < § < 1) se obtiene
(-, aun tiene cuatro puntos singulares: p; sigue siendo una silla, p, sigue siendo un
nodo atractor, p3 y ps ahora son focos. §; ain tiene la forma p;p,p3sS y no tiene

ciclos limites como muestra la Fig. 4.6(a).

6.) Tipo c(1) Forma s s:F1 PF;. Es facil ver que este caso tiene sélo una estructura

topoldgica, cuyas caracteristicas son s, (F, Fa, P, F}) y so(F, P', F3, F}), y su retrato
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de fase es como muestra la Fig. 4.6(b). Un ejemplo realizable es

dz

E=x2+2xy

M (e > 0)
d
d—z=—2zy—y2—e

En efecto 7, tiene dos puntos singulares finitos: pl(—2\/§, \/g) y
p2(2\/§,:\/§), los cuales son puntos sillas; x = 0 es una linea integral; tiene tres
puntos singulares en el infinito: P;(1,0,0), el cual es un sumidero, F;(1,—1,0) y

F5(0,1,0) los cuales son fuentes. El diagrama de fase es mostrado en la Fig. 4.6(b).

Figura 4.6:

Antes de continuar necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 4.0.1. Un punto p € R? es un contacto entre X € X y la linea recta L

st X(p) es tangente a L.

Consideremos el siguiente lema.

Lema 4.2. Cualquier linea recta puede tener a lo mds dos puntos de contacto con
la trayectoria de un sistema cuadrdtico (el cual puede incluir el punto singular) a

menos que la linea misma sea una trayectoria del sistema.

Prueba
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Supongamos un sistema diferencial cuadratico

y que la linea dada es az + by + ¢ = 0. Entonces las coordenadas del punto de

contacto deben satisfacer

az + by +c=0, —_—=

El sistema en general tiene dos soluciones (z;,y;) (2 = 1,2) a menos que la primera
ecuacion sea parte de la segunda ecuacidn, en cuyo caso ax + by + ¢ = 0 es una-

trayectoria. En particular, si

Q(z:, ) = P(zi, %) =0, az; +by; +¢c=0

entonces (z;,y;) es un punto singular de la linea az + by + ¢ = 0.e
7.) Tipo c(2) Forma ps;sys3Fy PF5. Para este tipo tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.0.5. Los sistemas cuadrdticos estructuralmente estables sin ciclos
limites de la forma ps,sys3F1 PF, tienen cuatro y sélo cuatro diferentes estructuras

topoldgicas, cuyas caracteristicas son:
Yo : s1(F1,p, P, F3), s2(P', p, F1, 13), s3(Fa, p, P, F),
vs : s1(F1,p, P, P),s2(Fy, P!, P, F}), s3(Fy, P', P, F}),
vs : 81(F1, Fa, P, Fy), s2(P', p, Fi, F3), s3(F2, p, F}, F3),

Ys - SI(F11F21PaFﬁ')s32(F2?P’lF{1F2,)333(F25P1P’P)'

Prueba
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Por lo expuesto en el lema 4.2 los siguientes dos casos no pueden ser
realizados por sistemas cuadraticos:
(1) s1(F1,p, F3, F3), s2(Fy, P', P, F3), s3(Fy, P', P, F{), como muestra la Fig. 4.7(a) y
(2) s1(P',p, P, P),s2( Fy, P', P, F}), s3(F», P', P, F{), como muestra la Fig. 4.7(b).

Figura 4.7:

De una discusion similar al teorema 4.0.4, sabemos que en el presente

caso solo hay cuatro diferentes estructuras topolégicas <2, 73,74 ¥ s posibles.

Podemos probar que ellos pueden ser realizados por sistemas
cuadréticos; los ejemplos pueden ser encontrados en Tavares [11]. Un ejemplo

realizable es:

% = —dz+ z° + 22y + exy
vo=7" (0<@<1). donde : (e > 0)
dy 2
2 =y — 21y —
o oy —2ry—y

Un ejemplo realizable es

Z—: = —6z + 2% + 22y + €xy

v3=9" (0 <0). donde 7,: (€>0)
dy _ 2
Frie oy —2zy—y

Sus diagramas de fase global se muestran en la figura 4.8.
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Figura 4.8:

8.) Tipo d(1) Forma.SPF. Es facil ver que este caso tiene sélo una estructura
topolégica S(F, F').

Un ejemplo realizable es

dr  ,
dt—z +y +e
65,=0° (0<#<). donde &,: (e > 0)
d
£=2xy

Su diagrama de fase global se muestran en la figura 4.9(a).

9.) Tipo d(2) Forma psSPF. Este caso puede tener tres diferentes estructuras

topoldgicas , cuyas caracteristicas son:
8 : s(F, P',p, P), S(P',p),
3 : s(F, F,p, P),S(P', P),
d4 : s(F, F,p, P), S(F, F').

Entonces todos pueden ser realizados.
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Un ejemplo realizable es

dr 5
8 dt_z +y° —e€
=0, (0<6<). donde &,: (e>0, a+e<0)
dy
a-2(x+a)y

Su diagrama de fase global se muestran en la figura 4.9(b).

Figura 4.9:

10.) Tipo d(3) Forma.p,,pa, 1,82, SPF. Para este puede haber sélo a lo més 30
diferentes estructuras topolédgicasde los cuales hay 8 tipos los cuales han sido re-
alizados. Los 22 tipos restantes ain estd por realizarse o eliminarse. Todas estas

formas se puede encontrar en Tabares [11].

" 11.) Tipo e(1) Forma.p;p2S1S2F. Es facil ver que este caso tiene sélo tres diferentes

estructuras topoldgicas, cuyos caracteristicas son:
€1 : S1(p1, p2), So(F, F'),
€2 : S1(p1, F'), Sa(p2, F'),

€3 : S1(p1,p2), S2(p1, P2)-

Todos ellos tienen ejemplos realizables. Un ejemplo relizable es
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12.) Tipo e(2) Forma.py, py, p3, s, S1, Sa, F. Para esto hay a lo més 9 diferentes tipos
de estructuras topolégicas!. Hay cuatro tipos los cuales han sido realizados, y los

cinco restantes atin estidn por realizarse o eliminarse. Un ejemplo realizable es

d
£=x(A+x+2y)

a=¢ (0 <0 <1). donde e, : (A>0.)

d
E?J-:y(—)\+2x+y)

Su diagrama de fase global se muestra en la figura 4.10.

Figura 4.10:

Resumiendo el andlisis anterior, conseguimos

" Teorema 4.0.6. Los sistemas cuadrdticos estructuralmente estables sin cilos limites
pueden tener a lo mds 60 diferentes tipos de estructuras topoldgicas, de las cuales al

menos 33 pueden ser realizables?.

1
ver [Ta]
2Recientemente D. M. Zhu ha probado que el numero de estructuras topolégicas diferentes
posibles es menos de 60, pero al menos 36 pueden ser realizados.
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