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RESUMEN

El propdsito del presente trabajo es dar a conocer los métodos de
extrapolaciéon para solucionar numéricamente en forma eficiente las ecuaciones

diferenciales ordinarias rigidas

Estudiaremos los métodos numéricos de un paso, de manera especial los métodos de
Runge-Kutta, y el desarrollo asintético de su error global; con una mencién especial
a los métodos simétricos. Definiremos el método de extrapolacién para E.D.O., la

rigidez y la estabilidad de los métodos numeéricos.

La aplicaciéon de la Extrapolaciéon a los métodos simétricos, la regla del punto
medio linealmente implicito, al método de Euler implicito y linealmente implicito.
Las regiones de de la funcién de estabilidad y las implementaciones numérica de los

mencionados métodos.
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INTRODUCCION

El propdsito del presente trabajo es dar a conocer el uso de la extrapo-
lacién para desarrollar procedimientos eficientes para aproximar la solucién de un
problema de valores iniciales de una Ecuacién Diferencial Ordinaria (E.D.O.). Los
métodos de extrapolacion solucionan eficientemente un tipo particular de E.D.Os.
las que llamamos rigidas, ya que en ellas los métodos clasicos no dan buenos
resultados.

Las ecuaciones diferenciales rigidas surgen en una gran variedad de problemas de
la Ciencia e Ingenieria. Mencionaremos algunos de ellos como la cinética quimica,
la teoria de los circuitos eléctricos, en el estudio de los sistemas amortiguados de
resortes, en el andlisis de los sistemas de control y otros.

La idea principal para el desarrollo de los métodos de extrapolacién es la misma
desarrollada para la integracién numérica. De trabajos realizados por Stoer,
Deuflhard, Hairer, Wanner, y otros, obtuvieron muy buenos resultados para su
implementacién en forma eficiente.

Estudiaremos especialmente la regla trapezoidal, la regla del punto medio implicito
linealizado, los cuales tienen un desarrollo en h? de su error global. Ademés
aplicamos la extrapolacion a las métodos implicito y linealmente implicito de Euler

los cuales tienen un desarrollo en A de su error global.



1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES

En el presente capitulo mencionaremos los teoremas de existencia y
unicidad de una Ecuacién Diferencial Ordinaria (E.D.O) de Primer Orden, y los
métodos numéricos de un paso que solucionan una E.D.O. Entre ellos se encuen-
tran los métodos RUNGE-KUTTA de m-etapas. Luego mencionaremos los métodos
adjuntos y simétricos. El método simétrico tiene como error global un desarrollo

asintético en h? el cual nos serd muy ttil en los métodos de Extrapolacién.

1.1 Introduccion

Muchos Problemas en matematicas aplicadas pueden ser modelados por
una Ecuacién Diferencial Ordinaria. El caso mas simple es de E.D.O. de 1" orden

satisfaciendo una condicidn inicial.

/

Y = f(z,y)
y(Zo) = Yo

(1.1)

Una funcién y(z) es solucién de (1.1) si y'(z) = f(z,y(z)) y y(zo) = yo. Ahora, si

tenemos la siguiente Ecuacion Diferencial Ordinaria:

n" = x, , /
Y f(z,9,9") | (1.2)
y(z0) =w0, Y'(z0) = %,
y hacemos: y;(z) = y(z), y2(z) = ¥/'(z), resulta en (1.2)
g -— 1 4 €T p—
% Y2 y1(2o) = %o (1.3)

r !

Yo = f(fﬂayhyz): yz(xo):yo-



Ma4s generalmente, consideremos un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias

de 1¢" orden:

Podemos escribir con las notaciones:

)yn)T) f - (fl)f2)"'

sistema (1.4) como:

Yy = (ylay%'”

!’

Yy = f(xay)a

. ayn)a y1($0) =Y10
: ,yn), y2($0) = Y20
) ’y‘n)) y’n(‘rO) = YUno-

>fn)T) Y(zo) = Yo = (Y105 Y20, - - -

Y(To) = Yo-

En adelante, trabajaremos con problemas de valores iniciales:

(P)

f(z,y)

= «

o) c R, T c [.’L'o,f?];

y,a € R"

(1.4)

ay‘nO)T el

Antes de discutir los métodos numéricos aptos para la solucién de este problema,

hay que averiguar, si existe una solucién unica.

teoremas:

Mencionaremos los siguientes

Teorema 1.1. (Cauchy-Peano) Supongamos que f : D C RxR® — R™, donde

D es un entorno de (zo,Yo). Entonces eriste un intervalo [zo — 7, zo + 7] alrededor

de zo y una funcion y(x), definida en él y con grdfica contenida en D, de tal manera

que y(zo) = Yo Y que y(z) es derivable en [zg — r,z0 + 7] con

Y (z) = f(z,y(z)).



St R ={(z,y)) lz—z| <a, ly—wl <b} CDyM= max |f(z,y)l,
(zy) CR

) b
entonces se puede tomar r = min{a, M}

Prueba: Ver Novo/Rojo/Obaya (1995), Pag. 110.

Definicién 1.1. Sea D C R**! y f : D — R"™. Decimos que f es Lipschitziana
respecto a la variable y en D cuando existe una constante L > 0 tal que, si (z,y),

(z,2) € D, entonces

| f(z,y) — f(z,2)|]| < L|ly — 2||. L es llamado la constante de Lipschitz.

Teorema 1.2 (Picard Lindelof). Supongamos que f(z,y) es wuna funcidn
continua y Lipschitziana respecto a y en un entorno D de (xg,yo). Entonces existe
un intervalo (xo—1,z9+7] y una funcion y(z), definida en €l y con grdfica contenida

en D, tal que y(zo) = o, y(x) es derivable en [zg — r,x0 + 7| y

y'(z) = f(z,y(z)).

SiR={(z,y)) lt—z0o]l <a, [ly—wl <b} CDyM= max |f(z,y)ll,
(r,y) CR

b
entonces se puede tomar r = min{a, H} Ademds, si w(z) es otra solucion de (P)
(Problema de Cauchy), entonces coincide con y(z).

Prueba: Ver Novo/Rojo/Obaya (1995), Pag. 124.



1.2 Métodos de un paso

Definicién 1.2. Un método numérico de un paso que soluciona el problema (P)

tiene la forma:

Yi+1 = y; +h®(zjy;,h)
Yo = «

Tjp1 = z;+h 1=0,1,2,---  n—1

Escogiendo una longitud de paso h # 0, empezando con un valor inicial
To, Yo = a = y(To) se obtienen puntos equidistantes z; = z, + jh, j = 1,2,--- ,n,
obteniendose las aproximaciones y; de y(z;).

A veces también denotaremos a y;11 = yn(z + h).

Ejemplo 1.1. Método de Euler: yj11 = y; + hf(zj,v;)
Ejemplo 1.2. Método de Euler mejorado: y;41 = y; + hf(z; + %,y; + 2f(25,9;))

Definicién 1.3. El error de truncamiento local de un método de un paso es definido

como:
n(@y) = 2@ +h) ~y(@)} - @3(@), k), zelal, YR, hER,
el cual es un error relativo respecto al error local:
ej(h) = y(zj1) — y(z;) — h®(zj,y;,h).
Definiciéon 1.4. Fl error de truncamiento global estd definido por:

gi(h) = y(z;) — y;, j=01,---



El método de un paso es convergente de orden p, si:

lim [|g;(h)| = 0, donde g;(h) = O(H?).

Definicion 1.5. Se dice que un método de un paso es consistente con el problema
(P) st ®(z,y,0) = f(z,y) = ¢'(z), Y(z,y) € [a,b] x R, lo que es equivalente con

lim |7, (z,v)|| = 0. El método tiene orden de consistencia p, si 7, (z,y) = O(hP).

Se puede verificar que el método de Euler tiene orden de consistencia

p =1, y el método de Euler mejorado tiene orden de consistencia p = 2.

Definicion 1.6. Un método de un paso pertenece a la clase de los métodos Runge-
Kutta Explicitos si:

x]’yja § K :I:J)yJ)

donde
Kl(‘r.‘f?yj:h) — f(‘rjayj):
i-1
Ki(zj,yj, h) = f(z; + aih,y; + thuKl(.'IIj,yj,h)); i=1,2,---,m.

i =1
Por>lo general, los a; satisfacen la condicion:

i—-1
a; = E bil, i:1,2,---,m
=1

Esquema
0
Qg b2,l
az | bs, b3 2
as | bs, b2 by
Am bm, 1 bm,? bm,S bm,m 1
(5] &) C3 Cm—1 Cm



Lema 1.3. Un método explicito de Runge-Kutta es consistente con (P) <

Prueba:
m i—1
®(z,y,h ZC,K z,y, h :Zc,-f(x+aih,y+h2bill{l),
— =
— (®(z,y,0 ZCJCU?J £,y ca=f(zy) =Y a=1. O

i=1 i=1

Ejemplo 1.3. Construyamos un método Runge-Kutta explicito de orden p = 3.

Ky = f(zj,y;)
Qg = b2,1
Ky, = f(zj+axh,y; + hby 1K)
a3 = bz + b3
Ks = f(z;+ ash,y; + h(bs1 K1 + b32K>)
Yi+1 = Yj + h(a1 K1 + o K2 + ¢3K3) = y; + h®(zj,y;, h),
Kl - f)
Ky = f + agh(fe + [ fy) +503h% (foz + 2f fay + [ fuy) +O(R?)
— ~ -

F G
1
N K2 = f + G,Qh,F -+~ §a§h2G + O(ha)

K3 = f + azhfs + h(bs1 K1 + b3 2 K>) fy, + -;—aihzfm + agh?(b3 1 K1 + b3 2K2) foy+

h2

2

= f + hlaafz + (bs1 + bs2) f f,) + h’[azbs 2 F fy + %agfm + a3(bs,1 + b32) foy [+
(s 5322 i) + O(RY)

= f + hasF + h*[azbs Ff, + %agG] + O(h3)

(b3 1K1 + b3 2K2) fyy + O(hs)

= 7,(z,y) = l[y(-’f +h) = y(z)] = {e1 K1 + c2 K2 + c3 K3}

h? h3
= —[hf+ F+ 6 (G+ Ff,)] — {af +ca(f + ashF +

1
cslf + ha3F + h%(azbs o Ff, + §-a§G)]} + O(h?)

%agth)—k

1 1
= (1 —C] — Cy — Cg)f + hF(§ — Q9Cy — G3C3) + hZ[ny(g - 0,263b3,2)+

7



1 1 1
G(g et §“§¢2 = 50»363)] + O(h®).

Ast lenemos:

N
catextez = 1

Hay 6 incognilas
azc2 + ascy = %

r Yy 4 ecuactones.

azC3b3 2 = 3 , '

Por tanto mo hay solucién unica.
a3cy +adcs = 3

Una solucién es:

Ao = c =

[«

_ 2 .
ya3=1,=>co=4%,¢=

(3

1
6’
1 _ _
bey =ag =35, b32=2,b3) =a3— b3y =—1.

Tenemos el método de R-K-E de orden p = 3:

(

Ky = [f(zj,y5)

{ Ky = [(zj+ 5%y +2K))
Ky = [(zj+ h,y; — hK)+2hK))
Yit1 = y; + 2(Ki +4K; + K3).

\

Teorema 1.4. Dado un mélodo de un paso: yj1 = y; + h®(z;,y;, h)

¥y = [(z,q
para la solucién de (P) Y /(@) ,T € [a,b]

con las siquientes condiciones:

(1) [1®(2,9,h) = ¥(z, 2, h)l| < Mlly — 2|, Yz, , b), (2,2 h) € la,b] x R*, M €R,
(2) 17n(z, y)|| < NRP, Yz € [a,b], h € |0, hy], N € R.

Entonces el mélodo de un paso es convergente del orden p con la eslimacién del
error de lruncamienlo global:

hM _ 1 T—a

j
lly;(h)|| < hPNeT, Vz € [a,b], h< hy, h= ;




Prueba: Ver Stoer/Bulirsch (1993), Pag. 432.

Teorema 1.5 (Gragg 1964). Sea f € CV*2([a,b]) y sea y, la solucién aproxi-
mada obtenida por un método de un paso de orden p, p < N, de la solucidn y(x)

del problema de valores iniciales:

y; = f(x’y)
y(z,) = a, z € [a,b)

Entonces el error de truncamiento global tiene un desarrollo asintdtico de la forma:
Y (z) — y(z) = WPep(z) + Pt eppa(2) + -+ - + hVen(z) + RV Enya(z)  (1.5)

con ei(mo) :0’ 1, :p,p—i—l,
a5 &= dx;
Vz € [a,b], Vh = h, =

,j=1,2,--- Las funciones e,(z) son independientes
de h, y el resto Eny1(x) es acotado (para x fijo y h arbitrario).
Prueba:

La prueba del teorema de Gragg fue realizada en 1964 y era muy extensa
y complicada. La siguiente es la realizada por Hairer y Lubich en el ano 1984, ver
Stoer /Bulirsch (1993). Supongamos que el método de un paso es dado por ®(z,y, k).

Como el método tiene el orden p, y f € C¥*2([a,b]), entonces:
y(z + h) — y(z) — h®(z,y(z), h) = d,,, ()P + O(hP*?). (1.6)
Vamos a buscar una funcién e,(z) diferenciable tal que:
9 (2) —y(z) = e, (z)h” + O(RPH).
Para ello consideremos la funcién:

gh(x) = yh(z) - e;;(x)hp (1'7)



donde e (z) todavia no es determinada.

Como la solucién numérica del nuevo método esta dado por:
9, (@ + h) =G, (z) + hd(z,7,(z), h)
de (1.7):

Uz +h) = y(z+h)—e,(z+h)h?

(z) + ho(z,y, (), k) — €,(z + h)h?

= 4.(2) — e, (&)W + h®(z,y,(z), h) — e,(z + h)IP + ¢, (z) P
(z) — e, (z)h? + h®(z, 7, (2) + €,(z)h?, h) — e, (z + h)hP + e, (z)hP
Un(z) +

h[®(z,9,(z) + e, (2)h?, k) — (e,(z + h) — e, (z))hP~]

—> ®(z,7,(2), h) = (2,7, () + &, (2)h?, h) — (e,(z + h) — e, (z))hP~1.

Nuestro objetivo es determinar e,(z), con e,(x,) = 0 tal que ® sea de orden p + 1.
Veamos que: y, (z) — y(z) = O(hP1).

Expandiendo en serie de Taylor el error local de un método de un paso ® en potencia

de h, tenemos con

C(z,h) == y(z + h) — y(z) — B(z,y(z), h):

Clash) = yla+h) - 3le) — Mo (@,a(a), ) + L oy
—(e,(x+ h) —e, ()Pt +---]
= y(@ +h) —y(z) — hd(z,y(z), h) - 3“’(‘(;;* M) o (z)hi+

(e,(x+ h) — e, (z))hP + - - -]

= d,, (z)h**! — ?%ep(w)h"”r1 + e:,(az:)h”+l + O(hP*?)
= ly(a) = LELED, o) 4 o @ 1 ooy

10



Luego ® tiene orden p+ 1 si e, () es solucién del P.V.I. :

I

e, (z) f(z,y(z))e,(z) — d,,, ()
e (z,) = 0

= (z) —y(z) = v.(z) —y(z) —e,(2)h?
= O(hP)

= y,(z) — y(z) = e, (z)h? + O(h**1).

Para e, ,(z) se procede en forma anéloga al anterior, es decir consideramos

U, (@) =7, (2) — €, (2)R"™,

p+1

donde e, (z) es desconocido.

Definicién 1.7. El método

Yji+1 =Y + hglciKi
donde K;= f(z;+ a;h,y; + hEbﬂKf), 1=12,---,m
=1

es llamado el método de R-K de m-etapas.

o) Sib; =0, para ¢ < [, tenemos un método explicito de R-K.

o) Sib; =0, parai <!y al menos un b;; # 0, tenemos un método diagonal

implicito de R-K (DIRK).

Si adicionalmente todos los elementos de la diagonal son idénticos

(bis =v,1=1,2,--- ,m), tenemos un método estrictamente diagonal

implicito de R-K (SDIRK).

¢) En todos los dem4s casos se tendra un método implicito de R-K (IRK).

11



Teorema 1.6. Teorema del punto fijo de Banach

Sean D C R™ un conjunto cerrado, F : D — D, con F(D) C D y
I1F(z) = F@)l < Bllz —yll, Vz,y € D, 0 < < 1. Entonces z**1) = F(z®)
converge a un punto fijo unico z* con z* = F(z*).

Prueba: Ver Chumpitaz (19938), Pag. 62.

Teorema 1.7. Sea f : RxR" — R" una funcion continua que satisface la condicion

de Lipschitz respecto a la seqgunda componente con una constante L. St

1
L max {Z'bﬂ'}

1’ !

h <

entonces existe una solucion unica de (1.8).
Ademds, si f(x,y) es de clase C?, entonces las funciones K; son de clase CP.
Prueba:
Sea K; = f(z; + ash,y; + hglbﬂm), i=1,2---,m,
K:= (K1, Kz, -+, Km)",  KeR™, K| := max (]|Ki),

’ ,

E(K) = f(xj+aih7yj+h§bilKl)a i=1,2,---,m, E :R® — R™.
=
Definamos R := ||[F(K®) — F(K®)|,

R = max ||f(c; + ey + REOKL) = £z + aih,y; + AT bk
< max Lh||2b,,K()— ot K<2>||

i=1,...,m

< max Lhz | by |||K<” K2

1=1,...,m

< max Lhz | b | || K1 — K|

< qllKy — K2||,

donde h < : , O<g<l

L _Tax {Z | bat [}

Sea ®(h,K) =K — F(K) = 0.
La matriz de las derivadas parciales 5%, paré h = 0, es la matriz identidad y por

lo tanto la soluciéon de ®(h,K) = 0. Por el teorema de la funcién implicita en A = 0

12



es K; = f(z,y), el cual es continuamente diferenciable en una vecindad de h = 0. [

1.3 Métodos Adjuntos y Simétricos

Dado un método numérico de un paso yj+1 = y;j + h®(zj,yj, h), sea
y; = yn(x) la solucién numérica en z = z, + jh. Los algoritmos de extrapolacién
mas importantes que se utilizan tienen un desarrollo asintético con potencias pares
de h; para tener una base tedrica de éstos métodos, necesitamos tener y,(z) para h
negativo.

Lo que sigue es el trabajo realizado por Hairer, Norsett y Wanner, ver Hai-
rer /Norsett /Wanner (1993).

Dado un método numérico de un paso:
yn(z + h) = yn(z) + hO(z, ya(2), h)- (1.9)
Reemplazando h por —h tenemos
Y-n(z — h) = y-n(z) — h®(z,y-n(2), —h), (1.10)
y reemplazando z por z + h:
Y-n(z) = y-n(z + h) — h®(x + h,y_n(z + h), —h) (1.11)

Esta es una ecuacién implicita para la y_p(z + h), la cual posee una solucién unica

para h suficientemente pequefio (teorema de la funcién implicita),

Y-n(z + h) = y_n(z) + h®*(z,y_n(z), h). (1.12)

13



Definicién 1.8. Sea ®(z,y,h) la funcion de un método numérico. Definimos la

funcion ®*(z,y, h) del método adjunto por las formulas siguientes:

y-n(z)  =y-n(z+h) —hd(z+ h,y-n(z + h),—h)
Yy-n(z+h) =y-n(z)+hd*(z,y-n(z),h).

Ejemplo 1.4. El método implicito de Fuler es el método adjunto del método
explicito de FEuler.
Sea yj11 = y; + h®(z;,y;), (método explicito de Fuler).

Hallamos su adjunto:

Yitl > Y; - Yi = Yi+1 + h®(z5, yj+1),
he— —-h Yi = Yi+1 — h®(zj,Y541),
Te—T+h : Yi = Yi+1 — h®(z41,Y41),

= yji+1 = Y; + h®(Zj41,Yj+41), (método implicito de Fuler).

Teorema 1.8. Sea ® la funcion de un método de R-K con coeficientes b;, a; y ¢,
donde 1,1 =1,2,--- ,m.

Entonces la funcion del método adjunto ®* es equivalente al método de R-K con

coeficientes:
* J—
a; =1-—amy1,
* e
bﬁ = Cm41-1 — bm+1—t',m+1—h
& = Cmiios il=1,2 m
Prueba:

Para calcular el método adjunto, cambiamos y; por y;i1, T; por Tj;1,
y h por —h.
m m
Yitr = Y; + hy ciKy Ki = f(z; + aih,y; +h ZbukKi)
- m
= Ki= f(z;+ h(1 —ai),y; + h El(ct — bu) Ki)

Yi+1 = Y; + h,glchi*
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Para que tengamos la secuencia natural de los a], permutamos los valores de los

K} y reemplazamos todos los indices 2 por m + 1 — 2. a

Corolario 1.9. ** =
Prueba: Obvia.

Teorema 1.10. El método adjunto tiene el mismo orden que el método original ®.
El término principal del error local es el mismo término del error del método original
multiplicado por (—1)P.

Prueba:

Tenemos que:
y(z + h) — y(z) — hd(z,y(2), h) = dppa () + O(P*2)
Reemplazando h por —h, = por = + h tenemos por dpy1(z + h) = dpy1(z) + O(h)
y(z) —y(z + h) + h®(z + h,y(z + h), —h) = dpy1(z)(—R)PT + O(RP*?)
= y(z + h) = y(z) + dpt1(z)(—1)PhPT + h®(z + h,y(z + h),—h) + O(hP*?)
= y(z + h) — y(z) — h®*(z,y(2), h) = dpsa(z)(-1)PRP* + O(RP*?). O

Teorema 1.11. El método adjunto tiene el mismo desarrollo asintotico del error
global del método original si se reemplaza h por —h.

Prueba:

Vamos a utilizar el teorema 1.5 (Teorema de Gragg).
Por el referido teorema tenemos que:
Y. (z) —y(z) = e, (z)h? + O(RP*), con e (z,) = 0.
Reemplazando h por —h tenemos:
Y_(7) — y(z) = €, (z)(=h)? + O(h**),
lo cual establece el primer termino.

Para continuar, necesitamos probar que ® del método

Uy (z + h) =7, () + hd(z,7, (), h), (1.13)
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donde:
U.(2) = y,(2) +¢,(z)h”, (1.14)

(2,7, (), h) = &(2,7,(2) —¢,(2)h", h) + (e,(z + h) — e, (@) 1",

conmuta con la operacion adjunta, es decir d * = o,
De la definicién de @, resulta:
Y, (@ +h) + e, (@ + h)A? = y,(z) + e, (z)h" + hD(, 3, (2) + €, (2)h?, ).
Reemplazando h por —h, x por = + h tenemos:
y_u(z) +e,(2)(—h)F = y_,(z + k) +e,(z + h)(=R)" -
h®d(z + h,y_,(z + k) +¢,(z + h)(=h)?, —h).

Por la definicién del método adjunto tenemos:

Yo (@ +h) + e (z+h)(—h) = y_,(z) + &,(z)(=h)’ + hd *(z,y_,(z) + €, (z)(=h)", h).
(1.15)

Ahora, utilizando el método original resulta:

Y,(z + k) =y, (z) + h®(z,y,(z),h)
= y_.(z) =y_,(z+ h) — h®(z + h,y_,(z + k), —h)
= y_,(z +h) =y_,(z) + h®*(z,y_.(z), ).
Utilizando la ecuacion (1.14) con —h, tenemos en la ecuacién anterior, lo siguiente:
T_n(@ +h) +e,(z+R) (=R =T, (z) +e,(x)(—h) + hd* (2,7, (z) + e, (z)(=h)?, ).
Por tanto ® * = C'I*): ]

Definicién 1.9. Un método es simétrico si ®* = &.

Ejemplo 1.5. Los siguientes métodos son simétricos :

Regla Trapezoidal:

h
Yi+1 = yj + §[f($j= yi) + f(zj1, Yir))-
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Meétodo Implicito del punto intermedio:

h h
Yi+1 = y; + hKy, K1 = f(z; + 5 Yi “ §K1)'

Teorema 1.12. Un método simétrico tiene solamente exponentes pares en el desar-
rollo asintotico de su error global, es decir:
Y(x) — Yn(x) = eq(2)h? + egqi2(z)h%H2 + O(h2H4), con eg;(xg) = 0.
Prueba:

Si @* = @, entonces:
y(2) = yr(z) = ep(2)MP + eppr (z)RPH + O(RPF?), (1)
y(2) = y-n(z) = ep(2)(—h)? + epy1(x)(=R)P* + O((—h)P*?). (2)
Sumando (1) y (2) tenemos:
2(y(z) — un (7)) = ep(@)[R” + (=1)PA"] + epia () [R7 + (—R)P ]+

O(hP*?) + O((—h)"*?)

s ) — gl = Gl (2—1)”h”] N ep+1(m)[hp+; +(=hPH]

O(hP*?) + O((=h)"*?)
2
Sip=2¢ = y(z) — yn(x) = ex(z)h* + O(R**?).

Sip=2¢+1= y(z) — yn(x) = egqr2(x)R**? + O(R¥*%). O
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2 EL METODO DE EXTRAPOLACION

2.1 Introduccion

Sea II,, el conjunto de todos los polinomios reales o complejo P de
grado < n: P(z) =ap+ a1z +--- + a,z".
Las demostraciones de los siguientes teoremas de ésta secciéon pueden verlas en

Stoer/Bulirsch (1983).

Teorema 2.1. Para n + 1 puntos arbitrarios (z;, f(z;)), donde f es una funcidn
definida en dichos puntos para © = 0,1,---,n, x; # xr, para i # k, existe un
polinomio dnico P € 11, con P(z;) = f(z;) parai =0,1,--- ,n.

Este polinomio se escribe en la forma de Lagrange :

P(z) = th (z) = Z f,]‘[ Tk donde f; :=f(x;) (2.1)

i—0 Ti — T
k;ét
Teorema 2.2. St xg,zy,--- ,Z, son distintos en el intervalo [a,b] y si f €

C™*1[a,b], entonces para cada z € [a,b], existe un nimero £(z) €< a,b > tal que

FHE(z)

flo) = Plo) + L=

(z —zo)(z—z1) -+ (T — zp)

donde P es el polinomio interpolante dado en la ecuacién (2.1)

Definicién 2.1. Sea f wuna funcion definida en xg,xy, - ,ZT, Yy Supongamos
10,21, ,t5, 7 = 0,1,---k son (k + 1) enteros distintos con 0 < i; < n

para cada j. El, polinomio de Lagrange de grado < k que coincide con f en

Tigy Tiyy o 3 Tijy o T, S€ denota por Ro,il,.._,ik.
Teorema 2.3. Sean n + 1 puntos (z;, f(z;)), ¢+ = 0,1,---,n, denotamos por
Bi i, i, € Iln, un polinomio para el cual P; ; .. (:v,-j) = fij: j=0,1,--- k.
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Dichos polinomios estdn dados por la siguiente recursion:

Pt(m) = fi ’

=2 )P i s (@) —(@—7 )P i i, (T
R.oyils"',ik(x):( 0) —2 k( ) ( k) o k-l( ) (22)

iEik - JI,’O

Basados en la recursién (2.2) construimos un algoritmo Aitken-Neville,
que sirve para evaluar el polinomio interpolanteen el punto z. Usando la siguiente
abreviacion:

Tk = Piig1, itk

tenemos para k = 3:

k=0 1 2 3
To | fo= To,o

T | fi= Tio Ty,

Ty | fo= T2,0 T2,1 T2,2

73| fa=T30 T31 T30 T33

La recursién (2.2) puede ser modificada para una evaluacién mas efici-

ente, de la manera siguiente:

T;Z,O = fi)

(z—2z_)Tik-1— (2 — 3,)Ti-16-1

E,k —
r. — I,
i i—k

(:II —T,+T, — xi—k)q}:k_l - ('T - 33,-)71—1,1:—1
T, =T,

(2, = 2,..) -1+ 2 —2)0a1 — (02— 2,) 1101
Ty =T
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= ik_1+n”°‘1_ iLktl 1<k <i, i=0,1,---,n. (2.3)
’ x_‘ri—k_l
T —z,

Notar finalmente que para z = 0 la recursién dada por (2.3) tiene la

forma siguiente:

T:i,O = fi)

Tig—1—Tic1x1

Ti—k 1

z;

ﬂ,h:ﬂ,k—l_*_ 1<k <y, 1=0,1,--- ,m. (24)
En lo siguiente mostraremos como se puede aplicar las formulas de Aitken-Neville
a la integracién numérica. Para un intervalo [a,b] y para una particién regular de
[a, b] dado por:

z,=a+1th,+=0,1,--- ,N,z,=a,z, =b, h= 91"\,—" se tiene:

r(h) = [ S0+ h(ijl—), (F2I () = F@(a)) +

o (- a) (), a<E<t (2.5

donde :

T(h) = h(@ + fla+h)+---+ f(b—h)+ @) es la suma trapezoidal y los B,
son los nimeros de Bernoulli.

El resto de T'(h) — / ’ f(t)dt es llamado férmula de Euler-Mclaurin. Observese que

el resto tiene un desarrollo en h%. Sea f € C?™*2[a, ] una funcién real integrable

sobre [a, b], entonces la expansién (2.5) de la suma trapezoidal T'(h) de f en términos
b—
- es de la forma:

de la longitud de paso h =

T(h) = ag + a1h® + azh® + - - - + amh®™ + am1A*™2, (2.6)

20



donde:

ay = fab f(t)dt, ay = Zf_I:;T (j'(2k—1)(b) _ f(2k—1)(a)) k=12, m
B
am+1(h) = @ﬁ)_'(b - a‘)f(2m+2) (£(h’))7 a< f = §(h) <b

Y @my1(h) es el coeficiente del error.
Siendo f™+2 continua en [a, b], existe K > 0 tal que | f®™+?(z) |< K, Vz € [a, b].

Por tanto existe una constante M,,; tal que

b—a
Iam+1(h‘) |S Mm+ls Vh = T n = 172')"'
Ahora determinamos g, como sigue:
Para cada longitud de paso h; de la secuencia
h, h
ho =b—a, hy = =, hy = n—“, -+« hpy = — donde n,, n,, ---, n_ son enteros

1 2 ™m
positivos estrictamente crecientes, los siguientes valores de la regla trapezoidal:

10 := T(h), i=0,1,---,m.

Definimos
fmn(h) = ag+ arh?® + - - - + anh®™,
y tomamos el valor extrapolado T(O) como la aproximacién deseada de la integral ap.

Este método de integracion es conocido como la integracion de Romberg, la

cual fue introducido por Romberg (1965) para una secuencia especial:

5 i=01-,m.

El algoritmo de interpolacion de Aitken-Neville es muy adecuado para aproximar
T(0).

Sea ﬁk(h) el polinomio de grado al menos k en h? para el cual

Tu(hs) =T(hj) j=i—kyi—k+1,--- 5, 1<k<i<m,

y sea Ty, 1= ,ﬁk(())-
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Reemplazando en la férmula (2.4) con z; = h? obtenemos:

Tik—1— Tic1k—1

2
hi—
%] -1

Resulta el siguiente esquema de Romberg (Aitken-Neville) (m = 3)

T =Tip—1 +

hg | T(ho) = Too

h | T(h) =Tio Tha

hs | T(hy) = Top Ton Tape

R |T(hs) =Tsp T31 T32 Ta3

De ésta manera se puede mejorar la aproximacion numeérica de la integral fa f(z)dz

por la regla trapezoidal notablemente con una simple extrapolacién.

2.2 Definicion del Método

En la presente secciéon vamos a definir el método de extrapolacién para
la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria. Aplicamos la misma idea que

hemos desarrollado para la integracién numérica.

Yy = f(z,y)
y(To) = Yo

Dado el P.V.I

y H > 0 un tamano de paso basico.

Escogemos una sucesiéon de enteros positivos.
ng <My <My <mg< - (2.7)

y definamos los correspondientes tamanos de pasos:

H
ho > hy > hg > hg--- por hizn—,i=0,1,2,3,--' .

(3

22



Escojamos un método numérico de orden p y calculemos los resultados numéricos
de nuestro P.V.I. para un n; pasos con tamano de paso h;.
Definimos:

Tio ::yhi(:ro+h), 1=0,1,2,--- ,n;. (2.8)

y

Utilizando el Teorema de Gragg (Teorema 1.5) y en especial la ecuacién (1.5), eli-

minando algunos términos, el polinomio interpolante es:
Py = 9 — eph? — e hPTH — - —eppp  RPTFY (2.9)
donde § = yn(zo + H) + ep(zo + H)RP + - - - + epk—1(zo + H)hPT*1 tal que
Pr) = Tip = yn; (T + H), t=j5—k,---,7—1,]. (2.10)

Extrapolamos para h = 0 y usamos: py = § =: Tj como resultado numérico.
La condicién (2.10) consiste de k + 1 ecuaciones lineales para k + 1 incognitas

Y, ep’ o 5 Cptk—1-

El siguiente teorema puede verlo en Hairer/Norsett/Wanner (1993).

Teorema 2.4. El valor Tj; representa un método numérico de orden p + k.
Prueba:

Del Teorema (1.5) tenemos:
Y(@) = yn(2) = ep(@)H7 + epr1 (@A + -+ + en (@)Y + By yy()hVH.
Eligiendo N = p + k, resulta:

Tio =y(xo+ H) —ep(@o + H)AY — - -+ — epyr—1(z0 + H)hgﬂ-k—l — A,

donde A; = eppi (o + H)W]™ + Epyiya(z0 + H)RHH = O(HPHH),
H
ep+k($0) =0 y h,,' = n— S H.

1
Resulta, un sistema lineal con incdgnitas:

y(xo + H), HPeP(.’L‘o + H)a o aHP+k_leP+k-1(m0 + H)
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Definimos

i 1 1 1 1
n? nz;-H n§+k—1
1 1 1 1
A= AR AR Caatll
1 1 1 1
p 1 =
| iy n?tk n;’f,’s 1 J
. . . 5 e -
y(zo + H) Tj0 A
A —ep (.’L‘o + H)HP _ Tjj—l,O n Aj_l
€ (To+ H)HPEL || Tiko | | Aji |

Poniendo en funcién de §: (aproximacién numérica en h = 0)

g B
y —e,(zo + H)H? B Tj-1,0
TCpik-1 (‘TO + H)Hp+k_1 TJ'—-",O

La matriz A es de tipo Vandermonde, luego es invertible, entonces

ly(zo+ H) =gl S A7 oo~ max IA| = O(HP++1)
7':]7]—17"' 7J—k+1

Pero y(zo + H) — 9 = y(zo + H) — y(z0) — H® = H7,(z,y, H), 9 =1y(z0) + HD

= |7y (2,3, H)|| < O(HP*¥). O

Una gran ventaja de este método es que provee una tabla completa de los

resultados numéricos. Esquema de Romberg (Aitken-Neville), m=3
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P(ho) = To,o
P(hy) = Tip T;
(1) 1,0 111 (2.11)
P(hy) = Too Ton Top
P (ha) = Ta,o T3,1 T3,2 T3,3
Varias sucesiones de niimeros-pasos son usadas para (2.7):
la secuencia de Romberg (1955),
1,2,4,8,16,32, 64,128,256, - - - (2.12)
la secuencia de Bulirsch,
1,2,3,4,6,8,12,16,24,32,- - - (2.13)

y la secuencia harménica (Deuflhard 1983):

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, - - -

El ALGORITMO DE AITKEN-NEVILLE

Para el caso p = 2, (2.8) y (2.9) nos da un problema de interpolacién cléasica:

T o T I}xk - Tj_lyk
gkt = Lk + —m,
-1
Ny

Si el método es simétrico, para p = 2, tenemos un desarrollo en h?, entonces

Tip—T;_
T}1k+1 = {Z—.vjak + J’:l- 2:’ = ’
(-1
nj_k
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2.3 El Método de Gragg/Bulirsch/Stoer o GBS

Una desarrollo en h? del error global es muy importante para los
métodos de extrapolacién. En 1963 Gragg probé que el valor S, (z), z = zo + 2nh
producida por el método de Gragg-Bulirsch-Stoer (GBS),

Y1 = yo + hf(zo,0)
(*) Yj+1 :yj—1+2hf(xj>yj)a ] — 1a2)"' a2na Tj :$0+-7h (214)
Sn(z) = 3lyon—1 + 2Yon + Yons1], (Funcién de Gragg),

posee una expansion asintdtica en potencias pares de h y con propiedades de esta-
bilidades muy satisfactorias.

Las pruebas desarrolladas por Gragg de estas propiedades eran muy largas y com-
plicadas, hasta que Stetter en el ano 1970 tuvo una interesante idea de interpretar
la ecuacién (2.14) como un método simétrico algoritmo de un paso reescribiéndolo

en términos de indices pares e impares. Ver Hairer/Norsett/Wanner (1993).

Teorema 2.5. El método GBS dado en (2.14) es simétrico.
Prueba:
Definimos:
h* = 2h, T; =T+ Jh*, uo = =Yo
Uj = Y25, V5 = Yas+1 — b (T25,925) = 5(Yai1 +y25-1)
Reescribiendo (2.14) tenemos:
Uj = Yo5 = Ujp1 = Y2(i+1) = Y2i+1)+1 = Y2i+1)-1 + 2R [ (T2541,Y2541),

w1 = Y2; + 2hf (Toj41, Yoj41)

= ujy = wu;+ 2hf(zo + (25 + 1)h, v; + hf(T25,Y2))
= u;+ h* f(zo + 25h + h,v; + 2 f(zo + 25h, u;))
= w; + b flwo + jh* + B, v + B f o + h7,u5)
= u;+ b f(z} + B v+ f (25, uy))
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Vj = Y2j41 — hf (5323',3!23‘) == Vi1 = Y2(i+1)+1 — hf (372(j+1),y:a(j+1})

= Vpp-oj+1 = Yei+2)+1 — RS (Zoj2, Yojt2)
= Y@j+2)-1 t 2hf(T2j42, Y2i42) — RS (T2j42, Yoj42)
= Yojr1 + hf(Toj42, Yojr2)
= Yoj+1 — hf(Z25,Y25) + hf(225,y25) + hf (T2542, Y2j42)
= v+ 2 [f (@0 + 2R, u5) + (20 + 25h + 2R, uj41)]
= v;+ %[f(:z:;,uj) + f(z:; + h* ujt1)].

Entonces el método (2.14) puede ser reescrito de la siguiente manera:

* h* h* *
Uit | _ | % | e {(xj + %, v+ Ff(z],us)) (2.15)
Vj+1 v; olf (x5 + h* ujp1) + f(25,u5)]
Para ver la simetria de (2.15) hacemos lo siguiente:
?l.j+1 +—) ?.Lj, Uj+1 — ‘Uj, h* «— —h*, ."B; — .‘L'; 4 h*
* * h* h* * +
I I O T f(z +h* — %, v — 5 f(2; + A%, 4541)) |
Vj Vjt1 sf (@5 + h* = h*,u5) + f(2} + h*,uj)]
* h* h* + +
et | o [ S]] oo Ja} +4 00 — = (2 + B%,0444)) (2.16)
Vj1 Vj sIf (@} + B uin) + f(z3,u5))
Como se cumple
vip = S f (@ + R ) = e — hf(Toiae, Yagee) — % f(2] + R uip)

= v+ 5 f(z},u;) + f(z] + R%uj)] — & F(z) + b, uj41)

= v; + L f(z},u5)
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tenemos reemplazando en (2.16):

Uj+1 _ Uj s f(iL'; + h_2.7v.1' + bzlf(x;,uj))
Uj+1 Uj sIf(z; + B uj) + f(25,u5)]
lo cual prueba que la ecuacién (2.15) es simétrica. O

Teorema 2.6. Sea f(z,y) € C?**2, entonces la solucion numérica, del método GBS

definida en (2.14) tiene para x = o + 2nh un desarrollo asintédtico de la forma:
1
y(z) — Su(z) = Z ear(2)h* + R22C (2, h),
k=1

donde e (zo) =0 y C(z, h) es acotado para z € [zo,T|, h € [0, ho).
Prueba:
Haciendo las sustituciones
h* =2h, z7=xz0+ jh*, U =U = Yo
Uj = Y23,
V; = Yoj+1 — RS (%25, 425) = %(yzjﬂ + Y2j-1),

obtenemos el método numérico simétrico :

prk | [ W ] e f(z5 + 5,95 + 5 f (25, u5))
Vj+1 Uj %[f(x; + h*auj+l) + f(!l?;, u:i)]

que es consistente con el P.V.1.

u' f(xav)a ’U.(xO) = Y%

’Ul f(xau)a 'U(-'Z:O) = Yo,

cuando h* — 0.

Como el método es simétrico, tenemos por el teorema 1.12, los siguientes desarrollos
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asintoticos de los errores:

!

(a) : y(z) —u,, = Zagk(a:)(h*)% + (h*)2*2A(z,h*), ag(zo) =0,
(B) : y(z) —v,. = Zb%(x)(h*)% + (R*)**2B(z, h*), bak(z0) = 0,

con A(z,h*), B(z,h*) acotados. Para z = zo + 2nh obtenemos:
Za2k (h*)2l+2A($ h,)
donde dzk(l’) = 22ka2k( ) y A((B h) = 221+2A($ h)
Por Si(zo + 2nh) = $[yon—1 + 2y2n + Y2n+1) = 3ltn + v,
obtenemos con h* = 2h, sumando (&) y (),

e () = (@ () + box())2% L, C(z,h) = (A(z,h) + B(z, h))2%*! es acotado, y

Zegk )h%* 4 h2¥2C(z, h), donde ey (zo) = 0.
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3 ANALISIS DE ESTABILIDAD

En el presente capitulo vamos a definir cuando un sistema de ecuaciones
diferenciales es rigido, lo que es la estabilidad, y la funcién de estabilidad de un

método numérico. Podemos revisar Hairer/Wanner (1991).

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1. El método tmplicito de Fuler:
Y =Y, + hf($j+1’yj+1),

aplicado a la ecuacion de Dahlquist:
¥y =Xy, y(0)=1, Re()) <0.

Tenemos:
1
Yy — Y; + h(A)yj+l g yj+l(1 - h’\) =Y, = Y — 1__2
1

1—2

Y,
Sea F(hX) =

1
—— ysi'z:h)\ se tiene F(z) =
= [F@) Il | I<le]z-1>1
Los wvalores que satisfacen la desigualdad anterior, estin en la region del plano

complejo exterior al circulo centrado en 1 y radio 1.

Definicién 3.1. Para un método de un paso con las aproximaciones:
yi+1 = F(hN)y;,
respecto a la ecuacion :
vy =My, y(0) =1, Re()\) < 0,z = h\ (ecuacion test de Dahlquist),

se denomina al conjunto

B={zeC/ |F(z)|<1}
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region de estabilidad absoluta. La funcion F(z) se llama la funcion de estabilidad

del método.

En el ejemplo anterior, la regién de estabilidad absoluta del método
implicito de Euler es casi todo el plano complejo excepto el circulo centrado en 1 y

radio 1. El método implicito de Euler, es por eso muy estable.

Ejemplo 3.2. FEl algoritmo GBS, aplicado a :
y =Xy, y(0)=1,

nos conduce con z = HA a lo siguiente:

z
Yo =1, yp=1+—
n.‘i

Z
Y — Y +2-'—yn l1=12,-.-- s 15
n;

1
T_;',O = Z(yﬂj—l + Qynj + ynj +l)
v -T

i k=1 i—1,k-1
LR
Las regiones de estabilidad para los términos Toe, T3z, Ty, y Tss para la sucesion

{n,} = {2,4,6,8,---,} son mostrados en los grdficos (2.3) del libro de Hai-
rer/Wanner (1991), Pag.21.

Tj,k = ’I;,k—1+

Definicién 3.2. Un sistema lineal no homogéneo y'(z) = Ay(z) + b(z), A € R™",

b € R", es denominado rigido, st los valores propios de A tienen la parte real negativa
s ; (
m}& %d‘l/smﬂta;s i ol ¢!
max I (Re()\

e _d J
Se calcula S = i T(Re(,
10® indican una rigidez fuerte.

N Por lo general, valores de S mayor que

Sabemos que una E.D.O. no lineal se puede aproximar por una E.D.O. lineal en una

vecindad. Apliquemos la definiciéon anterior al siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.3. Dado el sistema de E.D.O.

yp = —0.1y1 + 1000yqys y1(0) 4
yp = —0.1y; — 1000y5ys — 50093, y2(0) | = | 2
ys = 500y3 — 0.5y y5(0) 0.5
—0.1 10045 100y, —0.1 50 200
J(z) = 0 —100ys — 1000y, —100y, | ,J(0) = 0 —2050 —200
0 1000y, —0.5 0 2000 —0.5

= A = 0.000249
A ~ —219.0646 = S = 7.35x108

As ~ —1031.535

Stoer/Bulirsch (1993) pag. 488, presenta un ejemplo de una ecuacién

diferencial rigida de una reaccién cinética quimica.

Proposicién 3.1. Los métodos de R-K de m etapas

Yo = U, + hi:ilciK,-, Ki = f(z; + aih,y; + Z;lb,-,K,), i=1,2,---,m,
dados también por:

Yin =Y + hi'nél(kf(xj +aih,gi), gi=y; + h;:ilbuf(xj + aih, 1),
tienen la funcidn de estabilidad F(z) = 1+ 2T(I — 2B)~!)e, donde

(91 1 \ (01 \

1 c

9= {]2 £ €= 1 . s B = (bu)ii=1,2,m c= -2
\ m 1) \ e )
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Prueba:

Aplicando el método R-K a la ecuacion de Dahlquist, 3y’ = Ay, tenemos:
Yin =4 +HPAT GG, 0, =Y HhATbg,  i=1,2,,m,
= g =y;e + hABg = (I — hAB)g = yje = g = y;(I — 2B) e
= Yy =Y +2cTg =y, + 2Ty, (I — 2B) e =y, (1 + 2¢7(I — 2B)Le)
= F(2) =1+ 2c(I —2B) e O

Proposicion 3.2. La funcion de estabilidad de los métodos implicitos de R-K sa-

tisface:
Fz) - det (I — 2B + zecT)
det (I — 2B)
Prueba:
(I—-hAB)g = y, (I —2B) 0 g e
Yjn = Y P chg oAl 1 Y 1
Por la regla de Cramer obtenemos :
B (3.1)
ier = det (I — zB) g 2T 1 Y- ‘
Al lado derecho de la ecuacién (3.1) se cumple:
I—2B e I—2B+zect 0
det = det = det (I — zB + zec”) (3.2)
—2ct 1 —2cT 1

Reemplazando la ecuacién (3.2) en la ecuacién (3.1) tenemos:

~ det (I — 2B + zecT)
Yin T T 4et(I—2B)
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det (I — zB + zecT)

= A det (I — zB)

Vamos a aplicar las proposiciones anteriores a algunos métodos. Sea F'(z) =

grado(P) = k, grado(Q) = j, donde k,j < m.

Ejemplo 3.4. 1). Punto medio implicito:
Yima = Y; +K,, K, = f(xa + %ayj + %Kl)

h hA A
=>Kl:A(yj+§Kl)___>K1_7Kl:/\yj =>K1:—Myj
2
g 14z
hA 2 D)
:>yj+1:yj+—hj\_y5=>yj+1: — A\ yj:=>F(z):1 Z
(1‘7) =5 2

2). La regla Trapezoidal:
h
yj+1 =5 yj + E[f(xja yJ) ¥ f(m.‘f—l-l: yj-l'l)]

h hA hA
= Y =Y, +§(ij + M) = Y (1 —~7) = (1+7) Y,

14 &
— F(z) = —2

~Z
2

3). Método de Hammer & Hollingsworth (orden 4)

ap [ b bz -0 bim
% = 36@ i i - ? az | b by -+ bopy
V|1 g
L L A | bm1 bm2 *** bmm
6 ¢ ot Cp
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Usando la Proposicidn (3.2) obtenemos:

(1 0 L L_ 8 1
I — 2B+ zecT = -z 4£ = 16 +2z [% %]
_01 it % 1 | 1
_ | t+ioi -
f-sfep 1-g4+ |
IERES B &
=" ]
-5 145
Pl_f_ _£+Z\/§
_ 1 17 76
[==B B _z_ =28 1_z ’
| 717 76 4
z z 2V3. .z 2V3 z 2
det (I — 2B Ty — (1+2)2_ (2 Yy 242v" &
et (I — 2B + zecT) (+4) (4 6\/)§(4+ = )\/?_) 1—|—2+1g,
z z  z z  z z 2
det (I — zB = (1=-2)2— (== - =) (- 4+ = A A0 e
et (I~ 2B) (-2 (3-205+ 20 = 124 T
1+z+22
= F(2) = 2 1%
oz, 7
2 12

Definicién 3.3 (Dahlquist 1963). Un método cuya region de estabilidad satis-
face: B D C ={z€ C/Re(z) <0}

es llamado A-estable.

Ejemplo 3.5. El método implicito de FEuler:

Yirr — Y + hf(xj+1a yj+i)

tiene como funcidn de estabilidad:
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por tanto es A-estable.

P
Teorema 3.3. Un método de R-K con funcion de estabilidad F(z) = 6%2_;

es A-estable si y solo si 1) | F(iy) |[<1, Vy€R
2) F(z) es analitica para Re(z) < 0.

Prueba:

=) Para todos los z € C, con Re(z) < 0 se tiene | F/(2) |< 1, entonces se cumple
1)y (2).

<=) Por el principio del méximo es | F'(z) | constante V z € C, con Re(z) < 0 de
(2), y por (1) F(z) es continua para el eje complejo, entonces | F(2) |[< 1V z € C,
con Re(z) <0. O

Definiciéon 3.4. Se dice que un método implicito de R-K es I-estable si cumple

solamente la condicién (1) del (8.3)

Observacion 3.1. Un método implicito de R-K es I-estable, si el polinomio

E(y) = | Qiy) I — | P(sy) |* = Q(iy)Q(—iy) — P(iy) P(—3y),
satisface E(y) > 0,V y € R.

Proposicién 3.4. La funcion E(y) = | Q(iy) > = | P(iy) |* es un polinomio de
grado par menor o igual a 2maz{grad(P),grad(Q)}. Si F(z) es una aprozrimacion
de orden p, entonces E(y) = O(y?*!) cuando y — 0.

Prueba:

Sea F(2) = %, grad(P) =k, grad(Q) = 7,

E(y) = | Qy) |*— | P(iy) |* = Q(iy)Q(—iy) — P(iy)P(—iy),

entonces

grad(E)

v

maz{grad(2j),grad(2k)} = .2max{grad(j),gmd(k)}
> 2maz{grad(P),grad(Q)}
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Como F'(z) es una aproximacion de orden p, entonces:

PR i
I GET T oy
Tomando z = iy y como | € |= 1 tenemos | €¥ |* = eiVe ¥ — 1,
_— | e'iy |P(7'y) | — ()(yp+l)
|| gt
- vy . = 0 +1
Q| oV

= Qi) | — | P(iy) | = O(y*+?),
E(y) = (1 Q) | + | P(iy) N(I QGy) | — | P(iy) |) = O(yP+!), cuando y — 0. O

Ejemplo 3.6. a). Para el método implicito del punto medio / Regla Trapezoidal,

tenemos 5
1+ = P(z)
F(z) = —2 — .
B=1"F = g

1) | F(ig) |<1, Yy R, porpue Q(z) = P(—z) —

Ey)=1Q@) > - | P(z) > = o.
2) F(z) es analitica para Re(z) < 0, pues su denominador solo se anula en z = 2.
Entonces el método es A-estable.

b). El método de Hammer-Hollingsworth es de orden p = 4,
2

z z
+ -+ =
Pz)=—2"13
N
. T2
Se tiene que :

Q2) = P(-2) = E(y) = | Q@) '~ | P(x) | = 0.
Las raices de su denominador se hallan al lado derecho del plano complejo. Se tiene

que el método es A-estable.

P(z)

de orden p > 29 — 2 es
Q(z)

Proposicion 3.5. La funcion racional F(z)

I-estable si, y solo, si | F(o0) |< 1.
Prueba:
Sea grad(P) =k y grad(Q) = j.
| F(00) |< 1 implica k < j y por la proposicién (3.4) se tiene E(y) = Ky%, y — 0.
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Asi tenemos que | F/(o0) |< 1 se cumple si y solo, si K > 0. a

Definicion 3.5. (Ehle 1969) Un meétodo es llamado L-estable, si es A-estable y

ademds Tm F(z)=0.

2z 2°
1+ =+ =—
Ejemplo 3.7. Método de Radau A (orden 5) F(z) = 3 5! 3z220 pt
1 — o} o — s
50 20 30

Es A-estable y ademds 1m F (z) = 0, por tanto es L-estable.

Proposicién 3.6. Si un método R-K implicito con B no-singular satisface una de
las condiciones siguientes:
(1) b = ¢, l=1,2,---,m,
(2) by =c¢, 1=1,2,---,m,
entonces F'(0o0) = 0 y un método A-estable es L-estable.
Prueba:
F(2z) =1+ 2cT(I —2B) e =1+ cT (271 — B)7le
= F(o0) =1-cTBle.

De (1) obtenemos: BTe_ = ¢, donde

[0 ) (1)

e,=1| |, e=| |, B = (by), i,l=1,2,--- ,m.
0 1

\ 1/ \1/

= F(oo) =1—-eTBBle=1-ele=1-1=0.

De (2) se tiene Be, = c, e, lo que implica también F(co0) = 0. a
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Definicién 3.6 (Widlund 1967). Se dice que un método es A(a)-estable si el sec-
tor So = {2/ | arg(=2) |I< o, 2z # 0}, a < T es un subconjunto de la region de

estabilidad.

Definicién 3.7 (Padé 1892). Sea g(z) analitica alrededor de z = 0. Entonces la

funcion racional:

k
!
P. zazz
Rue) = 2 _ 2% gy,
ij(z) thll
=0
es llamado la aproximacion de Padé del indice (j,k) para g(z) alrededor z = 0,

st RSQ(O) = 9¥W(0),1=0,1,--- ,5 + k. En este caso Rjx(z) = g(z) + O(27+*11),

z — 0.

Lema 3.7. La aproximacion de Padé, si existe, es unica.
Prueba:

Sean Rj: y Rj;, dos aproximaciones de Padé del mismo indice.

P; P(z .
Entonces se cumple —2 (2) = (2) + O(27HFH1)

Qir(2) Q5 (2)

w(z) := Pi(2)Q%(2) — Pi(2)Qk(2) = O(271++1),
Como w(z) es un polinomio de grado < j + k, se tiene w(z) = 0, lo que significa

que Rjk = R;k O

Caélculo de la aproximacién de Padé

9(2) = Ec,zl obtenemos:
=0

p . .

Eocr_gb; = R r=0,-- -k, p = min{j,r}
ECj_Fk_p_gbg = 0, /1,:0,1,"' ,7—1, O:min{j,j—l—k—u}.
=0

39



Z

Teorema 3.8. La aprorimacion de Padé para e° existe para cada indice es dado

por:

_k kKl(j+ k=0 A ! K'(j+k—1)! L
ij(z)_z(k G rRm 9 IZ J+k)'l'( ?

Prueba: La prueba puede verla en Hairer [2], pag. 50

Teorema 3.9. Una aprozimacion de Padé Rji es I-estable st j —2 < k < j

Prueba:

Sea j —2 < k < j, entonces E(y) tiene grado maximo de 2j, para
k = j se tiene que E(y) = 0 porque P(z2) = Q(—2).
Para k =j — 1, k = j — 2 se tiene que k < j , esto implica que | F(o0) |< 1.
p=7+k > 25— 2lo cual implica que es I-estable. (]

Ejemplo 3.8. 1). La aprozimacién de Padé del indice (i,7) = (2,2) es:

2

1+z+z
Ra(z) = smlmdis
1—24 2

2+12

el cudl coincide con la funcion de estabilidad del método de Hammer- Hollingsworth
(orden 4 ).
2). La aprozimacion de Padé del indice (5,k) = (1,1) es

z
1+ =

Ria(2) = —2,

2

el cudl coincide con la funcion de estabilidad del método implicito del punto medio

y la regla trapezoidal.
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4 EXTRAPOLACION DE METODOS
SIMETRICOS PARA LA RESOLUCION DE
E.D.O. RiGIDAS

En el presente capitulo analizaremos la extrapolacion de métodos
simétricos de un paso, la regla trapezoidal, la regla del punto medio implicito
linealizado, los cuales tienen un desarrollo en h? de su error global. Ademas
aplicamos la extrapolacion a los métodos implicito y linealmente implicito de Euler

los cuales tienen un desarrollo en h de su error global. Ver Hairer/Wanner (1991).

4.1 Extrapolacion de Métodos Simétricos

Consideremos como el método simétrico de un paso, la regla Trapezoi-

dal:

h
Yyna=Y; _i_E(f(xjﬁyj)+f($j+lﬂyj+l)) (4-1)

y el método implicito del punto intermedio:

h 1
Yimn =Y; T hf (zj + 55 W+ y,-)) : (4.2)
Como se ha visto en el Capitulo 2 ambos métodos son simétricos y tienen un desar-
rollo asintético de su error global en h2.

Basandonos en los resultados del Capitulo 2 para la implementacién del método de
extrapolacién, tomamos una sucesion de numéros-pasos {n, } = {ny,ng, -+ ,nj,- - }.

Sea —, donde H > 0 un tamano de paso basico.

.
7
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Definimos
Tix =y (zo + H). (4.3)

La solucién numérica, obtenida en n; pasos con tamano h_, es

Tjx — Ti-1,k
() -

—1
n,_,

Aplicando la ecuacién test ¥’ = Ay, al método dado en (4.1), obtenemos:

Tiprr = The + (4.4)

h hA h
yﬂ_l = yj + E)\(yjﬂ +y’,) — yj+l (1 = 7) —. (1 + 7) yj

+

La funcién de estabilidad es entonces: F'(z) =

~

—
|

Anélogamente obtenemos para (4.2) : F(2) =

P | — e VS
—_ —

[ +
DO WP N po| RN N

De este modo, la funcién de estabilidad Fji(z) del método Ty es dada

recursivamente por:

hx\ T z \ N,
14— L¥F—
2n, 2n,
Fj(h)) = o = Fj(2) = 2 ,
§ o 2 it e
2n 2n,
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Fjx(2) — Fi-1k(2)
&

Fjr+1(2) = Fie(2) +

— F;
2
) -1
k

Dahlquist (1963), ver Hairer/Wanner (1991), obtuvo para n, = 1y

=2
2
142 143 .
Fgg(z):§ 4 1—% — X % >§>1,cuando z — oo, (4.6)
4 2

lo que es una propiedad no deseada cuando solucionamos problemas rigidos.
Stetter (1973) propuso tomar solo nimeros pares o impares en la sucesién de
nimeros-pasos {n,}, entonces todas las funciones de estabilidad de la tabla de
extrapolacion tienden para z — 0o a 1 6 —1, respectivamente.

La Fig. 4.1 muestra los dominios de estabilidad {z € C / | Fj;(z) |< 1} para la

sucesion de numéros-pasos {n, } = {1,3,5,7,9,--- }.

SUAVIDAD

Otra posibilidad para evitar la dificultad encontrada en (4.6) esla suavidad,
Lindberg (1971). La idea es reemplazar la definicién (4.3) por el paso de suavidad
de Gragg:

-~

Th = S,

J

(z, + H)
Sh(x) = %(yh(x —h)+ th(iL‘) +yh(x + h))

J

donde y,(z), S,(z) (método trapezoidal) poseen una expansién asintética en

potencias pares de h.
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-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Fig.4.1. Dominios de Estabilidad para la regla trapezoidal extrapolada.



Para la funcién de estabilidad de le tenemos:

z N1 z \ " z N +1
1+ — 1+ — Ig=—
~ 1 2n 2n, 2n,
Fal®) = (12 = V=T o=
2n, an} \ 2n,
1 2n

Se trata de una aproximacién L-estable a la funcién exponencial.

La funcién de estabilidad ﬁ‘jk(z) obtenida de (4.5) todas satisfacen F. w(2) = O(272),
cuando z — o0.

La Fig. 4.2 muestra los dominios de estabilidad {z € C / | f'jj(z) |< 1} para la

sucesion de numéros-pasos {n,;} = {1,2,3,4,5,--- }.

4.2 La Regla de Punto Medio Implicito
Linealizado

Los codigos de extrapolaciéon basados sobre métodos puramente
implicito son muy dificultosos de implementar eficientemente . Después de ex-
tensivos cédlculos numéricos, Bader/Deuhflhard (1983), ver Hairer/Wanner (1991)
hallarén que un método linealmente implicito, que era la extension de los métodos
GBS dado en el Capitulo 3, da muy buenos resultados para ecuaciones rigidas .
La motivacién para el método de Bader & Deuhflhard es basado en la transformacién

de Lawson:

y(z) = ’*C(a), (4.8)

45



20 - T_55

10

-10

-20

-30
-10 -5

Fig. 4.2. Dominios de Estabilidad de Fj;(z).
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donde esperamos que la matriz J = f'(y) neutralice la rigidez.

Diferenciando la ecuacién (4.8) obtenemos:

y'(z) = Jel°C(z)+e’*C'(z)
= f(z,y) = Jy(z) + ¢’*C'(z)
= C'(z) = e *[f(z,y) — Jy(2)]
— C'(z) = e ’%g(z,e’*0),
donde g(:v,y) = f(:r,y) - Jy(IL‘) (49)

Resolviendo lo anterior por el algoritmo GBS

vy = yu+hf($ovyo)!

yi+1 = yi-—1+2h‘f(xi’yi)7 ’L=1,2 an)
Sh(m) = ?ll(yzmq % Qyzm + yzm+1)a
resulta:
C;'+1 = Ci—l + Qhe*']-'c.-g(g;“ ein Cl)

Por (4.8) tenemos:

e Ty = e Ty, +2he 'ig(z,,y,)
= eIty = @Ry 4 OheITg(z,y,)
s @Iy = eIy 4 2he~ITig(z, )
= e My, = ey, +2hg(z,,y.)

Por razones evidentes de calculo, reemplazamos e**’ por la aproximacién I + hJ y

obtenemos:

(I - hJ)yx = Y+ h'g(xo’yo)
(I - h"])yi+l = (I+ hJ)y._, + 2hg(z,, Y;)
S, (.’L‘) = %(yZm—l + y2m+1)’ T =z, + 2mh.
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Sustituyendo g de (4.9) obtenemos ( con z = z, + 2mh, z, = =, + th )

(I - h"])(yl - yo) = h’f(xoayo)a
(I - h“])(yi+1 —¥) = —+hJ)(y, — Yioy) + 2hf(:n‘.,y,.), (4.10)
S, (z)

I

%(y%n—l + Yot ),

. . o)
donde J es una aproximacion del jacobiano biyv(xo,yo).

Si tomamos J = 0, en las dos primeras ecuaciones de (4.10), estos son equivalentes

al método GBS.

Ahora vamos a probar uno de los teoremas fundamentales de éste Capitulo

Teorema 4.1. Bader & Deuflhard 1983 (Ver Hairer/Wanner (1991)
Sea f(z,y) suficientemente diferenciable y sea J una matriz arbitraria, entonces la

solucion numérica definida en (4.10) posee un desarrollo asintdtico de la forma:

l
y(@) = 5,(z) = D _e;(z)h¥ + K¥**2C(z, h)
Jj=1
donde C(z,h) es acotado para z, <z < I y0 < h < h,.
Para J # 0 tenemos en general e (z,) # 0.
Prueba:

Como en la prueba de Stetter para el algoritmo GBS, teorema 1.5,

introducimos las variables:

h* = 2h, m::9304"1‘3}7'*: Uy = Vg = Yoy YU = Yy

v, = (I - l‘zJ)yzk"H + hJy,, — hf(z,,,¥,,)- (4.11)

De la segunda ecuacién de (4.10) tenemos:

(- hJ)(y2k+1 - ka) =—(I+ h"])(y2k — Ypey) T+ 2hf(Z ks Yoi)
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= (I - hJ)(y2k+1 = yzk) = _(I 2 h'])yzk + (jr T h"])ymc—l 4+ Qh’f(m?k’y%)

g (I - hJ)y2k+l + thzk - h’f(ch’ y2k) = _h'Jyzk + (I + hJ)yzk—l + hf(:r2k’y2k)'
(4.12)

Reemplazando (4.12) en (4.11) resulta:
h%W = (I + h’J)yzt—1 - h"]yflk + h’f(xnmynk)' (4'13)

Como u, =Yy, Uy = Yoperry = Yarsz» €0 la segunda ecuacién de (4.10):

(I = RI) Warsz = Yarpr) = — + ~)Ypyy + (I + 2 )yy, + 20f (50405 Yarsn)»
Yors2 — th2k+2 Yokt + h‘]yzk+1 = Yk T th2k+1 + Yox + h"]yzk + 2h'f($2k+1 ) y2lc+1)7

Uy = hJuk+l - Qh']y%-}—l +u, + hJu’k g th($2k+l?y2k+l)

u, +u
= U, + 2hf(Zpsys Yorra) — 2RI Yy, + 2RJ ( : 2 kH)

*

h u, +u
= u,+h*|f(z; + 50 Yares) = S +J (*T*“)] (4.14)

Vepr — (I + h’J)y2k+l - th2k+2 + f(x2k+'2’ y2k+2)
= Yory1 — h"]y2k+l + 2h"]y2k+l - h‘]yek+2 + hf(x2k+2’y2k+2)
== (I - hJ)y2k+l + thzk - hf(m2k+2’y2k+2) + 2h"]y2k+l - h’Jka - th2k+2+

h[f(m2k+2)y2k+2) + f(m2k+2’ y2k+2)]
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= v, +h[f(z,,y,) + (T2 Ynesa)] + 2hJy,,., — 2hJ <M2ﬁw>

*

e o * * * » u, +u
= vk+?[f(:vk,uk+,)+f(a:k+h,uk)]-q-h, JYpry — b J( k . m)

e | Lo . e J
= U+ h §(f($k)uk) + f(xk +h ’uk+1)) + Jy2k+1 - 5(“1: + uk+1):| : (4'15)

De (4.14) y (4.15) resulta:

= .
L Ve
N . (4.16)
u Uu
e f(.’L‘: o 7&3}“1) - Jy2k+l +J (%)
1 " ")
E(f(m: +- h*!uk+1) I f(xk’uk)) i Jy2k+l - "2"("';: + uk-H)
De (4.11) tenemos:
ve=(I— hJ)y2k+1 + th2k - hf("rzk)yu)
= Uk = Yopqn — th2k+1 + thwc - hf(xzk’yzk)
= Yo — Uk T h‘]yzk+1 —hJy,, + hf(:v%,y%)
h* h* h*
= Youyr — Ukt 3']y2k+1 - ?Juk + if(:c:)uk)) (4'17)
y de (4.15) tenemos:
" i + h* * 4 h*
P JYps = Vs — Ve — Ef(xk’u’k) = ?f(xk_'_l,ukﬂ) - —Q“Juk + gJUHI. (4.18)
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Reemplazando (4.18) en (4.17) se tiene:

1 _ h*

Yort1

ht

* * h’*
- 'Q"“f(xk’uk) - -i-f(mk+1’uk+1) da _J(uk +uk+l)] -

2

h* D* . s
?J’Uk + E‘f(mpux)
v -+ v h* * h* * h* h*
= —HIQ £ — z‘f(xp uk) - ?f($k+l’uk+l) * IJ’“" T Z‘h‘kﬂ_
h* B
?J’Uk 5 Ef(mk’ ‘U.k)
v, +v, h* h*

= 2 (fahe) - f

2 4

vk+l + vk * uk+l
o LTk L pr g
5y thl

—Uu

Veamos ahora la simetria del método (4.16).

Realizamos los siguientes cambios:

uk+l uk ! vlc+l vk )

simetria de (4.19), obtenemos de (4.16):

Tk) 4 (f(xl:+1’uk+1) - f(-’II:,uk))

x+1’uk+1)) - 3 Z'](uk+l = uk)

(4.19)

h* «— —h* y ¥ «— z} + h*, y observado la

* * * h* E +u
U, = U, — h lf(xk +h* - ?’ y2k+1) - Jy2k+1 + J(kaH)]
. , h* (7} +u
= U, = u, +h [f(xk + 5,y2k+1) = Yo J(H—IQ_J‘)]’

Ve = Ve

2

2

* 1 * * * u
= Vg1 = Y +h {_(f(xk +h ’uk+l) + f(wk’uk)) + Jy2k+l - '](——

* 1 * * * * *
—h |:_(f($k+h —h ,uk)+f($k + h ’uk+l))+']y2k+1 -

De lo anterior vemos que el método (4.16) es simétrico.

El método (4.16) es consistente cuando h* — 0 con la siguiente ecuacién diferencial
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ordinaria:

v o= f(@,0) = J(v—u), ulz,) =y
v = f(x,u) + J(’U - U), ’U(xo) = Yo,

con la solucién exacta: u(z) = v(z) = y(z),
donde y(z) es la solucién original de o' = f(z,y).

Aplicando el teorema 2.2, tenemos lo siguiente:

l 3

Yo — U (z) = D a;(@)h¥ + K Az, h)

o > (4.20)
Yo) — v, (&) = Y b(x)h¥ + K+ B(z, h)

Jj=1 J

con a,(z,) = b,(z,) = 0; y A(z,h) y B(z, h) son acotadas.
La solucién numérica dada por la tercera ecuacién de (4.10) puede ser expresada en

términos de u_ y v,, como sigue:

Un = (I - h"])y2m+l + h‘]yzm - hf($2m’y27n)
v"“ = ([ + hJ)y2m—l - h’JyZm + hf(:EZm’ y2m)

. (I+hJ)w, = (I+hJ)I—-h)y,,.,+h(I+hI)JY,, —h(I+hJ)f(T,,,Ysm)
(I-hJ)w, = (I+hJ)I—-h)y,, , —h(I—hJ)Jy,, +hI —hJ)f(Zp,sYsm)

Sumando obtenemos:

va T (I - hz']g)(y2m+l + y?m—l) + th‘]y?m - 2h’2']f($2mly'2m)

1
= 5Wamis + Yam-i) = (L= B2 70, + B2 (f(20) = Tuiy,)

52



Para z = z, 4+ 2mh, tenemos:

y(z) = S,(z) = yl@)— I - h*J*) 7 . (2) + BT (f(=, ,,.(iv))—Ju‘(I))]
= (I-h22)7H I = K2 I?)y(z) = v,. (2) = B2J(f (2, w, (7)) = Jo,. (2))]
= (I=-r7°)7H(y(2) = v, (2) = K2 (f(2,u,. () + T (y(z) - uh‘(x)))]-

h
Utilizando la ecuacién (4.20) tenemos:

y(z)— S, (z) = (I—h*J?)" {zb(x VA% + h#+2B(z, h) — K*J f(z,u,.(z))—

J=1

l
h27%() " a,(z)h¥ + h**? A(z, b))
j=1

= (] -h2J%)? [ij(x)h2j+h2’+2B(:c,h) r*J f(z,u,.(z))—

J=1

l
W22 a,(z)h® + h**+?A(z, h))
j=1

entonces

y(z) = S.(z) = (I-h2J?)" {Z[b — h2J%a,(2)]h% — h?J f(z,u,.(z))+
(B (x,h)—h2J2A(z,h))h2’+2] O

Para un anélisis de estabilidad, aplicamos al método (4.10), con J = A

a la ecuacién test ¥’ = Ay, entonces:

(1 - h/\)(yiﬂ - yi) — _(1 + h)‘)(yi - i—l) + Qh/\y.'
(1 - h/\)yiﬂ -y + h/\y,. = Y% tY_, - h/\yi + h'/\y.-_l + Qh)\y'.
(1 i~ h’/\)yi+1 = (1 + h/\)y.'_n

., - (ay
yi+1 - (1 _ hA)y‘_l
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El resultado numérico es dado por:

1 [1+hR\™

S, (zy +2mh) = A=) =Y,

Yo (4.21)

que es la misma que fue obtenida para la regla trapezoidal con suavidad, ver
la formula (4.7). Escogemos una sucesién de nimeros-pasos (n;), n, = 2m,.
Bader & Deuflhard (1983), ver Hairer/Wanner (1991), propusierén s6lo nimeros

impares para m,, de este modo S,(z, + 2m.h) en (4.21) tiene el mismo signo

como la solucién exacta: €**™i"y,, para todos Re(hA) < 0. Asi obtuvierén:

{n,} ={2,6,10,14,22,34,50,-- - }.
Tomando Tj = 5, (z, + H), con hjg y definiendo T} por (4.4).
La funcién de estabilidad de T}; esta dada por :
-
1 i
Fj(2) = = - (4.22)

2
GO
?’LJ. ]

y los de T}x pueden ser calculados por la recursién (4.5).

=]

Los dominios de estabilidad de T}; son mostrados en el grafico 5.3.
Por el grafico, ver Hairer/Wanner (1991), hacemos la tabla siguiente:

A(a)-estabilidad de la regla de punto-medio linealmente implicita extrapolada.

90°

90° 90°

90° 90° 90°

90° 89.34° 87.550 87.34°

90° 88.80° 86.87° 86.10° 86.02°

90° 88.49° 87.30° 86.61° 86.36° 86.33°

90° 88.43° 87.42° 87.00° 86.78° 86.70° 86.69°
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Fig. 4.3. Dominios de Estabilidad de la regla del punto medio

linealmente implicito extrapolado.

95

80



METODO IMPLICITO Y LINEALMENTE IMPLICITO DE EULER

Deuflhard (1985), ver Hairer/Wanner (1991), reporté sus experimentos de extrapo-

lacion de los métodos implicitos de Euler :

Yia = Y; + hf($j+1 c 2 yj+l) (4'23)

y del método linealmente implicito de Euler:

(I - hJ)(yj+l == yj) = h’f(mj + yj)) (4-24)

. af
donde J es una aproximaciéon del jacobiano %(zo,yo). Los métodos mencionados,
no son simétricos y tienen solo un h— expansién de su error global. Extrapolando

la solucién numérica en z, + H resulta:

Tix —Ti1
() -
n,_,

De esta manera los Tjx representa un método de orden k.

Tik+1 =T + (4.25)

para los métodos (4.23) y (4.24), la funcién de estabilidad de T}, es la misma y

definida recursivamente por:

Fia(s) = (1- —)n

F; - Fj_
Fik41(2) = Fie + #(2) — =3

)
T,

Tomando la secuesion nimeros-pasos {n,} = {1,2,3,4,5,6, -} mostramos los domi-

nios de estabilidad del método.
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Fig. 4.4. Dominios de estabilidad de Euler Extrapolado.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Las ecuaciones diferenciales ordinarias rigidas surgen en una gran
variedad de situaciones. Por ejemplo, al controlar un vehiculo espacial se espera
que su trayectoria no tenga alteraciones bruscas, pero, en caso de que se detecten
desviaciones respecto de la trayectoria de vuelo programada, de inmediato se
pueden hacer las correciones necesarias. Otras situaciones donde aparecen estos
problemas es en el monitoreo de procesos de cinética quimica, en el estudio de

sistemas amortiguados de resortes, en el analisis de sistemas de control y otros.

El siguiente ejemplo pueden verlo en Burden/Faires (1985).

Ejemplo 5.1. El P.V.1. siguiente:

yi = 9y + 24y, + 5cosx — %senm, v:1(0) = %' (5.1)

Yo = —24y; — 5ly, — Ycosz + Lsenz, yu(zo) =

tiene por solucion unica

- -3z -39z 1
n(z) = 2% —e + 3cosz,
. -3z -39z 1
y(z) = —e % + 2 — 3COST.

-39z

El término e en la solucién ocasiona que el sistema sea rigido. Apli-

camos el método clasico Runge-Kutta de orden p = 4:

K, = f(zj,v)
K2 = f(z;+ %9+ 2K1)
{ Ko = f(zj+ 5,y +2K))
Ks = f(z; +h,y; + hK3)
| ¥t = yj+ g(Ki + 2Kz + 2K3 + K).
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La estabilidad resulta cuando h = 0.05, pero cuando h = 0.1 claramente no ocurre

asl.

% Y1 Y2 Yo

x h=005 h=0.1 Y1 () h=0.05 h=01 yz)

0.1 1.712219 —2,645169 1.793061 —0.8703152 7.844527 —1.032001
0.2 1.414070 —18.45158 1.423901 —0.8550148 38.87631 —0.8746809
0.3 1.130523 —87.47221 1.131575 —0.7228910 176.4828 —0.7249984
0.4 0.909276 —934.0722 0.909408 —0.6079475 789.3540 —0.6082141
0.5 0.738750 —1760.016 0.738787 —0.5155810 3520.999 —0.5156757
0.6 0.605683 —7848.550 0.605709 —0.4403558 15697.84 —0.4404108
0.7 0.499836 —34989.63 0.499860 —0.3773540 69979.87 —0.3774038
0.8 0.413649 —155979.4 0.413671 —0.3229078 311959.5 —0.3229535
0.9 0.341593 —695332.0 0.341614 —0.2743673 1390664. —0.2744088
1.0 0.279656 —3099671. 0.279674 —0.2298511 6199352. —0.2298877

Implementacion

Los métodos de extrapolacién basados en discretizaciones implicitas son dificiles de
implementar, y en general son menos eficientes que los basados en discretizaciones
linealmente implicitas. Sin embargo, buenos resultados se pueden obtener con la
regla del punto-medio linealmente implicito (Deuflhard & Bader). La razén es que
los sistemas no lineales tienen que ser solucionados muy exactamente, de modo que
su desarrollo asintotico de su error global no se destruya.

El primer cédigo de extrapolacion para ecuaciones diferenciales ordinarias rigidas es

METANI1 de Deuflhard & Bader (1983), ver Hairer/Wanner (1991), el cual imple-
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menta la regla del punto-medio linealmente implicito:

(I - h"])(yl - yo) = h’f(xoayo)u T, =z, +ih,
(I - hJ)(y.'+1 = yi) = _(I + h"])(yi - yi—l) + Qh’f(xi’yi)’ (52)
1
Sh (I) == §(y2m-l + y2m+1)’ z =z, + 2mh.

donde J es una aproximacién del jacobiano.

La segunda férmula de (5.2) es reemplazada por la formulacién equivalente:

Ay‘. = Ay‘-_l + 2(.[ ot hJ)—l(hf(xnyi) - Ayi—l)a
Ay, = Yirr — Yo>

(5.3)

en la cual evitamos una multiplicacién de un vector-matriz. La longitud de paso y
el orden seleccionado de este codigo es descrito en Deuflhard (1983). Las modifica-
ciones en el control de la longitud de paso y el orden son propuestas por Shampine
(1987), ver Hairer/Wanner (1991).

El SODEX , ver Hairer/Wanner (1991), es basado en la regla del punto-medio line-
almente implicito , ecuacién (5.2), utilizando la secuencia de nimeros-pasos {n,} =
{2,6,10,14,22,34,50, - - - }, y corresponde matematicamente a METANI. La longi-
tud de paso y el orden seleccionado en SODEX corresponden con algunos pequenos
cambios al cédigo para sistemas no-rigidos ODEX, ver Hairer/Norsett/Wanner
(1993).

El SEULEX, ver Hairer/Norsett/ Wanner (1993), es una implementacién del método

linealmente implicito de Euler:

(I - h'])(yi+1 - yi) = h’f(xny.')a (54)

utilizando la secuencia de nimeros-pasos {n;} = {2,3,4,5,6,7,-} (se pueden esco-
ger opcionalmente otras secuencias internamente). La longitud de paso y el orden
seleccionado correspode al programa SODEX.

Una gran dificultad en los métodos de extrapolacion es el uso de longitudes de paso
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”grandes” . Durante el calculo de los T}, se puede conseguir rapidamente un overflow
cuando evaluamos el lado derecho de la ecuacién diferencial. Como una alternativa,
ver Hairer/Wanner (1991), se propone la siguiente estrategia:

a) En el tableo de extrapolacion , comparamos el error estimado err; = ||} ;-17}|l,
con el precedente. Cuando err; > err;_;, para algin j > 3 , reniciamos los célculos
con un H pequeno, por decir H = 0.5 % H.

b) Para poder interrumpir los célculos despues de las primeras evaluaciones de f,
nosotros requerimos que la longitud de paso h = H/n, (parai =1y i = 2) sea lo
suficientemente pequerno de modo que una simplificacién de la iteracién de Newton
aplicada al método de Euler implicito y = yo + f(z,y), £ = zo + h converja. Las

primeras dos iteraciones son:

(I - h"])AO — hf(xoayO)a y(l) =%Yo + AO

(5.5)

Los calculos para el paso son reiniciados con un H pequeno, si ||Ap| > [|Aoll
(divergencia de la iteracién).
Para mayores detalles del control de orden y la longitud de paso para los métodos

de extrapolacidn, se puede revisar los articulos de Deuflhard (1983) y (1985).

Performance Numérica

Los programas mas utilizados para la solucién de sistemas de ecuaciones diferencia-
les rigidas son el SODEX y el SEULEX, las cuales se encuentran implementados en
FORTRAN, y se hallan disponibles en el INTERNET en las siguientes direcciones:
e ftp://ftp.unige.ch/pub/doc/math /stiff/

e ftp://elib.zib.de/pub/netlib/ode/

e ftp.unige.ch/pub/doc/math/stiff/

e http: //www.netlib.org

A continuacién, utilizando una SunOS 5.3, compararemos el codigo SODEX con

uno de Runge-Kutta clasico.
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El siguiente es un ejemplo de Stoer/Bulirsch (1993), de un modelo de fisica quimica.

—Y, — ,y7 + 294y,,
(%, — 4,%,)/98 — 3y,, y,(0) =0,

yl(O) =1, t

Resultados obtenidos por SODEX en una SunOS 5.3.

T
0.00
0.17
0.72
2.00
3.49
5.00

n
0.1000000000F + 01

0.8776892189E + 00
0.7638112020F + 00
0.7478673749F + 00
0.7456628447F + 00
0.7435282665E + 00

Y2
0.0000000000EF + 00
0.1246983116F — 02
0.2399989264F — 02
0.2537812936F — 02
0.2531461072F — 02
0.2524219303F — 02

Resultados obtenidos por RUNGE-KUTTA clasico.

>0

pasos

10
11

3.0106e — 002
6.0212e — 002
9.1555e — 002
1.2418e — 001
1.5821e — 001
1.9375e — 001
2.3095e — 001
2.6995e — 001
3.1094e — 001
3.5413e — 001
3.9974e — 001
4.4806e — 001

(1
1.0000e + 000

9.7163e — 001
9.4649¢e — 001
9.2333e — 001
9.0211e — 001
8.8275e — 001
8.6514e — 001
8.4921e — 001
8.3485e — 001
8.2199e — 001
8.1052e — 001
8.0038e — 001
7.9146e — 001
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Y2
0

2.8941e — 004
5.4590e — 004
7.8199¢ — 004
9.9820e — 004
1.1955e — 003
1.3747e — 003
1.5369¢ — 003
1.6828e — 003
1.8135e — 003
1.9297e¢ — 003
2.0325e — 003
2.1227e — 003

Pasos

© 00 N O Ot xS W NN~

S
N = O

(5.6)



T
4.9942¢ — 001
5.5420e — 001
6.1287e — 001
6.7599 — 001
7.4426e — 001
8.1854e — 001
8.9991e — 001
9.8977e — 001
1.0900e + 000
1.2030e + 000
1.3322e + 000
1.4826e + 000
1.6615¢e + 000
1.8809e + 000
2.1613e + 000
2.4738e + 000
2.7863e + 000
3.0988e + 000
3.4113e + 000
3.7238e + 000
4.0363e + 000
4.3488e + 000
4.6613e + 000
4.9738e + 000
5.0000e + 000

n
7.8368¢ — 001

7.7695e — 001
7.7119e — 001
7.6632e — 001
7.6224e — 001
7.5887e — 001
7.5614e — 001
7.5396e — 001
7.5225e — 001
7.5093e — 001
7.4993e — 001
7.4918e — 001
7.4858e — 001
7.4808e — 001
7.4759¢e — 001
7.4712e — 001
7.4667e¢ — 001
7.4622e — 001
7.4578e — 001
7.4534e — 001
7.4489¢e — 001
7.4445e — 001
7.4401e — 001
7.4357e — 001
7.4353e — 001
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Y2
2.2012e¢ — 003
2.2689%¢ — 003
2.3266e — 003
2.3752e — 003
2.4155e — 003
2.4484e — 003
2.4748e — 003
2.4953e — 003
2.5108e — 003
2.5221e — 003
2.5297e — 003
2.5346e — 003
2.5371e — 003
2.5380e — 003
2.5375e — 003
2.5363e — 003
2.5348e — 003
2.5333e — 003
2.5318e — 003
2.5303e — 003
2.5288e — 003
2.5273e — 003
2.5258e — 003
2.5243e — 003
2.5242e — 003

Pasos
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

Los resultados anteriores estan representados en las figuras 5.1 y 5.2



0.95
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0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5

Fig. 5.1. Grafico de la solucion numérica de la ecuacion 5.6

— método Runge-Kutta
+ método de Extrapolacion
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Fig. 5.2. Gréfico de la solucion numérica de la ecuacion 5.6
método de Runge-Kutta
+ método de Extrapolacion
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El siguiente ejemplo es de un circuito eléctrico , en cual lleva a una

ecuacién de Van Der Pol, ver Hairer/Wanner (1991).

v, = U y,(0) =2

r

(5.7)
Y, = 106((1 - yf)yz = y1): yz(o) =0

Resultados obtenidos por SODEX en una SunOS 5.3.

T % Yo pasos
0.00 2 0 0
0.28 0.1796408397F + 01 —0.8065457153E + 00 13
0.49 0.1608694987F +01 —0.1012995444E + 01 14
0.69 0.1364356254F + 01 —0.1583363977E +01 16
0.80 0.1077789639E + 01 —0.6664565262E + 01 23
1.04 —0.1829429034F + 01  0.7795298323E + 00 60
1.24 —0.1665190261F + 01  0.9391201741E +00 61
1.42 —0.1464978903E + 01  0.1277491551E + 01 62
1.60 —0.1115523664E + 01 0.4563340107E + 01 68
1.92 0.1778235025E + 01 —0.8223732860E + 00 107
2.00 0.1706179743E + 01 —0.8927773810E +00 108

66



Resultados obtenidos por RUNGE-KUTTA clésico.

T
0.00
1.000e — 01
2.000e — 01
3.000e — 01
4.000e — 01
5.000e — 01
6.000e — 01
7.000e — 01
7.999¢ — 01
8.999¢ — 01
9.998¢ — 01
1.100e + 00
1.200e + 00
1.300e + 00
1.400e + 00
1.500e + 00
1.600e + 00
1.700e + 00
1.800e + 00
1.900e + 00
2.000e + 00

n
2

1.8351842243e + 00
1.7246152621e + 00
1.6503694881e + 00
1.6004490690e + 00
1.5668208112e + 00
1.5441051685¢e + 00
1.5286992508e + 00
1.5181898849¢ + 00
1.5109606764e + 00
1.5059288939¢ + 00
1.5023692607e + 00
1.4997959370e + 00
1.4978834704e + 00
1.4964138469¢ + 00
1.4952410225¢ + 00
1.4942671643e + 00
1.4934267353e + 00
1.4926758327¢ + 00
1.4919850466€ + 00
1.4913346752¢ + 00

Y2
0

1.6800659982¢ — 03
2.8041892586e — 03
3.5562743857e — 03
4.0593069433e — 03
4.3955793375e — 03
4.6201760161e — 03
4.7699784225¢ — 03
4.8696844743e — 03
4.9358351829%¢ — 03
4.9795094536e — 03
5.0081281392¢ — 03
5.0266620328e — 03
5.0384408533e — 03
5.0456950694e — 03
5.0499188143e — 03
5.0521129758e — 03
5.0529480304e — 03
5.0528731195e — 03
5.0521891161e — 03
5.0510975706e — 03

DPasos

© 00 N O Ot s W N
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© 00 N O ot bW N - O
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Los resultados anteriores estan representados en las figuras 5.3 y 5.4
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Fig. 5.3. Grafico de la solucion numérica de la ecuacion 5.7
— método de Runge-Kutta
-- - método de Extrapolacion
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Fig. 5.4. Gréfico de la solucion numérica de la ecuacion 5.7
método de Runge-Kutta
-- *- método de Extrapolacion
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6 CONCLUSIONES

Los métodos de extrapolacion solucionan eficientemente un problema
de valores iniciales de una Ecuacién Diferencial Ordinaria (E.D.O.) rigida, ya que en
ellas los métodos clasicos no nos proporcionan buenos resultados numéricos, como

es el caso de la ecuacién de Van Der Pol.

y; = Y, Y (0)

L

y, = 108((1 -2y, —v,), %(0)

Il

2
0

Il

los resultados obtenidos comparados con un método clasico de Runge-Kutta son

mostrados en las figuras 5.3 y 5.4.

Dichos métodos se pueden utilizar eficientemente en problemas de la Ciencia
e Ingenieria, como por ejemplo en cinética quimica, la teoria de los circuitos
eléctricos, en el estudio de los sistemas amortiguados de resortes, en el andlisis
de los sistemas de control y otros. También se pueden usar para solucionar
eficientemente Ecuaciones Diferenciales Ordinarias no-rigidas, como por ejemplo, la

ecuacion de modelo de fisica quimica siguiente:

1, t>0
0,

—Y — yly-f + 2949'2! Y (0)
(y1 — Y yz)/98 - 3921 Y, (0)

o=
Il

R
Il

los resultados obtenidos comparados con un método clasico de Runge-Kutta son

mostrados en las figuras 5.1 y 5.2.
Por eso los métodos de extrapolacion se pueden utilizar eficientemente para

obtener muy buenos resultados numéricos, no solo para E.D.O. rigidas sino también

para no-rigidas.
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7 ANEXOS

PROGRAMAS EN MATHLAB

% GRAFI T33
n=0;
x=-10.1;
AA=[];
BB=[];
AAl=(];
BB1=[];
pasox=0.3;
pasoy=0.2;
while x<=90
y=0.0;
while y<=50.0
z=x+i*y;
t=zeros(3,3);
nj=[(2 6 10];
for r=1:1:3
ww=z/nj(r);
t(r,1)=(1/(1 = ww))*2* ((14ww)/ (1-ww) )~ (nj (r) /2-1);
end
for r=2:1:3
for k=1:1:r-1
t(r,k+1)=t(r,k)+(t(xr,k)-t(r-1,k))/ ((nj(r)/nj(r-k))"2-1);
end
end
w=abs (t(3,3));
if w<=1
n=n+1;
AAl (n)=x;
BB1 (n) =y;
break
end
y=ytpasoy;
end
X=X+pasox;
end
plot (AAl,BB1, 'r'")
axis([-10 90 -50 50 ]):
BB=-BB1;
hold on
plot (AA1,BB, 'r')
text (30,30, 'T_33")

% grafica T44
n=0;

x=-10.1;
AA=[];

BB=[];
AAl=[];
BB1=[];
pasox=0.3;
pasoy=0.2;
while x<=90
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y=0.0;
while y<=50.0
z=x+i*y;
t=zeros (4,4);
nij=[(2 6 10 14];
for r=1:1:4

ww=z/nj(r);

t(r,1)=(1/(1 - ww))"2*((1+ww)/ (1-ww)) " (nj(r)/2-1);
end
for r=2:1:4

for k=1:1:r-1
t(r, k+1)=t(r,k)+(t(r,k)-t(r-1,k))/ ((nj(r)/nj(r-k))"2-1);

end
end
w=abs (t(4,4));
if ws=1
n=n+1;
AAl (n)=x;
BBl (n)=y:;
break
end
y=y+pasoy;
end
X=X+pasox;
end
hold on
plot (AAl,BB1, 'g")
BB=-BB1;
hold on

plot (AAl,BB, 'g')
text (65,40, 'T _44")

% grafica T22
n=0;
x=-10.1;
AA=[];
BB=[]:
AAl=[];
BBl=[];
pasox=0.2;
pasoy=0.2;
while x<=90
y=0.0;
while y<=50.0
z=x+i*y;
t=zeros(2,2);
nj=[2 6];
for r=1:1:2
ww=z/nj(r);
t(r,1)=(1/(1 - ww))"2*((1+ww)/ (1-ww)) " (nj(r)/2-1);
end
for r=2:1:2
for k=1:1:r-1
t(r,k+1)=t(r,k)+(t(r,k)-t(r-1,k))/ ((nj(r)/nj(r-k))"2-1);
end
end
w=abs (t(2,2)):;
if ws=1
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n=n+1;

AAl (n) =x;
BBl (n) =y
break
end
y=ytpasoy;
end
X=xX+pasox;
end
hold on
plot (AAl,BBl, 'm')
BB=-BB1;
hold on

plot (AAl,BB, 'm')
text (18,10, 'T_22")

% GRAFI T55

n=0;
y=-50.1;
AR=[];
BB=[];
AAl=[];
BB1=[];
pasox=0.3;
pasoy=0.2;
while y<=50
x=-10.0;
while x<=90.0
z=x+i*y;
t=zeros (5,5);
nj=[2 6 10 14 22];
for r=1:1:5
ww=z/nj(r);
t(r,1)=(1/(1 - ww))"2*((1+ww)/ (1-ww) ) (nj(r)/2-1);
end
for r=2:1:5
for k=1:1:r-1
t(r,k+l)=t(r,k)+(t(r, k)-t(r-1,k))/ ((nj(r)/nj(r-k))"*2-1);
end
end
w=abs (t (5,5));
if w>1
n=n+1;
AAl (n)=x;
BB1 (n)=y;
break
end
X=x+pasox;
end
y=ytpasoy;
end
hold on
plot (AAl,BB1, 'c')
BB=-BB1;
hold on

plot (AAl,BB, 'c'")
text(-5,40,'T_55")
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