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4.0.4. Diseño de controladores para estabilidad nominal . . . . . 77



vi

4.0.5. Diseño de controladores para desempeño nominal . . . . . 78

4.0.6. Estabilidad robusta y desempeño robusto . . . . . . . . . . 79

4.0.7. Estabilidad robusta y desempeño óptimo . . . . . . . . . . 81
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Apéndice F. CONTROL DE UN SISTEMA DE POSICIONAMIEN-

TO MULTIDIMENSIONAL CON VALIDACIÓN EXPERIMEN-
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5.1. Parámetros f́ısicos de la viga flexible . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.2. Posiciones del sensor, del actuador y de la entrada del disturbio . 115

5.3. Grupo adimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.4. Posiciones adimensionales del sensor, actuador y entrada del dis-

turbio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

5.5. Valores de los modos usados en la ecuación espacio de estados

adimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.6. Polos y ceros de las plantas nominales . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.7. Polos y ceros de las plantas residuales . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.8. Valores de las incertezas paramétricas . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6.1. Factores de amortiguamiento de los modos estructurales . . . . . 150
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PRÓLOGO

En el Caṕıtulo 1 se presenta una rápida revisión de conceptos tales como

control óptimo y control robusto, y su aplicación al control activo de vibraciones.

Primero, para mejor posicionar el problema tratado en el presente trabajo, se

hace una introducción de las técnicas de control de vibraciones. Posteriormente

se muestran las ideas básicas relacionadas al control óptimo y al control robusto.

Finalmente, se presenta una revisión bibliográfica en la que se resume la evolu-

ción de las diversas técnicas de control, siempre orientadas al control activo de

vibraciones.

De experiencias anteriores se sabe que el cálculo de controladores H2/H∞,

como definido en el presente trabajo, requiere de una adimensionalización de la

planta. Esa adimensionalización supera el mal condicionamiento inicial de las

matrices del modelo y permite realizar la cantidad de operaciones con matrices

necesarias. En ese sentido, en el Caṕıtulo 2, se presenta un modelo de viga del tipo

Euler-Bernoulli y su correspondiente adimensionalización. Se consigue construir

una clase de vigas dinámicamente equivalentes, las mismas que están caracte-

rizadas por un grupo adimensional. En la parte final del Caṕıtulo 2 se obtiene

la representación espacio de estados adimensional del modelo a ser usado en el

diseño del control.

El Caṕıtulo 3 muestra la teoŕıa del diseño de los sistemas de control por

realimentación. Este caṕıtulo comienza con la definición del problema de control

y la presentación de un diagrama de flujo con los pasos necesarios para el diseño
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del control. Seguidamente, el diseño de los sistemas de control por realimenta-

ción para sistemas de una entrada una salida (SISO) es ampliamente revisado y

extendido para sistemas de múltiples entradas múltiples salidas (MIMO). Poste-

riormente se describe la formulación general del problema de control, que, usando

una configuración general de control, hace posible formular los diversos proble-

mas de control. Para culminar con el diseño del control, el Caṕıtulo 3 presenta

las especificaciones de diseño: desempeño, estabilidad y robustez en lazo cerrado.

Las técnicas de diseño de controladores a ser usadas en el presente trabajo

son descritas en el Caṕıtulo 4. Se comienza con el controlador H2, el cual sólo

considera desempeño en la formulación del problema de control, se continúa con

el controlador H∞, el cual considera tanto desempeño como robustez pero tiende

a ser muy conservativo, y, finalmente, se concluye con el controlador H2/H∞, este

tipo de control incorpora el desempeño H2 y la estabilidad H∞ en su formulación.

Un método de cálculo de controladores H2/H∞ por medio de expansión en bases

es presentado en la parte final del Caṕıtulo 4.

A partir del Caṕıtulo 5, la teoŕıa desarrollada en los caṕıtulos previos es

aplicada en el control de vibraciones de una viga flexible simplemente apoyada.

El objetivo de este caṕıtulo es definir la planta generalizada de forma que quede

expedita para el cálculo de los controladores. Para diseño del control, primero

se coloca la planta de acuerdo a una configuración generalizada de control, con

esa intención se calculan las plantas nominales, plantas residuales y el modelo

de incerteza. Posteriormente se definen las especificaciones de diseño: atenuar

vibraciones (amortiguar los modos de baja frecuencia) e incrementar la atenua-

ción de disturbios en la zona de modos residuales - la atenuación de vibraciones

está limitada por la señal de actuación. Los controladores son calculados usando

MATLAB. Los algoritmos de cálculo de controladores H2 y H∞ son obtenidos

en base a la teoŕıa de control en el dominio del tiempo desarrollada por Glover-

Doyle, [14]. El controlador H2/H∞ fue calculado usando el algoritmo presentado

en el Apéndice E, algoritmo que se basa en la teoŕıa de control en el dominio de la
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frecuencia desarrollada por Silveira-Ades, [39], [2]. Antes de implementar los con-

troladores en la planta de evaluación v́ıa simulación computacional, se procedió a

realizar una redimensionalización del controlador de acuerdo con lo estipulado en

el Apéndice D.

En el Caṕıtulo 6 se presentan los resultados de los abordajes de diseño para

desempeño nominal (H2), desempeño robusto/estabilidad robusta (H∞) y desem-

peño nominal/ estabilidad robusta (H2/H∞) considerando el problema de atenua-

ción de vibraciones en una viga flexible simplemente apoyada. Para propósitos

de comparación, se realiza una evaluación de los resultados obtenidos según el

desempeño y la estabilidad de cada sistema controlado.

Finalmente, se presentan las conclusiones obtenidas luego de un análisis

de los resultados y algunas sugerencias de trabajos futuros. El Apéndice también

muestra la implementación de algunas de las técnicas de control presentadas en

este trabajo para el caso de un sistema de posicionamiento multidimensional.



Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

Las estructuras en ingenieŕıa son frecuentemente fabricadas a partir de

un número de componentes modulares conectados por elementos estructurales.

Ejemplos de esas estructuras, tales como armaduras, paneles, antenas, estaciones

espaciales, etc; son encontradas en barcos, submarinos y aeronaves. Las vibra-

ciones pueden tener efectos indeseables en esas estructuras, ellas pueden causar

daño a la propia estructura o a sus componentes adjuntos. El hecho de que la

mayoŕıa de las estructuras sean bastante ŕıgidas y tengan inherentemente factores

de amortiguamiento bajos hace que la vibración en las resonancias sea muy gran-

de. En esas condiciones, la enerǵıa vibratoria puede fluir a través de la estructura

y causar movimientos significativos, en el caso de una aeronave, en el ambiente

de trabajo de la tripulación o peor aún, en el espacio reservado a los pasajeros.

Vibraciones de ese tipo también pueden afectar equipamientos muy sensibles o

causar daños por fatiga, especialmente en estructuras de bajo peso.

El control de vibraciones consiste en la supresión de las vibraciones ya sea

mediante la adición deliberada de fuerzas de control al sistema, control activo,

mediante la modificación del diseño del sistema, control pasivo, o mediante una

combinación de los anteriores, control activo-pasivo. Cabe resaltar que el control

activo de vibraciones es un área de gran interés en la industria aeroespacial debido

a las restricciones de peso. Aśı, muchos métodos de diseño de controladores se han

venido investigando en las últimas cuatro décadas con la intención de encontrar
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aquel controlador que satisfaga las necesidades de la industria aeroespacial. Las

técnicas de control clásico encuentran sus limitaciones en que sólo pueden trabajar

con sistemas de una entrada una salida (SISO)1, las técnicas de control óptimo,

aún siendo MIMO, no son propicias cuando se tiene dinámica no-modelada, in-

certezas paramétricas y ambientes ruidosos, luego, las técnicas de control robusto

parecerian ser las más adecuadas. Últimamente, para muchos problemas de con-

trol que requieren buenos desempeños, como por ejemplo el control de sistemas

espaciales grandes, el control óptimo robusto (control H2/H∞) es uno de los que

asegura la robustez en estabilidad y el desempeño óptimo requerido.

El presente trabajo considera el problema de la supresión de vibraciones

para una viga flexible simplemente apoyada2, caso simplificado pero representa-

tivo de una estructura en ingenieŕıa. Para efectos de comparación de los diversos

sistemas controlados por técnicas de control óptimo y control robusto, se esta-

blece un procedimiento de forma que se considere tanto el desempeño de la viga

controlada como la robustez en estabilidad del sistema controlado.

1.1. Control de vibraciones

Para el control de vibraciones existen las técnicas de control pasivo, las

de control activo y las de control activo-pasivo. Las técnicas de control pasivo

generalmente son aplicables en la etapa de diseño, en tanto que las de control

activo pueden ser aplicadas tanto en la etapa de diseño como después. Las técnicas

de control activo-pasivo, como su nombre lo dice, incorporan las dos técnicas

anteriores en un mismo sistema.

Las distinciones entre el control activo y el control pasivo se basan en

1En la industria aeroespacial se requieren muchos sensores, que permitan representar fiel-
mente la dinámica del sistema, y actuadores, que permitan obtener el desempeño deseado del
sistema controlado. Eso significa que se debe trabajar con sistemas de control múltiples entradas
múltiples salidas (MIMO).

2La viga es modelada como un sistema de parámetros concentrados
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las descripciones f́ısicas del proceso y no en las ecuaciones matemáticas idea-

lizadas. Un ejemplo esclarecerá lo antes dicho. Considerese un sistema masa-

amortiguador-resorte:

mẍ+ cẋ+ (k + ∆k)x = 0 (1.1)

Este modelo matemático podŕıa resultar tanto del control activo como del control

pasivo, una simple evaluación de (1.1) no puede hacer la distinción. El control

pasivo selecciona una nueva constante de rigidez k+ ∆k > 0 para el sistema (∆k

no es ajustado en tiempo real) mientras que el control activo mide x(t) como una

función en tiempo real y multiplica (en tiempo real) x(t) por una constante −∆k

para implementar la señal de control u(t) = −∆kx(t) que restringirá al sistema:

mẍ+ cẋ+ kx = u(t) (1.2)

donde u(t) viene a ser un dispositivo electromecánico que varia la rigidez del

resorte.

Es la implementación f́ısica la que afecta de forma drástica las propieda-

des de robustez de un sistema, y ésta es la principal razón por la que se hace

la distinción entre control activo y pasivo. Supóngase que se tiene un error de

implementación en los dos casos (1.1) y (1.2). En el caso de control pasivo el

error viene a ser un valor incorrecto de ∆k, por ejemplo, más grande que el valor

de diseño. Eso conlleva a un valor más grande de k + ∆k, pero la f́ısica del re-

sorte garantiza que k + ∆k sea todav́ıa una constante positiva. Como resultado,

(1.1) no puede ser desestabilizado por el control pasivo, esto sin importar cuan

grande o pequeña sea la implementación de k + ∆k > 0. Considerando errores

en la implementación del control activo, donde sensores f́ısicos tienen que gene-

rar señales que restringen a los actuadores f́ısicos, el dispositivo que modifica la

rigidez del resorte tiene dinámica que obviamente no fue considerada al usar el

modelo simplificado u(t) = −∆kx. Los sensores y actuadores pueden introducir

retrasos y sus propias dinámicas en el sistema. Por ejemplo, sean el sensor y actua-
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dor arbitrariamente rápidos pero de ancho de banda finito (ε−1 arbitrariamente

grande), luego la dinámica del sensor y la del actuador puede ser aproximada por

(εs+1)−1. Existe un ∆k lo suficientemente grande para desestabilizar al sistema,

k + ∆k > c/(2ε) desestabiliza al sistema3.

La diferencia notable entre el control activo y pasivo radica en que el control

pasivo no hace ningún cambio en tiempo real en el sistema y debido a esto no

puede desestabilizar un sistema conservativo sin importar cuan serios puedan ser

los errores de implementación f́ısica.

1.1.1. Control pasivo de vibraciones

El control pasivo depende del diseño inicial de la estructura, de la adición

de material viscoelástico a la estructura y del uso de amortiguadores. El control

pasivo, a pesar de no ser tan efectivo como el control activo-pasivo o el control

activo, tiene 4 principales ventajas: (1) generalmente es barato; (2) no consume

enerǵıa externa; (3) es inherentemente estable; y (4) trabaja en las peores con-

diciones, por ejemplo, terremotos, choques, etc. A continuación un resumen de

algunas de las técnicas de control pasivo.

Alteración de la geometŕıa de la estructura, nació de la idea de

diseñarse un filtro estructural genérico que pueda ser usado para insertar ca-

racteŕısticas deseadas en una estructura, manteniendo su habilidad de soportar

cargas estáticas en tanto bloquea movimientos en una faja de frecuencias previa-

mente establecida. Ver Fig. 1.1.

Tratamientos para amortiguamiento (damping treatments), consisten

en el recubrimiento de elementos estructurales con material viscoelástico. La vi-

bración origina deformaciones por cisallamiento en la placa viscoelástica, lo cual

3Nótese que, en ausencia de amortiguamiento, tales sistemas son siempre inestables para
cualquier k+∆k > 0. Afortunadamente, las estructuras reales siempre tienen algún amortigua-
miento, aunque sea pequeño.
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disipa enerǵıa, reduciendo la vibración. Ver Fig. 1.2.

Aislamiento de vibraciones, usado en el caso donde la enerǵıa vibratoria

puede ser contenida cerca de los puntos de excitación y, por consiguiente, el

material viscoelástico puede ser concentrado en regiones donde sea más efectivo.

Aśı, el aislador está siempre en el camino de la transmisión de vibraciones entre

la fuente de perturbación y el equipamiento a ser aislado. Ver Fig. 1.3.

Absorvedores, reducen vibraciones por la absorción de enerǵıa vibratoria

a través del desplazamiento de su masa, siendo posicionados en el punto de mayor

aceleración del equipamiento de interés. Los absorvedores pasivos trabajan bien

en una frecuencia de excitación fija, se puede conseguir que el desplazamiento en

el equipamiento protegido sea casi nulo. Si la frecuencia cambia, el absorvedor

continúa aplacando las vibraciones pero con una eficiencia menor. Ver Fig. 1.4.
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Figura 1.1: Control pasivo usando alteración de la geometŕıa
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Figura 1.2: Control pasivo usando tratamientos para amortiguamiento
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Figura 1.4: Control pasivo usando absorvedores

1.1.2. Control activo de vibraciones

Como un intento de mejorar el desempeño del sistema controlado, surgie-

ron varios trabajos que abordan el uso del control activo. El control activo visa

suprimir o atenuar las vibraciones mediante la adición deliberada de una fuerza

de control al sistema.

El control activo de vibraciones requiere el uso de un sistema auxiliar de

control que consiste en hardware, tal como actuadores4 y dispositivos de medida

(sensores), y software para implementar la ley de control5. Un desdoblamiento

4Actuadores que pueden ser hidráulicos, neumáticos, electromagnéticos, ópticos, etc. Actua-
dores construidos con materiales piezoeléctricos están siendo cada vez más solicitados.

5La ley de control puede ser del tipo óptimo, robusto, adaptativo, etc.
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natural para investigación seŕıa la naturaleza de las leyes de control (materia

del Caṕıtulo 4) y de los actuadores apropiados para implementar estas leyes.

Considerese el diagrama de bloques de la Fig. 1.5 como una muestra de una

estructura con control activo, donde y es el vector de medidas del sensor (“salidas

medidas”), z es el vector de “salidas controladas”, w es el vector de disturbios

que afectan al sistema; y u es el vector de señales de control.

El control de vibraciones por realimentación encuentra aplicaciones en la

atenuación de la excesiva agitación en equipamientos de alta precisión, en la

mejoŕıa del confort de los pasajeros de veh́ıculos terrestres y aéreos, entre otros.

El control activo de estructuras de aplicación aeroespacial resulta particularmente

atractivo ya que existen grandes restricciones en relación al peso, lo cual limita la

adición de masas y tratamientos para amortiguamiento, y en relación a la rigidez

estática.

Un aspecto esencial del sistema con control activo es que se necesita enerǵıa

externa para producir la acción de control, este hecho lo hace vulnerable a una

falla en el sistema de enerǵıa, que siempre es una posibilidad latente.

z

y

Estructura SensoresActuadores

Controlador
Conversor

A/D
Conversor

D/A

u

w

Figura 1.5: Control activo de vibraciones
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1.1.3. Control activo-pasivo de vibraciones

El control activo-pasivo de vibraciones hace uso del control activo para

suplir e incrementar el desempeño de un sistema con control pasivo. Alternati-

vamente, el control pasivo puede ser adicionado a un sistema con control activo

para disminuir los requerimientos de enerǵıa. En muchos casos, los sistemas con

control activo-pasivo compensan las limitaciones de uno u otro tipo de control

alcanzando una solución mejorada, por ejemplo, un tipo de tratamiento h́ıbrido

para amortiguamiento se puede obtener mediante la sustitución, o complementa-

ción, de la placa de restricción de un tratamiento para amortiguamiento pasivo

por un actuador piezoeléctrico, ver Fig. 1.2. Este mecanismo permite incremen-

tar activamente la deformación de cisallamiento de la placa de viscoelástico y

consecuentemente la enerǵıa disipada.

Un gran beneficio del control activo-pasivo, en caso de una falla de enerǵıa,

es que el componente pasivo todav́ıa ofrece cierto grado de protección, a diferencia

del control activo.

1.2. Leyes de control

En la década de los 80, muchos investigadores trabajaron en el control

activo de vibraciones haciendo uso, principalmente, de leyes de control óptimo.

Aśı, métodos de control óptimo fueron aplicados satisfactoriamente en el control

de sistemas estructurales ya que ellos caracterizan de alguna forma las limitaciones

en la cantidad de los sensores y actuadores. Sin embargo, la caracterización de la

incerteza resultó ineficiente; en una serie de problemas, la intención era contar con

un tipo de control que expĺıcitamente considerara los problemas del modelado,

dinámica de sensores y actuadores, etc. y que, aún aśı, cumpliera con los objetivos

de control. El control que satisfizo estos requerimientos fue el denominado control

robusto.
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1.2.1. Control óptimo

La teoŕıa de control óptimo pertenece al denominado control moderno. Na-

ció de la necesidad de contar con controladores que funcionen satisfactoriamente

en sistemas de orden elevado, con múltiples entradas y múltiples salidas, o sim-

plemente en sistemas que no poseian las propiedades requeridas para un control

clásico6. A diferencia del control clásico, el control óptimo provee procedimientos

anaĺıticos y no deja la responsabilidad del diseño al conocimiento emṕırico del di-

señador. Como resultado, el control óptimo presenta soluciones que abarcan una

mayor cantidad de sistemas en comparación al control clásico. Adicionalmente, el

sistema que resulta del diseño de control óptimo, no sólo es estable, tiene cierto

ancho de banda y satisface cada una de las restricciones del control clásico, sino

también es el “mejor” en una cierta clase, de ah́ı la palabra óptimo.

El control óptimo lineal es un tipo especial de control óptimo. En ese caso,

la planta es considerada lineal y el controlador, calculado según la idea de control

óptimo, también es lineal7. En ese contexto se presenta la siguiente pregunta: ¿por

qué control óptimo lineal y no sólo control óptimo? Para comenzar, muchos de los

sistemas de ingenieŕıa son lineales antes de la adición del controlador. También,

un controlador lineal es fácil de implementar f́ısicamente o en la mayoria de los

casos suficiente. Además, muchos de los problemas de control óptimo no tienen

aproximación computacional o requieren mucho esfuerzo computacional en la

aproximación de su solución, a diferencia del control óptimo lineal donde casi

todos los problemas tienen aproximación computacional. Considerándose esas

ventajas, muchos problemas de control óptimo no lineales son resueltos usando

las técnicas de solución del control óptimo lineal después de una linealización del

6El control clásico sólo se aplicaba a los sistemas lineales, invariantes en el tiempo y con ape-
nas una entrada y una salida. Los métodos de diseño en el control clásico eran una combinación
de los anaĺıticos (Transformada de Laplace, Test de Routh, etc.), de los gráficos (Gráfico de
Nyquist, Gráfico de Nichols, etc.) y un buen porcentaje de conocimiento emṕırico (cierto tipo
de compensador trabaja satisfactoriamente en cierto tipo de sistema).

7Esto significa que la salida del controlador depende linealmente de la entrada, siendo que
la entrada es una cantidad derivada de medidas en la planta.
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sistema.

Las principales caracteŕısticas de la teoŕıa de control óptimo lineal son la

descripción de los sistemas en la forma de espacio de estados, la optimización

en términos de un criterio cuadrático lineal y la incorporación de la teoŕıa de

observadores8. También, se considera la naturaleza estocástica de los problemas

de control, la cual es esencial en el diseño del controlador por la presencia de ruidos

en los sensores y actuadores (Anderson, [1]), (Kwakernaak et al, [25]). Siendo aśı,

uno de los aspectos a ser considerados en el diseño de un controlador óptimo es la

utilización de ı́ndices de desempeño que tomen en consideración restricciones en la

señal de control y en el error. La introducción de estos ı́ndices lleva naturalmente a

la utilización de normas en la definición de problemas de control. En ese sentido, se

puede considerar el problema de minimización de una norma9 de una determinada

función de transferencia de un sistema en lazo cerrado.

1.2.2. Control robusto

En el diseño de controladores para sistemas f́ısicos debe tomarse en cuenta

la exactitud del modelo y su complejidad matemática. Los modelos “exactos”,

cuando obtenidos, requieren demasiado esfuerzo computacional, lo que hace que

no sean considerados propicios para propósitos de control. Además, muchas de

las técnicas usadas en el control de sistemas multivariables trabajan mejor con

modelos nominales de orden moderada, lineales e invariantes en el tiempo (Ma-

ciejoswki, [31]). En la práctica, los modelos no-lineales de orden muy grande son

linealizados en torno de algún punto de operación y también son reducidos para

obtenerse modelos nominales que puedan ajustarse a las limitaciones computacio-

nales o a las restricciones de implementación del controlador. Esas practicidades

introducen errores de modelado en la forma de dinámica no-modelada, que deben

8Los observadores aproximan las variables de estado del sistema a partir de medidas.
9Para el caso de control óptimo una norma H2.
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ser tomados en cuenta en el proceso de cálculo del controlador. Adicionalmente,

los parámetros en los modelos nominales y de análisis no son conocidos con pre-

cisión y pueden causar inestabilidades en caso de que no se tomen las debidas

precauciones.

Las consideraciones previamente mencionadas son especialmente cŕıticas

en el diseño de controladores para estructuras flexibles (Joshi, [23]). Esos contro-

ladores generalmente son obtenidos a través de técnicas de reducción de orden

aplicadas a modelos de orden elevado, que, por su parte, son el resultado de

técnicas de discretización como elementos finitos, modos supuestos, etc. En la

reducción de orden se desprecia una parte del modelo de elementos finitos (o

cualquier otro) de forma que se obtenga un controlador de bajo orden. Aunque

la dinámica no-modelada (parte despreciada) no esté más en el modelo nominal,

ella aún puede ser influenciada por el control. Es necesario tener cuidado en el

proceso del diseño del controlador para evitar los efectos del “spillover” de con-

trol y de observación10 que desestabilizan la dinámica no-modelada, (Balas, [6]).

Además, los modelos nominales contienen incertezas paramétricas en las frecuen-

cias naturales y en los factores de amortiguamiento, que forman parte del modelo

nominal. Aśı, un requerimiento fundamental en el diseño de la ley de control para

estructuras flexibles es alcanzar y preservar la estabilidad en lazo cerrado en la

presencia de dinámica no-modelada e incertezas paramétricas.

Las incertezas no paramétricas, tales como la dinámica no-modelada, t́ıpi-

camente ocurren en la región de alta frecuencia de los modelos f́ısicos. En el diseño

del controlador, la dinámica no-modelada es tratada, frecuentemente, reducien-

do el desempeño mediante el “rolling off ” del controlador sobre una banda de

frecuencia alta. El tratamiento de incertezas paramétricas es una área en la que

se viene realizando mucha investigación. El presente trabajo está relacionado con

controladores que estabilizan (robustamente) un sistema en la presencia de incer-

10Excitación de los modos no modelados por parte del actuador y contaminación de las salidas
obtenidas en el sensor con la dinámica no-modelada.
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tezas, tanto paramétricas como no-paramétricas, bajo la forma de perturbaciones

aditivas.

Las incertezas también pueden ser vistas como perturbaciones en torno de

un modelo nominal. Si un único controlador estabiliza la planta nominal y todos

los sistemas dentro de la vecindad generada por las perturbaciones, se dice que

el compensador estabiliza robustamente toda la familia de sistemas. La búsqueda

de una mayor vecindad para una planta dada, para la cual un único controlador

produce estabilidad en lazo cerrado, puede ser formulada como el problema de

control H∞
11.

En aplicaciones prácticas, frecuentemente se desean controladores que sean

robustos y que también sean óptimos en una cierta clase. Tales controladores pue-

den ser obtenidos con las técnicas de control H2/H∞, que buscan un compromiso

entre robustez y optimalidad.

1.3. Revisión bibliográfica

El control activo de vibraciones es un área de investigación que viene reci-

biendo una creciente atención en las últimas décadas. El hecho de que los sistemas

estructurales flexibles estén caracterizados por plantas de alta densidad modal y

el gran número de sensores y actuadores que ellos necesitan no permiten el uso de

un abordaje SISO. La necesidad de trabajar con sistemas de múltiples entradas

y múltiples salidas hace que se desarrollen las denominadas técnicas de control

MIMO.

Los primeros intentos para formular abordajes de diseño de control MI-

MO tuvieron como base a la teoŕıa de diseño lineal/cuadrática/gaussiana LQG

11Como consecuencia una gran cantidad de herramientas para análisis basadas en criterios
de desempeño y estabilidad H∞ fue desarrollada por Zames, Doyle et al, Francis, Macfarlane
y Glover.
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(Kwakernaak, [25]) originada en 1960. Aśı, métodos de control óptimo, como el

LQG, han sido aplicados satisfactoriamente al control de sistemas estructurales,

ya que ellos caracterizan de alguna forma las limitaciones en implementación

de los sensores y actuadores12. Si se consideran las limitaciones de los modelos

aproximados y la capacidad computacional de los procesadores, este tipo de con-

trolador muestra su ineficacia. Una limitación fundamental del LQG en el control

de vibraciones es su falta de robustez. Otra limitación del LQG es que el orden

del controlador es igual al de la planta y considerando que los modelos que repre-

sentan fielmente los sistemas estructurales flexibles contienen algunas centenas

de modos, el controlador LQG sobrecargará la capacidad de procesamiento en

tiempo real.

Un abordaje simple de disminución del orden del controlador LQG es des-

preciar modos de vibración en el modelo nominal hasta que se tenga un modelo

con el orden deseado para el controlador. Un gran número de investigadores han

observado que la dinámica despreciada origina el “fenómeno de spillover de con-

trol y de observación”, lo cual conlleva a inestabilidades en el sistema en lazo

cerrado (Balas, [6]), (Joshi, [23]). Como consecuencia de las limitaciones del LQG

(falta de robustez y simplicidad del controlador), se viene realizando mucha in-

vestigación para tratar de resolver esos dos problemas. Se puede hablar de cuatro

tipos de abordajes que intentan resolver esos problemas: modificaciones directas

o extensiones de la teoŕıa del LQG, simplificaciones del controlador, control que

incorpora el error en el modelado (control robusto) y control mixto.

A. Modificaciones directas o extensiones de la teoŕıa del LQG

Este primer abordaje relaciona técnicas que suplen la falta de robustez del

LQG aprovechando el hecho de que las estructuras flexibles son inherentemente

12En la implementación se presentan algunas limitaciones, por ejemplo, en el actuador: ancho
de banda, potencia y fuerza (torque) limitados; en el sensor: precisión del sensor limitada y ruido
del sensor/electrónica.
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pasivas (disipadoras de enerǵıa) y configuran leyes de control que preserven la

pasividad. Con pares de sensores y actuadores colocados13 y conjugados14, la

planta estructural es por lo menos positiva15. Entonces, se puede asegurar la

estabilidad en lazo cerrado en la presencia de errores de modelado estructural

(si no se violan las restricciones de colocación y conjugación) haciendo que el

controlador sea estrictamente positivo16. La principal ventaja de este abordaje es

la estabilidad garantizada en la presencia de una amplia clase de inexactitudes

en el modelado y no-linealidades, pero, se debe tener cuidado en el modelado de

la dinámica de los sensores y actuadores.

Los esfuerzos para juntar los beneficios de robustez obtenidos del control

disipativo con el alto desempeño del LQG resultaron en los controladores de al-

ta/baja autoridad (HAC/LAC) (arquitectura de control a dos niveles) (Gawrons-

ki, [18]). El controlador HAC es la parte del controlador que intenta alcanzar los

objetivos de desempeño, se aplica la teoŕıa del LQG a un modelo reducido que

contiene los modos significativos correctamente modelados (generalmente los pri-

meros modos) y con esto se asegura que el controlador sea de bajo orden. El

propósito del controlador LAC es reestabilizar los modos residuales por medio de

un controlador disipativo. Se debe tener cuidado en la exactitud del modelado

del sistema para el HAC ya que él retiene la falta de robustez del LQG. En las

aplicaciones prácticas, este tipo de controlador ha presentado mucha flexibilidad

excepto por el hecho de requerir sensores y actuadores colocados y conjugados.

Continuando con la descripción de controladores que son una extensión del

LQG, se encuentran los controladores obtenidos usando métodos de desacopla-

13Se dice que un actuador y un sensor son colocados si existe deformación estructural des-
preciable entre la posición del sensor y la del actuador.

14Se dice que un actuador y un sensor son conjugados si la variación virtual en la cantidad
dinámica medida por el sensor multiplicada por la fuerza generalizada es igual a la variación
del trabajo virtual.

15En un modelo lineal, positividad es equivalente a pasividad.
16Un sistema compuesto por dos subsistemas interconectados en una configuración de re-

alimentación es estable si ambos subsistemas son positivos o como mı́nimo uno de ellos es
estrictamente positivo.
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miento (Meirovitch, [34]). La idea básica es desacoplar los modos del sistema en n

subsistemas y calcular controladores SISO para cada modo. Al final, cada contro-

lador SISO es acoplado a los otros para obtener la ley de control del sistema. Las

ventajas son la reducción del spillover y la disminución del esfuerzo computacio-

nal, en tanto que su limitación radica en el requerimiento de un gran número

de sensores y actuadores para una aproximación aceptable del modelo. Con la

idea de desacoplamiento se desarrolló la técnica denominada supresión de la sen-

sibilidad al error del modelo (MESS), técnica que intenta reducir los problemas

de spillover de control y de observación. Esta técnica consiste en el desacopla-

mento de los modos en nominales y residuales, y el cálculo de matrices que al

ser multiplicadas por las submatrices que representan modos residuales (tanto

en la matriz de entrada como en la de salida), resulten matrices nulas. Una vez

hecho esto, se calcula el controlador para la parte nominal según la teoŕıa LQG.

Como un abordaje alternativo, para obtener los mismos efectos en la supresión

del spillover, se aplica una optimización cuadrática a la dinámica nominal con la

función de costo aumentada por funciones que penalizan el spillover de control y

de observación. Aśı, el MESS fue aumentado para la supresión de la sensibilidad

al error del modelo con filtro acomodado (FAMESS). La idea es usar un filtro

pasa-baja para impedir la desestabilización de los modos de alta frecuencia.

B. Simplificación del controlador

Este abordaje toma en cuenta métodos que involucran una extensión del

LQG y no implican en restricciones de hardware. Estos métodos se preocupan más

en las caracterizaciones eficientes del compromiso desempeño-controlador en la

simplificación. Los métodos de simplificación del controlador pueden ser divididos

en tres categorias: reducción de modelos, reducción indirecta del controlador y

reducción directa del controlador. En cada uno de estos casos se supone que

métodos de reducción fueron aplicados al modelo del sistema en lazo abierto y que

el modelo nominal aún tiene un orden muy grande. Este modelo nominal contiene
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la “dinámica primaria” (cŕıtica para el desempeño) y “dinámica residual” (con

modos significativos que podŕıan interactuar con el controlador).

En la reducción de modelos, la simplificación del controlador es dada por

la reducción del orden del modelo nominal del sistema a controlar (Skelton, [41]).

Puede notarse que al hacerse una aproximación prematura existe riesgo de ines-

tabilidad y pérdida de desempeño. En consecuencia, se prefieren los métodos que

atrasan la reducción del modelo, los denominados “reducción indirecta del con-

trolador”. Estos métodos consisten en el cálculo del controlador LQG para el

modelo de orden elevado y a continuación se hace una reducción del orden del

controlador (Liu, [28]), (Mustafa et al, [35]). Los métodos de reducción directa

del controlador se posicionan en el problema de cálculo del controlador óptimo de

orden fija, esto es, dado un ı́ndice cuadrático de desempeño y un modelo nominal

de orden muy grande, se restringe la dimensión del controlador y se calculan las

ganancias para el controlador de orden fija que minimiza el desempeño cuadrático

(Johnson, [22]).

C. Controladores que incorporan errores del modelado

Se define robustez con respecto a una propiedad del sistema (por ejemplo,

estabilidad) como la preservación de esa propiedad en la presencia de perturba-

ciones y errores. Los aspectos básicos del problema de robustez se distinguen a

partir de los varios recursos que se tienen para modelar la incerteza. La dinámica

de un elemento estructural es caracterizada por una ecuación de onda amor-

tiguada. Debido a inexactitudes en la descripción f́ısica y a procedimientos de

discretización, los operadores de inercia, amortiguamiento y rigidez17 pueden di-

ferir de sus contrapartes nominales para perturbaciones invariantes en el tiempo.

Incertezas en el modelo de ese tipo son conocidas como incertezas paramétricas.

El sistema es descrito como un modelo espacio de estados cuyas matrices tienen

17Se sabe las restricciones de realización f́ısica imponen que los operadores de inercia, amor-
tiguamiento y rigidez sean definidos no-negativos independentemente de la perturbación.
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elementos definidos dentro de ciertos limites18. Un sistema sujeto a incertezas

no-paramétricas está caracterizado por limitantes calculados en relación a errores

en las caracteŕısticas de las funciones de transferencia de entrada-salida.

La primera idea para mejorar la robustez del LQG, estuvo en la robustez

del regulador cuadrático lineal (LQR19), aśı, se consideró acelerar las dinámicas

del regulador y del observador para “recuperar” las propiedades del LQR. Me-

diante la minimización de la función de sensibilidad, a bajas frecuencias, y de

la función de sensibilidad complementaria, a altas frecuencias, fue posible alcan-

zar las especificaciones de desempeño y de robustez a la dinámica no-modelada

(Stein et al, [43]). Pero, se observa que este procedimiento aplicado a un critério

cuadrático de desempeño, presenta dos inconvenientes: 1) el critério cuadrático

afecta sólo a la norma H2 de la respuesta en frecuencia, luego el diseñador sólo

tiene control limitado sobre la forma del lazo y 2) la descripción de la incerteza

de la planta no es consistente con la medida de desempeño, en consecuencia es

dif́ıcil calcular limitantes del desempeño robusto. Estos dos inconvenientes fueron

superados con el control H∞ (Francis, [16] y Doyle et al [14]). A diferencia de

la medida cuadrática del desempeño LQG (norma H2), la medida de desempeño

H∞ corresponde al peor caso de atenuación en la frecuencia.

El método basado en los valores singulares estructurados (SSV o µ) es útil

cuando se tienen perturbaciones estructuradas20. El SSV incorpora las especifi-

caciones de desempeño y estabilidad con respecto a las incertezas estructuradas

pero no se enfoca en buscar controladores simplificados. Como resultado, la di-

mensión del controlador SSV es mayor que la de la planta nominal y se necesita

18Un hecho importante de recordar es que no sólo los sistemas estructurales están someti-
dos a incertezas paramétricas y no-paramétricas, ya que los sensores, actuadores y el propio
controlador también lo están.

19El regulador cuadrático lineal presenta márgenes de ganancia y fase de 6 dB y 60o, respec-
tivamente, pero requiere que la matriz de salida del sistema sea igual a la matriz identidad.

20Dentro de la clase de incertezas se distinguen incertezas estructuradas y no-estructuradas.
Aśı, se puede considerar que si se consigue (mediante transformaciones y reorganización) tener
todas las perturbaciones del sistema inseridos en un único punto del lazo se tiene la descrip-
ción no-estructurada. En caso de tenerse una descripción estructurada, las perturbaciones son
expresadas en varios bloques del lazo (Hyland et al, [20]).
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de una reducción de orden del controlador (Zhou et al, [49]), (Balas et al, [5]).

D. Control mixto

Los abordajes previos describen avances básicos en la teoŕıa de control

considerando robustez y simplificación del controlador. En el último abordaje se

encuentran teoŕıas que intentan unificar y reconciliar abordajes previos, aparen-

temente contradictorios. Dos ĺıneas de acción son encontradas, una que intenta

amalgamar la teoŕıa de robustez con la simplificación del controlador y otra que

considera un nuevo abordaje entre la teoŕıa H2 basada en el desempeño y el tra-

tamiento de especificaciones en el dominio de la frecuencia via manipulación de

restricciones H∞.

La primera ĺınea de acción está ejemplificada por aquellos abordajes que

combinan directamente teoŕıas de reducción de controladores con revisiones de

robustez del LQG para manipulación de incertezas estructuradas y paramétricas.

Los resultados dan condiciones de optimalidad para diseño de controladores de

orden fijo en presencia de incertezas caracterizadas por ciertos limitantes.

La segunda ĺınea de acción junta las teoŕıas antes descritas de desempeño

H2/espacio de estados con las de perspectiva H∞/dominio de la frecuencia, en

la forma de teoŕıas mixtas H2/H∞. En uno de los abordajes del control mixto

perteneciente a la segunda ĺınea de acción se encuentra el controlador que conjuga

criterios cuadráticos de desempeño H2 con restricciones de robustez H∞, este tipo

de controlador, que de aqui en adelante pasaremos a llamar H2/H∞, será materia

de aplicación en el presente trabajo.

El problema del margen de estabilidad ha sido preocupación de los di-

señadores desde los trabajos de Bode y Nyquist. Recientemente surgieron tenta-

tivas de unir los objetivos desempeño óptimo y margen de estabilidad máxima en
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un único problema. La parametrización de Youla21 permitió colocar el problema

de maximización del margen de estabilidad como un problema de optimización,

en el cual los parámetros pertenecen al espacio de Hardy H∞ (Mustafa et al,

[35]). Naturalmente, la introducción de medidas del margen de estabilidad no de-

be excluir los problemas de análisis y śıntesis de los ı́ndices H2, apropiados para

evaluar el efecto y/o atenuación de disturbios. Surge entonces, el problema de

control H2/H∞, donde se conjugan critérios cuadráticos H2 con restricciones de

robustez H∞.

Diversos métodos fueron propuestos para resolver el problema de control

H2/H∞. Algunos modifican el criterio de optimización original, perdiendo aśı la

interpretación f́ısica inicial del problema, todo esto para obtener nuevos proble-

mas matemáticamente tratables. Scherer y Gahinet, proponen el uso desigual-

dades matriciales lineales (LMI) para resolver el problema H2/H∞, pero bajo

consideraciones muy restrictivas y no naturales. La metodoloǵıa LMI también

fue presentada en Corrêa et al, [11], donde, mediante una adaptación, una se-

cuencia de restricciones H2 fue constrúıda aproximando la restricción original

H∞ mediante uma adaptación, cada restricción H2 define un problema H2 puro

que puede ser resuelto como un problema dual cuya solución es dada expĺıcita-

mente. La secuencia de estas soluciones se aproxima a la solución del problema

original, cuando ella existe. En realidad, si se desea un controlador de orden finita

solo es posible obtenerse aproximaciones22. Una primera prueba de la existencia

de la solución del problema H2/H∞ fue dada por Silveira y Ades, [38], ellos bus-

caron la solución en el espacio generado por el completamiento del conjunto de

funciones reales racionales propias y estables bajo la norma definida por el crite-

21A mediados de la década del 70, se desarrolló una parametrización de todos los controladores
que estabilizan una determinada planta (Youla et al, [48]). Esta parametrización sirvió como
base para la construcción de criterios cuadráticos, en los cuales la variable optimizada es el
controlador.

22Megretski, [32], demostró que la solución óptima del problema de control H2/H∞ es de
orden infinito siempre que la restricción H∞ esté activa. Si esta restricción está inactiva, el
criterio es cuadrático y una fórmula expĺıcita para la solución se puede obtener (Silveira et al,
[37]).
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rio del término cuadrático. Asi, truncandose el conjunto, se determina a priori el

orden de la aproximación a ser calculada y con auxilio de un método de optimi-

zación apropiado se ajustan los coeficientes de los vectores escogidos como base

del espacio solución.

1.4. Objetivo de la tesis

El objetivo del presente trabajo tiene tres partes. Primero, usar tres me-

todoloǵıas de diseño de controladores de realimentación, estas son: control H2,

control H∞ y control H2/H∞. Las especificaciones de diseño son la atenuación

de vibraciones y la estabilidad robusta. Segundo, implementar via simulación

computacional los controladores diseñados. El sistema controlado está definido

como mostrado en la Fig. 1.6 donde la planta es una viga flexible simplemente

apoyada23. Tercero, utilizar los resultados de la simulación computacional para

comparar tanto las ventajas como las desventajas de los tres métodos de diseño

de controladores. El mérito de cada controlador se basará en la capacidad de

atenuar vibraciones, las caracteŕısticas de robustez en estabilidad respecto a la

dinámica no-modelada y la facilidad de diseño. Los resultados de la aplicación

indicarán que el desempeño está fuertemente relacionado a la estabilidad, es decir

se enfatizará la existencia del compromiso estabilidad-desempeño.

Siendo que el presente estudio se centrará en la atenuación de vibraciones

y en las propiedades de robustez en estabilidad del grupo de controladores selec-

cionado, se debe notar que otras propiedades de control muy importantes tales

como rastreamiento de señales de referencia y el efecto de incertezas paramétricas

23El término estructura flexible tiene diferentes interpretaciones dependiendo de los recursos
y la aplicación; para propósitos del presente trabajo, una estructura flexible es:
• un sistema lineal;
• de dimensión finita;
• controlable y observable; y
• sus polos son complejos con partes reales pequeñas;
• sus polos no están muy próximos entre śı.
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d
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actuador
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controlador
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Figura 1.6: Viga flexible simplemente apoyada con un sensor y un actuador

pueden hacer que el resultado de la comparación de controladores sea diferente.

Aunque no se pueda llegar a conclusiones definitivas en relación al mérito de

cada método de diseño, los resultados de este estudio pretenden como mı́nimo

demostrar de alguna forma la dificultad de los aspectos prácticos asociados con

cada uno de los abordajes. De hecho, la mayor lección que se puede sacar de

este trabajo es la importancia de considerar errores de modelo y la utilidad de

métodos de diseño que son adaptados para alcanzar un objetivo de diseño cŕıtico:

desempeño óptimo con estabilidad robusta.



Caṕıtulo 2

MODELADO DE LA VIGA FLEXIBLE

En el presente trabajo se considera un modelo aproximado de viga flexible

simplemente apoyada. Para propósitos de control es mucho más útil aproximar el

sistema por un sistema de dimensión finita, esto a pesar de que muchos sistemas,

en especial el que se trabajará en esta tesis, pueden ser modelados como un

sistema de parámetros distribuidos.

Dado que la viga representa un problema de valor de contorno homogéneo,

se supone que la deflexión puede ser expresada como una serie finita compuesta

por funciones que dependen de las coordenadas espaciales (modos) multiplicadas

por las coordenadas generalizadas que dependen del tiempo (coordenadas moda-

les). Después de considerar condiciones de ortogonalidad para los modos y siendo

que los modos satisfacen todas las condiciones de contorno, se realizan las debidas

simplificaciones y se obtiene la ecuación de movimiento de la viga flexible. Como

fuente de amortiguamiento de la viga flexible se considera un amortiguamiento

viscoso, el cual será representado por el amortiguamiento modal.

El cálculo de los controladores usando las diversas técnicas de control, en

especial el control H2/H∞, involucra una gran cantidad de operaciones con ma-

trices. La presencia de matrices mal condicionadas en las diversas operaciones

conlleva a problemas numéricos. Aśı, para evitar problemas numéricos, se realiza

una adimensionalización del sistema mediante una adimensionalización directa de
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las ecuaciones estándar del sistema1 2. El grupo adimensional encontrado durante

la adimensionalización de la ecuación dinámica es el mismo grupo adimensional

calculado usando el Teorema de Pi-Buckingham. Este grupo adimensional ca-

racteriza el conjunto de vigas que exhiben una misma dinámica, o sea, que son

dinámicamente equivalentes.

La salida del sistema es la deflexión transversal medida en un punto de la

viga. La ecuación de movimiento junto con la ecuación de salida son expresadas en

una representación espacio de estados en la que la matriz del sistema es diagonal

por bloques: representación espacio de estados modal.

2.1. Modelo matemático del sistema

La viga flexible puede ser modelada como una viga de Euler-Bernoulli en

una configuración simplemente apoyada, ver Fig. 2.1 abajo donde w(x, t) denota

la deflexión elástica de la viga medida a partir de su posición en reposo.

La deflexión elástica de la viga w(x, t) está gobernada por la siguiente

ecuación diferencial parcial3:

∂2

∂x2

[

EI
∂2w(x, t)

∂x2

]

+ ρA
∂2w(x, t)

∂t2
= Q(x, t)δ(x− xe), (2.1)

donde E, I, A, Q(x, t), δ(x−xe), xe y ρ representan el módulo de Young, momento

de inercia, área transversal, fuerza externa por unidad de longitud, función delta

de Dirac, coordenada axial del punto donde la fuerza externa es aplicada y la

densidad de masa de la viga, respectivamente.

Considerando una configuración de la viga simplemente apoyada, existen

1Otro método de adimensionalización es presentado en Villota, [45], donde se adimensio-
naliza la dinámica del sistema a partir de los niveles de enerǵıa siguiendo con la metodoloǵıa
desarrollada por Ghanekar, [19].

2Las leyes de escalamiento necesarias para recuperar el controlador y demás especificaciones
están dadas en el Apéndice D.

3Para mayor información ver [33].
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m, EI

L

x
w(x,t)

φ(x)

Figura 2.1: Configuración de la viga simplemente apoyada

condiciones de contorno que deben ser satisfechas en la solución de (2.1). Esta-

blecida la configuración, la viga no puede presentar deflexión en los extremos y

el momento flector en los mismos debe ser nulo. Traduciendo lo antes dicho a

expresiones matemáticas se obtiene:

w(0, t) = 0,
EI∂2w(0, t)

∂x2
= 0, w(L, t) = 0,

EI∂2w(L, t)

∂x2
= 0. (2.2)

Sabiendo que la viga representa un problema de valor de contorno ho-

mogéneo, la deflexión w(x, t) puede ser separada en sus componentes temporal,

q(t), y espacial, φ(x), tal que:

w(x, t) = φ(x)q(t). (2.3)

Las autofunciones, φ(x), son ortogonales y forman una base para w(x, t), ellas

son escogidas de acuerdo a la siguiente condición:
∫ L

0

φi(x)φj(x)ρAdx = δij, (2.4)

siendo que δij es la función Delta de Kronecker. Como resultado, la deflexión de

la viga puede ser expandida como una suma de los modos, φ(x), ponderados por

las coordenadas modales, q(t)4:

w(x, t) = φ(x)q(t) =
∞∑

i=1

φi(x)qi(t). (2.5)

4Método de los modos supuestos, ver [33].



28

La expresión del modo, φi(x), calculada sustituyendo (2.3) en (2.1) bajo

las condiciones (2.2) y (2.4), viene a ser la solución del problema de vibración

libre (Q(t) = 0):

φi(x) =

√
2

ρAL
sin

(
iπx

L

)

, (2.6)

y la frecuencia natural correspondiente, ωi, calculada resolviendo (2.1), conQ(t) =

0, previa sustitución de (2.3) en (2.1) y sujeta a las condiciones (2.2), es igual a:

ωi =

(
iπ

L

)2
√

EI

ρA
. (2.7)

Ver Fig. 2.2 para una mejor visualización de los modos de vibración de una viga

flexible en una configuración simplemente apoyada.

Los cálculos realizados hasta este punto no toman en cuenta el amortigua-

miento de la viga, esto significa que si la viga fuera excitada por cualquier fuerza,

ella comenzaŕıa a vibrar y esta vibración podŕıa durar infinitamente. Sabiendo

que en la práctica todos los sistemas tienen cierto grado de amortiguamiento, se

considerará una fuerza de amortiguamiento en el modelo de la viga.

Suponiendo que la fuerza de amortiguamiento en cualquier punto x es

proporcional a la variación en la deflexión,
∂w(x, t)

∂t
, y opuesta a la dirección de

esta variación, se obtiene:

fa(x, t) = −Ca
∂w(x, t)

∂t
, (2.8)

siendo que Ca es un operador lineal homogéneo. Expresando el operador de amor-

tiguamiento, Ca, como una combinación lineal de la rigidez y de la masa (amor-

tiguamiento proporcional), se obtiene el factor de amortiguamiento modal, ξi, el

cual se considerará en la ecuación de movimiento modal del sistema.

Insertando (2.8) en (2.1) se obtiene la ecuación de movimiento para el
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Figura 2.2: Primeros tres modos de vibración de la viga simplemente apoyada

sistema con amortiguamiento:

∂2

∂x2

[

EI
∂2w(x, t)

∂x2

]

+ Ca
∂w(x, t)

∂t
+ ρA

∂2w(x, t)

∂t2
= Q(x, t)δ(x− xe). (2.9)

Usando (2.3), la ecuación de movimiento (2.9) se puede reescribir como:

EIφiv(x)q(t) + Caφ(x)q̇(t) + ρAφ(x)q̈(t) = Q(x, t)δ(x− xe), (2.10)

donde, por simplificación de la notación, (̇) y (′) representan la derivada en rela-

ción al tiempo y a la posición, respectivamente.

Sustituyendo (2.5), la expansión de w(x, t), y (2.4), las condiciones de or-

togonalidad, en (2.10) y considerando que se tiene amortiguamiento proporcional,

la ecuación de movimiento para la i-ésima coordenada modal es dada por:

q̈i(t) + 2ξiωiq̇i(t) + ω2
i qi(t) = Q(t)φi(xe). (2.11)
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2.2. Modelo adimensional del sistema

Las variables son adimensionalizadas mediante su representación como una

fracción de un valor de referencia con las mismas unidades. Para el sistema a tra-

bajar, viga flexible, las variables con unidad de longitud serán adimensionalizadas

por la longitud de la viga, L, y las variables con unidades de tiempo serán adimen-

sionalizadas por una frecuencia de referencia, Ω. Las ecuaciones adimensionales

que describen la dinámica del sistema pueden ser determinadas adimensionali-

zando directamente las ecuaciones dimensionales estándar.

2.2.1. Ecuaciones dimensionales

Las ecuaciones dimensionales estándar para la i-ésima coordenada modal

son reescritas a continuación:

q̈i(t) + 2ξiωiq̇i(t) + ω2
i qi(t) = Q(t)φi(xe), (2.12)

φivi (x) − ρA

EI
ω2
i φi(x) = 0. (2.13)

La ecuación (2.13) resulta al sustituir (2.3) en (2.1) y hacer Q(t) = 0, todo esto

para calcular los modos y frecuencias naturales (problema de vibración libre).

2.2.2. Ecuaciones adimensionales

Para obtener las ecuaciones adimensionales se adimensionalizan las varia-

bles dimensionales en (2.12) y (2.13). Las variables adimensionales vienen a ser:

Posición: η =
x

L
,

Tiempo: τ = Ωt,

Modo: φ̂i(η) =
1

L
φi(x),

Coordenada modal: q̂i(τ) = qi(t),
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Frecuencia natural: ω̂i =
ωi
Ω

,

Factor de amortiguamiento: ξ̂i = ξi.

Escribiendo las variables dimensionales en función de las variables adimensiona-

les, de (2.12) se obtiene la ecuación de movimiento adimensional para la i-ésima

coordenada modal:

¨̂qi(τ) + 2ξ̂iω̂i ˙̂qi(τ) + ω̂2
i q̂i(τ) = Q̂(τ)φ̂i(ηe), (2.14)

donde la fuerza adimensional, Q̂(τ), es definida como:

Q̂(τ) =
L

Ω2Ib
Q(t), (2.15)

siendo que Ib = 1
3
ρAL3 representa la inercia de la viga.

Adimensionalizando (2.13) se obtiene la ecuación para la i-ésima coorde-

nada modal adimensional:

φ̂ivi (η) − ρAL4Ω2

EI
ω̂2
i φ̂i(η) = 0. (2.16)

Variable de salida

La variable de salida de interés es la deflexión. La ecuación dimensional

para la deflexión en cualquier punto x de la viga, es:

w(x, t) =
∞∑

i=1

φi(x)qi(t).

La variable de salida del sistema adimensional es la deflexión adimensional

evaluada en la posición ηs. Adimensionalizando la expresión arriba presentada

resulta la deflexión adimensional:

ŵ(η, τ) =
∞∑

i=1

φ̂i(η)q̂i(τ). (2.17)
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La ecuación de movimento modal adimensional de la viga está dada por

la sumatoria infinita de las ecuaciones de movimiento adimensionales para las

coordenadas modales, esto por (2.17). Luego, aplicando sumatoria de i = 0 hasta

i→ ∞ en (2.14) se tiene que la ecuación de movimiento modal adimesional de la

viga es:

∞∑

i=1

¨̂qi(τ) + 2
∞∑

i=1

ξ̂iω̂i ˙̂qi(τ) +
∞∑

i=1

ω̂2
i q̂i(τ) = Q̂(τ)

∞∑

i=1

φ̂i(ηe). (2.18)

2.2.3. Grupo adimensional

Un grupo adimensional puede ser identificado de (2.14) y (2.16), este gru-

po resulta ser igual a la inversa del grupo adimensional Π, calculado usando el

Teorema de Pi-Buckingham.

ρAL4Ω2

EI
= Π−1. (2.19)

Cabe resaltar que todas las vigas que cuenten con el mismo valor para el

grupo adimensional, presentarán el mismo comportamiento dinámico.

2.3. Representación espacio de estados

La ecuación de movimiento adimensional de la viga, (2.18), y la ecuación

de salida, (2.17), pueden ser llevadas a una representación espacio de estados.

Para obtener una representación espacio de estados de orden finito es ne-

cesario expresar la deflexión de la viga usando un número finito de modos. Esto

es posible truncando la serie (2.17) en algún n (número natural) finito. Esto es:

ŵ(η, τ) =
∞∑

i=1

φ̂i(η)q̂i(τ) ≈
n∑

i=1

φ̂i(η)q̂i(τ).
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F́ısicamente, esta aproximación se justifica debido a que en una implementación

real, los actuadores y sensores usados tiene un ancho de banda finito.

La representación espacio de estados de la ecuación de movimiento adi-

mensional de la viga, y de la ecuación de salida, para un n finito, es como sigue:

ẋ = Ax+Bu,

y = Cx,

siendo que x(τ) ∈ R2n es el vector de estados, u(τ) ∈ Rnu es el vector de entradas

(para el presente caso un escalar), y(τ) ∈ Rny es el vector de salidas (para el

presente caso un escalar), A ∈ R2n×2n es la matriz del sistema, B ∈ Rn×nu es la

matriz de entradas, C ∈ Rny×n es la matriz de salidas. Siendo mas expĺıcitos en

cuanto a los elementos de los diferentes vectores y matrices se tiene:

x =
[

q1 q̇1 q2 q̇2 ... qn q̇n

]T

, u = Q̂(τ) , y = ŵ(ηs, τ),

A =
























0 1

−ω2
1 −2ξ1ω1

0 1

−ω2
2 −2ξ2ω2

.

.

0 1

−ω2
n −2ξnωn
























, B =
























0

φ1(ηe)

0

φ2(ηe)

.

.

0

φn(ηe)
























,

C =
[

φ1(ηs) 0 φ2(ηs) 0 ... φn(ηs) 0
]

. (2.20)



Caṕıtulo 3

TEORÍA BÁSICA DE CONTROL

Sin sistemas de control no habŕıa industria, veh́ıculos, computadoras, am-

bientes regulados - en resumen, no habŕıa tecnoloǵıa. Los sistemas de control son

los que hacen que las máquinas, en un sentido amplio del término, funcionen co-

mo deseado. Los sistemas de control están en su mayoria basados en el principio

de realimentación, donde la señal a ser controlada es comparada con una señal de

referencia deseada y la discrepancia es usada para calcular una acción correctiva

de control. El objetivo de este caṕıtulo y el próximo es presentar de la forma más

simple posible la teoŕıa del diseño de los sistemas de control por realimentación.

Una vez definidos el problema de control y los pasos a seguir en el diseño

de los sistemas de control, la teoŕıa presentada se concentra en el sistema de con-

trol por realimentación. Inicialmente se revisa el diseño de sistemas de control

por realimentación para sistemas SISO. Se ha probado que las técnicas de control

clásico (útiles en los sistemas SISO) proveen gran información sobre los benefi-

cios, limitaciones y problemas del control por realimentación. Las ideas básicas y

técnicas para el control de sistemas SISO son extendidas en el análisis y diseño de

sistemas de control multivariable, MIMO. Posteriormente se describe la formu-

lación general del problema de control, donde, usando una configuración general

de control es posible formular los diversos problemas de control. Finalmente, se

presentan varias especificaciones de diseño: desempeño, estabilidad y robustez.



35

3.1. Diseño de sistemas de control

El procedimiento t́ıpico para el diseño de un sistema de control se puede

resumir en el diagrama de procesos de la Fig. 3.1.

Fin

Inicio

    Estudiar el sistema (planta) a ser controlado y obtener la
información inicial en relación a los objetivos de control.

      Modelar el sistema y simplificar el sistema, si fuera
necesario.

Analizar el modelo resultante; determinar sus propiedades.

   Decidir que variables serán controladas (salidas
controladas).

 Decidir las variables de medida y las variables reguladas;
¿qué sensores y actuadores se usarán y dónde seran ubicados?

           Seleccionar la configuración de control.

     Decidir que tipo de controlador usar.

          Decidir las especificaciones de desempeño, basadas en
los objetivos de control.

Diseñar el controlador.

        Analizar el sistema controlado resultante para ver si las
especificaciones son satisfechas.

       Simular el sistema controlado resultante, ya sea en la
computadora o en una planta piloto.

     Seleccionar hardware y software e implementar el
controlador.

     Ensayar y validar el sistema de control, y ajustar el
controlador en tiempo real, si fuera necesario.

Figura 3.1: Diagrama de procesos del diseño del sistema de control
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3.2. El problema de control

El objetivo de un sistema de control es hacer que la salida y se comporte

como deseado mediante la manipulación de la entrada a la planta u. El problema

del regulador consiste en manipular u para contrarrestar el efecto del disturbio

d. El problema del servomecanismo manipula u para mantener la salida cerca a

una entrada de referencia dada, r. En ambos casos, regulador y servomecanismo,

se desea mantener el error de control e = y − r pequeño. El controlador K

es el algoritmo usado para ajustar u y se basa en la información disponible.

Para obtener un buen diseño de K se necesita información a priori acerca de

las entradas esperadas (disturbios y señal de referencia), del modelo de la planta

(G) y del modelo del disturbio (Gd). Todos los cálculos se realizan para modelos

lineales de la siguiente forma:

y = Gu+Gdd. (3.1)

La mayor fuente de inconvenientes en el diseño de controladores se encuentra en

los modelos (G, Gd), ya que ellos pueden ser inexactos o pueden variar con el

tiempo. En particular, inexactitudes en G pueden causar problemas debido a que

la planta será parte de un lazo de realimentación. Para enfrentar tal problema se

hace uso del concepto de modelo de incerteza, esto significa que en vez de un único

modelo G se estudia una clase de modelos GP = G + E, donde la “incerteza” o

“perturbación” E es limitada, pero de cualquier forma desconocida. En la mayoria

de los casos se usan funciones de ponderación, W (s), para expresar E = W∆ en

términos de una perturbación normalizada, ∆, donde la magnitud (norma) de ∆

es menor o igual a 1.

Los siguientes términos son útiles al definir el problema de control:

Estabilidad Nominal (EN), el sistema es estable sin considerar el mo-

delo de incerteza.
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Desempeño Nominal (DN), el sistema satisface las especificaciones de

desempeño sin considerar el modelo de incerteza.

Estabilidad Robusta (ER), el sistema es estable para todas las plan-

tas perturbadas alrededor del modelo nominal hasta el peor caso del modelo de

incerteza.

Desempeño Robusto (DR), el sistema satisface las especificaciones de

desempeño para todas las plantas perturbadas alrededor del modelo nominal

hasta el peor caso del modelo de incerteza.

3.3. Control por realimentación

En este punto es pertinente preguntarse ¿por qué usar control por “re-

alimentación” en vez de simplemente usar control por “alimentación directa”?.

Nótese que un controlador por alimentación directa “perfecto” es obtenido remo-

viendo la señal de realimentación y usando el controlador:

K(s) = G−1(s). (3.2)

Suponiendo que la planta y el controlador son ambos estables y que todos los

disturbios son conocidos, esto es, conocemos Gdd y el efecto de los disturbios en

las salidas. Entonces, con r−Gdd como la entrada al controlador, el controlador

de “alimentación directa” lleva al control perfecto:

y = Gu+Gdd = GK(r −Gdd) +Gdd = r.

Desafortunadamente, G nunca es un modelo exacto, y los disturbios nunca son

conocidos exactamente. Finalmente, las razones fundamentales para usar control

por realimentación son las siguientes:
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1. Incerteza en las señales - disturbios desconocidos.

2. Incerteza en el modelo.

3. Planta inestable1.

3.3.1. Controlador de un grado de libertad (1-GL)

El controlador de un grado de libertad con estructura de realimentación

negativa presentado en la Fig. 3.2 permite mostrar de forma clara la deducción

de funciones de transferencia notables asi como su interpretación f́ısica.

r

d

+

Gd

G

+

K
u y

ym

+

+

n

+
-

Figura 3.2: Controlador de un grado de libertad (1-GL)

La entrada del controlador K(s) es r − ym donde ym = y + n es la salida

medida y n es el ruido de medida. Luego, la entrada a la planta es:

u = K(s)(r − y − n). (3.3)

El objetivo de control es manipular u (en el diseño de K) tal que el error de

control e permanezca pequeño a pesar de los disturbios d. El error de control e

1Plantas inestables sólo pueden ser estabilizadas por realimentación, Teoŕıa de Estabilidad
Interna
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es definido como:

e = y − r, (3.4)

donde r denota el valor de referencia para la salida.

Funciones de transferencia en lazo cerrado

El modelo de la planta es escrito como:

y = G(s)u+Gd(s)d. (3.5)

Para un sistema con un controlador 1-GL, la sustitución de (3.3) en (3.5) lleva a:

y = GK(r − y − n) +Gdd,

o, agrupando términos:

(I +GK)y = GKr +Gdd−GKn. (3.6)

Finalmente, la respuesta en lazo cerrado es:

y = (I +GK)−1GK
︸ ︷︷ ︸

T

r + (I +GK)−1

︸ ︷︷ ︸

S

Gdd− (I +GK)−1GK
︸ ︷︷ ︸

T

n. (3.7)

Similar análisis es efectuado con el error de control e y la señal de entrada

a la planta u resultando en:

e = y − r = −Sr + SGdd− Tn, (3.8)

u = KSr −KSGdd−KSn. (3.9)

La siguiente notación y terminoloǵıa es usada en el desarrollo del presente
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trabajo:

L = GK función de transferencia en lazo

abierto

S = (I +GK)−1 = (I + L)−1 función de sensibilidad

T = (I +GK)−1GK = (I + L)−1L función de sensibilidad

complementaria

U = (I +GK)−1K = (I + L)−1K función restricción de enerǵıa

Nótese que tanto S, como T y U son funciones de transferencia en lazo cerrado.

Más especificamente, S es la función de transferencia que relaciona el disturbio

con la salida del sistema mientras que T relaciona la señal de referencia con la

salida del sistema. Cabe resaltar que el término sensibilidad complementaria para

T viene de la siguiente identidad:

S + T = I. (3.10)

El término función de sensibilidad es natural porque S da la reducción de

sensibilidad alcanzada al usarse realimentación. Para ver esto, considerese el caso

“lazo abierto” (no hay realimentación). Entonces:

y = GKr +Gdd+ 0n, (3.11)

y comparando con (3.7) se muestra que, con excepción del ruido, la respuesta con

realimentación es obtenida premultiplicando a la derecha por S.
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3.3.2. Controlador de dos grados de libertad (2-GL)

T́ıpicamente, para un rastreamiento de señales de referencia, se requiere

que el controlador sea de la forma
1

s
G−1, mientras que para una atenuación de

disturbios, se requiere que sea de la forma
1

s
G−1Gd. Como resultado, los objetivos

de control antes mencionados no pueden ser alcanzados simultáneamente con un

único controlador de realimentación. La solución es usar un controlador de dos

grados de libertad donde la señal de referencia r y la salida medida ym son tratados

independientemente por el controlador en vez de operar en su diferencia r − ym.

Como resultado, el controlador es dividido en dos bloques como mostrado en

la Fig. 3.3, donde Ky denota la parte de realimentación del controlador y Kr

es un prefiltro de la señal de referencia. El controlador de realimentación Ky es

usado para reducir el efecto de las incertezas (disturbios y errores de modelo)

mientras que el prefiltro Kr es diseñado para mejorar el rastreamiento de la señal

de referencia.

r

d

+

Gd

G

+

Ky
u y

ym

+

+

n

+
-

Kr

Figura 3.3: Controlador de dos grados de libertad (2-GL)
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3.4. Formulación general del problema de con-

trol

La configuración general del problema de control, presentada en la Fig. 3.4,

considera a P como la planta generalizada y aK como el controlador generalizado.

Nótese que se usa una realimentación positiva. El objetivo del control consiste

en minimizar alguna norma de la función de transferencia de w a z, por ejemplo,

la norma H∞. Como resultado, el problema del diseño del controlador se puede

definir como:

“Encontrar un controlador K que basado en la información en v genere

una señal de control u que contrarreste la influencia de w en z, de esta

manera la norma de la función de transferencia en lazo cerrado de w a z es

minimizada”

z

P

K

u

w

v

entradas
exógenas

(ponderadas)

salidas
reguladas

(ponderadas)

salidas
medidas

señales de
control

Figura 3.4: Configuración general de un sistema controlado sin modelo de incer-
tezas

3.4.1. Obtención de la planta generalizada P

Para derivar P (y K) para un caso espećıfico se debe encontrar su repre-

sentación en diagrama de bloques y se deben identificar las señales w, z, u y v.

Para construir P lo primero que se debe tener en cuenta es que P es un sistema en

lazo abierto y que es obtenido rompiendo todas los lazos que conectan la planta
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al controlador K. Por ejemplo, si se quiere calcular P de la Fig. 3.2, configuración

del controlador de un grado de libertad, el primer paso es identificar las señales

de entrada y salida para la planta generalizada (w, u, z y v):

w =








d

r

n








; z =




u

e



 =




u

y − r



 ; v = r − ym = r − y − n. (3.12)

Del diagrama de bloques de la Fig. 3.2, y su representación equivalente, mostrada

en la Fig. 3.5, resulta:

z =




u

y − r



 =




u

Gu+ d− r



 =




0d+ 0r + 0n+ Iu

Id− Ir + 0n+Gu



 ,

v = r − ym = r −Gu− d− n = −Id+ Ir − In−Gu,

luego P , que representa la matriz de funciones de transferencia de
[

w u
]T

a
[

z v
]T

, es:

P =








0 0 0 I

I −I 0 G

−I I −I −G







. (3.13)

Particionando la planta generalizada P

A menudo se usa P como:

P =




Pzw Pzu

Pvw Pvu



 , (3.14)

tal que las partes sean compatibles con las señales w, z, u y v en la configuración

generalizada:

z = Pzww + Pzuu, (3.15)

v = Pvww + Pvuu. (3.16)
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e

+G
+

K

u v

++

d
r
n

+ -

+

-
P

w

u
z

Figura 3.5: Representación equivalente del controlador de un grado de libertad

3.4.2. Configuración general del problema de control

Suponiendo que el controlador K está operando, entonces, además de

(3.15) y (3.16) se tiene:

u = Kv. (3.17)

Resolviendo z en términos de w se obtiene:

z =
[
Pzw + PzuK(I − PvuK)−1Pvw

]
w,

siempre que el det(I − PvuK) no sea idéntico a cero2.

Si se denomina N a la matriz de funciones de transferencia en lazo cerrado

de w a z, con el controlador K conectado a la planta, se tiene:

N = Pzw + PzuK(I − PvuK)−1Pvw. (3.18)

Entonces:

z = Nw. (3.19)

2Esta condición es llamada también de buen posicionamiento y significa que el sistema es
f́ısicamente realizable.
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Los elementos de la matriz de funciones de transferencia N son las fun-

ciones de transferencia del sistema en lazo cerrado de cada entrada exógena a

cada variable controlada. Estos elementos pueden representar, por ejemplo, fun-

ciones de transferencia en lazo cerrado de algún disturbio a algún actuador, de

algún ruido de medida a alguna variable interna o de alguna señal de referencia a

algún actuador. La ecuación (3.18) muestra exactamente como cada una de estas

funciones de transferencia depende del controlador K.

3.4.3. Diseño del control: incluyendo ponderaciones en P

Para obtener un problema de control significativo, por ejemplo, en térmi-

nos de la norma H∞ o H2, generalmente se incluyen ponderaciones Wz y Ww a la

planta generalizada P , ver Fig. 3.6. Esto es, se considera la entrada exógena pon-

derada o normalizada w̃ = Www (donde w consiste en señales “f́ısicas” entrando

al sistema; disturbios, referencias y ruidos), y la salida controlada ponderada o

normalizada z = Wz z̃ (donde z̃ a menudo consiste en el error de control y − r

y la entrada manipulada u). Las matrices (funciones) de ponderación son gene-

ralmente dependientes de la frecuencia y t́ıpicamente seleccionadas para que las

señales ponderadas w y z sean de magnitud unitaria, esto significa que la norma

de w a z debe ser menor que 1.

z

P

K

w
Ww Wz~

w~ z~

Figura 3.6: Configuración general de un sistema controlado sin modelo de incer-
tezas incluyendo ponderaciones
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Un ejemplo del uso de ponderaciones en el diseño de controladores es el

problema de sensibilidad mixta. Considérese un problema de control H∞ o H2

donde se quiere limitar σ̄(S) (para desempeño), σ̄(T ) (para robustez y para evitar

la sensibilidad al ruido), y σ̄(KS) (para penalizar grandes entradas de control).

Estos requerimientos pueden ser combinados en un problema de sensibilidad mix-

ta H∞ o H2:

mı́n
K

‖N(K)‖∞,2 , N =








WuKS

WTT

WPS







, (3.20)

donde K es el controlador estabilizante. En otras palabras, se tiene z = Nw y el

objetivo es minimizar la norma H∞ o H2 de w a z. N puede ser representado por

el diagrama de bloques de la Fig. 3.7, donde w representa una señal de referencia

(w = −r) o un disturbio (w = dy), y z consiste en la entrada ponderada z1 = Wuu,

salida ponderada z2 = WTy, y error de control ponderado z3 = WP (y − r). El

siguiente conjunto de ecuaciones es obtenido de la Fig. 3.7:

z1 = Wuu,

z2 = WTGu,

z3 = WPw +WPGu,

v = −w −Gu,

luego la planta generalizada de
[

w u
]T

a
[

z v
]T

es:

P =











0 WuI

0 WTG

WP I WPG

−I −G











. (3.21)
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Particionando la planta generalizada se tiene:

Pzw =








0

0

WP I







, Pzu =








WuI

WTP

WPG







, (3.22)

Pvw = −I, Pvu = −G. (3.23)

z

GK
u

+

+-

w

W
P

WT

W
u

v

Figura 3.7: Diagrama de bloques correspondiente a z = Nw en (3.20)

3.4.4. Modelado de la incerteza

Las incertezas de la planta y las inexactitudes paramétricas pueden ser

modeladas de varias formas considerándose modelos en la forma de matrices de

funciones de transferencia. Sean G(s), representado por una matriz de funciones

de transferencia nv × nu, y ∆G(s), que denota alguna perturbación de G(s),

ambos con elementos reales racionales. La perturbación es denominada aditiva si

la planta perturbada, G∆, es escrita como:

G∆ = G+ ∆G, (3.24)
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y es denominada multiplicativa cuando:

G∆ = (Inv + ∆G)G, (3.25)

o, también,

G∆ = G(Inu + ∆G). (3.26)

Es importante destacar que cada modelo de incerteza puede ser represen-

tado como:

G∆ = Pvu + Pvw∆P (I − Pzw∆P )−1Pzu, (3.27)

donde det(I − Pzw∆P ) 6= 0 y P es como definido en (3.14).

Las plantas estándar asociadas con las dos descripciones de incerteza antes

presentadas, aditiva y multiplicativa, son:

P =




0 I

I G



 , ∆P = ∆G, (3.28)

y

P =




0 I

G G



 , ∆P = ∆G, (3.29)

respectively.

Para las ecuaciones (3.24) y (3.25), (3.27) representa un modelo de incer-

teza generalizado. La representación de este modelo de incerteza en una configu-

ración general de control, donde la incerteza ∆ es insertada a través de un lazo

de realimentación, se muestra en el diagrama de bloques de la Fig. 3.8.

Observando G∆ como una familia de modelos perturbados para una clase

dada de perturbaciones ∆P , se puede buscar un único controlador K(s) que

estabilice no sólo G (esto es, G∆ con ∆P = 0) pero también todos los miembros

de la familia G∆.
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3.4.5. Configuración general del problema de control in-

cluyendo modelo de incerteza

La configuración general de un sistema de control presentada en la Fig.

3.4 puede ser extendida para incluir el modelo de incerteza, Fig. 3.8, planta ge-

neralizada nominal P con realimentación interna ∆3. La matriz ∆ es una matriz

diagonal por bloques que incluye todas las perturbaciones posibles del sistema,

por lo general es normalizada tal que ‖∆‖∞ ≤ 1. En muchos casos se hace refe-

rencia a ∆ como una perturbación de realimentación; aśı, la planta generalizada

perturbada que resulta de la perturbación de realimentación ∆ se denota como

P pert(∆).

z
P

K

u

w

v

∆

qp

- -

Figura 3.8: Configuración general de un sistema controlado con modelo de incer-
tezas

La señal de entrada a la perturbación, denotada por q, puede ser conside-

rada como una señal de salida para la planta P . Similarmente, la señal de salida

de la perturbación, denotada por p, puede ser considerada como señal de entrada

a la planta P . A continuación, se asume que la entrada exógena w y la señal

3En una configuración general se usa ∆ para hacer referencia a ∆P .
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regulada z son aumentadas para contener p y q, respectivamente, luego:

w =




w̄

p



 , z =




z̄

q



 ,

donde w̄ y z̄ denotan las señales originales de la Fig. 3.4. Es importante destacar

que decir que p es una entrada exógena puede ser incorrecto dado que esta señal

no se origina fuera de la planta, como las señales de referencia o las señales de

disturbio.

Para describir la perturbación de realimentación en la planta P , se presenta

la matriz de funciones de transferencia de la planta aumentada:

P =








Pz̄w̄ Pz̄p Pz̄u

Pqw̄ Pqp Pqu

Pvw̄ Pvp Pvu







,

luego, la planta perturbada puede ser expresada como4:

P pert(∆) =




Pz̄w̄ Pz̄u

Pvw̄ Pvu



+




Pz̄p

Pvp



∆(I − Pqp∆)−1
[

Pqw̄ Pqu

]

(3.30)

Suponiendo que el controlador K es conectado a la planta P pert(∆), como

mostrado en la Fig. 3.8, y sustituyendo (3.30) en (3.18) se encuentra que la matriz

de funciones de transferencia del sistema perturbado en lazo cerrado es:

Npert(∆) = Nz̄w̄ +Nz̄p∆(I −Nqp∆)−1Nqw̄, (3.31)

donde:

Nz̄w̄ = Pz̄w̄ + Pz̄uK(I − PvuK)−1Pvw̄, (3.32)

Nz̄p = Pz̄p + Pz̄uK(I − PvuK)−1Pvp, (3.33)

4Cuando la realimentación de perturbación ∆ es cero, se recupera la planta nominal.
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Nqw̄ = Pqw̄ + PquK(I − PvuK)−1Pvw̄, (3.34)

Nqp = Pqp + PquK(I − PvuK)−1Pvp. (3.35)

Nótese las similaridades entre las Figs. 3.8 y 3.4, y las correspondientes ecua-

ciones (3.31) y (3.18). La figura 3.4 y (3.18) muestran el efecto de conectar el

controlador a la planta nominal para formar el sistema en lazo cerrado nominal;

mientras que la Fig. 3.8 y (3.31) muestran el efecto de conectar la perturbación

de realimentación ∆ al sistema en lazo cerrado nominal para formar el sistema

en lazo cerrado perturbado.

Se puede interpretar:

Npert(∆) −Nz̄w̄ = Nz̄p∆(I −Nqp∆)−1Nqw̄ (3.36)

como la variación de la matriz de funciones de transferencia en lazo cerrado

que es originada por la perturbación de realimentación ∆. Si las tres matrices

de funciones de transferencia Nz̄p, Nqw̄ y Nqp son todas ‘pequeñas’, el diseño

será robusto a las perturbaciones. Esta idea será más profundizada en la siguiente

sección.

3.5. Especificaciones de diseño

En esta sección se presentan varias especificaciones de diseño en lazo cerra-

do. Estas especificaciones de diseño incluyen especificaciones de realizabilidad y

de estabilidad interna, especificaciones de la respuesta del sistema en lazo cerrado

a diversas señales de referencia y disturbios, asi como también especificaciones de

robustez que limitan la sensibilidad del sistema en lazo cerrado a cambios en el

sistema a ser controlado.
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3.5.1. Realizabilidad y estabilidad en lazo cerrado

En esta parte del trabajo se consideran especificaciones de diseño de rea-

lizabilidad y estabilidad interna en lazo cerrado. Aśı, se describe el conjunto de

funciones de transferencia realizables con controladores que estabilizan la planta.

A. Realizabilidad

Una restricción importante en la matriz de funciones de transferencia N ∈
N (conjunto de todas las funciones de transferencia nz × nw) es que ella debe

ser la matriz de funciones de transferencia alcanzada por algún controlador K,

en otras palabras, N debe tener la forma N = Pzw +PzuK(I −PvuK)−1Pvw para

algún K. Esta restricción se llama realizabilidad.

Nrlzbl = {N | N = Pzw + PzuK(I − PvuK)−1Pvw, para algún K}, (3.37)

donde Nrlzbl expresa las dependencias entre las varias funciones de transferencia

en lazo cerrado que son elementos de N . Se puede decir que se tiene una función

de transferencia a diseñar,K, mientras que la matriz de funciones de transferencia

en lazo cerrado, N , contiene varias funciones de transferencia (dependiendo de la

cantidad de entradas y salidas) y las relaciones entre ellas vienen a ser grados de

libertad faltantes.

B. Estabilidad interna

Se sabe que una función de transferencia es propia si tiene como mı́nimo

la misma cantidad polos y ceros5 (o equivalentemente, si tiene una realización

espacio de estados) y es estable si es propia y todos los polos tienen parte real

negativa; finalmente, una matriz de funciones de transferencia es estable si y sólo

5Una función de transferencia es estrictamente propia cuando posee más polos que ceros y
es bipropia cuando posee igual cantidad de polos y ceros.
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si todos sus elementos son estables.

Considerese un sistema de control de 1-GL con:

G(s) =
1

s2

10 − s

10 + s
y K(s) =

36 + 33s

10 − s

Con este controlador K la función de transferencia en lazo cerrado, T = GK(I +

GK)−1:

T (s) =
33s+ 36

s3 + 10s2 + 33s+ 36
=

33s+ 36

(s+ 3)2(s+ 4)

es un filtro pasa-baja estable. Luego, para el T obtenido, se proyecta que y ≈ r

después de cierto tiempo, lo que significa que el controlador provee buen rastrea-

miento de señales de referencia.

Si las únicas especificaciones fueran buen rastreamiento de señales de refe-

rencia y realizabilidad, el controlador K seŕıa un buen controlador. El problema

potencial con este controlador puede ser visto al realizarse una evaluación minu-

ciosa de la matriz de funciones de transferencia en lazo cerrado, (3.13) en (3.18):

N =




−KS KS −KS
S −S −T



 ,

donde S = (I+GK)−1. Sustituyendo las funciones de transferencia G y K dadas

se obtiene:

N =






− s2(s+ 10)(36 + 33s)

(s+ 3)2(s+ 4)(10 − s)

s2(s+ 10)(36 + 33s)

(s+ 3)2(s+ 4)(10 − s)
− s2(s+ 10)(36 + 33s)

(s+ 3)2(s+ 4)(10 − s)
s2(s+ 10)

(s+ 3)2(s+ 4)
− s2(s+ 10)

(s+ 3)2(s+ 4)
− 33s+ 36

(s+ 3)2(s+ 4)




 .

Nótese que los elementos N11, N12 y N13, que son funciones de transferencia en

lazo cerrado del disturbio, señal de referencia y ruido en el sensor a la señal de

control, son inestables: por ejemplo, una señal de referencia con un pequeño pico

puede causar que la señal del actuador tenga grandes picos, una situación por

demás indeseable. Con el controlador K, la función de transferencia T es bas-

tante benigna, más aún deseable, pero el sistema en lazo cerrado probablemente



54

requerirá grandes señales en el actuador. Esto lleva a pensar que para aceptar el

controlador K, se debe examinar la matriz de funciones de transferencia en su

totalidad y no sólo una función de transferencia tal como T .

Para estudiar el caso más general de estabilidad interna, definase:

nK= número de polos deK(s) ubicados en el semiplano complejo derecho abierto;

nP= número de polos de Pvu(s) ubicados en el semiplano complejo derecho abier-

to; y los teoremas a continuación:

Teorema 1e El sistema es internamente estable si y sólo si es bien posicionado

y las siguientes dos condiciones son satisfechas.

(i) el número de polos de Pvu(s)K(s) ubicados en el semiplano complejo derecho

abierto es igual a nK + nP ;

(ii) Φ(s) = det(I − Pvu(s)K(s)) tiene todas sus ráıces en el semiplano complejo

izquierdo abierto ((I − Pvu(s)K(s))−1 es estable). �

O también, la versión MIMO del Teorema de Estabilidad de Nyquist:

Teorema 2e (Teorema de Estabilidad de Nyquist) El sistema es internamente

estable si y sólo si es bien posicionado, la condición (i) en el Teorema 1e es

satisfecha y el diagrama de Nyquist de Φ(jω) para −∞ ≤ ω ≤ ∞ encierra el

origen, (0,0), nK + nP veces en dirección contraria a las agujas del reloj. �

3.5.2. Especificaciones de desempeño

A pesar de que la estabilidad es un punto importante, el objetivo real de

usar sistemas de control es mejorar el desempeño, esto significa que la salida

z se comporte de la forma deseada. Lo cierto es que la posibilidad de inducir

inestabilidad es una de las desventajas del control por realimentación, de ah́ı que

se deba contrapesar la estabilidad con la mejora en el desempeño. En esta sección
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se consideran las especificaciones de desempeño al detalle, la clasificación de estas

especificaciones se realiza según cuales sean las entradas y salidas que afectan al

sistema.

A. Especificaciones entrada/salida

En esta parte, se considera la respuesta de la variable controlada z a una

señal de referencia r. Nótese que, en general, la salida z se ve afectada por dis-

turbios, ruidos, etc., sin embargo en esta parte del trabajo sólo se considerará la

influencia de la señal de referencia.

A.1. Especificaciones de la respuesta a una función escalón

La respuesta a una función escalón da una buena indicación de la respuesta

de la variable controlada a señales de referencia que son constantes por largos

periodos de tiempo. En la Fig. 3.9 se simula la respuesta a una función escalón

en la señal de referencia, las siguientes caracteŕısticas pueden ser descritas:

Tiempo de crecimiento tc, el tiempo que le toma a la salida alcanzar el

90 % de su valor final, usualmente se requiere que sea pequeño.

Tiempo de establecimiento te, el tiempo después del cual la salida

permanece a un 5 % de su valor final, usualmente se requiere que sea pequeño.

Sobre impulso, el valor pico dividido por el valor final, que generalemente

debe ser de 1.2 (20 %) o menos.

Razón de decaimiento, el ratio del segundo y del primer valor pico de

la salida, que generalmente debe ser de 0.3 o menos.

Error en estado estacionario o rastreamiento asintótico, la diferen-

cia entre el valor final de la salida y el valor final deseado, generalmente debe ser
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Figura 3.9: Caracteŕısticas de la respuesta en lazo cerrado para una función es-
calón unitario como señal de referencia

pequeño.

El tiempo de crecimiento y el tiempo de establecimiento son medidas de

la velocidad de respuesta en tanto que el sobre impulso, razón de decaimiento y

error en estado estacionario están relacionados con la calidad de la respuesta.

A.2. Rastreamiento del error

En muchos casos, las señales de referencia son diversas y pueden cambiar

frecuentemente de tal forma que no sean completamente predecibles. En estos

casos, el objetivo es rastrear señales de referencia que estén en cambio permanente.

Para esto, se define el error de rastreamiento como e = z − r; la diferencia entre

la respuesta controlada y la señal de referencia.

La especificación del error de rastreamiento tiene la forma:

Nrast = {N | ‖Ner‖2,∞ ≤ α}, (3.38)

donde la matriz de funciones de transferencia de las señales de referencia al error
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de rastreamiento, Ner, debe ser pequeña.

B. Especificaciones de regulación

En esta parte sólo se considera el efecto del disturbio sobre la salida con-

trolada. Las especificaciones de regulación requieren que la relación salida con-

trolada/disturbio sea “pequeña”. No sorprende encontrar especificaciones de re-

gulación expresadas en la forma de desigualdades (limites de una norma).

B.1. Atenuación de disturbios espećıficos

La especificación de que un disturbio d es atenuado asintóticamente en e

es:

Naten−asint = {N | Ned(0) = 0}. (3.39)

La especificación Naten−asint puede ser aún más exigida si se limita la respuesta

de Ned a una función escalón. Por ejemplo, se puede requerir que el efecto de una

función escalón unitario r sobre e decaiga en no más de 0.05 dentro de un tiempo

dado taten. Tal especificación asegura que el sistema en lazo cerrado contrarreste

el efecto de un disturbio aplicado rápidamente (o cambiado).

B.2. Regulación en el dominio de la frecuencia

El limite de la respuesta de e para el peor caso posible de disturbio d puede

ser expresado como un limite de la norma H∞:

Nhinf−reg = {N | ‖Ned‖∞ ≤ α},

que limita la ganancia de la función de transferencia Ned en lazo cerrado. A

menudo, esta especificación se modifica por ponderaciones en el dominio de la

frecuencia, reflejando que se asume un valor máximo posible para el disturbio
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ponderado o que se debe mantener un valor limite para el error ponderado. En

una forma más clásica:

Nhinf−reg = {N | |Ned(jω)| ≤ lreg(ω), Ned es estable}. (3.40)

La interpretación clásica es que lreg(ω) es un limite, que depende de la frecuencia,

de la función de transferencia del disturbio a la salida controlada. La especificación

(3.40) asegura que la función de transferencia del disturbio a la salida controlada

sea pequeña en las frecuencias donde el disturbio tiene enerǵıa significante.

B.3. Regulación del ancho de banda

La interpretación clásica de la regulación en el dominio de la frecuencia

(3.40) muchas veces es expresada como la regulación del ancho de banda del

sistema en lazo cerrado6. Una definición generalizada del ancho de banda del

sistema en lazo cerrado es:

φab(Ned) = sup{Ω | |Ned(jω)| ≤M(ω) para todo ω < Ω} (3.41)

que es la frecuencia más grande debajo de la cual se puede garantizar que la fun-

ción de transferencia Ned no es mayor que 20 log10M(ω), donde M(ω) es una fun-

ción que depende de la frecuencia. En la Fig. 3.10 se tiene que M(ω) = −30dB7.

En términos de la velocidad de respuesta, a mayor ancho de banda, el

tiempo de levantamiento es menor, luego el sistema responde más rápido. Esto

porque las señales de alta frecuencia son más fácilmente pasadas a la salida. Un

gran ancho de banda también indica un sistema sensible al ruido y a variacio-

6La región efectiva de control, donde se obtienen beneficios en términos del desempeño, o
el ancho de banda del lazo cerrado [0,ωB ], comúnmente llamado ωB , es la frecuencia donde
|S(jω)| primero cruza 1/

√
2 = 0,707(≈ −3dB) desde abajo. El ancho de banda en términos de

T , ωBT , es la frecuencia más grande que cruza 1/
√

2 = 0,707(≈ −3dB) desde arriba. Algunas
veces se define el ancho de banda en lazo cerrado como un valor intermedio entre ωB y ωBT .

7A[dB]=20log
10

A.
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nes paramétricas. Por otro lado, si el ancho de banda es pequeño el tiempo de

respuesta será mayor, como resultado sistema lento pero más robusto.
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Figura 3.10: φad es la mayor frecuencia para la que la función de transferencia del
disturbio a la variable controlada, Ned, no es mayor que -30dB

B.4. Regulación del pico del peor caso

Si se modela un disturbio como desconocido pero limitado, digamos, ‖d‖∞ ≤
Md, y se requiere que la desviación del pico del peor caso de la variable controlada

debido a d sea menor que Mmax:

‖Nedd‖∞ ≤Mmax para ‖d‖∞ ≤Md,

entonces se puede especificar el limite de la ganancia del pico como:

Npico = {N | ‖Ned‖pico ≤Mmax/Md}. (3.42)
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C. Esfuerzo de control

En cualquier sistema de control se debe limitar el tamaño de las señales

del actuador:

‖u‖act ≤Mact,

para alguna norma apropiada ‖u‖act y un limite Mact, por las siguientes razones:

Calentamiento del actuador, grandes señales del actuador pueden cau-

sar un calentamiento excesivo, lo cual puede dañar o causar desgaste en el sistema.

Saturación o sobrecarga, el exceder los limites de las señales de actuador

puede dañar el actuador, o causar que la planta P sea un pobre modelo del sistema

a ser controlado.

Potencia, combustible, o uso de recursos, grandes señales del actua-

dor están asociadas con un excesivo consumo de combustible o uso de recursos.

Desgaste mecánico, cambios excesivamente rápidos en la señal del ac-

tuador pueden causar esfuerzos no deseados o desgaste excesivo.

Es importante destacar que los limites en tamaño de u pueden ser for-

zados al limitar de forma apropiada el tamaño de Nue y Nud, las funciones de

transferencia en lazo cerrado de las señales de disturbio y error a la señal del

actuador.

D. Efecto combinado de disturbios y señales de referencia

Hasta ahora se han tratado señales de referencia y disturbios por separado;

las especificaciones vistas limitan el comportamiento del sistema en lazo cerrado

cuando una, pero no las dos, de las entradas exógenas actúa. Suponiendo que en el

sistema actúan un disturbio, una señal de referencia y un actuador, considerense
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las dos especificaciones a continuación:

Ne = {N | emin(t) ≤ e(t) ≤ emax(t) para todo t ≥ 0},

Nu = {N | ‖Nud‖2 ≤ 1}.

La primera especificación requiere que la respuesta a la función escalón de r a

e tenga como limites a emin y emax. Esto significa que en caso de aplicarse una

función escalón como señal de referencia y un disturbio cero, la salida controlada

e estará contenida en [emin, emax]. La segunda especificación requiere que cuando

se aplique ruido blanco y señal de referencia cero al sistema, la norma H2 del ac-

tuador u sea menor que uno. Si la función escalón unitario es aplicada como señal

de referencia r y el ruido blanco es aplicado como disturbio d simultáneamente, la

respuesta e es simplemente la suma de las respuestas con las entradas actuando

separadamente (propiedad de linealidad). Es muy probable que e no cumpla con

la primera especificación debido a la presencia de d, y similarmente, el valor de u

podŕıa ser mayor que 1 debido a la presencia de la señal de referencia r.

Hasta ahora cada especificación considerada sólo se ha visto influenciada

por una submatriz de N , que, al no considerar todas las columnas de N , toma

en cuenta sólo el efecto de un grupo de entradas exógenas. Aśı, la especificación

sobre una submatriz de N que contiene todas sus columnas considerará el efecto

de todas las entradas exógenas actuando simultáneamente. Luego, para la segunda

especificación se tiene:

Nu−comb = {N |
√

‖Nud‖2
2 +Nur(0)2 ≤ 1},

donde la especificación es evaluada sobre la submatriz
[

Nur Nud

]

de N , y se

garantiza que la norma H2 de u no exceda uno cuando la señal de referencia

es una función escalón unitario y el disturbio es ruido blanco. En el caso de la

primera especificación, se ha de formar una especificación para la respuesta e que



62

considere a la función escalón unitario (una señal particular) y al ruido blanco

(proceso estocástico). Esta puede ser:

Ne−comb = {N | Prob(emin(t) ≤ e(t) ≤ emax(t) para 0 ≤ t ≤ 10) ≥ 0,90}

donde e = Nerr + Nedd, r es la función escalón unitario, y d es ruido blanco.

Se puede decir que la especificación Ne−comb requiere el 90 % de probabilidad

como mı́nimo para que la restricción Ne sea satisfecha durante los diez primeros

segundos.

3.5.3. Especificaciones de robustez

En la sección anterior se han considerado diversas especificaciones que pres-

criben el comportamiento del sistema en lazo cerrado, se incluyen consideraciones

de importancia tales como la respuesta en lazo cerrado cuando señales de referen-

cia y disturbios afectan al sistema. Esta sección se centra en una consideración de

suma importancia: ¿cuál seŕıa el desempeño del sistema si la planta cambiara? en

otras palabras, robustez o insensibilidad del sistema en lazo cerrado a variaciones

o perturbaciones en la planta.

Hay varios métodos que miden cuan sensible es el sistema en lazo cerrado

a modificaciones en la planta, tales como:

Sensibilidad diferencial, el tamaño de la derivada de N con respecto a

P .

Peor caso de perturbación, el cambio más grande que puede ser causado

por un conjunto espećıfico de perturbaciones en la planta.

Margen8, el cambio más pequeño en la planta que puede causar que alguna

8El margen de ganancia (MG) es el factor por el cual la ganancia de la función de transfe-
rencia en lazo cerrado |L(jω)| podŕıa ser incrementada antes de que el sistema en lazo cerrado
se torne inestable. El margen de fase (MF) dice cuanta fase negativa (fase de atraso) se puede
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especificación sea violada.

A. Sensibilidad diferencial

H. Bode fue el primero que estudió sistemáticamente el efecto de pe-

queñas variaciones en las funciones de transferencia de lazo cerrado debido a

pequeñas variaciones en la planta. Considerando la función de transferencia T =

(1 +GK)−1GK para el sistema de control de 1-GL, él percibió que para cada

frecuencia s:
∂T (s)

∂G(s)
�
T (s)

G(s)
=

1

1 +G(s)K(s)
= S(s), (3.43)

nótese que
∂T (s)

∂G(s)
�
T (s)

G(s)
recibió el nombre y el śımbolo S de la clásica función

de transferencia de sensibilidad. Aśı, se tiene una regla básica para el sistema de

control de 1-GL:
δT (s)

T (s)
≃ S(s)

δG(s)

G(s)
, (3.44)

(≃ significa igual al primer orden), que se interpreta como: el cambio relativo de

la función de transferencia T (s) es, al primer orden, la función de transferencia de

sensibilidad multiplicada por el cambio fraccional en G(s). Por ejemplo, para una

frecuencia ω con |S(jω)| = 0,1, un 10 % de la variación en el número complejo

G(s) conlleva a una variación en T (s) de (aproximadamente) 1 %.

Adicionalmente, la función de transferencia de sensibilidad, (3.43), también

puede ser expresada como:

S(s) =
∂ log T (s)

∂ logG(s)
, (3.45)

y por esta razón S(s) puede ser llamada sensibilidad logaŕıtmica de T con respecto

a G.

aumentar a L(s) en la frecuencia ωc (|L(jωc)| = 1) antes que la fase a esta frecuencia sea −180◦,
que corresponde a la inestabilidad en lazo cerrado.
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Es posible generalizar los resultados de Bode para el caso en que se tienen

múltiples actuadores y múltiples sensores. Considerando el sistema de control

de 2-GL, con función de transferencia T = (I + GKy)
−1GKr, si la planta es

perturbada tal que G llega a ser G+ δG, se tiene:

T + δT = (I + (G+ δG)Ky)
−1(G+ δG)Kr.

Manteniendo los términos de primer orden en δG se tiene:

δT ≃ (I +GKy)
−1δGKr − (I +GKy)

−1δGKy(I +GKy)
−1GKr,

= (I +GKy)
−1δG(I +KyG)−1Kr,

= SδG(I +KyG)−1Kr, (3.46)

donde S = (I + GKy)
−1 es la matriz de sensibilidad del sistema de control de

2-GL. Suponiendo que la variación en G pueda ser expresada como:

δG = δGfracG,

donde δGfrac se puede interpretar como la perturbación fraccional de G. De (3.46)

resulta:

δT ≃ SδGfracG(I +KyG)−1Kr = SδGfracT,

tal que:

δT ≃ δT fracT,

donde

δT frac ≃ SδGfrac. (3.47)

Esto es análogo a (3.43): la variación fraccional en la función de transferencia

T es, al primer orden, la matriz de sensibilidad S multiplicada por la variación
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fraccional en G. Como ejemplo, la especificación de diseño:

σmax(δT
frac(jω)) ≤ 0,01 para ω ≤ ωab, σmax(δG

frac(jω)) ≤ 0,20,

limita la variación fraccional de primer orden en T a 1 % sobre el ancho de banda

ωab, a pesar de las variaciones en G de 20 %, luego se tiene la especificación

equivalente:

σmax(S(jω)) ≤ 0,05 para ω ≤ ωab.

La expresión general para la variación de primer orden de la matriz de

funciones de transferencia en lazo cerrado N debido a la variación en la matriz

de funciones de transferencia de la planta es:

δN ≃ δPzw + δPzuK(I − PyuK)−1Pyw + PzuK(I − PyuK)−1δPyw

+PzuK(I − PyuK)−1δPyuK(I − PyuK)−1Pyw. (3.48)

El último término muestra que ∂N/∂Pyu tiene componentes que están dados por

el producto de dos funciones de transferencia en lazo cerrado.

B. Especificaciones de robustez v́ıa limites de ganancia

En la subsección anterior se estudió la sensibilidad diferencial a variaciones

en la planta del sistema en lazo cerrado. El análisis de sensibilidad diferencial a

menudo da una buena predicción de las variaciones que ocurren en un sistema en

lazo cerrado siempre y cuando los cambios en la planta sean moderados, luego,

los diseños que satisfacen especificaciones de sensibilidad diferencial son robus-

tos a variaciones moderadas en la planta. Sin embargo, las especificaciones de

sensibilidad diferencial no pueden garantizar que el sistema en lazo cerrado varie

dramáticamente, por ejemplo, se mantenga estable, cuando las variaciones en la

planta sean de una cantidad no despreciable.
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En esta subsección se describen las especificaciones de robustez, que, al

igual que las especificaciones de sensibilidad diferencial, limitan la variación del

sistema en lazo cerrado causada por una variación o perturbación en la planta.

En este abordaje, sin embargo, se considera que:

(i) Los tamaños de las variaciones de la planta son descritos expĺıcitamente, por

ejemplo, una ganancia particular varia entre ±1dB, a diferencia del abordaje

sensibilidad diferencial donde las variaciones en la planta son vagamente descritas

como “pequeñas”.

(ii) Las especificaciones de robustez limitan el peor caso posible de variación en el

sistema de lazo cerrado causado por posibles perturbaciones. Las especificaciones

de sensibilidad diferencial limitan las variaciones de primer orden del sistema en

lazo cerrado.

Las especificaciones de robustez dan limites garantizados sobre la dete-

rioración del desempeño, aún para variaciones en la planta “grandes”, para las

cuales las extrapolaciones de sensibilidad diferencial son dudosas. Algunas des-

ventajas de las especificaciones de robustez en relación a las especificaciones de

sensibilidad diferencial son las siguientes:

(i) No es posible modelar variaciones reales en la planta en la forma requerida por

las especificaciones de robustez. Por ejemplo, no es posible saber si la variación

en una ganancia espećıfica es de ±1dB o ±0,5dB.

(ii) No es deseable limitar el peor caso posible de variación en el sistema de lazo

cerrado, que resulta en un diseño conservativo. La especificación que limita las

variaciones t́ıpicas en el sistema en lazo cerrado podŕıa capturar mejor la intención

del diseñador.
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B.1 Especificaciones de robustez

Suponiendo que P es cualquier conjunto de matrices de funciones de trans-

ferencia (nw + nu) × (nz + nv), P será conocido como el conjunto de las plantas

perturbadas, y sus elementos son las plantas perturbadas. Sea D alguna espe-

cificación de desempeño, por ejemplo, una función booleana sobre las matrizes

de funciones de transferencia nz × nw y sea K cualquier matriz de funciones de

transferencia nu × nv.

Definición La especificación de robustez Drob formada por D, P y P es dada

por:

Drob: D se mantiene robustamente para K y P , para cada K que satisface:

N = Pzw + PzuK(I − PvuK)−1Pvw. (3.49)

�

Entonces, una especificación de robustez es formada a partir de una especificación

de diseño D, un conjunto de plantas perturbadas P , y la planta P . A lo largo

de la subsección, P es entendida, luego la especificación de robustez será escrita

como:

Drob(P ,D).

Si la especificación de diseño D es estable, por ejemplo, estabilidad en lazo

cerrado, Drob se denomina especificación de estabilidad robusta asociada a P y

P . Con P sobreentendida, la especificación de estabilidad robusta asociada con

el conjunto de plantas perturbadas P será denotada por:

Drob−est = Drob(P ,Destable).
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A continuación, algunos ejemplos de especificaciones de robustez organiza-

das por los conjuntos de plantas perturbadas asociadas y sus respectivos modelos

de variaciones en la planta:

B.1.1. Conjunto de perturbaciones finitas en la planta

Dinámica despreciada, Drob−est requiere que el sistema no sea inestable

debido a las resonancias de alta frecuencia, al roll-off de la dinámica del sistema

y a la dinámica del sensor, que son ignorados en el modelo P .

Modos fallidos, el modelo a controlar puede ser uno donde el actuador

esté fallando. La especificación de estabilidad robusta garantiza que el sistema en

lazo cerrado permanezca estable a pesar de las fallas.

B.1.2. Perturbaciones parametrizadas en la planta

Tolerancia de los componentes, un único controlador K es diseñado

para varias plantas, por ejemplo, una ĺınea de manufactura del sistema a ser

controlado. El controlador es diseñado en base a una planta nominal, las varia-

ciones paramétricas representan (ligeras) diferencias entre los sistemas manufac-

turados. El diseñar un controlador que robustamente alcance las especificaciones

de desempeño evita la necesidad y el costo de estar ajustando cada sistema de

control manufacturado.

Fatiga o desgaste de un componente, un controlador es diseñado para

un sistema modelado por P , pero se desea que el sistema continúe trabajando aún

si el sistema a controlar cambia debido a fatiga o desgaste de sus componentes.

Diseñar un controlador que robustamente alcance las especificaciones de diseño

evita la necesidad y el costo de estar ajustando periódicamente el sistema de

control.
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Cambios externamente inducidos, el sistema a ser controlado puede

ser bien modelado como un sistema lineal invariante en el tiempo dependiendo

de las condiciones externas de operación, que varian lentamente comparada con

la dinámica del sistema. Ejemplo de estos cambios pueden ser inducidos por la

temperatura, presión, etc. Diseñar un controlador que robustamente alcance las

especificaciones de diseño puede evitar la necesidad de un controlador de ganancia

programada o adaptativo.

Incerteza paramétrica del modelo, un conjunto de plantas perturbadas

por variaciones paramétricas puede modelar la incerteza en el modelo del sistema

a ser controlado. Por ejemplo, un modelo desarrollado por principios f́ısicos puede

presentar parámetros f́ısicos tales como longitud, masa, coeficientes de conducción

de calor, etc; cuyos valores se consideran limitados por un mı́nimo y un máximo.

En un modelo de tipo caja negra derivado de un procedimiento de identificación, la

incerteza de los parámetros f́ısicos se representa en los coeficientes de las funciones

de transferencia o en los elementos de las matrices de la representación espacio

de estados.

B.1.3. Perturbaciones desconocidas pero limitadas de la función de

transferencia

A menudo es útil modelar la incerteza en la planta (como un modelo del

sistema a ser controlado) como errores, dependientes de la frecuencia, en las

respuestas en frecuencia. Tal conjunto de perturbaciones en la planta ser pueden

referir a:

Incerteza del modelo, las funciones de transferencia de la planta pueden

modelar de forma imprecisa el sistema a ser controlado, esto debido a los errores

de medida e identificación. Por ejemplo, las funciones de transferencia del sistema

a ser controlado pueden ser medidas en cada frecuencia con una exactitud del 1 %.
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Dinámica parásita de alta frecuencia, el modelo de un sistema a ser

controlado puede ser menos exacto a altas frecuencias debido a dinámica parásita

no-modelada o desconocida. Además, esta dinámica puede variar con el tiempo u

otro parámetro f́ısico, y luego no puede ser modelada confiablemente. En sistemas

eléctricos, por ejemplo, se puede tener pequeñas capacitancias e inductancias re-

manentes; esta dinámica parásita puede cambiar significativamente cuando varia

el ambiente eléctrico o magnético del sistema.

B.2 Método de la ganancia pequeña para estabilidad robusta

Considerando un conjunto de plantas perturbadas P dado en la forma

de perturbación de realimentación (Sección 3.4.5) y siendo la norma ‖.‖gn una

ganancia, denótese M como la máxima ganancia de las posibles perturbaciones

de realimentación:

M = sup
∆∈∆P

‖∆‖gn, (3.50)

donde ∆P es el conjunto de perturbaciones de realimentación y M viene a ser

una medida de cuan “grande” pueden ser las perturbaciones de realimentación.

Del Teorema de Ganancia Pequeña9 se sabe que si:

‖Nqp‖gnM < 1, (3.51)

luego, para todo ∆ ∈ ∆P :

‖∆(I −Nqp∆)−1‖gn ≤ M

1 −M‖Nqp‖gn
.

Y de (3.36) se tiene:

‖Npert(∆) −Nz̄w̄‖gn ≤ M‖Nz̄p‖gn‖Nqw̄‖gn
1 −M‖Nqp‖gn

para todo ∆ ∈ ∆P . (3.52)

9Ver Zhou et al, [49].
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La especificación convexa en lazo cerrado (3.51) se conocerá como la condi-

ción de ganancia pequeña. Nótese que, (3.51) y (3.52) establecen la idea expresada

en la Sección 3.4.5: el sistema en lazo cerrado será robusto si Nz̄p, Nqw̄ y Nqp son

lo “suficientemente pequeñas”.

Por lo antes expuesto, la especificación de robustez de N es dada por:

‖Nqp‖gn < 1/M, (3.53)

‖Nz̄p‖gn <∞, (3.54)

‖Nqw̄‖gn <∞, (3.55)

‖Nz̄w̄‖gn <∞, (3.56)

lo cual implica que:

‖Npert‖gn <∞ para todo ∆ ∈ ∆P , (3.57)

esto es, la especificación de robustez formada a partir del conjunto de plantas

perturbadas P y la especificación ‖N‖gn <∞ se mantienen.

Si la ganancia ‖.‖gn es finita sólo para matrices de funciones de transfe-

rencia estables, entonces las especificaciones (3.53)-(3.56) implican que Npert es

estable, y, las especificaciones (3.53)-(3.56) son las especificaciones de estabili-

dad robusta. Como ejemplo, la norma H∞, ‖.‖∞, es finita sólo para matrices de

funciones de transferencia estables, luego la especificación ‖Nqp‖∞ < 1/M , jun-

to con la estabilidad de Nz̄p, Nqw̄ y Nqp (estabilidad interna), garantiza que la

especificación de estabilidad robusta Dest−rob se mantenga para N .
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B.3. Método de la ganancia pequeña para desempeño robusto

Una variación del método de la ganancia pequeña es tal que se forman

aproximaciones convexas de especificaciones de robustez con cierto ĺımite de ga-

nancia:

‖Nz̄w̄‖gn ≤ α,

donde Nz̄w̄ es un elemento o submatriz de N (y estabilidad robusta implica

‖Nz̄w̄‖∞ <∞).

A lo largo de esta subsección se considerará la especificación de robustez,

formada a partir del conjunto de plantas perturbadas P y la especificación del

limite de la ganancia:

‖Nz̄w̄‖∞ ≤ 1, (3.58)

esta especificación de desempeño robusto se denominará Ddes−rob. También se

asumirá que el conjunto de plantas perturbadas P es descrito por la forma de

perturbación de realimentación con ganancia máxima igual a uno, M = 1 en

(3.50). La aproximación de Ddes−rob es entonces:

∥
∥
∥
∥
∥
∥




Nz̄w̄ Nz̄p

Nqw̄ Nqp





∥
∥
∥
∥
∥
∥
∞

≤ 1. (3.59)

Al igual que la especificación de estabilidad robusta Dest−rob: (3.53)-(3.56), (3.59)

se puede interpretar como un limitante de Nz̄p, Nqw̄ y Nqp.

A continuación se mostrará que (3.59) implica que la especificación (3.58)

permanezca robusta, esto es:

‖Nz̄w̄ +Nz̄p∆(I −Nqp∆)−1Nqw̄‖∞ ≤ 1 para todo ∆ ∈ ∆P . (3.60)
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Suponiendo que (3.58) se mantenga, tal que para cualquier señal w̄ y p se tiene:

∥
∥
∥
∥
∥
∥




z̄

q





∥
∥
∥
∥
∥
∥
rms

<

∥
∥
∥
∥
∥
∥




w̄

p





∥
∥
∥
∥
∥
∥
rms

, (3.61)

donde




z̄

q



 =




Nz̄w̄ Nz̄p

Nqw̄ Nqp








w̄

p



 .

La desigualdad (3.61) puede ser reescrita como:

‖z̄‖2
rms + ‖q‖2

rms < ‖w̄‖2
rms + ‖p‖2

rms. (3.62)

Considerando que p = ∆q, donde ∆ ∈ ∆P , tal que estas señales corresponden al

comportamiento en lazo cerrado del sistema perturbado, aśı:

z̄ =
(
Nz̄w̄ +Nz̄p∆(I −Nqp∆)−1Nqw̄

)
w̄. (3.63)

Luego, dado que ‖∆‖∞ ≤ 1, se tiene:

‖p‖rms ≤ ‖q‖rms. (3.64)

Y de (3.62)-(3.64) se concluye que:

‖z̄‖rms = ‖(Nz̄w̄ +Nz̄p∆(I −Nqp∆)−1Nqw̄)w̄‖rms ≤ ‖w̄‖rms, (3.65)

dado que esto se mantiene para cada w̄, se cumple (3.60).

Doyle interpretó la especificación (3.59) como una condición de estabili-

dad robusta basada en la ganancia pequeña (3.50) para un conjunto de plantas

perturbadas que incluyen una matriz de funciones de transferencia, limitada pero

desconocida, conectada de z̄ a w̄. Este “lazo de desempeño” es mostrado en la

Fig. 3.11.
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N

∆

qp

w- z-
zw

∆des
∆-

Figura 3.11: Configuración general de un sistema controlado usando el lazo de
desempeño de Doyle que conecta una realimentación ∆des de z̄ a w̄.

Si la condición (3.59) se mantiene, el sistema en lazo cerrado de la Fig.

3.11 será robustamente estable para todo ∆̄ con ‖∆̄‖∞ ≤ 1. En particular, el

sistema en lazo cerrado de la Fig. 3.11 será robustamente estable para todo ∆̄ de

la forma:

∆̄ =




∆ 0

0 ∆des



 ,

con ‖∆des‖∞ ≤ 1 y ‖∆‖∞ ≤ 1. Esto es equivalente a que la especificación (3.58)

permanezca robustamente para todo ∆ con ‖∆‖∞ ≤ 1.



Caṕıtulo 4

TÉCNICAS DE DISEÑO DE

CONTROLADORES

Los métodos de control H2 son muy usados en el diseño de controladores

que reducen la respuesta vibratoria de una estructura flexible. Mientras que el

diseño H2 resulta en un buen desempeño nominal, los controladores sólo son efi-

cientes en la planta de diseño, planta que no considera un modelo para el error

incurrido en el modelado. Como resultado, el desempeño alcanzado por siste-

mas de control H2 cuando implementados presenta limitaciones. Para alcanzar

altos niveles de desempeño en implementación, se debe considerar un modelo del

error en el modelado cuando se diseña el controlador, tal como se hace en la

teoŕıa de diseño de controladores H∞. En las siguientes secciones se presenta una

introducción a ambas teoŕıas de control, H2 y H∞, y a la teoŕıa H2/H∞, que

combina las dos teoŕıas anteriores. La formulación del problema para el diseño de

controladores de orden fija tambien es presentado en la parte final del caṕıtulo.

Las teoŕıas de control H2 y H∞ pertenecen a un abordaje basado en señales,

estas teoŕıas involucran formulaciones de problemas de control en el dominio

del tiempo que resultan en la minimización de una norma de cierta función de

transferencia. Aśı, se considera un disturbio en particular o un cambio en la

señal de referencia y luego se trata de optimizar la respuesta en lazo cerrado. El

control H2 tiene sus inicios en los métodos espacio de estados de la década del
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60, tales como el controlador gausiano cuadrático lineal (LQG). Espećıficamente,

en el LQG se asume que la señal de entrada es estocástica (o impulsos alternados

en un conjunto determinado) y el valor esperado de la variancia en la salida (o

norma 2) es minimizado. Con la inclusión de ponderaciones dependientes de la

frecuencia en las señales del sistema, el LQG puede ser generalizado al conocido

método de diseño Wiener-Hopf (o norma H2). Al considerar señales de energia

limitada en la entrada del sistema se puede derivar una metodoloǵıa de control

basada en la norma H∞. Este último abordaje es de gran interés dado que puede

ser combinado con representaciones de modelos de incerteza, haciendo posible la

solución de problemas complejos de estabilidad y desempeño, lo que se conoce

como control robusto H∞.

A menudo se intenta optimizar directamente ciertos objetivos mas repre-

sentativos del sistema, tales como tiempo de asentamiento, márgenes de estabi-

lidad u otros, en lugar de la norma de ciertas funciones de transferencia. Las

metodoloǵıas que involucran optimizaciones multiobjetivo de este tipo presentan

problemas dif́ıciles de resolver computacionalmente hablando, especialmente si

no se cuenta con convexidad [2], en muchos casos soluciones aproximadas son las

más convenientes, como por ejemplo se fija inicialmente la orden del controlador.

En este grupo de controladores se encuentra el controlador H2/H∞ que intenta

optimizar el desempeño de un sistema en lazo cerrado mediante la minimización

de la norma H2, que es la que mejor define objetivos de desempeño, teniendo

como restricción la robustez en estabilidad del sistema en lazo cerrado, que es

medida por la norma H∞.

Antes de definir con mayor detalle las teoŕıas de control H2, H∞ y H2/H∞,

se presentarán las siguientes definiciones de tal forma que los problemas de control

queden mejor descritos.
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La planta generaliza para un problema de control estándar es dada por:

ẋ = Ax+B1w +B2u, (4.1)

z = C1x+D12u, (4.2)

y = C2x+D21w, (4.3)

donde x ∈ Rn es el vector de estados, w ∈ Rnw es el vector de entradas exógenas,

u ∈ Rnu es el vector de señales de control, z ∈ Rnz es el vector de salidas

controladas y y ∈ Rny es el vector de señales medidas.

Un controlador general (dinámico) para este sistema puede ser representa-

do por:

ẋK = AKxK +BKy, (4.4)

u = CKxK , (4.5)

donde xK ∈ RnK es el vector de estados del controlador, cuya dimensión es el

resultado del método de control usado o puede ser especificada a priori.

4.0.4. Diseño de controladores para estabilidad nominal

Cerrando el lazo de control usando realimentación negativa se obtiene la

dinámica del sistema en lazo cerrado como sigue:

˙̄x = Āx̄+ B̄w, (4.6)

z = C̄x̄, (4.7)

donde:

x̄ =




x

xK



 , (4.8)
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Ā =




A −B2CK

BKC2 AK



 , (4.9)

B̄ =




B1

BKD21



 , (4.10)

C̄ =
[

C1 −D12CK

]

, (4.11)

para w = w̄ y z = z̄. Luego, el conjunto de todos los controladores estabilizantes

es definido como:

K = {(AK , BK , CK) : Ā es asintóticamente estable}. (4.12)

4.0.5. Diseño de controladores para desempeño nominal

Para el problema de control de desempeño nominal el objetivo es minimizar

la norma H2 de una función de transferencia en lazo cerrado de las entradas

exógenas a las salidas controladas:

Nzw = C̄(sI − Ā)−1B̄, (4.13)

donde las entradas exógenas están confinadas a un conjunto de señales de enerǵıa

limitada y espectro fijo. Si la entrada exógena (disturbio) es modelada como ruido

blanco, el objetivo resulta:

mı́n
K

{J(Ā, B̄, C̄) = ĺım
t→∞

E{z(t)T z(t)}}, (4.14)

donde E es el operador esperanza (expectativa).

Otro abordaje para el diseño de controladores de desempeño nominal em-

plea la norma H∞, que puede ser interpretada como la ganancia del sistema y

representa el peor caso de amplificación de todas las entradas exógenas w(t) de
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señales L2 de enerǵıa limitada. La teoŕıa de control H∞ basada en Doyle et al.

and Francis [13], [16] involucra la definición de ponderaciones (dependientes de

la frecuencia) en las salidas y entradas tal que los objetivos de desempeño sean

satisfechos mediante la minimización de ‖Nzw‖∞:

mı́n
K

‖Nzw‖∞. (4.15)

Dado que la norma H∞ es definida con respecto a la magnitud pico de la

respuesta en la frecuencia de la matriz de funciones de transferencia y la norma H2

es definida por una cantidad que resulta de un cuadrado integrable, los sistemas de

lazo cerrado correspondientes pueden presentar diferentes caracteŕısticas. Luego,

dependiendo de los objetivos de desempeño, un tipo de diseño puede ser preferible

a otro. Cuando el desempeño es especificado por medidas rms, el diseño H2, en

general, lleva a un mejor desempeño nominal. El beneficio de usar la teoŕıa H∞ se

hace evidente al permitir la incorporación del requerimiento de robustez a errores

de modelo en el proceso de diseño.

4.0.6. Estabilidad robusta y desempeño robusto

Consideraciones más realistas en el diseño de controladores son la estabi-

lidad robusta y el desempenño robusto. La estabilidad robusta requiere que el

sistema en lazo cerrado permanezca estable aún en la presencia de errores del

modelo (incertezas1). El problema de estabilidad robusta puede ser formulado

usando la Fig. 4.1, equivalente a la Fig. 3.11, mediante la absorción de las ponde-

raciones y escalamientos dentro de la planta generalizada P . Las incertezas son

escalonadas, con ∆δ representando el conjunto de todas las perturbaciones esta-

bles ∆ tales que ‖∆‖∞ ≤ δ. Suponiendo que K estabiliza internamente el lazo

cerrado para ∆ = 0, entonces una condición suficiente para la estabilidad robusta

1La incerteza puede ser modelada de muchas formas (multiplicativa, multiplicativa inversa,
aditiva, paramétrica, entre otros) y puede ser localizada en varios puntos del lazo de control.
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de todas las plantas del conjunto formado por ∆ ∈ ∆δ es tal que:

‖Nqp(K)‖∞ ≤ 1

δ
. (4.16)

Entonces, al igual que el problema de desempeño nominal, la estabilidad robusta

es caracterizada por la norma H∞ de una función de transferencia.

z

P

K

u

w

y

∆-

Figura 4.1: Configuración del sistema controlado para una análisis de estabilidad
robusta y desempeño robusto

La especificación del desempeño robusto en un formato H∞ es posible

gracias a la posibilidad de formular el problema de desempeño robusto como un

problema de estabilidad robusta. Considerando la planta de incertezas en la Fig.

3.11 con entradas y salidas definidas para el desempeño y un modelo de incerteza,

las condiciones para desempeño robusto son:

1. Estabilidad robusta (4.16), y

2. Desempeño mantenido para todo ∆ ∈ ∆δ.

Cerrando el lazo desde z̄ hasta w̄ a través de un bloque de incertezas ∆des

se tiene el problema de desempeño robusto como un problema de estabilidad

robusta, mostrado en la Fig. 3.11 donde los bloques han sido escalonados a uno.

Una condición suficiente para el desempeño robusto (incluye también es-
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tabilidad robusta) es que:

‖Nzw(K)‖∞ <
1

δ
. (4.17)

Definase ∆̄δ como un conjunto de todas las perturbaciones no-estructuradas ∆̄,

estables, tal que ‖∆̄‖∞ < δ. Cuando ∆̄ ∈ ∆̄δ, la (4.17) es necesaria y suficiente

para asegurar la estabilidad robusta.

El diseñar para desempeño robusto usando ∆des como en la Fig. 3.11 in-

troduce una estructura diagonal por bloques de ∆̄ que resulta en que la (4.17) sea

sólo suficiente y posiblemente demasiado conservativa. Este conservatismo es en

cierta medida aliviado usando el control H2/H∞ donde el desempeño es medido

usando la norma H2.

4.0.7. Estabilidad robusta y desempeño óptimo

Aún cuando el control H∞ provee estabilidad y desempeño en presencia

de errores del modelo, el uso de la norma H∞ como medida de desempeño puede

resultar conservativo. Tomando esto en consideración, el diseño de controlado-

res H2/H∞ ha sido desarrollado para proveer una estabilidad robusta (H∞) y

un desempeño nominal (H2) mediante la minimización de la norma H2 para un

conjunto de entradas/salidas mientras la norma H∞ limita otro conjunto de en-

tradas/salidas. Con referencia a la Fig. 3.11, el objetivo es satisfacer:

mı́nK ‖Nz̄w̄‖2
2

sujeto a ‖Nqp‖∞ < γ.
(4.18)

Aśı, la formulación del problema de control mixto H2/H∞ como mostrado

en (4.18) provee un balance expĺıcito entre las demandas conflictivas, desempeño

nominal y estabilidad robusta. Una solución a este problema puede ser encontrada

en Ades, [2], que resuelve usando controladores de dimensión fija.
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La utilidad del diseño de controladores usando normas combinadas es ex-

plotada mediante la separación del desempeño y la robustez usando el subpro-

blema H2 para desempeño nominal y usando el subproblema H∞ para alcanzar

estabilidad robusta. En la Fig. 3.11 las entradas y salidas asociadas con el modelo

de incerteza incluyen p y q, w̄ es asociada con los disturbios y ruidos de medida

y z̄ es asociada con el desempeño. De esta manera, el conjunto de controladores

balancea expĺıcitamente el desempeño nominal con niveles de robustez a la incer-

teza. Como presentado en la Fig. 4.2 abajo, el conjunto de controladores incluye a

un extremo el controlador de más baja autoridad que provee la máxima robustez

y mı́nimo desempeño, y en el otro extremo un controlador de máximo desempeño

con mı́nimos márgenes de estabilidad.

Norma H
2
 

N
o

rm
a 

H
o

o
 

robustez máxima
desempeño mínimo
 

desempeño máximo
robustez mínima 

Figura 4.2: Compromiso desempeño-robustez

En las siguientes secciones, se presenta la formulación del problema de

control H2/H∞ mixto, H2 y H∞, y las condiciones necesarias para el diseño

de estos controladores. Un algoritmo numérico para el cálculo de controladores

H2/H∞ es presentado en el Apéndice E.
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4.1. Control óptimo H2

En esta sección se trata el problema de control óptimo para sistemas inva-

riantes en el tiempo considerando un criterio cuadrático de desempeño. El mate-

rial presentado en esta sección sirve como base no sólo para el control óptimo H2

sino que también es útil para el control robusto H∞.

4.1.1. Introducción al regulador cuadrático lineal (LQR)

Tanto el control óptimo H2 como el control robusto H∞ formulan el pro-

blema de control en el dominio del tiempo2. Considerese el siguiente sistema

dinámico:

ẋ = Ax+B2u, x(to) = xo, (4.19)

donde xo es dado. En el problema del regulador el objetivo es encontrar la función

de control (señal de control) u(t) definida sobre [to, T ] tal que el estado x(t) sea

llevado a una pequeña vecindad cercana al origen en el instante de tiempo T (r = 0

en la Fig. 3.1). Se puede decir que el problema del regulador tiene solución trivial

para cada T > to siempre y cuando el sistema sea controlable. Siendo aśı, se puede

construir una función de control que llevará el estado a cero en un corto tiempo,

esto siempre y cuando el controlador pueda dotar al sistema de grandes cantidades

de enerǵıa. Sin embargo, se sabe que en la práctica todo sistema f́ısico tiene una

limitación de enerǵıa, por ejemplo, saturación de los actuadores. Además, grandes

cantidades de enerǵıa pueden llevar al sistema fuera de la región donde el modelo

lineal es válido. De todo esto, se deduce que se tienen que imponer limitaciones

en el control para asi poder implementarlo en un sistema práctico de ingenieŕıa.

Luego, el problema del regulador se posiciona como el problema de control óptimo

con un ı́ndice combinado de desempeño L2 sobre u y x dada la ecuación dinámica

2Representación del sistema en la forma de espacio de estados, ver Apéndice B.
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(4.19):

mı́n
u∈L2[0,∞〉

‖C1x+D12u‖2
2 = mı́n

K
ĺım
t→∞

E{z(t)T z(t)}}, (4.20)

ẋ = Ax+B2u, x(0) = xo, (4.21)

donde z(t) viene a ser la salida regulada y puede ser expresada como:

z =




R

1

2u

Q
1

2x



 ,

luego el objetivo de control se puede reescribir de la siguiente forma:

mı́n
K

ĺım
t→∞

E{x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t)},

donde Q y R son matrices de ponderación semidefinidas positiva; el primer

término penaliza las desviaciones de x del cero, y el segundo término representa

el costo de usar señales de actuación.

A. Problema del regulador cuadrático lineal

Sea el sistema dinámico descrito según la siguiente ecuación espacio de

estados, como mostrado en la Fig. 4.3 :

ẋ = Ax+B2u, x(0) = xo, dado pero arbitrario, (4.22)

z = C1x+D12u, (4.23)

donde las matrices C1 y D12 tienen las siguientes formas, respectivamente:

C1 =




0

Q
1

2



 , (4.24)
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Figura 4.3: El costo LQR es ‖z‖2
2

D12 =




R

1

2

0



 . (4.25)

Supongase que las matrices del sistema satisfacen las siguientes consideraciones:

(i) (A, B2) es estabilizable;

(ii) D12 tiene rango de columna completa con
[

D12 D⊥

]

unitaria;

(iii) (C1, A) es detectable;

(iv)




A− jωI B2

C1 D12



 tiene rango de columna completa para todo ω.

El problema del regulador cuadrático lineal consiste en encontrar la ley de

control óptimo u ∈ L2[0,∞〉 tal que el criterio de desempeño ‖z‖2
2 sea minimizado.

B. Solución del problema del regulador cuadrático lineal

La consideración (i) es necesaria para la existencia de la función de control

estabilizadora u. La consideración (ii) es hecha por simplicidad de la notación

y es una redeclaración de que D∗
12D12 = I. La consideración (iii) junto con la
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consideración (i) garantizan que la estabilidad entrada/salida implique estabilidad

interna. Finalmente, la consideración (iv) es equivalente a la consideración de que

(D∗
⊥C1, A − B2D

∗
12C1) no tiene modos no observables en el eje imaginario. (iv),

junto con la estabilidad de (A,B2), garantiza que la matriz Hamiltoniana H

pertenezca al dom(Ric) y que X = Ric(H) ≥ 0:

H =




A 0

−C∗
1C1 −A∗



−




B2

−C∗
1D12





[

D∗
12C1 B∗

2

]

. (4.26)

La ecuación de Riccati correspondiente a (4.26) es:

(A−B2D
∗
12C1)

∗X +X(A−B2D
∗
12C1) −XB2B

∗
2X + C∗

1D⊥D
∗
⊥C1 = 0. (4.27)

Sea X la correspondiente solución estabilizadora de (4.27) y def́ınase:

K = −(B∗
2X +D∗

12C1). (4.28)

Entonces A+B2K es estable.

Considerando que se aplica la ley de control u = Kx al sistema (4.22) y

(4.23), el sistema controlado queda de la siguiente forma:

ẋ = (A+B2K)x, x(0) = xo,

z = (C1 +D12K)x,

o equivalentemente:

ẋ = (A+B2K)x+ xoδ(t), x(0−) = 0,

z = (C1 +D12K)x.
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La matriz de funciones de transferencia asociada al sistema controlado es:

Nzw(s) =




A +B2K I

C1 +D12K 0



 .

Fue demostrado por Safonov y Athans (1977) que el regulador cuadrático

lineal tiene grandes propiedades de robustez, márgenes de ganancia de -6 dB

a +∞ dB y márgenes de fase de +60◦ en todas las direcciones. Debe notarse,

sin embargo, que este resultado sólo es válido para el caso de realimentación de

estados completa (y = x en la Fig. 4.3). Esta consideración no es válida en la

práctica, ya sea porque las variables de estado no son accesibles por medida directa

o porque el número de los dispositivos de medida es limitado. En consecuencia,

al aplicar una realimentación de estados para estabilizar u optimizar un sistema

se tiene que encontrar un sustituto razonable para el vector de estados. Aśı,

valiéndose de las entradas y salidas de la ecuación dinámica se puede construir un

dispositivo que aproxime el vector de estados, ˙̂x. Este dispositivo es denominado

estimador de estado u observador de estado3.

4.1.2. Problema de control H2

El controlador H2 es la generalización del controlador LQG4, el controla-

dor H2 minimiza la norma H2 de forma similar al ı́ndice de desempeño LQG pero

fija el problema de diseño de controladores en su configuración general: disturbios

y entradas de control no colocalizados, asi como desempeño y salidas medidas no

colocalizados. Las posiciones de las entradas de control no siempre coinciden con

las posiciones de los disturbios, y las posiciones de las salidas medidas no nece-

sariamente están colocalizadas con la posición donde el desempeño es evaluado.

3Ver Apéndice B.
4El problema del controlador LQG es una generalización del problema LQR, se considera

que el estado no es medido directamente, esto quiere decir que no sólo se tiene que calcular la
ganancia de controlador sino también la del observador.
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Para el problema H2 (y para el problema H∞ en la siguiente sección) se

considera el sistema en su representación espacio de estados como sigue:

ẋ = Ax+B1w +B2u, (4.29)

z = C1x+D12u, (4.30)

y = C2x+D21w. (4.31)

Como en el problema LQR, se extraen el estado x y la señal de actuación u

(ponderados) como la salida controlada z:

z =




R

1

2u

Q
1

2x



 .

La entrada exógena incorpora los ruidos de proceso y de medida, vproc y

vsensor, estos ruidos no son correlacionados y tienen matrices de densidad espectral

de potencia5 constantes, Vproc y Vsensor respectivamente, se representan como:




vproc

vsensor



 =




Vproc

Vsensor



w,

con w siendo ruido blanco. Entonces, en la ecuación espacio de estados del sistema

(4.29-4.31) se tiene lo siguiente6:

B1 =
[

V
1

2
proc 0

]

, (4.32)

C1 =




0

Q
1

2



 , (4.33)

5Distribución de la potencia de una determinada señal en el espectro de frecuencias.
6Sin pérdida de generalidad se puede asumir que R = I y Vsensor = I, obteniéndose:

D12 =

[
I
0

]

, D21 =
[

0 I
]
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D12 =




R

1

2

0



 , (4.34)

D21 =
[

0 V
1

2
sensor

]

. (4.35)

Esto se muestra en la Fig. 4.4.

Las siguientes consideraciones son necesarias para resolver el problema de

control H2.

(i) (A, B2) es estabilizable y (C2, A) es detectable;

(ii) D12 tiene rango de columna completa con
[

D12 D⊥

]

unitaria, y D21

tiene rango de fila completa con




D21

D̃⊥



 unitaria;

(iii)




A− jωI B2

C1 D12



 tiene rango de columna completa para todo ω;

(iv)




A− jωI B1

C2 D21



 tiene rango de fila completa para todo ω.

Se puede notar que D presenta una estructura especial en la planta, donde D22 es

asumido igual a cero de forma que P22 sea estrictamente propria y D11 es asumido

cero de forma que se pueda garantizar el buen posicionamiento del problema H2.

Problema de control H2 El problema de control H2 consiste en encon-

trar un controlador Kopt real, racional y propio que estabilice internamente

a P y que minimice la norma H2 de la matriz de funciones de transferencia

Nzw de w a z.
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(sI - A)
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V
1/2 ruido

de
proceso

ruido de medida

proc

sensor

Figura 4.4: El costo del problema de control H2 es ‖z‖2
2

4.1.3. Solución del problema de control H2

La consideración (i) implica la estabilización de P via realimentación de

salida, y las consideraciones (iii) y (iv) junto con la (i) garantizan que dos ma-

trices Hamiltonianas asociadas con el problema H2 pertenezcan al dom(Ric). La

consideración (ii) garantiza que el problema de control óptimo H2 sea no singu-

lar, en tanto que las consideraciones de unitaridad son hechas para simplificar la

solución final, no son restricciones.

El costo mı́nimo es alcanzado para el lazo de realimentación con matrices

de ganancia (Kc y Ko) dado que las 3 condiciones de abajo se cumplan:

1. Si X2c ≥ 0 resuelve la siguiente ecuación algebraica de Riccati del controlador

H2:

(A−B2D
∗
12C1)

∗X2c+X2c(A−B2D
∗
12C1)−X2cB2B

∗
2X2c+C

∗
1D⊥D

∗
⊥C1 = 0. (4.36)

2. Si X2o ≥ 0 resuelve la siguiente ecuación algebraica de Ricatti del observador
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H2:

(A−B1D
∗
21C2)X2o+X2o(A−B1D

∗
21C2)

∗−X2oC
∗
2C2X2o+B1D̃

∗
⊥D̃⊥B

∗
1 = 0. (4.37)

3. Las matrices Hamiltonianas:

H2 =




A 0

−C∗
1C1 −A∗



−




B2

−C∗
1D12





[

D∗
12C1 B∗

2

]

,

J2 =




A∗ 0

−B1B
∗
1 −A



−




C∗

2

−B1D
∗
21





[

D21B
∗
1 C2

]

,

pertenecen al dom(Ric).

Una vez satisfechas las condiciones arriba presentadas, el sistema en lazo

cerrado es como en la Fig. 4.4 y la representación en matriz de funciones de

transferencia del controlador, de la entrada y a la salida u, es dado por:

Kopt(s) =




Â2 −Ko

Kc 0



 , (4.38)

donde:

Â2 = A+B2Kc +KoC2,

Kc = −(B∗
2X2c +D∗

12C1), Ko = −(X2oC
∗
2 +B1D

∗
21).

4.2. Control robusto H∞

Los controladores H∞ y H2 consideran el problema de diseño de controla-

dores en su configuración general de disturbios y entradas de control no coloca-

lizados, asi como desempeño y salidas medidas no colocalizados. El método H∞

atiende una amplia variedad de problemas de control combinando abordajes en
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el dominio de la frecuencia y del tiempo. El diseño es óptimo en el sentido que

se minimiza la norma H∞ de una función de transferencia en lazo cerrado. El

modelo H∞ incluye ruidos de proceso y de medida. Este modelo también lidia

con cuestiones de robustez debido a incertezas modeladas.

4.2.1. Problema de control H∞

La solución del problema de control óptimo H∞, encontrar mı́nK ‖Nzw(K)‖∞
sobre todos los controladoresK que estabilicen P , fue discutida por Francis, [16] o

Doyle, [13]. El problema de control H∞ puede ser considerado para cada represen-

tación de incerteza, ya sea de forma aditiva, multiplicativa o por factorizaciones

coprimas. En los casos de incerteza aditiva y multiplicativa se requiere de un

proceso de iteración intenso para encontrar el γ más pequeño (γ = γopt), luego

es preferible trabajar el problema de control subóptimo H∞, ‖Nzw(K)‖∞ ≤ γ,

γ > 0. Claramente se tiene que γ > γopt para la existencia de controladores

subóptimos H∞.

En el presente trabajo, el problema de control H∞ es trabajado en el

dominio del tiempo. La realización de la planta P es de la siguiente forma:

P (s) =








A B1 B2

C1 0 D12

C2 D21 0







.

Las siguientes consideraciones son realizadas para el problema de control H∞.

(i) (A, B1) es estabilizable y (C1, A) es detectable;

(ii) (A, B2) es estabilizable y (C2, A) es detectable;

(iii) D∗
12

[

C1 D12

]

=
[

0 I
]

;
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(iv)




B1

D21



D∗
21 =




0

I



.

Luego, el problema de control subóptimo H∞ es definido como:

Problema de control subóptimo H∞ El problema de control H∞

consiste en encontrar un controlador K real, racional y propio que estabilice

internamente a P , si hay uno, tal que ‖Nzw‖∞ < γ para un γ > 0 y γ > γopt

dado.

4.2.2. Solución del problema de control H∞

La consideración (i) es hecha por una razón técnica, junto con (ii) ga-

rantizan que las dos matrices Hamiltonianas en el problema H∞ pertenezcan

al dom(Ric). Una simplificación importante, consecuencia de (i), es que la es-

tabilidad interna es esencialmente equivalente a la estabilidad entrada-salida

(Nzw ∈ RH∞). Por supuesto, la consideración (ii) es necesaria y suficiente para

que P sea estabilizable internamente, pero no es necesario probar la equivalencia

de estabilidad interna y Nzw ∈ RH∞. Las últimas consideraciones son muy co-

munes y en el control H2 son interpretadas como la ausencia de cruce de términos

en la función de costo (D∗
12C1 = 0), y el ruido de proceso y el ruido de medida

no son correlacionados (B1D
∗
21 = 0).

Aśı, siendo Nwz la función de transferencia en lazo cerrado, existe un con-

trolador internamente estable y propio tal que ‖Nzw‖∞ < γ, donde γ es el menor

número posible si las 4 condiciones de abajo se cumplen:

1. Si X∞ c ≥ 0 resuelve la siguiente ecuación algebraica de Riccati del controlador

H∞:

X∞ cA+ A∗X∞ c + C∗
1C1 −X∞ c(B2B

∗
2 − γ−2B1B

∗
1)X∞ c = 0,
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2. Si X∞ o ≥ 0 resuelve la siguiente ecuación algebraica de Ricatti del observador

H∞:

X∞ oA
∗ + AX∞ o +B1B

∗
1 −X∞ o(C

∗
2C2 − γ−2C∗

1C1)X∞ o = 0,

3. ρ(X∞ cX∞ o) < γ2.

4. Las matrices Hamiltonianas

H∞ =




A γ−2B1B

∗
1 −B2B

∗
2

−C∗
1C1 −A∗



 , J∞ =




A∗ γ−2C∗

1C1 − C∗
2C2

−B1B
∗
1 −A



 ,

no tienen aoutovalores en el eje jω.

Una vez satisfechas las condiciones arriba presentadas, el sistema en lazo

cerrado es como en la Fig. 4.5 y la representación en matriz de funciones de

transferencia del controlador, de la entrada y a la salida u, es dada por:

Ksub(s) =




Â∞ −Z∞Ko

Kc 0



 , (4.39)

donde:

Â∞ = A+ γ−2B1B
∗
1X∞ c +B2Kc + Z∞KoC2,

Kc = −B∗
2X∞ c, Ko = −X∞ oC

∗
2 , Z∞ = (I − γ−2X∞ oX∞ c)

−1.

El tamaño del controlador es del tamaño de la planta. La ganancia Kc es la

ganancia del control y la ganancia Ko es la ganancia del observador. Nótese que

la forma de la solución es similar a la del control H2, sin embargo, las ganancias

H2 son determinadas independientemente mientras que las ganancias H∞ están

acopladas a través de la desigualdad (Condición 3) y a través del componente

Z∞. Nótese también que a medida que γ → ∞, las dos matrices Hamiltonianas

(H∞ y J∞) se convierten en las correspondientes matrices Hamiltonianas para el

caso del control H2.
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Figura 4.5: El costo del problema de control H∞ es ‖z‖∞

4.3. Control óptimo robusto H2/H∞

El control H2/H∞ es una estrategia de control óptimo que permite diseñar

un controlador estable que garantice que el sistema controlado presente un desem-

peño óptimo y al mismo tiempo que tenga un margen de estabilidad definido con

respecto a incertezas. Aśı, en la teoŕıa de control, el problema de control H2/H∞

incorpora las normas H2 y H∞ simultáneamente, siendo que se define la minimi-

zación de una norma H2 considerando restricciones en la norma H∞. La norma

H2 toma en cuenta las caracteŕısticas de desempeño del sistema y la norma H∞

representa una función de transferencia convenientemente escogida con el fin de

garantizar estabilidad para una clase de perturbaciones.

Antes de presentarse el control H2/H∞ propiamente, se debe conocer cla-

ramente como han sido definidos el subproblema de desempeño y el subproblema

de estabilidad. Debe recordarse que estos dos subproblemas han sido definidos

en el dominio de la frecuencia, esto para guardar relación con la formulación y

solución establecida en [2], lo cual no significa que no se puedan definir en el
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dominio del tiempo.

4.3.1. Control óptimo H2 en el dominio de la frecuencia

El objetivo de esta sección es entender mejor como se presenta el desem-

peño en la formulación del problema H2/H∞. Aśı, se presenta el control óptimo

H2 de sistemas lineales invariantes en el tiempo con restricciones de rastreamento

asintótico y atenuación de disturbios. Las referencias empleadas son los trabajos

de Silveira, [37] y Corrêa, [11].

La formulación del problema de control óptimo H2 aqui presentado consi-

dera el diseño de controladores lineales multivariables con 2-GL en plantas con

funciones de transferencia MIMO a cuatro bloques. La teoŕıa discutida está basa-

da en el problema de Servomecanismo, permitiendo la especificación de un contro-

lador que presente requerimentos de estabilidad interna, rastreamento asintótico

de señales y atenuación de disturbios de “dinámica conocida”. Las soluciones del

problema de control óptimo H2 son expĺıcitamente parametrizadas por medio de

una variable libre perteneciente al conjunto de las matrices reales racionales pro-

pias y estables (parametrización de Youla). Posteriormente, se define un ı́ndice

de desempeño a ser optimizado de acuerdo con las caracteŕısticas deseadas para

el sistema en lazo cerrado (por ejemplo, error mı́nimo y bajo esfuerzo de control).

A. Servomecanismo

Se considera el sistema descrito por el diagrama presentado en la Fig. 4.6.

Sea la planta P descrita por:




z

y



 =




Pzw Pzu

Pyw Pyu








w

u



 , y u = C




r

y − v



+ d, (4.40)
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siendo que C = [ C1 |−C2 ] denota el controlador y r, u, y, z, w, d y v designan,

respectivamente, la señal de referencia, la señal de control, la señal de medida, la

salida controlada, un disturbio en la planta, un disturbio de entrada y el ruido

del sensor de medida. Además, Pzw, Pzu, Pyw, Pyu, C1, C2 ∈ RP
7.

u

w

d
+

+

r

v

y

+

-

z
Pzw     Pzu

P
yw

     P
yu

C(s)

Figura 4.6: Configuración del sistema en lazo cerrado. Control H2 en el dominio
de la frecuencia

El objetivo de este problema es encontrar todos los controladores C tales

que la planta sea estabilizada internamente, la salida controlada z rastree asintóti-

camente la señal de referencia r y las señales de disturbios w y v sean atenuadas

asintóticamente en z. Para facilitar el desarrollo del trabajo, la señal d solamente

se considerará en lo que respecta a estabilidad.

Se define, por simplicidad, S = (I + C2Pyu)
−1, con (I + C2Pyu) necesaria-

mente bipropia. Se forma la ecuación del sistema de la Fig. 4.6 como sigue:








z

u

y








= F (P,C)











r

w

d

v











, (4.41)

7Las dimensiones de las matrices involucradas en el desarrollo matemático a seguir son
aquellas compatibles con los datos del problema tratado, siendo omitidas en beneficio de la
simplificación de la notación.
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siendo que: F (P,C) =








PzuSC1 Pzw − PzuSC2Pyw Pzu(I − SC2Pyu) PzuSC2

SC1 −SC2Pyw I − SC2Pyu SC2

PywSC1 Pyw − PyuSC2Pyw Pyu(I − SC2Pyu) PyuSC2







.

El requerimento de estabilidad interna establece una elección de C de tal

forma que la matriz de funciones de transferencia (lazo cerrado) que lleva (r, w,

d, v) para (z, u, y) esté compuesta por funciones racionales propias y estables.

Las señales externas, modeladas como señales de “dinámica conocida”, son

descompuestas de la siguiente forma:

r = Ψ−1
r µr , w = Ψ−1

w µw , v = Ψ−1
v µv,

siendo que Ψα (α = r, w, v) es una matriz real pre-establecida, racional, estable y

bipropia cuyo determinante tiene sus polos en C0
+, y µα (α = r, w, v) es un vector

de funciones reales, estrictamente propias y estables.

Considerando el problema de servomecanismo, los requerimentos de ras-

treamento asintótico de r por z y de atenuación asintótica de w y v para z

imponen que el error e, definido por:

e = r − y = (I − PzuSC1)r − (Pzw − PzuSC2Pyw)w − PzuSC2v,

tienda a cero cuando t→ ∞, cualesquiera que sean r, w, v. Dado que µr, µw y µv

son vectores con elementos racionales estables arbitrarios, la condición impuesta

en e es equivalente a que:

(I − PzuSC1)Ψ
−1
r , (Pzw − PzuSC2Pyw)Ψ−1

w , PzuSC2Ψ
−1
v ,

sean matrices reales, racionales, propias y estables (matrices en S).
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B. Parametrización de los controladores estabilizantes

Bajo la Consideración 1 (ver Apéndice C), condición necesaria para la

estabilización interna del sistema por realimentación, la clase de todos los con-

troladores estabilizantes está dada por:

[

C1 C2

]

= D̃−1
c

[

ÑC1
ÑC2

]

= (Y +KÑyu)
−1
[

R (X −KD̃yu)
]

(4.42)

para todo R, K ∈ S tal que Dyu(Y + KÑyu) sea bipropia. Siendo que Pij =

NijD
−1
ij = D̃−1

ij Ñij, con i = z, y y j = w, u, son factorizaciones coprimas en el

anillo de matrices S, y por la identidad de Bezout generalizada existen X, Y , X̃,

y Ỹ en S (Vidyasagar, [44]), tales que:




Y X

−Ñyu D̃yu








Dyu −X̃
Nyu Ỹ



 =




I 0

0 I



 =




Dyu −X̃
Nyu Ỹ








Y X

−Ñyu D̃yu



 .

Luego la matriz del sistema en lazo cerrado puede ser parametrizada de

forma af́ın por (R,K) del siguiente modo:








z

u

y








= F (P,R,K)











r

w

d

v











, (4.43)

siendo que:

F (P,R,K) = τ(R,K) =








τzr τzw τzd τzv

τur τuw τud τuv

τyr τyw τyd τyv








(R,K),
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y

τ(R,K) =








QaR QaKQb +Qc Qa(Y +KÑyu) Qa(X −KÑyu)

DyuR −(X̃ −DyuK)Qb Dyu(Y +KÑyu) Dyu(X −KD̃yu)

NyuR (Ỹ +NyuK)Qb Nyu(Y +KÑyu) Nyu(X −KD̃yu)








(R,K).

En la Consideración 2 (ver Apéndice C), son impuestas algunas condicio-

nes para garantizar que el problema del Servomecanismo tenga al menos una

solución. En base a las consideraciones 1 y 2, el Teorema 1 (ver Apéndice C)

parametriza todos los controladores estabilizantes que atienden al problema de

Servomecanismo propuesto.

C. Control óptimo H2 en el dominio de la frecuencia

En esta parte se define un funcional cuadrático por medio de la adición

de varios términos al criterio usual de Wiener-Hopf. Cada término aumentado es

motivado por determinados objetivos de desempeño o requerido para garantizar

una solución para el problema de control óptimo resultante. La optimización de

este funcional de costo llevará a la elección de un determinado controlador dentro

de un conjunto parametrizado que atienda los objetivos de desempeño propuestos.

El criterio H2 definido en Silveira et al, [37], está compuesto por la adición de

varios funcionales de costo cuadrático y se encuentra reproducido a seguir en

función de los parámetros de Youla Q1 y Q2
8. El funcional abajo, que es uno de

los que compone el criterio mencionado, corresponde, a menos de un término de

8En el desarrollo matemático presentado en los art́ıculos de Silveira et al, [37] y Corrêa et

al, [11], se utilizaron los parámetros:

Q1 = SC1 , Q2 = SC2

llamados parámetros de Youla. Usándose estos parámetros, todos los elementos de la matriz en
(4.41) pueden ser escritos en forma af́ın a Q1 y Q2.
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robustez, al funcional de Youla (1976, [48]).

Jeu =
1

2π
tr{
∫ ∞

−∞

[(I − PzuQ1)φr(I − PzuQ1)
∗ + (Pzw − PzuQ2Pyw)φd(Pzw − PzuQ2Pyw)∗

+(PzuQ2)φv(PzuQ2)
∗ + ρuQ1φrQ

∗
1 + ρu(Q2Pyw)φw(Q2Pyw)∗ + ρuQ2φvQ

∗
2] (jω)dω},

(4.44)

siendo que φr, φw, y φv son funciones reales racionales, hermitianas9, estricta-

mente propias y no definidas negativa, y representan filtros en caso de señales

determińısticas o densidades espectrales en caso de señales estocásticas de r, w

y v, respectivamente. Los tres primeros términos en (4.44) penalizan los errores

de rastreamiento causados por r, d y v y los tres últimos evitan la saturación

de la planta a partir de los mismos. A continuación son presentados los demás

funcionales que componen el criterio H2 propuesto en Silveira et al, [37]:

Jy =
1

2π
ρytr{

∫ ∞

−∞

[
(PyuQ1)φr(PyuQ1)

∗ + (I − PyuQ2)PywφwP
∗
yw(I − PywQ2)

∗}

{+(PyuQ2)φv(PyuQ2)
∗] (jω)dω}, (4.45)

Jr =
1

2π
ρrtr{

∫ ∞

−∞

[
(I − PzuQ1)Ψ

−1
ro φro(Ψ

−1
ro )∗(I − PzuQ1)

∗
]
(jω)dω}, (4.46)

Jw =
1

2π
ρwtr{

∫ ∞

−∞

[
(Pzw − PzuQ2Pyw)Ψ−1

woφwo(Ψ
−1
wo)

∗(Pzw − PzuQ2Pyw)∗
]
(jω)dω},

(4.47)

Jv =
1

2π
ρvtr{

∫ ∞

−∞

[
(PzuQ2)Ψ

−1
vo φvo(Ψ

−1
vo )∗(PzuQ2)

∗
]
(jω)dω}, (4.48)

Js =
1

2π
ρstr{

∫ ∞

−∞

[(Q2 −Q2s)WW ∗(Q2 −Q2s)
∗] (jω)dω}, (4.49)

siendo que φro, φwo y φvo son matrices racionales, hermitianas, estrictamente pro-

pias y no definidas negativa. Además, W y Q2s son matrices racionales, estables,

estrictamente propia y propia, respectivamente. En cuanto a los coeficientes ρu,

ρy, ρr, ρw, ρv y ρs, estos son constantes para el problema y pertenecen a R+.

9Una matriz A es hermitiana si A = A∗.
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El funcional de costo completo es finalmente definido como:

J̃ = J̃(Q1, Q2) = Jeu + Jy + Jr + Jw + Jv + Js. (4.50)

Por la definición de norma H2, se puede concluir que (4.50) representa una

sumatoria de normas H2 elevadas al cuadrado. Además, se puede notar que el

funcional de costo puede ser separado con respecto a Q1 y Q2, luego se obtiene

la siguiente ecuación:

J̃(Q1, Q2) = J̃1(Q1) + J̃2(Q2),

siendo que:

J̃1(Q1) = Jeu1(Q1) + Jy1(Q1) + Jr(Q1),

J̃2(Q2) = Jeu2(Q2) + Jy2(Q2) + Jw(Q2) + Jv(Q2) + Js(Q2),

y

Jeu(Q1, Q2) = Jeu1(Q1) + Jeu2(Q2),

Jy(Q1, Q2) = Jy1(Q1) + Jy2(Q2).

Se concluye por tanto que el criterio H2 propuesto en Silveira et al, [37],

puede ser descompuesto en dos funcionales similares independentes, uno relativo

a Q1 y otro a Q2, siendo que Q1 y Q2 son funciones afines a K1 y K2
10, lo que

permite escribir estos funcionales como:

J̃1(Q1) = J1(K1) , J̃2(Q2) = J2(K2). (4.51)

10Cabe observar que, por medio del Teorema 1, es posible reescribir (4.42) de forma af́ın a los
parámetros libres K1, K2. Asi, para todo K1, K2 en S, se obtiene una solución que estabiliza
internamente el sistema y simultáneamente atiende el problema de servomecanismo. Un hecho
interesante es que el uso del controlador con dos grados de libertad proporciona la separación
de los problemas de rastreamento asintótico y atenuación de disturbios y ruidos. El primero se
relaciona al parámetro R(K1), entanto que el segundo a K(K2).
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Luego, el problema de control óptimo H2 resultante es:

mı́n
Ki∈S

Ji(Ki) , i = 1, 2. (4.52)

D. Controlador óptimo H2

El control óptimo H2 propuesto en la subsección anterior consiste en la

determinación de un controlador, llamado óptimo, que minimiza el funcional de

costo cuadrático propuesto en (4.52). Para resolver este problema, se juntan todas

las normas bajo una única integral y se agrupan los términos para obtener, en el

caso SISO, el siguiente formato:

Ji(Ki) =
1

2π

∫ ∞

−∞

{K∗
i ΓiKi − 2K∗

i Λi}(jω)dω + Ji(0), (4.53)

siendo que Ji(0) es el término independente en Ki, aquel generado por la sustitu-

ción de Ki = 0 en (4.50). Desarrollando (4.53) por completamiento de cuadrados,

resulta:

Ji(Ki) =
1

2π

∫ ∞

−∞

{(ΦiKi)
∗(ΦiKi) − 2(ΦiKi)(Φ

∗
i )

−1Λi}(jω)dω + Ji(0),

Ji(Ki) =
1

2π

∫ ∞

−∞

{(ΦiKi)
∗(ΦiKi)− 2(ΦiKi)

[
(Φ∗

i )
−1Λi

]

+
}(jω)dω + Ji(0), (4.54)

siendo Φi el factor espectral de Γi y la expresión (4.54) consecuencia del seguinte

hecho:
1

2π

∫ ∞

−∞

{(ΦiKi)
∗
[
(Φ∗

i )
−1Λi

]

−
}(jω)dω =< ΦiKi, b

i
− >= 0,

con ΦiKi ∈ RH+
2 , b

i
− ∈ RH−

2 y por ser estos dos espacios lineales subespacios

ortogonales de L2(jR). Por tanto:

Ji(Ki) = ‖bi+ − ΦiKi‖2
2 + Ji(0) − ‖bi+‖2

2, (4.55)
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siendo que bi+ = [(Φ∗
i )

−1Λi]+.

De este modo minimizar Ji con respecto a Ki es equivalente a minimizar

el primer térmimo del lado derecho en (4.55), ya que los demás no dependen de

Ki. El valor mı́nimo de (4.55) es obtenido por el siguiente Ki:

Ki óptimo = Φ−1
i bi+ = Φ−1

i

[
(Φ∗

i )
−1Λi

]

+
. (4.56)

4.3.2. Robustez en estabilidad H∞

Habiendo definido las caracteŕısticas del desempeño con el control óptimo

H2 y debido a la falta de control del margen de estabilidad que este tipo de

control presenta, se define un nuevo subproblema en términos de una función de

transferencia (o matriz) que represente expĺıcitamente el margen de estabilidad

según la norma H∞.

A. Criterio de robustez en estabilidade

La robustez en estabilidad conduce a una de las más importantes res-

tricciones usando la norma H∞. El problema consiste en escoger controladores

estabilizantes que estabilicen no sólo la planta nominal sino también la planta

perturbada, para perturbaciones libres dentro de un conjunto pre-especificado. A

seguir será desarrollada una medida de estabilidad para perturbaciones aditivas.

La planta nominal Pyu(s) es perturbada para:

Pyu∆(s) = Pyu(s) + ∆Pyu(s),

con ∆Pyu(s) ∈ ∆P (s) tales que |∆P (jω)| ≤ m(ω), siendo que m(ω) es una

función de tolerancia dada. Aśı, la clase de modelos para estas perturbaciones
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será descrita como:

P∆(Pyu, γ̃) = {Pyu∆ = Pyu + ∆Pyu , para todo ∆Pyu ∈ ∆P, ‖W∆Pyu‖∞ < γ̃},
(4.57)

siendo que Pyu ∈ RP , la medida de estabilidad robusta γ̃ > 0 y W,W−1 ∈ S.

Se desea, entonces, obtener condiciones sobre el controlador C con el fin

de garantizar la estabilidad del sistema (Pyu∆, γ̃). De Corrêa, [11], se cuenta con

el Teorema 2 (ver Apéndice C), relativo a las perturbaciones aditivas.

La restricción de robustez en estabilidad adoptada en el presente trabajo

es:

J∞(K) = ‖W̃ τuv(K)‖∞ ≤ γ̃−1 = γ (4.58)

4.3.3. Formulación del problema de control H2/H∞

El control H2/H∞ es definido por medio del criterio H2, que define el

desempeño óptimo, y la restricción en la norma H∞, que se refiere a la estabilidad

robusta. En el criterio H2 mencionado se consideran las funciones de transferencia

en lazo cerrado que relacionan las entradas (señal de referencia, disturbios, señal

de control, etc.) y salidas (señal controlada, señal medida) del sistema en la forma

de una suma ponderada de normas cuadráticas; en tanto que en la restricción

H∞ se impone una degradación máxima aceptable del margen de estabilidad,

representado por una función de transferencia, relativo a perturbaciones aditivas

sobre la planta11.

11Un hecho importante de esta subsección es que en Silveira et al, [39] fue demostrada la
existencia (resultó encontrandose también la unicidad) de la solución del problema de control
H2/H∞.
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El problema de control H2/H∞ es presentado de la siguiente forma:

Calcular K(s) ∈ RH∞
+ tal que mı́n J2(K(s))

sujeto a J∞(K(s)) ≤ γ

donde J2 es el funcional de desempeño calculado en (4.50), presentado en formato

reducido en (4.53) y reescrito a continuación:

J2(K(s)) =
1

2π

∫ ∞

−∞

[K∗(s)Γ(s)K(s) − 2K(s)Λ(s)]

∣
∣
∣
∣
s=jω

dω + J2(0),

siendo que Γ y Λ son funciones reales, racionales, estrictamente propias.

El funcional J∞ utilizado como restricción fue establecido en (4.58) y re-

producido como sigue:

J∞ = ‖W̃ τuv(K(s))‖∞ = ‖C(s)K(s) +D(s)‖∞,

siendo que C(s) y D(s) son funciones reales, racionales, propias y estables.

Aśı, la formulación matemática del problema de control H2/H∞ puede

ser presentada como una extensión matemática natural del problema de control

óptimo.

4.3.4. Solución del problema de control H2/H∞

El problema de control H2/H∞ no está bien definido en el espacio H∞
+

(espacio al cual pertenece la solución) debido a que el funcional de costo está de-

finido en términos de la norma H2. Silveira y Ades, [37], demostraron que este

problema de control está mejor definido en un espacio más grande, el espacio

de Hilbert H2,−1
+ , esto significa que el problema de control tiene solución en este

espacio, solución que también pertenece a H∞
+ . Para el cálculo de una aproxi-
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mación de la solución usando el método de Galerkin se necesitaŕıa una base en

este nuevo espacio H2,−1
+ , sin embargo en este espacio no se puede garantizar una

convergencia rápida. Aśı, se define un espacio más grande aún, el espacio H2,−k
+ ,

donde el método de Galerkin pueda presentar una mejor convergencia. En base a

estos resultados, las soluciones del problema de control H2/H∞ serán obtenidas

usando una metodoloǵıa que integra el método de Galerkin.

A. Formulación general del problema de control H2/H∞

El problema de control mixto H2/H∞ usual, generalizado en base a la

Consideración 3 (ver Apéndice C), es aquel que intenta encontrar la función K̂,

solución de:

ı́nf
K∈Ω∩Θ

∫ ∞

−∞

[K∗(jω)Γ(jω)K(jω) − 2K∗(jω)Λ(jω)] dω. (4.59)

Los ejemplos más usuales de los subconjuntos, Ω y Θ, están dados por:

Ω =
M⋂

m=1

Ωm, Ωm = {K ∈ H∞
+ tal que ‖AmK+Bm‖∞ ≤ λm}, siendo que Am y Bm

son funciones en H∞
+ ; Θ =

N⋂

n=1

Θn, Θn = {K ∈ H2
+ tal que ‖CnK +Dn‖2 ≤ µn},

siendo que Cn ∈ H∞
+ y Dn ∈ H2

+; además λm y µn son números reales positivos

de modo que los conjuntos Ω y Θ no sean vacios.

Este problema no está bien posicionado en H2
+ porque Ω no está contenido

en este espacio. Además, si Θ no es un conjunto vacio, el conjunto Ω ∩ Θ no es

cerrado en las topoloǵıas de H2
+ y H∞

+ .

Las definiciones 1 y 2 y el Lema 1 (ver Apéndice C) permiten definir las

extensiones del espacio que será usado para resolver el problema de control mixto.

El espacio apropiado para resolver el problema de control H2/H∞ es el espacio

lineal H2,−1
+ , esto es mostrado en los Teoremas 3 y 4. (ver Apéndice C). El Teorema

3 presenta las propiedades geométricas y topológicas de los espacios definidos en
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Definición 1 y 2. El Teorema 4 relaciona las topoloǵıas de L2
−1(jR), H2

+ y H∞
+ ,

permitiendo el uso del primer espacio para redefinir el problema (4.59). El Lema

2 establece la relación entre las topoloǵıas L2(jR) y L2
−1(jR).

Para completar el análisis del problema (4.59), es necesario verificar las

propiedades del criterio funcional. Ese es el contenido del Teorema 5 (ver Apéndice

C). Finalmente, el problema de control H2/H∞ puede ser reescrito como encontrar

K̂ ∈ H2,−1
+ , solución de:

ı́nf
K∈Ω∩Θ

{‖K‖2
Γ−1

− 2 < K,Λ >2} = ı́nf
K∈Ω∩Θ

{‖K − K̆‖2
Γ−1

− ‖K̆‖2
Γ−1

}, (4.60)

con K̆ = (Φ−1)
−1
[
(Φ∗

−1)
−1Λ

]

+
∈ H2,−1

+ , siendo que bajo las condiciones del Teo-

rema 5 (ver Apéndice C), el criterio funcional es estrictamente convexo y cerrado

en H2,−1
+ . Como consecuencia, un teorema muy bien conocido (Teorema 1.4.1,

Balakrishnan, [4]) prueba la existencia y unicidad de la solución.

B. Problema de control H2/H∞ como un problema de norma mı́nima

Antes de presentar los métodos numéricos para resolver el problema de

control mixto (4.60), éste será reescrito como un problema de norma mı́nima, un

paso necesario para la prueba de la convergencia fuerte de la solución.

Considerando el espacio H2,−1
+ y su respectiva norma (Definición 1, Apéndi-

ce C), (4.53) se puede reescribir como:

1

2π

∫ ∞

−∞

{K∗ΓK−2K∗Λ}(jω)dω = ‖K‖2
Γ−2〈K,Λ〉2 = ‖K‖2

Γ−2〈K,ΓΦ−1(Φ∗)−1Λ〉2

= ‖K‖2
Γ − 2〈K,Φ−1(Φ∗)−1Λ〉Γ.

Usando proyecciones ortogonales tal que (Φ∗)−1Λ = [(Φ∗)−1Λ]++[(Φ∗)−1Λ]−

en el sentido del producto interno 〈., .〉Γ, y definiendo K̆ = Φ−1[(Φ∗)−1Λ]+, el pro-
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blema de control mixto puede ser reescrito como:

‖K‖2
Γ−2 < K,Λ >2= ‖K‖2

Γ−2 < K, K̆ >Γ= ‖K‖2
Γ−2 < K, K̆ >Γ +‖K̆‖2

Γ−‖K̆‖2
Γ

= ‖K − K̆‖2
Γ − ‖K̆‖2

Γ, (4.61)

con K̆ ∈ H2,−k
+ . Para el caso general, donde ∂r(Φ) = k, k ∈ N, se puede conside-

rar espacios normados por ‖.‖Γ, Γ = Φ∗Φ. Finalmente, la Definición 2, el Teorema

3 y el Lema 2 del Apéndice C pueden ser generalizados en la Definición 3 y el

Teorema 7.

Los mismos argumentos usados en el Teorema 4(b) y la isometŕıa presenta-

da en el Teorema 7(f) muestran que los subconjuntos limitados y los subconjuntos

cerrados y limitados de L2
−k(jR) son limitados y cerrados limitados en L2

−m(jR),

respectivamente, si k < m. Entonces Ω y Θ son cerrados y limitados en la to-

pologia H2,−k
+ para todo k > 0, ya que este espacio es un subespacio cerrado de

L2
−k(jR). Aún más, el Teorema 7(e) da un sentido en las proyecciones ortogonales

[.]+ y [.]− de L2
−k(jR) para H2,−k

+ y ϕH2,−k
− , respectivamente. Es importante resal-

tar que para tener el problema de control mixto definido en un sentido completo

serán necesarias condiciones más restrictivas que fuerzen K̆ ∈ H2,−k
− . Aśı, se tiene

la Consideración 4 (ver Apéndice C).

Gracias a la Consideración 4, la expresión (4.61) está bien definida y el

problema de control mixto (4.60) puede ser reescrito como encontrar la solución

K̂ ∈ H2,−k
− para:

ı́nf
K∈Ω∩Θ

‖K − K̆‖2
Γ. (4.62)

El problema de control mixto (4.62) puede ser reescrito como un problema

de norma mı́nima en H2,−k
+ si este espacio es trasladado por K̆. Aśı, se redefine

G = K − K̆, Ω
′

= Ω − K̆ y Θ
′

= Θ − K̆. Nótese que Ω
′

y Θ
′

son limitados y

cerrados en H2,−k
+ porque las traslaciones son isomorfismos del espacio de Hilbert.

Finalmente, el problema de optimización (4.62) puede ser considerado como el
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nuevo problema de encontrar Ĝ ∈ H2,−k
+ , solución del problema de norma mı́nima:

ı́nf
Ĝ∈Ω

′
∩Θ

′

‖Ĝ‖2
Γ. (4.63)

4.3.5. Aproximación usando métodos directos

Si {βn, n ∈ N} es una base de H2,−1
+ , no necesariamente ortogonal, denótese

por Hn el subespacio de dimensión finita generado por los n primeros vectores de

la base. Si Ωn = Ω∩Θ∩Hn, entonces puede ser posible proyectar la solución del

problema de control mixto (4.60) en Hn, lo cual define el siguiente problema de

optimización en dimensión finita, encontrar K̂n en Hn, solución de:

ı́nf
K∈Ωn

{‖K‖2
Γ − 2〈K,Λ〉2}. (4.64)

Como Ωn es un subconjunto cerrado, limitado y convexo de Hn y el criterio

es estrictamente convexo, este problema de control mixto tiene una y sólo una

solución K̂n en Hn para cada n ∈ N (Balakrishnan, [4], pag. 9). El método

de Galerkin consiste en encontrar la aproximación K̂n de la solución óptima K̂

del problema de control mixto; para esto debe existir una secuencia {K̂n} que

converge a la solución óptima K̂. Esta es la esencia del Teorema 8 (ver Apéndice

C).

Bajo la Consideración 4, con ∂r(Λ) ≥ 1 + k, el problema de control mixto

(4.60) puede ser escrito como los problemas de norma mı́nima (4.62) y (4.63), lo

cual hace posible mostrar la fuerte convergencia de la secuencia {K̂n} en espacios

apropiados. Para esto se usa nuevamente la notación del Teorema 8 pero con

{βn , n ∈ N} una base de H2,−k
+ , no necesariamente ortogonal. Aśı, se puede

definir la proyección del problema de norma mı́nima (4.62) en Hn como encontrar

K̂n ∈ Hn, solución de:

ı́nf
K∈Ωn

{‖K − K̆n‖2
Γ}, (4.65)
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siendo que K̆n es la proyección de K̆ en Hn. Análogamente trasladando Hn por

K̆n, el problema de norma mı́nima (4.63) puede ser proyectado y llega a ser aquel

de encontrar Ĝn, solución de:

ı́nf
K∈Ω

′

n

{‖G‖2
Γ}, (4.66)

siendo que Ω
′

n = Ωn − K̆, además Ωn y Ω
′

n son conjuntos limitados, cerrados y

convexos. Los problemas de optimización (4.65) y (4.66) tienen una y sólo una

solución, que puede ser obtenida definiéndose secuencias de funciones aproximan-

tes de la solución óptima de los problemas de norma óptima (4.62) y (4.63), para

n ∈ N.

A seguir serán presentadas algunas bases para H2,−1
+ y H2,−k

+ . Debido a la

densidad de H2
+ en H2,−k

+ , k ≥ 1, cualquier base obtenida a partir del Teorema

de Runge para el espacio de funciones anaĺıticas en C0
+ (Luecking, [30]) puede ser

usada.

A. Expansión en base pre-establecida (EBPE)

Las experiencias numéricas de Ades, [2] muestran el interés en hacer uso

de conjuntos generadores redundantes, como por ejemplo:

{Lo = 1 , Ln =
1√
2a

(s− a)n−1

(s+ a)n
, n ∈ N}, para cada número real positivo a.

(4.67)

Este conjunto alcanza más rápidamente el comportamiento asintótico de las so-

luciones óptimas ya que el problema resultante es convexo por definición.
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B. Expansión en base optimizada (EBO)

Otro ejemplo de base usada en el trabajo de Ades, [2] es:

{To = 1 , Tn =
1

s+ an
, n ∈ N}, para cada número real positivo an. (4.68)

Aunque el problema resultante sea no convexo (Ades, [2]), esta base permite

obtener aproximaciones de la solución del problema de control mixto con ordenes

inferiores a las generadas en la EBPE.



Caṕıtulo 5

SISTEMA CONTROLADO

En los caṕıtulos anteriores, fue presentada la teoŕıa necesaria para:

1. Construir una clase de modelos de vigas dinámicamente equivalentes, las

mismas que están caracterizadas por el grupo adimensional Π−1 (modelado);

2. Describir el modelo de vigas dinámicamente equivalentes en una represen-

tación espacio de estados, propicia para diseño del control (modelado);

3. Colocar un problema de control dado de acuerdo con las requerimientos de

la teoŕıas H2, H∞ y H2/H∞ (teoŕıa básica de control);

4. Definir las especificaciones de diseño en lazo cerrado para cualquier sistema

de control (teoŕıa básica de control);

5. Utilizar el algoritmo de Glover-Doyle para obtener controladores estabili-

zantes H2 y H∞ (técnicas de diseño de controladores);

6. Utilizar el método de Galerkin para calcular aproximaciones del controlador

H2/H∞ (técnicas de diseño de controladores). Se recuerda que únicamente

se pueden calcular aproximaciones ya que el controlador solución es de orden

infinito.

En base a la teoŕıa presentada en los caṕıtulos previos, los objetivos del

presente caṕıtulo son los siguientes: determinar el grupo adimensional que carac-
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teriza sistemas dinámicamente equivalentes para la viga flexible a ser controlada,

encontrar la representación espacio de estados adimensional para este grupo adi-

mensional, determinar las especificaciones de diseño del control en lazo cerrado y

finalmente, diseñar el controlador para el sistema (viga) adimensional. Una vez

calculado el controlador adimensional, las leyes de escalamiento del Apendice D

serán usadas para calcular el controlador a ser implementado en la viga dimen-

sional, via simulación computacional.

El siguiente caṕıtulo comprende la presentación de los resultados obtenidos

a través de las simulaciones realizadas.

5.1. Viga flexible para control

En este punto se define la viga flexible a ser controlada. Los parámetros

que describen la misma son presentados en el Cuadro 5.1.

Cuadro 5.1: Parámetros f́ısicos de la viga flexible
Variable Valor Unidad

Largo L 1.8 m
Base de la sección transversal b 0.026 m
Altura de la sección transversal h 0.0035 m

Área de la sección transversal A = bh 9.1 10−5 m2

Momento de área I =
bh3

12
9.29 10−11 m4

Momento de inercia (de la masa) Ib =
1

3
ρAL3 0.477 kg m2

Densidad (aluminio) ρ 2700 kg m−3

Módulo de elasticidad E 71 109 N m−2

Masa m 0.442 kg
Factor de amortiguamiento ξ 0.01 1
Frecuencia de referencia Ω 1.592 s−1

La configuración del problema de control activo de vibraciones considerada

para este trabajo es presentada en la Fig. 5.1. La viga está simplemente apoyada

en los extremos, la posición de la entrada del disturbio es x1, el punto en el cual el

efecto del distúrbio será disminuido es x2 (posición del sensor) y x3 es la posición
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de entrada de la señal de control (posición del actuador).

Considerando un sistema colocado, en el Cuadro 5.2 se definen las posicio-

nes x1, x2 y x3 para el sistema controlado. El grupo adimensional que representa

sistemas dinámicamente equivalentes es a su vez presentado en el Cuadro 5.3.

K(s)
u

w

x

y y

2

3 1

Figura 5.1: Configuración del sistema de control en la viga simplemente apoyada

Cuadro 5.2: Posiciones del sensor, del actuador y de la entrada del disturbio
Posición Valor Unidad

x1 1.506 m
x2 1.350 m
x3 1.350 m

Cuadro 5.3: Grupo adimensional
Grupo adimensional Valor

Π−1 =
ρAL4Ω2

EI
1

5.1.1. Modelo adimensional de la viga flexible

Para la clase de vigas caracterizadas en el Cuadro 5.3, la representación

espacio de estados de la ecuación dinámica puede ser determinada usando (2.20).

Aśı, las cantidades requeridas son: número de estados n, frecuencias naturales ω̂i,

factores de amortiguamiento ξ̂i, información de los modos φ̂(ηe) y φ̂(ηs).
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1. Número de estados del sistema

La representación espacio de estados de orden finita es obtenida mediante

el truncamento de la serie (2.5) en n = 6. Esto significa que el modelo de espacio

de estados contiene los 6 primeros modos flexibles.

2. Frecuencias naturales

Usando la expresión (2.7) para calcular las frecuencias naturales dimen-

sionales, las frecuencias naturales adimensionales son obtenidas mediante la divi-

sión de las frecuencias naturales dimensionales por la frecuencia de referencia Ω

(Sección 1.2). Los valores de ω̂i correspondientes a los seis primeros modos son

mostrados en el Cuadro 5.5.

3. Factores de amortiguamiento

El factor de amortiguamiento modal, ξ̂i, es función monótona no decre-

ciente de la frecuencia. Pero, por simplicidad, el factor de amortiguamiento del

primer modo, ξ̂1 = 0,01, también será considerado para los otros.

4. Modos

Los valores del Cuadro 5.2 son reescritos en el Cuadro 5.4 para las posi-

ciones adimensionales η1, η2 y η3.

Cuadro 5.4: Posiciones adimensionales del sensor, actuador y entrada del disturbio
Posición Valor

η1 0,836
η2 0,750
η3 0,750

Luego los modos son calculados de (2.6) y son usados en las matrices de entrada

y salida de la ecuación espacio de estados adimensional. A seguir, el Cuadro 5.5

presenta todos los valores usados en la ecuación espacio de estados adimensional.
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Cuadro 5.5: Valores de los modos usados en la ecuación espacio de estados adi-
mensional

Modo Frecuencia Factor de φ̂(η1) φ̂(η2) φ̂(η3)

(i) (ω̂i) amortiguamiento (ξ̂i)

1 1.578 0.01 0.579 0.835 0.835
2 6.313 0.01 -1.011 -1.181 -1.181
3 14.204 0.01 1.180 0.835 0.835
4 25.252 0.01 -1.047 0 0
5 39.456 0.01 0.643 -0.835 -0.835
6 56.817 0.01 -0.074 1.181 1.181

5.1.2. Plantas nominales y plantas residuales

En el diseño del controlador se trabaja con un modelo simplificado de-

nominado modelo nominal. Adicionalmente, es importante destacar que ciertas

técnicas de control requieren de un modelo que caracterice la incerteza (diferen-

cia) entre el modelo nominal y el modelo completo. Esta diferencia sirve para

definir la robustez del sistema controlado.

En el caso del viga flexible tanto el modelo nominal como el modelo de

incerteza son obtenidos de la ecuación espacio de estados del sistema (2.20). La

estructura modal permite un fácil desacoplamiento de los modos “a ser contro-

lados” y los “truncados”, luego los modos truncados pueden ser directamente

modelados como incerteza aditiva. De aqúı en adelante, el modelo de 6 modos

es escogido como el modelo completo, los 3 primeros modos son escogidos como

el conjunto “a ser controlado” y los modos restantes son considerados como el

conjunto “truncado” (ver el gráfico tridimensional de la Fig. 5.2).

Según (2.20), la función de transferencia para la planta adimensional com-

pleta está dada por:

P∆(s) =
6∑

i=1

φ̂(ηe)φ̂(ηs)

s2 + ξ̂ω̂is+ ω̂2
i

siendo que ηe y ηs son las posiciones adimensionales de entrada y salida, respec-

tivamente.
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Figura 5.2: Respuesta en frecuencia de la viga sin control (planta completa y
planta nominal), disturbio aplicado en η1

A. Planta nominal

La planta nominal está formada por los tres primeros modos; esta selección

se dio en base a varios factores, entre ellos: i) el significado de los modos en

términos de su contribución a la salida, del espectro del disturbio de entrada, asi

como de la controlabilidad y observabilidad del sistema formado por estos modos,

ii) la cantidad de amortiguamiento estructural inherente y de ah́ı la cantidad de

amortiguamiento activo necesitado, iii) la frecuencia y el número total de modos

que se puede controlar está limitada por la velocidad del computador en tiempo

real, y iv) el grado de incerteza del modo.
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La función de transferencia de la planta nominal es como sigue:

P (s) =
3∑

i=1

φ̂(ηe)φ̂(ηs)

s2 + 2ξ̂ω̂is+ ω̂2
i

.

La planta nominal en forma compacta puede ser escrita como:

P (s) =
p4s

4 + p3s
3 + p2s

2 + p1s+ po
3∏

i=1

(s2 + 2ξ̂ω̂is+ ω̂2
i )

, p4 6= 0,

siendo que las constantes pi, pueden ser determinadas apropiadamente de los

valores del Cuadro 5.5. En el Cuadro 5.6 se pueden observar los polos y ceros de

la planta nominal Pyu (entrada η3, salida η2) y de la planta nominal Pyw (entrada

η1, salida η2). El gráfico de la respuesta en frecuencia de las plantas nominales es

dado en la Fig. 5.3.

Cuadro 5.6: Polos y ceros de las plantas nominales
Planta nominal Pyu Planta nominal Pyw

Polos Ceros Pólos Ceros

−0,0157 + 1,578j −0,0305 + 3,795j −0,0157 + 1,578j −0,0278 + 3,525j
−0,0157 − 1,578j −0,0305 − 3,795j −0,0157 − 1,578j −0,0278 − 3,525j
−0,0631 + 6,312j −0,1194 + 12,597j −0,0631 + 6,312j −0,1093 + 11,775j
−0,0631 − 6,312j −0,1194 − 12,597j −0,0631 + 6,312j −0,1093 − 11,775j
−0,1420 + 14,203j −0,1420 + 14,203j
−0,1420 − 14,203j −0,1420 − 14,203j

B. Planta residual

Como la planta nominal sólo considera los 3 primeros modos flexibles, ella

no modela completamente el sistema actual que fue definido con 6 modos (Sección

5.1.1). Mediante la eliminación de los modos de mayor frecuencia se introduce

incerteza en el modelo de la planta nominal. De (2.20), es posible determinar la

función de transferencia exacta para los modos mayores. Aśı, para el presente

problema, el modelo de incerteza viene a ser un modelo de orden 6, ∆P , dado
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Figura 5.3: Respuesta en frecuencia de las plantas nominales Pyu y Pyw

por:

∆P (s) =
6∑

i=4

φ̂(ηe)φ̂(ηs)

s2 + 2ξ̂ω̂is+ ω̂2
i

Esta ecuación puede ser reescrita también en una forma compacta como:

∆P (s) =
p̃4s

4 + p̃3s
3 + p̃2s

2 + p̃1s+ p̃o
6∏

i=4

(s2 + 2ξ̂ω̂is+ ω̂2
i )

, p̃4 6= 0

siendo que las constantes p̃i, pueden ser determinadas apropiadamente de los

valores del Cuadro 5.5. Los polos y ceros de las plantas residuales son dados en

el Cuadro 5.7.

Un detalle a destacarse en este punto es que la posición del sensor y la

del actuador fue definida en un nodo del cuarto modo para reducir las incertezas
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de la parte no-modelada (impedir la excitación de este modo por efecto de la

realimentación). La respuesta en frecuencia de las plantas residuales es mostrada

en la Fig. 5.4. Debido a la inclusión del amortiguamiento en el modelo, la función

de transferencia tiene polos con parte imaginaria, lo que significa que la amplitud

de las resonancias es finita y puede ser limitada por arriba, este hecho será muy

importante en la definición del limitante de la incerteza residual.

Cuadro 5.7: Polos y ceros de las plantas residuales
Planta residual ∆Pyw Planta residual ∆Pyw

Polos Ceros Polos Ceros

−0,2525 + 25,250j −0,2525 + 25,250j −0,2525 + 25,250j −0,2525 + 25,250j
−0,2525 − 25,250j −0,2525 − 25,250j −0,2525 + 25,250j −0,2525 − 25,250j
−0,3945 + 39,454j −0,4524 + 45,975j −0,3945 + 39,454j −0,5438 + 54,714j
−0,3945 − 39,454j −0,4524 − 45,975j −0,3945 − 39,454j −0,5438 − 54,714j
−0,5681 + 56,814j −0,5681 + 56,814j
−0,5681 − 56,814j −0,5681 − 56,814j
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Figura 5.4: Respuesta en frecuencia de las plantas residuales ∆Pyu y ∆Pyw
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5.2. Especificaciones de diseño

El objetivo de diseño para los sistemas de control, en el caso de la viga

flexible, es incrementar el amortiguamiento de los modos estructurales (suprimir

las vibraciones). Los diseños deben ser robustos con respecto a modos estructura-

les no modelados y, si fuera posible, con respecto a incertezas paramétricas, tales

como errores en la frecuencia, amortiguamiento y modos. Los controladores tam-

bién son diseñados para evitar saturación de los sistemas de actuación durante

los transientes del sistema controlado.

Los objetivos de diseño, atenuación de vibraciones con señal de actuación

limitada y robustez en estabilidad con respecto a los modos de alta frecuencia,

son expresados en la forma de funciones de transferencia ponderadas.Debido a

la inclusión del amortiguamiento en el modelo, la función de transferencia tiene

polos con parte imaginaria, lo que significa que la amplitud de las resonancias

es finita y puede ser limitada por arriba, este hecho será muy importante en la

definición del limitante de la incerteza residual.

5.2.1. Especificaciones de desempeño

Para incorporar amortiguamiento en el sistema se usa una especificación

de desempeño en la forma de función de transferencia ponderada.

A. Ponderación de la función sensibilidad S(s)

Si se quiere atenuar el disturbio, se busca que la función sensibilidad sea

minimizada en la faja de frecuencias donde el disturbio es significativo. Por conve-

niencia, este objetivo de desempeño se refleja mediante la elección de una función

apropiada tal que:

|WS(jω)S(jω)| ≤ 1 , ∀ω < ωc,

|S(jω)| ≤ |WS(jω)|−1 , ∀ω < ωc,
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siendo que WS es una función de ponderación.

La función de ponderación del desempeño intenta penalizar sólo los picos de

resonancia. Como regla general, los modos estructurales que más influencia tienen

en la respuesta dinámica son los más ponderados. La selección de la función de

ponderación penaliza todos los modos que se encuentran antes de la frecuencia

de corte ωc. Como la planta nominal considera los tres primeros modos de la

viga flexible, se concluye que la faja de frecuencias de importancia va hasta la

frecuencia del tercer modo. La función de ponderación de la función sensibilidad

es calculada en base a la propia dinámica de la viga y se define como:

WS(s) =
ω2

s2 + 2ξωs+ ω2
, ω̂1 < ω < ω̂3.

Tomando en cuenta la variación de la frecuencia ω y considerándose los

siguientes limites para ξ, 0,05 < ξ < 0,5, se obtiene la función de ponderación de

la función sensibilidad.

B. Ponderación de la función restricción de enerǵıa U(s)

Otra función que se usa para especificar objetivos de desempeño es la

función restricción de enerǵıa, función que relaciona la señal de disturbio y la

señal de control. Ella caracteriza la ganancia de la señal de control y, de esta

forma, es usada para restringir la señal de control.

Con la misma idea de cálculo considerada para la ponderación de la función

sensibilidad, se define la ponderación de la función restricción de enerǵıa como:

WU(jω) =

(
s2

ω2
1

+ 2
ξ1
ω1

s+ 1)(
s2

ω2
2

+ 2
ξ2
ω2

s+ 1)(
s2

ω2
3

+ 2
ξ3
ω3

s+ 1)

(
s2

ω2
4

+ 2
ξ4
ω4

s+ 1)(
s2

ω2
5

+ 2
ξ5
ω5

s+ 1)(
s2

ω2
6

+ 2
ξ6
ω6

s+ 1)

, |WU(jω)U(jω)| ≤ 1, ∀ω

siendo que ω1, ω2, ω3, ξ1, ξ2 y ξ3 son las tres primeras frecuencias naturales y los
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tres primeros factores de amortiguamiento del sistema a controlar. Las demás fre-

cuencias y factores de amortiguamiento son calculados entre los siguientes limites,

0,1 < ξ4,5,6 < 0,5 y ω1 < ω4,5,6 < ω3.

Más adelante se verá que es posible usar la misma función para definir la

ponderación de la función restricción de enerǵıa (WU) y la función limitante de

la incerteza residual, la cual es presentada en la forma aditiva (W∆). Esto porque

cuando se realiza un análisis del sistema en lazo cerrado, ambas funciones están

ligadas a la función restricción de enerǵıa (ver Sección 5.2).

5.2.2. Especificaciones de estabilidad

Para garantizar la estabilidad del sistema perturbado de la forma P+∆P se

considera un margen de estabilidad de acuerdo con un limitante de la perturbación

∆P ≤ m(ω). La preocupación en la presente subsección es definir un margen de

estabilidad para el sistema a ser controlado. Este margem de estabilidad puede

ser calculado a partir de las siguientes consideraciones:

1. En el cálculo del modelo nominal se consideró sólo una parte del modelo des-

preciándose los modos de las frecuencias mayores. Este modelo despreciado

fue definido como incerteza residual.

2. Los modelos nominales contienen incertezas paramétricas en las frecuencias

naturales, factores de amortiguamiento y modos.

A. Modelo de incerteza

Un modelo de incerteza aditiva usado para modelar la incerteza que existe

entre la planta nominal y la planta completa es dado por:

P∆(s) = P (s) +W∆(s)∆(s) , ‖∆(s)‖∞ ≤ 1 , ∀ω > 0,
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siendo queW∆(s) es una función de transferencia estable que caracteriza la estruc-

tura de la incerteza en la frecuencia y ∆(s) toma en cuenta la incerteza en la fase

y también actúa como un factor de escalamiento del tamaño de la perturbación.

De la Fig. 5.5 es fácil observar que:

Pyu∆(s) = Pyu(s) +W∆(s)∆(s) ⇒ Pyu∆(s) − Pyu(s) = W∆(s)∆(s),

y como ‖∆(s)‖∞ ≤ 1, luego se tiene:

|Pyu∆(s) − Pyu(s)| ≤ |W∆(s)| , ∀ω,

donde la función de transferencia W∆(jω) provee un limitante superior de la

incerteza.

u

p

y
+

q

P
yu

W∆

∆

+

Figura 5.5: Modelo de incerteza aditiva para Pyu

B. Incertezas residuales

El término a la izquierda en la última expresión1, se puede reescribir como:

P∆(s) − P (s) = ∆P =
6∑

i=4

φ̂(ηe)φ̂(ηs)

s2 + 2ξ̂ω̂is+ ω̂2
i

,

que es exactamente el modelo de incertezas residuales. Una vez conocido el modelo

residual sólo falta calcular un limitante superior de este modelo, se sabe que este

limitante existe porque el sistema residual tiene polos con parte imaginaria, lo

que significa que su amplitud en las resonancias es finita.

1Quitando los sub́ındices para trabajar el modelo de incertezas residuales de forma genérica.
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Limitante de las Incertezas Residuales Las incertezas no-modeladas pueden

ser limitadas por una función de transferencia de la forma:

W∆R(jω) =

(
s2

ω2
1

+ 2
ξ1
ω1

s+ 1)(
s2

ω2
2

+ 2
ξ2
ω2

s+ 1)(
s2

ω2
3

+ 2
ξ3
ω3

s+ 1)

(
s2

ω2
4

+ 2
ξ4
ω4

s+ 1)(
s2

ω2
5

+ 2
ξ5
ω5

s+ 1)(
s2

ω2
6

+ 2
ξ6
ω6

s+ 1)

,

con ω1, ω2, ω3, ξ1, ξ2 y ξ3 siendo las tres primeras frecuencias naturales y los

tres primeros factores de amortiguamiento del sistema a controlar. Las demás

frecuencias y factores del amortiguamiento son calculados entre los siguientes

ĺımites, 0,1 < ξ4,5,6 < 0,5 y ω̂1 < ω4,5,6 < ω̂3, mediante tentativa y error. La

elección de los valores se hace en relación al que represente mejor la dinámica de

la planta residual. Nótese que para calcular esta función se hace uso de la propia

dinámica del sistema. En la Fig. 5.6 se presentan los gráficos de W∆R(s) y ∆P ,

donde se puede ver que se cumple la condición |∆P | < |W∆R|.
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Figura 5.6: Limitante de las incertezas residuales
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C. Incertezas paramétricas

Para el cálculo del modelo de incerteza paramétrica se considera la planta

nominal dada por:

P (s) =
3∑

i=1

K̂i∆ω̂
2
i∆

s2 + 2ξ̂i∆ω̂i∆s+ ω̂2
i∆

,

siendo que K̂i∆ =
φ̂(ηe)φ̂(ηs)

ω̂2
i∆

. Sea el rango de las incertezas paramétricas descrito

de la siguiente forma:

K̂i − ∆K̂i ≤ K̂i∆ ≤ K̂i + ∆K̂i,

ξ̂i − ∆ξ̂i ≤ ξ̂i∆ ≤ ξ̂i + ∆ξ̂i,

ω̂i − ∆ω̂i ≤ ω̂i∆ ≤ ω̂i + ∆ω̂i.

El Cuadro 5.8 muestra los valores de las variaciones paramétricas consideradas

para la viga flexible en estudio.

Cuadro 5.8: Valores de las incertezas paramétricas
Modo ∆ω̂i ∆ξ̂i ∆K̂i

(i) 1 %ω̂i 10 %ξ̂i 5 %K̂i

1 0.0157 0.001 0.014000
2 0.0631 0.001 0.001750
3 0.1420 0.001 0.000173

Porcentajes obtenidos de Lim et al, [27].

El error aditivo puede ser representado por:

P∆(s)−P (s) = ∆P (s) =
3∑

i=1

(

K̂i∆

ω̂2
i

− K̂i

ω̂2
i∆

)

s2 + 2

(

K̂i∆ξ̂

ω̂i
− K̂iξ̂i∆

ω̂i∆

)

s+ ∆K̂i

(

1

ω̂i∆
s2 + 2

ξ̂i∆
ω̂i∆

s+ 1

)(

1

ω̂i
s2 + 2

ξ̂i
ω̂i
s+ 1

) ,

donde la forma general de la amplitud |P∆(s) − P (s)| para valores variables de

los tres parámetros K̂, ω̂ y ξ̂ es presentada en la Fig. 5.7 por la parte sombreada.

Limitante de las Incertezas Paramétricas Las incertezas paramétricas pue-

den ser limitadas por una función de transferencia de la forma:

W∆P (jω) = k

[
(s+ ωd)

(s+ ωn)

(
ωd
ωn

)]2

,
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con ωd y ωn siendo frecuencias próximas a la tercera frecuencia natural (ωd > ω̂3

y ωn < ω̂3), y k siendo un factor de escalamiento. En la Fig. 5.7 se presentan

W∆P (s) y ∆P pudiendo aśı apreciarse que W∆P (s) es un limitante de ∆P .
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Figura 5.7: Limitante de las incertezas paramétricas

La elección del margen de estabilidad se debeŕıa hacer según que crite-

rio de incerteza (dinámica no-modelada o variaciones paramétricas) presenta el

mayor margen. Al calcular ‖W∆R‖∞ y ‖W∆P‖∞ estos resultan -64.194dB y -

36.654dB, respectivamente. A pesar de presentar un menor margen, en este traba-

jo se usará −64,194dB como margen de estabilidad, correspondiente a la dinámica

no modelada. Para garantizar que el sistema de control es robusto ante la pre-

sencia de incertezas paramétricas usaremos ganancias altas a bajas frecuencias.

Esta elección del margen de estabilidad se realiza con el fin de evitar obtener

resultados muy conservativos con un margen de estabilidad muy grande.
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5.3. Sistema controlado

La planta para el diseño del controlador (planta nominal) es considerada

de la siguiente forma:

ẋ = Ax+Bu+Bdd, (5.1)

y = Cx, (5.2)

donde x ∈ R6, d ∈ R1, u ∈ R1 y y ∈ R1. Este modelo nominal fue obtenido me-

diante residualización del modelo completo del sistema. Un modelo de la planta

completa es obtenido usando 12 estados, los cuales corresponden a los 6 prime-

ros modos en (2.20). Este último modelo es el que será usado en la evaluación

del desempeño. El trabajar con el modelo nominal para diseñar el controlador es

conveniente por las siguientes razones: i) los modos de frecuencia más baja do-

minan la respuesta, y ii) la discrepancia entre modelos anaĺıticos y emṕıricos se

incrementa en gran magnitud a medida que aumentan las frecuencias. Las Figs.

5.8 y 5.9 ilustran la fidelidad del modelo de diseño (de orden reducida) mediante

la presentación de la respuesta en frecuencia del modelo de diseño y del modelo

de evaluación (modelo completo).

La Fig. 5.8 presenta la función de transferencia de la entrada de control,

localizada en η2, a la deflexión medida en el punto η3. Las frecuencias de los tres

primeros modos coinciden y no existe error en las ganancias modales. La Fig. 5.9

muestra una coincidencia excelente en la función de transferencia del disturbio,

aplicado en η1, a la deflexión medida en el punto η3.

La planta aumentada para el problema de control de la viga flexible es

dada por:

ẋ = Ax+B1w +B2u, (5.3)

z = C1x+D12u, (5.4)

y = C2x+D21w, (5.5)
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Figura 5.8: Comparación de los modelos de diseño y de evaluación para deflexión
en el punto η3 teniendo como entrada la señal de control en η2

donde x ∈ R6, w ∈ R2, u ∈ R1, z ∈ R2 y y ∈ R1. La entrada exógena w consta del

disturbio wd y del ruido de medida. La salida controlada incluye la señal medida

ponderada zy y la señal de control ponderada zu, ver Fig. 5.10.

Para proveer robustez al modelo de diseño, el modelo de diseño es aumen-

tado para incluir una incerteza aditiva que represente el error del modelo más

allá de la banda de control, W∆R. Este tipo de modelo de incerteza fuerza a

que el control estabilice los modos de alta frecuencia que fueron despreciados del

modelo completo (incertezas residuales).

La Fig. 5.10 ilustra la configuración de la planta y el controlador para

diseño del control del presente problema. Identificando las funciones de transfe-

rencia que se usarán en cálculos futuros, se obtiene:

Pyu = C(sI − A)−1B,

Pywd = C(sI − A)−1Bd.
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Figura 5.9: Comparación de los modelos de diseño y de evaluación para deflexión
en el punto η3 teniendo como entrada el disturbio en η1

5.3.1. Control H2

Para el diseño de control H2 se tiene que ∆ = 0 y la configuración del

sistema de control es como mostrado en la Fig. 5.11, donde los vectores de entrada

y salida son:

w =




wd

ruido



 , z =




zu

zy



 , (5.6)

y la planta generalizada tiene la siguiente forma:

P =











A Bd 0 B

C1 0 0 0

0 0 0
√
ρ

C 0 V
1

2 0











,

con la ponderación de control WU =
√
ρ I1×1 (para reflejar un actuador), la

intensidad del ruido en el sensor V = 0,001 I1×1 (para reflejar un sensor), la
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Figura 5.10: Configuración general del sistema controlado usando el lazo de re-
alimentación para incertezas aditivas

intensidad del disturbio de entrada Kd = 0,02, y la ponderación de los estados

CT
1 C1, donde C1 = C.

Todos los modos estructurales tiene algún amortiguamiento inherente, por

esta razón el sistema es estabilizable y detectable. En consecuencia, las soluciones

de las ecuaciones de Ricatti, descritas en (4.36) y (4.37), siempre existirán y como

resultado el controlador H2 puede ser calculado.
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Figura 5.11: Configuración del sistema controlado usando control H2



133

El primer paso en el diseño H2 es proveer “suficiente” amortiguamiento

para los modos del modelo nominal. ‘Suficiente” amortiguamiento se refiere a por

lo menos 80 % de decaimiento en 10s.

El segundo paso involucra la verificación de la robustez del diseño al “spi-

llover” debido a los modos truncados y/o incertezas paramétricas. El control H2,

en su concepción, contiene un modelo de incerteza aditiva para las derivadas de

los estados y para las medidas del sensor; esto es, las derivadas de los estados

y las medidas de los sensores son contaminadas con ruido2. Cabe notar que el

este modelo de incerteza ha sido considerado como irreal para varias clases de

problemas de control.

5.3.2. Control H∞

Para el diseño de control H∞, la configuración del sistema de control pre-

sentada en la Fig. 5.10 es modificada y resulta como mostrado en la Fig. 5.12. Para

obtener la Fig. 5.12 el lazo de realimentación de la incerteza aditiva ∆ ha sido

abierto, luego se obtiene una entrada ficticia que viene a ser la entrada asociada

con la incerteza residual wad y una salida ficticia que corresponde a la salida aso-

ciada con la incerteza residual zad. Nótese también la inserción de la atenuación c

y la ganancia 1/c a la entrada wad y a la salida zad, respectivamente. Finalmente,

los vectores de entradas exógenas y salidas controladas quedan descritos como:

w =








wad

ruido

wd







, z =








zad

zu

zy







. (5.7)

2El ruido de proceso excita uniformemente cada derivada de los estados del sistema en un
intento de proveer una medida limitada de desempeño robusto. Sin embargo, la adición de ruido
a las entradas de los estados de la planta puede producir inestabilidad. El ruido adicionado a
los sensores servirá para limitar el ancho de banda del sistema de control y compensará, a costa
del desempeño del controlador, por la dinámica de alta frecuencia no-modelada, todo esto con
la intención de proveer alguna medida de estabilidad robusta.
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Figura 5.12: Configuración del sistema controlado usando usando control H∞

En el control H∞, los objetivos de diseño, atenuación de vibraciones con

actuación limitada y robustez en estabilidad con respecto a los modos de más

alta frecuencia truncados, son expresados en la forma de matrices de funciones de

transferencia ponderadas. Las funciones de ponderación, comúnmente, son espe-

cificadas en el dominio de la frecuencia en términos de las ganancias principales

y la norma H∞.

A. Desempeño robusto

Para incorporar amortiguamiento al sistema se usa la especificación de

desempeño en la forma de función de transferencia ponderada como sigue:

‖WS(I − PyuK)−1Pywd‖∞ ≤ 1. (5.8)

Es importante destacar que este trabajo considera que la función de ponderación

del desempeño es igual a 1. Esta selección se hace con el propósito de simplifi-

car el análisis en la comparación del desempeño obtenido con los tres tipos de

controladores.
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B. Estabilidad robusta

La robustez en estabilidad debido a incertezas aditivas es dada por3:

σ̄
[
∆K(I − PyuK)−1

]
< 1; ∀ω ∈ [0,∞〉 ⇐⇒ ‖∆K(I − PyuK)−1‖∞ < 1. (5.9)

Es importante destacar que para el caso de estructuras flexibles la perturbación

∆ es estable, esto porque los modos truncados son disipativos por naturaleza. El

limitante superior, mejor dicho, la condición σ̄(∆) ≤ |Wad(ω)|, permite limitar

(5.9) de la siguiente forma:

‖WadK(I − PyuK)−1‖∞ < 1. (5.10)

Esta ecuación también puede ser reescrita como:

1

σ̄ [K(I − PyuK)−1]
> |Wad(ωj)|; ∀ω ∈ [0,∞〉. (5.11)

Las matrices que componen la planta aumentada, en concordancia con la

Fig. 5.12, son presentadas a seguir:

Pzw =








0 0 0

0 0 0

cWS 0 PywdWS







, Pzu =








Wad
1
c

WU

PyuWS







,

Pyw =
[

c
√
V PywdWS

]

, Pyu = Pyu. (5.12)

Sustituyendo (5.12) en (3.18) y realizando las respectivas operaciones se obtiene

la matriz de funciones de transferencia en lazo cerrado Nzw como sigue:

Nzw =








WadU Wad
1
c
U
√
V Wad

1
c
UPywd

cWUU WUU
√
V WUUPywd

cWSS PyuWSU
√
V PywdWSS







, (5.13)

donde S = (I + PyuK)−1 y U = K(I + PyuK)−1. Observando la matriz Nzw

3Tomado de acuerdo con Lim et al, [27].



136

se puede decir que WU y Wad están relacionadas con la función restricción de

enerǵıa U . Esto explica porque WU puede ser usada para especificar robustez.

El ruido está presente en el sistema de control para de cierta forma dotarlo de

robustez, pero, dado que en el control H∞ se incorpora expĺıcitamente un modelo

de la incerteza, el ruido será suprimido. Luego, la configuración simplificada del

sistema controlado queda como mostrado en la Fig. 5.13.

Una interpretación f́ısica de la especificación de desempeño se torna eviden-

te observando la matriz de funciones de transferencia Nzw. Nótese que Pywd es la

función de transferencia de la entrada wd a la salida y mientras que Pywd(I −
PyuK)−1 es la misma función de transferencia cuando el lazo de realimenta-

ción es cerrado (sin ponderación). De ah́ı que, reducir las ganancias principales

de Pywd(I − PyuK)−1 implica una atenuación de disturbios via lazo de reali-

mentación. Además, en caso de wd ser el vector impulso unitario, Pywd(jω) y

Pywd(I − Pyu(jω)K)−1 seŕıan las funciones de respuesta en frecuencia en lazo

abierto y lazo cerrado de la salida y. Si consideramos que los valores pico de

la matriz respuesta en frecuencia son una medida del amortiguamiento en las

resonancias, una restricción en la norma H∞ puede ser interpretada como una

restricción en el amortiguamiento de los modos estructurales en lazo cerrado.

Las funciones de transferencia en lazo cerrado para la planta simplificada

de la Fig. 5.13 están dadas por:




zad

zy



 =




WadK(I − PyuK)−1 1

c
WadK(I − PyuK)−1Pywd

cWS(I − PyuK)−1 PywdWS(I − PyuK)−1








wad

wd



 .

(5.14)

Para obtener desempeño robusto es necesario minimizar simultáneamenteNzadwad ,

la función de transferencia de robustez, y Nzywd , la función de transferencia de

desempeño. La inclusión de Nzadwd y Nzywad , que no tienen interpretación de

desempeño o de robustez, provee una garant́ıa conservadora de las restricciones

esenciales en estabilidad y desempeño, esto porque las ganancias de ambas funcio-

nes de transferencia también son limitadas en el proceso de minimización de Nzw.
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Figura 5.13: Configuración simplificada del sistema controlado usando control
H∞

El parámetro de escalamiento c es refinado a través de iteraciones para aliviar en

algún grado esta configuración restrictiva.

El modelo de diseño está constituido por los 3 primeros modos mientras

que la incerteza aditiva, ∆, es modelada como los otros tres modos estructurales

restantes. La curva trazo-punto de la Fig. 5.14 muestra las principales ganancias

del limitante de la incerteza aditiva a ser considerada en el diseño del contro-

lador. Debe ser enfatizado que la incerteza aditiva considerada en el diseño de

controlador es solo un estimado puesto que los valores reales son desconocidos. De

ah́ı que, estrictamente hablando, las alturas verdaderas de los picos de resonancia

y sus ubicaciones no son conocidas exactamente. En consecuencia, este abordaje

H∞ podŕıa ser considerado como conservador ya que usa un limitante superior

de las incertezas predecidas. Sin embargo, un beneficio del abordaje de incerteza

usándose un limitante superior viene a ser la reducción de la complejidad del

controlador4. Finalmente, el limitante del modelo residual es dado por la función

4Nótese que un mayor orden de los polinomios puede proveer una aproximación más precisa
de la incerteza aditiva, pero como resultado el orden del controlador aumenta, y para un sistema
con n canales de entrada, un incremento de uno en el orden del polinomio significa un incremento
de n en el orden del controlador.
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Figura 5.14: Función de ponderación (limitante) de la incerteza aditiva residual

WU :

WU(s) =
(s2 + 1,578s+ 2,491)(s2 + 6,313s+ 39,85)(s2 + 14,2s+ 201,8)

(s2 + 23,53s+ 216,2)(s2 + 20,59s+ 216,2)(s2 + 17,65s+ 216,2)
,

(5.15)

de orden 6.

Los factores que influyen en la selección del limitante del modelo residual

son: i) la magnitud del modelo matemático de incerteza, ii) la separación de los

modos significantes (densidad modal), y iii) el amortiguamiento inherente de la

estructura.

El problema de control estándar H∞ fue definido en la Sección 4.2 y es

reescrito a continuación:

mı́nK ‖Nzw‖∞
tal que (P,K) sean internamente estables

(5.16)
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El algoritmo de Glover-Doyle [13], es usado para obtener un controlador estabi-

lizante de norma H∞ mı́nima. Resumiendo, el algoritmo provee una familia de

controladores estabilizantes que satisfacen, para algún γ elegido:

‖Nzw(K)‖∞ < γ, (5.17)

si tal controlador existe. El cálculo principal de este algoritmo involucra la evalua-

ción de dos ecuaciones algebraicas de Ricatti a cuya existencia de sus soluciones

se relaciona la existencia de controladores estabilizantes que satisfacen la condi-

ción (5.17). La norma H∞ es minimizada mediante un barrido de γ hasta que las

soluciones de las ecuaciones de Ricatti no existan.

5.3.3. Control H2/H∞

Finalmente, usando el algoritmo presentado en el Apéndice E serán di-

señados un conjunto de controladores H2/H∞ de orden fija. Para balancear entre

el desempeño nominal y la estabilidad robusta, el subproblema H2 es definido

sólo para considerar desempeño nominal y el subproblema H∞ toma en cuenta

los modelos de incerteza aditiva. Esta separación constituye una forma efecti-

va de explotar la relación inherente que existe entre robustez y desempeño en

el diseño mixto H2/H∞ y a su vez permite obtener los dos objetivos de diseño

competidores. El subproblema H2 es definido por las variables de desempeño y

el subproblema H∞ es definido por las variables asociadas con la estructura de

incerteza. Los subproblemas son definidos por las entradas y salidas siguientes:

w1 =
[

wad

]

, z1 =
[

zad

]

, w2 =
[

wd

]

, z2 =




zu

zy



 . (5.18)

La configuración del problema de Servomecanismo presentado en la Fig. 4.6

es rediseñada para que muestre expĺıcitamente el disturbio wd, la señal controlada

z y la señal medida y, aśı se tiene la Fig. 5.15. Para efectos de simplificación no se
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consideran el ruido v y el disturbio d. Además, se considera que la señal controlada

es la señal medida. La configuración rediseñada no presenta más un problema de

Servomecanismo, sino un problema de regulador, ya que la señal de referencia r

es igual a cero y como consecuencia C1(s) = 0.

De la Fig. 5.15, la matriz de funciones de transferencia a partir de la

entrada, wd, para las salidas controladas y y u, puede ser expresada como:




u(s)

y(s)



 =




−U(s)Pywd(s)

S(s)Pywd(s)



wd(s), (5.19)

donde S(s) es la función sensibilidad, S(s) = (1 + C2(s)Pyu(s))
−1, y U(s) es la

función restricción de enerǵıa, U(s) = C2(s)(1+C2(s)Pyu(s))
−1. En particular, se

puede notar que la función sensibilidad relaciona la señal de disturbio y la señal

medida, en tanto la función restricción de enerǵıa relaciona la señal de disturbio

y la señal de control.

Considerando el problema de control en que se quiere limitar la función de

sensibilidad (para desempeño) y la función restricción de enerǵıa (para penalizar

grandes entradas), se calcularán funciones de ponderación de las respectivas fun-

ciones S(s) y U(s). Luego, la configuración del problema de control aumentado

es presentada en la Fig. 5.16.

Las funciones WS(s) y WU(s) (
√
ρu) representan funciones de ponderación

de las funciones sensibilidad y restricción de enerǵıa, respectivamente. Las fun-

ciones de ponderación son funciones en la frecuencia (funciones de transferencia)

calculadas de acuerdo con las especificaciones de desempeño.

De la Fig. 5.16, calculándose la matriz de funciones de transferencia a

partir de la entrada, wd, a las salidas controladas ponderadas zy y zu, se llega a:




zu

zy



 =




−WU(s)U(s)Pywd(s)

WS(s)S(s)Pywd(s)



wd. (5.20)
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Figura 5.15: Configuración del sistema controlado para desempeño, sin pondera-
ción, usando control H2 en el dominio de la frecuencia (subproblema del control
H2/H∞)

Comparando la relación entrada salida del sistema controlado presentado

en la Fig. 5.16 con la del problema de control H∞ de la Sección 5.3.2 (omitiendo

el modelo de incerteza), se puede observar que en el problema aqúı estudiado

no aparece la función sensibilidad complementaria T (s), función directamente

relacionada a la robustez y a la sensibilidad al ruido. Luego, se puede concluir

que los cálculos realizados hasta este punto influencian directamente el desempeño

que se desea tener del sistema controlado. Como ya se dijo en la Sección 4.3.2

la robustez del sistema controlado está dada por la función W̃S(s)C2(s), función

que relaciona la entrada v (ruido) y la salida u (señal de control), siendo que el

ruido se toma en cuenta sólo para el cálculo del margen de estabilidad.

El paso a seguir en la metodoloǵı H2/H∞ aqui considerada es la parame-

trización del controlador C2(s) en función del parámetro libre K(s). Para esto,

se realizan factorizaciones a la izquierda de Pyu(s) y Pywd(s) (Pyu = D̃−1
yu Ñyu,

Pywd = D̃−1
ywd

Ñywd), y a la derecha de C2(s) (C2 = NC2
D−1
C2

). Sustituyendose las

factorizaciones en la matriz de funciones de transferencia previamente calculada,

haciéndose operaciones algebraicas y considerando D̃yuDC2
+ÑyuNC2

= 1, se llega
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Figura 5.16: Configuración del sistema controlado para desempeño, con pondera-
ción, usando control H2 en el dominio de la frecuencia (subproblema del control
H2/H∞)

a: 


zu

zy



 =




−WUNC2

Ñywd

WSDC2
Ñywd



wd. (5.21)

Parametrizándose todos los controladores estabilizantes como definido en

la Sección 4.3.1 se obtiene:

C2(s) = −(X̃ +DyuK)(Ỹ −NyuK)−1,

siendo que Nyu y Dyu son factorizaciones a la derecha de Pyu.

Finalmente, la matriz de funciones de transferencia que representa el desem-

peño resulta:



zu

zy



 =




WU(X̃ +DyuK)Ñywd

WS(Ỹ −NyuK)Ñywd



wd, (5.22)

siendo que zu y zy serán usadas en el cálculo de la función de costo J2, definida en

(4.50). Para obtener el funcional J2 se han de calcular las funciones de ponderación

WU y WS, como definido en la Sección 5.2.1. Para el cálculo de estas funciones

se hace uso de la propia dinámica del sistema, no importando el orden de las
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funciones, ya que según la metodoloǵıa H2/H∞ presentada en este trabajo el

orden del controlador es definido por el diseñador. Considerando WS = 1 y con

WU =
√
ρu, J2 queda como mostrado a continuación :

J2 = ‖y‖2
2 + ρu‖u‖2

2 = ‖(Ỹ −NyuK)Ñywd‖2
2 + ρu‖(X̃ +DyuK)Ñywd‖2

2.

El funcional J∞ es dado por la función de transferencia τuv, el filtro W̃ y la

inversa del margen de estabilidad γ, siendo que τuv = S(s)C2(s). Sustituyendose

las factorizaciones hechas en los elementos de la matriz de funciones de transfe-

rencia y considerando D̃yuDC2
+ ÑyuNC2

= 1, se obtiene que τuv = NC2
D̃yu, o

también, τuv = −(X̃ + DyuK)D̃yu. Luego el funcional J∞ presenta la siguiente

forma:

J∞ = ‖τuv‖∞ = ‖ − W̃ (X̃ +DyuK)D̃yu‖∞ < γ,

con W̃ como definido en (5.15).

Los funcionales J2 y J∞, calculados en función del parámetro libre K(s),

serán usados en los algoritmos de cálculo de los controladores presentados en el

Apéndice E.

A. Parámetros ρ

Del funcional de costo definido en (4.50) se puede ver que es necesario

calcular los parámetros ρu, ρy, ρr, ρw, ρv y ρs, pero, dado que la señal controlada

es la señal medida, la señal de referencia es cero, no se tienen polos en jω en

la función de transferencia Pyu, el ruido v no es considerado y el funcional de

costo sólo representa desempeño (el margen de estabilidad está dado por otro

funcional), estos parámetros pueden ser considerados nulos con excepción de ρu.

En este punto es necesario destacar que la utilización del parámetro ρu

es fundamental en el diseño del control ya que en el intento de disminuir el
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error (salida controlada), con el menor tiempo de asentamiento posible y con

una amplitud máxima pequeña, el esfuerzo de control puede crecer mucho y

la demanda puede no ser cubierta en una aplicación práctica, se recuerda que

este esfuerzo está limitado por la saturación de los actuadores, entre otros. En

consecuencia, ρu viene a definir el compromiso entre una buena atenuación de

disturbios en la salida y el esfuerzo de control.

5.3.4. Simulaciones

Los controladores, previa redimensionalización en base al Apéndice D,

serán aplicados tanto a la planta nominal como a la planta completa, ambas suje-

tas a la acción de un disturbio. Esta aplicación da una indicación del mérito que

cada controlador tiene en relación al desempeño en lazo cerrado. La simulación

consiste en: 1) aplicación de una excitación en el instante t = 0, y 2) aplicación

del controlador al tiempo que el sensor percibe la diferencia con respecto a la

señal de referencia (r = 0). La entrada consiste en una fuerza impulsiva de tal

forma todos los modos sean excitados. La dinámica del actuador, y la del sensor,

no será considerada.



Caṕıtulo 6

RESULTADOS

Este caṕıtulo presenta los resultados de los abordajes de diseño para desem-

peño nominal (H2), desempeño robusto/estabilidad robusta (H∞) y desempeño

nominal/ estabilidad robusta (H2/H∞) considerando el problema de atenuación

de vibraciones en una viga flexible simplemente apoyada.

6.1. Evaluación de los métodos de control

Para evaluar el desempeño nominal de los métodos de diseño de contro-

ladores, el desempeño es definido como Jz, norma H2 de la salida y, Ju, norma

H2 de la entrada de control. La estabilidad robusta se evalúa considerando J∞,

norma H∞ de la función restricción de enerǵıa U = K(I + PyuK)−1.

Para el desempeño nominal H2, los vectores de entradas exógenas y salidas

controladas son como mostrado en (5.6). La ponderación del control WU =
√
ρ es

usada para variar la autoridad de los controladores1 H2 al ir variando ρ. El orden

de los controladores H2 calculados fue igual a 6, que coincide con el orden del

modelo de diseño. Los controladores H2 se calcularon usando el MATLAB Robust

Control Toolbox. Para el diseño del control H∞, los vectores correspondientes a

1La autoridad del controlador está relacionada con el nivel de enerǵıa de control necesario
para alcanzar el desempeño deseado.
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las entradas exógenas y salidas controladas son como mostrados en (5.7). Un

conjunto de controladores H∞ de autoridad variable fue diseñado fijando WS = 1

y variando ρ. Con ρ y el nivel de incerteza aditiva fijo, z =
[

zad zu zy

]T

fue

escalonada para alcanzar una norma H∞ menor que 1. Escalonando las variables

de desempeño de esta manera, el controlador fue diseñado para maximizar el

desempeño mientras mantiene un nivel fijo de robustez a cada nivel de autoridad

de control. Los controladores H∞ resultantes fueron de orden igual a 12 (orden del

modelo de diseño + orden de la función de ponderación WU), estos controladores

se calcularon usando el MATLAB Robust Control Toolbox. Finalmente, usando

el algoritmo mostrado en el Apéndice E, un conjunto de controladores H2/H∞ de

orden 10 fue calculado. Los subproblemas H2, definido para desempeño nominal,

y H∞, que considera el modelo de incerteza, están definidos por los vectores

presentados en (5.18). Considerando un nivel fijo de incerteza para el subproblema

H∞, los controladores H2/H∞ de autoridad variable fueron calculados variando

ρu.

La Fig. 6.1 presenta las curvas de desempeño para cada método de diseño

del control. El diseño del control robusto está basado en el modelo de incerteza

aditiva debido a la dinámica no-modelada. Los costos de desempeño son calcula-

dos para el sistema en lazo cerrado. Los costos del diseño H2 son calculados para

el modelo de evaluación (modelo completo) y el modelo nominal, esto para ilus-

trar la limitación en el desempeño alcanzado debido al modelo del error. El costo

indica que, para controladores con diferentes niveles de autoridad, el desempeño

real prácticamente coincide con el desempeño del modelo nominal, siendo que la

curva obtenida con el modelo completo está ligeramente desplazada hacia arriba

en comparación a la curva obtenida con el modelo nominal. Para propósitos de

comparación también se realiza una evaluación del desempeño de los controlado-

res H∞. La Fig. 6.1 indica la pérdida de desempeño en que incurre el diseño H∞

a cambio de contar con un desempeño robusto. Existe una diferencia sustancial

en desempeño entre los controladores H2 y H∞, los controladores H∞ alcanzan
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Figura 6.1: Comparación de la norma H2 del desempeño

cierto nivel de desempeño a un mayor costo de control que el controlador H2.

Sin embargo, los controladores H2/H∞ recuperan parcialmente el desempeño del

diseño H2 dado un mismo nivel de control. El diseño H2/H∞ provee desempeño

comparable al diseño H2 mientras que supera la desventaja del diseño H∞, costo

de control alto.

La Fig. 6.2 muestra el desempeño nominal Jz de un conjunto de controlado-

res obtenidos variando el nivel de incerteza (margen de estabilidad) en el proceso

de diseño; aśı mismo, controladores que fueron obtenidos en base a la variación

de la función de ponderación
√
ρ y que resultan con cierto margen de estabilidad

(control H2). Definiendo el margen de estabilidad como la inversa de J∞, se puede

realizar el análisis a continuación. En general, se puede decir que a medida que el

nivel de robustez se incrementa, el desempeño se va sacrificando, como indicado

por el crecimiento en la curva de desempeño. El impacto del uso de la medida

H2 para cuantificar desempeño en el diseño mixto H2/H∞ es evidente, ya que,

para un mismo margen de estabilidad (considerado en el proceso de diseño), el

controlador H∞ presenta el desempeño deteriorado. Otra observación importante



148

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

J∞

Jz

H
2

H
∞

H
2
/H

∞

Figura 6.2: Compromiso desempeño-estabilidad usando control H2, control H∞

y control H2/H∞

viene a ser que los diseños de norma mixta, para un nivel dado de desempeño,

proveen estabilidad robusta para un conjunto más grande de plantas que el de

los controladores H∞. La Fig. 6.2 también indica que los controladores H2/H∞,

diseñados para copar mayores niveles de incerteza, alcanzan un desempeño com-

parable al de los controladores H2. Cabe resaltar que el margen de estabilidad

obtenido para los controladores H2 es el resultado del proceso de diseño, más no

un parámetro de diseño.

Usándose los métodos de diseño de control presentados en el Caṕıtulo 4,

se calcularon tres controladores de realimentación. Estos controladores serán eva-

luados en la siguiente sección según el desempeño y la estabilidad que presenten

los sistemas controlados.
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6.2. Evaluación del desempeño

Para propósitos de comparación, se considera la misma ponderación de

la señal de control en los diseños H2 y H∞. Esta ponderación, dada en función

de la magnitud de las incertezas residuales, -64.194 dB, fue definida en (5.15).

El controlador H∞ fue calculado luego de varias iteraciones para un factor de

atenuación c = 0,08. Finalmente, el controlador H2/H∞ se calculó consideran-

do un margen de estabilidad igual a 1.1(-64.194 dB), esto para asegurar que

‖WUK(I−PyuK)−1‖∞ sea menor que 1 (Condición de Estabilidad Robusta) aún

despúes de que el controlador sea implementado en el modelo de evaluación, WU

como definido en (5.15). Se recuerda que los controladores se calculan para el

modelo de diseño.

6.2.1. Evaluación de la salida controlada en el dominio de

la frecuencia

En el Cuadro 6.1 se muestran los valores de las frecuencias naturales de los

6 primeros modos de vibración de la viga flexible y los correspondientes factores

de amortiguamiento en lazo abierto y lazo cerrado. Una comparación anaĺıtica de

las respuestas obtenidas en lazo cerrado y lazo abierto revela que los sistemas de

control H2, H∞ y H2/H∞ reducen satisfactoriamente la respuesta de la planta.

Del Cuadro 6.1, para los tres controladores, se nota una atenuación significante

de los tres primeros modos de la estructura. Para la región de modos de alta fre-

cuencia (modos residuales) se podŕıa predecir que los controladores H∞ y H2/H∞

atenuarán disturbios mejor que el diseño H2, esto debido a que los primeros con-

troladores incorporan un modelo de incerteza en el diseño del sistema de control.

Sin embargo, observando los valores del Cuadro 6.1, lo único que se puede afirmar

es que los controladores H∞ y H2/H∞ proveen amortiguamiento al sexto modo.

El controlador H∞ excita el quinto modo mientras mantiene el amortiguamiento
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Cuadro 6.1: Factores de amortiguamiento de los modos estructurales
Modo ω ξ ξ ξ ξ

rad/s Lazo Abierto control H2 control H∞ control H2/H∞

1 15.783 0.01 0.197 0.385 0.788
2 63.131 0.01 0.613 0.420 0.339
3 142.044 0.01 0.070 0.032 0.242
4 252.522 0.01 a a a

5 394.566 0.01 0.008 0.009 0.006
6 568.175 0.01 0.008 0.01 0.024

a No discernible de los datos.

del modo 6. Por otro lado, el controlador H2 excita todos los modos residuales.

En el caso de controlador H2/H∞ se puede decir que, aparte de haber relajado

el margen de estabilidad para cumplir con las restricciones de estabilidad robus-

ta, este controlador resulta excitando el quinto modo. En el caso del controlador

H2 era predecible obtener excitación de los modos de alta frecuencia si se toma

en cuenta que en el diseño H2 únicamente el desempeño nominal es el objetivo

fundamental. La excitación del quinto modo por parte del controlador H2/H∞

puede ser aliviada calculando nuevos controladores variando el margen de esta-

bilidad. La variación de los factores de amortiguamiento del sistema controlado,

expresados en el Cuadro 6.1, se puede visualizar mejor presentando los resultados

de las simulaciones en el dominio de la frecuencia y del tiempo.

La Fig. 6.3 muestra la respuesta en la frecuencia de la salida controlada. Es

importante recordar que los factores de amortiguamiento están relacionados con

la amplitud de los picos, aśı, para mayores factores de amortiguamiento, menores

picos. Aparentemente el controlador H2/H∞ cumple mejor el objetivo de desem-

peño de atenuación de vibraciones pues el presenta el mayor amortiguamiento en

el primer y tercer modo. No hay que olvidar que la salida es una suma ponderada

de los modos (las coordenadas modales vienen a ser las ponderaciones), donde

los primeros modos, por su magnitud, son lo que más influyen en la respuesta

final. Los modos residuales también influyen en la respuesta final y el controlador

H2/H∞ excita el quinto modo. Por su parte, el diseño H2 atenúa bastante bien

el segundo modo y, sumado a la atenuación que brinda a los otros dos modos del



151

10
0

10
1

10
2

−120

−110

−100

−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

Frecuencia [Hz]

dB

sin control
H

2
H∞
H

2
/H∞

Figura 6.3: Salida controlada en el dominio de la frecuencia usando control H2,
control H∞ y control H2/H∞

modelo de evaluación, la respuesta final podŕıa ser la que mejor desempeño pre-

sente, menor amplitud de oscilación. El control H∞ también amortigua muy bien

los primeros modos, eso sin considerar que casi no excita los modos residuales.

Las Figs. 6.4, 6.5 y 6.6 presentan en mayor detalle la atenuación de los modos 3,

5 y 6, respectivamente. Con los gráficos de la respuesta en el tiempo se espera

apreciar mejor el desempeño de los sistemas controlados.

Para efectos prácticos, un hecho importante que resulta de que los tres

tipos de controladores hayan atenuado las vibraciones viene a ser que el usar

supresión activa reduce la magnitud de vibración en condiciones normales de

operación, reduciendo aśı la cantidad de esfuerzos en la estructura. Esto indica

que se necesitará menos material estructural cuando un control activo sea usado

y como resultado se puede disminuir el peso de la estructura. En el caso de la

industria aeroespacial una disminución en el peso de la estructura implica en

una menor cantidad de combustible necesaria para transportar la estructura al

espacio y por consiguiente un vuelo menos costoso.
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6.2.2. Evaluación de la señal de control en el dominio de

la frecuencia

La respuesta en frecuencia de la señal de control nos da una idea de la

robustez del sistema. Observando los picos presentados en los modos de alta

frecuencia de la salida controlada, se puede inferir la influencia de estos modos

en la señal de control. La señal de control puede resultar fácilmente excitada por

los modos de alta frecuencia generando aśı una señal ruidosa. Observando la Fig.

6.7 podemos ver que es el diseño de control H∞ el que menos excitaŕıa los modos

residuales en la señal de control, su contraparte viene a ser el controlador H2/H∞.

De las magnitudes de las respuestas en frecuencia obtenidas en la Fig. 6.7,

se puede ver que el sistema de control H∞ es el que requiere menos enerǵıa a pesar

de presentar un buen desempeño. El mı́nimo requerimiento de enerǵıa del control

H∞ no resulta inesperado ya que en la matriz de funciones de transferencia en

lazo cerrado se tomaron en cuenta elementos que nada teńıan que ver con la es-

tabilidad robusta y el desempeño robusto, como resultado, el sistema controlado

con diseño H∞ resultó conservativo. Además, no se debe olvidar que este tipo de

control incorpora en su formulación un modelo de la incerteza, o sea, este contro-

lador podŕıa controlar no sólo una viga sino una familia de vigas definidas por la

medida del modelo de incerteza. El sistema de control H2/H∞ presenta mayores

requerimientos de enerǵıa. En su búsqueda por presentar el mejor desempeño po-

sible, el diseño H2/H∞ calcula controladores con margen de estabilidad cercano

a 1, esto significa que definido un margen de estabilidad, el diseño H2/H∞ busca

el mejor desempeño para ese margen. Ya en el caso del control H∞ no ocurre aśı,

pues esta técnica de diseño de controladores intenta calcular controladores con

margen de estabilidad mayor que 1, en ese sentido, comienza barriendo todos los

valores de la inversa del margen de estabilidad hasta encontrar el menor valor

posible (menor que 1).
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6.2.3. Evaluación de la salida controlada y la señal de con-

trol en el dominio del tiempo

Las Figs. 6.8, 6.9 y 6.10 muestran la respuesta en el tiempo de la salida

controlada y de la señal de control en lazo abierto, aśı como también con los

controladores implementados. Los tres tipos de controladores muestran una me-

jora dramática con respecto al sistema sin control. El sistema controlado H2/H∞

presenta una respuesta más rápida (de la Fig. 6.3, es este control el que atenúa

más el primer y tercer modo), mientras que el controlador H∞ parece requerir

menos enerǵıa. La rapidez de la respuesta con el controlador H2/H∞ se da a

cambio de una mayor señal de control. Para el sistema controlado H∞ el menor

requerimiento de enerǵıa está relacionado con el bajo desempeño presentado por

el sistema controlado H∞, sistema controlado lento, esto cuando comparado con

los otros dos sistemas controlados. Los tres sistemas controlados presentan picos
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de la respuesta controlada similares. Es importante recordar que el diseño H2,

obtenido para realizar el análisis en esta y la próxima sección, consideró la misma

ponderación de la señal de control que la del control H∞. Al fijar este parámetro

de cierta forma se limitó el desempeño del control H2, otros resultados en la res-

puesta controlada y señal de control hubiesen podido resultar si se hubiese dejado

que la ponderación del control variase libremente.
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6.3. Evaluación de la estabilidad

Los márgenes de estabilidad del sistema, que caracterizan la estabilidad

robusta en lazo cerrado, son determinados considerando incertezas aditivas. Los

márgenes de estabilidad con respecto a la incertezas aditivas pueden ser determi-

nados mediante un ploteo de σA = σmax{[K(I + PyuK)−1](ω)}−1.

6.3.1. Evaluación de la estabilidad robusta

La Fig. 6.11 muestra los márgenes de estabilidad para la planta consideran-

do los tres tipos de control. Pequeños valores de σA indican pequeños márgenes

de estabilidad para incertezas aditivas. El sistema controlado H2/H∞ parece ser

el más sensitivo a incertezas aditivas en la planta como visto en la linea cont́ınua

de la Fig. 6.11. El sistema controlado H∞ resultó robusto a posibles incertezas

aditivas. Los valores mı́nimos de σA para los tres tipos de control son los siguien-

tes: mı́n(σA,H∞) = 0,0131 en la frecuencia 6.1 Hz, mı́n(σA,H2) = 0,0176 en la

frecuencia 5.8 Hz y mı́n(σA,H2/H∞) = 0,0052 en la frecuencia 19.3 Hz. Entre

todos, se aprecia que el controlador H2 presenta mejor robustez en estabilidad;

cabe destacar que este resultado es un caso especial puesto que el margen de

estabilidad en el diseño H2 es un variable de salida y no de entrada como en

los otros dos tipos de diseño del control. Una observación importante es que los

valores mı́nimo/máximo del margen de estabilidad fueron encontrados en la zo-

na de baja frecuencias. Para evaluación de estabilidad robusta nos tenemos que

fijar en la zona de frecuencias de los modos residuales. Observando la banda de

frecuencias de los modos residuales vemos que el controlador más sensitivo es el

H2/H∞ y el controlador más robusto es el H∞. La obtención de margen de esta-

bilidad mayor, para el control H∞, suena coherente puesto que este controlador

fue calculado para un margen de estabilidad de referencia, que no era exigido, y

donde no se importaba mucho con el desempeño obtenido. El margen de estabi-

lidad del sistema controlado H2/H∞ podŕıa ser mejorado incorporando un filtro
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en las frecuencia 19.3 Hz o incrementado directamente el margen de estabilidad

en la definición del problema de control mixto.

6.4. Evaluación del desempeño/estabilidad

Las Figs. 6.12, 6.13 y 6.14 presentan la evaluación del desempeño y la

estabilidad para cada tipo de controlador, respectivamente. La estabilidad robusta

está definida por WUK(I − PyuK)−1 y el desempeño por (I − PyuK)−1Pywd .

De la Fig. 6.12 se puede ver que las restricciones de robustez aditiva para

el sistema controlado H2 son satisfechas aunque se perciben pequeños picos en

las frecuencias de los modos residuales. Los valores de estabilidad robusta son

los que resultan luego de diseñar el controlador H2. En el caso de la curva de

desempeño se puede decir que representa la buena atenuación de disturbios que

tendŕıa el controlador H2. Unos pequeños picos en las frecuencias de los modos

residuales recuerda que el control H2 no amortigua esos modos.
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El diseño de control H∞, por definición, realiza un escalamiento de las

matrices del sistema en lazo cerrado de forma que la ganancia principal satisfa-

ga la restricción en la frecuencia tanto para estabilidad como para desempeño,

‖Nzw‖∞ < 1. En la Fig. 6.13 se puede ver que las condiciones de robustez aditi-

va y de restricción de desempeño son completamente satisfechas. De la curva de

desempeño se puede ver el bajo amortiguamiento del tercer y quinto modo (picos

de resonancia en las respectivas frecuencias). De la curva de estabilidad se puede

ver cuan robusto es el sistema pues el margen de estabilidad está relacionado con

la inversa de la función que representa estabilidad.

La Fig. 6.14 muestra que las restricciones de robustez aditiva para el siste-

ma controlado H2/H∞ no son satisfechas; en el quinto modo se sobrepasa el limite

de estabilidad robusta, luego este modo podŕıa inestabilizar al sistema controlado.

Los valores grandes de estabilidad robusta se presentan porque en la búsqueda del

mejor desempeño del sistema controlado, el margen de estabilidad se ve forzado

al valor especificado, no más que eso, a diferencia del control H∞. En el caso

de la curva de desempeño se puede decir que representa la buena atenuación de

disturbios que el controlador H2/H∞ tendŕıa. El pico grande en el segundo modo

nos dice que este modo no fue tan amortiguado como los otros.

6.5. Evaluación del controlador

La Fig. 6.15 muestra la respuesta en frecuencia de los controladores calcu-

lados. Principalmente, se puede notar la magnitud de los factores de amplifica-

ción/reducción de las señales medidas por efecto del controlador. El controlador

H2/H∞ es que el que más amplifica la señal medida y en consecuencia es el que

genera mayores señales de control. Esto puede ser corroborado con los valores de

la señal de control de la Fig. 6.10. Es el controlador H∞ el que menos amplifica

la señal medida, ver Fig. 6.9.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo fueron diseñados sistemas de control de vibraciones

basados en las teoŕıas de control H2, H∞ y H2/H∞. Los controladores obtenidos

fueron implementados en una viga flexible v́ıa simulación computacional y se

compararon tanto el desempeño como la estabilidad de los sistemas controlados

correspondientes. Las medidas de la deflexión de la viga flexible considerada, que

fácilmente podŕıa formar parte de una estructura aeroespacial, alimentaron al

controlador que comandaba al actuador; y, como resultado de esta dotación de

enerǵıa al sistema, la vibración de la viga era atenuada. Los dos objetivos de

diseño fueron amortiguar los modos de baja frecuencia considerando ĺımites en

la actuación del sistema e incrementar la atenuación de disturbios en la zona

de modos residuales. Para propósitos de comparación, un sistema de control H2

basado en ponderaciones del LQG fue diseñado e implementado. El controlador

H2/H∞ fue diseñado para mantener un margen de estabilidad establecido sin

deteriorar el desempeño alcanzado, el margen de estabilidad fue calculado en

base a las incertezas residuales. Otro sistema de control usado en la comparación

fue el basado en la norma H∞, donde las especificaciones de diseñ están dadas en

base a funciones de ponderación.

Como resultado del trabajo realizado se puede llegar a las siguientes con-

clusiones y propuesta de trabajo futuro.
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6.1. Conclusiones

1. De forma general, existe una relación directa entre la salida (señal controla-

da) y la señal de actuación de un sistema de control. Para los tres controla-

dores analizados se observa que, a mayor enerǵıa de actuación inyectada al

sistema, menor enerǵıa obtenida a la salida del mismo. La misma tendencia

se presenta usando normas combinadas, a mayor amplificación máxima de

la señal de control, menor enerǵıa obtenida para la señal controlada.

2. La mixtura del control H2 y el control H∞ se hace evidente en el control

mixto al relacionarlo con los niveles de incerteza. Aśı, a medida que los

niveles de incerteza se incrementan, el comportamiento del control mixto

se acerca por defecto al del control robusto H∞ y, para cuando los niveles

de incerteza disminuyen, el comportamiento se aproxima por exceso al del

control óptimo H2.

3. Aún percibiendose la tendencia descrita en 1, individualmente los controla-

dores presentan caracteŕısticas muy particulares:

a) En el control H2, el disminuir el parámetro ρ de la función de costo

hace que se pondere menos el esfuerzo de control, en consecuencia se

está permitiendo que aumente su valor. Mientras se disminuye la pon-

deración del control se enfatiza más en la minimización del desempeño,

luego los resultados obtenidos en términos de desempeño son mejores.

b) El controlador H2 presentó el mayor margen de estabilidad en la faja

de frecuencias del modelo nominal; sin embargo, es el control H∞ el que

presenta estabilidad robusta ante la presencia de incertezas residuales.

c) El controlador H∞ satisface de forma estricta las restricciones de es-

tabilidad robusta y desempeño robusto tal que los modos truncados

se ven prácticamente inafectados por el controlador; de ah́ı que este

controlador presente los mayores valores de los factores de amortigua-

miento en lazo cerrado.
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d) El controlador H∞ presentó el desempeño más pobre de los tres con-

troladores. Esto podŕıa deberse a una combinación de requerimientos

exigentes de estabilidad robusta (indirectamente nivel de actuación) y

desempeño robusto (funciones de transferencia inesperadas que com-

ponen la matriz del sistema en lazo cerrado Nzw).

e) El controlador H2/H∞ viola la condición de robustez aditiva, sin em-

bargo, esto no se traduce en la respuesta controlada. La razón de esta

aparente contradicción estaŕıa en la caracteŕıstica de suficiencia del

teorema de estabilidad robusta, que podŕıa dar lugar a resultados con-

servativos.

f ) El controlador H2/H∞ es el que ofrece el mejor desempeño del sistema

controlado. Este desempeño se obtiene gracias a una mayor inyección

de enerǵıa de actuación al sistema. Cabe resaltar que el margen de

estabilidad requerido para el control H2/H∞ resultó menor que el ob-

tenido con control H2 y control H∞.

4. Alcanzar alto desempeño del sistema controlado aún ante la presencia de

incertezas requiere una metodoloǵıa de diseño de controladores que maxi-

mice el desempeño mientras garantice estabilidad robusta para un modelo

de error dado.

5. El mayor inconveniente del procedimiento de diseño de norma mixta es el

esfuerzo computacional asociado con el algoritmo de cálculo. Esto en com-

paración con los algoritmos implementados en el MATLAB Robust Control

Toolbox para el caso del control H2 y el control H∞.

Debe ser enfatizado que este trabajo no pretende decir que los métodos escogidos

sean los mejores métodos de diseño de controladores o los más adecuados. Con

el propósito de compararlos, se han considerado dos métodos por demás enten-

didos y adecuados, H2 y H∞, con un tercero, H2/H∞, que está demostrando su

potencialidad.
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6.2. Trabajo futuro

Con base en la experiencia obtenida en este trabajo, se propone imple-

mentar los controladores obtenidos para aśı verificar que resuelven el problema

de vibraciones en una viga flexible simplemente apoyada. La planta, viga flexi-

ble simplemente apoyada, no es un sistema dif́ıcil de obtener. El equipamiento

base con el que se debeŕıa contar para realizar la experiencia en laboratorio es

detallado a continuación:

1. Actuadores: neumáticos, hidraúlicos, piezoeléctricos.

2. Sensores: acelerómetros, galgas extensiométricas.

3. Transductores e acondicionadores de señales (amplificadores, filtros y con-

versores).

4. Sistema dinámico de adquisición de datos: osciloscopios.

5. Analizadores: analizador de espectro para vibraciones y analizadores de

espectro en la frecuencia (Fourier).

6. Fuentes de excitación: generadores de señales (sinusoidales, randómicas, en-

tre otras), martillos de impacto, sacudidores dinámicos.

7. Una computadora2 que cuente con tarjetas de interface para adquisición de

datos y control.

2La lista del equipamiento base asume que la computadora usa una interface
MATLAB/Simulink/Real-Time Workshop y, de ser el caso, es ayudada por herramientas de
software adicionales que permiten la interface con la planta. Cabe destacar que al usar la in-
terface Simulink/Real-Time Workshop se prescinde de la tarjeta de procesamiento de señales
digitales. Una justificación de esta exclusión está fundamentada en la búsqueda de soluciones
baratas, que sean de fácil interface con la planta y no requieran de cambios del tipo hard-
ware [36]. Adicionalmente, el uso de la interface Simulink/Real-Time Workshop es sustentada
en art́ıculos de investigación que manifiestan que en el futuro los laboratorios de control de
pregrado estarán basados en MATLAB/Simulink [36].
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Apéndice A

BASE MATEMÁTICA

A.1. Conceptos básicos en análisis funcional

Definición A.1.1 (Espacio vectorial complejo) Un conjunto no vacio

ψ es llamado espacio vectorial sobre el campo escalar C o simplemente espacio

vectorial complejo si existe una operación llamada adición (+) en ψ tal que para

cada par de elementos (f , g)∈ ψ, la adición de los dos, f + g, es nuevamente un

elemento de ψ; cada escalar α ∈ C y cada f ∈ C pueden ser combinados para dar

(αf) ∈ C; y para cada f , g y h ∈ C y cualquier escalar α, β ∈ C se cumplen los

siguientes axiomas:

(i) f + g = g + f ,

(ii) f + (g + h) = (f + g) + h,

(iii) existe un único elemento 0, llamado cero, en ψ tal que f + 0 = f ,

∀f ∈ C,

(iv) para cada f ∈ C, existe un único elemento (−f) en ψ tal que f +

(−f) = 0,

(v) α(f + g) = αf + αg,

(vi) (α+ β)f = αf + βf ,

(vii) (αβ)f = α(βf),

(viii) 1.f = f .
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Los elementos de un espacio vectorial (complejo) son llamados vectores.

Definición A.1.2 (Subespacio) Un subespacio (lineal) U de un espacio

vectorial ψ es un subconjunto no vacio de ψ, tal que el mismo es un espacio

vectorial con la operación (+) inherente de ψ.

Definición A.1.3 (Dependencia lineal) Sea ψ un espacio vectorial. El

conjunto finito F = {fj : j = 1, ...n} de vectores en ψ es llamado linealmente

dependiente si existen escalares α1, ..., αn no todos cero tal que
∑
αjfj = 0; de

otra forma el subconjunto F de ψ es llamado linealmente independente.

Definición A.1.4 (Span) Sea F un subconjunto no vacio de un espacio

vectorial ψ. El conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de F es

llamado span (lineal) de F , denotado por span(F ).

Definición A.1.5 (Norma y espacio vectorial normado) Sea ψ un

espacio vectorial, y suponga que exista un mapeamiento ‖.‖ψ de ψ para [0,∞]

con las siguientes propiedades:

(i) ‖f‖ψ = 0 si y solo si f = 0,

(ii) ‖αf‖ψ = |α|‖f‖ψ para cada scalar α ∈ C,

(iii) ‖f + g‖ψ ≤ ‖f‖ψ + ‖g‖ψ para todo f , g ∈ ψ (desigualdad triangular).

El mapeamiento ‖.‖ψ es llamado norma en ψ, y el espacio vectorial ψ

equipado com ‖.‖ψ es llamado espacio vectorial normado o simplemente espacio

normado.

Definición A.1.6 (Convergencia) Sea (fi)i=1,2,... una secuencia en un

espacio vectorial normado ψ. Se dice que la secuencia converge (en ψ) si existe

un vetor f ∈ ψ tal que:

ĺım
n→∞

‖fi − f‖ψ = 0,

Entonces se escribe fi → f , y se llama f el limite de fi.
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Definición A.1.7 (Bolas abiertas y cerradas) Dado un vector f en un

espacio normado ψ y un número r con 0 < r < ∞. Los conjuntos B(f, r) = {g :

‖f − g‖ψ < r} y Bcl(f, r) = {g : ‖f − g‖ψ ≤ r} son llamados, respectivamente,

bolas abiertas y bolas cerradas con centro f y radio r.

Definición A.1.8 (Encerramiento) El encerramiento, cl(F ), de un sub-

conjunto F de un espacio normado ψ es la colección de limites de secuencias en

F que convergen en ψ.

Definición A.1.9 (Conjunto cerrado) Un subconjunto F de un espacio

normado ψ es cerrado si es idéntico a su encerramiento.

Definición A.1.10 (Conjunto abierto) Un subconjunto F de un es-

pacio normado ψ es abierto si mantiene cualquiera de las siguientes condiciones

equivalentes:

(i) su complemento es cerrado,

(ii) para cada f ∈ F existe una bola abierta B(f, r) que está contenida en

F .

Definición A.1.11 (Topoloǵıa) Colección de todos los subconjuntos

abiertos del espacio vectorial ψ que obedece las siguientes propiedades:

(i) ∅ ∈ Υ, ψ ∈ Υ.

(ii) la unión de todos los elementos de Υ es un elemento de Υ.

(ii) la intersección de un número finito de elementos de Υ es un elemento

de Υ.

Definición A.1.12 (Espacio topológico) El espacio topológico (ψ, Υ)

es el conjunto ψ y la colección Υ de subconjuntos de ψ tal que Υ satisface los

axiomas de la Definición A.1.11.

Definición A.1.13 (Secuencia de Cauchy) Sea ψ un espacio vectorial

normado. La secuencia (fi)i=Z+
en ψ se dice que es Cauchy si para cada ǫ > 0
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existe un n(ǫ) tal que ‖fi − fj‖ψ < ǫ para todo i, j > n(ǫ).

Definición A.1.14 (Espacio de Banach) Un espacio normado ψ es

llamado espacio de Banach si cada secuencia de Cauchy en ψ es convergente.

Definición A.1.15 (Convergencia fuerte) Sea (fi)i=1,2,... una secuencia

en un espacio vectorial normado ψ. La secuencia se dice que converge fuertemente

(converge en la norma) en ψ, si existe un vector f ∈ ψ tal que

ĺım
n→∞

‖fi − f‖ψ = 0

Entonces se escribe fi → f , y se lee f es limite fuerte de fi o se puede decir que

fi converge fuertemente para f .

Definición A.1.16 (Convergencia débil) Sea (ui)i=1,2,... una secuencia

en un espacio vectorial normado ψ. La secuencia se dice que converge débilmente

(en ψ) si existe un vector u ∈ ψ tal que para cada y ∈ ψ,

ĺım
n→∞

y(ui) = y(u)

Entonces se escribe ui → u. El elemento u se llama ĺımite débil de ui o se puede

decir que ui converge débilmente para u.

Definición A.1.17 (Subconjunto denso) Suponiendo F1 ⊆ F2 ⊆ ψ,

donde ψ es un espacio normado. El conjunto F1 se dice que es denso en F2 si

cl(F1) = F2.

Definición A.1.18 (Espacio separable) Un espacio de Banach es sepa-

rable si contiene un subconjunto denso contable.

Definición A.1.19 (Producto interno) Sea ψ un espacio vectorial. Un

produto interno en ψ es una función compleja 〈., .〉ψ en ψ × ψ tal que para todo

f , g y h ∈ ψ y α ∈ C se mantienen las siguientes condiciones:
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(i) 〈f, f〉ψ ≥ 0, e 〈f, f〉ψ = 0 si y solo si f = 0,

(ii) 〈f, (g + h)〉ψ = 〈f, g〉ψ + 〈f, h〉ψ,

(iii) 〈f, g〉ψ = 〈g, f〉ψ.

(iv) 〈αf, g〉ψ = ᾱ〈f, g〉ψ.

Definición A.1.20 (Espacio de Hilbert) Sea ψ un espacio vectorial con

producto interno 〈., .〉ψ. Si ψ es un espacio de Banach com respecto a la norma

‖.‖ψ =
√

〈., .〉ψ, entonces ψ es llamado espacio de Hilbert.

Definición A.1.21 (Ortogonal) Sea ψ un espacio de Hilbert con produc-

to interno 〈., .〉ψ. Dos vectores f , g ∈ ψ son ortogonales si 〈f, g〉ψ = 0, se escribe

f ⊥ g. Dado un subespacio U de ψ, el conjunto de vectores en ψ ortogonal a cada

vector en U es conocido como complemento ortogonal de U , denotado por U⊥.

La unión de dos subespacios U y Y de ψ donde cada vector en U es ortogonal

a cada vector en Y es llamada suma directa ortogonal de U y Y , denotada por

U ⊕ Y .

Teorema A.1.22 (Teorema de la proyección) Sea U un subespacio

cerrado del espacio de Hilbert. Entonces U⊥ es también un subespacio cerrado,

y ψ = U ⊕ U⊥. Para cada f ∈ ψ, la descomposición f = g + h, donde g ∈ U y

h ∈ U⊥, es única, y g es el elemento en U más cerca de f , por ejemplo:

g = arg mı́n
ϕ∈U

‖f − ϕ‖ψ.

Definición A.1.23 (Norma-p) DadoD ⊆ Rn, sea F el conjunto de todas

las funciones complejas en D. Para p ∈ Z+, sea ‖.‖p el mapeamiento de F para

[0,∞] que está definido a través de (f ∈ F ):

‖f‖p = (

∫

D

|f(x)|pdx) 1

p si 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ess sup
x∈D

|f(x)| si p = ∞,
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‖.‖p es una norma, la llamada norma-p.

Definición A.1.24 (Espacios-Lp) Dado D ⊆ Rn, el espacio Lp(D) es el

espacio normado, la norma es la norma-p de todas las funciones complejas en D

cuya norma-p es finita.

Teorema A.1.25 (Propiedades de los espacios-Lp) Para todo p ∈ Z+,

Lp es un espacio de Banach. Lp es separable si 1 ≤ p < ∞. L2(D) es un espacio

de Hilbert equipado con el producto interno 〈f, g〉 =
∫

D
f̄(x)g(x)dx.

A.2. Teoŕıa de operadores

A.2.1. Conceptos fundamentales

Definición A.2.1 (Operador, dominio, imagen) Sean U y Y espacios

vectoriales. Sea T el mapeamiento definido en algún subconjunto dom(T ) ⊆ U ,

y suponiendo que T aplica cada f ∈ dom(T ) a un único elemento Tf en Y .

El conjunto dom(T ) es llamado dominio de T , el conjunto Im(T ) = {Tf : f ∈
dom(T )} es llamado imagen de T . T es llamado operador de U para Y , denotado

por T : dom(T ) ⊆ U → Y .

Definición A.2.2 (Espacio nulo) Sean U y Y espacios vectoriales, y sea

T el mapeamiento de U para Y . El conjunto null(T ) = {u ∈ U : Tu = 0} es

llamado espacio nulo de T, o “kernel” de T , o núcleo de T .

Definición A.2.3 (Operadores inyectivos, sobreyectivos y biyecti-

vos) Supongase que T es un operador de U para Y . Se dice que T es inyectivo si

para cada y ∈ im(T ) existe un u ∈ dom(T ) tal que y = Tu. T es llamado sobre-

yectivo si im(T ) = Y , y T es llamado biyectivo si es inyectivo y sobreyectivo.

Definición A.2.4 (Operador linear) Sean U y Y espacios vectoriales.

Un operador L de U para Y com dominio dom(L) es llamado linear si dom(L)
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es un subespacio lineal de U y L(αu1 + βu2) para todo α, β ∈ C y todo u1, u2 ∈
dom(L).

Definición A.2.5 (Inverso) Supongase que L es un operador lineal de U

para Y . Se dice que L tiene inverso, o el inverso de L existe, si L es biyectivo. El

inverso, denotado por L−1, es el operador con dominio Im(L) e imagen dom(L)

definido por u = L−1y cuando y = Lu.

Definición A.2.6 (Funcional) Un funcional lineal es un operador lineal

con dominio en el espacio vectorial ψ e imagen en el campo escalar K de ψ,

entonces, f : dom(f)→ K, donde K = R si ψ es real y K = C si ψ es complejo.

A.2.2. Operadores limitados

Definición A.2.7 (Operador limitado) Un operador lineal L de U para

Y , ambos espacios normados, se dice que es limitado en el dom(L) si existe un

número positivo finito k tal que |‖Lu‖ψ ≤ k‖u‖ψ para todo u ∈ dom(L).

Definición A.2.8 (Norma inducida) Se considera un operador lineal

limitado L de U para Y , donde U y Y son espacios normados. Las normas en U

e Y “inducen” una norma para el operador L en el siguiente sentido:

‖L‖ind = sup
{u∈dom(L):‖u‖ψ=1}

‖Lu‖ψ,

la cual se llama norma inducida de L.

Definición A.2.9 (Isometŕıa) Sean U , Y espacios normados. Supóngase

que T : U → Y es un operador (no necesariamente lineal) tal que ‖Tu‖ψ = ‖u‖ψ
para todo u ∈ U . Entonces T se dice que es una isometŕıa. Si existe una isometŕıa

biyectiva de U para Y , el espacio U se dice que es isométrico con el espacio Y ,

luego los espacios U y Y son llamados espacios isométricos.
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Definición A.2.10 (Isomorfismo) Suponiendo que U y Y sean espacios

normados. Un operador lineal L : U → Y es llamado isomorfismo si es biyectivo.

Si tal L existe, entonces U y Y son llamados espacios isomórficos.

Definición A.2.11 (Isomorfismo isométrico) Sean U , Y espacios nor-

mados. Un operador lineal L : U → Y que es una isometŕıa y un isomorfismo

es llamado isomorfismo isométrico, y U y Y son llamados espacios isomórficos

isométricamente.

Teorema A.2.12 (Completamiento) Para un espacio normado ψ =

(ψ, ‖.‖ψ) existe un espacio normado completo ψ̂ = (ψ̂, ‖.‖ψ̂) que tiene un subes-

pacio W que es isométrico con ψ y es denso en ψ̂. Este espacio es único excepto

por isometŕıas, esto es, si ψ̃ es cualquier espacio normado completo que tiene un

subespacio denso W̃ isométrico con ψ, entonces ψ̃ y ψ̂ son isométricos.

A.2.3. Análisis complejo y operadores

Definición A.2.13 (Ĺımite) Sea ψ un espacio normado. Supóngase vo ∈
ψ y considere el mapeamiento v : C → ψ. La relación ĺıms→so v(s) = vo es definida

por ‖v(s) − vo‖ψ → 0 cuando s→ so.

Definición A.2.14 (Funciones anaĺıticas, diferenciables y cont́ınuas)

Sea ψ un espacio normado y considerando el mapeamiento v : C → ψ. v(s) es

llamada cont́ınua en s = so ∈ C si ĺıms→so v(s) = vo. Si F es un subconjunto de

C, entonces v(s) es llamada cont́ınua en F si es cont́ınua en cada punto de F . La

derivada de v(s) en s = so es dada por:

v
′

(so) =
dv(s)

ds
= ĺım

h→0
h−1(v(so + h) − v(so)), h ∈ C,

para cuando el limite exista. Cuando la derivada existe, entonces v es llamada

diferenciable en so. Sea D un subconjunto abierto de C. Cuando v es definida y
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diferenciable en todo D, entonces es llamada anaĺıtica en D.

Definición A.2.15 (Espacio de Lebesgue-2, espacio de Hardy-2)

Sea ψ un espacio de Hilbert. Por espacio de Lebesgue-2 L2
ψ(jR) se refiere al

espacio de Banach de funciones v de variable compleja que están limitadas en la

norma:

‖v‖L2 = (
1

2π

∫ ∞

−∞

‖v(jω)‖2
ψdω)

1

2 .

Por espacio de Hardy-2 H2
ψ(C+) se refiere al espacio de Banach de funciones v de

una variable compleja que son anaĺıticas en C+ y limitadas en la norma:

‖v‖H2 = (sup
σ>0

1

2π

∫ ∞

−∞

‖v(σ + jω)‖2
ψdω)

1

2 .

Definición A.2.16 (Espacio de Lebesgue-∞, espacio de Hardy-∞)

Sea ψ un espacio de Hilbert. Por espacio de Lebesgue-∞ L∞
ψ (jR) se refiere al

espacio de Banach de funciones T de una variable compleja que están limitadas

en la norma:

‖T‖L∞ = ess sup
ω∈R

{‖T (jω)‖ψ}.

Por espacio de Hardy-∞ H∞
ψ (C+) se refiere al espacio de Banach de funciones T

de una variable compleja que son anaĺıticas en C+ y limitadas en la norma:

‖T‖H∞ = ess sup
s∈C+

{‖T (jω)‖ψ}.

Observación A.2.17 (Norma-2 y norma-∞) Sea ψ un espacio de Hil-

bert, y suponiendo v ∈ H2
ψ(C+). Entonces ‖v‖L2 = ‖v‖H2 . Asi, para identificar

normas ‖.‖L2 y ‖.‖H2 de otras, simplemente se escribirá ‖.‖2 y se llamará norma-

2. Similarmente si T ∈ H∞
ψ (C+), entonces ‖T‖H∞ = ess supω∈R ‖T (jω)‖ψ. De

ah́ı que para diferenciar las normas ‖.‖L∞ y ‖.‖H∞ de otras se escribe ‖.‖∞ y se

llama norma-∞.



Apéndice B

SISTEMAS DINÁMICOS LINEALES

En este caṕıtulo del Apéndice serán revisados algunos conceptos básicos

de sistemas. En ese sentido, se hace una descripción de los sistemas dinámicos

y sus representaciones, posteriormente se definen controlabilidad, observabilidad,

estabilizabilidad, detectabilidad y observadores de estado.

B.1. Descripción de sistemas dinámicos lineales

Sea descrito un sistema dinámico lineal finito dimensional invariante en el

tiempo por las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constan-

tes:

ẋ = Ax+Bu, x(to) = xo, (B.1)

y = Cx+Du. (B.2)

donde x(t) ∈ Rn es el vector de estados del sistema, x(to) es la condición inicial

del sistema, u(t) ∈ Rnu es el vector de entradas del sistema, y y(t) ∈ Rny es el

vector de salidas del sistema. A, B, C, y D son matrices reales de coeficientes

constantes apropiadamente dimensionadas. Un sistema dinámico con una entrada

(nu = 1) y una salida (ny = 1) es llamado sistema SISO, en caso de presentar

más de una entrada o salida es llamado sistema MIMO.
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La correspondiente matriz de funciones de transferencia de u a y es definida

como:

Y (s) = G(s)U(s),

donde U(s) y Y (s) son la transformada de Laplace de u(t) y y(t) con condiciones

iniciales igual a cero (x(0) = 0). Como resultado se tiene:

G(s) = C(sI − A)−1B +D

B.2. Controlabilidad y observabilidad

B.2.1. Controlabilidad

El sistema dinámico descrito por (B.1) o el par (A,B) es controlable si,

para un estado inicial x(0) = xo, t1 > 0 y estado final x1, existe una función

cont́ınua u(t) tal que la solución de (B.1) satisfaga x(t1) = x1. De otra forma el

sistema o el par (A,B) es no controlable.

Teorema

Lo siguiente es equivalente:

(i) (A,B) es controlable.

(ii) La matriz:

Wc(t) =

∫ t

0

exp(Aτ)BB∗ exp(A∗τ)dτ,

es definida positiva para cualquier t > 0.
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(iii) La matriz de controlabilidad:

C =
[

B AB A2B ... An−1B
]

,

tiene rango de fila completo o, en otras palabras, 〈A|ImB〉 =
∑n

i=1 Im(Ai−1B) =

Rn.

(iv) La matriz
[

A− λI,B
]

tiene rango de fila completo para todo λ ∈ C.

(v) Sean λ y x un autovalor y el correspondiente autovector a la izquierda

de A; x∗A = x∗λ, entonces x∗B 6= 0.

(vi) Los autovalores de A + BF pueden ser libremente asignados (con

la restricción de que autovalores complejos se presentan en pares conjugados)

mediante una elección apropiada de F . �

Demostración Ver Zhou et al, [49].

B.2.2. Estabilizabilidad

El sistema dinámico (B.1) o el par (A,B) es estabilizable si existe una

realimentación de estado u = Fx tal que el sistema es estable, esto es A+BF es

estable.

Teorema

Lo siguiente es equivalente:

(i) (A,B) es estabilizable.

(ii) La matriz
[

A− λI,B
]

tiene rango de fila completo para todo Re(λ) ≥
0.

(iii) Para todo λ y x tal que x∗A = x∗λ y Re(λ) ≥ 0, x∗B 6= 0.

(iv) Existe una matriz F tal que A+BF es Hurwitz1. �

1Un sistema dinámico sin fuerza externa actuando sobre él, ẋ = Ax, es estable si todos los
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Demostración Ver Zhou et al, [49]

B.2.3. Observabilidad

El sistema dinámico descrito en por (B.1) y (B.2) o el par (C,A) es obser-

vable si, para algún t1 > 0, el estado inicial x(0) = xo puede ser determinado de

la información de la entrada u(t) y la salida y(t) en el intervalo [0, t1]. De otra

forma, el sistema o el par (C,A), es inobservable.

Teorema

Lo siguiente es equivalente:

(i) (C,A) es observable.

(ii) La matriz:

Wo(t) =

∫ t

0

exp(A∗τ)C∗C exp(Aτ)dτ,

es definida positiva para cualquier t > 0.

(iii) La matriz de observabilidad:

O =














C

CA

CA2

...

CAn−1














,

tiene rango de columna completo o
⋂n

i=1 Ker(CAi−1) = 0.

(iv) La matriz




A− λI

C



 tiene rango de columna completo para todo

autovalores de A estan en semiplano complejo izquierdo, Re(λ(A)) < 0. Una matriz A con tal
propiedad es estable o Hurwitz.
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λ ∈ C.

(v) Sean λ y y un autovalor y el correspondiente autovector a la derecha

de A; Ay = λy, entonces Cy 6= 0.

(vi) Los autovalores de A + LC pueden ser libremente asignados (con la

restricción de que autovalores complejos se presentan en pares conjugados) me-

diante una elección apropiada de L.

(vii) (A∗, C∗) es controlable. �

Demostración Ver Zhou et al, [49].

B.2.4. Detectabilidad

El sistema dinámico (B.1) o el par (C,A) es detectable si A+LC es estable

para algún L.

Teorema

Lo siguiente es equivalente:

(i) (C,A) es detectable.

(ii) La matriz




A− λI

C



 tiene rango de columna completo para todo

Re(λ) ≥ 0.

(iii) Para todo λ y x tal que Ax = λx y Re(λ) ≥ 0, Cx 6= 0.

(iv) Existe una matriz A+ LC es Hurwitz.

(v) (A∗, C∗) es estabilizable. �

Demostración Ver Zhou et al, [49]
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B.3. Observadores de estado

Considerese la planta modelada por las (B.1) y (B.2). Un observador es

un sistema dinámico con entradas (u, y) y salida x̂, que asintóticamente estima

el estado x, ver Fig. B.1. Más exactamente un observador es un sistema tal que:

q̇ = Mq +Nu+Hy,

x̂ = Qq +Ru+ Sy,

tal que x̂(t) − x(t) → 0 as t → ∞ para todo estado inicial x(0), q(0) y para

toda entrada u(t). El teorema a continuación muestra la condición necesaria y

suficiente para que el observador exista.

Teorema

Un observador existe si y sólo si (C,A) es detectable. Además, si (C,A) es

detectable, entonces un observador Luenberger es dado por:

q̇ = Aq +Bu+ L(Cq +Du− y), (B.3)

x̂ = q, (B.4)

donde L es cualquier matriz tal que A+ LC es estable. �

Demostración Ver Zhou et al, [49].

El observador de Luenberger, arriba presentado, tiene dimensión n que es

la dimensión del estado x. Es posible obtener un observador de menor dimensión:

considerando que se puede medir y −Du = Cx es posible conocer x módulo de

KerC, luego sólo se necesitaŕıa generar la parte de x en KerC. Si C tiene rango

de fila completo y ny = dim(y), la dimensión de KerC es igual a n−ny, esto lleva
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a pensar que se puede obtener un observador de orden n − ny. Esto es verdad,

tal observador se denomina “observador de orden mı́nima”2.

u B C y

L

A

x

C

A

.
B

-

x
x

+
+

+

x
.

D

D

+

+
+

+

+

x

+

Figura B.1: Configuración del observador de estados

2Ver Chen, 1984.



Apéndice C

TEOREMAS USADOS EN EL PROBLEMA

DE CONTROL H2/H∞

C.1. Consideraciones

C.1.1. Consideración 1

(a) Existen M , M̄ en S, tales que Dyu = DzuM y D̃yu = M̄D̃yw.

(b) Qc = Pzw − PzuDyuXPyw es una matriz real racional, propia, estable.

�

C.1.2. Consideración 2

(a) Qa y Ψr son matrices externamente coprimas en S.

(b) Existen matrices Q̄a, Q̄c en S tales que QcQ̄a = QaQ̄c, siendo que Q̄a

y Ψw son externamente coprimas.

(c) Qb y Ψw son coprimos a la derecha en S.

(d) D̃yu y Ψv son coprimos a la derecha en S.

(e) En el conjunto de pares (Ψ̄w,Ψ̄v) existe un coprimo a la derecha en S,

tal que para algún par (D̃yu,Q̃b) en S: Ψ̄vD̃yu = D̄yuΨv y Ψ̄wQb = Q̄bΨw. �
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C.1.3. Consideración 3

(a) Γ = Φ∗Φ es una función real racional en R2k, sin polos ni ceros en jR,

siendo que Φ es una función real, racional y estable en R+
k con todos sus ceros en

C0
+ (de fase mı́nima).

(b) Λ es una función racional sin polos en jR, con ∂r(Λ) ≥ 2

(c) Sean Ω y Θ subconjuntos convexos cerrados y limitados de H∞
+ y H2

+

respectivamente. �

C.1.4. Consideración 4

Sea verificada la Consideración 3 con la condición más fuerte ∂r(Λ) ≥ 1+k

para k > 0. �

C.2. Definiciones

C.2.1. Definición 1

Sea Γ conforme descrito en la Consideración 3. Se define:

〈f, g〉Γ =

∫ ∞

−∞

f(jω)Γ(jω)g(jω)dω , ‖f‖Γ = [〈f, f〉Γ]
1

2 . �

C.2.2. Definición 2

Sea Φ−1(s) = (1 + s)−1 y Γ−1(s) = Φ∗
−1(s)Φ−1(s). Se define:

L2
−1(jR) = {f : C → C , tal que ‖f‖Γ−1

<∞},
H2,−1

+ = {f : C → C anaĺıtica en C0
+ tal que ‖f(a+ jω)‖Γ−1

<∞ ∀ a > 0},
H2,−1

− el espacio análogo usando a < 0 y C0
− en su definición,

ϕH2,−1
− = {f ∈ H2,−1

− tal que f(−1) = 0}. �
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C.2.3. Definición 3

Sea Γ = Φ∗Φ como en la Consideración 3, ∂r(Φ) = k, k ∈ N. Se define:

L2
−k(jR) = {f : C → C , tal que ‖f‖Γ <∞},

H2,−k
+ = {f : C → C anaĺıtica en C0

+ tal que ‖f(a + jω)‖Γ < ∞ para todo a >

0},
H2,−k

− el espacio análogo usando a < 0 y C0
− en su definición,

ϕH2,−k
− = {f ∈ H2,−k

− tal que f tiene sus ceros en todos los ceros de ϕ}

siendo que ϕ es el factor del denominador Φ conteniendo exactamente sus factores

primos correspondientes a los polos con multiplicidad 1. �

C.3. Lemas

C.3.1. Lema 1

Sea verificada la Consideración 3, con ∂r(Γ) = 2k. Luego 〈f, g〉Γ y ‖f‖Γ

definen el producto interno y la norma asociada sobre el conjunto de funciones

en R1−k sin polos en jR. �

C.3.2. Lema 2

Los espacios lineales L2(jR) y L2
−1(jR) son isométricamente isomorfos, f

pertenece a L2
−1(jR) si y solo si Φ−1f ∈ L2(jR). En este caso, ‖f‖Γ−1

= ‖Φ−1f‖2,

el mapeamiento isométrico f → (Φ−1)
−1f , de L2(jR) para L2

−1(jR) es inyectivo

y el mapeamiento isométrico inverso es sobreyectivo. �
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C.4. Teoremas

C.4.1. Teorema 1

Sean la Consideración 1 y la Consideración 2 válidas.

(a) Existen matrices Xr, Yr en S tales que QaXr+YrΨr = I. El parámetro

R que resuelve el problema de rastreamento asintótico para la clase de referencias

en (4.42) es dado por R = Xr +K1Ψr, para todo K1 ∈ S.

(b) Existen matrices en S X, Y , Xi, Yi para i = 0, 1, 2, 3, 4 y Ψ̂w, Ψ̂v tales

que:

D̃yuNyu = ÑyuDyu, XNyu + Y Dyu = I,

QcQ̄a = QaQ̄c, Q̂aX1 + Y1Ψw = I,

Ψ̄wQb = Q̄bψw, X2Qb + Y2Ψw = I,

Ψ̄vD̃yu = D̄yuψv, X3D̃yu + Y3Ψv = I,

Ψ̂vψ̂w = Ψ̂wΨ̄v, X4Ψ̄w + Y4Ψ̄v = I,

siendo que:

det(Ψw) = det(Ψ̄w) = det(Ψ̂w),

det(Ψv) = det(Ψ̄v) = det(Ψ̂v),

det(Dyu) = det(D̃yu) = det(D̄yu).

El parámetro K que resuelve el problema de atenuación asintótica de dis-

turbios y ruidos en las clases descritas en (4.42) es dado por K = No + K2Na

para todo K2 ∈ S tal que I − SC2Pyu sea bipropio, donde por definición:

No =
[
(Q̄cX1X2 +XX3)X4 − Q̄cX1X2

]
, Na = Ψ̂dΨ̄v. �

Demostración Ver Silveira et al, [37].
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C.4.2. Teorema 2

Sean Pyu∆, C ∈ RP y Nyu, Dyu ∈ S factores coprimos de Pyu tales que

Pyu = NyuD
−1
yu . El sistema (Pyu∆, C) es estable para todo Pyu∆ ∈ P∆(Pyu, γ̃)

con γ̃ > 0 si y solamente si C es dado por (4.42) para algún K ∈ S tal que

‖W̃ τuv(K)‖∞ ≤ γ̃−1 y W̃ = W−1. �

Demostración Ver Villota, [45].

C.4.3. Teorema 3

Sean L2
−1(jR), H2,−1

+ , H2,−1
− y ϕH2,−1

− los espacios lineales presentados en

la Definición 2 bajo la Consideración 3. Entonces:

(a) Todas las normas de la Definición 1 para ∂r(Γ) = 2 son equivalentes.

En particular ellas son equivalentes a la norma usada en la Definición 2 asociada

a Γ−1. Entonces la topoloǵıa L2
−1(jR) es independente de la norma a ser escogida,

si ∂r(Γ) = 2.

(b) L2
−1(jR), H2,−1

+ y H2,−1
− son el completamiento de R0, R+

0 y R−
0 sin

polos en jR en cualquier norma como en (a), respectivamente. Aún más, ellos

son espacios de Hilbert para cualquiera de los productos internos 〈f, g〉Γ, Γ como

en (a).

(c) H2,−1
+ , H2,−1

− y ϕH2,−1
− son subespacios cerrados de L2

−1(jR).

(d) L2
−1(jR) = H2,−1

+ +H2,−1
− , H2,−1

+ ∩H2,−1
− conteniendo las funciones cons-

tantes y las funciones definidas por
∑∞

m=1 αme
stm , donde

∑∞
m=1 |αm| <∞.

(e) H2,−1
+ y ϕH2,−1

− son espacios ortogonales para el producto interno

〈., .〉Γ−1
; de ah́ı que L2

−1(jR) = H2,−1
+ ⊕ ϕH2,−1

− . �

Demostración Ver Silveira et al, [39].
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C.4.4. Teorema 4

Sean L2
−1(jR), H2,−1

+ , H2,−1
− y ϕH2,−1

− espacios lineales presentados en la

Definición 2. Entonces:

(a) L2(jR) ⊂ L2
−1(jR), siendo que la topoloǵıa de L2(jR) es estrictamente

más fina que la de L2
−1(jR). Además, H2

+ ⊂ H2,−1
+ , donde la topoloǵıa de H2

+ es

estrictamente más fina que la de H2,−1
+ .

(b) Los subconjuntos limitados de L2(jR) son limitados en L2
−1(jR), y los

subconjuntos cerrados limitados de L2(jR) son cerrados y limitados en L2
−1(jR).

Las mismas relaciones pueden ser consideradas entre H2
+ y H2,−1

+ .

(c) H∞
+ ⊂ H2,−1

+ , siendo que la topoloǵıa H∞
+ es estrictamente más fina que

la de H2,−1
+ .

(d) Los subconjuntos limitados de H∞
+ son limitados en H2,−1

+ , y los sub-

conjuntos cerrados limitados de H∞
+ son cerrados y limitados en H2,−1

+ . �

Demostración Ver Silveira et al, [39].

C.4.5. Teorema 5

Sean Γ y Λ conforme la Consideración 3.

(a) El funcional cuadrático f → ‖f‖2
Γ es estrictamente convexo. Este fun-

cional es cont́ınuo en H2,−1
+ si y sólo si ∂r(Γ) ≥ 2.

(b) F (K) = 〈K,Λ〉2 es un funcional lineal cont́ınuo en H2,−1
+ si y sólo si

∂r(Λ) ≥ 2. �

Demostración Ver Silveira et al, [39].

C.4.6. Teorema 6

Sean verificadas la Consideración 3, ∂rΓ ≥ 2 y ∂rΛ ≥ 2. Entonces:
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(a) Si el conjunto restricción Ω ∩ Θ es no vacio, el problema de control

óptimo (4.60) tiene una y sólo una solución en H2,−1
+ ; en particular, si Ω es no

vacio a solución óptima está en H∞
+ , y si Θ es no vacio, la solución óptima está en

H2,−1
+ .

(b) El problema de control óptimo sin restricciones tiene una y sólo una

solución K̆ dada por (4.56). �

Demostración Ver Silveira et al, [39].

C.4.7. Teorema 7

Sea la norma ‖.‖Γ y los espacios L2
−k(jR), H2,−k

+ , H2,−k
− y ϕH2,−k

− como en

la Definición 3.

(f) Todas las normas de la Definición 3 con ∂r(Γ) = 2k son equivalentes.

En particular, ellas son equivalentes a la norma definida con Φ(s) = (1+s)−k. En-

tonces la topoloǵıa L2
−k(jR) es independiente de la norma escogida, si ∂r(Γ) = 2k.

(g) L2
−k(jR), H2,−k

+ y H2,−k
− son el completamiento de R1−k, R1−k

+ y R1−k
−

(sin polos en jR) en cualquier norma como en (a), respectivamente. Aún más,

ellos son espacios de Hilbert para cualquier produto interno 〈f, g〉Γ, con Γ como

en (a).

(h) H2,−k
+ , H2,−k

− y ϕH2,−k
− son subespacios cerrados de L2

−k(jR).

(i) L2
−k(jR) = H2,−k

+ + H2,−k
− , H2,−k

+ ∩ H2,−k
− contiene los polinomios en s

con grado menor o igual a k − 1.

(j) H2,−k
+ y ϕH2,−k

− son espacios ortogonales para el producto interno 〈., .〉Γ;

de ah́ı que L2
−k(jR) = H2,−k

+ ⊕ ϕH2,−k
− .

(k) Los espacios lineales L2
−k(jR) y L2

−m(jR) son isométricamente isomor-

fos. Si k < m, L2
−k(jR) ⊂ L2

−m(jR), la isometria de L2
−k(jR) para L2

−m(jR) es

inyectiva y la isometria inversa es sobreyectiva.

(i) Si k < m, L2
−k(jR) es denso en L2

−m(jR). Si k ≥ 1, el conjunto de las



195

funciones R0 sin polos en jR, las funciones R+
0 y las funciones R−

0 son densas en

L2
−k(jR), H2,−k

+ y H2,−k
− , respectivamente. �

Demostración Ver Silveira et al, [39].

C.4.8. Teorema 8

Sea verificada la Consideración 3 y suponiendo que K̆ no pertenece a Ω∩Θ

(de otra forma la solución seŕıa K̆). Entonces la secuencia {K̂n} generada por el

método de Galerkin converge debilmente en H2,−1
+ para la única solución óptima

K̂ del problema de control óptimo (4.59). �

Demostración Ver Silveira et al, [39].

C.4.9. Teorema 9

Sea verificada la Consideración 4 y suponiendo que K̆ no pertenece a Ω∩Θ.

Entonces las secuencias {K̂n} y {Ĝn} obtenidas resolviendo (4.65) y (4.66) para

todo n ∈ N, convergen fuertemente en H2,−k
+ para las soluciones óptimas de (4.62)

y (4.63), respectivamente. Aún más, la secuencia K̂n converge para la solución

ótima K̂ de los problemas (4.60) y (4.62) también en la topologia fuerte de H2,−1
+ .

�

Demostración Ver Silveira et al, [39].



Apéndice D

LEYES DE ESCALAMIENTO

El objetivo de este apéndice es proveer un puente entre los dominios di-

mensionales y adimensionales desde el punto de vista del diseño de control.

Un controlador es diseñado para el sistema adimensional descrito por (2.14-

2.16) es adimensional. Este controlador adimensional controlará igualmente bien

todos los sistemas (de vigas simplemente apoyadas) que posean el mismo valor

para el grupo adimensional Π−1 = S. Para poder aplicar este controlador adi-

mensional a una viga simplemente apoyada particular, se debe determinar una

ley de escalamiento que redimensionalice el controlador1.

Las siguientes relaciones de escalamiento existen entre los dominios dimen-

sionales (.)d y adimensionales (.)ad:

τad = Ωτd,

Wad =
1

L
Wd,

Uad(Ωt) =
L

Ω2Ib
Ud(t), (D.1)

donde τ , W y U son las especificaciones de tiempo, posición y esfuerzo de con-

trol, respectivamente. Nótese que el esfuerzo de control adimensional resulta de

escalonar la magnitud del esfuerzo de control dimensional y luego comprimirlo o

1Debe notarse que el desarrollo del presente apéndice está restringido a controladores lineales.
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dilatarlo en el tiempo. Las cantidades que representan las variables adimensiona-

les serán indicadas por la terminoloǵıa unidades de tiempo, unidades de longitud

y unidades de fuerza para las especificaciones de tiempo, posición y esfuerzo de

control, respectivamente.

D.1. Controlador

Una vez que la viga flexible ha sido adimensionalizada, un controlador adi-

mensional puede ser diseñado para cumplir con las especificaciones de desempeño

y estabilidad. Sea Ĉ(ŝ) la función de transferencia de un controlador adimensional

tal que:

Ĉ(ŝ) = K̂

n∏

i=1

(ŝ+ ẑi)

m∏

j=1

(ŝ+ p̂j)

, (D.2)

donde ẑi y p̂j representan los ceros y polos del controlador adimensional res-

pectivamente, y K̂ es la ganancia del controlador adimensional. La variable de

frecuencia de Laplace adimensional es denotada por ŝ.

La función de transferencia del controlador es redimensionalizada mediante

el escalamiento de los ceros y de los polos de Ĉ(ŝ). Esto se logra escalonando la

variable de frecuencia:

ŝ =
s

Ω
. (D.3)

Sustituyendo (D.3) en (D.2) resulta:

Ĉ(
s

Ω
) = K̂Ω(m−n)

n∏

i=1

(s+ Ωẑi)

m∏

j=1

(s+ Ωp̂j)

. (D.4)

Nótese que (D.4) es todav́ıa adimensional. Para poder tener esta función
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de transferencia con las unidades correctas (entrada: unidades de posición m,

salida: unidades de fuerza N), luego la ganancia adimensional también debe ser

escalonada. Se sabe que la función de transferencia Ĉ es una relación de la fuerza

de control a la posición, la ganancia K̂ es escalonada multiplicando el numerador

por Ω2Ib
L

y el denominador por L. haciendo estas sustituciones en (D.4), se obtiene

el controlador dimensional C(s).

C(s) = Ĉ(
s

Ω
) = K̂

Ω2Ib
L2

Ω(m−n)

n∏

i=1

(s+ Ωẑi)

m∏

j=1

(s+ Ωp̂j)

,

C(s) = K

n∏

i=1

(s+ zi)

m∏

j=1

(s+ pj)

, (D.5)

donde se tienen las siguientes leyes de escalamiento para los ceros (zi), polos (pj)

y ganancia (K) dimensional:

zi = Ωẑi, (D.6)

pj = Ωp̂j, (D.7)

K =
Ω(m−n+2)Ib

L2
K̂. (D.8)



Apéndice E

ALGORITMOS PARA EL PROBLEMA DE

CONTROL H2/H∞

En esta sección son presentados procedimientos computacionales para de-

terminar realizaciones en la forma de espacio de estados de los controladores que

resultan del problema de control H2/H∞.

E.1. Cálculos previos

Las siguientes operaciones son las más usadas en el cálculo de aproxi-

maciones de los controladores H2/H∞
1. Las deducciones de cálculo pueden ser

encontradas en Francis, [16], Zhou et al, [49] o en Ades, [2]. Cuando se usan los

comandos del MATLAB, estos se mencionan. Cuando no hay referencia alguna

se entiende que los algoritmos fueron implementados.

E.1.1. Inversa

[A,B,C,D]−1 = [A−BD−1C,BD−1,−D−1C,D−1].

1Se recuerda que sólo es posible calcular aproximaciones del controlador H2/H∞ y es que
fue demostrado que la solución del problema de control H2/H∞ es de orden infinito.
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E.1.2. Conjugada compleja

[A,B,C,D]̃ = [−AT ,−CT , BT , DT ].

E.1.3. Cambio de base

[A,B,C,D] = [T−1AT, T−1B,CT,D].

E.1.4. Multiplicación (conexión en serie)

[A1, B1, C1, D1] × [A2, B2, C2, D2]

=








A1 B1C2

0 A2



 ,




B1D2

B2



 ,
[

C1 D1C2

]

, D1D2



 ,

=








A2 0

B1C2 A1



 ,




B2

B1D2



 ,
[

D1C2 C1

]

, D1D2



 .

El comando series realiza esta operación en el MATLAB.

E.1.5. Suma (conexión en paralelo)

[A1, B1, C1, D1]+[A2, B2, C2, D2] =








A1 0

0 A2



 ,




B1

B2



 ,
[

C1 C2

]

, D1 +D2



 .

El comando parallel realiza esta operación en el MATLAB.

E.1.6. Producto interno

〈[A1, B1, C1, D1], [A2, B2, C2, D2]〉2 = C1MCT
2 ,
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donde M satisface la ecuación de Lyapunov A1M+MAT2 +B1B
T
2 = 0. La solución

de la ecuación de Lyapunov es calculada con el comando lyap del MATLAB.

E.1.7. Introducción de un cero

[A1, B1, C1, D1] × (s+ α) = [A1, A1B1 + αB1, C1, C
T
1 B1].

E.1.8. Representación factorización coprima

Sean [A,B,C,D] = G = ND−1 = D̃−1Ñ fatorizaciones coprimas a la

derecha e izquierda respectivamente. Por la identidad de Bezout generalizada

existen X, Y , X̃, y Ỹ [44], tales que:




Y X

−Ñ D̃








D −X̃
N Ỹ



 =




I 0

0 I



 =




D −X̃
N Ỹ








Y X

−Ñ D̃



 .

Para calcular las factorizaciones coprimas de G se escogen dos matrices

reales F y H tales que A + BF y A + HC sean estables (todos sus autovalores

con parte real negativa). En el MATLAB se cuenta con los comandos place o

acker para el cálculo de las matrices F y H. Las 8 matrices que cumplen con la

Identidad de Bezout se obtienen usando las siguientes expresiones:

D(s) = [A+BF,B, F, I],

N(s) = [A+BF,B,C +DF,D],

D̃(s) = [A+HC,H,C, I],

Ñ(s) = [A+HC,B +HD,C,D],

X(s) = [A+HC,H, F, 0],

Y (s) = [A+HC,−B −HD,F, I],

X̃(s) = [A+BF,H, F, 0],

Ỹ (s) = [A+BF,−H,C +DF, I].
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E.1.9. Factorización espectral

La factorización de G = Ge˜Ge es denominada factorización espectral. Para

su cálculo, se siguen los siguientes pasos:

1. Se factoriza G = D + Go + Go .̃ Para esto se usa el comando stabproj

del MATLAB. Se obtiene Go = [Ao, Bo, Co, 0].

2. Se calculan A = Ao −BoD
−1Co, R = BoD

−1BT
o y Q = −CoD−1CT

o .

3. Se calcula X que satisface la ecuación de Ricatti ATX +XA−XRX +

Q = 0. La solución de la ecuación de Ricatti es calculada con el comando aresolv

del MATLAB.

4. Se obtiene Ge = [Ao, Bo, D
− 1

2 (Co +BT
o X), D

1

2 ].

E.1.10. Factorización inner-outer

La factorización de G = GiGo se denomina factorización inner-outer, sien-

do que Gĩ Gi = 1 es el factor inner y Go, G
−1
o ∈ S es el factor outer. Para el

cálculo de estos factores, se siguen los siguientes pasos:

1. Se calcula la factorización espectral de G, G = Go˜Go. Ver (E.1.9).

2. Gi es calculada de Gi = GG−1
o .

E.1.11. Norma H2

Se considera la representación en función de transferencia G = [A,B,C, 0],

siendo A estable. Asi:

‖G‖2
2 = tr(BTLoB) = tr(CLcC

T )
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donde Lc y Lo son los gramianos de controlabilidad y observabilidad, obtenidos

por la resolución de las siguientes ecuaciones de Lyapunov:

ALc + LcA
T +BBT = 0,

ATLo + LoA+ CTC = 0.

En el MATLAB, la norma H2 es calculada por el comando normh2.

E.1.12. Norma de Hankel

La norma de Hankel es, por definición, el mayor valor singular de Hankel,

esto es:

‖G(s)‖H =
√

λmax(LcLo).

Los valores singulares de Hankel σHi del sistema G = [A,B,C, 0] con A

estable son definidos por Zhou (1996) como:

σHi (G(s)) =
√

λi(LcLo),

siendo que Lc y Lo son los gramianos de controlabilidad y observabilidad.

De acuerdo con Samblancat (1991), es posible determinar un limitante

inferior γmin y otro superior γmax para ‖G(s)‖∞ por medio de (E.1) y (E.2),

respectivamente;

γmin = máx{σ̄ , ‖G(s)‖H} ≤ ‖G(s)‖∞, (E.1)

γmax = σ̄ + 2(σH1 + σH2 + ...+ σHN ) ≥ ‖G(s)‖∞. (E.2)
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E.1.13. Norma H∞

Se considera la representación función de transferencia G = [A,B,C,D],

donde G(s) ∈ RL∞. Entonces ‖G‖∞ < γ si y sólo si σ̄ < γ y H no tiene

autovalores en el eje imaginario, siendo que:

H =




A+BR−1DTC BR−1BT

−CT (I +DR−1DT )C −(A+BR−1DTC)T



 , (E.3)

y R = γ2I −DTD.

Con esta idea está implementado en el MATLAB un algoritmo denominado

de bisección que calcula la norma H∞, el nombre del comando es normhinf. Para

un mejor entendimiento de este algoritmo se presenta un flujograma, ver Fig. E.1.

Calcular γmin por (E.1)
y γmax por (E.2)

Escoger el error  ε

  > =  ε

g    (γmax+ γmin)
  γ   2

S

γ  =

Calcular los autovalores
 λ de H(λ) en (E.3)

g         (γmax + γmin)
g         2

N

Fin

Existe algún  λ
tal que Re( λ)=0

S

N

γ =  γminγ =  γmax

||G||∞ =

(γmax- γmin)    h
γmin   h

Inicio

Figura E.1: Cálculo de la norma H∞
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E.1.14. Reducción del orden de modelos

La reducción de modelos fue muy importante en el cancelamiento de polos y

ceros, sin la reducción de modelos la implementación numérica se torna imposible.

La técnica de reducción de modelos usada fue la de truncamiento balanceado (ver

Zhou et al, [49]).

E.2. Controlador H2/H∞

Según la formulación del problema de control H2/H∞ previamente descri-

to, el controlador correspondiente es aquel que resulta de:

mı́nK(s)∈RH∞

+
J2(K(s))

sujeto a J∞(K(s)) ≤ γ.

El funcional J2 es presentado como en la expresión (4.50) y reescrito a

seguir sólo en función de K2 ya que la señal de referencia a rastrear por el control

es cero (R = 0) y por tanto K1 = 0. Como el cálculo del parámetro libre se limita

al cálculo de K2, simplemente se considerará K, entonces:

J2(K) = ‖b+ − ΦK‖2
2 + J2F ,

con J2F = J2(0) + ‖b+‖2
2.

El funcional J∞ esta dado por la expresión (4.58) y también es reescrito a

seguir:

J∞(K) = ‖W̃D2(X −KD2)‖∞ = ‖W̃ τuv‖∞.

Sólo es posible calcular una aproximación de la solución del problema de

control H2/H∞. Los pasos a seguir en la construcción del problema de control
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H2/H∞, se presentan en la Fig. E.2.

Primero se sustituye la desigualdad por la igualdad, ya que fue demostrado

por Corrêa, [12], que la solución pertenece a la cáscara convexa de la restricción

H∞, entonces el problema de control óptimo robusto queda como sigue:

mı́nK(s)∈RH∞

+
J2(K(s))

sujeto a J∞(K(s)) = γ.

A continuación se puede hacer una reparametrización, esta reparametriza-

ción puede no ser necesaria, del problema de control H2/H∞ en términos de un

nuevo parámetro KN a ser definido. Para el cálculo de la aproximación de la solu-

ción del problema de optimización se pueden considerar dos abordajes: expansión

en base pre establecida y expansión en base optimizada (ver Sec.4.3.5). El pro-

blema de control resultante es resuelto, desde el punto de vista de optimización,

usando un algoritmo de optimización del MATLAB denominado fmincon.

En términos de optimización, el problema de interés en este trabajo se

sitúa en la clase de programación no lineal, esto es:

mı́nx∈Rn f(x)

sujeto a Gi(x) = 0 i = 1, 2, ..,me

Gi(x) ≤ 0 i = me + 1, ..,m

xi ≤ x ≤ xs ,

siendo x el vector de variables de diseño, f(x) la función objetivo (f(x) : Rn → R)

y G(x) una función vectorial que provee los valores de las restricciones evaluadas

en x (G(x) : Rn → Rm). El problema de optimización debe ser resuelto determi-

nando los valores del vector x por la minimización de la función f(x), cumpliendo

con las restricciones en Gi(x) y x.
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En una optimización con restricciones, el primer paso es transformar el pro-

blema en otro subproblema que pueda ser resuelto en base a un proceso iterativo.

Para esto, el fmincon usa las ecuaciones de Kuhn-Tucker (KT) y el subproblema

encontrado resulta:

∇f(x) +
m∑

i=1

λi∇Gi(x) = 0

λi∇Gi(x) = 0 i = 1, 2, ..,me

λi ≥ 0 i = me + 1, ..,m.

En la primera ecuación se hace uso de multiplicadores de Lagrange λi, i = 1, ..,m

para balancear las diferencias entre los valores de la función objetivo y los gra-

dientes de las restricciones. Las otras dos ecuaciones cancelan impĺıcitamente las

restricciones no activas haciendo sus correspondientes multiplicadores de Lagran-

ge igual a cero.

El fmincon intenta computar directamente los multiplicadores de Lagran-

ge. Un método de optimización numérica casi Newton hace uso del gradiente de

la nueva función a ser minimizada y calcula las direcciones de búsqueda. De-

terminada una dirección, un procedimento de búsqueda unidimensional permite

alcanzar un mı́nimo en la dirección proporcionada, (Coleman, [10]).

E.2.1. Reparametrización

Considerando el funcional relacionado a la restricción de robustez:

J∞(K) = ‖W̃ τuv‖∞ = ‖W̃Dyu(X −KDyu)‖∞ = ‖CK +D‖∞,

se calcula la factorización inner-outer de C, C = CiCo:

J∞(K) = ‖CiCoK +D‖∞ = sup
K∈RH∞

+

|CiCoK +D|,
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= sup
K∈RH∞

+

|Ci
[
CoK + C−1

i D
]
| = sup

K∈RH∞

+

|Ci||CoK + C−1
i D|,

= sup
K∈RH∞

+

|CoK + C−1
i D| = ‖CoK + C−1

i D‖∞.

La segunda parcela dentro de la norma H∞ puede ser descompuesta de la siguiente

forma:

C−1
i D = C−1

i D(∞) +
[
C−1
i D

]

+
+
[
C−1
i D

]

−
.

Haciendo:

KN = CoK + C−1
i D(∞) +

[
C−1
i D

]

+
, (E.4)

y sustituyendo en el funcional J∞, se obtiene:

J∞ = ‖KN +
[
C−1
i D

]

−
‖∞.

Sea: Fo = −
[
C−1
i D

]

−
∈ RH2

−. Entonces, el funcional J∞ queda en función de

KN :

J∞(KN) = ‖KN − Fo‖∞. (E.5)

En lo que se refiere a la función de costo J2(K), ésta también debe ser

reparametrizada en función de KN . De (E.4) el parámetro K en función de KN

es como sigue:

K = C−1
o {KN −

(

C−1
i D(∞) +

[
C−1
i D

]

+

)

}. (E.6)

Aplicando (E.6) en (4.56), mediante operaciones algebraicas se llega a:

J2(KN) = ‖bN+ − ΦNKN‖2
2 + J2F , (E.7)

siendo que bN+ = b+ + ΦC−1
o

(

C−1
i D(∞) +

[
C−1
i D

]

+

)

y ΦN = ΦC−1
o .
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Finalmente el problema de control óptimo robusto queda definido por:

mı́nKN (s)∈RH∞

+
J2(KN(s))

sujeto a J∞(KN(s)) = γ,

con J2 y J∞ dados por (E.7) y (E.5) respectivamente.

A partir de este punto se usará K para representar tanto el parámetro libre

K del problema original como para representar el parámetro KN del problema

reparametrizado. Los funcionales J2 y J∞ son calculados según corresponda, como

descrito a continuación:

J2 = ‖A+BK‖2
2 + J2F , (E.8)

J∞ = ‖CK +D‖∞. (E.9)

E.2.2. Aproximación por expansión en base pre-establecida

(EBPE)

En el método de aproximación por expansión en base pre-establecida, se

designa un número finito de vectores base para el espacio solución (dimensión)

y se ajustan los coeficientes de tal forma que se minimice la función objetivo

atendiendo la restricción impuesta. Fue demostrado por Ades [2], que el problema

resultante de programación no lineal es convexo, haciendose posible garantizar la

obtención de la solución mı́nima global del problema enfrentado.

Por este método se resuelve el siguiente problema de optimización:

mı́nα∈Rn J2(α)

sujeto a J∞(α) = γ,
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siendo que el vector de coeficientes α y el parámetro K(s) son dados respectiva-

mente por:

αT =
[

αo α1 ... αn−1

]

,

K = αoLo(s) + α1L1(s) + α2L2(s) + ..+ αn−1Ln−1(s), (E.10)

con {Lm , m = 0, 1, ..n− 1} siendo las funciones de Laguerre más la constante 1.

Esta selección genera los conjuntos redundantes definidos en (4.67). Sustituyendo

el parámetro K(s) de (E.10) en (E.8) y (E.7), se obtiene:

J2(α) = ‖A‖2
2 + J2F + 2

[
n−1∑

i=0

αi〈A , BLi〉2
]

+ ‖B
n−1∑

i=0

2αiLi‖2
2, (E.11)

J∞(α) = ‖C
n−1∑

i=0

αiLi +D‖∞. (E.12)

La demonstración de la convexidad de los funcionales J2(α) y J∞(α) está da-

da en Ades [2].

E.2.3. Aproximación por expansión en base optimizada

(EBO)

En la aproximación por expansión en base optimizada se escoge solamen-

te un número finito de términos para componer una base truncada del espacio

solución. La base truncada es constrúıda y ajustada para aproximar la solución

óptima del problema de control óptimo robusto. El problema de programación

no lineal resultante es no convexo y de este modo se pierden las garant́ıas de

obtención de la solución mı́nima global del problema aproximante. La ventaja se

encuentra en la posibilidad de generar soluciones aproximantes del problema de

control H2/H∞ con ordenes bastante inferiores a aquellas obtenidas en la EBPE.

Por el método de expansión en base optimizada se resuelve el siguiente
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problema de optimización:

mı́nθ∈R2n+1 J2(θ)

sujeto a J∞(θ) = γ,

siendo que n es el orden de la solución y θ es el vector de parámetros de diseño.

En este caso el parámetro K es calculado a partir de la base definida en (4.68) y

resulta:

K =
α1s

n + α2s
n−1 + ...+ αns+ αn+1

sn + β1sn−1 + ...+ βn−1s+ βn
, , (E.13)

con: θT =
[

α1 α2 ... αn+1 β1 β2 ... βn

]

∈ R2n+1..

En este caso la implementación numérica requiere cuidado, pues los polos

de la solución K(s) son libres y deberán estar ubicados en el semiplano complejo

C0
+, además, se deben evitar polos tendiendo a −∞ o a cero. La demonstración de

la convexidad y de la no convexidad de los funcionales J2(θ) y J∞(θ) en relación

a los parámetros αi y βi, respectivamente, está dada en Ades, [2].

E.2.4. Gradientes y subgradientes

La utilización de gradientes y subgradientes es de vital importancia en el

algoritmo de optimización. Los gradientes y subgradientes varian según el método

a usarse.

Gradiente EBPE

Para el cálculo del gradiente de J2(α) se parte de (E.11):
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∂J2(α)

∂αo
= 2〈BLo , A+BK〉2,

∂J2(α)

∂α1

= 2〈BL1 , A+BK〉2,

:

∂J2(α)

∂αn
= 2〈BLn , A+BK〉2,

y por tanto:

▽J2(α)T =

[
∂J2(α)

∂αo

∂J2(α)

∂α1

..
∂J2(α)

∂αn

]

. (E.14)

Subgradiente EBPE

Para el funcional J∞(α) de (E.14), es posible calcular el subgradiente de

acuerdo con lo desarrollado a seguir. Sea G(s) ∈ RL∞ una función de transfe-

rencia y considerando ωo la frecuencia en la que ocurre el máximo de la función

módulo de G(jω), se obtiene:

Θo = ‖G‖∞ = sup
ω∈R

|G(jω)| =
√

G (̃s)G(s)
∣
∣
∣
s=jωo

= H(s)|s=jωo . (E.15)

Sea h(s) = G (̃s)G(s) y por tanto, por (E.15):

H(s) =
√

h(s). (E.16)

Se adopta que:

G(s) = C(s)K(s) +D(s) = C(s)
n−1∑

i=0

αiLi(s) +D(s), (E.17)

donde G(s) es función del vector de parámetros de diseño α. De (E.16):

∂H(s)

∂αi
=

1

2
√

h(s)

∂h(s)

∂αi
. (E.18)
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De (E.17), se calcula h(s):

h(s) = [
n−1∑

i=0

αiLĩ (s)C (̃s)][C(s)
n−1∑

i=0

αiLi(s)]

+

(

[
n−1∑

i=0

αiLĩ (s)C (̃s)]D(s) +D (̃s)[C(s)
n−1∑

i=0

αiLi(s)]

)

+D (̃s)D(s). (E.19)

Derivando parcialmente (E.19) en relación a αi y utilizando (E.13):

∂h(s)

∂αi

∣
∣
∣
∣
s=jωo

= 2 Re (Li(jωo[K
∗(jωo)C

∗(jωo) +D∗(jωo)]) . (E.20)

Finalmente, sustituyendo (E.20) en (E.18) con s = jωo:

∂H(s)

∂αi

∣
∣
∣
∣
s=jωo

=
Re (Li(jωo[K

∗(jωo)C
∗(jωo) +D∗(jωo)])

Θo

. (E.21)

Es posible entonces calcular una dirección ξ ∈ Rn tal que:

ξT =

[
∂H(s)

∂αo

∂H(s)

∂α1

..
∂H(s)

∂αn−1

]∣
∣
∣
∣
s=jωo

. (E.22)

La dirección ξ ∈ R es un subgradiente de J∞(α), esto fue demostrado en

Ades [2]. Este subgradiente llenará el hueco dejado por la ausencia del gradiente

de J∞(α), viabilizando la utilización del método de optimización.

Gradiente EBO

Para el cálculo del gradiente de J2(K(θ)) = J2(θ) se parte de (E.8) y con

la respectiva sustitución de K(s) = K(θ) de (E.13), se obtiene:

J2(θ) = ‖A(s)‖2
2 + 2〈A(s) , B(s)K(s)〉 + ‖B(s)K(s)‖2

2 + J2F . (E.23)
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Derivando parcialmente en relación a los coeficientes del numerador de K(s) se

llega a:
∂J2(θ)

∂α1

= 2〈A(s) +B(s)K(s) , B(s)
sn

P (s)
〉2,

∂J2(θ)

∂α2

= 2〈A(s) +B(s)K(s) , B(s)
sn−1

P (s)
〉2,

...

∂J2(θ)

∂αn+1

= 2〈A(s) +B(s)K(s) , B(s)
1

P (s)
〉2.

En relación a los coeficientes del denominador de K(s):

∂J2(θ)

∂β1

= −2〈A(s) +B(s)K(s) , B(s)K(s)
sn−1

P (s)
〉2,

∂J2(θ)

∂β2

= −2〈A(s) +B(s)K(s) , B(s)K(s)
sn−2

P (s)
〉2,

...

∂J2(θ)

∂βn
= −2〈A(s) +B(s)K(s) , B(s)K(s)

1

P (s)
〉2.

Luego, el gradiente de J2(θ) puede ser calculado por:

▽J2(θ)
T =

[
∂J2(θ)

∂α1

∂J2(θ)

∂α2

..
∂J2(θ)

∂αn+1

∂J2(θ)

∂β1

∂J2(θ)

∂β2

..
∂J2(θ)

∂βn

]

.

(E.24)

Subgradiente EBO

En cuanto al funcional J∞(θ), se calcula un subgradiente de la misma forma

como realizado para el EBPE. Por tanto:

∂H(jωo)

∂α1

=
1

Θ
Re

(

[K∗(jωo)C
∗(jωo) +D∗(jωo)]

(jω)n

P (jωo)

)

,

∂H(jωo)

∂α2

=
1

Θ
Re

(

[K∗(jωo)C
∗(jωo) +D∗(jωo)]

(jω)n−1

P (jωo)

)

,

...

∂H(jωo)

∂αn+1

=
1

Θ
Re

(

[K∗(jωo)C
∗(jωo) +D∗(jωo)]

1

P (jωo)

)

.
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En relación a los parámetros βi se obtiene:

∂H(jωo)

∂β1

= − 1

Θ
Re

(

[K∗(jωo)C
∗(jωo) +D∗(jωo)]K(jωo)

(jω)n−1

P (jωo)

)

,

∂H(jωo)

∂β2

= − 1

Θ
Re

(

[K∗(jωo)C
∗(jωo) +D∗(jωo)]K(jωo)

(jω)n−2

P (jωo)

)

,

...

∂H(jωo)

∂βn
= − 1

Θ
Re

(

[K∗(jωo)C
∗(jωo) +D∗(jωo)]K(jωo)

1

P (jωo)

)

.

La dirección ξ ∈ R2n+1 a seguir es un subgradiente de J∞(θ):

ξT =

[
∂H(s)

∂α1

∂H(s)

∂α2

..
∂H(s)

∂αn+1

∂H(s)

∂β1

∂H(s)

∂β2

..
∂H(s)

∂βn

]∣
∣
∣
∣
s=jωo

.

(E.25)

En las Figs. E.3 y E.4 son presentados flujogramas que permitirán un mejor

entendimiento de los pasos a seguir en la implementación de los métodos aproxi-

mantes (EBPE y EBO) para la búsqueda de una aproximación de la solución del

problema de control mixto.
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Planta
 Pzu,Pzw,Pyu,Pyw , (4.40)

Parametrizar los controladores
estabilizantes, (4.42)

Calcular la matriz de funciones de
transferencia del sistema controlado

parametrizado
F(P,R,K) = τ(R,K),  (4.43)

Definir los funcionales
J

eu
 = ||e||2

2+ρu||u||2
2, (4.44)

J
y = ρy||y||2

2,            (4.45)
J

r 
= ρr||r||2

2,             (4.46)
J

w = ρ
w
||w||2

2,           (4.47)
J

v
 = ρ

v
||v||2

2,            (4.48)
J

s 
= ρ

s
||s||2

2,            (4.49)

Calcular las factorizaciones coprimas
Pi=NiDi 

-1=Di
-1Ni , i=1,2

Definir el problema de control mixto
          min J2i (Ki), i=1,2     hjh

Ki

∃

H∞             ghg
sujeto a  J∞(Κ2) ≤ γ

Fin

Definir el funcional de costo J2

J2=J
eu

+J
y
+J

r
+J

w
+J

v
+J

s
,  (4.50)

Definir el funcional J∞
J∞ = ||Wτuv(K)||∞,     (4.58)

Aproximar por medio de
expansión en bases

Inicio

Calcular la matriz de funciones de
transferencia del sistema

controlado  F(P,C),  (4.41)

Figura E.2: Problema de control H2/H∞
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Realizar reparametrización
(E.2.1)

Calcular el gradiente y subgradiente
-gradiente de J2 , 

∆

J2(θ), (E.24)
-subgradiente de J∞,  ζ(θ), (E.25)

 

K = αosn+α1sn-1+...+αns+αn+1, (E.13)
sn+β1sn-1+...+βn-1s+βn        j

Elegir el punto
inicial θin

Elegir el orden n
de la aproximación

Optimizador
 

J2, J∞ , 

∆

J2(θ),
ζ(θ), n, θin

Punto final θóptimo

Inicio

Funcionales
J2 = ||A+BK|| 2

2+J2F , (E.8)
J∞ = ||CK+D|| ∞ ,      (E.9)

Fin

Figura E.3: Aproximación por medio de expansión en base pre-establecida (EB-
PE)
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Funcionales
J2 = ||A+BK|| 2

2+J2F , (E.8)
J∞ = ||CK+D|| ∞ ,       (E.9)

Fin

Realizar reparametrización
(E.2.1)

Calcular gradiente y subgradiente
-gradiente de J2 , 

∆

J2(α), (E.14)
-subgradiente de J∞ , ζ(α), (E.22)

 

Base de
Laguerre Li

Definir el parámetro K
K = αoLo+α1L1+...+αn-1Ln-1, (E.10)

Elegir el punto inicial αin

Elegir el orden n
de la aproximación

Optimizador
 

J2, J∞, 

∆

J2(α),
ζ(α), n , αin

Punto final αóptimo

Inicio

Figura E.4: Aproximación por medio de expansión en base optimizada (EBO)



Apéndice F

CONTROL DE UN SISTEMA DE

POSICIONAMIENTO MULTIDIMENSIONAL

CON VALIDACIÓN EXPERIMENTAL

Esta parte del Apéndice ha sido anexada con la intención de investigar,

via simulación y experimentos, el comportamiento controlado de un sistema de

posicionamiento multidimensional (MPS), donde técnicas de control basadas en

un modelo del sistema (lead-lag, LQR, LQG, LQG-LTR, H∞) han sido aplicadas.

El MPS consiste en un sistema levitado magnéticamente, capaz de producir mi-

cro y nano posicionamiento en sus seis grados de libertad mediante tres motores

lineales con magnetos permanentes. Cada motor genera una fuerza vertical, para

suspensión contra la fuerza gravitacional, y una fuerza horizontal, para movimien-

to en el plano. La adición de un sistema de control se hace indispensable dada la

naturaleza inestable del MPS. Aśı, esta parte del trabajo brinda una atención es-

pecial al diseño, análisis, simulación e implementación de las leyes de control que

estabilizan el MPS y a su vez garantizan el rastreamiento de señales aún bajo la

presencia de incertezas del modelo. Para garantizar el funcionamiento del MPS,

aún contando con incertezas en el modelo, el disenño del control incluye limitan-

tes en las variaciones de magnitud correspondientes a los modelos experimentales

y los modelos matemáticos. Estos limitantes son derivados usando identificación

de sistemas en lazo cerrado. Finalmente, los resultados obtenidos en base a si-
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mulaciones numéricas son presentados y evaluados con respecto al desempeño y

estabilidad de cada sistema controlado. Adicionalmente, los experimentos reali-

zados indican el éxito en la implementación de los sistemas de control diseñados

y permiten la validación del desempeño de los mismos.

F.1. Sistema de posicionamiento multidimensio-

nal (MPS)

Un sistema de posicionamiento multidimensional (MPS) fue diseñado y

ensamblado en el Laboratorio de Mecatrónica de Texas A&M University para

investigación en posicionamiento multidimensional a escalas micro y nano, y para

ensayos experimentales de diseños de control y algoritmos de identificación.

Las Figs. F.1 y F.2 proveen mayor detalle del MPS. La Fig. F.1 muestra

la fotograf́ıa del MPS donde resaltan la parte móvil (placa triangular magnéti-

camente levitada, aqui denominada platen) y la parte fija (estator). La Fig. F.2

muestra una vista en perspectiva del MPS donde se especifica parte del equipo

usado. El principio de funcionamiento del MPS es el de un motor lineal capaz de

proveer fuerzas tanto para suspensión como para translación, y aśı obtener movi-

miento sin contacto. El MPS consta de el estator y el platen. El estator consiste

en un magneto bidimensional con un campo magnético concentrado. El platen

cuenta con tres bobinas ubicadas en su parte inferior y es levitado sobre el estator.

Estas bobinas forman parte del sistema de actuación. La corriente eléctrica pasa

a través de las bobinas y genera fuerzas y torques en el centro de masa del platen

debido a la interacción entre las distribución de corriente y la matriz magnética.

Kim et al [26] presenta una descripción detallada del sistema.
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Figura F.1: Fotograf́ıa del sistema de posicionamiento multidimensional.

F.2. Modelado del MPS

La suposición más importante en este trabajo es que se pueda obtener un

modelo dinámico a partir de principios f́ısicos y ensayos experimentales. Cabe

destacar que ese modelo debe ser lo suficientemente descriptivo para propósitos

de control. Suponiendo la existencia de tal modelo, a continuación se procede con

el modelado del MPS.

Un sistema coordenado ortogonal móvil x′y′z′ es usado para definir el mo-

vimiento del platen con respecto a un sistema de referencia inercial (estator). El

sistema coordenado móvil inicialmente coincide con el sistema coordenado orto-

gonal fijo xyz. El platen es modelado como un cuerpo ŕıgido y tiene seis grados

de libertad (x, y, φ, ψ, θ, z). Tres cojinetes aerostáticos fueron usados para sus-

pensión del platen con la finalidad de evitar problemas térmicos. Estos cojinetes

fueron modelados como tres resortes lineales.

La aceleración traslacional del platen, ~̇v, en coordenadas inerciales o fijas,

se puede escribir como:

~̇v = − 1

m

[

Kt~x+ ~g − CT ~f
]

, (F.1)

donde m es la masa del platen, Kt = diag([0, 0, kz]) es la matriz de constantes
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rayo laser desde
interferometro para

posicion  x

rayo laser desde
interferometros para

posiciones  y y φ

espejos planos para los
interferometros laser

hoja de alumnio con
acabado tipo espejo

placa base con
matriz de
magnetos

platen movil

cojinetes
aerostaticos

sensor de
proximidad

laser

multifase
bobina para
direccion  y

609.6 mm
609.6 mm

Figura F.2: Vista en perspectiva. La placa base está cubierta por una lámina
de aluminio con acabado de tipo espejo, ver fotograf́ıa. La matriz de magnetos
está localizada debajo de la lámina de aluminio.

del resorte lineal, ~x = [x, y, z]T es el vector de posición lineal del centroide del

platen, ~v es el vector de velocidad lineal del centroide del platen, ~g = [0, 0, g]

con g siendo la aceleración de la gravedad, C es la matriz de transformación

del sistema coordenado inercial al sistema coordenado móvil y ~f es el vector de

fuerzas magnéticas. Las fuerzas magnéticas ~fj, j=[1,2,3] (correspondientes a cada

bobina) dependen de la posición lineal del centroide del platen y de la corriente

aplicada a las bobinas. Ver Fig. F.3 para mayor detalle sobre la orientación de

las fuerzas de cada motor lineal.

La aceleración angular del platen, ~̇ω, en coordenadas móviles, se puede

escribir como:

~̇ω = −I i
[

Kr
~β + ~ω × I · ~ω − ~τ

]

, (F.2)

donde ~β = [ψ, θ, φ]T denota la posición rotacional del centroide del platen, ~ω es el

vector de velocidades angulares del centroide del platen, I i denota la inversa del

tensor de inercia I, Kr = diag([kψ, kθ, 0]) es la matriz de constantes del resorte

rotacional y ~τ =
3∑

j=1

~rj × ~fj es el vector de torques de la entrada de control
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producida por las fuerzas magnéticas, donde ~rj, j = [1, 2, 3], denota la posición

del centroide de cada bobina con respecto a la posición del centroide del platen.

Las fuerzas magnéticas, definidas en términos de las corrientes directas y

de cuadratura id y iq respectivamente, son como sigue:




fji

fjz



 =
1

2
µoMoηoNmGe−γ1z




iqj

idj



 , (F.3)

donde i = [x, y], como indicado en Kim et al [26]. En vez de considerar las fuerzas

y torques como entradas de control, las corrientes directa y de cuadratura también

se pueden considerar para análisis y śıntesis de controladores. Los parámetros del

MPS tienen los siguientes valores: la remanencia magnética es µoMo = 0,71T, la

densidad de espiras de la bobina es ηo = 3,5246 × 106espiras/m2, el número de

pitches magnéticos activos es Nm = 2, el pitch es l = 51,2mm, el número de onda

fundamental es γ1 = 2π/l = 123,25m−3 y la constante de geometŕıa del motor es

G = 1,0722×10−5m3. La masa del platen es 5.91 kg. Los elementos de las matrices

de las constantes del resorte son kψ = 1,065×104N/kgm, kθ = 1,131×104 N/kgm

and kz = 106N/kg. El tensor de inercia es:

I =








0,0357 −0,0012 −0,0008

−0,0012 0,0261 0,0003

−0,0008 0,0003 0,0561








kgm2. (F.4)

En base al análisis arriba descrito, el modelo resultante es no lineal y su

forma reducida se puede representar como:

~̇χ = h(~χ, ~u) = g(~χ,~i), (F.5)

donde ~χ = [ vx, vy, vz, x, y, z, ωψ, ωθ, ωφ, ψ, θ, φ ]T es el vector de estados, y los

vectores de la entrada de control pueden ser tanto ~u = [ fx, fy, fz, τx, τy, τz ]T
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como ~i = [ iq1, iq2, iq3, id1, id2, id3 ]T .

(a)

(b)  x (d)  φ(c)  y

(e)  ψ (g)  z(f)  θ

Figura F.3: a) Convención para los ejes coordenados y las direcciones de las
fuerzas para cada motor linear. El origen del sistema coordenado móvil coincide
con el centro de masa del platen. Los números 1, 2 and 3 denotan las bobinas
correspondientes a los tres motores lineales. b) Ubicación de las fuerzas necesarias
para generar movimiento en las seis direcciones. Las flechas finas indican los
componentes de las fuerzas modales producidas individualmente por cada motor
y las flechas gruesas representan las fuerzas/torques modales resultantes actuando
en el centroide del platen.
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F.2.1. Modelo Linealizado

El platen ha sido modelado como un cuerpo ŕıgido. La descripción del

movimiento de un cuerpo ŕıgido con seis grados de libertad es no lineal. Con la

intención de usar técnicas de control lineal, se considerará el movimiento del pla-

ten con respecto a un punto de equilibrio. El estado de equilibrio χo corresponde

al sistema coordenado móvil siendo colineal con el sistema coordenado fijo. Luego:

~χo =
[

0, 0, 0, 0, 0, 2,324mm, 0, 0, 0, 0, 0, 0
]T

, (F.6)

y el movimiento perturbado linealizado con respecto al punto de equilibrio puede

ser dado por:

δ~̇χ = Aδ~χ+Buδ~u = Aδ~χ+Biδ~i. (F.7)

Los modelos linealizados serán usados en el diseño de controladores MIMO.

Sin embargo, con el tensor de inercia siendo diagonal dominante (F.4) se hace

posible también diseñar controladores SISO, esto siempre y cuando se elijan a las

fuerzas y torques como entradas del control (ver Sección F.2.4). Para propósitos

de implementación se encuentra conveniente separar el modelo linealizado en dos

modelos. Estos modelos representan los movimientos horizontal1 (inestable) y

vertical2 (estable) del MPS.

F.2.2. Estructura del sistema de instrumentación

La Fig. F.4 muestra un diagrama esquemático del sistema de instrumenta-

ción del MPS. Para implementación del controlador digital en tiempo real se tiene

la placa Pentek 4284 con un procesador de señales digitales (DSP) TMS320C40.

Los cálculos de la posición, la variable de control y la entrada de control efectiva

son efectuadas en tiempo real en base a un muestreo a una razón de 5 kHz. La

1Movimiento horizontal: x, y y φ.
2Movimiento vertical: ψ, θ y z.
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hardware
experimental

de los tres
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Figura F.4: Diagrama esquemático de la estructura de instrumentación (SRAM
memoria de acceso semi aleatoria, DRAM memoria de acceso aleatoria dinámica).

computadora personal (PC) VMIC 7751 con un VersaModule Eurocard (VME),

las tres placas eje-laser Agilent 10897B asi como la placa DSP se encuentran lo-

calizadas en el chasis del VME. La PC VME se usa para compilar el código C,

para descargar el archivo ejecutable al DSP y para transferir los comandos en

tiempo real a través de la interfase con el usuario durante la operación del siste-

ma. La comunicación entre el DSP y la PC VME es establecida via una memoria

de puerto dual en la placa DSP.

F.2.3. Sensores y actuadores

La entrada del control la conforman las corrientes directa y de cuadratura,

las mismas que están relacionadas a las corrientes de fase y que pasan a través

de las tres bobinas. La corriente en las bobinas genera un campo magnético que

interactúa con la matriz magnética produciendo una fuerza resultante y un torque

neto en la placa triangular. El movimiento originado por dicha fuerza y torque es

sensado por los interferómetros laser y los sensores ópticos. La Fig. F.5 muestra
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Figura F.5: Sensores y actuadores.

una vista en planta de la distribución de sensores y actuadores.

El sistema de los interferómetros laser (Agilent 5517D - recurso laser:

632nm He-Ne) colecta información sobre la posición relativa del movimiento ho-

rizontal (posición 35-bit y velocidad 24-bit) de las placas eje-laser a una razón de

actualización de 10 MHz con una resolución de 0.6 nm y para velocidades de hasta

1 m/s. Los sensores ópticos (Nanogage 100) pasan la información del movimiento

vertical (sólo posición) a una tarjeta de adquisición de datos, a través de un filtro

antialising RC de primer orden que posee una frecuencia de corte igual a 1 kHz,

con una resolución de 15 nm y para un rango de medida de hasta 100 µm. El siste-

ma de adquisición de datos contiene ocho canales de conversores análogo-a-digital
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16-bit (ADCs) (Pentek 6102) y dieciseis canales de conversores digital-a-análogo

12-bit (DACs) (Datel DVME-622) con un voltaje de entrada-salida que oscila

ente ±5V. La placa ADC se comunica con el DSP via el MIXbus mientras que

la placa DAC lo hace via el conductor VME. La señal de actuación se provee a

nueve amplificadores de transconductancia usando nueve canales DAC. Aśı, la

corriente de actuación es enviada a través de los amplificadores hacia las bobinas

del motor lineal para poder generar las fuerzas de actuación.

La ecuación de salida está definida como:

~y = C δ~χ, (F.8)

donde ~y es el vector de variables f́ısicas sensadas y C es la matriz de salida:

C =




I6×6 O3×3 O3×3

O3×3 O3×3 I3×3



 . (F.9)

La Fig. F.6 presenta las variables de actuación y las variables medidas.

i
A

i
B

i
C

transformaciones
de fuerza y torque

dinamica
del platen

f, τ
p2s

x

, y


, φ



ψ , θ , z 

}sy

v
x
, v

y
, ω

3

desplazamientos
relativos

voltajes

Figura F.6: MPS en lazo abierto.

F.2.4. Validación del modelo e identificación del MPS

Con la intención de verificar la validéz del modelo anaĺıtico se hizo necesa-

rio usar identificación de sistemas. Los experimentos realizados tuvieron que ser

hechos en lazo cerrado debido a la naturaleza inestable del movimiento horizon-

tal del MPS. El controlador usado fue del tipo adelanto/atraso (SISO control)

teniendo en consideración que el modelo lineal puede ser desacoplado. La iden-
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tificación en lazo cerrado se llevó a cabo para cada grado de libertad siguiendo

el abordaje de entrada-salida desarrollado en Ljung [29]. La señal de entrada pa-

ra las muestras, en este caso la referencia r, consiste en una señal aleatoria de

ruido blanco con media igual a cero y desviaciones estandar de 0.01µm (movi-

miento horizontal) y 0.05µm (movimiento vertical). El tiempo total de la señal

de excitación es de 2s para una razón de muestreo de 5kHz.

Observando la respuesta en frecuencia de los modelos experimentales, Fig.

F.7, se nota que existe una diferencia significativa a bajas y altas frecuencias en

relación a los modelos anaĺıticos. Se presume que, a bajas frecuencias, la diferen-

cia se presenta debido a que las señales de excitación usadas no conteńıan mucha

enerǵıa en ese rango de frecuencias. A altas frecuencias, la diferencia estaŕıa re-

lacionada a la dinámica de alta frecuencia no incorporada en el modelo anaĺıtico.

Cabe resaltar la presencia de resonancias a alrededor de los 90 Hz en el modelo

experimental.

F.2.5. Modelo de incerteza

Los modelos de incerteza son determinados por la discrepancia que exis-

te entre el modelo anaĺıtico desacoplado y el modelo experimental. El modelo

anaĺıtico sirve como modelo nominal para el diseño del controlador. Consideran-

do que, para sistemas como el MPS, la principal fuente de errores en el modelado

se da a altas frecuencias, los modelos de incerteza aditiva son construidos como

mostrado en la Fig. F.7. La dinámica a alta frecuencia que se presenta en los

modelos experimentales es el resultado de haber desestimado ciertas no lineali-

dades, acoplamiento mecánico-eléctrico y ruido ambiental en el modelo anaĺıtico.

Por otro lado, la discrepancia a bajas frecuencias no considerada en el modelo de

incerteza se compensará simplemente con alta ganancia.
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Figura F.7: Comparación del modelo anaĺıtico (linea punteada) y el modelo iden-
tificado (linea discontinua). Modelo de incerteza aditiva (linea cont́ınua).

F.3. Diseño del controlador

El control posicional para el MPS consiste en la estabilización del platen y

el rastreamiento de señales de comando dadas con respecto al estado de equilibrio.

Una caracteŕıstica a destacar del controlador es que debe garantizar buen desem-

peño en el rastreamiento a pesar de tener información imprecisa del sistema f́ısico

y estar sujeto a limitaciones como saturación, muestreo, entre otros. El controla-

dor debe también ser diseñado para atenuar disturbios en la banda de frecuencias

de 0 a 30Hz y debe tener presentar respuestas con 2 % de error en estado estable,

menos de 30 % de ultrapasaje y un tiempo de elevación (dentro del 80 % del valor

final) menor de 0.1s para una función escalón en la señal de referencia (en cada

DOF). Para movimiento en el plano, los objetivos de desempeño requieren un

desplazamiento de cientos de milimetros a una velocidad máxima de 1m/s.

Las técnicas de control usadas para el diseño del controlador son adelan-

to/atraso (SISO), además de LQR, LQG, LQG-LTR y H∞. Para todos los diseños
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se han considerado espeficicaciones de desempeño similares tanto en el dominio

del tiempo como en el dominio de la frecuencia. Por su naturaleza, sólo el con-

trolador H∞ incorpora expĺıcitamente un modelo de incerteza (ver Fig. F.7) en

el diseño. Esta incerteza se usa con el objetivo de compensar por la dinámica

no capturada en el modelo anaĺıtico. Todos los controladores fueron calculados

usando el Control Toolbox del MATLAB.

Los controladores adelanto/atraso [17], LQR [8], LQG [8] y LQG-LTR [3]

no presentarán error en estado estable para entradas de referencia del tipo escalón

puesto que un integrador ha sido introducido en el lazo de control. En el control

adelanto/atraso, los elementos SISO del controlador son diseñados independien-

temente y tienen un margen de fase igual a 40o. El orden total del controlador

es 12 y el ancho de banda en lazo cerrado es de 30Hz y 140Hz para los movi-

mientos horizontal y vertical, respectivamente. Los diseños LQR y LQG usan la

información proveniente de los modelos experimentales para determinar las ma-

trices de ponderación a ser usadas. El controlador LQR es usado para controlar

el movimiento horizontal mientras que el controlador LQG hace lo propio con el

movimiento vertical. El orden total del controlador LQG-LTR es 12, el ancho de

banda en lazo cerrado es de 30Hz para el movimiento horizontal y 100Hz para el

movimiento vertical. El controlador H∞ [49] posee el orden más alto en compa-

ración a los otros controladores; aśı, para cada movimiento, el orden resultó igual

a 15. El incremento en el orden de los controladores se debe a la inclusión de la

dinámica no modelada (por medio del modelo de incerteza) y de las funciones de

ponderación (para garantizar desempeño) en el diseño del control. El ancho de

banda en lazo cerrado es de 30Hz para el movimiento horizontal y de 110Hz para

el movimiento vertical.
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F.4. Simulaciones numéricas y resultados expe-

rimentales

Esta sección presenta simulaciones numéricas y resultados experimentales

de la respuesta controlada del MPS - señal de rastreamiento igual a 10µm en las

direcciones x e y. El desempeño de cada sistema de control simulado es comparado

con los resultados experimentales. La capacidad de los controladores es analizada

tanto en el dominio de la frecuencia como en el dominio del tiempo.

F.4.1. Respuesta del sistema controlado en el dominio de

la frecuencia

La Fig. F.8(a) muestra que, a excepción del LQR-LQG, las respuestas con-

troladas en el dominio de la frecuencia para el sistema simulado presentan buenas

propiedades de rastreamiento de señales sinusoidales de frecuencias de hasta 50

rad/s (con un error de ±0,01 para la función sensibilidad complementaria T ).

Una vez implementados los controladores discretizados, se observa que las bue-

nas caracteŕısticas de rastreamiento se mantienen a bajas frecuencias pero que

a frecuencias intermedias y altas hay un incremento en la magnitud de T . Cabe

resaltar que los resultados experimentales muestran una resonancia alrededor de

los 90Hz en todos los canales, la misma resonancia que se hizo presente durante

la validación del modelo. Nótese que el controlador H∞ trata de compensar por

la presencia de esta resonancia mediante el uso del modelo de incerteza; como

resultado, la respuesta controlada presenta picos bajos en la frecuencia corres-

pondiente. La dinámica controlada por debajo de los 100Hz se torna fundamen-

talmente importante si consideramos que hay un requerimiento de un tiempo de

levantamiento de 0.1s.

Observando el esfuerzo de control, Fig. F.8(b), el controlador H∞ requiere
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de menos enerǵıa a pesar de presentar igual o mejor desempeño en rastreamiento

de señales cuando comparado con los controladores adelanto/atraso y LQG-LTR.

Por otro lado, el controlador LQR-LQG, que presenta las peores caracteŕısticas

de desempeño en rastreamiento de señales, es el que menor esfuerzo de control

requiere. Existen ciertas diferencias entre las simulaciones numéricas y los resul-

tados experimentales, siendo las más evidentes a bajas frecuencias.

Es importante destacar que aún mostrando cierta discrepancia en las res-

puestas en frecuencia, los controladores implementados presentaron respuestas

similares a las simuladas cuando de respuesta en el dominio del tiempo se trata,

esto se verá en detalle en la siguiente subsección.

F.4.2. Respuesta del sistema controlado en el dominio del

tiempo

Las Figs. F.8(c)-(d) muestran que existe una gran coincidencia entre las

respuestas obtenidas por simulación numérica e implementación. Es importante

destacar que las diferencias más saltantes se encuentran en los transientes (rela-

cionado al amortiguamiento) de las respuestas. El tiempo de elevación es menor

de 0.1s y el de asentamiento menor de 0.2s en todos los casos, excepto para

el controlador LQR-LQG que presenta un tiempo de levantamiento ligeramente

mayor a 0.2s y uno de asentamiento de alrededor de 0.4s. Los porcentajes de ul-

trapasaje son mayores al 30 % para todos los controladores, siendo que el menor

y mayor porcentaje lo poseen el controlador H∞ y LQG-LTR respectivamente.

La diferencia en transientes está directamente relacionada a la naturaleza de los

controladores usados, aśı los que dotan de dinámica al sistema controlado poseen

mejores caracteŕısticas como por ejemplo adelanto/atraso, LQG-LTR y H∞. Las

respuestas experimentales muestran también que existe una dinámica residual

que no fue considerada en las simulaciones; se presume que esta dinámica es la

dinámica en alta frecuencia no considerada en los modelos anaĺıticos y que se hi-



234

zo evidente en las gráficas de respuesta en frecuencia. Estas dinámicas residuales

poseen una envolvente de ±0,05µm en todos los casos excepto para el controlador

LQR-LQG, que presenta oscilaciones residuales de 2Hz y 1000Hz con amplitudes

de hasta 0.4µm y 0.15µm. Los controladores adelanto/atraso y LQG-LTR pre-

sentan las respuestas más rápidas, y esto a expensas de un mayor esfuerzo de

control.

F.5. Conclusiones

El presente estudio consideró el control de un MPS usando una variedad

de técnicas de control. EL MPS emplea tres motores lineales con magneto per-

manente y posee seis grados de libertad (es libre de moverse en el espacio). Los

métodos de control empleados consideraron modelos linealizados (algunos hasta

desacoplados) para la determinación del control, esto a pesar de que el sistema es

acoplado y no lineal. Los controladores adelanto/atraso, LQR-LQG, LQG-LTR y

H∞ controlaron exitosamente al MPS, mostrando aśı la capacidad de posiciona-

miento del MPS.
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Figura F.8: Simulación numérica y resultados experimentales para referencias del tipo función escalón en x e y. Respuesta en el
dominio de la frecuencia: (a) rastreamiento y (b) esfuerzo de control. Respuesta en el dominio del tiempo: (c)-(d) posición, error
de la posición y corriente del control.




