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1. Prdlogo

Esta monografia para obtener el titulo de Licenciado en Fisica fue un trabajo
motivado entre otras cosas por la curiosidad personal de desarrollar mi bagaje
conceptual en temas de dispersion. Por ello, gracias a la motivacion, asesoria
y paciencia del Prof. Orlando Pereyra del Grupo de Fisica Fundamental de
la Universidad Nacional de Ingenieria; fue que se me dio la oportunidad de
desarrollar este tema.

El tema de la Dispersion de particulas por potenciales centrales fue tratado
desde hace mucho tiempo desde la época de Rutherford. Sin embargo su
estudio, en nuestro pais, es muy poco difundido a nivel de antegrado a pesar
que es un tema bdsico en la introduccién de los estudiantes de fisica a temnas
tan apasionantes como la Fisica Atémica, Nuclear y de Particulas.

Es por ello que crei necesario llevar a cabo un trabajo en el cual se pon-
ga de manifiesto que se puede abordar este tema sin mayor dificultad, con
conocimientos de Fisica cudntica de antegrado.

Para tal fin, el trabajo se dividié en dos partes: la primera es un desarrollo
tedrico de los métodos de las ondas parciales y la aproxiinacién de Born
para la dispersiéon por potenciales centrales. La otra parte consiste en el
desarrollo de algunos problemas sencillos para una posterior comparacion
entre los métodos y llegar a conclusiones relevantes.



2. Conceptos Generales

Antes de pasar a la resolucién del problema de la dispersién, debemos conocer
algunos conceptos relacionados con el tema. Estos conceptos se aplicardan
tanto al punto de vista cldsico como el cuantico.

2.1. Teoria Clasica de la Dispersion

Consideremos un haz uniforme de particulas, todas de igual masa m, de
energia £ y que no interactian entre ellas (o que esta interaccidon es com-
pletamente despreciable). Estas particulas inciden sobre un centro de fuerzas
con un parametro de impacto b (ver figura 1).
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Figura 1: Dispersion Clésica, mostrando el pardmetro de impacto b y el
angulo de Dispersion ©.

2.1.1. Intensidad de un haz de particulas

Considerenos que las fuerzas que actian sobre el haz de particulas dismin-
uyen tendiendo cero a grandes distancias.

El haz incidente se caracteriza por su intensidad I (también llamada densidad



de flujo 6 luminosidad):

Namero de Particulas Incidentes

= - 1
Unidad de Area x Unidad de tiernpo )

Esta intensidad nos da el nimero de particulas que atraviesan en una unidad
de tiempo una unidad de superficie normal al haz. Al acercarse una particula
al centro de fuerzas serd atraida o repelida y su trayectoria se desviard de la
rectilinea incidente.

Después de haber pasado el campo de fuerzas, la fuerza que se ejerce sobre
el haz de particulas va disminuyendo hasta que la trayectoria vuelve a ser
rectilinea. En general, la direccion final de cada particula no coincide con la
incidente y diremos que las particulas se han desviado o dispersado.

2.1.2. Seccion Eficaz para Dispersion de Particulas

Supongamos que el haz de particulas incidentes tiene una intensidad uniforme
en el tiempo y en cada seccién diferencial (ver figura 2). Llammemos F a la
intensidad de particulas incidentes, N al ntunero de particulas dispersadas
en en la direccién (©,¢) por unidad de tiempo y do a la diferencial de édrea
en la misma direccion.
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Figura 2: Dispersion de un haz particulas por un potencial central.

Utilizando un razonarmiento légico, decimos que el numero de particulas inci-
dentes es igual al nimero de particulas dispersadas (por unidad de tiempo).
do

Entonces, dN = Fdo = F o) ds.

Nl e



De esta ultima relacién definimos la seccién eficaz diferenciol 1. como

do _1av :
40 - Fdo (2)

Esta ultima ecuacién nos indica que la seccién eficaz diferencial es la relacién
que existe entre el nimero de particulas dispersadas por unidad de angulo
sélido entre la intensidad incidente. Las cantidades que se relacionan en esta
ecuacién son medibles en el laboratorio.

La seccion eficaz total o queda entonces como el drea total del haz incidente
que es dispersado por un blanco (centro de fuerzas).

o= / D(©) d (3)
donde: q
D(©) = 2 (4)

Como se aprecia en la figura 2, la porcién de particulas incidentes que forman
un area infinitesimal do, se dispersan en su correspondiente angulo sélido df?
en alguna direccién azimutal ¢. Mientras més grande sea do, mayor sera df2;
y D(©) es un factor de proporcionalidad entre ambas.

do = D(O) dQ (5)

También podemos observar de la grafica que, en términos del pardmetro de
impacto y del angulo azimutal ¢, do = b db d¢ ; y por definicién de angulo
sélido df) = sen® dO do.

Entonces,

D)= 5| )

sen®

Ademds de la misma figura, el darea sombreada de la esfera tiene un drea
(2rRsen ©)(RdO®), que corresponde al dngulo sélido d)? = 27sen® dO.
Ademas, como el flujo incidente es uniforme, la seccion eficaz diferencial
es simétrica con respecto al dngulo azimutal (siempre que el potencial sea
central) y la seccidn eficaz total quedaria como,

do ™ do
Uz/(d_Q) dQ_27r/0 d@.sen@E (7)

1A pesar que no es una diferencial sino una derivada y tampoco es una seccion eficaz;
sin embargo, es el nombre que se le da en muchos textos




Podemos comprobar de las definiciones de N y F que o tiene unidades de
area, lo cual es consistente con su descripcion original.

2.1.3. Sistemas de Laboratorio y Centro de Masa

Consideremos una colisién no relativista entre un haz de particulas caracter-
izada por la particula A y un blanco caracterizado por la particula B.

El sistema de laboratorio L es un sistema en el cual la particula B estd en
reposo antes de la colision. En cambio, en el sistema de centro de masa CM,
lo que permanece en reposo es justamente el centro de masa de las particulas
Ay B

Si nos situaimos en el sistema CM, se verifica que (mq + mpg) tigp = matia +
mBﬁ'B =0.

Entonces, en el CM tenemos

om=0=>Pa=—Pp=p (8)

Utilizando (8), podemos escribir para la energia cinética inicial total (antes
de la interaccién):

2 2 2 1 1

2m,y  2nipg 2 \ing mp
. mapnip , e gy
Llammemos masa reducida p = ————, entonces la energia cinética del
ma+img
sistema de particulas en el sistema CM es
2
T=F (9)
2p
Después de la colision:
= / Y — —~ ) =
Pem'=0=pa" = —ps' =p (10)

Por otro lado, el dngulo de dispersion medido desde el sistema L, ©; no es
el misimo que su correspondiente medido desde el sistema CM, © (ver figuras
3y4).

Determinaremos la relacion entre ambos dangulos para el caso de una disper-
sion eldstica:



Figura 3: Dispersién en el Sistema CM.

Como la colisién es elastica, la energia de las particulas es la misma antes y
después de la colision,

2 2 /2 2 2 2
Pa PB_pA_{_PB:P_p

2y 2mp N 2my  2mg Z N 2u

Entonces de (8) y (10) y considerando sélo los mdédulos:
p=p pa=vi PB="rp (11)

Sea ¥ = ¥4 — vg la velocidad relativa de A con respecto de B antes de la
interaccién. Por lo tanto, con las relaciones que se dan en (8),

D=DPa =Mul4 (1 1 . .
- . . ZP\—+t— | =va—unB
P = —pB = —MBURB

Entonces,
p=pi (12)

Recordemos que las relaciones obtenidas en (9) y (12) son referidas al sistema
CM.

Por otro lado, la velocidad de A antes de la colision relativa al sistema L es
UaL = Ua — U, (estas dltimas respecto al sistema CM). Ademas, habfamos
dicho al principio de esta seccion que en el sistema L la particula B estaba en
reposo antes de la colisidn, asi que antes de la colision el sistema L se mueve
con una velocidad vg (también respecto al sistema CM ). Entonces,

U4, = Us — UB
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Observemos que la notaciéon que hemos utilizado para los momentum lineales
en el sistema CM es p. Ahora para el sistema L, usaremos .

Si multiplicamnos la tltima ecuacién por m4 y usando la ecuacién (8),

- — s O (T
A =DPA—MAUB =P+ —p
mpg

Y de la ecuacién (12),
. m - m
p(1+—A> =p,v<1+—A> = maU
mp mp

ga = mat (13)

Entonces,

Recordemos que en el sistema L, la velocidad relativa de A respecto a B es
sélo la velocidad de A ya que B esta en reposo. Entonces podemos decir que

qallva.

Figura 4: Dispersion en el Sistema L.

Después de la colisién, A y B se mueven con momentum lineal ¢4’ y ¢g’,
comuo se ve en la figura (4).

Utilizando el principio de la conservacion del momentun lineal y el hecho que
en un sistema de particulas el momentuin lineal total se puede reemplazar
por el momentum de una particula cuya masa es la masa total del sistema y
su velocidad es la velocidad del centro de masa (todo respecto al sistema L),

ga=Gqa'+qs’ = (ma+mp)icm.



Entonces,

. da
UeM,L = ( (14)

ma+mg)
Con lo que vemos que tiop, L es constante y paralela al eje horizontal ya que
ga también lo es.

Por otro lado, como la velocidad de A con respecto al sistema CM es G4 cn =
Ua.1—0car L, entonces multiplicando por la masa de A y utilizando (14) queda
ma - mp -

PA=qa—matcpr = qa — ga =
maq+mpg maq+mpg

Observemos que la ultima relacién es valida para cualquier momento de la
dispersién (antes, durante o después), ya que para obtenerla se parte de la
definicién general de velocidad relativa.

Utilizando la ultima ecuacién, las componentes del momentum lineal de A a
lo largo de la direccion de incidencia en los dos sistemas de referencia estan
relacionados después de la colision por:

p'ycos© = gy cosOp — mavearL = q4cosOp =pcos© + mavem,r

Las componentes del momentum lineal de A normales a la direccién de inci-
dencia:
pysen® = ¢/ysen©p = ¢y sen©p = psen©

Entonces,
psen ©

tan©;, =
pcos© + maveny L

Por otro lado de la ecuacion (14),
Gony = A _Pa _ P
GaLt (ma+mpg) mp mp

= mppVcm,L =P

- ma
= mavcmMmL = P
mpg
psen © sen ©
= tan©, = A = A
pcos© + —p cosO + —
mpg mp
Luego, . o
sen ma
tan®; = ———, donde £ = — 15
L™ cos@+¢ ¢ mp (15)

9



Como el plano de dispersion es el mismo para ambos sistemas de referencia
el angulo azimutal es el mismo ¢, = .

Habiamos dicho que o es el drea total del haz que es dispersado por el blanco.
Bajo ese punto de vista, debe ser el mismo en los dos sistemas de referencia.
Revisando la relacién (7), podemos decir que

1 1
do do
=2 d © — | = -
o 7r/_1 (cos©p) (dQ>L 27r/_1d(cos@) (dQ)

=>/_lld(cos@L) (j—ﬂ)bz/_lld(cos@ (%)
d(cos©) do

N d_"> _ | 4lcos®)
dQ), |d(cos©p)|dQ

Utilizando la ecuacién (15) y conceptos de trigonometria se demuestra que

q

(16)

cos© + £
cos©O; =
V/1+27cos© + €2

Derivando,

d(cos©r) 1+£&cos®

d(cos©) (14 2£cos® + £2)3/2
Luego,

d(cos©) | (1 +2cos® + £2)3/2

d(cos©r)| |1+ € cos©|

En la ecuacién (16),

do\ (1+2£cos@+§2)3/2d_0
dQ |1+ € cos O] dQ

L

A pesar que se llevan a cabo numerosos experimentos de dispersién en los
cuales las particulas incidentes son dispersadas por un blanco estacionario,
ese 1o es siempre el caso. Muchas veces los dos haces de particulas se dirigen
una contra el otro y se dispersan mutuamente. Sin embargo, cabe mencionar
que el resultado de tal experimento se puede transformar a un sistema CM
utilizando argumentos cinematicos como los que se usaron anteriormente.

10



2.1.4. Dispersion de Rutherford

Rutherford hizo un calculo detallado de la distribucién angular que se esper-
aria para la dispersion de particulas a por atoinos como los propuestos en su
modelo (con la carga positiva centrada en una regién muy pequena).

Se asumia que la dispersién era del tipo coulombiana y provocada por dtomos
pesados, con el objeto de permitir la suposicién de que la masa del nicleo era
tan grande comparada con la de la particula « que este nicleo no retrocede
de forma apreciable (permanece fijo en el espacio) durante el proceso de
dispersion. También se supuso que tanto la particula o como el nicleo se
comportaban como cargas puntuales. Finaliente en los calculos se considera
la mecdnica no relativista, ya que v/c ~ 1/20.

Para un sistema de dos particulas con interaccién coulombiana, la energia
potencial entre ellas depende unicamente de la distancia de separacion entre
ellas. La lagrangiana para el sistema CM serd entonces

1 . 1 - L
C= E‘m.AIrAIQ + imgl'r3|2 —U(|Fq —78|)

Donde 7y y g son los vectores posicion de las particulas A y B respectiva-
mente.

Sea "= 'y — r'g; y como estamos en el sistema CM, mara + mgrg = 0.
Entonces, de estas dos ultiinas ecuaciones se obtiene
-m,B'F' sy mA'F'

—_— -rB e ——
ma+m B’ ma4+mpg

-

Ty =

Con lo cual la lagrangiana anterior queda

£ = uli? - Ulr) (a7

En estas condiciones, cuando el potencial es central (y por lo tanto también
lo es la fuerza relacionada), el torque del sistema es 7 =7 x F(r) =0y el
momentum angular L = 7 X p'es constante.

Por consiguiente el vector posicion y el momentuin lineal permanecen siempre
en el mismo plano normal a L. Entonces poceimnos decir que el movimiento
se da en el plano.

Utilizando coordenadas polares y haciendo que L sea paralelo al eje Z, la
ecuacion (17) quedaria,

11



Entonces,
T80 T T dt 98
Osea,
8£ 2 >
Po = — = ur<6 = cte
o6 "
Como L = 7 x p=ré x u(ré, + rég) = pr6é,, entonces podemos decir que
pe = L = ur*d = cte. (19)

La energia total del sistema es,
E= %u(ﬁ 1 r26%) + Ur)
Expresado de otra forma utilizando (19),
E = —ur +——r+U(r) (20)

Cuando se conoce U(T), la ecuacién (20) describe completamente y su integral
nos dara la integral general del problema en funcién de los parametros E y
L. Si en (20) despejamos 7, tendremos

e 9 L2
-,":d_’: -(E'—U)__
dt 7] p2r?

De esta ecuacién puede obtenerse la ecuacion del movimiento de manera
habitual r = r(¢). Pero por el momento nos interesa mas la ecuacién de la
trayectoria para poder describir el comportamiento angular en la dispersién.
Para eso podemos escribir,

df dt é
=Gt ="
. : : : L ,
Donde podemos introducir el valor de 6 dado eu (19), § = —. Tras integrar,
ur
L
Tinin T_er

6(r) = /T‘ \/2# (E - %E> + b,

12



Esta ultima integral tiene los limites de integracion de acuerdo a la figura 5.

En el caso de Rutherford, el potencial tiene la forma

k
U(r)=—=  dondek = 1%
r TEQ
Siendo ¢; = 2e la carga de la particula o y ¢o = Ze la carga del nicleo
del atomo blanco en su experimento mas famoso. Sin embargo, estas cargas
pueden tomar cualquier valor dependiendo de las particulas involucradas.

P4
—_—
T a1
b 7y -
I 1 )

q2

Figura 5: Trayectoria hiperbdlica seguida por el modelo de Rutherford.

Se debe recalcar que en el modelo de Rutherford, como la particula B per-
manece en reposo, entonces podemos decir que el sistema L es un sistema de
referencia también en reposo.

Ademas como mp > ma = p = my. Por lo tanto la ultima integral toma la
forma:

Tmin £2 d‘"
O(r) = / , A + 6o (21)
' omg (B4 % L
m - -
A r 2mar?

En la figura (5) se puede ver que b = rsen 3 y entonces de la ecuacién (19)

13



podemos decir que
L=vx yor
=murfeé,
parsenfé,
= PAb éz

2
Pero antes de la colision E = ;)—A, entonces py = V2mAE.

m A

Luego podemos llegar a la relaciéon

L = mavab=by/2muF

(22)

Ahora podemos utilizar la tltima relacion y reemplazar L en la integral (21)

obteniendo la siguiente integral

Tmin ',%d/‘
9(1") = / T o
. ‘/1 k1P
V r B r?

S —

Figura 6: Relacién entre los pardmetros de angulares en una dispersion re-

pulsiva.

Como la orbita debe ser simétrica respecto al eje donde se encuentra el vector
Tmin (que corresponde al mayor acercamiento en la figura 6), entonces y = 3

14



y el angulo de dispersién vendra dado por
©=r-20

Por otro lado, cuando r — oo entonces 6, — 7 (direccién incidente) y ademas
6(r) = © — B(r). Entonces

b
Tmin —2 dT
0= / — L tr=7-0
= \/1 k1 b2
r E r2

Facilinente se llega a la siguiente relacion

b2
E 2

b
2
=],
r“l1 n J .{{E
r

O también

—d‘r
—7T—2/ (24)
o [LFL 7
-

Si resolvemos la integral haciendo el cambio de variable « = % y despejando
para b, nos dara

Derivando con respecto a ©, —= =—-—F—csc”— .

Por dltimo podemos utilizar la ecuacién (5) para obtener la seccién eficaz
diferencial para la dispersion de Rutherford

2
k 4192
_— donde k =
4F sen? (%) l on dmeq

D(©) =

15



2.2. Teoria Cuantica de la Dispersion

En esta seccién vamos a tratar el problema de la dispersion, pero desde el
punto de vista cudntico. La primera gran diferencia con la teoria clésica de
la dispersién que detallamos en la seccion anterior, es que encontraremos que
las particulas serdn tratadas como ondas con sus respectivas funciones de
onda y las soluciones que encontraremos seran soluciones de la ecuacion de
Schrodinger, como cualquier teoria cudntica.

Para la resolucion de esta ecuaciéon de Schrodinger, utilizaremos el método
de las ondas parciales y la aproximacién de Born que describiremos maés
adelante.

2.2.1. Potencial de Dispersidén. Caracteristicas Generales

Nuestro sistema de estudio esta descrito por la ecuacién de Schrodinger
0 2
ih= U(7 t) = ~—v2+vm] 7, t)
ot
Aqui vamos a asumir que tratamos con el problema en el que la particula

blanco B permanece en reposo; Entonces m = mgz4

Sea un potencial V(7) que no depende del tiempo, entonces las soluciones
son del tipo U(7,t) = p(Fe~'#, con lo cual

Et R , Et Lt
inge @) ¥ =~ (e R + V(Ao

2m

= (in) (%c"‘) o) = % {—{%V%m] +V(DpReF

:,[_"—vuvm] o(7) = Bo(F)

2m
2m 2mE
- [V2 m Vi) + m ] o(7) = 0
9, 2mE  2m p* p* .
Sea %V(F)EU(F) y :?.%zﬁzk, entonces

[V2+ k2 = U(M)] () =0

16



Debemos considerar potenciales U(7) de tal forma que cuando r — oo =
U(7) — 0. De esa manera, para r grandes el problema se reduce al problema
de la particula libre:

[V? + k] pmoo(T) = 0
En esta regién (grandes r), p(7) debe describir tanto a las particulas del haz
incidente como a las dispersadas:

(Prl—»oo('-':') = ‘Pinc(r_j 25 (Pdisp(?:') (25)

Las particulas del haz incidente tienen todas el mismo momentum lineal
p = hk y viajan en la misma direccién (sea z). Entonces la onda asociada
puede expresarse

‘fginc('m = eikm (26)
Entonces su normalizacién |<,o(r")|2 = 1, quiere decir que existe una particula
en la unidad de volumen. Recordando la definicién de F' (seccién 2.1.2):

# de Particulas Incidentes unidad de longitud (en z)

F= - X
Unidad de Area x Unidad de tiempo  unidad de longitud (en )

# de Particulas Incidentes  unidad de longitud (en t)

- unidad de volurnen 8 unidad de tiempo
= (1) x (v) donde v es la velocidad de las particulas
=F=v (27)

La onda plana descrita en (26) es en teoria infinita pero en la préctica el
haz esta colimado y tiene un ancho finito. Sin embargo, el ancho del haz es
muy grande comparado con las dimensiones atéinicas o nucleares y se puede
describir como una onda plana en la regién de dispersién.

Muy lejos del centro de dispersion, pgis, debe representar una onda esférica
con direccién radial hacia afuera. La forma de las ondas esféricas es
Acos(kr + 9)
,
tomando sélo la parte espacial. Entonces nuestra onda quedaria como:

eikr

(pdisp = f(l"v 9a ¢) (28)

r

Recordemos que (r, 8, ¢) son las coordenadas esféricas del vector posicién
de la particula dispersada. La amplitud f de la onda esférica dispersada,

17
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\

onda 1o
aispersada

Figura 7: Dispersion de ondas; una onda plana incidente produce una onda
esférica dispersada.

llamada amplitud de dispersion depende del nimero de onda y de la direcciéon
(8, ¢) (ver figura 7) y determina el flujo de las particulas dispersadas en esa
direccion.

De las ecuaciones (25), (26) y (28) vemos que para r grandes la funcion de
onda de dispersion satisface

ikr

olr) — €™+ f(k,6,0)

r—00 T

(29)

La densidad de corriente de probabilidad j es
h

2mi

17 = 5= [¢" (Vo) = (Vo')¢],

donde el gradiente en coordenadas esféricas es

v_ﬁ” +£2‘ +_1_3‘
T o T 98 'rsenead)%

Como el segundo y tercer términos son muy pequefios cuando r — oo en-
tonces 7 solo tiene direccién radial y usando (28), la corriente de las particulas

18



dispersadas es

) h e—ilc'r ,L-k.eikr 6ilcr
)r=—|f"(k, - f(k -
I = g [P 0.0 ) (R
eikr ike—ikr e—ikr \ ’I
(k.6 P8, 9) [~ -
e )
oo o[k ik ik ik
© 2mi |f (k. 6, ) [1'2 73 + r2 + r—3}

 hk|f(k,6,9)
=T

Por definicion de densidad de corriente, 7, representa el nimero de particulas
que atraviesa la unidad de area por unidad de tiempo. Esto, sumado al hecho
que el detector presenta un area de seccién eficaz r2d§) al haz dispersado, el
nunmero de particulas por unidad de tiempo que entran al detector d/N (ver
seccion 2.1.2), es

aN = " 1(k,0,0) a2 (30)

Debido a que la velocidad de la particula es 2 = %, encontrainos la

v =
seccion eficaz diferencial usando la ecuacion (6), (27) y (30):

hk

Q- Far
I
Entonces,
do 2
— =|f(k, 0,9 31
-0 | £( )| (31)

Esto significa que todo el problema se reduce a determinar la amplitud de dis-
persidn f(k, 6, ¢), que nos da la probabilidad de dispersién en una direccién
k2h?

2m

Para calcular esta amplitud (por consiguiente la seccidn eficaz diferencial),
vamos a utilizar el método de las ondas parciales.

(8, ) para un haz de particulas de energia £ =
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2.2.2. Método de las Ondas Parciales

Formalismo

Se sabe que la solucién espacial de la ecuacién de Schrodinger en coordenadas
esféricas para potenciales de la forma V(r) admite soluciones separables de
la forma

o(r,0,0) = Ri(r)Yim(6, ¢) (32)
Donde Yi,(0,¢) son los armoénicos esféricos y u(r) = rR(r) satisface la
ecuacion radial
h? d*u RZ 11+ 1)
= TR V) - — v — F
2m dr? (r) + 2m 2 u=FEu

Vamos a asumnir que el potencial esta localizado y dividiremos el problema en
tres regiones: para r muy grande, para r intermedio y para r relativamnente
pequeno (ver figura 8).

Zona de
radiacion

Difpersion

Figura 8: Dispersiéon de ondas para un potencial localizado: la regién de
dispersion, la regién intermedia y la zona de radiacién

a) Zona de Radiacién : Cuando r — oo (kr > 1)
dr?

Hemos dicho desde el principio que estamos considerando potenciales que se
anulan en el infinito, entonces la solucién general es:

~ —k%u

u(r) = Ce* + De
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El primer término representa la onda esférica saliente y el segundo la entrante.
Para la onda dispersada D = 0, y queda
e-zllcr

R(r) ~ (33)

T

Como dedujimos cualitativamente en la ecuacion (29).

2
b) Zona Intermedia 2: Cuando V +— 0 2h Il ‘2 1) 0
m r
d2 h2 l
e _(l+_l).u — __k2u

dr  2m r?
y la solucién general es una combinacién lineal de las funciones esféricas de
Bessel y de Neumanmn:

u(r) = Arji(kr) + Brog(kr)

Sin embargo, ni j;(kr) (que es algo parecido a una funcién seno) ni Bryy(Ar)
(como coseno) representan una onda entrante o saliente. Lo que necesitainos
entonces, es una combinacién lineal andloga a e y e~*"; estas se conocen
como funciones esféricas de Hankel:

h;l](x) = ji() + iny(x); h,;(_g](;::) = ji(z) — tny(x)

Las primeras funciones de Hankel se listan en el cuadro 1.

Cuadro 1: Funciones de Hankel esféricas, h}(z) y h}(z).

hy) = - B = —ie

T
W= (<= e WP = (- 1)

WY = Legp {+i[z - 2(1+ 1)]
3

]i }pam»l

Y = deap (i -

Se observa del cuadro que para 7 grande, las funciones de Hankel de primera
ei.kr
; mientras que las de segunda clase h,(z)(k'r),
r

clase hl(l) (kr), tienden a

—ikr

tienden a

2lo que sigue no se aplica a un potencial de Coulorub
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Entonces para las ondas salientes es obvio que necesitamos las funciones
esféricas de Hankel de primera clase:

R(r) =~ Ch{" (k)
Por consiguiente, la funcién de onda quedaria:

(,O('I', 9, (D) = A [eikgc + Z CI,'rnh{Fl)(kr)YI.m(9> ¢):| (34)

l.m
Observar del cuadro 1 que para 1 grande la funciones de Hankel tienden a

kr
. e .,
(—i)"*'=— entonces la ecuacién (34) queda

kr’
] eikr
P(r,0,0) = A [e"“ + f@. ¢>~;~]
Donde .
16,0) =+ 3 (=) Cu¥i™ (6, 9) (35)
Im

Esto confirma de manera rigurosa la estructura general postulada en la
ecuacion (29), y nos dice cdmo calcular la amplitud de dispersion f(6, ¢)
en términos de las amplitudes de onda parcial C . Evidentemente la seccion
eficaz diferencial queda

1 N v '
D(#,¢) = f6.0) = 75> > () CloCram (V") Y (36)

Lm U',m/
1 1

Para determinar la secciéon eficaz total usamos el hecho que los arménicos
esféricos son funciones ortonormales y podemos decir

1 =V o myxy m’ 1
7= LW Cin G / V)Y =5 3 1Cal* (37)
Lm

Lym U'm/!

Por otro lado por definicion de armonicos esféricos tenemos

_ (QZ + 1)(l — ITnl)! im¢ pm
Yim(6,9) = 6\/ 4r(l+ |m|)! ¢ (cos )

Donde € = (—1)™ param > 0y ¢ = 1 para m < 0. Ademdas P"(cos ) es el
polinomio asociado de Legendre.
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Para un potencial central V(r), el sistema es completamente simétrico alrede-
dor del eje de incidencia (eje x). Esto significa que ¢ es independiente de ¢
y que m = 0. Entonces,

2+ 1)!!

Yiol6,9) = Yi(6) = || =

PY(cosf)

Por definicién, P(z) = (1 —:c2)%ali Py(x) = P(x)

m=0
Entonces,

20+1

Yi(9) = || =

Py(cosf)

Entonces reemplazando en (34):

' . 2l +1
0= o(r,0) = ! * +ZChl” —7r-—-P¢(cos9)] (38)

La amplitud de dispersion es

1 — /21 +1
= Z )i+ C'Pi(cos 6) (39)
=0

Y la seccion eficaz total es

1 o0
o= k_QZ |Cy|? (40)
=0

Resolucion de los problemas

Todo lo que resta es determinar las amplitudes de ondas parciales C; para el
potencial en cuestion. Esto se consigue resolviendo la ecuacién de Schrodinger
en la regién interior (donde V(r) es diferente de cero) y haciendo que tenga
el mismo valor en la regién exterior (ecuacién 38) justo en la frontera entre
ambas, de donde se obtienen las condiciones de contorno adecuadas.

Antes de proceder, es til reescribir la funcién de onda con una notacién mas
consistente ya que como se observa en las ecuaciones se utilizan tanto coorde-
nadas esféricas para la onda esférica saliente como coordenadas cartesianas
para la onda incidente.
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De hecho, hemos dicho que e*** satisface la ecuaciéon de Schrodinger con

V = 0. Por otro lado, también se dijo que la solucién general de la ecuacién
de Schirodinger con V = 0 se puede escribir de la forma

> [Aumit(kr) + Bumma(kr)) Y60, )

,m

Eso significa que es posible expresar e*** de esa manera. Sin embargo, ¢**
es finito en el origen, entonces no debe haber funciones de Neumann en la
solucién ya que divergen para r = 0. Ademads como x = r cos (ver figura 7)

no depende ¢, entonces sélo se permiten términos con m = 0.

Se sabe por la ecuaciéon de Rayleigh que

o0

etk = Zil(Ql + 1)j)(kr)P,(cos 6)

=0

Entonces la funcién de onda en la region exterior se puede escribir en una
forma mas consistente:

= |. , 2l +1
ga(-r,t?):A; 1"(234—1)};(k'f’)+1/-4—;T—C;h,}”(kr) P(cos)| (41)

2.2.3. Aproximaciéon de Born
Forma Integral de la Ecuacién de Schrédinger
La ecuacién de Schrodinguer independiente del tiempo

h?_,
——V%+ Ve =Fp
2m
puede escribirse segin el punto 2.2.1 como
(V2 +)p = Q (42)

VemE _2m

Donde k = T Y@= 57

Vo

Esto tiene la forma de la ecuacién de Helmholtz, con la diferencia que el
término Q depende de . Sea G(7) la solucién de la ecuacion de Helmholtz

de la forma

(V2 +#?) G(7) = 8%(7) (43)
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donde 8*(7) es la funcién Delta de Dirac en tres dimensiones.

Luego, podemos expresar ¢ como una integral:
o) = [ 6= 7) Q)

Esta ultima relacion se puede demostrar facilmente si reemplazamos ¢(r) en
la ecuacién (42):

(V2 + K)pl(7) = (V2 + &) / G(F - 7)Q(7) d*ro
= [+ ) 66 - ) @)
- / 57— ) Q) dro
— QW)

A G(7) se le conoce como la funcion de Green de la ecuacién de Helmholtz.

Lo primero que tenemos que hacer es resolver la ecuacién (43) para G(7).
Esto se puede hacer utilizando el método de la transformada de Fourier, la
cual cambia la ecuacién diferencial en una ecuacién algebraica.

Sea ¢(7) la transformada de Fourier de G(7), entonces

G(,‘-‘) - W/ez&'r‘g(ﬂ d35 (44)
Euntouces,
(V? + k2) G(F) = @%W_z/[(vukz)ei;r o(5) s

Pero V27 = —2F  y () = _l_/e.ig.F &
Entonces la ecuacién (43) queda

1 i5F - 1 isF 3=
———(%)3/2 /(—52 +k2) e’ g(9) 435 = (2m)? /e d°s

Con lo que




Colocando el tltimo resultado en (44) tenemos

v

Figura 9: Coordenadas convenientes para la integral en la ecuacion (45)

En coordenadas esféricas 57 = s r cosd (ver figura 9) y d®s = s? dssen 6 df de¢.

Ademas la integral para ¢ es trivial (27); y la integral para 0 es

T isrcos@ (T .
./ e c0s0gen g df = — S | 2sen(sr)
0 isr |, sr
Entonces,
1 2 [* ssen(sr) -1 [ ssen(sr)
G(i) = - ds =
(") (27r)2'r/0 —s 7 a2y /_oo s? — k? ds

Hay que hacer notar que se espera de la solucién de esta ultima integral que
tenga la forma e**" ya que debe ser una onda esférica dispersada hacia afuera
del centro de fuerzas. Esto se deduce de la forma integral de ¢(r).

La resolucién de esta ultima integral, se hace expresandola primero con no-
tacién exponencial:

-1 oo s €er * se
N [/m(_—k—)(ﬁ) - [ e (46)
L([l — [2)

82y
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Estas integrales se pueden evaluar utilizando el Teoreme del Residuo:

% f(z)dz=2 wZ(Residuos encerrados por C) (47)
o

Donde C' es una curva cerrada y su integral cerrada es positiva si se toma en
sentido antihorario y negativa en caso contrario.

Sea C una semicircunferencia que pasa por los polos tal como se ve en la
figura 10. La integral alrededor de estos puntos es +im Res f(z). El signo se
da como se describe en el parrafo anterior.

La forma que la curva pasa por los polos es indiferente. Escogemos un
semicirculo en el plano complejo de radio infinito tal como se ve en la figura
10 y luego integramos la funcién a lo largo de la curva establecida.

ﬁ* Im(z)

I . ;

-

s=-k ;‘:1 Re(z)

Figura 10: Bordeando los polos en la integral de contorno de la ecuacién (46)

Para cada integral en la ecuacién (46), se cierra el contorno C de tal manera
que el semicirculo en el infinito no efectia contribucién alguna. En el caso de
I;, el factor ¢*" tiende a cero cuando s posee una parte imaginaria positiva
muy grande; para este caso cerramos el contorno por arriba. El contorno sélo
encierra el polo s = +k como en la figura 11(a).

Para el caso de la integral I; los residuos se calculan
ikr

ze'T e
= =1 =
Res.—kf(2) rrary z+k 2
) Zeizr e—ilcr
Resecsf(2) = Jim, 255 =

Entonces, tomando la curva segun la figura (11a),

jé f()yde = [ f(2)dz+ T —in (f_“") tin (fi'fi> — omi (E'_'“i)
C Ci 2 2 2
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= I} = im cos(kr)

Para el caso de la integral I, los residuos se calculan

) ze~izr —tkr
Res,—r f(2z) = lim r = £ &

ok 2+ 2
Res f(,) _ 1im zet?r B eik'r
F=-kle akz—k 2
Entonces
eikr e—tkr
% f(z)dz= [ f(2)dz+ I, —in (*——) +i7 (———
c o) 2 2

= [y = —imcos(kr)

LN

=
(a)

N

Figura 11: Cerrando el contorno en las ecuaciones para I, e Is.

Reemplazando en la ecuacién (46),

G(r) = L (2emcoskr) = _ cos(kr)

82y 47r

Esta seria la solucion y pero no tiene la forma de la onda que buscdbamos

desde un principio.

Para obtener dicha onda, vamos a hacer un artificio. En vez de tener las
curvas alrededor de los polos, vamos a moverlos fuera del eje real. Para eso,
sea k — k+1iyy —k — —k —iv; donde ~y es un real positivo y eventualmente
puede aproximarse a cero. Esto significa que I, 2(k) = ]’13(1) I o(k £ 4y).

Con esto para I; el polo z = k + i7 estd dentro del semicirculo y el el otro
polo z = —k — i~y no lo estd (figura 11a), con lo que utilizamos sélo el residuo

del primero.
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Entonces

[ gilkrinr -
‘74 f(2)dz = I, = 2im ( > ) = jretlktinr (48)
c

Utilizamos el mismo razonamiento para I, pero esta vez z = —k—i~y esta den-
tro del semicirculo (figura 11b).

ei(k+‘i'y)1‘

Iy = —um ( 5 ) = — etk (49)

Reemplazando (48) y (49) en la ecuacién (46) con v — 0, tenemos
1 ikr
 8n2r

€

G()

[iﬂ_eikr - (_i,n_ec'kr)] sy

(50)

47r

Esta es la funciéon de Green para la ecuaciéon de Helmholtz (solucién de la
ecuacion 43).

Entonces la funcion de onda quedaria de la forma:

m eikl=rol o
o) = 0l) — g [ TV ) ol 7 (51)

Donde ¢, satisface la ecuacién de Schrodinger para la particula libre, (V2 +
k2)cp0 =0.

La ecuacién (51) es la forma integral de la ecuacion de Schriodinger y es imuy
util en la soluciéon de problemas de dispersion.

La primera aproximacién de Born

Supongamos que V (7) estd localizado alrededor de algin punto 7 = 0;
esto es, el potencial cae a cero afuera de alguna regién finita (como es tipico
en los problemas de dispersion), y queremos calcular ¢(7) en puntos muy
alejados del centro de dispersién. Entonces |7] > || para todos los puntos
que contribuyen a la integral en la ecuacién (51),

oo 2 =
rTog T r-To

L Y= 2 0 ) ~r?

|',‘_‘,_0|2=,r2+.rg_2r.‘r0:’r (1‘_2 7'2_+ﬁ> =T <1—2 ,,.2 )’

Utilizando Taylor, (1 — 2z)}/? = 1 — z en primera aproximacion, entonces:



Si k = k7

oikIF=0] eikre—ik.ﬁ)’

Utilizando Taylor de nuevo,

1 PR -1/2 1 PO
. r-mr
[F—7o| " == (1-2 20 -+ 0

T T T r?
Luego,

k|77 ikr

e e 2,
e—-tkvrol (52)

En el caso de la dispersién, tenemos g,(7) = Ae*** para la onda incidente.
Para r grandes, reemplazando (52) en (51):
ikr

m_e BRIy () ol A
QwhzT_/e V(7o) ¢(7o) d°7 (53)

o)~ At -

Comparando esta relacién con la ecuacién (29), podemos despejar la amplitud
de dispersion:

£(6,0) = —Qﬂ';} = f e~ FRV (7)) p(io) dFo. (54)

Utilicemos ahora la aprozimacion de Born: supongamos que la onda incidente
no es alterada de manera sustancial por el potencial; entonces tiene sentido

usar ‘ o ~
o (7o) & po(fy) = Ae'*™ = Ae* ™, donde k'=ké,

dentro de la integral (esta es esencialmente una aproximacién para un po-
tencial débil). En la aproximacién de Born, entonces

757 | €FPRV(R) ¢ (55)
™

f(€’¢) = —

Entender que k' y k son vectores que tienen ambos magnitud &, pero de
direcciones del haz incidente y del haz dispersado en direccion del detector
(ver figura 12). En particular, para la dispersion de bajas energias, el fac-
tor exponencial es esencialmente constante en la region de dispersion; y la
aproximaciéon de Born se simplifica a:

f(6,9) ~ —iz‘ / V() d37 (bajas energias) (56)
2mh
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Figura 12: k' en la direccién del haz incidente y k
en la direccién del haz dispersado

Se puede escribir 7 ya que no hay lugar para confusién en este punto del
analisis.

Para un potencial simétricamente esférico, V() = V(r) (pero no necesari-
amente para bajas energias), la aproximacién de Born otra vez se reduce a
una forma maés simple.

Para ello hemos definido (ver figura anterior): K = k' — k. Ademads vamos
a asumir que el eje polar para la integral con ry estd en la direccién de &,
entonces

—

(]_t", — Iu) - ’-“0 = K T'pCOS 90

Luego,

m o0

e r V(r)sen (kr)dr, (simetria esférica) (57)
K Jo

f(0) =

La dependencia angular de f se expresa por «. De la figura (11) podemos

obtener
k = 2ksen(6/2).
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3. Resolucion de Problemas

3.1. Dispersion por una Esfera Maciza
Este es el problema mas simple y vamos a resolverlo de dos maneras, desde

el punto de vista clasico y desde el punto de vista cudntico con el método de
las ondas parciales.

3.1.1. Solucidn Clasica

Supongamos el blanco una bola de billar de radio R. La particula incidente
colisiona eldsticamente con ella (ver figura 13).

o I
o<
1 T
b @

Figura 13: Dispersién por una esfera maciza elastica

De la figura se observa que el pardmetro de impacto es b = asena, y el
angulo de dispersién es § = m — 2a. Entonces

<7r 0) ]
b=asen| —— = | =acos -

2 2 2
Evidentemente
o= 2cos~(b/a), sib<a
a 01 Sl b 2 a
, . . . . db 1
Para determinar la seccién eficaz diferencial derivamos 5 —gaseng y
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utilizamnos la ecuacion (5):

acos(8/2) (asend
send \ 2 )

D(6) =

Por consiguiente,
do o
[dQ 4

Para la seccién eficaz total utilizamos la ecuacion (2), o = (a?/4) [ d

Al final queda,
(59)

Este resultado es exactamente lo que esperabamos, es el area transversal de
la esfera; las particulas incidentes que estan dentro de esta drea colisionaran
con el blanco; y aquellas que estan fuera no se veran afectadas por él (se
seguirdn de largo).

(58)

3.1.2. Solucion Cudntica

Supongamos que el potencial de dispersion tenga la forma

00, arar <
V(r) = { parar =4
0, parar>a
Entonces la condicién de frontera es p(a,8) =0
Utilizando la ecuacion (41) para r = a se tiene

o(a,d) = Ai[ (21 + 1)jy(ka) + ,/2l+10h(”(m)JP,(cose)=o

1=
Para cualquier 6.

Podemos aprovechar la ortonormalidad de los polinomios de Legendre y mul-
tiplicar la ecuacién anterior por Fj(cosf) e integrar:

[l

O lo que es lo mismo

(21 + 1)ji(ka) + \/2[ +—1C¢h,1) (ka)| Pi(cos@)P;(cosf)d(cosf) =0

e 21 +1
Z [L (21 + 1) (ka) + ———-Czh(l ka)

1=0

1
/ Py(cos @) Pji(cosB)d(cosfd) =0

1
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Todas la integrales se cancelan excepto la que corresponde a [ = [’, entonces

queda
-l / . 2[
i (20 + 1)jp (ka) + \/\

Despejando Cy y recordando que !’ puede tomar cualquier valor

h(l)(ka) =0

C = —i'ar@+ 1) (@ |
Var (2l + l)hz ™ (60)

Para hallar la seccidn eficaz total utilizamos la ecuacién (40),

k—”imﬂ
=0

2
]1 ka)

0 ka) (61)

Esta es una respuesta exacta, pero no tiene una interpretacién a simple vista.
Por eso vamos a considerar el caso de bajas energias (que si tiene una inter-
pretacion bastante plausible).
V2mE _2m

oo
Para bajas energias, podemos decir que E K 1 =2+t <K 1= A> 1.

Debemos recordar que k =

Con lo que podemos asumir que la onda tiene una longitud de onda mucho
mas grande que el radio de la esfera y entonces: ka < 1.

Podemos analizar lo que ocurre con las funciones esféricas de Bessel y de
Neumann en el caso ka < 1, en la grafica (13).

Se puede apreciar de la gréfica que para x pequeios, las funciones de Neu-
mann son mucho mas grandes que las de Bessel y entonces podemos decir
que h, (1 = j1(z) + iny(z) = iny(x), quedando la expresion,

Ji(z) alz)
hV(x) i) + in(z)
~ _T.J'z(l')

()

Pero se sabe que cuando # < 1 se cumple que

l——?-—'—'—QIH oy o £2l—)!:c_"l.
A= G+
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Figura 14: Gréafico de las dos primeras funciones de Bessel y Neumann en un
domiinio cercano a cero
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Entonces tenemos

gie) 2N /(204 1))!

R0 @)

. 2
i [ 2t J ey

o1 |

Reemplazando la ecuacién (62) en la (61) obtenemos

ar S 1 [
~ — I i k 4l+2.
P T [(zz)!} (ka)

Pero, habiamos asumido que ka < 1, entonces los términos de la sumatoria
con las poteucias mas altas son despreciables y el valor de la seccién eficaz
queda dominada por el término [ = 0. Esto significa con buena aproximacion

que
(63)

Este resultado es el area de una esfera de radio a, lo cual es consistente con
el hecho que se tratan de ondas esféricas a diferencia del caso clasico, donde
el modelo era de particulas.

Si quisiéramos desarrollar este problema utilizando la aproximacién de Born
tendriamos que desarrollar la integral de la ecuacion (57), la cual contiene el
potencial infinito en su interior.

3.2. Dispersion de baja energia por un potencial “Cas-
caron Esférico”

Aqui el potencial es de la forma
V(r) =« é(r —a)

La resolucién es utilizando el método de las ondas parciales. Para ello debe-
mos recordar que

2y [REI+1)
+

dr 2m 12

+ V('r)] u=—ku
Donde ru(r) = R(r) y R(r) es la solucién radial de la ecuacién de Schrodinger.
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Seguin la ecuacion (41):

o(r, ¢) = Z rug (1) P (cos @)
i=()
Con lo que podemos decir que

00

er)=rw(r)= AZ

=0

(21+1)/,(Ar)+(’;h,')\/2[+1]’,(osH)J (64)

Como en el caso anterior a bajas energias ka < 1 y sélo consideramos los
valores para [ = 0, con lo que sélo tomamos

p(r)=A [y‘n(m-) + 5% a,n{,"(/,,-,-)]

, ! .
Sabenios que si »r — 0, entonces h,((, Y(kr) — oo (ver cuadro 1); por lo que si
estamos cu la region » < a, la funcion p(r) debe ser de la forma

o-(r) = Ajo(kr); r<a (65)

En cambio cuando r > a, debemos considerar los dos tipos de onda (incidente
y dispersada). Entonces

p(r) = [_;u(kr + 2\/_0;]4&#, ](!u)] poTr>a (6G)

Alora se puede aplicar la propicdad de la continuidad de la funcién de onda
en el punto a: p_(a) = ¢, (a).

Ajo(ka) = B [Ju ka) Cala(, A(:)]

\/_

(1)
1 C, hy (A(J)J (67)

Entonces,

A=2D

2\/_ J() /\(l

Hacemos dos aproximaciones considerando que ka < 1, una para jo(ha
| . |

otra para bl (ka):

‘ sen ka
Jo(ka) = ka

. k2a® Kot

6 120

~1
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ikr
€
h) (ka) = s

i 1. 1
~ o + Lne+ Ezk(Lne)za - é(kane)3a2 + ...
~ b
~ T ka

Con estas aproximaciones, la ecuacién (67) queda

A:B[H#Ca (-é)} (68)

De las ecuaciones (55) y (56) podemos obtener la funcién u(r) = r o(r)

Ar; sir<a

S LR T R (69)

Donde hemos hecho las mismas aproximaciones utilizadas para obtener la
ecuacion (68), ya que en este problema lo que nos interesa es lo que pasa
alrededor de r = a.

Por otro lado, cuando utilizamos potenciales de la forma de la funcién delta
de Dirac, se integra la ecuacién de Schrédinger alrededor del punto a:

a+e 2 42 0. 2 ate o,
/ [ R dhu(r) | AU ) u('r)-+—au('r')5(‘r‘—a)] dr = / 2E wr)dr

Tom dr? om r2 < Hh?

—€

Si asumimos que € — 0 podemos decir que el término de la derecha de la
ecuacién anterior puede igualarse a cero.

También se ha asumido que { = 0, con lo que la ecuacién queda:

2 ate 2, (. a+te
_h dulr) a/ u(r)é(r — a)dr =0

- 2
2m Jo_e dr

—€

En la primera integral la antiderivada queda funcién derivada de u(r) y en
la segunda integral por propiedad de la funcién delta de Dirac, queda u(a).
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Luego:

du('r) Rere 2m

De la relacién (69) podemos obtener las derivadas que se necesitan en (70) y
reemplazarlas ahi:

du_(r
| dr( | = 4
—e 2
¢ B-A= ﬂ aAa
du(r) h?
= B
dr a-+e
2maa o .,
Sea v = 7 entonces la ultima ecuacién queda:
B=A(1+7) (71)

Comparando la ecuacién (68) y (71), tenemos

B=A(1+7)=B[1+§\/_ ( Z‘>}(1+7)

Despejando Cp, tenemos

= —2ik
‘ a\/—( T+ ) 72)
Para hallar la seccidn eficaz, utilizamos la ecuacién (40):

1 — 2 |CO
=A_Z IC)? =
=0

Recordando que sélo estamos utilizando ! = 0. Por consiguiente la seccién

eficaz queda:
2
¥ 2maa
= 4ra?® [ —— cony =
d (1 + 7) 7 h?

ay . Este valor del radio
147

va a depender de los valores de la masa de la particula incidente y del valor
de « en el potencial. Sin embargo el radio queda casi igual a a con lo que se
reduce a la seccion eficaz del problema anterior.

Este resultado es el 4rea de una esfera de radio

39



3.3. Dispersion de baja energia por un potencial “Es-
fera Suave”

En este caso el potencial es de la forma

=~ _ J Vo, sir<a,

s1r > a.

Si usamos el método de la aproximacién de Born (ecuacién 56)

m a 2T T
0,¢) ~ — Vi r2dr :
f(6,9) ot |, 0T dr/o dgb/o sen 6df

m Vi
- (5 )(%)( 2)

_ 2mVyad
3R

Independiente de € y de ¢. La seccién eficaz diferencial es

4o _ 112 ~ <2mV0a3)2
3K ’
y la seccién eficaz total es
(QmVO(L3>2
agRAT | ———
3h

3.4. Dispersion por el potencial de Yukawa

El potencial de Yukawa (que es un modelo aproximado de la energia de enlace
en el nucleo atdmico), tiene la forina

donde (3 y u son constantes reales positivas.

Utilizando de nuevo la aproximacioén de Born, pero en el caso de la ecuacién
(57) tenemos:

Qm/ 2mp [FCeHr

V(k)dr = — gl Al sen (k) dr

Kk
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€—00 e—p,‘r
Sea [ = — sen (k) dr, entonces
0

e—hr € ¢
I=— Y g s -\ dr
- cos (k1) X ’{/0 e " cos (kr)dr
e hr e—hT € €
= ———cos(k7)| - £ [ sen (k)| + E/ e“’“‘sen(m-)dr]
o KL K o Ko
_ e~ hr o I € N?
= [cos(m) + ;sen(m-)] 0+ E]
Entonces
2 _
7 et 7 1
L £ sen 1) + 1
< ;{2> - cos(ne)+ﬁseu(m) +/{
ke M 1% K
I= ey [COS(:‘{E) + ;sen(m‘)J + ey
K
T e (2
Por consiguiente
2m 3 K
=~ (-
o~ (-5) (755)
2m 0
1 (k2 = p?)
( (73)
_ 2m 3
~ R3([2ksen(6/2)])2 — p?)
2m 0

h2(4 k2 sen?(6/2) — u?)

La seccién eficaz diferencial es

da‘_l ‘2~< 2m 3 )2

oA h2(4 k2sen2(6/2) — )
4m? 3?2

ht (4 k2sen2(6/2) — p2)?
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y la seccién eficaz total es

4m )(32 /2" / sen 6 df
(4 k2 sen2(0/2) — p?)?
4m 3? 1
2
i ”)[ SRR T TRR(—dRE + 1)

_Amm? 2 —p?+p?]
k2 B ( 442 + p2) |

47 m? 32
= R (—ak + )

3.5. Dispersién de Rutherford

Si en el potencial del Yukawa desarrollado en la seccién anterior hacemos

que B = q192
4me

interaccion eYéctrica entre dos cargas puntuales. Evidentemente, usando la
ecuacién (73), la amplitud de dispersién es

y p = 0; se reduce al potencial de Coulomb, describiendo la

mqiqs
0) =~ —
1) 8megh’k2 sen? (6/2)
2mE
Recordando que & = v ;n , entonces
q192

FO) ™ ~{greaE sen(8/2)

Entonces la seccion eficaz diferencial

d_O' =25 q192 2 (74)
dQ | 16meE sen2(6/2)

Este resultado es el mismo que se obtuvo cuando se tratd el tema desde el
punto de vista clasico.
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4.

Conclusiones

En el desarrollo del caso de la esfera maciza se concluye que los resulta-
dos estan de acuerdo con lo que se espera para el caso clasico (como lo
discutimos en su momento). En cambio en el caso cudntico la seccién
eficaz es 4 veces el valor de su par clasico, dandonos inforinacién del
comportainiento ondulatorio del haz dispersado.

En ese sentido, este haz dispersado se comporta como una onda esféri-
ca siguiendo un “camino” a lo largo de toda la esfera, mientras que
clasicainente el haz se dispersa sélo en la direccion del haz incidente.

En el desarrollo de la dispersién por un potencial “Cascarén Esféri-
co” podemos concluir con buena aproximacién que la particula disper-
sada se comporta como en el caso de la esfera maciza para valores de
¥> 1.

En ese caso la probabilidad que una particula atraviese el cascaron es
practicamente nula.

En el desarrollo del caso de la esfera suave, el método de la aproximacién
de Born nos da un resultado casi directo en el célculo de la seccién
eficaz, de los que podemos concluir que es un método adecuado para
tal fin.
. . 2mVpa®
El resultado se parece al caso de la esfera maciza pero de radio ———,
)

lo cual es consistente con la simetria esférica del problema al igual que
los casos anteriores.

En el desarrollo de la dispersién de Rutherford (potencial de Coulomb),
nos damos cuenta que es un caso especifico del potencial de Yukawa y
el resultado es exactamente el mismo que cuando se desarroll6 clasica-
nmente, recordando que hicimos una aproximacién en el célculo de la
ecuacion (73) a diferencia de los cdlculos exactos del caso clésico.

En todos estos casos se han utilizado una serie de aproximaciones con
las cuales hemos podido hallar las secciones eficaces. En un trabajo
posterior se podria tratar de encontrar relaciones ya no en primera
aproximacion y calcular un porcentaje de diferencia en las secciones.

También se recomienda hacer una comparacion detallada de la may-
oria de potenciales posibles entre los métodos empleados. Para ello se
pueden utilizar métodos numeéricos si el caso lo requiere.
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» Por ultimo podemos concluir de esta monografia que los dos métodos
son adecuados dependiendo del tipo de potencial con el que se trabaje.
Sin embargo, estamos en condiciones de recomendar la utilizacién del
método de la aproximacion de Born en primera instancia por ser mucho
mas directo en el célculo.

En caso que no se pueda calcular la integral de la ecuacion (56) 6 (57)
de manera analitica, se recomienda intentar con método de las ondas
parciales.
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