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1. INTRODUCCION

La historia del algebra conmutativa empieza en el siglo IX con trabajos en la
teoria de numeros y la geometria algebraica.

En la teoria de nimeros se estudia escencialmente el anillo de los numeros
enteros Z, como son los numeros primos, factorizacion, divisibilidad, congruencias,
etc. Mientras que en la geometria algebraica se estudia el algebra que son los
anillos de polinomios en varias variables y la geometria que es el conjunto de ceros
de una familia de polinomios. Por ejemplo, el circulo unitario son los ceros del
polinomio x2 + y? — 1.

Los anillos conmutativos son conjuntos dotados con dos operaciones binarias
“+” y “” cumpliendo las leyes asociativas, conmutativas y distributivas. Como
ejemplos importantes tenemos el anillo de numeros enteros Z y el anillo de
polinomios F[x], donde F es un campo.

Asi pues, el algebra conmutativa es escencialmente el estudio de los anillos
conmutativos.

En la teoria de anillos conmutativos podemos establecer como consecuencia
de las definiciones de anillos, un objeto fundamental, que son los ideales, estos
son, los subgrupos aditivos que son invariantes bajo la multiplicaciéon por cualquier
elemento arbitrario del anillo. Podemos distinguir también ciertas clases de ideales:
ideales primos, ideales primarios, ideales maximales, etc.

Los ideales pueden ser sumados, multiplicados e intersectados, lo que nos da
una nueva clase de estructura combinatoria del conjunto de ideales en un anillo; En
particular los ideales primos juegan un rol importante en este conjunto de ideales.

El término “ideal” viene de la palabra “namero ideal’, esto debido a Kummer,
Los ideales fueron reconocidos como una generalizaciéon del concepto de namero.
En el anillo de los enteros Z, cada ideal puede ser generado por un solo humero,
por el cual los conceptos de “ideal” y “numero” son casi idénticos en Z (y en
cualquier dominio de ideales principales). En un anillo en general, el concepto
“ideal” permite generalizar muchas propiedades de los enteros, como ideales



primos en lugar de nameros primos. En ciertas clases de anillos importantes de la
teoria de numeros, como son los dominios Dedekind, se tiene una nueva versiéon
del teorema fundamental de la arimética: Cada ideal distinto de cero tiene una
descomposicién unica como un producto de ideales primos.

Muchos resultados importantes de la teoria de anillos conmutativos dependen
de la condicién de finitud, como en el caso de los anillos Noetherianos donde toda
sucesion ascendente de ideales se estaciona o termina. El Teorema Basico de
Hilbert (4[x] es Noetheriano si 4 lo es) establece |la importancia de incluir en su
demostracion la condicién de finitud.

Empezaremos por revisar algunos conceptos y resultados generales sobre
anillos, homomorfismos, ideales, anillo cociente, anillo de polinomios, factorizacion,
localizacion y modulos que seran base fundamental para tratar el tema:
Introduccion a la teoria de los anillos conmutativos.

1.1 ANILLOS.

Definicién 1.1 Un conjunto A no vacio es un anillo, si en A estan definidas dos
operaciones + y . tales que para todo a,b,c € A se verifican las siguientes
propiedades:

i. (@a+b)+c=a+((b+c) (leyasociativa)
ii. a+b=0b+a (leyconmutativa)
iii. Existe unelemento0 € A, talquea+0 =a

iv. Paratodo a € A, existe un elemento que denotaremos —a tal que
a+(—a)=(-a)+a=0

V. a.(b.c) = (ab).c

Vi a(b+c)=ab+ac y (b+c)a= bc+ca (leydistributiva).l]

Los axiomas del i. al iv. expresan que 4 es un grupo abeliano bajo la operacién +.

Un anillo 4 se dice anillo con unidad, si existe un elemento 1 € 4 tal que
la=al =aparatodoa € 4.

Un anillo 4 se dice anillo conmutativo, si a.b = b.a para todo a,b € A.



Un anillo A se dice que es un dominio entero, si es un anillo conmutativo con
unidad y si dados a,b € A talque a.b = 0, entoncesa =065 = 0.

Un elemento a de un anillo A con unidad se dice inversible, si existe un elemento
al que denotaremosa € Atalqueaa? =ala=1

Un anillo A se dice anillo de divisién, si todo elemento distinto de cero de 4 es
inversible.

Un elemento a = 0, de un anillo 4, tal que a.b = 0 para algin 5 + 0 en 4, se llama
divisor de cero.

Un subconjunto B de un anillo 4, se dice subanillo de A siy solo si: B es cerrado
bajo las operaciones de A4 (Es decir, paratodo a,b € B, a+ by a.b pertenecen a B) y
B es un anillo bajo las operaciones inducidas de A.

Un anillo conmutativo A con unidad y donde cada elemento distinto de cero es
inversible se llama campo.

Observaciones.

o Cada campo es un dominio entero, el reciproco no siempre es cierto. Por
ejemplo Z es un dominio entero pero no es un campo.

e Todo subanillo de un dominio entero es un dominio entero.

1.2. HOMOMORFISMOS.

En un anillo existe una estructura bajo las operaciones + y ., nuestro propdsito es
definir dentro de la clase de funciones entre anillos, aquellas que respeten esta
estructura.

Definicion 1.2.1 Sean Ay B dos anillos. Una funcién f . A -~ B, se dice que es
un homomorfismo de anillos si para todo a,b € A se verifica lo siguiente:

i. fla+b)=fa)+fb)
il. flab) = fla)f(b) O

En otras palabras, frespeta la suma y la multiplicaciéon entre anillos.



Definicién 1.2.2 Un homomorfismo de anillos f : A -~ B se dice:
homomorfismo de anillo con unidad si f(1,) = 15.

epimorfismo si es sobreyectivo.

monomorfismo si es inyectivo.

Qe o T o

isomorfismo si es biyectivo.

endomorfismo si es homomorfismo en si mismo.

o

-

automorfismo si es biyectivo en si mismo.[1

Sea f: A -~ B un homomorfismo de anillos, entonces la imagen de fes el conjunto:
Im(f) = {b € B/(a € A) fla) = b} = flA),
Sea f: A - B un homomorfismo de anillos, entonces el Kernel (6 nicleo) de fes el
conjunto:
Ker(f) = {a € A/fla) = 0}

Se demuestra que:

e Sif: A - Besunhomomorfismo de anillos, entonces:
A0) =0
fl—a) = —fla), paratodoa € A.
Im(f) es un subanillo de B.

o Sif: A - Besun homomorfismo de anillos, entonces fes un isomorfismo si y
solo si Ker(f) = {0} y Im(f) = B.

1.3. IDEALES.

Definicion 1.3.1. Un subconjunto I de un anillo A se llama ideal bilatero de A, si
se verifica lo siguiente:

i. Iesun subgrupo de A en relacién a la operacién + y

ii. Paratodoac Aytodoxel xacly axel O

Si solo se pide la condicién a.x € I, paratodo x € I, a € A, el ideal se llamar4 ideal



a izquierda.

Si solo se pide la condicidén x.a € I, para todo x € I, a € A, el ideal se llamara ideal
a derecha.

Estas distinciones se desvanecen si 4 es un anillo conmutativo. Asi pues, de aqui
en adelante el término “ideal” significara “ideal bilatero”.

Sea A4 un anillo conmutativo y a € 4, entonces el conjunto A.a = {a.x/x € A} es un
ideal generado por a, denotado por (a). Este es el menor ideal de 4 que contiene a
a. y se le llama el ideal principal generado por a.

Un domino entero donde todos sus ideales son ideales principales se llama
dominio de ideales principales (DIP).

Ejemplo 1.3.1.

a. El conjunto de los numeros pares 2Z, es un ideal principal del anillo de
enteros Z, denotado por (2).

b. El conjunto de todos los polinomios de R[x] que son divisibles por el polinomio
x? + 1 es un ideal de R[x].

Sean a,,a,,...,a, € A, el ideal generado por a,,a,,...,a,, denotado por (a,,a,...,a,)
es la interseccion de todos los ideales de 4 que contienen a todos los a;.

Se demuestra que:

o SilyJson ideales de 4, entonces IJ = {>." x,yi./x;€l, yieJne Z*} es
un ideal de 4, ademas I.J c INJ.

e SilyJson ideales de 4, entonces I +J = {x,» +yi/xie€l y e J} es un ideal

de 4.

o Sil=[),l. es una interseccion arbitraria de ideales I, de 4, entonces I es un
ideal de 4.

e Si I y if 0 S son ideales de A, entonces

I +Jo+. . +Jy)=1Jy+1J,+....+1J,.

e Sif:A4 - B, un homomorfismo de anillos, entonces el Ker(f) siempre es un
ideal bilatero.

e Sea f: A - B, un homomorfismo de anillos, si J un ideal de B, entonces



F1W) = {a € A/fla) € J} es un ideal de 4.
Ejemplo 1.3.2.

a. En el anillo Z,si I = (m) y J = (n), entonces I+J es el ideal generado por el
maximo comun divisorde m y n.

b. En el anillo Z,si 7 = (m) y J = (n), entonces /NJ es el ideal generado por el
minimo comun muiltiplo de m y n.

c. En el anillo Z,;si I =(m) y J=(n), entonces IJ = (mn). De aqui podemos
concluir que I.J = INJ siy solo simy n son coprimos.

Los ideales primos son fundamentales en la teoria de anillos conmutativos.

Definicion 1.3.2. Sea 4 un anillo e I un ideal de A, I + A, entonces.

i. Iesun ideal primo en A, sipara todo a,b € A tal que a.b € I, implica que a € I
6bel

ii. Iesun ideal maximal en A, si para cada ideal M en A tal que I c M, implica
queM =16M=A4. O

Se demuestra que:

« Un ideal maximal es un ideal primo, el reciproco no siempre es cierto.

e En un dominio de ideales principales cada ideal primo distinto de cero es
maximal.

e Un anillo conmutativo 4 es un campo si y solo si los Unicos ideales son {0} y
el mismo 4.

e Sea f: A - B un homomorfismo de anillos. Si J es un ideal primo en B,
entonces f1(J) es un ideal primo en 4. Pero si J es un ideal maximal en B,
entonces f°!(J) no necesariamente es maximal en A4.

Ejemplo 1.3.3.

a. Enelanillo Z el ideal {p) es primo sip = 0 6 p €s un numero primo.

b. 4Z no es un ideal primo pues, 2.2 = 4 € 4Z, pero 2 ¢ 4Z.



c. {0} no es un ideal primo en Z, pues 2.3 = 0 pero 2,3 ¢ {0}.

d. Elideal 4Z no es maximalenZ,pues4Z ¢ 22 ¢ Z.

Observaciones.

o En el anillo de los enteros Z, los ideales maximales son los ideales primos
distintos de cero, los cuales son generados por un nimero primo.

1.4. ANILLO COCIENTE.

Sea A4 un anillo e 7 un ideal de 4, definimos en A una relaciéon de equivalencia de la
siguiente forma:

Dos elementos a, b de A estan relacionados entre si (a ~ b), siysolosia—b € I.

La clase de un elemento a € 4 es el subconjunto a+1 = {a +x/x € I}, denotada
por a.

Denotamos por 4/I el conjunto de todas las clases de equivalencia.

Definiendo las operaciones +y . en A/I de la siguiente forma:

Definicion 1.4 Sea 4 un anillo e I un ideal de A. El anillo A/l construido en el
parrafo anterior se llama anillo cociente de A por el ideal I. [

Se demuestra que:

o Sea f:A - A/l definido por fla) =a para todo a € A, entonces f es un
epimorfismo de anillos y Ker(f) = I, Esta funcién se llama homomorfismo
candnico de paso al cociente.

o« Teorema Fundamental para Homomorfismo de Anillos: Sea f: 4 - B un
homomorfismo de anillos, entonces A/Ker(f) = Im(f).

» Existe una correspondencia uno a uno entre los ideales de A4/ y los ideales de
A que contienen a .



e Unideal I es primo en 4 si y solo si el anillo cociente A/l es un dominio entero.

e Unideal I es maximal en A4 si y solo si el anillo cociente A/ es un campo.
Ejemplo 1.4.

a. Sip es un namero primo, entonces el ideal (p) es maximal en anillo de enteros
Z. Luego el anillo cociente Z/(p) = Z, es un campo.

b. Sea F un campo. Entonces F[x] es un dominio de ideales principales, puesto
que los ideales de F[x] tienen la forma 7 = {f(x)), donde f{x) es un polinomio
monico de menor grado. El ideal I es primo (y de aqui maximal) si y solo si f(x)
es irreducible. Entonces si f(x) es irreducible, el anillo F{x]/{f(x)) es un campo.

c. En el anillo de polinomios Z[x], el ideal (n,x) generado por » € Z y x es un ideal
primo si y solo si n es un numero primo. En efecto, definiendo la funcion
f:2[x] -2, por flap+aix+..+a,x")=a, para todos los polinomios
ao+ax+ ... +a,x" € Z[x], se demuestra que f es un epimorfismo de anillos y
que el Ker(f) = (n,x). Asi pues, Z[x]/(n,x) = Z,, de manera que (n,x) €s un
ideal primo si y solo si Z,, es un dominio entero, lo cual ocurre si y solo si n es
un numero primo.

1.5. ANILLO DE POLINOMIOS.

Definicién 1.5 Sea 4 un anillo conmutativo con unidad. El anillo de polinomios
sobre A en una variable x es el conjunto A[x] de secuencias en A con un numero
finito de términos distintos de cero. Si (a¢,a1,a2,...) €S un elemento en A[x] con
a, = 0 para todo n > N, entonces usualmente escribimos este elemento como:.

Eﬁoaix" =ag +a1x +axx* +asx3 + ... +ax?.
La adicién y la multiplicacién en A[x] se definen como:

Zﬁo aix’ + Z]:_io bix' = Zlo(a,- +b)x

Ziio aix’ . Zle bix' = ZZO(EJ':O ab)x'

A[x] es un anillo bajo estas operaciones.[]

Un anillo de polinomios en dos variables x,y se define como:



Alx,y] = A[x].ADY]
Un anillo de polinomios en un nimero finito de variables x;,x,, ...,x,, se define como:
A[x1,X2,...,%Xn] = A[X1,X2,...,Xn1 | A[x,] = A[x1]4[x2].. A[x,].

1.6. LOCALIZACION.

La construccion de anillos de fracciones y el proceso asociado de localizacion
son quizas las herramientas mas importantes en el algebra conmutativa. Por
ejemplo el procedimiento para la construccion de los numeros racionales Q del
anillo de los enteros Z, se puede extender facilmente a cualquier dominio entero 4 y
construir el campo de fracciones de A.

Definicion 1.6.1 Sea A un anillo y S un subconjunto de A. S es llamado
subconjunto multiplicativo si 1 € S y para todo par s,t € S, se tiene que s.t € S.
O

Ejemplo 1.6.1.

a. El conjunto § =4 -{0} es un subconjunto multiplicativo si A es un dominio
entero

b. Elconjunto S = 4 \ P es un subconjunto multiplicativo si P es un ideal primo en
A, y se denota como Ap.

c. El conjunto S. = {1,¢,c%,¢3,...} es un subconjunto multiplicativo, para cada

ceA

Definimos una relacion =en 4 x S
(a,s) ~ (b,1) Siy solo si existe u € S tal que (a.t —b.s).u = 0.
Se puede demostrar que = es una relaciéon de equivalencia.
Denotamos por a/s las clases de equivalencias de (a,s) con respecto a =
Sea S$-14 el conjunto de todas las clases de equivalencia
Definiendo las operaciones +y . en S~4 de la siguiente forma:
als + b/t = (at+b.s)s.t



(als).(b/t) = a.bls.t.

donde el cero de $~'4 es 0/1 y la unidad es 1/1.

Se demuestra que S~'4 es un anillo con respecto a estas operaciones.

Definicion 1.6.2. Sea A4 un anillo conmutativo y sea S un subconjunto

multiplicativo no vacio de A. El anillo S A construido en el parréfo anterior se llama
anillo de fracciones de A con respecto a S

Ejemplo 1.6.2.

a.

Si A es un dominio entero y S = 4 — {0}, entonces el anillo $~'4 es un campo
de fracciones de A.

Sea P un ideal primo de 4 y S = 4 \ P es un subconjunto multiplicativo de A.
Entonces el anillo A4p=UA\P)'4={rls/reAs ¢ Py se lama la
localizaciéon de A en P.

Se demuestra que:

e Sea f: A~ S'A definido por fla) = a/l, para todo a € 4, entonces f es un

homomorfismo de anillos y cada elemento de S-4 es de la forma fla)/f(s) para
algina e Ayalguns € S.

Observaciones.

Cada dominio entero puede ser sumergido en un campo, el campo mas
pequerio en el que se puede sumergir es su campo de fracciones.

Si 4 es un dominio entero y S = 4 — {0}, entonces la relacion de equivalencia
en A x S sereduce a (a,s) ~ (b,f) Siysoloa.t = b.s.

Ejemplo 1.6.3.

a.

b.

El campo de fracciones del anillo de los nimeros enteros Z es el campo de los
numeros racionales Q.

SiA=2y S es el conjunto de los nimeros pares, entonces S'4 puede ser

10



identificado con el siguiente subanillo de Q : {< /a,b € Z, b par}.

c. SiA=2yP = (p), donde p esunnumero primoy S = A \ P, Entonces A, es el
conjunto de todos los nimeros racionales m/n donde n y p son coprimos.

1.7. FACTORIZACION.

Uno de los temas mas importantes en la teoria de anillos conmutativos es el
tema de la factorizacion en primos. En uno de los intentos de la prueba del ultimo
teorema de Fermat (propuesto por Lamé en 1847) se usoé el supuesto de que el
anillo de enteros cyclotmic Z[w,] era de factorizacion unica, donde
®,= e n e Z*. Desafortunadamente esto no es cierto en general para todo
n € Z*. Cauchy descubrié que falla cuando » = 23 (En el anillo Z[e?"/23] se tiene
que el numero 2 es irreducible, pero no primo). Este resultado fue un retroceso
para las matematicas de ese tiempo.

Definiciéon 1.7.1. Sea A un dominio entero y a,b € A, entonces a divide a b si
existe c € A talque b = c.a, y lo denotamos pora | 6. [

Definicion 1.7.2. Sea 4 un dominio entero y p € A, tal que p no es inversible.
Entonces se dice que p es irreducible si p = a.b implica que a es inversible 6 que b
es inversible.[]

Definicion 1.7.3. Sea 4 un dominio entero. Entonces decimos que A es un
dominio de factorizaciéon unica (DFU) si a € A,a + 0, a no inversible, entonces
existen numeros primos Unicos pi,pa,...P» € A (Salvo el orden), y exponentes
unicos ey, e, ...,e, € Z* tal que a = p3' p3*..... en [

Ejemplo 1.7.

a. El anillo de los enteros Z y el anillo de polinomios F[x], donde F es un campo,
son dominios de factorizacién unica.
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Se demuestra que:

o Sip es primo, entonces p es irreducible. El reciproco no siempre es cierto. Por
ejemplo en el anillo Z[J/=51], 3 es irreducible pero no primo, pues se tiene que
4+ J=5)4-J-5) €(3), mientrasque (4+J=5) ¢ 3)y(@4-J=5) ¢« (3).

e SiAesunDIP, entonces 4 es un DFU.

e AesunDFU siy solo si A[x] es un DFU.

1.8. MODULOS.

El concepto de mddulo que definiremos a continuacion es una generalizacion del
concepto de espacio vectorial, donde los escalares son elementos de un anillo con
unidad.

Definicién 1.8 Sea A4 un anillo con unidad. Un conjunto no vacio M es llamado
A —-modulo a izquierda, si M es un grupo abeliano en relacion a la operacion + y
existe una multiplicacion escalar u : A x M — M denotada por u(a,m) = a.m, para
todo a € A y todo m € M, tal que para todo a,,a, € A y todo m,,m, € M, se verfica
lo siguiente:

i. aim,+my) =am, +am,
ii. (@ay+a)m=a .m+a,m
iiii. al(az.m) = (al.az)m

iv. 1m)=m. 0O

Sea M un 4 —-mébdulo izquierda, un submodulo de M es cualquier subconjunto de
M que es A —-mddulo bajo las operaciones inducidas de M.

Sea M un A —-mddulo izquierda y m € M, el conjunto A.m = (m) = {am/a € A} es
un submddulo de M el mas pequefio que contiene a m, también es llamado
submodulo ciclico generado por m.

Sea M un A-médulo a izquierda, M se dice finitamente generado si existen
my,mo,...m, € M tal que M = ZJ’;IAm,. De este modo se dice que {m,m,,..,m,}

es un conjunto de generadores de M.

12



Ejemplo 1.8.

a. Todo espacio vectorial sobre un campo F, es un F—-médulo.

b. Todo ideal I de un anillo conmutativo 4 es un 4 -médulo. En particular 4
mismo es un 4 -moédulo.

13



2. ANILLOS NOETHERIANOS

Los anillos Noetherianos son de lejos la clase mas importante de anillos en el
estudio de anillos conmutativos. A partir de esta seccion el término “anillo”
significara “anillo conmutativo con unidad”.

Definicion 2.1. Un anillo A se llama anillo Noetheriano si para cada sucesion
ascendente de ideales de A,
11 Clz CI3 ...

existe un entero positivon, talque I,, = I,y = Iy = ... U

Equivalentemente podemos definir que un anillo es Noeteriano, si toda sucesion
ascendente de ideales se estaciona 6 termina.

Definicién 2.2. Un anillo noetheriano se lllama dominio Noetheriano si como
anillo es un dominio entero.l]

Definicion 2.3. Un anillo A se llama anillo Artiniano si para cada sucesion
descendente de ideales de A,
11 312 313 D

existe un entero positivon, tal que I, = I, = I, = ... O

Ejemplo 2.1.

a. El anillo de los numeros enteros Z es Noetheriano, pues cada sucesion
ascendente de ideales se estaciona, pero no es Artiniano, porque siae Zy
a + 0, entonces se tiene que (a) D (a?) D (a®).. D (a").., lo cual es una

sucesion estrictamente decreciente.

Teorema 2.1. Las siguientes afirmaciones en un anillo A son equivalentes:
a. Aesun anillo Noetheriano.

b. Cada conjunto S no vacio, de ideales de A tiene un elemento maximal. Es
decir, existe un ideal I € S tal que, siJ € Sel c J, entonces I = J.
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c. Cada ideal de A es finitamente generado: Es decir, si I es un ideal de A,
entonces existen elementos b,,b,, ...,b, en I, tal que
I=(b1,by,.,b,) = {Z’;l ab; /a, € A,n e Z*}

Demostracion.

a.=b. Sea S un conjunto no vacio de ideales en un anillo Noetheriano 4, y
supongamos que S no posee un elemento maximal. Sea I, € S, como I, no es
maximal en S, entonces existe un ideal I; € S tal que I, £ I,. Repitiendo el
mismo argumento, encontramos un ideal I € S tal que I, € I, £ I3, y asi
sucesivamente. De este modo, tendriamos una sucesion ascendente de
ideales I, £ 1, £ 1; < ....que no termina. Lo que contradice el hecho que 4 es
Noetheriano. Por lo tanto existe por lo menos un ideal I, en 4 el cual es
maximal en S.

b.=c. Sea iy un ideal de A, y sea S
={J/J c I, Jideal en 4, J finitamente generado}. Claramente S no es vacio
puesto que {0} € S, entonces S contiene un elemento maximal digamos J,. Si
b € I, entonces J, +(b) es un ideal finitamente generado contenido en 7 y
conteniendo a J, , esto implica que J, +(b) = Jo, ¥ b € Jo, luego I < J,. Asi que
Jo = I. Concluimos entonces que I es finitamente generado.

c=a Seal, cl, cl; c .. una sucecion ascendente de ideales en 4. Entonces
I=|J Ir es un ideal de A. De aqui I es finitamente generado, digamos
I = (b,,b,,...b,). Luego existe un enterom, tal que b, € I,, parai = 1,2,.nelc
I, .DelclI,clI=|]JI concluimos quel, =/In1 =In2 =...Porlotanto 4 es
Noetheriano. B

Corolario 2.1. Si A es un dominio de ideales principales, entonces A es un
anillo Noetheriano.

Demostracion.

Si 4 es un dominio de ideales principales entonces cada ideal de 4 es un ideal
principal. Es decir cada ideal es generado por un elemento de A4, aplicando el
Teorema 2.1.c. se concluye que 4 es Noetheriano.l
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Ejemplo 2.2.

a. En particular cualquier campo y Z son anillos Noetherianos pues son dominios
de ideales principales.

b. Sea 4 un anillo, el anillo de polinomios A[x;,x»,...] de infinitas indeterminadas
no es Noetheriano pues: (x;) < {(x1,x;) < (x1,x2,x3) < ... €S una sucesiéon de
ideales estrictamente creciente. Como A[x;,x;,...] €s un dominio entero
entonces éste esta incluido en su campo de fracciones. Asi pues, un subanillo
de un anillo Noetheriano no necesariamente es Noetheriano.

Teorema 2.2. Sea A4 un anillo, si A es Noetheriano, entonces cualquier imagen
homomorfa de A es Noetheriano.

Demostracion.

Sea f: A - B un epimorfismo de un anillo Noetheriano 4 sobre un anillo B. Si J
es un ideal de B, entonces f1(J) es un ideal de 4 y es finitamente generado. Es
decir existen elementos a;,a,,....a, € A tal que f()) ={a1,a.,..,a,). Asi pues,
para cada elemento b € J existe a € f1(J) tal que fla) = b, coOmo a = Z’; Bi.ai,
Bi € A, entonces b=fla)=73" fB)Afa). Luego J={(fa1).flaz),..fla.)) es
finitamente generado. De aqui concluimos que cada ideal de B es finitamente
generado. Por lo tanto B es un anillo Noetheriano.ll

Teorema 2.3. Sea I un ideal de A tal que toda sucesion ascendente de ideales
de A contenidos en I se estaciona. Entonces si A/l es Noetheriano, implica que A
también es Noetheriano.

Demostracion.

Sea I un ideal de 4 con la propiedad de que cada sucesién ascendente de
ideales de 4 contenidos en I se estaciona y supdngase que A/I es Noetheriano.
SeaJ, cJ, c J; c ...una sucesion ascendente de ideales de 4. Entonces:

JNnNlIcdhnlcdsnlc..
es una sucesion ascendente de ideales de A contenidos en 7, y
Nh+DIIcy+DIIc Uz +DIc ...
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es una sucesion ascendente de ideales de A/I.
Por nuestra hipotesis ambas sucesiones se estacionan; es decir existe un entero
positivo » tal que:

JoNI=JpnNIy

Un+ DI = (Jpen + DI, paracadah = 1,2,3,....
Supongase que b, € J,., para algin entero positivo k. Puesto que (J,+ /I =
(Jn+n + D/I, existen elementos a;,a, eIy b e J, tal que (b, +a,) —(b-a) € I, de
aqui b, —b € 1. ComoJ, c J.., entonces b € J,.,. Luego b, -b € J,.sNI=J, N1
De aqui b, € J,, asi Jpn ©Jn, Y Jo = Jn, para cada h=1,2,3,... ; Es decir la
sucesion J, c J, c J; c ... se estaciona. Por lo tanto, A es Noetheriano. B

Teorema 2.4. Si A es Noetheriano y S es un subconjunto multiplicativo en A tal
que S'A4 + 0, entonces S—' A es Noetheriano.

Demostracion.

Sea A4 un anillo, y S un subconjunto multiplicativo de 4. Entonces existe un
homomorfismo a; : A - S'4 definido por a,(a) = a/l, donde cada elemento de
S~14 puede ser escritos en la forma a;(a)/a;(s) para algin a € 4, s € S (ver Seccion
1.6)

Sea Jun ideal de AS~!, entonces es claro que I = {a € 4/a,(a) € J} es unideal en
A y el ideal {(a;(I)) generado por a,(/) en S~'4 estd contenido en J. Si o' € J,
entonces o' = a;(a)/a(s) para alglin a € 4,s € S. Puesto que J es un ideal en 4S7!,
as(a) € J, de aquia € Iy asi a' € (a;(I)). Esto implica que J = (a,(])).
Si 4 es Noetheriano, entonces I es finitamente generado, lo que implicaria que J
también es finitamente generado. Por lo tanto, AS~! es Noetheriano.ll

Corolario 2.2. Si A es un anillo Noetheriano y P es un ideal primo de A,
entonces Ap es Noetheriano.

Demostracion.

Sea S = A\ Py aplicando el Teorema 2.4.0

Teorema 2.5. Si A es Noetheriano e I un ideal de A, entonces A/l es
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Noetheriano.

Demostracion.

Sea f: A - A/l definido por fla) =a para todo a € A. Entonces f es un
epimorfismo de anillos. Como 4 es Noetheriano, por el teorema 2.2 se tiene que A/l
es Noetheriano.ll

El siguiente Teorema es una herramienta poderosa para probar en casos
especificos la Noetherianidad de un anillo y una herramienta fundamental en el
estudio de la geometria algebraica y el algebra conmutativa.

Teorema 2.6. (TEOREMA BASICO DE HILBERT) Si 4 es un anillo
Noetheriano, entonces también lo es el anillo de polinomios A[x].

Demostracion.

Sea J un ideal A[x] demostraremos que J es finitamente generado sobre A[x].
Consideremos el siguiente ideal de A. Para cada entero k>0, sea
Iy = {a € A/p(x) € J c A[x], p(x) = ax* +er:01 a,-.x’} U {0}, es decir, I, es el ideal
que contiene al 0 y los coeficientes principales de los polinomios de grado & de J.
Entonces I, c I, c I, c ... es una sucesion ascendente de ideales en A. Puesto
que A es Noetheriano, existe un entero m tal que I, = I,,., = ... y los ideales
Iy, I1,1>... son finitamente generados. Para cada i = 0,1,..m sea {aj,a;...,am,} Un
comjunto de generadores para I;, y sea f; un polinomio en J de grado i con
coeficientes a; para j = 1,..n;,. Procederemos a demostrar que el conjunto de
polinomios {f;} i = 0,1,..m;j = 1,..n; genera J. Puesto que /,, = I; para cualquier
entero d = m, los coeficientes de x*"fo1, X ™ fm2, ..., x* " f,un,,, g€NEran I,. De aqui, si f
es un polinomio en J de grado d = m, entonces existen elementos b,,b,,...6,,, en A
tal que f- Zj":l b;fmn, €8 un polinomio en J de grado menor que d. Si f es un

polinomio en J de grado d < m, entonces existen elementos ci,c,...c,, en A4 tal que
f- Z}’_’__"l ¢,f4 €S un polinomio en J de grado menor que 4. Un argumento inductivo
muestra que, si f € J entonces f es combinacion 4-lineal de los f;. Luego J es

finitamente generado, y esto completa la demostracion. B
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Corolario 2.3. Si A es un anillo Noetheriano, entonces también lo es cualquier
anillo de polinomios con un numero finito de indeterminadas A[x;,xz, ...,Xx].

Demostracion.

Por induccibn sobre »n y aplicando el teorema de Hilbert 2.6, pues
A[x17x27"-7xn] = (A[xl,xZ,---,xn—l])[xn]-.

Corolario 2.4. Sea B un anillo el cual es finitamente generado sobre un
subanillo A de B. Si A es Noetheriano, entonces también lo es B.

Demostracion.

Como B es finitamente generado sobre 4, entonces existen b,,b,,...,b, € B tal
que cada elemento de B se escribe como combinacion lineal de potencias de
bi,by,...,b, con coeficientes en A4, lo que es equivalente a decir que el
homomorfismo de anillo  fy,4,..», : A[X1,%2,....,X,] = B definidko  como
p +~ p(by,b,,...,b,) €s un epimorfismo. Como 4 es Noetheriano, entonces por el
Corolario 2.3 A[x1,x2,...,x,] €S Noetheriano. Asi pues, por el Teorema 2.2 el anillo B
también es Noetheriano.li

Ejemplo 2.3.

a. SealZ[i] = {a+bi/a,b € Z}, el anillo de los enteros gaussianos. Si definimos
una funcion f : Z[x] ~ Z[i] por (x — i), se demuestra que fes un epimorfismo
de anillos. Luego como Z es Noetheriano, entonces por el Teorema de Hilbert
2.6 el anillo Z[x] es Noetheriano y de aqui por el Teorema 2.2 el anillo Z[i]
también es Noetheriano.

Lema 2.1. En un anillo Noetheriano A cada ideal contiene un producto de
ideales primos.

Demostracion.

Supéngase que no; Entonces sea S el conjunto de ideales de 4 los cuales no
son primos y no contienen ningun producto de ideales primos, y que S + &. Puesto

19



que A es Noetheriano, S contiene un elemento maximal 7. Puesto que I € S,
entonces 7 no es un ideal primo, es decir existen a,b € A, a,b ¢ I tal que a.b € I.
Sean I, ={a)+1y I, =(b)+1. ideales de A. Entonces I, eI, y LI, c I
Puesto que I es un elemento maximal en S. I, y I, contienen un producto de ideales
primos. Por tanto I contiene un producto de ideales primos. Lo cual es una
contradicion. Asi pues, S = & y el lema queda probado.

Definicidon 2.4. Sea A un anillo Noetheriano, un ideal I + A se llama irreducible
silI=BNC, entonces =B6I=C. O

Lema 2.2. En un anillo Noetheriano A cada ideal es una interseccion finita de
ideales irreducibles.

Demostracion.

Supdngase que no; Entonces sea § el conjunto de ideales en 4 los cuales no
son irreducibles y tampoco son una interseccion finita de ideales irreducibles, y que
S + J. Puesto que 4 es Noetheriano, S contiene un elemento maximal /. Puesto
que 7 no es irreducible, entonces se tiene que 7=BNC, donde B>y C> 1
Como I es maximal entonces B y C son intersecciones finitas de ideales
irreducibles, lo que implicaria que I es irreducible; lo cual es una contradiccidn. Asi
pues, S = @y el lema queda probado.
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3. DESCOMPOSICION PRIMARIA

La descomposicién primaria de un ideal en ideales primarios es base
fundamental de la teoria de ideales. Para la geometria algebraica provee los
fundamentos algebraicos para descomponer una variedad algebraica en
componentes irreducibles. Desde el punto de vista de la teoria de niumeros permite
generalizar la factorizacion de enteros como un producto de potencias de primos.

El anillo de niumeros enteros Z y el anillo de polinomios F[x], donde F es un
campo, son dominios de factorizaciéon unica (DFU); Pero esto no es cierto para
cualquier anillo conmutativo en general. como por ejemplo el anillo 2[/=5], en el
cual 6 =23 = (1+J-5).(1-J/-5), donde se puede demostrar que 2,3,1+ /=5 y
1 — J=5 son irreducibles en el anillo Z[ /=5 ].

En general no todo ideal en un anillo Noetheriano es igual a un producto de
ideales primos. Por ejemplo, en el anillo de polinomios con 2 indeterminadas F[x,y],
consideremos el ideal (x2,y) generado por los elementos x? e y. Como
Flx,y]/{y) = Flx], el unico ideal primo que contiene a (x2,y)/(y) es (x,y)(y), esto
implica que en Flx,y] el Unico ideal primo que contiene (x2,y) es (x,y). Puesto que
(x,y)* = (x2,x.y,y?), el cual estd contenido propiamente en (x2,y) esto imposibilita
que podamos expresar (x2,y) como un producto de ideales primos. Asi pues para
poder obtener una apropiada generalizacién de la “factorizacién unica” de ideales
(no de elementos) para una amplia clase de anillos (los anillos Noetherianos) es
necesario reemplazar el producto de ideales por interseccibn de ideales vy
reemplazar potencias de ideales primos por ideales primarios.

De este modo un ideal primo es la generalizacion de un numero primo y la
correspondiente generalizacién de la potencia de un primo es un ideal primario.

En esta seccion probaremos que en un anillo Noetheriano, cada ideal es una
interseccion de un numero finito de ideales “primarios”.

Definicién 3.1. Un ideal I en un anillo A es un ideal primario si éste satisface
la siguiente condicion: Sia.b e I, a,b € A, a ¢ I, entonces existe un entero positivo
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n, talqueb™ e 1. O

Definiciéon 3.2. £/ radical JT de un ideal I en A es la interseccion de todos los

ideales primos en A los cuales contienen a I.

Si P = JI, entonces I se dice que es P —primario.[]

Ejemplo 3.1.

a.

En el anillo de enteros Z, para cada primo p € Z y cada entero positivo n,el
ideal (p") es un ideal primario con radical J{»"y = (p). En efecto, seana,b c 2

con ab € (p"), entonces p” | ab, asip | adp | b.Sia ¢ (p"), entoncesp [ a
implica que p” | b, de aqui b € (p™). Asi pues, (p") es un ideal primario.

Corolario 3.1. Sean I, Q ideales de un anillo A con I < Q. Entonces Q es un

ideal primario de A si y solo si Q/I es un ideal primario de A/l

Demostracion.

= Supongamos que Q es un ideal primario. Sean a,b € A/I, tal que a.b € Q/[ y

a ¢ Q/I. Entonces a,b € A, abe Q Yy a ¢ Q. Por nuestra hipotesis Q es un
ideal primario, entonces existe » € Z* tal que b” € O, lo que implica que
5" e Q/I Asipues, Q/I es un ideal primario.

Reciprocamente, supongamos que Q/I es un ideal primario de A/I. Sean
abeA, talque abe Qyag Q Entonces a,b € A/l, ab € Q/I puesto que
I< Qya ¢ Q. Pornuestra hipotesis Q/I es un ideal primario, entonces existe
ne Z* tal que b” € Q/I, lo que implica que 4" € Q. Asi pues, Q es un ideal
primario..l

Definiciéon 3.3 Un elemento a de un anillo A es nilpotente si, a” = 0 para algun

entero positivo n. [1

Se puede demostrar que el conjunto de los elementos nilpotentes de 4 forman un
ideal de A.
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Definicion 3.4 Sean A4 un anillo, el nilradical de A se define como el ideal
R@) ={aecd/a" =0,paraalginn e Z*}. O

Proposicion 3.1. Sea 4 un anillo, entonces:
a El nilradical de A/%(A) es 0.

b El nilradical de A es la interseccion de todos los ideales primos de A.
Demostracion.

a. Sea a € A/R(A) representado por a. Entonces a” es representado por a”, de
manera que a” = 0 implica que a” € X(4), y de aqui (x")* = 0 para algun
ke Z*, entonces a € R(4). Asi puesa = 0.

b. Sea S la interseccidon de todos los ideales primos de 4. Si a € X(4), entonces
a" = 0 para algun n € Z*, asi a” pertence a cada ideal primo de A. Lo que
implica que a pertence a cada ideal primo de A. Asi pues, ac€S.
Reciprocamente, supongamos que a ¢ NX(4), entonces a* # 0 para todo
k € Z*. Sea I el conjunto de ideales con la siguiente propiedad: a* ¢ I para
todo k € Z*. Entonces Z no es vacio pues 0 € . Aplicando el Lema de Zomn,
con respecto a la inclusion, I tiene un elemento maximal P. Demostraremos
que P es un ideal primo. Sean x,y ¢ P. Entonces los ideales P +(x) y P+ (y)
contienen estrictamente a P y no pertencen a ; asi a” € P+{(x)y a” € P +(y)
para algun m,n € Z*, Esto implica que a™” € P+ (xy), yde aqui P +{xy) ¢ £y
asi xy ¢ P. Asi pues, P es un ideal primo tal que a ¢ P, de manera que a no
esta en la interseccion de todos los ideal primos de A I

Corolario 3.2. Un ideal I de un anillo A, es primario Si y solo si cada divisor de
cero en A/l es nilpotente.

Demostracion.

= Supongamos que I un ideal primario y sea a € A/I un divisor de cero entonces
ab =0 para algun 5 # 0 de aqui a,b € A y ab € I ademas b ¢ I. Entonces
como [ es un ideal primario existe un entero n € Z* tal que a” € I, lo que
implica que a” = 0. Por tanto a es nilpotente.
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< Supongamos que cada divisor de cero de A4/l es nilpotente. Sean a,b < 4,
abelya ¢ I entonces ab =0 para algun 5 + 0, como b es divisor de cero
de A/I entonces es nilpotente, por tanto existe un entero » € Z* tal que 5" = 0,
lo que implica que 4" € I. Por tanto I es un ideal primario.l

Ejemplo 3.2.

a. Aplicando el corolario 3.1. Sea 4 = F[x,y], donde F es un campo, e I = (x,)?).
Entonces 4/I = F[y)/(y*), en el cual los divisores de cero son todos los
multiplos de y, y de aqui son nilpotentes. Asi pues I es un ideal primario, cuyo
radical es P = {x,y). Puesto que P? ¢ I ¢ P, concluimos que un ideal primario
no necesariamente es un producto de ideales primos.

Teorema 3.1. Sea I un ideal en un anillo A, entonces el radical de I es:
JI ={acA/a" el paraalginn e Z*}.

Demostracion.

Supédngase a € 4 tal que a” € I para algun entero positivo n. Si P es un ideal
primo conteniendo a I, entonces a” € P, de aquia € P, Portantoa € JI.
De otro lado, razonemos por el absurdo, supéngase que a € 4 y para cualquier
entero positivo n, a” ¢ I. El Teorema sera probado si mostramos que existe un
ideal primo P en A tal que IcP y ag¢P. Sea
9 = {J/J idealen 4, I c J, JN {a,a%,a, ..} = @}, entonces 3 es parcialmente
ordenado por la inclusion de conjuntos y satisface la condicién del Lema de Zorn.
Asi que 9 tiene un elemento maximal P,. Claramente Ic P, y a ¢ P,.
Demostraremos que P, es un ideal primo. Supdngase que b, c son elementos en 4
los cuales no pertencen a P,. Como P, €s maximal en 8, cada uno de los ideales
(bY+Py y {(c)y+Py tienen una interseccién no vacia con {a,a% a3, ..}, luego
(be) + Py = [(b) + Po][{c) + Po] incluye a {a,a%,a>,..}, porlotanto ¢ ¢ P,y asi P, es
el ideal primo deseado. (Note que no se usé la conmutividad de 4 en la
demostracién del teorema).l

Corolario 3.3. El radical de un ideal primario es un ideal primo.
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Demostracion.

Sea I un ideal primario, si a.b € JT tal que a ¢ JI, donde a,b € 4, entonces
existe un entero positivo n tal que (a.b)” = a"b” €1, y a" ¢ I, luego por ser I un
ideal primario existe algun entero positivo m, (7)™ = b™ < I, entonces b € JI. Asi
pues, Y1 es un ideal primo.l

Proposicion 3.2. Sea A un anillo. Si I es un ideal de A tal que JT es un ideal
maximal de A, entonces I es un ideal primario de A.

Demostraciéon

La imagen de JT en A/l es el nilradical de 4/, de aqui A/ tiene un Unico ideal
primo, por la proposicion 3.1. Asi pues, cada elemento de A/l es una unidad 6
nilpotente, y asi cada divisor de cero en A/I es nilpotente. Asi pues, por el Corolario
3.2. el ideal I es un ideal primario.l

Corolario 3.4. Sean I,,1,,...1, ideales primarios en un anillo. Si
Jh =JL, =..=JI, =P, entonces I=1,NI,N..I, es un ideal primario cuyo
radical es P.

Demostracion

Sia € P, entonces existen enteros positivos m; tal que a™ € I, parai = 1,2,...,n.
Luego tomando m = Max,;{m,} se tiene que a™ € I, entoncesa € JI. Asi P c JI. Si
b € JT entonces b™ € I para algin entero positivo m, luego b™ € I, y b € P, Asi
JT < P. Concluimos entonces que P = JI.

Si ab el a ¢ I, existe algun entero positivo & tal que a ¢ I, puesto que I, es
primario, b” € I, para algun entero positivo ». Luego b e Py como P = JI, b° e[
para algun entero positivo s, esto implica que JT es un ideal primario. |

Definiciéon 3.5 Sean I y J ideales de un anillo A4, entonces:
[/:J]={acA/abel paratodobeJ} es un ideal llamado el cociente

residual de I porJ. [l
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Note que I c [I : J]. En efecto, sea a € I entonces a.b € I para todo b € J, luego

ael(l:J].

Necesitamos el siguiente lema para probar que en un anillo Noetheriano cada ideal
es una interseccion finita de ideales primarios.

Lema 3.1. Sea 4 un anillo Noetheriano e I un ideal de 4 el cual no es primario.
Entonces existen idealesByCenAtalquel < B, I Cel=BNC.

Demostracion.

Puesto que 7 no es un ideal primario existen elementos b,c € 4 tal que b.c € I,
b e Iy c* ¢ I para cualquier entero positivo k. Sea B = (b) + 1, entonces B es un
ideal en A4 el cual contiene a I propiamente.
Ahora si consideraremos los siguientes ideales [I : (c)], [I : (¢*)],[I : (c®)],... de A.
Entonces la sucesion [I : (c)] < [I: (¢?)] < [I : {¢*)] < ... es ascendente. En efecto
sea a € [I : (c")] entonces ab €I para todo b € (c"), de aqui b € (c™!), luego
a € [I: (c™!)]. Puesto que 4 es Noetheriano, existe un entero positivo » tal que:
Z:(c]=[: (™)) =[I:(c™?)] =..SeaC ={(c")+1, entonces C es un ideal en
A el cual contiene a I propiamente. Demostremos que I = BN C. Es claro que
I < BN C. Nos queda por probar que BNC c I. Sea d € BN C, entonces existen
aj,a €A Yy eep;el tal que d=a.b+e =ayc”+e,. Claramente
dc=aybc+eicel y de dc=ac™! +ec se tiene que a,c™! el Luego
a € [I: (")) =1[I:(c")], asi a,.c” e 1y d = a,.c"+eyc € I. Concluimos entonces
que BNC=IN

Teorema 3.2. Cada ideal en un anillo Noetheriano A tiene una
descomposicion primaria. Es decir, cada ideal en A es la interseccion de un
namero finito de ideales primarios en A.

Demostracion.

Supdngase que no; Entonces sea S el conjunto de ideales en 4 que no son
intersecciones finitas de ideales primarios.y S + &. Puesto que 4 es Noetheriano,
entonces S contiene un elemento maximal I. Como /€ S, € I no es primario,
entonces por el Lema 3.1 existen ideales B y C que contienen propiamente a I tal
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que I = BN C. Puesto que I es maximal en S, entonces B ¢ Sy C ¢ S. Luego By C
son intersecciones finitas de ideales primarios, por tanto 7 = BN C. también lo seria,
lo cual seria una contradiccion. Asi pues, S = @ y el teorema queda probado.

En general, la descomposicion de un ideal en una interseccion de ideales
primarios no es unica. Por ejemplo hemos visto en el Corolario 3.4, que si I,,/, son
ideales primarios con JI; = JI,, entonces I =1, NI, es primario, asi I =15 e
I =1, NI, son dos descomposiciones primarias de /.

Definicion 3.6 Una descomposicion primaria, I = ()., I; es reducida si
N, # N Liliparacadaj=1,2...ny JI, # JI, parar #s,rs=1.2,.,n O

Definicion 3.7 Si I =()L,[; es un descomposicion primaria reducida de I,
entonces {J/I. } " es el conjunto de ideales primos asociados a 1. [

Definicion 3.8 Sea {/I; }';l un conjunto de ideales primos asociados de un
ideal 1. Entonces JJI, (1 < r £ n) es un ideal primo aislado de I si JT, 2 /I, para

i=1,..,r-Lr+l,.n O

El término aislado, viene de la geometria algebraica.

Corolario 3.5 Sea A un anillo e I un ideal de A, SiI < |7, P, donde los P, son
ideales primos en A, entonces I — P, para algun k.

Demostracion.

Supongamos que I no esta incluido en ningun P; (podemos asumir sin pérdida
de generalidad que para i # j P; 2 P; de otro modo eliminamos P;), entonces
In ﬂ,'-:],,-,,-Pf no esta incluidoen P, i =1,2,...m Paracadai=1,2,..,m sea a, un
elemento en 4 tal que a;, € IN(, ., P, ¥ a; ¢ P, entonces 3 " a, ¢ P, para
i=1,2,..,m, loqueimplicaque X" a, ¢ | J, P.. Lo cual seria una contradiccién.ll

Teorema 3.3. Sea A un anillo Noetheriano e I un ideal de A. SeanI = (7,1, €
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I= ﬂj'; . I} dos descomposiciones primarias reducidas de I . Entoncesm = n y

{JI—'- } 'lil - {JIT }jn=1
Demostracion.

Sean I =N\l =NLI descomposiciones primarias reducidas de / y sea
P =JI, P = [I[ (i=12,..m .,m). En el conjunto {P,}7, U {P)} " existe
un ideal el cual no esta contenido propiamente en cualquiera de los otros ideales
de este conjunto. Supongamos sin pérdida de generalidad que P; es tal ideal.
Demostremos que P, = P; para algun j. Supongamos lo contrario que P, + P, para
Jj=12,.,n Puesto que P, £ |J7,P; U |JL P, existe un elemento a € P, tal que
ae¢|JL,P: U UFl P,. Como P, = JT;, entonces existe un entero positivo  tal que
akel,.
Afirmamos que I {@dy=LnLN..NI En efecto, claramente
LNLN..NI,c[I: (@), ysibed, yb ¢ I, para algin i > 2, entonces (puesto
quea ¢ P,)a*b ¢ I, luego b ¢ [I: ()]
Con un argumento similar se demuestraque [/ : @) =I''1NI';N..NT ..
luegoNLN..NI,=I'1NI';N..NTI, =1 Esto contradice la suposicion de que
la descomposicion primaria es reducida. Concluimos entonces que P, € {PJ’.} j”= 1
digamos que P; =P). Puesto que P, =P; es maximal en el conjunto
{P;}", U {P’} ' > existe algin a € Py con a ¢ JZ,P,U UL,P, ¥y asi existe un
enterok > 1 talquea* e I, ya* e I}.
Con un argumento similar se demuestra que:
U@ =LnLNn.NI,=I'NI'sn..NTI,.
El teorema ahora se completa por induccion.ll

El teorema 3.3 nos dice que los ideales primos asociados de un ideal I en un anillo
Noetheriano estan unicamente determinados. En general los ideales primarios en
una descomposicién primaria de 7 no son unicos. Ademas, si 7 es un ideal primario
en una descomposicion primaria de 7 tal que JI es un ideal primo aislado de 1,
entonces 7 es unicamente determinado. entonces tenemos.

Teorema 3.4. Sea | un ideal en un anillo Noetheriano A, y sea
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I=NL 1 =N, una descomposicion primaria reducida de 1 tal que/I, =
JIT = P1. Si P, es un ideal primo aislado de I, entonces I, =1.

Demostracion.

Puesto que P; es un ideal primo aislado de I, existe para cada i = 2,3,...,n

algun elemento a; € JT, cona; ¢ P,. Seaa =[] a;. Entonces a € JI, para cada
i=23,.,nyae P, Porel teorema 3.3 {Jf}';l = {‘/IT};I . Esto implica que
existe un entero positivo k tal que a* € I,y a* € I, i,j = 2,3,...n. Demostraremos que
para cualquierk, [I : @) =L y[I: (@)] = I}.
Sibel, (bel) entonces a*beL,NLN..NI, (@*belNl,N..NI,). De aqui
bell: @)yl cll: @) (Iyc(:{@))). Sicell:(a)), entonces akcely
a*cel, (a*cel)). Esto implica que cel, (cel}), yaque sicgl, (cgl),
entonces a € Py, Pero por nuestra eleccidén de a, tenemos que a ¢ P,. Concluimos
entonces que [/: (@) cl, ([I:(@)] cl). Asi pues, [[:(a*)=1 =1, y el
teorema queda demostrado.l
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4.

ELEMENTOS ENTEROS

En las secciones previas nos hemos ocupado de anillos en los cuales cada

ideal es finitamente generado. En esta seccion estudiaremos aquellos elementos «
de un anillo B para los cuales el subanillo A[a] de B generado por a y un subanillo
fijo A de B es un 4 —-mddulo finitamente generado.

a.

b.

Definicion 4.1. Sea A un subanillo de un anillo conmutativo B.
Un elemento a < B es entero sobre A si existe un polinomio ménico f(x) € A[x]
tal que fla) = 0; Es decir, existe un conjunto {a;}”., de elementos de A tal que

"+ aa™ =0.

El anillo B se dice que es una extension integral de A si cada elemento de B
es entero sobre A. [

La Definicién 4.1.a. extiende la definicion de los numeros enteros algebraicos.

Ejemplos 4.1.

a.

b.

C.

Cada elemento de 4 es entero sobre 4, pues para todo a € 4, a es raiz del
polinomio x — a.

El elemento -1 + 1. /=3 del anillo Q[/=3 ], es entero sobre Z, pues es raiz del
polinomio x3 — 1.

Los elementos enteros del anillo de los nimeros racionales Q sobre Z son
solo los elementos de Z. En efecto, un numero racional /s € Q donde r y s
son primos relatvos es entero sobre Z, si y solo si
(r/$)" + an1 (¥/s)™! + ... +ao = 0 para algunos enteros a,. Multiplicando por s”
deducimos que s divide a r", y de aqui s = +1 y r/s € Z. Esto también significa
que no se puede encontrar una extensién integral4 de ZtalqueZ c 4 c Q.

Teorema 4.1. Sea A un subanillo de un anillo conmutativo B, y a € B. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

a a esentero sobre A.

b El subanillo A[e] de B generado por A 'y a es un A-moédulo finitamente
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generado.

C Al[a] esta contenido en un subanillo C de B, donde C es un A -mddulo
finitamente generado.

d B contiene un A-méaulo finitamente generado M, tal que M contiene un
elemento que no es divisor de ceroen By aM < M.

Demostracion.

a.=b. Supongamos que a es entero sobre A. Entonces existen elementos
ai,ay,.a, en A tal que a” = 3" a,a™'. De aqui «” estd en un 4 -mdbdulo
generado por 1,q,¢% ..,a"'. Por induccibn se demuestra que
a™ € A+Aa+ .. +Aa™! para cada entero positivo k. Puesto que cada
elemento en A[a] se representa de la siguiente forma 3 " aia’ (a; € 4,
m € Z*). Concluimos que A[a] es un A -mddulo, el cual es generado por
l,a,a?,...,a"" sobre A.

b.=c. Definiendo C = A[ea].

c.=d. Supongamos que el punto C. se cumple. Definiendo M = A[a], se tiene
que 1 e My 1 no es un divisor de cero, entonces M satisface las condiciones
indicadas en el punto d. Puesto que M es un subanillo conteniendo a a, se
tiene que aM < M.

d=>a. Sea M un 4 -modulo finitamente generado contenido en B tal que M
contiene un elemento el cual no es un divisor de cero y aM < M. Sean
{B1,B2,..., B») un conjunto de generadores de M como 4 -modulo, donde j;
no es un divisor de cero. Puesto que aM c M, existen elementos a; € 4 tal
que afy = X7 a;B;, i=1,2,.,n De aqui det(al-(a;))Br =0 (k=1,2,...,n),
donde | es la matriz identidad » x n. Puesto que B, no es un divisor de cero,
det(al-(a;)) = 0. Luego a es una raiz del polinomio moénico det[al — (a;)] con
coeficientes en 4.0

Corolario 4.1. Sea 4 un subanillo de un anillo conmutativo B. Si B es
finitamente generado como A —mdédulo, entonces B es una extension integral de A.

Demostracion.
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Por el teorema anterior, cada elemento de B es entero sobre A por tanto B es
un extension integral de A.

Ejemplos 4.2.

a. El anillo de los enteros gaussianos Z[i] es una extension integral de Z, como
también lo es Z[,/S ] debido a que ambos son finitamente generados como

maodulos sobre Z.

b. Sea A4 un subanillo de un anillo B tal que B es finitamente generado como
A -mébdulo. Asi pues, si B = Z;Aai’ entonces se puede demostrar que
B[x] = Z;A[x]a,-, Es decir que el anillo de polinomios B[x] es un extensién
integral de A[x].

Corolario 4.2. Sea A un subanillo de un anillo B. Sean a; € B (i =1,2,...,n)
enteros sobre A. Entonces Ala,,a,,...a,] (El subanillo generado por A,a,,a,...a,)
es un A —-moadulo finitamente generado, y cada elemento de A[a,,a,,...a,] €S entero
sobre A.

Demostracion.

Por el teorema 4.1. el enunciado del corolario es valido para » =1. Por
induccion, supongamos que el enunciado es valido para n < k. Sean a,,a;,...ax
elementos de B los cuales son enteros sobre 4. Claramente, a, es entero sobre
Alay,az,..ar1].  De aqui  Alai,as,...q][ax] = Alay,az,...,ax] €S un
Alay,az, ..., a1 ] -mddulo finitamente generado. Por nuestra hipétesis de induccion,
Alay,a,,...,ar1] €S un A —médulo finitamente generado. Luego A[a;,axz,...,a:] €S
A -mbdulo finitamente generado. Si {B8:}., Y {a;},, son conjuntos que generan
Alay,az,..,a;] sobre Alai,as,...,ar1] Y Ala1,a2,...,a,1] SObre 4 respectivamente,
entonces {B:;} ., ,1,., €8 UN conjunto que genera a Afa,az, ..., a] sobre 4.
Del Teorema 4.1.c. concluimos que cada elemento de A[ai,a-,...,a;x] €S entero
sobre 4.1

Corolario 4.3 Sea A un subanillo de un anillo B. Entonces
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A = {a € B/a es entero sobre A} es subanillo de B conteniendo a A.
Demostracion

Es claro que 4 < 4, nos queda por probar que 4 es un subanillo de B. Sea
a,B € A, entonces existen f(x),g(x) € A[x] polinomios ménicos tal que fla) =0y
g(B) = 0 de grado n y m respectivamente. Entonces como en la demostracion del
Teorema 4.1 el subanillo A[a,3] es generado como 4 —-mddulo por {a’'f’}, para
i=0,1,.,nyj=0,1,..,m Puesto que a — By a.8 pertenecen a A[e, 8], esto implica
que ambos pertenecen a 4. Asi pues, 4 es un subanillo de Bl

Definicion 4.2. Sea 4 un subanillo de un anillo conmutativo B.
a. Un subanillo C de B conteniendo a A es entero sobre A si cada elemento de C
es entero sobre A.

b. El subanillo A de B, de todos los elementos enteros sobre A, es llamado
clausura integral de A en B.

c. SiA = A, entonces decimos que A es integralmente cerrado en B. Si D es un
dominio entero el cual es integralmente cerrado en su campo de fracciones,
entonces simplemente se dice que D es integralmente cerrado. [

Ejemplos 4.3.

a. Del Ejemplo 4.1 ¢. podemos concluir que Z es integralmente cerrado en Q.

b Cualquier Dominio de ideales principales es integralmente cerrado en su
campo de fracciones.

c. Sea A4 un dominio gaussiano, entonces A es integralmente cerrado. Sea F el
campo de fracciones de 4. Supdngase que a/b € F es entero sobre 4, donde
a,b € A. Sea f € A[x] un polinomio ménico de menor grado en el cual a/b es
una raiz. Entonces en Flx], (x—a/b) | f, Asipues, f=x—a/byalb € A.

Proposicion 4.1 Sea A un subanillo de un dominio entero D, y asumiendo que
D es una extension integral de A. Entonces D es un campo Si 'y solo si A es un
campo.
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Demostracion.

= Supongamos que A4 es un campo. Sea wueD, u=+0, y sea
fx) = x" +a,1x"! + ...+ aix +a, un polinomio ménico en A[x] de menor grado
en el conjunto de polinomios que tienen a » como una raiz. Entonces
u"+a,qu"™t + . +aju+ay =0, y Si ap = 0 entonces podriamos obtener un
polinomio ménico aun de menor grado que » con u como raiz. Asi pues,
tenemos que ao + 0, y la ecuacién u(u"! +a, u"?+ ... +a;) = —a, muestra
que u es inversible en D si y solo si ay es inversible en 4. Puesto que A4 es
supuesto como un campo, esto implica que D es un campo.

< Reciprocamente, supongamos que D es un campo. Sea a€ A4, a + 0.
Entonces existe a™! € D, Puesto que D es entero sobre A existe un polinomio
ménico Ax) = x" +a, x" ' +.. . +ax+a, en Ax], tal que fa')=0. Asi
(@) +a,.1(@)"' + ... +a;(@?!)+ap =0, multiplicando por a” obtenemos
l+a,1a+..+aia™! +apa” = 0. Esto muestra que a! = -a,; —... —aea™!
pertenece a A. Asi pues, A es un campo.l

Observaciones.

« De la proposicién 4.1, podemos observar que Q no es una extension integral
de cualquiera de sus subanillos.

Corolario 4.4 Sea A un subanillo de un anillo B y sea B un subanillo de un
anillo C. Si B es entero sobre A y C es entero sobre B, entonces C es entero sobre
A.

Demostracion.

Sea ye(C, entonces existen elementos pS,,B8,,..8,.€B tal que
y"+2:’=1 Biy"" =0. Puesto Bi,pB,,..8, son enteros sobre A4, entonces por el
corolario 4.2 A[Bi1,B2,..B.] €S un A-mbdulo finitamente generado. Pero
A[B1, B2, .. Bn,¥] €S UN A[B1,B2,.., Bn] —Mbdulo finitamente generado, de aqui un
A —mbdulo finitamente generado. Esto implica por el Teorema 4.1.c. que y es
entero sobre 4. Concluimos entonces que C es entero sobre 4.l

34



5. DOMINIOS DEDEKIND

La factorizacién unica en primos puede fallar como observamos en el anillo
Z[J/-5] en la seccién 4. Dedekind observé que en muchos casos se podria obtener
una nueva clase de factorizacién unica, es decir en ideales primos. En esta seccion
discutiremos dominios Dedekind, que son dominios enteros D, en el cual cada ideal
de D es igual a un producto finito de ideales primos de D.

Dedekind propuso la siguiente idea: Cuando se trabaja con los enteros
ordinarios, muchas de las definiciones acerca de numeros pueden ser trasladados
a las definiciones de los ideales principales que ellos generan. Asi por ejemplo
6 =23 es equivalente a (6) =(2).(3) y 2 | 6 es equivalente a (6) c (2). Estas
equivalencias son validas en cualquier dominio entero. Recalcamos nuevamente:
La idea de Dedekind fue estudiar ideales en vez de numeros.

Si D es un dominio de ideales principales, entonces cualquier ideal 7 distinto de
cero en D tiene la forma I = a.D = {(a) para algun a € D, a # 0, COMO a = p\p,...px
donde p,,pa,...,p» € D son elementos irreducibles, entonces / es un producto de
ideales primos, puesto que (a) =[] (»:) =[]_, p:.D. Asi pues cada DIP es un
dominio Dedekind, lo reciproco no siempre es cierto, como por ejemplo Z[ /-5 ].

En esta seccion demostraremos que un dominio Dedekind tiene algunas
propiedades de un dominio de ideales principales. Especificamente que un dominio
Dedekind debe ser un dominio Noetheriano y cualquier ideal primo distinto de cero
de un dominio Dedekind debe ser maximal.

Definicion 5.1. Un domino entero D es un Dominio Dedekind si cada ideal
propio de D es igual a un producto finito de ideales primos de D. [

Demostraremos algunos resultados previos para dominios Dedekind usando la
nocién de la “inversa” de un ideal.

Definicién 5.2. Sea D un dominio entero con su campo de fracciones
F(F o D). Un ideal fraccionario de D es un D —submédulo I de F distinto de cero,
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tal que existe un elementoa € D,a + 0, cona. Ic D. O

Definicion 5.3. Sea D un dominio entero con su campo de fracciones F. Sea I

es un ideal fraccionario de D, entonces su inversa se define como:.

I'"'={aeF/alcD. O

Definicién 5.4. Sea D un dominio entero con su campo de fracciones F. Sea I

es un ideal fraccionario de D, entonces I es un ideal inversible sil. I* = D. [

Corolario 5.1 Sea D un dominio entero con su campo de fracciones F.

a. El conjunto de ideales fraccionarios de D es cerrrado bajo la adicion,
multiplicacién e interseccién, donde la multiplicacién se define como:
1112 = {le a,«b,-/a,- (S 11, b,' S 12, hn e Z+}

b. Si I es un ideal fraccionario de D, entonces también Ilo es
I'' = {a e F/al € D}.

C. Para cada ideal fraccionario I de D, 1. I* < D.

d. El conjunto de ideales fracionarios de D es un grupo bajo la multiplicacién si y
solo si cada ideal fraccionario de D es inversible.

Ejemplo 5.1.

a. En el dominio entero Z con su campo de fracciones Q, el conjunto 7 = +Z que
son todos los multiplos de - es un ideal fraccionario de Z. Ademas este es un
ideal fraccionario inversible, pues su inversa es ! = 2Z.

b. Cada ideal principal distinto de cero (@) de un dominio entero D es inversible,
suinversa es D. 1/a= (1/a).

c. Sean I,J ideales fraccionarios de D, entonces I.J también es un ideal
fraccionario de D.

d. Sean /, Jideales fraccionarios de D, el cociente fraccionario se define como:

1:J]= {a € F/a.]gl},es claro que [D : Il = I"! y que en general [/ : J]
es un ideal fraccionario de D. En efecto, sean x,ze [/ : J], entonces xJ < Iy
zJc I, dedonde (x+z)J < xJ+z/ < I, sead e D, entonces dxJ c dl < I, es
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decir, [/ :J] esun submodulo de F. Sea0 +de DtalquedI < Dya=1t/s + 0
en J, entonces sa=teJND, luego para x e [I:J] se tiene que xJ Iy
xt € I, de donde dx € dI < D. Sea s = td € D\ {0}, entonces d es tal que
tdx € D paracadax € [I : J], es decir, «d[I : J] < D.

Lema 5.1. Un ideal inversible de un dominio entero es finitamente generado.

Demostracion.

Sea I un ideal inversible de un dominio entero D. Entonces I./7' = D. Puesto
que 1 € D, existe b, e I"!, a; €I, i=1,2,.,n tal que 1 = 3" b,a; Concluimos
entonces que I = (a;,a»,...,a,). En efecto, paraacl, a=al = Z?:n (a.b;).a;, con
ab,e DR

Lema 5.2. Sea {/;}", una familia finita de ideales de un dominio entero D. Si
[, I: es inversible, entonces también lo es I,, paracadai = 1,2,...,n.

Demostracion.

Sea J un ideal fraccionario tal que J.H’,:= 1i=D. Entonces, para cada
i=12,..n I,(J ]_[j’;lmlj) = D, de aqui I; es inversible.l

Lema 5.3. Sea I un ideal de un dominio entero D. y sean I =[]~ P e
I =]T] ., ©, factorizaciones de I en producto de ideales primos de D, con

Py,P,, ..., P, inversibles. Entoncesm =ny P, = Q,, parai = 1,2, ....n.
Demostracion.

La demostracion es por induccion sobre m. Para el caso m =1 es claro.

H H r n
Supongamos que el Lema es cierto si m < r. Supdngase que I =[] P, = H,-=1 o
De la familia {P;}~, elegimos un ideal P,, el cual no contiene propiamente a
ninguno de los otros ideales pertenecientes a la familia. Claramente []”. O; < P;.

De aqui algun Q,, digamos Q;, estd contenido en el ideal P,. Puesto que
[T, P: < O, existe algun p;, digamos P, tal que P, — Q. Luego P, < Q) c P Y,
puesto que P, es minimal, O, = P.
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H r _ -1 r _ -1 n _ n
Concluimos entonces que [, P = P{' T, Pi = Q7' [T, 05 = 1, O
Con un argumento similar se completa la demostracién por induccion.ll

Lema 5.4. Sea D un dominio Dedekind. Entonces cada ideal primo propio de D
es maximal e inversible.

Demostracion.

Demostraremos que cada ideal primo propio de D es maximal. Sea P un ideal
primo propio de D, y sea a € D — P. Denotamos por (P,a) y (P,a?) los ideales de D
generados por P y a, y por P y a?, respectivamente. Puesto que D es un dominio
Dedekind, existen ideales primos P;,P,,..,Pn Y Q1,0,,..,0, de D tal que
(Pay=[1",P; y (P,a®y =[], Q:. Note que P,>P y Q;>P (i=12,.,m
j=12,..,n). Sea v el epimorfismo canonico de D sobre D/P. Entonces
(vay =T]",vP, y (va®) = Hj’;  vQ; = (va)* =T]" [vP.]*>. Puesto que los ideales
principales (P,a) y (P,a?) son inversibles, cada uno de los ideales vP; y vQ; son
inversibles por el Lema 5.2. Luego por Lema 53. 2m =n y renumerando
vQyi = vQoii1 = vP; (i =1,2,...,m). Luego O, = O,y =P;paracadai=1,2,...m, Yy
(P,a?) = (P,a)*. De aqui P c (P,a*) = (P,a)? = (P?,a) y cada elemento de P es la
suma de un elemento de P? y un elemento de la formada (d € D). Sib =c+da € P
(c € P*,d € D), entonces da € P. Puesto que a ¢ Py P es un ideal primo, d € P,
Esto implica que P c (P?,Pa) c P. Luego P = (P?,Pa) = P.(P.a). Puesto que P es
por hipétesis es inversible, concluimos que (P,a) = P! P = D. Puesto que a fue un
elemento arbitrario de D, que no esta en P, implica que P es un ideal maximal.
Demostraremos ahora que cada ideal primo propio de D es inversible. Sea P un
ideal primo propio de D. y sea b # 0 un elemento de P. Entonces existen ideales
primos P, (i = 1,2,...,m) tales que (b) = H’;l P; c P. Note que P contiene al menos
a uno de los P, digamos P,. Puesto que (b) es inversible, lo es también P, por el
Lema 5.2. Puesto que P, es un ideal primo e inversible entonces P, es maximal.
Luego P = P, y asi P es inversible.l

Teorema 5.1. Las siguientes condiciones se cumplen para cualquier Dominio
Dedekind D:

a. Cada ideal distinto de cero de D es inversible.
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b. Cada ideal propio de D puede ser escrito en forma unica (salvo el orden)
como un producto finito de ideales primos de D.

C. D es un Dominio Noetheriano.

d. Cada ideal primo distinto de cero de D es maximal.

Demostracion.

a. Puesto que cada ideal distinto de cero de D es un producto finito de ideales
primos, es suficiente probar que cada ideal primo distinto de cero es
inversible. Sea P un ideal primo distinto de cero de D, y sea p un elemento
distinto de cero de P. Entonces pD = P,P,...P, donde los P; son ideales
primos, y cada uno de estos ideales primos es inversible puesto que pD es
inversible. Puesto que P es un ideal primo y P,P,..P, < P, entonces P, < P
para algun i. Por el Lema 5.4. P, es maximal, entonces P; = P. Asi pues, P es
inversible.

b. Se verifica por el Lema 5.3.
c. Se verifica por el Lema 5.1.

d. Se verificaporelLema54

Teorema 5.2. Sea D un dominio entero con su campo de fracciones F.
Supongamos que D es Noetheriano y que cualquier ideal primo distinto de cero de
D es maximal. Entonces para cualquier ideal propio distinto de cero I de D existe
qe F\Dcongqgl < D.

Demostracion.

Sea I un ideal propio distinto de cero de D. Si I es un ideal principal, I = aD,
entonces a! € F\ Dya'l < D. Supongamos que 7 no es un ideal principal. Sea a
cualquier elemento distinto de cero de D, y sea P un ideal maximal de D con/ < P.
P\P,..P,<aD, y al menos uno de estos ideales debe estar contenido en P,
digamos P, < P, puesto que P es un ideal primo. Por hipétesis, cada ideal primo
distinto de cero de D es maximal, esto implica que P, = P. Asi tenemos
PP,..P,caDclI< PcD,

y al omitir inneceriamente ideales primos, podemos asumir que P,..P, no esta
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contenido en aD. Si elegimos un elemento 4 € P,..P, \ aD, entonces a™'b ¢ D,
puesto que b ¢ aD. Tenemos

“1pI < a'bP < a”'PP,..P, S alaD = D,
y esto completa la demostracion.ll

Teorema 5.3. Sea D un dominio entero. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a. D es un dominio Dedekind.

b. D es Noetheriano, integralmente cerrado en su campo de fracciones y cada
ideal primo distinto de cero de D es maximal

Demostracion.

a.=b. Supongamos que D es un dominio Dedekind con su campo de fracciones
F. Entonces por el teorema 5.1 D es Noetheriano, y cada ideal primo distinto
de cero de D es maximal. Para mostrar que D es integralmente cerrado en F,
sea u € F un elemento entero sobre D, y supongamos que u es una raiz de
un polinomio monico f{x) en D[x] de grado n. Sea I el D — submédul ode F
generado por {l,u,..,u"!'} Esto implica que la relacién dada por Ax), I
contiene todas las potencias de u, y ademas I? < I. Puesto que I es un
D — submodul ofinitamente generado de F, este es un ideal fraccionario, el cual
también debe ser inversible puesto que D es un dominio Dedekind. Esto
implicaque/ < D, yasiu € D.

b.=»a. Reciprocamente supongamos que D es Noetheriano, integralmente
cerrado, y que cada ideal primo distinto de cero de D es maximal. Sea [
cualquier ideal de D, y supéngase que I-!.I esta contenido propiamente en D.
Entonces I-'.1 es un ideal de D, esto implica que por el Teorema 5.2 existe
u € F\ D con u(I"'.]) < D. Para cualquier elemento g € I"!, y cualquier a € I,
tenemos (uq)a = u(qa) € u(I* 1) < D, y esto demuestra que ug € I}, asi
ul-! < I"!. Debido a que D es Noetheriano, el ideal I es finitamente generado,
y si d es el producto de estos generadores, entonces dI-! < D, demostrando
que I! es un ideal fraccionario. Ademas, dI! es un ideal de D, asi que este
también es finitamente generado, digamos dI! = Z',; , Da;. Se puede verificar

que I = 3" Dad™. Asi I es un D[u] - submédul osin divisores de cero de
F que es finitamente generado como un D — mddul o,luego u es entero sobre
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D. Puesto que D es integralmente cerrado, esto implica que # € D, en
contradiccion con la eleccién de #. Concluimos que 1711 no estad contenido
propiamente en D, luego I"'.1 = D, y asi I es inversible.l
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6. ANOTACIONES Y EJEMPLOS.

Definiciéon 6.1. Sead € Z, d + 0,+ 1 un entero cuadrado libre (es decir, p? | d
para cualquier p primo), entonces el conjunto
Q[Jﬁ] = {a+ch7/a,b S Q}
se llama campo cuadratico, donde la suma y la multiplicacion se definen del
siguiente modo:
(@a+bJd)+@ +b'Jd)=(a@+ad)+ b +b)Jd
(@+bJd).(a +b'Jd) = (ad +bb'd)+(ab +a' b)Jd O

Observaciones.

« El campo cuadratico Q[Jd] es un aniilo con unidad con respecto a la suma y
producto de numeros complejos C.

« El conjunto Z[Jd | = {a+bJd/abcZ} es un subanilo contenido en
Q[ Vd |

o Elanillo Z[,/E] es un dominio entero.

Determinacion de la clausura integral de Z en Q[ /4]
Supéngase que a +bJ/d < Q[J/d] es entero sobre Z.
Si d = 1(mod 4), entonces el polinomio ménico irreducible de (1 + Jd)/2 sobre Q es
x2—x+ (1 -d)/4 € Z[x], asi (1 + Jd)/2 es entero sobre.Z
La clausura integral de Z en Q[J/d ] contiene al subanillo Z[ J/d].
Un elemento a+bJd € QJd] donde abeZ es entero sobre 2Z, si
x2-2ax+ (a?-db?) € Z[x], Si a= (2k+1)/2 para cualquier entero k, entonces
a’—-db* e Zsiysolosib=(2/+1)/2donde/esunenteroy 2k+1)2+d(2I+1)%? es
divisible por 4. Lo cual equivale a decir que d es un residuo cuadratico (mod 4). Es
decir d=1(mod 4). Asi pues, si d=1(mod 4) entonces cada elemento
(2k +1)/2 + (21 + 1) Jd es entero sobre.
Asi los elementos enteros de Q[J/d] sobre Z son iguales a:

Z[Jd] sid = 2,3(mod 4)

Z2[(1 + Jd)2) sid = 1(mod 4) W
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Algunos resultados del anillo: Z[ /-5 ].

iv.

vi.

Vii.

viil.

Los elementos 2,3,1 + J=5 son elementos primos de Z[ /-5 ].
Los ideales (2,1+ V=5 ), (3,1+J=5), (3,1-J/=5 ) son maximales.
El ideal (3,4 +J=5 ) es un ideal primo, pero no es un ideal principal.
Como 6 =23 = (1+4J=5).(1-J=5), entonces Z[J/-5] no es un dominio de
factorizacion unica.
El ideal (3) = (3,4+J=5).(3,4-J=5) es la factorizacién en producto de
ideales primos.

Elideal 7 = (3,1+ J=5) generado sobre Z[J/=5] por 3 y 1 + /=5 es inversible,
cuyainversa es I"! = (1,(1 - J=5)/3)

El anillo Z[J-5] es Noetheriano. En efecto, definiendo el siguiente
homomorfismo f:2Z[x] - C por pk) - p(J-5), se tiene que
Im(f) = Z[J=5] = Z[x])/Ker(f) = Z[x])/(x* + 5). Como Z es Noetheriano entonces
Z[x] es Noetheriano, luego Z[x]/{x? +5) también lo es. Asi pues, Z[J/-5]
Noetheriano.

Z[/-5] es la clausura integral de Z en Q[J/-5 ] pues —5 = 1(mod.4)

Aplicando el teorema 5.3. Z[/-5] es un dominio Dedekind.

Notas Historicas.

El término “anillo” se debe a Dieudonné. El eligié esta palabra por el simple
hecho de que un anillo esta ausente la division, lo que es un defecto como un anillo

tiene un hoyo.

El término “algebra” viene de la palabra arabe “Al-jabr’, se debe Khwarizmi,
cuyo nombre completo es Abu Abd-Allah ibn Musa alKhwarizmi, nacido alrededor
de 790AC en Baghdad.
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Dominio

Anillos con
Unidad

Z

Enteros

Anillos
Conmutativos

Ejem. Matrices
cuadradas que
pueden
multiplicarse

Ejem. 2Z,3Z
no contienen
la unidad

Anillo conmutativo Anillo con unidad Unitario 1 Dominio Entero Campo Anillo de divisién
Un anillo en el que la Un anillo con la unidad Cualquier elemento de un lo que usualmente Anillo conmutativo con Anillo conmutativo con Un anillo en el cual cada
multiplicacion es multiplicativa anillo el cual tiene un pensamos como | unidad que no contiene unidad tal que cada tiene elementos unitarios
conmutativa inverso multiplicativo divisores de cero elemento no cero tiene (ejem. Zn)

inverso multiplicativo
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RESUMEN

La flotacion de minerales es un proceso fisico-quimico el cual es realizado tanto en
laboratorios como en plantas metalirgicas, en dicho proceso intervienen variables las
cuales afectan el proceso de recuperacion cobre, es en ese sentido que algunas

variables presentan mayor grado de afectacion en la recuperaciones y leyes.

La presente tesis plantea establecer mediante modelos matematicos y el software
Minitab 17.0 a aquellas variables que presenten mayor grado de afectaciéon en el
proceso de recuperacion de cobre y asimismo establecer las condiciones Optimas de

las variables mas representativas que maximicen el proceso de recuperacion.

El desarrollo de este proceso plantea utilizar herramientas estadisticas que validen los
modelos matematicos, asi como los disefios factoriales y Hexagonales para el

desarrollo del disefio de Experimentos.

En la etapa de screening, la granulometria y espumante, fueron los mas
significativos, mientras que en la etapa de escalamiento, se identifico los niveles de
méxima recuperacion de cobre y finalmente en la etapa de optimizacién final, mostro
una recuperacion maxima de 80.75 % de Cu, demostrando asi que para este tipo de

mineral es posible incrementar la recuperacion en mas del 3.0 %.



ABSTRACT

Mineral flotation is a physical-chemical process, which is carried out in both
laboratories and metallurgical plants, in the process-involved variables, which affect
the process of copper recovery, is in the sense that some variables have a higher

degree of involvement in the recoveries and laws.

This thesis presents set using mathematical models and software Minitab 17.0 for
those variables that present greater involvement in the process of recovery of copper
and establish the optimal conditions of the most representative variables that

maximize the recovery process.

The development of this process poses to use statistical tools to validate the
mathematical models and factorial designs and development Hexagonal Design of

Experiments.

In the step of screening, particle size and foaming were the most significant, while in
the scaling step, levels high copper recovery was identified and finally in the stage of
final optimization, showed a maximum recovery of 80.75% of Cu, demonstrating

that for this type of mineral is possible to increase recovery in most 3.0%



INDICE

INTRODUCCION

CAPITULOI FUNDAMENTOS DE LA INVESTIGACION
1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

12 FORMULACION DEL PROBLEMA

1.2.1 Problema general

1.2.2  Problema especifico

1.3 OBIJETIVOS

1.3.1 General

1.3.2 Especifico

1.4 HIPOTESIS PLANTEADA

1.5  JUSTIFICACION

CAPITULO II MARCO CONCEPTUAL DE FLOTACION DE
MINERALES SULFURADOS

2.1  DEFINICION
2.2  REACTIVOS DE FLOTACION

2.2.1 Espumantes

14

15

15

16

16

16

16

16

16

16

17

18

18

20

20



2.2.2 Colectores
2.2.3 Depresores

2.2.4 Modificadores de pH

CAPITULO 111 CONCEPTOS TEORICOS DEL DISENO DE
EXPERIMENTO

3.1  INTRODUCCION

3.2 LOS PRINCIPIOS DEL DISENO EXPERIMENTAL

3.2.1 El principio de aleatorizacion

3.2.2 Larepeticion del experimento

3.2.3 Lahomogeneidad estadistica de las comparaciones

3.3  DISENOS FACTORIALES A DOS NIVELES

3.3.1 Eldisefio 2?

3.3.2 Eldisefio 2*

3.4  MODELOS POLINOMICOS Y SUPERFICIE DE RESPUESTA
3.4.1 Modelos polinémicos

3.4.2 Superficies de respuesta

CAPITULO IV PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL
4.1 PREPARACION DE LAS MUESTRAS DE FLOTACION

4.1.1 Chancado

20

21

21

22

22

23

23

24

24

25

26

29

30

31

33

38

38

38



4.1.2 Homogenizacion de muestras

4.1.3 Division de muestras

42  CARACTERIZACION QUIMICA Y MINERALOGIA
4.2.1 Analisis quimico

4.2.2 Analisis mineralogico

43  CINETICA DE MOLIENDA

44  PRUEBAS DE FLOTACION

4.4.1 Condiciones de operacion inicial

4.4.2 Diseiio de experimentos en la flotacion
4.4.2.1 Etapa de screening

4.4.2.2 Etapa de escalamiento

4.4.2.3 Optimizacion final

CAPITULO V RESULTADOS EXPERIMENTALES
5.1 ETAPA DE SCREENING

5.1.1 Pruebas de flotacion

5.1.2  Evaluacion del diseifio factorial fraccionado

5.2 ETAPA DE ESCALAMIENTO

5.2.1 Pruebas de flotacion

5.2.2 Evaluacion de niveles

40

41

42

42

43

48

51

51

53

56

66

68

76

76

76

78

84

84

86



53 ETAPA DE OPTIMIZACION FINAL

5.3.1 Pruebas de flotacion

5.3.2 Evaluacioén del disefio hexagonal

5.3.3 Pruebas de flotacion final

CONCLUSIONES

BIBLIOGRAFIA

ANEXOS

87

87

89

94

96

99



Figura 3.1:

Figura 3.2:

Figura 3.3:

Figura 3.4:

Figura 3.5:

Figura 3.6:
Figura 3.7:

Figura 3.8:

Figura 4.1:
Figura 4.2:
Figura 4.3:
Figura 4.4:
Figura 4.5:
Figura 4.6:
Figura 4.7:

Figura 4.8:

LISTA DE FIGURAS

Tamaiio de los efectos y error experimental (Tomada de Box y
Draper, 1969)........oo e 23
Estructura del disefio 22 (Tomada de Daniel Peiia, 2002). .................. 27
Definiciones de efectos en disefios factoriales con dos nivele
(Tomada de Daniel Pefia, 2002). ........oooooviiiiioiieeeiieeeeeeee e 29
Estructura del disefio 23(Tomada de Daniel Pena, 2002). ................... 30

Superficies de nivel de una variable respuesta (Fomada de

Daniel Pefia, 2002). .....ooooiiiiiieiiieeieeee e 34
Efecto de modificar X1 (Tomada de Daniel Peiia, 2002). ................... 34
Efecto de modificar X2 (Tomada de Daniel Pena, 2002). ................... 35

El método de superficie de respuesta (Tomada de Daniel Penia,

2002). .ttt 36
Chancadora de quijada. .........c.cceeviieiieiiieieeie e 39
Zaranda m10 ASTM.....oooiiiiiii s 40
Diagrama del proceso de preparacion de muestras. ............ccccoeeeeneenen. 41
DiIVISOT TOTALOTI0. ....eeuteiiiiieiieieeiceieeee ettt 42
Ocurrencia de CODIE. .......oouiiiiiiiiiiiiiieeee e 45
Liberacién de sulfuros de cobre (a).........ccooveeeiiiieiiiiceiiiceieeeeee 46
Liberacion de sulfuros de cobre (b)........cccoevveeviieiiieniiiiieieeeeeeee 47

Equipo de molienda. ............cccoooiieiiiiiiiiic e 49



Figura 4.9:

Figura 4.10:
Figura 4.11:
Figura 4.12:
Figura 4.13:
Figura 4.14:
Figura 4.15:
Figura 4.16:
Figura 4.17:
Figura 4.18:
Figura 4.19:
Figura 4.20:
Figura 4.21:
Figura 4.22:
Figura 4.23:
Figura 4.24:

Figura 4.25:

Figura 5.1:
Figura 5.2:
Figura 5.3:
Figura 5.4:
Figura 5.5:
Figura 5.6:

Figura 5.7:

Curvas del perfil granulomeétrico.............cocevvviririiininiiininiicece 50
Curva de la cinética de molienda..............coceoviiiiiniiniiniiiiceee, 50
Colector Xantato Z-11. .....cocoeiiiiiiiiiiiiiece e 51
Espumante MIBC. ..........ccoooiiieeee e 52
Diagrama del proceso de optimizacion. ............ccccecveverienineenicnennenn 55
Acceso al disefio factorial — Screening...........ccoccceevieviieiiiennieenineen. 61
Tipo de disefio factorial. ............cccoooiiiiiiiiiii 62
Factorial fraccionado. ..........cccoeouieiiiiiiiiiieeeee e 62
Factores SCreENING. ........cccviiiiiiiiiiiie it 63
Factores Screening ordenados ..............cccoeviieiieeiiiiciienieceeceece 63
Distribucion de los factores y recuperacion. ............cocceeevevevenieeeeenene. 64
Andlisis del disefio factorial fraccionado. ...........ccceeieiiiiiiiciiineen. 65
Acceso al disefio de superficie de respuesta — Optimizacion. .............. 70
Disefio central COMPUESLO........cc.eeveiiriinirieieiiieneeeeeccereeeeeae 71
Disefio con una réplica. ..........ocoeoveviiiiiiiiiiniinciceceee e 72
Factores de superficie ordenados...........cccccoeverenieiencncninicicicnee, 72
Analisis del disefio de superficie de respuesta. ..........cccoeceveeienieeinnne. 74
Ley y Recuperacion de Cobre — Screening. .........cccocevvevvevvvenieeneenen. 77
Ley de Cuy Fe — Screening. .........cccovvivieiiiininiciiiiininceecneeeeee, 77
Efectos significativos en el Minitab 17.0. ..........c.ccooveeiieiiiiinnie. 79
Interaccion de los factores en la recuperacion de Cu. ..........cccceennee 80
Efectos en la recuperacion de Cu. ..........coceeieviinieiiiieieeeee, 81

Ecuacidn lineal de los factores en el Minitab 17.0............c.ccoceneennne. 82

Ley y Recuperacion de Cobre — Escalamiento. ..........c.ccocceevenennennnne. 85



Figura 5.8:

Figura 5.9:

Figura 5.10:
Figura 5.11:
Figura 5.12:
Figura 5.13:
Figura 5.14:
Figura 5.15:

Figura 5.16:

Ley de Cu y Fe — Escalamiento. .........c.ccocoecievinieiiininicnicncciciceeee 85
Ley y Recuperacidon de Cobre — Optimizacion............ccceceeveeererenennen. 88
Ley de Cu y Fe — Escalamiento. ............ccccoeoueeiiiiieiienienieeee e, 88
Region de maxima recuperacion de cobre..........coceviniincniiiininnne 90
Grafica de superficie de respuesta Optima. ..........ccecceeveierienienienieennens 90
Curva de optimizacion de los factores significativos. ............ccccueenees 91
Ecuacion cuadratica de los factores en el Minitab 17.0. ...................... 92
Curva de regresion ajustada Z1. ........cccoooeeeiieeiieeiieeeee e 94

Curva de regresion ajustada Z4. ..........ccceeviieiiieniiieee e 94



Tabla 3.1:

Tabla 3.2:

Tabla 4.1:

Tabla 4.2:

Tabla 4.3:

Tabla 4.4:

Tabla 4.5:

Tabla 4.6:

Tabla 4.7:

Tabla 4.8:

Tabla 4.9:

Tabla 4.10:

Tabla 4.11:

Tabla 4.12:

Tabla 4.13:

Tabla 5.1:

Tabla 5.2:

Tabla 5.3:

Tabla 5.4:

Tabla 5.5:

LISTA DE TABLAS

Notacion y distribucion para el disefio 2% ..........cc.ccovovveveveceeieeceeen 27
Notacion y distribucion para el disefio 2°. .............cccooeveveiereveieieeeen 29
Leyes de Cabeza del mineral. ............c.ooooviiiiiiiiiiniieee 43
Variables de operacion en el laboratorio de la Planta............................. 53
Niveles de los factores principales (@). ........ccocevievieiieniiiiniienicnienen, 56
Escala codificada de los principales factores...........cccceevvverviieecieenneennne. 57
Escala natural de los factores principales. ..........cccoovevieriiiiiiniinieenne. 58
Interaccidn de los factores principales.........c..oceevievininiiicnininenene 60
Niveles de los factores significativos (). ........ccceevveerieeciieniienieeieeenen. 66
Centro y radio del disefio de escalamiento. ...........ccccoceveevienininienennnn 67
Niveles de los factores de escalamiento (a). ..........cccceeeveeecieeieenieenenns 67
Niveles de los factores de escalamiento Optimos (a). .......c.ccccvvereveennnnne 68
Niveles de los factores de optimizacion. ...........ccccecevevinenieieiieneniennns 69
Niveles codificados iniciales de optimizacion. ............ccccccvevveeveenneennen. 73
Niveles naturales ordenados de optimizacion............ccccceeevevencncncennnne. 74
Resultados de la prueba de flotacion rougher — Screening. .................... 76
Resultado de los efectos de los factores principales. .........c..ccccoenenenene 78
Estadisticas de la regresion — SCreening. ..........cceceevveevieniieenieeneeeeeene 83
Anadlisis de varianza — SCreening. ..........occceevuverveeieenienieeneeneeeeeeneee s 83

Coeficientes de la ecuacion lineal en el Excel — Screening. ................... 83



Tabla 5.6:  Resultados de la prueba de flotacion rougher — Escalamiento. .............. 84

Tabla 5.7:  Niveles de los factores de escalamiento y recuperacion de Cu. ............. 86
Tabla 5.8:  Resultados de la prueba de flotacion rougher — Optimizacidn. .............. 87
Tabla 5.9:  Resultado de los factores Optimos (@). .........cceevueeviieciievieeiiieiieieeieeieens 89
Tabla 5.10: Estadisticas de la regresion — Optimizacion. .........c..cccccooeeceeneeiencenenne. 92
Tabla 5.11: Analisis de varianza — OptimiZacion. ..........c..ceceevereeieneneenienenieiennes 93
Tabla 5.12: Coeficientes de la ecuacion cuadratica en el Excel — Optimizacidn......... 93
Tabla 5.13: Resultados de la prueba de flotacion final. ..............ccoooiviiiiiiiiniine, 95

Tabla 5.14: Ley y Recuperacion de cobre maximo...........ccceeeveeueeniieniienienienienienenans 95



