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INTRODUCCION

Cuando trabajamos con matrices; hacemos uso frecuente de la inversa de una matriz no
singular, pero frente a interrogantes como (qué hacer si la matriz es singular o no-cuadrada?,
;qué utilidad tienen las inversas de las matrices de este tipo? en el presente trabajo deseamos

responder a dichas inquietudes.

Para lo que inicialmente planteamos un contexto del desarrollo de la Econometria; en segundo
lugar sefialamos las definiciones basicas que haran uso; en tercer lugar a partir de las
transformaciones lineales justificamos la existencia de la inversa; teniendo en cuenta que las
transformaciones lineales se representan matematicamente por medio de matrices y de existir

la inversa de una transformacion lineal, su representante desde luego seria la inversa de una

matriz.

A continuacion; analizamos el origen, las limitaciones, propiedades, los diferentes casos que
presenta la inversa generalizada y algoritmos de célculo; finalmente las aplicaciones en la

solucién de ecuaciones y en la Econometria.



CAPITULO I

UN CONTEXTO HISTORICO

Es preciso tener una vision histdrica del desarrollo de la Econometria y el lugar que ocupa la
inversa generalizada dicho proceso. Asimismo las posibilidades de desarrollo a partir de la

introduccion de la inversa generalizada en la Econometria.

La investigacion econométrica y el andlisis cuantitativo pertenecen a nuestro siglo: siendo
Von Thiinen como precursor de la Econometria; en cuanto al origen de la Econometria
depende del punto de vista que se le analice; asi Arrow manifiesta: “La Econometria, como
movimiento organizado es todavia muy joven, lo cual nos concede el privilegio de poder
saludar a nuestros fundadores cuando todavia estin en la plenitud de su vigor y de sus
facultades creadoras™; pero se puede considerar el origen, cuando ésta se manifiesta “como

movimiento organizado”.

La econometria se inici6 con el andlisis de la demanda. Del impacto que Cournot (1838) y los
famosos Principios de Marshall (1890) debieron causar entre los economistas de entonces, lo

que motivo el interés del andlisis estadistico de la demanda. Esto fue favorecido por:



1) La existencia de una teoria bien estructurada.

i1) La posibilidad de obtener facilmente datos estadisticos sobre precios y cantidades.

Asi continuo6 el desarrollo de la Econometria y cuya mayor dificultad, fue el limitado avance
del instrumental estadistico y es reciente la elaboracion de LA TEORIA DE LA
CORRELACION vy se tuvo que esperar algunos afios hasta su aplicacién a las relaciones

existentes entre precios y cantidades. En este periodo Yule juega un lugar preponderante.

En si: las fechas que marcan un hito en la historia de la Econometria son:

1930: En que se funda la Econometric Society cuyos alentadores fueron Roos, Fisher
y Frisch.
1939: Tinbergen, incorpora los modelos macroecondmicos multiecuacionales y

escribe uno de los dos primeros tratados de Econometria.

1943: Haavelmo, abre nuevos horizontes al plantear la interdependencia de las
ecuaciones que integran los modelos multiecuacionales; asi mismo se resuelve
el problema de la identificacion que anteriormente era inexistente; llegandose a
la concepcion estocastica de los modelos, gracias al perfeccionamiento del
instrumental estadistico.

1950: Los tratados de Econometria contribuyen a su difusién, como el de Klein, de la
Cowles Commission, el de Tintner y otros. La aparicion del Statistical

inference in dynamic models como lo mas destacable.

|99}



Tras el quinquenio 1950 — 1954, desde el punto de vista tedrico y basico alcanzé un desarrollo

extraordinario; se hacen los reajustes, se discute y condena lo anteriormente realizado.

Entre las publicaciones recientes destacables tenemos al texto de Foote, donde los problemas
especificos de la Econometria en forma acabada; el de Klaassen que hace una sencilla
exposicion de la técnica econométrica; el de Stdwe que expone los problemas de la
verificacidn estadistica de las hipotesis economicas y el de Malinvaud que es calificado como
el mejor que se ha publicado desde las monografias de la Cowles Commission y el tratado de

Klein.

La Econometria sigue evolucionando adquiriendo mayor perfeccionamiento; gracias al
desarrollo del instrumental estadistico, al Algebra lineal cuyos fundamentos tedricos sustentan
los conceptos econométricos. Asi mismo el desarrollo de la informatica ha contribuido en la

estimacion, contraste y validacion de los modelos.

Pero todo analisis de los modelos uniecuacionales y multiecuacionales se hacen con matrices
de rango pleno, que es una limitacién pues lo que sélo se tienen que trabajar con matrices no

singulares.

Entonces: levantando el supuesto de la no-singularidad pasamos a una “Econometria” donde
partiendo de una muestra conocida, encontramos muchas soluciones para los valores de
muestra; lo que supondria que nos es la unica posible muestra; lo que supondria que no es la

unica posible muestra elegir dentro de un universo determinado.



Visto desde otro punto de vista, para la determinacion de ciertos parametros, tenemos infinitas
soluciones de la que elegimos alguna o algunas de ellas para la toma de decisiones y asi

mismo de esta manera las fronteras de la Econometria se ampliarian.



CAPITULO 11

DEFINICIONES PRELIMINARES.

2.1  DEFINICION.- Un espacio vectorial V sobre un campo K es un conjunto no vacio de

elementos llamados ”vectores” provistos de dos operaciones:

1. VxV — V
(V15 v2)

11. KxV — V
(A, v) — v

llamado suma de elementos V y producto de un elemento de V por un elemento de K, que

satisface las siguientes propiedades:

Vv,uuwdeVyA o, eK

1. v+ueV

2. v+u+w)=(v+u)+w



3. v+u=u+v
4, Existe un elemento denotado por 0; tal que v+ 0=0+v=.
5. Para cada v € V, existe en V un elemento denotado —v tal que

v+(-v)=(-v) +v=0.

6. AV EvV
7, A(v+u)=Av+Au
8, (e +B)v=av + Bv

0. a(PBv)=(@p)v

10. ev = v, e elemento neutro de K. y lo denotamos e = 1 llamado elemento unidad o uno.
2.2 COMBINACION LINEAL.

2.2.1 Definicion.- Sean vy, v, ..... , Vp vectores en un espacio vectorial V. Decimos que

n

vy + thva + ... + tov, = Ztiv, es una combinacion lineal de los vectores vy, v, .., v, donde
i=1

ty, t2, ..., tg € K.

2.2.2 Definicion.- Si V es un espacio vectorial sobre K y si vj, va,..., v, son vectores de V.,

decimos que tales vectores son linealmente dependientes sobre k si existen escalares,

ty, t2, ..., t N0 todos ceros tales que:



2.2.3 Definicion.- Si los vectores no nulos vy, v, ..., v, no son linealmente dependientes,

decimos que son linealmente independientes sobre K o en forma equivalente:
V1, V2, ..., Vp son linealmente independientes si y sélo si:
tivi + vy + .+ tovp =0 implicaty =t = ... =1, =0.

2.2.4 Definicion.- Sea B = {v}, v, ..., v,} un conjunto vectores de V. decimos que B es una

base si y solo si.

1) B es un conjunto linealmente independiente.

1) B genera todo V, es decir, para cada x € V puede ser expresado en forma tinica como

una combinacion lineal de B, x = vy + ... + a,v,,.

2.3 Definicién.- Sea B = {x, X2,..., Xn} una base el espacio vectorial V.

EL VECTOR COORDENADO de un vector x de v referido a la base ordenada B, es el vector

a,

a . ..
columnax = | 2 , donde ay, a, ..., a, son los escalares determinados en forma unica y tales

que X = a;x] + axXy + ... + anxn. Los escalares a,, ay, ..., a, se llaman coordenadas de x referidas

a la base B. Se denotara [x]g al vector coordenado x referido a la base B.



24 TRANSFORMACIONES ELEMENTALES.- Son tres tipos de operaciones

llamadas TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE UNA MATRIZ, y que pueden ser:

a) El intercambio de dos lineas paralelas cualesquiera de una matriz.

b) La multiplicacion de todos los elementos de cualquier linea por la misma constante
diferente de cero.

c) La suma a cualquier linea de un multiplo arbitrario de cualquier otra linea paralela

diferente.

2.5 MATRIZ EN LA FORMA NORMAL.- Cuando una matriz se ha reducido a una

matriz de la forma:

donde su rango es r e Ir es una matriz identidad de orden r; obtenida por medio de

transformaciones elementales, decimos que se ha reducido ala FORMA NORMAL.

2.6 MATRICES EQUIVALENTES.- Si A y B son dos matrices mxn; se dice que B es
equivalente por filas a A, si B se obtiene de A por una sucesion finita de operaciones

elementales de filas.



2.6.1 Teorema.- Si dos matrices A y B son equivalentes, entonces existen matrices no
singulares C y D tales que CAD = B. Es de particular importancia el caso cuando B es la
forma normal de A.

2.6.2 Teorema.- Cualquier matriz no singular puede factorizarse en un producto de matrices

elementales.

2.6.3 Teorema.- Las matrices A, BA, AC y BAC, donde B y C son no singulares, tienen el

mismo rango.

2.7 MATRIZ ELEMENTAL.- Es toda matriz que se obtiene a partir de la matriz

identidad por medio de una sola operacion elemental con renglones.

2.8 RANGO DE UNA MATRIZ.- Decimos que una matriz es de rango r si y solo si tiene

r vectores (filas o columnas) linealmente independientes.

29 RANGO PLENO O COMPLETO.- Una matriz X de orden n x k con rango k; es de
rango columna completo si las columnas de X son linealmente independientes y hay al menos

k observaciones.

Usualmente el término rango completo describe una matriz cuyo rango es igual al nimero de

columnas que contiene.
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CAPITULO III

TRANSFORMACIONES LINEALES Y LA INVERSA DE UNA MATRIZ

En el presente capitulo; pretendemos dar una explicacién de la existencia de las matrices

como la representacion de una transformacion lineal y luego su inversa correspondiente.
3.1 TRANSFORMACIONES LINEALES.- Las transformaciones lineales son funciones
de un espacio vectorial V con base B;, en otro espacio vectorial W con base B,. Estas

transformaciones se pueden representar por medio de matrices.

3.1.1 Definicion.- Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensiones finita sobre el

cuerpo F. Una transformacion lineal de V en W es una funcién T de V en W tal que:

TAx+y)=ATx) +T(y)

para todos los vectores x, y € V y todos los escalares A € F.

A T(x) se le da el nombre de imagen de x bajo la transformacioén lineal T.



3.1.2 Teorema.- Sea el espacio vectorial V, donde una de las bases es B = {bj, by, ..., bp}.
Sean C = {c), ca, ..., ¢y} un conjunto de n vectores en V (no necesariamente linealmente
independientes). Entonces existe una transformacion lineal determinada en forma tnica de V

en W tal que: T(bj) =cj, para i=1, 2, ..., n.
Demostracion.
Supongamos que existe una transformacion lineal:

S:V>W/S®b)=c

er-)x=Zn:a,b,

1=1

Sx) = ga,s(b,)
) Zn:aici =T(x);VxdeV
i=l
Entonces: S=T
3.2 ALGEBRA DE TRANSFORMACIONES LINEALES.

3.2.1 Teorema.- Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo y S, T

transformaciones lineales de V en W sobre el cuerpo F.
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La funcidn (S + T) definida por:

(S+T) (x)=S(x) + T(x)

es una transformacion lineal de Ven W

Si a es un elemento del cuerpo F, la funcion oT definida por:

(aT) (x) =aT (x)

es una transformacion lineal de V en W.

El conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W, junto con la adicion y la

multiplicacidn escalar ya definidas anteriormente, es un espacio vectorial al sobre F.

Demostracion.

L(V,W)={A:V > W/Aestl} esun espacio vectorial

Suponiendo que Sy T son transformaciones lineales de V en W, luego deben cumplir con la

definiciodn:

S+T)(ax+y) = S(ax+y)+ T(ax +y)



= aS(x) + S(y) + aT(x) + T(y)
=a (S(x) + T(x)) + (S(y) + T(y))

=a(S+T)+E+T) ()

Lo que nos confirma que (S + T) es una transformacion lineal.

Asimismo: @T) Bx+y) =a[T (Bx +y)]

(aT) (Bx +y) = a[BT(x) + T(y)]
(aT) (Bx +y) = apT(x) + aT(y)
(@T) Bx +y)= B [(@T)x)] + (aT) (y)

(aT) (Bx +y) = (a T)(Bx +y)

que nos indica que aT es una transformacion lineal.

aT € L(V,W)

L (V,W) es un espacio vectorial.

3.2.2 Teorema.- Sean los espacios vectoriales U, V, W sobre el cuerpo F. Sea T una

transformacion lineal de U en V y S una transformacion lineal de V en W. Luego la

transformacion compuesta de SoT definida SoT(x) = S(T(x)) es una transformacion lineal de

Uen W.

14



Demostracion.

SoT (ex +y) =S[T(cx +y)]
= S[cT(x) + T(y)]
= c[S(T(x))] + S(T(y))

=¢(SoT) (x) + (SoT) (y)

3.2.3 Definicion. Si V es un espacio vectorial sobre el cuerpo F, una transformacion

lineal de V en V, se dice que es un operador lineal sobre V.

3.3 REPRESENTACION DE TRANSFORMACIONES LINEALES POR

MATRICES.

3.3.1 Teorema.- Sean V, W espacios vectoriales de dimensién n y m respectivamente sobre

el cuerpo F. Sea B; una base de V y B, una base de W. Para cada transformacion lineal T de

V en W existe una matriz m x n, cuyos elementos pertenecen a F, tal que:

para cada vector x en V.

La matriz A, se llama matriz de la transformacién de T respecto a las bases ordenadas B, B..

15



Demostracion.
Sean B, = {by, b, ..., by} unabase de Vy B, = {c}, ¢z, ..., cm} una base de W.
Si existe una transformacion lineal T de V en W, entonces T estd determinada por su efecto

sobre los vectores b Como cada vector T(b;) se expresa de manera Unica como una

combinaciodn lineal de su base; se tiene:
T(by) = D a,¢, j=1,2,..,n
donde los aj; son las coordenadas de T(b;) en la base ordenada B.

Pero sabemos que para cualquier x €V se cumple que:

X =X; by + ...+ Xpby

n

T(x) = 2. *, T(bj)

J=1

16



= (1)
Entonces si A es cualquier matriz m x n sobre el cuerpo F;(1) define una transformacion lineal
T de V en W, cuya matriz que lo representa referido a las bases B, B, es la matriz A, es decir,
la matriz A que esta asociada a T respecto a las bases B, , B, , es aquella cuyas columnas Aj,

A,, .....A, , son dadas por:

De esta manera; queda justificado la existencia de las matrices por medio de las
transformaciones lineales y como tales vienen a ser la representacion de una transformacion
lineal; desde luego no requiere de ninguna condicion especial para su existencia; si no de dos
espacios vectoriales de dimension finita en los que estén fijados las bases arbitrarias

respectivas.

Asi mismo podemos deducir cuando las transformaciones lineales se suman, las matrices
representantes se suman. Cabe ahora preguntar que sucede cuando se componen
transformaciones. En forma mas precisa sean, U, V, W espacios vectoriales sobre el cuerpo F
de dimensiones n, m y p, respectivamente. Sea T una transformacion lineal de U en V y S una

transformacion lineal de V en W, supdngase que tienen las bases:

B] = { uj, Uy, Uz, ...... . un},Bz= { Vi, V2, V3, ...... s Vn}, B3= { Wi, W2, W3, ...... ,Wn}

17



Para los espacios U, Vy W. Sea 4 = [T]B, s,y sea B= [S]B, s, - Es féacil ver ahora que la matriz

C de la transformacidn SoT respecto al par de bases B, B3 es el producto de B y A, en efecto,

si X es cualquier vector de V.

[T (), = lx],

[ST());, = BT (x)s,

[(S ° Txx)]s, = BA["]Bl
y luego, la definicion de unicidad de la matriz representante, se debe tener que: C = BA
Hasta ahora no se ha dicho nada sobre la inversion de matrices; de lo que nos ocuparemos a
continuacion.

ILUSTRACION

Sea T:R*® — R"la transformacion lineal definida por:

( b

! /

Encuentre la matriz de T respecto a las bases By = { uj, up, u3} y By={ v, v, v, v4} de R’y

R*, donde :
0 0 1) 1 1 1
2 ; 0 0 1 1 ]
uy = Uy = us = V) = , V= , V3= , V4=
1 g 2 . u3 \ 1 0 2 0 3 1 4 1
Y 0 0 0 1

/
Para calcular la matriz, partimos aplicando la regla de correspondencia a uj, uz, uz como

sigue:

18



27 3

Tw)= , T(u)= , T(uy) =

O h~ O O

Luego, expresamos T(u;) como una combinacioén lineal de su base Ba:
T(uy) =ayvy +ava +azvi+asvs

Donde debemos encontrar los escalares a;, az, a3, a4, 0 sea:

2 1 1 1
2 0 N 1 N ] N 1
a
0 210 b
L0 0 L 1
Resulta que:
Resolviendo el sistema resulta:
a=0 a=2 ay=2
Por lo que :
0
2
T (u =
[l =| 2
2

es la primera columna de A. Efectuando los mismos pasos se llega a que:

19



-3 -4
[T(uz)]s,: 0 [T(uz)]3,= _4
0 \O/
0 6 0)
2 -3 -4
4=
-2 0 4
2 0 0

3.4  EXISTENCIA DE LA INVERSA

3.4.1 Definiciéon.- Una funcién T de V en W se dice que es invertible si existe una funcion

U de W en V tal que UoT es la funcidn identidad de V 'y ToU es la funcion identidad de W.
3.4.2 Teorema.- Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo F y sea T una
transformacion lineal de V en W. Si T es invertible, entonces la funcién reciproca T es una
transformacion lineal de W sobre V.

Demostracion.

Sean x,, X dos vectores de W y ¢ un escalar.Deseamos demostrar que T™' es lineal es decir:

20



Seaz =T (xi), 1 =1, 2; sea z; el tnico vector de V, tal que T (z;) = x;.

Pero como T es lineal,

=cX| + X2

También, cz; + z; es el tnico vector de V que es aplicado por T en cx; + X, y de esta manera:
T (cxj+Xx3)=cz)+ 27
-1 -1
=c(T"x))+ T (x2)

con lo cual queda demostrado que T es lineal.

De tener una transformacion lineal invertible T de V sobre W y una transformacion lineal
invertible U de W sobre Z. Entonces UoT es invertible y (UoT)"! = ToU™. Esta conclusién
no exige linealidad, ni tampoco implica comprobar separadamente que UoT es inyectiva y

sobreyectiva.

De esta manera: si A y B son representaciones de U y T se puede tener:

1. AB=1= ABB'=B"'I
A=B"

A : matriz inversa derecha de B.

1. AB=1=> ATAB =A"I
B=A"

B : matriz inversa izquierda de A.



CAPITULO IV

INVERSAS GENERALIZADAS

En este capitulo trataremos las diferentes inversas generalizados que existen, pasando por los
diferentes casos que se presentan hasta llegar al caso mas general y a continuacién con la

misma metodologia los algoritmos de célculo.

4.1. DEFINICION

La inversa generalizada de una matriz A de orden arbitrario, es cualquier matriz G que

satisface la ecuacion.:

AGA=A

es decir G es una inversa generalizada de A.

4.1.1 Observaciones.

1. La inversa generalizada G puede no ser unica.

N
(O]



2. Si1 A es de orden m x n, G es de orden n x m.

3. Si A es no singular (es decir A existe), entonces se verifica que G = A™
Si A mxnes tal que existe B con AB =1, entonces G = B.
Si A mxnes tal que existe C con CA =1 entonces G =C.

Si A =04 n, entonces G es cualquier matriz de orden n x m.

4.1.2 Teorema (de existencia).- Cualquier matriz A tiene una inversa generalizada.

Demostracion.
1. Si A =0 xn entonces cualquier matriz G es inversa generalizada de A; pues:
AGA=0GO=0=A
2. Si A es una matriz de orden m x n cualquiera entonces el rango de A es al menos uno
r(A) 2 1.
3. Si A es una matriz no singular entonces G = A" y se cumple:

AGA=AATA=IA=A

Aplicando operaciones elementales; A puede ser representada como una matriz diagonal.
° M)
0]
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aij #0,Vi=j
Dr=
aij =0,Vi=j

Es decir existen matrices no singulares P y Q, tal es que:

OJ
o
mxn

Donde P es producto de matrices elementales filas y Q es producto de matrices elementales

columnas.

De (1) calculamos:

Probaremos que la matriz G = Q D ™ P es una inversa generalizada de A.
Podemos ver que: DD"D =D

Puesto que:

Dan D-nxm Dmxn

24



Si D =PAQ entonces A = P! DQ™' luego:
AGA = (P DQ™) (QDP) (P'DQ™)
= P! DID— PP DQ
=  P'DD IDQ’
= P'DQ'=A

Por lo tanto G=Q D™ P es una inversa generalizada de A.

Como P y Q no son tnicas, entonces G no es unica (LIMITACION).

4.2. LA INVERSA DE MOORE - PENROSE

Para cualquier matriz A hay una unica matriz K; la cual satisface las siguientes condiciones:

)  AKA=A
i) KAK =K
i) (KA)'=KA

iv)  (AK)=AK

to
W



Este resultado es extendido a partir del trabajo de Moore (1920) por Penrose (1955).

La unicidad de la inversa de Moore — Penrose se basa en los siguientes lemas.

Lema 1. X' X =0 implica X = 0 (para matrices reales)

Lema 2. P X'X=Q X'X implica P X'=Q X'

La primera es evidente puesto que X' X = 0; implica que:

ot xn2 =0

X2+ X

Entonces:

X|1=X2=..=X,=0

En el segundo caso; haciendo uso del lema 1 podemos afirmar:

PX'X-QX'X)P-Q'=PX'-QX)(PX'-QX")=0

Para comprobar la existencia de que K es tnica de (i) y (iii) se tiene que A A'K'= A.



Conviniendo que A A'K'= A. Entonces, multiplicando por K resulta:

KAKA)=KA

mostrando que KA es simétrico, lo que nos indica que (iii) es correcto; luego haciendo uso de

estoen A A'K'= A nos conduce a (i).

De esta manera (i) y (iii) son verdaderas si y solo si A A'K'= A.; en forma equivalente:

KAA'=A" (1)

Similarmente; (ii) y (iv) son verdaderas si y s6lo si:

KK'A'=K (2)

Por lo que cualquier K que satisface (1) y (2) satisface a las condiciones de Moore-Penrose.

Entonces de las condiciones (i) y (iv) expresando en términos de M tendriamos

A'AM=A" (3)

luego (ii) y (iii) nos conduce a:

A'M'M=M 4)



Sustituyendo (3) en (2) y usando (2) nuevamente tenemos:
K=KK'A=KK'A'AM=KAM (5

reemplazando (4) en (5) y usando (1) y (4) obtenemos:
K=KAM=KAA'MM =A'M'M=M

Teniendo en cuenta que K satisface las condiciones de Penrose; derivaremos su forma

asumiendo que:
K=TA"'
para alguna matriz T. Entonces (1) es satisfecha si:

TA'AA'=A (6)

y como satisface (1) también implica (i); si partimos de que:

AKA=A
A'K'A'= Al
TA'K'A'=T A!
KK'A'=K



Luego, queda probado que si K = TA!, satisface (6) para una matriz como T; entonces K

satisface (1) y (2); por lo tanto las condiciones de Penrose.

Esto nos conduce a la derivaciéon de un T apropiado. Se parte considerando que A'A es
cuadrada y también lo es sus potencias. Ademds para un entero r; como consecuencia del
teorema de Cayley — Hamilton; existira una serie de escalares A j; Aj; ...; At no todos nulos

tal que: Ay A'A+ Ay (AYA)Y + .+ AL (ATA) =0

Si A, es el primer valor A no nulo; en la igualdad anterior; entonces T es definido como:

Para mostrar que satisface (5) notar que; por multiplicacion directa:

siendo A ; el primer valor de A no nulo de la serie A; Ay; ... luego la igualdad anterior se

reduce a:



Aplicando reiteradamente el lema 2; se reduce a:

TA'AA'=A

como K =TA' y siendo T definido en (7) satisface a (6) y por lo tanto es la tnica inversa

generalizada que satisface las cuatro condiciones de Penrose.

ILUSTRACION:

Para la matnz:

1 0 2]
O__
A:
= 0 -
. 2 =
tenemos:
Luego:
‘A -3 -2 -4
AI-A =] -2 A-5 1 '=0
=4 1 A-09

A =17 22+466 A=0



Por el teorema de Cayley — Hamilton:

66 (A'A) - 17 (A' A + (A'A)’ =0

si hacemos que T sea:

14
T=(-1/66) (-171+ A'A) = N 2
66
-4
-2 -6 10
-11 0 22
W —-12 - 2

es la inversa Penrose de A; que satisface las cuatro condiciones.

Un método alternativo para calcular K; ha sido sugerido por Graybill (1966).

El método consiste en hallar X e Y tal que:

Entonces:

K=XAY



Para comprobar que K satisface las cuatro condiciones de Penrose se hace uso de (8) y el lema

2 para poder demostrar que:

AXA=A=AYA

4.3. INVERSA DE UNA MATRIZ SIMETRICA

El uso frecuente en la Econometria de la inversa generalizada de la matriz simétrica X' X; nos

induce a su tratamiento y estudio de sus propiedades.

4.3.1 Propiedades

Tenemos cuatro propiedades utiles de una inversa generalizada que se origina a partir de la

matriz simétrica X' X que estan contenidas en el siguiente teorema.

4.3.1.1 Teorema.- Cuando G es una inversa generalizada de X' X entonces:

(i) G'es ademas una inversa generalizada de X'X
(ii) XGX'X =X es decir GX' es una inversa generalizada de X.
(iii) XGX'es invariante a G

(iv) XGX!es simétrica, siendo que G sea o no.
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Comprobacion.

Por definicién, G satisface

X'X GX'X=X'X

(XIXleX)lz(XtX)(

X'XGX'X=X'X

de esta manera (i) es establecida y aplicado el lema 2 admitimos (ii).

Para considerar (iii) supongamos que F es alguna otra inversa generalizada, diferente de G.

Entonces (ii) da:

XGX'X=XFX'X

Haciendo uso del lema 2 admitimos que

Es decir XGX' es el mismo para todos las inversas generalizadas X'X.

Finalmente, para probar (iv) consideramos S como una inversa simétrica generalizada de
X' X. Entonces XSX' es simétrica pero XSX' = XGX' y ademas XGX' es simétrica por lo

tanto el teorema esta probado.
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4.3.1.2 Corolario. Aplicando la parte (i) del teorema a sus otras partes muestran que:

XG'X'X=X

X'XGXx'=Xx

X'xe'xt=x

XGX'=XG'X'

XG' X'es simétrica

Cabe precisar que no todas las inversas generalizadas de una matriz simétrica, son simétricas.

4.4. INVERSA GENERALIZADA ARBITRARIA

Teniendo en cuenta, que existen muchas matrices inversas generalizadas G, que satisfacen

AGA = A; pretendemos examinar la naturaleza arbitraria de G; para lo que partimos de

algunos lemas relativos al rango.

Lema 3: Una matriz de rango de fila completo r, puede ser escrita como el producto de dos

matrices, una de la forma [I; S] para alguna matriz S de r filas.
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Prueba

Supongamos que la matriz B4 tiene rango de fila completo y un menor no singular M de
orden rxr. Entonces para alguna matriz L y alguna matriz de permutacion Q, se tienen

BQ =[M LjJ; luego:

B=M[ | M'L]IQ'=M[I |S)Q"

ParaS=M'L

Lema 4: La matriz (I + K K') tiene rango completo para alguna matriz no nula K.

Prueba

Asumimos que la matriz (I + K K') no tiene rango completo. Entonces sus columnas no son

linealmente dependientes; es decir existe un vector no nulo tal que:

I+KKHu=0

de donde:

U (+KK)u=vu'u+u'K@K) =0

Pero u'u y u'K(u' K)' son sumas de cuadrados de numeros reales. Su suma es cero si sus
elementos son ceros; es decir si u = 0. lo que contradice el supuesto; asi mismo (I +K K')

tiene rango completo.
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Lema 5: Cuando B tiene rango de fila completo B'B es no singular.

Prueba

Como en el lema (7); escribimos

B=MII | §] Q'l donde M existe.

Entonces; siendo Q una matriz de permutacién y ortogonal; B B'=M (I + S S') M'; por el

lema 4 y por que M existe; es no singular.

Corolario: Cuando B tiene rango de columna completo B'B es no singular.

4.4.1 Matrices Inversas Generalizadas

Si partimos de una matriz Apxq de rango r, menor que p y q; dicha matriz por lo menos

contiene un menor no singular de orden r; en este caso asumiendo la existencia de un menor

principal; no hay pérdida de generalidad.

Nos limitaremos entonces a desarrollar la inversa generalizada; de matrices cuyas menores

principales de orden r X r son no singulares.
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Luego particionando la matriz A como:

(A12) o) }

(A22 )(P")X(Q“')

Entonces, existiendo A4 la matriz A puede ser escrita:

A=LA||M (9)

Teniendo en cuenta que; L tiene rango de columna completo y M tiene rango de fila

completo; entonces se tiene que (L'LY" y (M M')! existen.

La arbitrariedad de una inversa generalizada de A se obtiene a partir de la particion efectuada

de A. reemplazando (9) en AGA = A obtenemos:
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Pre-multiplicando por 4;;' (L'L) ™' L' y post-multiplicando por MM M")" 4] resulta:
MGL= 4 (10)
Lo que supone que la inversa esta particionada como:

(GH )r:rr

11
(GZl )(q—r)xr ( )

de orden q x p; conformable para multiplicacion con A.

Luego sustituyendo (11) y (9) en (10) da:

Lo que nos confirma que G puede ser la inversa generalizada. Ademas, para algunas matrices
G11; Gi2; G2y y Go; satisfacen a (12); G tal como figura en (11) serd una inversa generalizada

de A.

Ademas sustituyendo G, en (12) resulta:

(13)

G= |iA1_1] —Al—IIAHGZI —GIZANAI—ll - AI_IIADGHAZIAl_lI
Gy



Una matriz generalizada de A para algunas matrices Gjz, Ga1 y G2, de orden apropiado. Esa es

la caracteristica de una inversa generalizada arbitraria.

De (13) haciendo nulos a Gj3; G3) y Ga; resultan:

La otra forma es cuando A es simétrico, G no es necesariamente simétrico. Pero si G;,=G,, y
G3; es simétrico, G sera simétrico y cuando p > q, G puede tener rango de fila completa q ain
si r <q; por ejemplo; se Gy, = - 4, A2 Gy ; Ga1 = 0y Gy, tiene rango de fila completo,
entonces G tiene también rango de fila completo; en general entonces, el rango de G puede

exceder al de A.

En particular, esto significa que las matrices singulares pueden tener inversas no singulares

generalizadas.

La arbitrariedad evidente en (13) nos induce a partir de una primera inversa generalizada

obtener otras. Asi tenemos que si G; es una inversa generalizada de A entonces:

G=GIAG+(-G AX+Y(I-AG) (14)

Para cualquier X e Y pre y post-multiplicando (14) por A se cumple que AGA = A.
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De esta manera se muestra la forma como se pueden obtener toda las inversas generalizadas

de A deseadas.

4.5. ALGORITMOS DE CALCULO

4.5.1. Método de la Factorizacion

Este método se basa en las operaciones elementales en matrices y consiste en:

a) Dada una matriz A de orden m x n se determinan por medio de operaciones
elementales las matrices B y C que permiten reducir la matriz A en una matriz
diagonal.

b) Si denominamos D a la matriz equivalente a la matriz A; a partir de dicha matriz
encontramos su inversa que la denotamos D,

c) Con las matrices B, D' y C conformamos la matriz G multiplicandolas entre si;

obteniéndose de esta manera la inversa generalizada de la matriz G.

Ilustracion:

Sea la matriz A:
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lo reducimos a su forma diagonal; usando operaciones elementales y en forma indirecta

encontramos las matrices B y C; tal como sigue:

1. Por medio de operaciones elementales fila calcula B.
.41 2 1
.11 5| fxfi{01 0.1 1
2313/ o01. 31
0O 40 -1 1 5 0O 10 -1

BHCOR[1 -4 0 -0 -3 —18[fHH3)f |1 —4 0 -0 -3

~ o o013 1 3] ™™ lo-31.0-2
0 4 0.1 1 5 0o 1 0 1.1 5
(—%)f31—4 0.0 -3 -18 f3+%f21—4 0 0'-3 —18
~ o 2 Lo 6|~ 11 0-0 o
L2 2 | 3 6 2 |
0 101 1 5
(Dfs| 1 -4 0.0 -3 -18
m—~ 22! 1:0 0 0
L 3 3 _
0 1 0
B=|1 -4 0
2 1
3 3 ]




Ahora calculamos la matriz C por medio de operaciones elementales columna.

1 0 (1 0 -5]]
0 0 0o 1
o o0 1 0 0
- - - - - CsH+(-5Ct |- - - - -
11 5 S 1 1 0
0 -3 —18 0 -3 - 18
0 0 0 | 0 o 0
(1 0 -5] [1 -1 - 5]
0 1 -6 0 1 -6
o 0 1 o 0 1
Cst(-6)Ca|_ _ _ _ _|CHC-DCy |- - - _ _
~ 11 1 -6 ™ |1 1 -5
0 -3 0 0 -3 0
0o o 0] 0o 0o 0]
1 -1 1]
1 -6
0 1
C3+(-6)Cy L - - -
— 0 0
-3 0
L 0_




3. Calculo de D™:

4, Con las matrices B, D" y C calculadas, formamos la matriz G como sigue:
5.
0 1 0
1 -4 0
= Z o 1
L 3 3
1 _1,
3 3
3 3
0 0 O

4.5.2. Métodos de la Diagonalizacion

Vamos a ver los siguientes casos; de acuerdo a la naturaleza de las matrices:
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4.5.2.1 Caso Particular: Cuando la matriz A es simétrica; en este caso debemos tener en
cuenta que cualquier menor principal de A es simétrico; por lo que el algoritmo se reduce a
los siguientes pasos:

1) Calcule el rango r de A.

1) Elija en A cualquier menor principal simétrico no singular de orden r; al que

denotaremos M.
iii)  Calcule M.

iv) En A; cada elemento de M reemplace por el correspondiente elemento de M™' y todos

los demas elementos de A por cero.

V) El resultado de G, es una inversa generalizada de A.

En caso de elegir un menor no principal no simétrico, como M; debemos usar el algoritmo

general.

ILUSTRACION: Calcule una de las inversas generalizadas de la matriz A.

>

I
o NN
0w N
N
N © o
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1) Calculamos el rango de A:

rA)=2

1) Elijja en A cualquier menor principal simétrico no singular de orden 2; al que

demostraremos M.

iii)  Calcule M™.

<
I
N -
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iv) En A; cada elemento de M reemplace por el correspondiente elemento de M y todos

los demés elementos de A por cero.

-?1 -1 0
3
-1
0 0
v) El resultado de G, una inversa generalizada de A.
o ,
- =10
3
G=|-1
0 0
que cumple:
AGA=A
- o
- —1 0
3
-1 0
0 0 O
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0 0|12 2 6

1 02 3 8

2 0|6 8 22
2 2
AGA=|2 3
6 8

4.5.2.2 Caso General

a) Cuando la matriz A no es simétrica; seguiremos los siguientes pasos:

1) Calcule el rango r de A.

ii) Elija cualquier menor no singular de orden r; al que denotaremos M.

ii1) Calcule la transpuesta de la inversa de la matriz M; es decir (M) .

iv) En la matriz A; reemplace cada elemento de M por el correspondiente de (M™)' y
los otros elementos por cero.

V) Halle la transpuesta de la matriz resultante.

vi) El resultado es a G; una inversa generalizada de A.

ILUSTRACION: Dada la matriz
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Calcule una inversa generalizada.

1) Calcule el rango rde A.
1 -1 x5 1 2 -2
0 1 5 8
2 -2 3 2 3

£, + (=56 [1 2 -2 3
~ 0 -2 10 - 14
£, + (<2, |0 -1 5 =7

2 =2
1 -5
-1
2 r(A)=2
i1) Elegimos una matriz no singular de orden 2; a partir de la matriz A; tal como
M.
2 — 2
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111) Calcule la transpuesta de la inversa de la matriz M; es decir (M")‘.

M) =

O |
N ||

v) Reemplazamos en la matriz A cada elemento de M por el correspondiente de

(M™)'y los otros elementos por cero.

- 4t
0 0 0 0
1
G={o = 1o
8 8
0n 0 — 1 0
A 2
V) Calculamos la transpuesta de la matriz resultante y obtenemos G; una inversa

generalizada.
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0 0 0 0
G=lo ¥ I
8 8
00 _2 0
\ 2
(0 0 0]
0 1 0
o
O oy
8 2
00 0]
Se verifica que:
AGA=A

vi) El resultado es a G; una inversa generalizada de A.



CAPITULO V

APLICACION

Si aceptamos; la existencia de la inversa de una matriz A singular o rectangular; que hace el

papel de la matriz de coeficientes de ecuaciones de la forma:

I
~

AX

Podria resolverse directamente.

En caso de los modelos lineales; cuando el modelo viene expresado como:

Y=Xb+e

haciendo uso del procedimiento de los minimos cuadrados podemos estimar b a partir de la

siguiente ecuacion:

X'Xb=X"Y



pero en algunos casos la solucion no puede expresarse de la forma:

porque la matriz X'X es singular; esta dificultad se resuelve haciendo uso de una de las

inversas generalizadas de X'X y el método de los minimos cuadrados.

5.1. ECUACIONES CONSISTENTES

Asl tenemos:
X +X2 =7

2x; +2x, =15

un sistema inconsistente; en caso contrario es consistente.

5.1.1 Prueba de consistencia.- La consistencia de una propiedad requerida; de ecuaciones

lineales antes de empezar a resolverlas; de no ser consistentes no tienen solucion.

Una de las pruebas mas comunes de consistencia; es la que hace uso de la ampliada de la
matriz de coeficientes A; que se forma incrementando el vector Y a la matriz de coeficientes

A; resultando:

[A Y]



5.1.2 Teorema.- Las ecuaciones AX =Y son consistentes si y solo si, el rango de la matriz

aumentada [A Y] es igual al rango de A.

Prueba:

Sea Ag para Aj)[I L]. Entonces si las ecuaciones AX =Y son consistentes; Y, = KY}; luego

la matriz aumentada toma la forma:

El que tiene el mismo niimero de filas linealmente independientes que A y en consecuencia el

mismo rango. Luego reciprocamente.

Si [A Y] y A tienen el mismo rango entonces queda:

4 X
4 7

o

esto puede ser verdadero sdlo si Y, =KY;; esdecirsi AX=Y es consistente.

Teniendo en cuenta que algunos métodos para resolver las ecuaciones utilizan la forma
diagonal de A, veamos una prueba alternativa para la consistencia que puede ser usada

conjuntamente con ellos.
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5.1.3 Teorema.- Si A es una matriz de p filas y rangor < p PAQ es una forma diagonal de
A, donde P y Q son invertibles, entonces las ecuaciones AX =Y son consistentes si y s6lo si

los (p-r) ultimos elementos de PY son cero.

Prueba:

A
Si PAQ es una forma diagonal A De manera que PA = [ O’] donde A; es una matriz de r filas

linealmente independientes, siendo P producto de operadores elementales.

Ademas si las ecuaciones AX = Y son consistentes; luego PAX = PY también lo son. Es

decir:

Donde los ultimos (p-r) elementos de PY deben ser cero. Reciprocamente, si los tltimos (p-r)

. A
elementos de PY son cero, las ecuaciones [ O’ } X =P Y son consistentes.

Como parte de los célculos para obtener PAQ veamos la prueba de consistencia sobre la base
de este teorema: r el rango de A, es obtenido como el nimero de elementos no nulos en PAQ.
y si los ultimos (p-r) elementos de PY son cero las ecuaciones son consistentes, de otro modo

son inconsistentes.
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ILUSTRACION: Resuelva el sistema

Expresando en la forma diagonal PAQ

y : |
1 0 0|2 3 1N/1 e =
——12— 1 01 1 1[{{0 1
-2 1 1113 5§ 1]{0 O
L ]

ademas el rango de A es 2, y para que las ecuaciones sean consistentes las dltimas 3 — 2 filas

de PY deben ser cero, resultando:

Para resolver las ecuaciones consistentes AX = Y se ha seguido el proceso que describimos a

continuacion:
i) Averigiie el rango de A.
ii) Localice r filas linealmente independientes de A
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ili)  Intercambiar, si se necesitan, filas de A y filas de X e Y para recrear A en una

forma particionada.
Usualmente no hay dificultad en realizar estos pasos; pero cuando el nimero de incognitas
difiere del nimero de ecuaciones; distinguiremos las ecuaciones que tienen solo una solucién

de aquellas que tienen muchas soluciones.

5.1.4 Ecuaciones que tienen solucion unica.- Las ecuaciones consistentes AX = Y tienen
solo una solucién; cuando A tiene rango de columna pleno. De otro modo, para A de rango

no pleno, hay muchas soluciones.

Veamos con A de rango pleno; una solucion facilmente obtenida AX = Y cuando A tiene

rango pleno; debemos tener en cuenta que:

AL _ 1 A[] L]y
Ka,L| | K|

si L no existe, la solucion general resultaria

Luego queda sélo reducida a:
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Otra derivacion usa cualquier inversa izquierda de la matriz de rango pleno A. Para L siendo

una inversa izquierda de A, con LA =1 da como solucion

. Una tercera expresion usa (A'A) " A" para una inversa izquierda de A asi que

es la solucion. Todas las soluciones indicadas dan la misma respuesta.

Asi tenemos por la siguiente ilustracion:

35 13
Xl

27 =16
X,

192 19

cuya solucion resulta:

usamos la inversa izquierda de A, donde LA =1
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finalmente usamos la expresion (A'A)'A' para calcular X; de esta manera queda

comprobado empiricamente los diferentes métodos de solucion.

Notese que siendo A cuadrada y no singular es un caso particular de A que tienen rango

pleno; reduciéndose a un caso tinico en que X = A™Y como se suponia.

Lo que nos permite concluir que cuando A tiene rango pleno, las ecuaciones consistentes
AX =Y tienen solo una solucidn; de otro modo ellas tienen infinitas soluciones. En caso que

las ecuaciones son inconsistentes ellas no tienen solucion.

5.1.5 Soluciones derivadas usando inversas generalizadas.- Cuando existen muchas
soluciones a AX =Y hacemos uso de las matrices inversas generalizadas. Esto ocurre cuando

el rango es menor al numero de columnas de la matriz A.

a. Obtenciéon de una solucién.- La relacidn existente entre una inversa generalizada de

Ay las ecuaciones consistentes AX =Y es tratada en el siguiente teorema.

5.1.6 Teorema 1.-Las ecuaciones consistentes AX =Y tienen una solucidn, si y solo si

AGA = A (Adaptado de Rao, 1962)

Demostracion

Si el sistema de ecuaciones AX =Y es consistente y existe G tal que X = GY es una solucion.

si denotamos a; para las columnas j’s de A y considerando las ecuaciones AX = a;
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Ellos tienen una solucién: El vector nulo con sus elementos j’s iguales a la unidad.

Por tanto las ecuaciones AX = a; tienen solucion; luego son consistentes. Ademas, como las

ecuaciones consistentes AX = Y tienen una solucion X = GY, esto nos indican que las

ecuaciones consistentes AX = a; tiene una solucion X = Ga;.

Por tanto Aga; = a;; es verdadero para todos los valores j; es decir para todas las columnas de

A. De aqui AGA = A.

Reciprocamente, si AGA = A, luego AGAX = AX, y cuando AX =Y, esta da como resultado
AGY =Y, es decir A(GY) = Y. De donde X = GY, es una soluciéon de AX =Y, de esta

manera el teorema queda demostrado.
Este teorema nos indica como una solucién para ecuaciones consistentes puede ser obtenida:
encontrando cualquier matriz G que satisface AGA = A, es decir calculando G como

cualquier inversa generalizada de A, luego GY es una solucion.

Pero veamos a continuacion que GY no es la unica solucién. Existe, en realidad muchas

soluciones desde que A es una matriz no cuadrada y singular.

ILUSTRACION: Dado el sistema
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una inversa generalizada de A es:

(-1 3 0]
1 -2 0
G=
0 0 O
| 0 0 0]
[— 1
X = GY = -
Haciendo uso de otra G; tal como:
[0
1
G=| 2
_1
2
i 0

oON|lwNIFk O

(1)

)
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[ 0 0 0] o
1 _1 451 °
| 271 |-
"2 2 Y|
| 0o 0 0

X es otra solucion usando otra inversa generalizada.

X es una solucion usando la inversa generalizada, en lo que a aplicaciones se refieren es
suficiente que si AGA = A; entonces X = GY es una solucion. Asi mismo nos indica como
una solucion de las ecuaciones consistentes AX = Y pueden ser obtenidas: halla una inversa

generalizada G de A y X = GY es una solucién. El simbolo X distingue una solucion del

vector de los desconocidos X.

Debemos tener muy en cuenta que si X = GY es una solucién entonces AGA = A. Esto se
entiende que si X = GY es una solucién para todos los vectores Y para el cual AX =Y son
consistentes, entonces AGA = A. Insistimos en “todos los vectores Y” porque en casos
particulares habra matrices K tal que una solucién pueda ser escrita como X = KY pero sin

que K sea una inversa generalizada de A.

Asi tenemos por ejemplo:

0
I3X =0 tiene solucién
4
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~

[
o o o
o o o
R O o

no es una inversa generalizada de I3

Tenga en cuenta del resultado util:

AGY =Y
El que puede ser derivado por la pre-multiplicacion de AX =Y por AG.

Una clase similar del resultado para X ; siendo una soluciona AX =Y es

Lo que se obtiene directamente de la pre-multiplicacion AX =Y por G

b. Obtencion de muchas soluciones.- Cuando AX =Y tiene muchas soluciones; el
siguiente teorema prueba un método para el calculo de las soluciones basandose en e] teorema

anterior.



5.1.7 Teorema.- Cuando A tiene q columnas y G es una inversa generalizada de A, las

ecuaciones consistentes AX =Y tienen soluciones:

% =GY +(GA-I)Z

para un vector arbitrario Z de orden q.

Prueba:

Para X = GY + (GA-I)Z 3)

AX = AGY + A(GA-I)Z = Y + (AGA-A)Z

=Y porque AGA=A

Asi, veamos a continuacion una aplicacidn a partir de (1) y (2):

-1 0 10 2 3

- 0 01 -1 -

H=GA= =
0 00
I 0 00 )
Luego usando (3):
4] 10 2 3] [r000]] [2]
_ |2 01 -1 -1 0100 7,
X =| |+ 4 -
0 00 0 0 0010 7,
0] oo o o] [0001]] |z
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(4 -22, + 32,
_ |2 -2, -2
X = 3 4
_Z3
- —z4 -

para algunos valores de Z3 y Zs.

Es recomendable a veces usar la notacion:

X =GY + H-)Z @)

Propiedades de H:
i) H es idempotente
li) TH = TA

iiiy  Para A que tiene q columnas, r(H-I) = r(I-H) = q - ra.

c. Todas las soluciones posibles

Teniendo en cuenta (3) o su equivalente (4), genera muchas soluciones para un G especifico;
inmediatamente surge la pregunta si todas las soluciones pueden ser generadas para esa

inversa G generalizada especifica. El siguiente teorema responde formalmente.
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5.1.8 Teorema.- Todas las posibles soluciones de las ecuaciones consistentes AX = Y

pueden ser generadas de X = GY + (GA - I)Z para alguna G especifica usando todos los

posibles valores del vector arbitrario Z.

Prueba.

Supongamos que X es una solucion para X a AX =Y.

Hacemos Z = -X . Entonces:

X =GY+(GA-)Z=GY-(GA-I) X

se reduce a X.

Por lo tanto para la eleccion apropiada de Z, cualquier solucion X puede ser puesta en la

forma X es decir todas las soluciones pueden ser generadas por X .

La importancia de este teorema es que uno necesita derivar sélo una inversa generalizada G

de A para generar todas las soluciones a AX =Y. No hay otras soluciones.

La generacion de todas las soluciones posibles que significan X = GY + (H —I) Z est4 sujeta

a la arbitrariedad de Z. La arbitrariedad en G; puede ademas conducir a la generacion de toda

solucién; como queda indicado en el siguiente teorema.
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5.1.9 Teorema.-Todas las soluciones d¢ AX =Y para Y # 0 puede ser generada de

X = (Y usando todas las inversas generalizadas posibles G de A.

La comprobacion de este teorema esta basandose en el siguiente lema.

5.1.10 Lema: Para Z, arbitraria e Y,y conocido y existiendo una matriz arbitraria X tal que

Z2=XY

Comprobacion de lema.- Siendo Y # 0 un elemento Yy no nulo. Demostramos Z = { z; } y
X={xj}coni=1qg y J= 1; p;ademasx; =z/yxparaj =Ky x; # 0. Entonces Xy = z;

donde X es arbitrario.

Prueba del Teorema.- Para una inversa generalizada G de A, una solucién a AX = Y es

GY + (GA - 1)Z para Z arbitraria.

Hagamos que Z = -XY para X arbitraria, como en el lema, esta solucidn llega a ser:

GY + (GA - )Z = [GAG + (I - GA)X + (-G) (AG - D]Y = G*Y

Haciendo uso de G* podemos finalmente,expresar la solucion como:

G*Y.
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5.2. PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES

Ahora debemos preguntamnos; si elegimos dos inversas generalizadas de la matriz A, tales
como G y G; dado un sistema consistente AX = Y ambas la satisfacen; la respuesta es si;

como se muestra seguidamente.

5.2.1 Teorema.

Para las ecuaciones consistentes AX = Y todas las soluciones son; para cualquier G

especifico, generado por X = GY + (GA —I) Z para un Z arbitrario.

Demostracion

~

Sea X* cualquier solucién para AX =Y; si elegimos Z = (GA —I) X*; encontraremos que X

se reduce a X*.

De esta manera, con una eleccion apropiada de Z, cualquier soluciéon para AX =Y puede ser

expresado de la forma X.

Este teorema nos indica que se requiere derivar solo una inversa generalizada de A a fin de

generar todas las soluciones para AX = Y. No existen otras soluciones que aquellas que

pueden ser generadas desde X .
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Habiendo precisado un método para resolver ecuaciones lineales y aquellas pueden tener un

numero finito de soluciones; nos planteamos:

¢ Qué relacion existe entre las soluciones y qué alcance tienen las soluciones linealmente

independientes (LIN)?

Estas inquietudes las responderemos a continuacion.

5.2.2 Lema: Dado H = GA, desde que el rango de A, denotado r(A), es r, y la matriz A tiene

q columnas. Luego H es idempotente de rangoryr(I- H)y=q-r.

Demostracion

Elevando al cuadrado H se tiene:

H? = GAGA = GA = H, con lo que queda demostrado que H es idempotente. Asi mismo

r(H) =1(GA) < r(A). En forma similar AH = AGA = A, tenemos que r(H) > r(A).

Ademas r(H) = r(A) = r. Y desde que H es idempotente entonces (I - H), es de orden q, por

tanto:

r(I-H)y=tr(I-H)=q-tr(H)=q-r(H)=q-r
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6.2.3 Teorema

Cuando la matriz A es de q columnas y rango r y cuando y es un vector no nulo, el nimero de

soluciones LIN para las ecuaciones consistentes AX =Y es q-r+l1.

Demostracion

Hace H = GA, las soluciones del sistema consistente AX =Y son X =GY + (H-1)Z
comor (H-1I)=q-r, hay solo (q - r) elementos arbitrarios en (H -1)Z con Z arbitraria; los

otros r elementos son combinaciones lineales de esos (q - r).

Ademas, existe sélo (q - r) vectores LIN (H-I)Z y se usanen X las (q - r) soluciones LIN.

Para i=1, 2, ..., g-r hacemos Xi=GY + (H - I)Z, sean estas las soluciones. X = GY es

también una solucién. Asumiendo que este es linealmente dependiente en X ;, para escalares

\i, 1=1,2,....q-r donde no todos sean iguales a cero.

GY=Z AiXi=Z AM[GY +(H-DZ]] (o)
Luego:

GY=GYZ A+ Z A[((H-DZ]

Como en la ultima igualdad en el primer miembro no contiene Z's. por lo tanto el segundo
miembros debe ser nulo. Pero, desde que los (H - I)Z; son LIN puede ser verdad si y sélo si

cada A; es cero. Entonces (o) no es verdad para algunos A; no nulos. Por lo tanto GY es
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independiente de X;; de aqui GY y X, parai =1, q - r forma un grupo de (q —r + 1)
soluciones LIN. Cuando q = r se cumple, entonces hay una solucién correspondiente a la

existencia de A" y esta solucién es X = A'Y.

Lo cual significa que X = GY y X = GY + (H - I) Z para (q - r) vectores Z LIN, son
soluciones LIN de AX = Y. Todas las restantes soluciones serian combinaciones lineales de

éstas soluciones formando un conjunto de soluciones LIN.

d. Combinaciones Lineales de las Soluciones.- Los teoremas ya mencionados indican
como obtener las soluciones de Ax = Y usando Y y las inversas generalizadas de A. Las
distintas soluciones pueden ademas ser obtenidas como una combinacion lineal de aquellas ya

derivadas, tal como son dadas en el teorema siguiente:

Teorema.

Cuando ¥X,, X,, ..., X, son algunos de las t soluciones a las ecuaciones consistentes

t

3 = . . A . 15
Ax=Ypara Y =0, entonces X*= > XA X, esunasolucionsiysdlosi D, A, =1

t=1 t=1

Prueba:

Definimos X = Z A, X,, donde, para toda esta comprobacion, la suma sobret=1,2, ..., ty

observar que:
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Entonces si x es una solucion.

Y=AX =YZIX,asiimplicaZA,=1ysi I A,;=1 entonces:

AX =Y, implica que X es una solucion.

Veamos la siguiente ilustracion:

Las soluciones diferentes a:

2313 14
AX=Y = |1112|X=|6
3514 22
Son:
(1] [0 - 3]
2 3 % 4 < 4
1 T ol 2 T |, Yy &3 = 1
_1_ _O_ ) 3_
De donde obtenemos:
C ]
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que también son soluciones.

Del teorema se desprende, que una combinacidn de soluciones es su propia solucion si y sélo

si los coeficientes en la combinacion lineal suman la unidad.

53. SOLUCION LINEALMENTE INDEPENDIENTE

Las soluciones a Ax = Y para A de orden p x q son vectores de orden q. Por lo tanto no mas

que q de ellos pueden ser LIN.

Sin embargo en vista de las relaciones entre las soluciones derivadas, hay en efecto,
usualmente algunas menos que las q soluciones linealmente independientes como se muestra

en el siguiente teorema.

Teorema.- Para A que tienen q columnas, las ecuaciones consistentes AX = Y; para Y=0

tienen (q — ra + 1) soluciones linealmente independientes.

Prueba:

Las soluciones son X =G Y + (H -1)Z para H = GA y Z arbitrario.



Asi mismo: r (H — I) = q — ra y teniendo en cuenta que el nimero maximo de vectores

linealmente independientes de (H — I)Z para Z arbitraria es q — ra. Para representar tal

conjunto de vectores, supongamos que: (H — I)Z; para i = 1,2,..., q — ra son linealmente

independientes.

Lo anterior no servira para demostrar que:

1) X=GY + (H-1) Z, son (q — ra) soluciones linealmente independientes.

ii) G Y es linealmente independiente de X,

iii)  Cualquier otra solucion es una combinacion lineal de G Y y X,

-‘Asumimos que X ,de (i) no son linealmente independientes, asi que:

S AGY+H-1)Z]=0

es verdad que para algunos A's no todos nulos, y por toda esta comprobacion, la suma es

sobre t=1.2,... Q —ra entonces:

Pre-multiplicado esto por A y teniendo en cuenta AGY = Y resulta que Y = 0, con lo cual es
explicitamente excluida por el teorema. Por lo tanto el supuesto es falso y asi (i ) esta

probado de esta manera.



Para probar (ii) asumimos que GY no es linealmente independiente de X, asi que:

GY=Y k[GY+H-DZ]= YkGY+X kH-D)Z

Para algunos k no todos nulos. Analizando la igualdad anterior se tiene que para ser

verdadero, para todas los posibles conjuntos de Z; el lado izquierdo de la igualdad GY no

contiene a los Z, el lado derecho de la igualdad tampoco debe contenerlo.

Por lo tanto:

L KiH-DZ=0 (B

Pero las (H — I)Z; son linealmente independientes y de esta manera el inico camino para
que(B) sea verdadero es que todos los K sean cero: lo cual contradice el postulado. Asi (ii)

queda probado.

Hacemos que X = GY + (H —I)2 sea una solucién diferente de X  con GY de (i) y (ii); como

ya quedo definido (H —I)Z,, es una combinacion lineal de vectores Z; es decir:

H-N)2=% K,H-1)Z

para algunos k no todos nulos. Entonces:

X=GY+(H-1I) 2
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=GY+Z Ki(H-1)Z,

=3 K[GY+H-)ZJ+d-Z K)GY

en el cual es una combinacion lineal de X |y GY de (i) y (ii). Asi (iii) esta probado.

La consecuencia para (i), (ii), (iii) es que para (H — I) Z; con t = 1,2,....q — ra siendo

linealmente independientes, GY y X = GY + (H —1)Z; de una serie de (q — ra + 1) soluciones

linealmente independientes tal que cada otra solucidn es una combinacion lineal de ellos.

La comprobacidn del teorema no sélo muestra que hay sélo q — ra + 1 soluciones linealmente

independientes si no ademas un conjunto posible de soluciones es:

GYy X.,=GY+H-1Z

para Z,, arbitrario elegido, asi que (H — I) Z; para t = 1,2,...,, @ — ra son linealmente

independientes.

5.4. MODELOS DE RANGO NO PLENO

Es comun trabajar en términos de un modelo que tienen por ecuacion Y = X b + e, donde X

tiene columna de rango pleno, ahora veamos el caso donde no se cumple esta condicion.



5.4.1 Las Ecuaciones Normales.- El modelo tratado es:

Y=Xb+e

Donde y(, 1) vector de observaciones y;, b, 1) vector de pardmetros o coeficientes, X, p) matriz

de valores conocidos y e es un vector de errores aleatorio.

Como es usual e puede ser definida:

e=y-E(y)

Cumpliéndose que E(e) = 0 y E(y) = Xb, también;

Var(e) = E(ee') = 6° Iy

Porlotanto e~ (O, o’I) y

Con normalidad siendo introducida en consecuencia , cuando es necesaria para el examen de

la hipotesis y la derivacion de los intervalos de confianza.
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5.4.1.1 Las ecuaciones

Las ecuaciones normales correspondientes al modelo:

y=Xb+e

Para var(e)= oI resultan ser:

Luego; nos encontramos en el caso de que la matriz X'X no sea de rango pleno, luego las

ecuaciones normales (*) no pueden ser resueltas con una solucion unica de la forma:

Por lo que nos vemos en la necesidad de expresar la ecuacion normal de la siguiente manera:

Usando b° para distinguirla de la solucién solitaria que existe cuando XX tiene rango pleno.

Luego; b° es una solucién; que en este caso toma la forma:

b°=G XYy
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Donde G es una inversa generalizada de X'X; de esta manera tendriamos resuelto el problema

de la regresion en forma general para cualquier caso.

6.4.1.2 Soluciones

Teniendo en cuenta que X no tiene rango pleno, X'X no tiene inversa y por lo tanto las

ecuaciones normales no tienen solucion unica. Entonces tienen muchas soluciones.

Si deseamos obtener alguna de ellas; calculamos la inversa generalizada G de X'X y la

solucion resultaria:

b° = GXly

Debemos tener en cuenta que b° es slo una solucidn a las ecuaciones y no es un estimador de
parametros de b . En el caso de modelos de rango pleno, debemos tener presente que la
solucién obtenida para las ecuaciones normales es solo una solucién del sistema de
ecuaciones. Lo que implica que la mayoria de los casos b® sea nombrada como un estimador
de b. Es verdad que b° es, un estimador de algo, pero no necesariamente de b, y depende
enteramente de la inversa generalizada de X'X. Razén por la que b° es siempre referida a tal

solucion y no un estimador

5.4.1.3 Algunas consecuencias de la solucion

Como b° es una funcién de las observaciones y; aunque esto es un estimador de b. El valor

esperado y varianza no son idénticos a aquellos de b .
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a. Valores esperados

Para cuando hacemos uso de la inversa generalizada G ; se tiene que:

E(b°) = GX'E(y) = GX'Xb = Hb

Es decir, b° tiene el valor esperado Hb donde H = GX'X.

Por tanto b° es una estimador insegado de Hb, pero no de b.

b. Varianzas
Como  b=GX'y
Var (b°) = Var (GX‘y)

= GX' Var(y)XG'

2 del modelo de rango pleno, este

A pesar de la diferencia con su contraparte (X'X)'c
resultado encontrado para la varianza no causa dificultad en las aplicaciones. Depende de la

elecciéon adecuada para G, luego (**) puede ser también expresado como Go?, teniendo en

cuenta que X'X es simétrico, luego existe una matriz de permutacion P tal que:
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Donde A, es cuadrada, de rango pleno y de igual rango que X'X. Resulta entonces:

Es una inversa generalizada simétrica de X'X con GX'XG' = G.

Por lo tanto, Var (b°) = Go? haciendo uso de la inversa generalizada G.

c. Estimado E(y)

Correspondiente al vector de las observaciones y, tenemos el vector de valores esperados

estimados E(Y); como para el caso de los modelos de rango pleno:

E(y) = ¥=Xb°=XGXY

El que es invariante a la eleccion de cualquier inversa generalizada de X'X que es usada

para G.

Esto nos posibilita obtener una solucién a las ecuaciones normales, en cualquier forma que

nosotros pidamos.
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d. Suma del error residual de cuadrados

La suma del error residual de los cuadrados es definida como:

SSE =(y - Xb)' (Y - Xb°)
=y (- XGX") (I - XGX)y

=y' (I- XGX)y

Puesto que I-XGX' es idempotente, y simétrico. Asi mismo XGX' es invariante a G, asi SCR

es invariante a cualquier solucion de las ecuaciones normales usada para b°.

Luego SCR puede ser derivada ordenadamente como:

SCR =y' (I - XGX"Yy =Yy - yXGXly
=yy-bXy

cuyo resultado es el mismo que para el caso de rango pleno; y'y es la suma total de los
cuadrados de los y’s observados y b°X'y es la suma de los productos de las soluciones en b°

multiplicados por los elementos correspondientes del segundo miembro de la ecuacién

X'Xb° = X'y del cual es derivado b°

Como podemos observar; el uso de la inversa generalizada de una matriz, tal como G en
modelos de rango no pleno son muy ttiles y dandoles el tratamiento adecuado nos permiten

llegar a resultados similares que los modelos de rango pleno.
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También podemos hacer usom de la inversa generalizada en modelos multiecuacionales, en el
tratamiento de su forma reducida y en la optimizacidon que seguiremos profundizando en el

futuro.

Ilustracion:

Tenemos un anélisis de la produccién de plantas que producen goma, llamado
Guayule; para lo cual se disponian de 54 plantas de diferentes tipos, 27 normales, 15
de otros tipos y 12 anormales. Vamos a considerar 6 plantas para la ilustracion, 3

normales, 2 de otros tipos y 1 anormal, como vemos en la tabla.

PESOS DE SEIS PLANTAS
TIPO DE PLANTA
NORMAL OTROS TIPOS |ANORMAL
101 84 32
105 88
94
300 172 32

El problema es estimar el efecto del tipo de planta sobre el peso de este. Para ello
asumimos:

Yij TR T Q€

Siendo p la poblacion media del peso de la planta, a; el efecto tipo i sobre el peso y

eij; el error correspondiente a cada observacion yj;
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Para las 6 observaciones; en términos de las ecuaciones del modelo resulta:

101 = Y= HTo + €11
105 = Yiz= Bt + €12
9 = Yiz= MK+ +€13
84 = ya1= M+ + 0y +€2]
88 = y22= MH+ + o2 +€22
32 = Y= un+ + a3 + €3

Representado en la forma y = Xb+e resulta:

1017 [y, ] 1 1 0 O e, |
10S| [y | 1 10 oi u ] ey,
9% | |y _El 1 0 0! Q N e
8 | [yy |1 01 Ofa,| |ey,
88 | |yp| 1 01 0lay]| ey
32 | |yul 1 O 01 ey, |

Donde y es el vector de observaciones, X es el vector de ceros y unos, b es el vector

de parametros y e es el vector de errores.

En este caso resulta que X no tiene rango completo, siendo la matriz X' X simétrica y

singular:

6 3 2 1
wixo|3 300
2.0 20
10 0 1]




Por otro lado los elementos de X'y resultan del producto:

(101 |
1 1 1 1 1 1]]105
: 1 1100 0|[9%4
X'y =

00011 0|84
0 0 0 0 0 1|88
..32...

504 |

Xty=300

172

_32_.

A partir de la ecuacién normal:

A
Donde usamos b® para distinguirlo de 4 ; es decir denotamos b” a la solucioén:

Donde G es una inversa generalizada de X'X. En este caso, las ecuaciones resultan:
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6 3 2 17[#°] [504]
330 0(|c 300
20 2 0||a| [172
100 1]|ge| [32)

En este caso la solucidn no es tnica, existen muchas soluciones.

Necesitamos calcular G; una de las inversas generalizadas de X'X; tal como sigue:

1) elegimos en menor de orden 3 x 3 en X'X:
6 3 2 1]
3300
2 020
10 0 1]

puesto que el rango de X'X es igual a 3

1) calculamos la inversa de este menor:

(=)
o

<

L

Il
S O Wi~
o | —

iii)  completamos con ceros los otros elementos y conformamos a partir de M

la matriz G
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Calculamos b%:

S O Wwi—Oo

oS O

o | —

O O Wl—Oo

01

oS O

O | —

(504 ]
300
172
32

100
86

32 |

Ademas a partir de este resultado y los obtenidos anteriormente tenemos Xb°

Que es igual a:

S - = O O O

—_ O O O O O

(100 ]

100
100
86
86
32
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CONCLUSIONES

Cualquier matriz A de orden m x n; tiene inversa generalizada incluida la matriz cero.

La inversa generalizada G de una matriz; no es unica, esta en funcion de otras P y Q;

que dependen de las operaciones elementales usadas.( G = QDP)

Una de las limitaciones de la inversa generalizada de una matriz es de que no es unica.

No todas las inversas generalizadas de una matriz simétrica son simétricas.

La inversa generalizada de una matz; puede resultar una familia de matrices y la

eleccion serd arbitraria sujeta a la incertidumbre.

El producto XGX' es invariante; es decir es el mismo para cualquier iversa

generalizada G.
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