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Resumen

En esta tesis se ha implementado un programa de cédmputo basado en un
modelo de elementos discretos de barras, para realizar el analisis no-lineal de
estructuras de concreto armado. Los modelos convencionales usualmente
emplean articulaciones plasticas concentradas en los extremos de elementos,
mientras que en la zona intermedia suponen comportamiento elastico-lineal. Los
modelos de comportamiento para las secciones donde se concentran las
rotaciones inelasticas comunmente son de tipo elasto-plastico o bilineal; sin
embargo, la curva de comportamiento observada en ensayos puede ser algo
distinta de los tipos mencionados. El comportamiento esencialmente no-lineal del
concreto armado sugiere que las simplificaciones mencionadas influyen en la

respuesta de la estructura.

El programa desarrollado permite considerar la distribucién discreta de la no
linealidad del comportamiento del material. Los modelos de comportamiento
empleados para elementos de la estructura a nivel de seccion, fueron
representados mediante diagramas momento-curvatura, para los que se
desarrollé expresiones, tipo Ramberg-Osgood, en funcion de las propiedades

mas relevantes de las secciones y materiales.

Una aplicacion practica del programa fue para estudiar la redistribucién de
momentos en vigas continuas de concreto armado, debido a que se requiere
realizar analisis no lineales para obtener la variacién de los momentos en las
secciones de las vigas, en el intervalo de comportamiento no lineal. Se verifico
analiticamente que es posible una redistribuciéon de 30 %, como lo sugiere el
Eurocdodigo-2, que es mayor que la maxima redistribucion, 20 %, recomendada
por las normas NTE.E60 y el ACI 318-19.

Palabras clave — Analisis no-lineal, elementos barra, modelo Ramberg-Osgood,

concreto armado, diagramas momento-curvatura, redistribucion de momentos.



Abstract

In this thesis, a computer program based on a discrete element model of bars
was implemented to perform the nonlinear analysis of reinforced concrete
structures. Conventional models usually employ plastic hinges concentrated at
the ends of elements, while assuming linear-elastic behavior in the intermediate
zone. Behavior models for sections where inelastic rotations are concentrated are
commonly elasto-plastic or bilinear; however, the behavior curve observed in
tests may differ somewhat from these types. The essentially nonlinear behavior
of reinforced concrete suggests that the aforementioned simplifications influence

the structural response.

The developed program allows for the discrete distribution of nonlinearities in
material behavior to be considered. The behavior models used for structural
elements at the section level were represented by moment-curvature diagrams,
for which Ramberg-Osgood-type expressions were developed based on the most

relevant section and material properties.

A practical application of the program was to study moment redistribution in
continuous reinforced concrete beams, since nonlinear analyses are required to
obtain the variation of moments at beam sections within the range of nonlinear
behavior. It was analytically verified that a 30 % redistribution is possible, as
suggested by Eurocode 2, which is greater than the maximum redistribution of 20
% recommended by NTE.E60 and ACI 318-19 standards.

Keywords — Nonlinear analysis, bar elements, Ramberg-Osgood model,

reinforced concrete, moment-curvature diagrams, moment redistribution.
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Lista de simbolos y siglas

ACI: Instituto americano del concreto, por sus siglas en inglés.
Ac: Area del nucleo de concreto efectivamente confinado.

A.c: Area del nucleo de concreto confinado.

b.(z,): Término i-ésimo de la funcién de interpolacion asociada a la curvatura

evaluada en el punto de integracion Gauss-Legendre, Z; .

B : Matriz de funciones de interpolacion asociada a la curvatura.

B(x): Matriz de funciones de interpolacion basado en un modelo de fibras.
B1, B2, B3, B4: Especimenes de vigas ensayados, cada una de dos tramos.
be, de: mayor y menor dimension de una seccién confinada rectangular.

Cs: Fuerza en compresiéon del acero del lecho en compresién de seccién de

columna, para el modelo Restrepo-Rodriguez.

Cc.: Fuerza en compresion del concreto de seccién de columna, para el modelo

Restrepo-Rodriguez.
ds: Diametro del zuncho de confinamiento, medido a eje de la varilla.

DA-01, DA-02, DA-03: Vigas estudiadas con carga distribuida y redistribucion.

E.060: Norma de concreto armado del reglamento nacional de edificaciones.
Ep: Energia potencial elastica.
EI: Rigidez elastica a flexion de una seccién.

Ek: Rigidez a flexion tangente de una seccion.

El.. Rigidez efectiva a flexién de una seccién de concreto armado.
Ely: Rigidez bruta a flexion de una seccion de concreto armado.
Es: Médulo elastico del acero.

Esn: Mddulo tangente al inicio de la etapa de endurecimiento del acero.
Esec: Modulo secante del concreto confinado.

E.: Médulo elastico del concreto.

n s . ’ .
E. Energia potencial acumulada en la n-ésima etapa de carga.

e, Error relativo de la fuerza desequilibrada respecto de las fuerzas totales.

F, Fu: Fuerzas empleadas en el modelo Ramberg-Osgood.

Jjn+1 : Vector de fuerzas externas en la n+1-ésima etapa carga.
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Fy: Fuerza de fluencia.

fe: Esfuerzo del concreto simple.

f'.: Resistencia a compresion del concreto simple.

f;: Resistencia a compresién experimental del concreto.

f’c: Resistencia a compresion del concreto simple, segun Hognestad.
Foot Resistencia a compresion del concreto confinado.

fe: Esfuerzo del concreto sin confinar, segun Mander.

Jy: Esfuerzo de fluencia del acero.

fy Esfuerzo de fluencia experimental del acero.

fsu: Esfuerzo ultimo en traccion del acero.

fsh1: Esfuerzo asociado al endurecimiento del acero.

fsc: Esfuerzo en compresién del acero.

Jyn: Esfuerzo de fluencia de estribos o zunchos.

fi": Presion de confinamiento lateral efectiva.

fix: Presion de confinamiento lateral efectiva en la direccién x.

fy - Presion de confinamiento lateral efectiva en la direccion y.

f'n, f'2: Esfuerzos principales de confinamiento en una seccién rectangular.
f,: Presion lateral del refuerzo transversal, en una seccion confinada.
fsi: Esfuerzo en la i-ésima area de acero.

fei: Esfuerzo en la i-ésima area de concreto.

HfDH : Norma euclidiana de las fuerzas desequilibradas de una estructura.

Hf”: Norma euclidiana de las fuerzas totales de una estructura.

k1 y ko2: Parametros adimensionales para el modelo de Mander.
k: Rigidez elastica.

ok: Rigidez pos elastica.

[kj] : Matriz de rigidez del j-ésimo elemento.

[Kfn] : Matriz de rigidez para un elemento basado en un modelo de fibras.
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[Kst]: Matriz de rigidez de seccion basado en un modelo de fibras.
K : Matriz de rigidez tangente de un elemento.

ke : Coeficiente de efectividad del confinamiento.

k ©: Matriz de rigidez de un elemento.

ki: Termino de la fila i y columna j de la matriz de rigidez de un elemento.

k : Curvatura adimensional para el modelo tipo Ramberg-Osgood.
k.s. Rigidez efectiva elastica adimensional para el modelo tipo Ramberg-Osgood.
L: Longitud de un elemento.

M : Momento elastico en la seccion de referencia de la redistribucion.

elastico

: Momento inelastico en la misma seccién de la redistribucion.

M ineldstico *
Mmax: Resistencia a flexion maxima.
M.q: Resistencia a flexion creible.
M:: Resistencia a flexion nominal.
M,r: Resistencia a flexién probable.
My: Resistencia a flexion de fluencia.

Mp: Momento resistente de una seccion para la n-ésima etapa de carga.

M : Momento adimensional para el modelo tipo Ramberg-Osgood.
M(d,£0): Momento generalizado en una seccion de concreto armado.

N(¢,£,): Carga axial generalizada en una seccién de concreto armado.

N : Matriz de funciones de interpolacion de desplazamiento.

P: Carga axial en una columna para el modelo Restrepo-Rodriguez.

P: Parametro adimensional para el modelo de Mander para el acero.

q: Funcion de la carga externa distribuida actuante.

g»: Funcion de la carga externa distribuida para la n-ésima etapa de carga.
g n+1: Funcion de carga externa distribuida para la n-ésima etapa de carga.

r: Parametro adimensional, relacion de médulos, para el modelo de Mander.

R, : Vector de fuerzas internas en la etapa carga n-ésima.

r.i: Componente i-ésima del vector de fuerzas internas.
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rk.s. Rigidez efectiva inelastica adimensional, para el modelo tipo Ramberg-

Osgood.
s: separacion de estribos o zunchos medido a ejes de la varilla.
s’: Separacion de estribos o zunchos a cara de la varilla.

s/dy: Relacidon de esbeltez entre el espaciamiento a centro de estribos y el

diametro de la barra longitudinal.

T:: Fuerza de traccion del acero de lecho intermedio de una seccién de columna,

segun el modelo Restrepo-Rodriguez.

T,: Fuerza de traccion del acero de lecho en traccidon de una seccion de columna,

segun el modelo Restrepo-Rodriguez.

u : Vector de desplazamientos nodales.

Lf : Traspuesta del vector de desplazamientos nodales.

U, : Vector de desplazamientos nodales en la n-ésima etapa de carga.

u,.,: Vector de desplazamientos nodales en la n+1-ésima etapa de carga.
VA-01, VA-02, VA-03, VA-04: Especimenes de vigas ensayados, de un tramo.
v: Funcién de desplazamiento.

v”: Segunda derivada de la funcién de desplazamiento.

vi: Funcion de desplazamiento en la n-ésima etapa de carga.

vn+1: Funcion de desplazamiento en la n+1-ésima etapa de carga.

w(zx): Peso de integracion Gauss-Legendre correspondiente al punto Z; .

Wy Trabajo de las fuerzas externas aplicadas.

Wf" : Trabajo de las fuerzas externas para la n-ésima etapa de carga.

n+l . o
W, Trabajo de las fuerzas externas para la n+1-ésima etapa de carga.

Xx: Parametro adimensional, cociente de deformaciones en el modelo de Mander.

x.. Centroide de la resultante de la fuerza en compresion del concreto.
Z: Pendiente de la curva de descenso para el modelo de Kent y Park.

a, v: Parametros reales para el modelo Ramberg-Osgood.
dIIp: Primera variacional del funcional de la energia potencial.

Aq: Funcién de incremento de carga externa distribuida actuante.
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A qn: Funcién de carga incremental para la n-ésima etapa de carga.

{ADN} : Vector de desplazamiento incremental en el elemento j+1-ésimo.

AE}: Incremento de la energia potencial al n-ésimo paso.

{AF;+1}: Vector de fuerza incremental en el elemento j+1-ésimo.

{Ap"}: Vector de fuerzas desbalanceadas en los nudos intermedios dentro de un
elemento.

{Ap’e}: Vector de fuerzas desbalanceadas en los nudos de los extremos de un

elemento.
Ay: Desplazamiento de fluencia.
Ag(x): Vector generalizado de incrementos de deformacion basado en fibras.

AO: Vector de incremental de desplazamiento en los extremos de un elemento

basado en fibras.

Au, : Vector de desplazamiento nodal incremental en la n-ésima etapa de carga.

A vi: Funcion de desplazamiento incremental en la n-ésima etapa de carga.

€s0u; Parametro de deformacion para el modelo de Kent y Park
ecc. Deformacion del concreto bajo presion de confinamiento hidrostatico fi.

€. Deformacion unitaria del concreto no confinado asociada a la resistencia del

concreto.

gsu: Deformacién ultima del acero.

&s: Deformacion unitaria del acero en traccion.

esc. Deformacion unitaria del acero en compresion.

gy: Deformacion unitaria de fluencia del acero en traccion.

gsh: Deformacidon unitaria en traccion asociada al inicio del endurecimiento del

acero.
gyc: Deformacion unitaria de fluencia en compresién del acero.

eshe: Deformacion unitaria en compresién asociada al inicio del endurecimiento

del acero.
equ: Deformacion de aplastamiento del concreto.
¢ - Deformacion unitaria de seccidn a cierta distancia, y, respecto del centroide.
&: Deformacién unitaria del centroide de la seccion.

est: Deformacion unitaria en traccion del acero.
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€0i: Deformacion del centroide de una seccién de CA en i-ésimo paso.

A&oi; Deformacion incremental del centroide de una seccion de CA en i-ésimo

paso.
£*p: Deformacion de pandeo inelastico del acero.

¢. Curvatura de una seccion.

¢p: Curvatura de pandeo para una seccion de concreto armado.

¢ca: Curvatura asociada a la resistencia a flexion creible, Mcq.

¢i: Curvatura de una seccién de concreto armado en el i-ésimo paso.
Adi: Curvatura incremental de una seccion de CA en el i-ésimo paso.
€sc. Deformacion unitaria en compresion del acero.

vh: Distancia entre centros de lecho superior e inferior de una seccion de

concreto armado.

k:: Curvatura de la seccion para el enésimo incremento de carga.

Ax: Incremento de curvatura en una longitud diferencial.

IIp: Funcional de la energia potencial.

pL: Cuantia longitudinal de una seccién confinada.

px: Cuantia de refuerzo de seccién confinada, en la mayor direccion

py: Cuantia de refuerzo de seccién confinada, en la menor direccion.

ps: Cuantia volumétrica de refuerzo transversal.

p: Cuantia de refuerzo de lecho en traccion de viga de concreto armado.

p": Cuantia de refuerzo de lecho en compresion de una viga de concreto armado.

P, - Cuantia de refuerzo del lecho intermedio de una viga de concreto armado.
71 : Redistribucién de momento en %.

{Am 4 Amp Dp.4z} T Vector de fuerzas para un modelo de fibras.

{08, AB; Ne s} ": Vector de deformaciones para un modelo de fibras.
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Prélogo

En esta tesis se ha desarrollado un procedimiento de analisis no lineal de
estructuras de concreto armado. En contraste con la formulacién de no linealidad
concentrada (con rétulas plasticas) que se encuentra en diversos programas
comerciales o en el tratamiento de la no linealidad a nivel puntual, como en
algunos programas de elementos finitos, la no linealidad ha sido tratada al nivel
de las relaciones entre las fuerzas resultantes de seccidon (como son los
momentos flectores) y las correspondientes medidas de deformacion
(curvaturas). Las mismas ideas pueden aplicarse a situaciones en que las

fuerzas axiales o cortantes tengan efectos importantes.

Las hipétesis basicas para definir el comportamiento de las secciones son las
habituales en el disefio de elementos de concreto armado, pero en la tesis se
han incluido consideraciones adicionales, como el efecto del confinamiento del
concreto, el endurecimiento del refuerzo o el eventual pandeo del mismo. Las
expresiones que definen el comportamiento de las secciones pueden ser
simplificadas, con expresiones del tipo Ramberg-Osgood, dependientes de
pocos parametros, lo que posibilita un analisis simple a la vez que bastante

realista.

Como aplicacion del procedimiento desarrollado, se ha analizado la
redistribucion de momentos en vigas continuas de concreto armado,
comparando lo obtenido numéricamente con algunos resultados experimentales
disponibles, con lo cual se validaron los resultados numéricos obtenidos. Los
resultados tedricos y experimentales, tomados de las referencias, confirman la
posibilidad de lograr una redistribucion de momentos mayor que la estipulada en
las normas referidas en esta tesis. Lo que lleva a considerar que, en los casos
de vigas disefiadas segun lo previsto por estas normas, es factible un mayor
ahorro y, por lo tanto, descongestionamiento del acero longitudinal, sin sufrir

pérdida de capacidad, de carga y deformacion.

Dr. Hugo Scaletti Farina
Asesor de la tesis
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Capitulo I. Introduccién

1.1 Generalidades

En esta tesis, se desarrollaron las formulaciones que permiten
implementar un programa de cémputo para el analisis estatico no-lineal de

estructuras planas de concreto armado.

Aunque es posible realizar analisis no-lineal de forma manual, para casos
sencillos; sin embargo, es necesario realizar hipétesis que simplifiquen el
analisis, lo cual es relativamente factible para estructuras simples y de escasa
cantidad de elementos. El analisis no-lineal generalmente requiere del empleo
de una computadora, para llevar a cabo los numerosos calculos numéricos que

son requeridos.

El analisis no-lineal de estructuras, en la actualidad, ha tenido
importantes avances y es cada vez mayor su empleo en la evaluacion y disefio

estructural, ademas de la investigacion.

Existen distintos modelos para representar elementos de concreto
armado. Los mas conocidos son los elementos de barras con articulaciones
plasticas en los extremos, utiles para realizar analisis dinamico no-lineal. En la
actualidad hay programas para analisis no-lineal, de propdsito general, que
emplean las formulaciones de elementos finitos, pero estos requieren de gran
cantidad de recursos de computo. Alternativamente, existen formulaciones
basadas en elementos discretos, tipo dovela, mas sencillos para representar
estructuras de barras, los cuales son mas econdémicos y faciles de usar.
Ademas, los resultados obtenidos con estos elementos son bastante buenos,

comparados con resultados experimentales y otros resultados analiticos.

La aplicacién practica del programa desarrollado se orient6 al estudio de
la redistribucion de momentos en vigas continuas de concreto armado. Se
considero la accion de cargas estaticas incrementales sobre una viga continua,

de concreto armado, definida por elementos discretos, tipo dovelas, donde se
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distribuyen las fuerzas internas siguiendo el patron de un modelo de

comportamiento no-lineal preestablecido.

1.2 Descripcién del problema de investigacion

El estudio analitico del comportamiento de estructuras de concreto
armado requiere de herramientas de analisis no lineal, debido al comportamiento
que exhiben los materiales que conforman a los elementos de este tipo de
estructuras. Ademas de la no linealidad del material esta la de tipo geométrico,
que suelen presentar cierto tipo de elementos y estructuras. Las hipotesis
empleadas en el estudio del comportamiento de las estructuras de concreto
armado son, en algunos aspectos, distintas a las que habitualmente se suponen
para el disefio, en el que se suele realizar analisis elastico y lineal. La
incorporaciéon de las relaciones esfuerzo-deformacién del concreto o del acero
implica introducir curvas no lineales para realizar el analisis, a diferencia del
analisis elastico lineal que emplea relaciones lineales esfuerzo-deformacion,

segun la ley de Hooke.

Un problema que es factible estudiar con esta herramienta es la
redistribucion de momentos en vigas continuas. Aunque no es un problema
nuevo, se quiere revisar aspectos relacionados con el porcentaje maximo de
redistribucion. Es posible que dicha redistribucion realmente pueda ser mayor
que lo establecido en las normas y reglamentos de construccion. La
redistribucion de momentos en vigas continuas ocurre cuando, a medida que se
incrementan las cargas actuantes, algunas secciones alcanzan el intervalo de
comportamiento inelastico y son capaces de desarrollar deformacion inelastica
sin incremento relevante de los momentos flectores; entonces las fuerzas
internas se redistribuyen para equilibrar el incremento de las cargas actuantes
provocando que en las otras secciones disminuya o se incremente la demanda

de flexioén.
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Los alcances de esta tesis son el desarrollar un programa de analisis no-
lineal estatico para estructuras planas, que pueden ser vigas continuas o porticos

planos.

Dentro de los alcances de esta tesis se contempla unicamente la no
linealidad del material. Se emplean modelos tedricos para describir la curva de
comportamiento de los materiales, con los que se construyen diagramas de
momento versus la curvatura de las secciones, con los cuales se definira el

comportamiento a nivel de seccidn.

Se realiza una aplicacion practica, la cual consiste en el analisis de la
redistribucion de momentos de algunos casos de vigas de concreto armado, las
que fueron estudiadas experimentalmente por otros autores Se comparan los
resultados experimentales de estas investigaciones con las obtenidas con el

programa desarrollado en esta tesis.

1.3 Objetivo general

El objetivo de esta tesis es desarrollar un programa de analisis estatico
no lineal basado en modelos discretos de barras que sirva de herramienta para
el estudio del comportamiento de estructuras de concreto armado, bajo acciones

de carga de tipo monoténica incremental.

1.3.1 Objetivos especificos

. Implementar un cédigo en C++ para el analisis no lineal estatico

incremental.

»  Proponer ecuaciones paramétricas para los diagramas momento-
curvatura, necesarios para describir el comportamiento a nivel de seccion de los

elementos de barras.

* Comparar los resultados calculados contra los obtenidos en
ensayos disponibles en la bibliografia, para el caso de vigas continuas de
concreto armado, con la finalidad de validar el programa de analisis no lineal
desarrollado.
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+  Estudiar algunos casos la redistribucion de momentos de vigas
continuas para estimar el porcentaje de redistribucién de momentos que ocurren
sobre el maximo recomendado por distintas normas tales como la NTE.E060 y el
ACI318-19.

1.4 Antecedentes

Los modelos discretos de barras son empleados ampliamente en el
analisis no lineal de estructuras de concreto armado, debido a su relativo bajo
costo computacional en comparacion con modelos mas refinados de elementos
finitos, ademas de mostrar resultados bastante satisfactorios con respecto a
resultados experimentales. Algunos de los primeros modelos de este tipo fueron
planteados por Clough et al. (1965) y Giberson (1967). Estos modelos fueron
Unicos en su tiempo, cuando se analizaban porticos solamente para una
condicion elastoplastica. Estos modelos concentran el comportamiento inelastico
en los extremos de las barras y consideran comportamiento elastico, con rigidez
constante, en la zona intermedia. En la actualidad existen notables avances
respecto a distintos modelos discretos para el analisis no lineal, en los que se
puede distribuir de forma discreta, por dovelas, el comportamiento inelastico y la
rigidez a flexion de barras. Ademas, se han desarrollado una gran cantidad de
curvas de comportamiento no lineal del material. La mayoria de programas

tienen incorporada la no linealidad geométrica.

Recientemente, se han realizado investigaciones sobre el
comportamiento de estructuras de concreto en las que se han aplicado distintos
modelos de analisis no lineal. En el contexto local se han empleado técnicas de
elementos finitos comparadas con resultados experimentales (Beas, 2016), vigas
hiperestaticas de tramo simple (Seminario, 2018), ademas de estudiar el
comportamiento de vigas en porticos de concreto armado con el acero de

refuerzo peruano (Seminario, 2017).
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Hace falta implementar trabajos experimentales y teéricos a fin de
corroborar resultados, para la obtencion de curvas esfuerzo deformaciéon del
concreto y del acero de refuerzo, fabricados en el pais. Estos son necesarios
para calcular, con menor incertidumbre, parametros de disefio como la
resistencia probable a flexién de vigas y columnas, la rigidez de las secciones
que dependen directamente del médulo elastico del material y del nivel de
agrietamiento, lo cual influye también en la estimacion realista de la
redistribucion de momentos flectores en estructuras de concreto armado. Se
pueden obtener resultados utiles para la practica de disefio mediante el estudio
de la redistribucion de momentos flectores en vigas continuas, de manera que se
pueda establecer un margen entre el limite sugerido por la NTE. E060, que es
conservadora, y lo obtenido mediante analisis no lineales. Se puede incluir el
efecto de confinamiento de los estribos en la respuesta no lineal de la estructura,
la variacion de la cuantia de refuerzo longitudinal, la calidad del acero y del

concreto.
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Capitulo Il. Marco teérico y conceptual

2.1 Analisis no lineal de estructuras

En la practica habitual del analisis y disefio de estructuras es comun
realizar analisis lineal para obtener las demandas de fuerzas y desplazamientos,
con fines de disefo; sin embargo, en la actualidad es cada vez mas comun que
los ingenieros empleen el andlisis no lineal para evaluar el comportamiento de
las estructuras de manera mas realista. Existen dos tipos de no linealidad a

tenerse en cuenta, no linealidad geométrica y no linealidad del material.

2.2 No linealidad geométrica y no linealidad del material

La no linealidad geométrica se refiere a aquella originada por
desplazamientos suficientemente grandes; caso en el que es necesario plantear
las ecuaciones de equilibrio en el estado deformado. Lo cual implica modificar la
rigidez inicial y considerar una nueva rigidez con los cambios en la geometria de
los elementos de la estructura. Ver Figura 2.1. Algunos ejemplos practicos donde
se suele considerar la no linealidad geométrica son: puentes colgantes y

atirantados, membranas con carga a presion, voladizos, columnas largas.

Adicionalmente, puede considerarse la no linealidad geométrica de
contorno o contacto, la cual se refiere al cambio en las condiciones de contorno
de alguna estructura y puede ocurrir; por ejemplo, en el choque entre edificios,
en elementos con conexiones especiales como el caso de muros hibridos

postensados.
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Figura 2.1
Viga en voladizo con no linealidad geométrica

Nota: Fuente https://www.midasoft.com/latinoamerica/learning/bridge/explicaci%C3%B3n-de-
an%C3%Ad1lisis-no-lineal-b%C3%A1sico.

La no linealidad del material esta referida al analisis en el que se
considera una relacion no-lineal entre el esfuerzo y la deformacién de los
materiales. La Figura 2.2, muestra algunas curvas esfuerzo deformacion para

algunos materiales, donde se observan comportamiento lineal y no-lineal.

Figura 2.2
Curvas esfuerzo deformaciéon de materiales.
Esfuerzo Esfuerzo A Esfuerzo
Carga

Ca@,
Carga /
(/Bescarga Descarga Aescarga

Deformacioén Jnitaria Deformacién u'nitaria Déformacién Defoanacic’m
permanente unitaria
(a) Lineal elastico (b) No-lineal elastico (c) No lineal e inelastico

La mayoria de materiales tienen una relacién esfuerzo-deformacién no-
lineal. Tal es el caso del concreto y del acero; sin embargo, para fines de disefo
se suele considerar, por simplicidad, que esta relacion es lineal. En caso de que
se quiera estudiar el comportamiento de la estructura de forma mas realista, se
puede emplear analisis que incluya no linealidad del material. Adicionalmente, es

factible incluir la no linealidad geométrica.
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Las relaciones esfuerzo-deformacioén, para materiales como el concreto,
tienen una curva distinta en compresién que en traccion. Generalmente se
considera que estos materiales tienen una baja resistencia a traccion y se
desprecia su contribucién a la resistencia a flexion y a cortante, mientras que su
resistencia a compresion es relevante. Se definen curvas esfuerzo deformacion
que describen distintos intervalos de comportamiento, como el representado por
el modelo de Park et. al. (1982). Por otra parte, los materiales como el acero
estructural describen curvas esfuerzo-deformacién en traccion y compresion, que
por simplicidad se suele suponer similares; sin embargo, bajo la definicién
habitual, de esfuerzo y deformacién, la curva en compresion no es igual que la

de traccion.

2.3 Formulacion variacional para el analisis no lineal

Un enfoque igualmente valido y equivalente a plantear las ecuaciones de
equilibrio de una estructura, es emplear el principio variacional o formulacién
débil del problema. La cual es una forma alternativa de las ecuaciones
diferenciales, a las que conduce las condiciones de equilibrio, que se describen
en su forma integral o funcional. Fisicamente se puede interpretar como un
balance de la energia, escrito en términos del desplazamiento y sus derivadas.
El problema consiste en obtener una aproximacién suficiente del desplazamiento

que minimice el balance de energia.

La formulacién variacional, para el caso lineal, parte del funcional (11p)
que representa el balance de la energia potencial elastica (Ep) y el trabajo de las

fuerzas externas aplicadas (Wy), ver la Ecuacion 2.1.
ITp =Ep - Wy (2.1)

En el caso particular de una viga con comportamiento lineal y elastico,
donde se considera unicamente las deformaciones por flexién, es descrita por la
Ecuacién 2.2. La solucién del problema es encontrar el desplazamiento (v) que
estabilice el balance de energia, llp, lo que implica igualar a cero la primera

variacional (8I7p). El desplazamiento obtenido (v), que es solucién al problema,
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hace que el balance de energia se estabilice y representa el equilibrio entre la

fuerza interna y la carga aplicada.

Hp=[. % EI(v")’dx - vqdx (2.2)

Para el problema no-lineal el planteamiento es similar, con la diferencia
que se tendran en cuenta los incrementos de carga (Aq) y desplazamiento (Av).
La solucion del problema se expresa en los incrementos de desplazamiento
(Av,) que se calculan en cada incremento de la carga externa aplicada (Ag.). La
Figura 2.3 muestra el area bajo la curva del diagrama momento-curvatura, que
representa la energia potencial desarrollada por las fuerzas internas de una viga

con comportamiento no-lineal.

Figura 2.3
Diagrama momento versus curvatura y la energia potencia interna.
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[
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En la enésima etapa de carga, para el caso no-lineal, el balance de
energia esta dado en términos del siguiente funcional, que en principio es similar

al mencionado en la Ecuacion 2.1.

Iy =(Ep+ AE}) W)™ (2.3)
donde:
E;: la energia potencial acumulada al n-ésimo paso
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El=[, M, x dx: (2.4)
AE}: el incremento de la energia potencial al n-ésimo paso

AE,= [, My Ak dx + |1 % El (Ax)?dx (2.5)
W}m : el trabajo de las fuerzas externas para el siguiente paso

W}Hl = _[1_ Vn+1 { n+1 dx (2.6)

En las ecuaciones anteriores M, es el momento resistente de la viga para
el enésimo incremento de carga, Ax es el incremento de curvatura en una

longitud diferencial, Elr es la rigidez tangente a flexion.

El desplazamiento siguiente al n-€simo paso de los sucesivos, esta dado

por la Ecuacién 2.7.
Vo= Vo + A vy (2.7)
Y el incremento de las cargas por la Ecuacion 2.8
gn+1= Qn + A Qhn (2.8)

La primera variaciéon del funcional mostrado en la Ecuacion 2.3, escrito en

términos del desplazamiento v y la curvatura v”, resulta lo siguiente.
OMp =51 (AV' )M, dx +8 L Va(AV’)TEl(AV’)dX=8IL(AVa)Tqndx — SL(AVn)TAGndX  (2.9)

En la formulacion se emplearon como parametros de discretizacién a-los
desplazamientos nodales de la viga, en la enésima etapa de carga, denotados
por Y, y sus correspondientes incrementos, Au,, Entonces U, puede

escribirse de la siguiente manera.

Upy= Uy + AU, (2.10)
La Figura 2.4 muestra un esquema de discretizacion para una viga,
donde se ignoran las deformaciones axiales y se consideran unicamente las de

flexion, en funcion a los desplazamientos nodales,¥, que estan representados

por el vector de desplazamiento siguiente.
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W ={u wy w uy o ow, u,) (2.11)

Figura 2.4
Esquema de discretizacion nodal de una barra.

u, u, .
u, A*u(‘ A*"M A*llnﬁ]
| | | | | | | | | | |
SR

El desplazamiento, v, esta relacionado con los parametros de
discretizacién nodal, %, mediante las funciones de interpolacion ]y, Ecuacion
2.12.

v= NU (2.12)

La curvatura, v”, esta dada por la Ecuacion 2.13.

vi= BU (2.13)

De forma analoga, los correspondientes incrementos, Av y Av”, también

estan relacionados de la siguiente manera.
dv= N Y (2.14)
Av” = B Y (2.15)
Los incrementos anteriores, escritos en términos de los parametros

nodales, 4%, y sus funciones de interpolacién correspondientes, N y B se

reemplazan en la Ecuacién 2.9 y se aplica la condicion para que el balance de

energia sea minimo o estable, lo cual ocurre cuando la primera variacion,
Ecuacion2.9, se iguala a cero.

ol =0 (2.16)

De donde se obtiene la ecuacion que relaciona el incremento de los

desplazamientos nodales, A% , con las fuerzas en desequilibrio.
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(v BTER Bdx) AY =[ N T(qn+ Agn)dx - L BTM,dx  (2.17)
De donde:

[Lvs BTEKR Bdx, rigidez tangente.

[t N Tgndx, carga aplicada en la enésima etapa de carga.
[L N T Agndx, incremento actual de la carga aplicada.
L BT M,dx, fuerza interna en desequilibrio con la carga aplicada.

Por simplicidad se puede renombrar los términos de la Ecuacion 2.17

K =].% BTEK Bdx (2.18)
Jua = [L N T(gn+ Aqa)dx (2.19)
R, =, BT M,dx (2.20)

Finalmente, se obtiene una expresion en términos simples:

K A% =t- R, (2.21)

La Ecuacion 2.21 representa la forma en la que se calculan los

incrementos de los desplazamientos nodales, A%, producidos por las fuerzas

externas, me , en desequilibrio con las fuerzas internas, R, .

2.4 Modelos constitutivos para el analisis no lineal

A continuacién, se describe brevemente algunos modelos constitutivos
mas empleados en el analisis no lineal de estructuras. Existen una gran variedad
de modelos constitutivos para el analisis de estructuras de concreto armado y
otros materiales, cada cual con caracteristicas apropiadas para describir ciertos
fendbmenos particulares, que se desea representar. Los modelos que a
continuacion se describen constituyen los modelos mas basicos del analisis no
lineal de estructuras de concreto. Un estudio detallado de las caracteristicas de

modelos constitutivos mas elaborados se puede consultar en Carr (2010).
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2.4.1 Modelo Elastoplastico

Posiblemente sea el modelo mas empleado para realizar analisis no
lineales con una computadora. Este modelo representa el intervalo de
comportamiento elastico y el limite de este intervalo esta definido por la
deformacioén de fluencia, Ay, que esta asociada a la resistencia de fluencia, F,..
Mas alla de este intervalo de deformacion la resistencia se mantiene constante e
igual a la resistencia de fluencia; este es conocido como el intervalo de
comportamiento plastico. Ver Figura 2.5. Este modelo no toma en cuenta el
fendmeno de endurecimiento por deformacion del material. Este modelo
inicialmente empleado para representar materiales ductiles como el acero, donde

el esfuerzo de fluencia esta definido.

Figura 2.5
Modelo elastoplastico.

F
A

5

k - A

2.4.2 Modelos bilineal

Este modelo surge posteriormente al modelo elastoplastico. A diferencia
del método predecesor, considera el endurecimiento por deformacion del
material. Este modelo representa el intervalo de comportamiento elastico, con
pendiente k, donde el limite de este intervalo esta definido por la deformacion de
fluencia, Ay, asociada a la resistencia de fluencia, Fy. Para deformaciones
mayores que la de fluencia, la resistencia varia linealmente con la deformacion,

con una pendiente ak. De esta forma toma en cuenta el endurecimiento por
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deformacién que es tipico en materiales como el acero de refuerzo convencional.
Por lo general esta segunda pendiente es menor que la del intervalo elastico.
Ver Figura 2.6.

Figura 2.6
Modelo bilineal.

Una extension del modelo bilineal es el modelo de Takeda, el cual incluye
variantes tales como la degradacion de la rigidez y resistencia. Este modelo fue
creado para representar elementos de concreto armado y fue validado con
especimenes ensayados en laboratorios. En la actualidad existen variantes del
modelo original de Takeda; se puede consultar Carr (2010). El modelo de
Takeda es empleado principalmente para realizar andlisis no lineal de
estructuras de concreto reforzado bajo la accién de cargas de tipo ciclicas e

incluso acciones dinamicas de tipo sismicas.

2.4.3 Modelos de Ramberg-Osgood

Debido a que algunos tipos de acero y otros metales, tales como los
cables de presfuerzo o alambres estructurales con bajo contenido de carbono,
exhiben curvas esfuerzo-deformacién sin un punto de fluencia definido, Ramberg
propuso una curva teorica para evaluar la curva esfuerzo deformacién de este
tipo particular de material. Los modelos existentes no representaban la forma de

esta curva, por lo que, posteriormente se ha empleado para caracterizar las
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curvas de otros materiales diferentes al acero. Algunas variantes de este
modelo se pueden emplear para representar, mediante curvas monotoénicas, el
comportamiento de materiales como el concreto. Es posible asociar a la curva
Ramberg-Osgood una curva bilineal como envolvente, ver Figura 2.7. Conocida
la pendiente elastica, k, el punto de fluencia, dado por Ay y Fy, la pendiente
poselastica, ak, del modelo bilineal. EI parametro o es algun valor escalar

positivo.

Figura 2.7
Modelo tipo Ramberg Osgood.

F
A

By ok

3 = A

La ecuacion de tipo Ramberg — Osgood empleada es la siguiente:

[Aj=[Fj. 1 Fu 2.22)
Au Fu 1+«

La ecuacion tipo Ramberg-Osgood es de tipo implicita y esta en términos
de los parametros reales o yy. En esta ecuacién, el parametro o, no es el
mismo que el indicado para el factor o del modelo bilineal. Un aspecto

importante de esta ecuacién, a diferencia de los demas modelos descritos, es
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que se requiere una sola expresion para definir la curva monoténica de

comportamiento.

2.5 Modelos para el analisis no lineal de estructuras de concreto

La modelaciéon de estructuras de concreto armado, mediante métodos de
analisis tan refinados como el método de los elementos finitos, permite modelar
con detalle la geometria y las propiedades de los materiales. En décadas
pasadas, se han realizado grandes progresos en el campo de los modelos
constitutivos para el concreto armado bajo la accion de carga en multiples
direcciones. La modelacion elemento por elemento es o normalmente empleado

en el analisis no lineal de estructuras de concreto armado, Otani (2006).

Algunos procedimientos empleados para el analisis no lineal consideran,
para el intervalo no lineal de comportamiento, que la rigidez es constante en
cada sub-intervalo de carga y cambia donde mas se desarrolla el dafio a lo largo
del elemento, ver Figura 2.8. Algunos modelos representan la distribucion de la
rigidez a lo largo del elemento reflejando la distribucion del dafo. Para estos
modelos la matriz de rigidez del elemento necesita ser recalculada y reformulada

con el desarrollo del dano.

Figura 2.8
Distribucion tipica de fisuras en una viga de concreto armado.

L
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Nota: fuente adaptada de Otani (2006)

2.5.1 Modelo de una componente

Una estructura puede ser analizada mediante barras conectadas en sus
extremos con elementos tipo resorte rotacional, con comportamiento rigido

plastico, por ejemplo. Los cuales se suponen concentran toda la deformacién
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inelastica de la barra; en el resto de la barra se supone comportamiento
perfectamente elastico, ver Figura 2.9. Este modelo de una componente fue

generalizado por Giberson (1967).

Figura 2.9
Calculo de la rotacion del extremo del elemento.

resorte rotacional ineldstico

|
-

elemento eldstico

Nota: fuente adaptada de Giberson (1967)

La mayor ventaja practica de estos modelos radica en que la deformacién
en los extremos de los elementos depende unicamente del momento actuante
en esos extremos. Lo que implica que se puede emplear cualquier modelo
asignado al resorte. Sin embargo, este hecho puede ser una debilidad del
modelo, porque la rotacion de los extremos del elemento deberia ser
dependiente de la distribucién de la curvatura a lo largo del elemento, por lo

tanto, dependiente de los momentos de ambos extremos.

Las propiedades de rigidez son funcion de la rigidez del resorte
rotacional, los cuales se obtienen en funcién a las propiedades del material, y de
las propiedades geométricas del elemento. Para la obtencion de la matriz de
flexibilidad de un elemento simplemente apoyado, ver Figura 2.10, se supone
que la rotacion de los extremos estd dada por la suma de la rotacién del
elemento elastico y la rotacion inelastica del resorte rotacional.

Figura 2.10
Modelo de una componente, adaptado de Giberson (1967)

elemento eldstico
0, ( mg

m, 0,
Nota: fuente adaptada de Giberson (1967)
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La relacion entre el momento y la rotacién total en los extremos de un
elemento se ilustra en la Figura 2.11; la deformacién elastica esta representada
por la linea con mayor pendiente y las componentes de la rotacion inelastica
estan dadas por las lineas con menor pendiente. Estas lineas son propiedades
de los resortes rotacionales.

Figura 2.11
Relaciobn momento-rotacion en los extremos del elemento.

m

A Deformacion
elastica
.

Rotacion
inelastica
(resorte rotacional)

> 0

Nota: fuente adaptada de Giberson (1967)

La rigidez del resorte rotacional inelastico, por lo general, es definida bajo
la suposicion de una distribucion asimétrica del momento a lo largo del elemento
y que el punto de inflexion se ubica en la mitad del mismo. Esta suposicién es
una simplificacién del modelo, debido a que la rotacion de los extremos del
elemento debe depender de la distribucion de la curvatura a lo largo del
elemento. En el ejemplo siguiente, el caso | muestra una distribucion de
curvatura con el punto de inflexién supuesto a la mitad del elemento; en el caso
Il el punto de inflexidon se ubica en un extremo del elemento, ver Figura 2.12. En
este segundo caso la rotacion inelastica, debida a la demanda sismica, es mayor
que la del caso |. Este ejemplo muestra que, con el modelo de una componente,

las secciones criticas no siempre se representan adecuadamente.
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Suko y Adams (1971), sugieren que durante un terremoto la localizacién
inicial del punto de inflexidon no difiere mucho de la ubicacion inicial elastica. Sin
embargo, cuando se desarrolla la fluencia en un extremo, el momento en el otro
extremo debe aumentar para resistir un esfuerzo mayor, lo cual mueve el punto
de inflexion al centro del elemento. Al mismo tiempo, se inicia una gran
concentracion de rotacion cerca de la seccion critica.

A pesar de las criticas razonables a modelos simples, se ha observado
que con los modelos de una componente se han obtenido resultados
razonablemente buenos en edificios de poca altura, en los que el punto de

inflexién ocurre aproximadamente a la mitad de la altura de columnas.

Figura 2.12
Rotacion inelastica en extremos para diferente distribucion de momento.

Caso I1

otacion ineldstica Caso I

Rotacion ineldstica Caso I1

b) Distribucion de rotacion inelastica

Nota: fuente adaptada de Otani (2006)

2.5.2 Modelo de doble componente y multi-componente

En un esfuerzo por realizar analisis inelasticos de pérticos planos en el

intervalo inelastico de comportamiento, bajo acciones sismicas, Clough et al.
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(1965) propusieron un modelo de doble componente, ver Figura 2.13.a, que
consiste en dividir en dos elementos paralelos imaginarios; el primer elemento,
con comportamiento elastoplastico, sirve para representar el fendbmeno de
fluencia, y el segundo es un elemento totalmente elastico, que sirve para
representar el comportamiento con endurecimiento por deformacién. La suma de
la rigidez flexional de ambos elementos es igual a la rigidez inicial elastica a
flexion, El, ver Figura 2.13.b. Los dos elementos son conectados rigidamente en
ambos extremos; el momento en los extremos del elemento completo es la suma
de los momentos de los dos elementos. Cuando el momento en uno de los
extremos del elemento completo alcanza la fluencia, se coloca una roétula
plastica en el extremo del elemento elastoplastico, ver Figura 2.13.c. Al
descargar el extremo del elemento, con incursion en el intervalo inelastico, la
rétula plastica se retira del extremo en fluencia. La rotacion en los extremos del

elemento depende de ambos momentos de cada extremo.
Estos modelos fueron unicos en su tiempo, cuando se analizaban
porticos solamente para una condicion elastoplastica.

Figura 2.13
Modelo de doble componente.

(a) Elemento completo
[ 1-pEl]
\I/pEIJ
(b) Componentes del elemento

/4
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1

(c) Componente plastica y elastica del elemento

Nota: fuente adaptada de Clough et al. (1965)
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El comportamiento debido al endurecimiento por deformacién podia ser
representado por este modelo, ver Figura 2.14. En muchos casos puede ser
suficiente una representacién bilineal del comportamiento no lineal, como es el
caso de las vigas y columnas de concreto con relativa baja carga axial, es decir
deformacién neta mayor que 0.005; sin embargo, en casos donde se requiera
representar la degradacion de resistencia, en la etapa inelastica, como es el
caso de columnas con carga axial que produzca deformacion neta menor que
0.002, en tales casos este modelo no seria capaz de representar la tal
degradacion de resistencia que se presenta luego de alcanzar la resistencia a
flexion.

Figura 2.14
Modelo de doble componente.

Eleme"fq
" Elemento Il
Eleme“w !
> 0

Nota: fuente adaptada de Clough et al. (1965)

Aoyama y Sugano (1968) adaptaron el modelo de doble componente,
crearon un modelo de varias componentes, en el que emplearon cuatro
elementos en paralelo para tener en cuenta la fisuracion por flexion. Diferentes
momentos de fluencia en ambos extremos del elemento, ademas de considerar
endurecimiento por deformacion. La compatibilidad de la deformacion de los
componentes imaginarios era satisfecha solamente en los extremos, ver Figura
2.15.
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Figura 2.15
Modelo de varias componentes.
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(a) Elemento completo
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(b) Componentes plasticas y elasticas del elemento

Nota: fuente adaptada de Aoyama y Sugano (1968)

2.5.3 Modelo de flexibilidad distribuida

Debido al desarrollo de fisuras a lo largo de un elemento, la distribucion
de la rigidez a lo largo del mismo tiene una distribucidon no uniforme. Takizawa
(1973, 1976) desarrolld6 un modelo que supone un patrén prescrito de la
distribucion de la flexibilidad a flexion de las secciones transversales (reciproco

de la rigidez a flexion El) a lo largo de la longitud del elemento.

Se supone una distribucién parabdlica de la flexibilidad a flexion (1/EI(x))
en toda la longitud del elemento, dada en términos de dos valores conocidos en
los extremos, 1/EI(0) y 1/EI(L), ademas de un valor minimo intermedio
min{1/El(x)}. El punto de inflexién de dicha distribuciéon puede estar dentro o
fuera de la longitud del elemento. Las pequenas flexibilidades por flexién pueden
ser supuestas iguales a los valores elasticos iniciales. Para elementos con
momentos en los extremos, la flexibilidad por flexion en el extremo del elemento
puede ser evaluada sobre la base de una relacion momento-curvatura. Ver
Figura 2.16.
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Figura 2.16
Modelo de flexibilidad distribuida.
Parabola
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Nota: fuente adaptada de Takizawa (1973)

El método descrito es un concepto interesante en el analisis de
elementos inelasticos. Sin embargo, algunas veces la distribucion parabdlica de
la flexibilidad no describe la concentracion de deformacién en la seccion critica,
lo cual normalmente ocurre en los extremos de los elementos, debido a la
fluencia por flexién y la deformacion atribuible al deslizamiento del refuerzo
longitudinal en la conexion viga-columna. El empleo de resortes inelasticos en
estas zonas de concentracion de deformaciones en conjunto con los modelos

descritos puede dar soluciones utiles.

2.5.4 Modelo de resortes rotacionales discretos

Con la finalidad de superar la dificultad en el tratamiento de rigidez
variable, a lo largo de un elemento, es posible sub-dividir dicho elemento en
segmentos cortos a lo largo de la longitud y asignar las caracteristicas de rigidez
no lineales a cada segmento. La rigidez no lineal puede ser asignada dentro de
un segmento, o a los resortes rotacionales flexibles, ubicados en la conexién de
dos segmentos adyacentes. Un modelo simplificado para el analisis no lineal fue
basado en segmentos rigidos conectados por resortes rotacionales, ver Figura
2.17, con flexibilidad f, el cual fue presentado por Wen y Janssen (1965) para el
analisis no lineal de pérticos planos, los cuales consistian en segmentos con
comportamiento elastoplastico. La flexibilidad y la masa de los elementos fueron
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concentradas en los nudos que conectan a los segmentos. Powell (1975) sugirio
emplear un modelo de histéresis con rigidez degradante para los resortes
rotacionales, ademas de emplear segmentos mas cortos en la zona de mayores
momentos flectores y segmentos mas largos en zonas de menor momento
flector.

Los giros y los momentos, incrementales, se relacionan en términos de la
matriz de flexibilidad de un elemento simplemente apoyado consistente de

segmentos rigidos y resortes rotacionales en los nudos internos.

Figura 2.17
Modelo de elementos discretos por resortes rotacionales y segmentos rigidos.
y
resorte rotacional m
( . elemento rigido B
resorte 1 / B
C o= o x
m, Xi

L

m(x,)

Nota: fuente adaptada de Wen y Janssen (1965)

2.5.4 Modelo de elementos discretos de tipo segmentales

El elemento es dividido en segmentos pequefios o dovelas, cada
segmento "i” con una rigidez a flexiéon El; que varia con la historia de esfuerzos
del segmento, ver Figura 2.18. La variacion de la rigidez a lo largo del elemento,
entre los extremos A y B, puede ser facilmente formulada con este modelo en

funcién de la rigidez a flexion estimada para cada segmento.
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Figura 2.18
Modelo de elementos discretos por dovelas.

A 1 2 i e e n B

Nota: fuente adaptada de Otani (2006)

El elemento es subdividido en (n+1) elementos; en el que el i-ésimo
elemento tiene una rigidez a flexion uniforme, El;, y una longitud, Ax;. Es posible
emplear un sistema de coordenadas locales en cada dovela en comun para todo
el elemento, ver Figura 2.19. A continuacion se indica la matriz de rigidez para
cada elemento, "i", en el sistema de coordenadas locales comun, ver Ecuacion
2.26.

Figura 2.19
Coordenadas locales de una dovela.

y
ApyZ

El , EA,
Ap. /P\ } @ @;_ \ Ap., X
\\V elemento ""i"" \/Amzz

Am_,; Ap,,

Ax;

Nota: fuente adaptada de Otani (2006)

En cada nudo estan conectados dos elementos de la barra, se emplea
las condiciones de compatibilidad de desplazamientos y el equilibrio de las
fuerzas en los extremos de cada dovela, ver Figura 2.20. Se puede formular un
sistema de ecuaciones que representan la matriz de rigidez del elemento [k], el

vector de fuerza incremental {Ap} y el vector de desplazamientos incrementales

{Ad]).
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Figura 2.20
Compatibilidad y equilibrio de nudos.

{Apz},o {A dz}; {AP1},~+13 {A dl}i+ ;

®

elemento "'i" elemento "i+1"

Nota: fuente adaptada de Otani (2006)

En el analisis no lineal se supone que para pequefos incrementos de
fuerzas la rigidez se mantiene constante; sin embargo, esta suposicion lleva a
que se produzca un desequilibrio en las fuerzas internas, las mismas que son
funcién de alguna relacion constitutiva no lineal del material. La correccion de
las fuerzas desequilibradas se realiza mediante la aplicacion de una fuerza
imaginaria externa, {Ap’j+}. Esto es normalmente empleado para corregir las
fuerzas desequilibradas en el elemento, de acuerdo con la relacién constitutiva
correspondiente, ver Figura 2.21.

Figura 2.21
Correccién de fuerzas desequilibradas.

Nota: fuente adaptada de Otani (2006)

La fuerza incremental, {AFj+1}, se calcula mediante la ecuacion siguiente.

{AFJH} :I:kj:I{ADjH}_{Ap;H} (2.23)
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La condensacion estatica de las fuerzas desbalanceadas en los nudos
intermedios {Ap"i} dentro de un elemento y las correspondientes de los extremos
{Ap’s} se llevan a cabo mediante procedimientos habituales, con algunos

términos adicionales en el proceso de la condensacion.

2.5.5 Modelo multi-resorte

Un modelo analitico apropiado para realizar analisis tridimensional bajo
acciones bidireccionales horizontales y verticales del sismo, seria el planteado
por Lai et al. (1984), denominado multi-resorte, MS, ver Figura 2.22. Este modelo
puede simular el comportamiento de columnas de concreto armado bajo carga
axial variable y cargas laterales bidireccionales reversibles. Una columna puede
ser modelada con un elemento lineal con longitud igual a la altura libre y dos
elementos multi-resorte de longitud cero en los extremos del elemento lineal. El
elemento multi-resorte modela de forma similar que el modelo laminar (fibras),
pero la seccidon no es dividida en varios elementos; las propiedades de la seccién
transversal son representadas por cuatro resortes para modelar el acero y cinco
resortes para el concreto. Todas las deformaciones por flexion se han supuesto
concentradas en los elementos multi-resorte localizados en los extremos de los
elementos (modelos de una componente).

Figura 2.22
Modelo multi-resorte.

z

Componente “
Ineldstica c
X
Componente ® Ac A, ®
Eldstica b z
_— oS | |
©A, } A
C . o e Resorte concreto
In"e'Zﬂf,-'Z" ¢ ¢ ® Resorte concreto + acero
B
(a) Elemento columna (b) Seccién (c) Resortes

Nota: fuente adaptada de Lai et al. (1984)

Modelo de Elementos Discretos de Barras para el Analisis No-lineal de Estructuras de Concreto Armado
Miguel Angel Torres Matos 27



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
Facultad de Ingenieria Civil Capitulo Il. Marco teérico y conceptual

2.5.6 Modelo de fibras

El elemento es dividido en segmentos pequefios y a su vez estos
segmentos son subdivididos en elementos mas pequefios. En los bordes de las
secciones adyacentes se considera valida la hipotesis de Bernoulli, de las
secciones planas permanecen planas después de la deformacién, con las que se
formulan las condiciones cinematicas. La rotacién alrededor de dos ejes y la
elongacion del centroide son representadas por los grados de libertad de la
seccion. Estos modelos son denominados "modelos de fibra" y son empleados
para representar el comportamiento por flexién de los elementos. Ver Figura

2.23. Normalmente las deformaciones por cortante son ignoradas en esta

formulacion.
Figura 2.23
Modelo de fibras para un elemento de concreto armado.
y
fibra i
Ai’ mat;
i=1l.n Z.

Acero de refuerzo mR

<
\N
~
T~

L

Concreto
Confinado

Nota: fuente adaptada de Otani (2006)

La matriz de rigidez tangente de un elemento, sin carga intermedia, esta
relacionada con las fuerzas y desplazamientos de los extremos mediante la

expresion siguiente.
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Am, AG,
_ t
Amy, p=[ K, |1 A6, (2.24)
Ap 4 Ae,p

Donde la matriz de rigidez del elemento, [K;], se obtiene mediante la

integracion de la matriz de rigidez tangente de la seccion [Kﬂ en toda la

longitud del elemento, segun la expresion siguiente.
[K,’n]= I B(x)T[Ki ] B(x) dx (2.25)

Donde B(x) es la matriz que relaciona el vector generalizado de
incrementos de deformacion, en una seccion cualquiera del elemento, con el

vector de incrementos de desplazamiento en los extremos del elemento.

Ag(x) = B(x) A (2.26)

2.6 Propiedades mecanicas de los materiales

El comportamiento mecanico de los materiales puede ser representado
mediante curvas esfuerzo-deformacion. En este acapite se revisan modelos
propuestos por diversos investigadores para el concreto y para el acero de

refuerzo.

Refiriéndose al concreto en un estado de esfuerzos uniaxial, se hace
mencion a algunos de los modelos mas empleados, como el de Hognestad
(1951), Desayi y Krishnan (1964), Kent y Park (1971), Mander et al. (1988), por
mencionar algunos de ellos.

Por otra parte, para la curva correspondiente al acero, ademas del
modelo elastoplastico o bilineal, existen modelos que representan el
endurecimiento por deformacion inelastica del acero. Algunos de los modelos
considerados son el de Mander (1984), Dodd y Restrepo (1995).

2.6.1 Curva esfuerzo-deformacion para el concreto

Los modelos para representar el concreto simple o no confinado se

iniciaron con Suenson (1912), quien planteé un bloque rectangular de esfuerzos
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similar al propuesto por Whitney (1937). Posteriormente se desarrollaron
modelos que mostraban una mayor similitud con los resultados experimentales.
Algunos de los mas representativos fueron el propuesto por Hognestad (1951), y
posteriormente el de Desayi y Krishnan (1964), Kent y Park (1971), entre otros.

El modelo propuesto por Hognestad (1951) esta formado por dos curvas.
La primera es una pardbola de segundo grado, ver Ecuacién 2.27, que
representa la parte inicial de la curva, correspondiente al comportamiento
elastico e inicio del intervalo de comportamiento inelastico, hasta un esfuerzo de
0.85fc.. Desde ese punto la rama descendente es una recta con pendiente
negativa que muestra una pérdida de la resistencia igual a 0.15f"; Ver Figura

2.24.

2
fo=1" 25—0{8—2] (2.27)
Donde:
f,"=0.85f’ (2.27.1)
g =2"1E, (2.27.2)
Figura 2.24

Modelo esfuerzo-deformacién para el concreto a compresién segun Hognestad
(1951).

C= A’, € fc ”
Parabola A
T : Far=ousrl
(‘\g N : |
%) “:‘: ! ho€y —
o) D I I
¢ N :
~ £, v !
VA |
V4o |
Il !
€,=2F /E. €,=3.8 %o

Stroirr, €. —=

Nota: fuente adaptada de Hognestad (1951)
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El modelo de Desayi y Krishnan (1964) es representado por una sola
ecuacioén, Ecuacion 2.28, que muestra el comportamiento en todo el intervalo

desde la etapa elastica inicial hasta la etapa inelastica.

&
f=E|—= (2.28)
1+ —
A
Donde & = 15 (2.28.1)

Una generalizacion del modelo de Hognestand (1951) fue el propuesto
por Kent y Park (1971), que ademas presenta un modelo para el concreto
confinado, con cierta deficiencia, el cual, en una primera version, no incluyé el
efecto del confinamiento en el incremento de resistencia del concreto, Ecuacion

2.29. Este modelo reemplaza el parametro, f;, por la resistencia a compresion

del concreto, f, y considera que la deformacién asociada a la resistencia, &;, es

igual a 0.002. Ver Figura 2.25.

, &
f,=Ff12—=1— (2.29)
80 gO

Para la rama descendente se emplea una recta similar a la del modelo

original.
@:gﬁ—z@—%ﬂ 230)
705
Donde: Es0u ~ 4o (2.30.1)
3+0.29F

€500 = 24571000
145721000 (¢cenmpa)  (2302)
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Figura 2.25
Modelo esfuerzo-deformacién para el concreto a compresién segun Kent y Park
(1971).

CONCRETO NO CONFINADO

()

CONCRETO CONFINADO

0.5f | of — — 4 — — — — 2 €
' [ |
' | |

, ' | |

o2f - — 1 _ N =
' [ [
' | | :
| L L >

£,=0.002 Es0u €soc E20c

Nota: fuente adaptada de Kent 'y Park (1971)

Para representar la curva del concreto confinado diversos investigadores
demostraron que la relacién entre la resistencia del concreto confinado y la
correspondiente deformacion longitudinal es funcion de una presion de tipo

hidrostatica, mediante ecuaciones del tipo siguiente:

foe =10 + K (2.31)

cc

f

/

Eee = 0| 11Ky 25 (2.32)

Donde:
fec: Esfuerzo maximo del concreto, bajo presién de confinamiento hidrostatico f;.

gc. Deformacion maxima del concreto bajo presion de confinamiento

hidrostatico fi.
fe : Esfuerzo del concreto sin confinar.
€co. Deformacion del concreto sin confinar.
fi : Presion de confinamiento hidrostatico.

k1 y ko: coeficientes que son funcion de la mezcla de concreto y la presion lateral.
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Richart (1928), encontr6 experimentalmente los valores promedio de ki
igual a 4.1 y k2 igual a 5ki. Posteriormente Balmer (1949) obtuvo para ks un
intervalo de variacién entre 4.5 y 7.0, con un promedio de ki igual a 5.6; los
valores elevados ocurren a presiones laterales inferiores. Por otro lado, Richart
(1928) encontré que la resistencia del concreto con presion lateral activa de
confinamiento (fluido) o de tipo hidrostatico, fue similar a la observada en
probetas de concreto con confinamiento pasivo de espirales con espaciamiento

cercano.

Las investigaciones realizadas por Mander (1984), Scott (1982), Sheikh y
Uzumeri (1980), Vellenas et al. (1977), mediante numerosos ensayos con
especimenes de tamano real, han demostrado que el confinamiento mejora el

comportamiento del concreto si:
a) Elrefuerzo transversal es ubicado a espaciamientos relativamente cercanos.

b) Se tienen estribos adicionales superpuestos o ganchos con muchos brazos

que crucen la seccion.
c) Las barras longitudinales estan bien distribuidas alrededor del perimetro.

d) La relacion entre el volumen del refuerzo transversal y el volumen del nucleo

del concreto o el esfuerzo de fluencia del acero transversal se incrementan.

e) Se emplean espirales o estribos circulares en lugar de estribos

rectangulares y ganchos suplementarios.

Las primeras investigaciones del comportamiento de concreto confinado
fueron llevadas a cabo a escalas relativamente pequefas, con especimenes
cargados concéntricamente, a tasas de deformacion cuasi estaticas. El modelo
de esfuerzo-deformacién de Kent y Park (1971) para concreto confinado
mediante refuerzo transversal rectangular fue basado en los resultados de los
ensayos de Roy y Sozen (1969) y otros disponibles en ese momento. Ese primer
modelo no tenia en cuenta el incremento de la resistencia del concreto, pero si el
incremento de la ductilidad debido al acero de confinamiento. Posteriormente
Scott (1982) y Park (1982) ensayaron especimenes a escala real y modificaron
las ecuaciones esfuerzo-deformacion de Kent y Park (1971). En el nuevo modelo

tomaron en cuenta la resistencia del concreto y la mayor ductilidad debida al
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confinamiento, ademas del efecto de la velocidad de deformacién. Una de las
primeras ecuaciones esfuerzo-deformacion para concreto confinado mediante
refuerzo transversal tipo espiral fue propuesta por Park y Leslie (1974). Ver
Figura 2.26.

Figura 2.26
Modelo esfuerzo-deformacion del concreto confinado.
6 4 LA Lo
2
i K1 %
C 085K
a5
0.3K1C) 03Kf!
0.2, ffme
, 5 ; | X
8.:0 Ecc 820(: EC Ea EO.JK 8( EJ] E:Z E-’SS Ec

(a) Park y Leslie (1974) (b) Vallenas, Bertero y Popov (1977)  (C) Sheikh y Uzumeri (1980)

Nota: fuente adaptada de Kent y Leslie (1974), Vallenas et al. (1977) y Sheik y Uzumeri(1980)

La resistencia a la flexion y la ductilidad de las secciones de concreto
confinado, calculadas con las ecuaciones esfuerzo-deformaciéon mencionadas,
muestran diferencias relativamente importantes. En particular las ecuaciones se
agrupan en aquellas aplicables a formas rectangulares de confinamiento y otras

aplicables a formas circulares.

Es evidente que se requiere de una aproximacion unificada aplicable a
todas las secciones, con refuerzos transversales, circulares y rectangulares, que

también incluyan los efectos de cargas ciclicas y velocidad de deformacion.

La Figura 2.27 muestra dos curvas. La curva del concreto no confinado
es la que representa tipicamente a las curvas descritas por las probetas de
concreto simple, obtenidas en ensayos. La otra curva representa al concreto
confinado, segun el modelo de Kent y Park modificado (1982); por lo general
muestra un incremento de la resistencia y de manera mas notoria un incremento
en la capacidad de deformacion, que son funcién del detallado de refuerzo de

confinamiento dado por el espaciamiento y la configuracién de los estribos.
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Figura 2.27
Modelo esfuerzo-deformaciéon, Kent y Park modificado, para el concreto a
compresion, seqgun Kent y Park (1982).
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Nota: fuente adaptada de Kent y Park (1982),

Mander (1984) propuso una aproximacion unificada para formas
circulares y rectangulares, basada en la ecuacién propuesta por Popovic (1973).
Para una lenta (cuasi estatica) velocidad de deformacion y carga monotdnica, el

esfuerzo de compresion del concreto esta dado por:

= f'CCX/‘ 2.33
“or-1+x’ (2:33)
1+5 M 1
E =& -
cc o f'co (234)
Donde :
&

— c P . . . .
X = es un parametro adimensional que relaciona las deformaciones

cc

f.. €S la resistencia a compresion del concreto confinado

€, es la deformacion de concreto comprimido

fewo Y €0, la resistencia del concreto sin confinar y su correspondiente

deformacién (generalmente se supone g igual a 0.002), y
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E
I =

T E (2.35)

Donde, £, el modulo de elasticidad tangente del concreto y el modulo

secante
E.=—"% (2.36)

Para definir el comportamiento esfuerzo deformacion del recubrimiento
del concreto (fuera del nucleo del concreto confinado) en la rama descendente,
region donde &; es mayor que 2go, se supone que es una linea recta que alcanza
el esfuerzo igual a cero cuando se desprende el concreto a una deformacién

igual a esp. Ver Figura 2.28.

Figura 2.28
Modelo esfuerzo-deformacién para el concreto, para el concreto confinado y no
confinado, segun Mander (1988).

Primera fractura del estribo

Esfuerzo de compresion, f;

Ecu

Nota: fuente adaptada de Mander (1988),

El modelo de Mander (1988) emplea un enfoque similar al utilizado por
Sheikh y Usumeri (1980) para determinar la presion de confinamiento lateral
efectiva de la seccidén de concreto. La presion lateral maxima de confinamiento

del acero de confinamiento es eficiente en el nucleo del concreto, donde el
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esfuerzo del concreto se desarrolla debido al confinamiento. La Figura 2.29

muestra la accidn de arco parabdlico que se supone ocurre entre los niveles de

refuerzo transversal

rectangulares con estribos y ganchos.

Figura 2.29

Nucleo efectivamente confinado, Mander (1988).
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Nota: fuente adaptada de Mander (1988),
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La presion de confinamiento lateral efectiva ;" , se calcula mediante la
expresion.
=k 1, (2.37)
Donde:

f,:es la presion lateral del refuerzo transversal, que se supone

distribuida uniformemente sobre la superficie del nucleo de concreto.

ke: es el coeficiente de efectividad del confinamiento, definido
mediante:
A
k,=—= (2.38)
° ACC
Donde:

Aec: el area del nucleo de concreto efectivamente confinado.
Acc: el area del nucleo de concreto.
El coeficiente de efectividad del confinamiento para secciones con

estribos circulares.
2d (2.39)

De manera similar, para secciones con espirales circulares.
sl
1-°
24, (2.40)
1-p,
Ahora en secciones circulares, si ps es la relacion entre el volumen de
acero de confinamiento transversal y el volumen de nucleo de concreto

confinado.

p,=—>2 (2.41)
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El esfuerzo de confinamiento lateral efectivo sobre el concreto es:

.1
f; = Ekeps fyh (242)

Donde: fy, es el esfuerzo de fluencia de la armadura transversal.

En el caso de secciones rectangulares, el coeficiente de efectividad del

confinamiento para estribos rectangulares es:

'

= 6b.d. 2b, 2d, (2.43)
1-p,

n 12 '
I_Z(W[ ) -5 1_.S
k =

e

Es posible que los elementos rectangulares de concreto armado tengan
diferentes cantidades de acero de confinamiento transversal en las direcciones X

e Y. Entonces las cuantias de refuerzo transversal en cada direccidn se calculan

mediante:
—_ ASX
Py = sa’c y (2.44)
Asy
P, = sbc (2.45)
Donde:

Asx Yy Asy, son el area total de las barras transversales en las direcciones

X e Y, respectivamente.

Los esfuerzos de confinamiento laterales efectivos en las direcciones X e

Y son:

f,=k.p,ft, (2.46)

f;x = kepryh (247)

Los esfuerzos principales f'11 y f'2, se calculan en funcion a f'ix y 'y, ver

Figura 2.30. Para mayores detalles consultar la investigacion de Mander (1984).
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Cuando el nucleo de concreto confinado se coloca en compresion triaxial
con esfuerzos de confinamiento laterales efectivos iguales f; de espirales o
estribos circulares, se puede demostrar, mediante modelos de plasticidad para

materiales como el concreto, que la resistencia a la compresion confinada es:

7.94f, _2L

o=/ -1.254+2.254 1+ (2.48)

En el caso de secciones rectangulares, cuando se tiene una presién
lateral de confinamiento, en ambas direcciones, puede calcularse el valor de la
resistencia a compresion confinada, f., con ayuda del modelo propuesto por
Schickert y Winkler (1977). Para calcular la superficie ultima de esfuerzos,
Mander (1988) obtuvo una grafica, basada en este modelo de plasticidad, para el

caso de secciones rectangulares cualquiera.

Figura 2.30
Curvas de esfuerzos de confinamiento lateral y la resistencia de confinamiento

en secciones rectangulares, Mander (1988).
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Nota: fuente adaptada de Mander (1988),

Por otro lado, Paulay y Priestley (1992) propusieron el limite de
deformacion maxima del concreto confinado, asociado a la fractura de los

estribos que confinan la seccién, al que denominaron la deformacion ultima de
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compresion para el concreto confinado, calculada mediante la expresion

siguiente.

1 '4ps-f:vh gsu

cc

£, =0.004+ (2.49)

Donde:
P, es la cuantia volumétrica (2= P+ Py)

¢, es la deformacion asociada a la resistencia en traccion del acero

Los valores tipicos de esta deformacion varian entre 0.012 a 0.05, lo que
es de 4 a 16 veces mayor que los valores tipicos supuestos para el concreto no

confinado.

2.6.2 Curva esfuerzo-deformacion para el acero

La curva esfuerzo deformacién del acero bajo la accion de cargas
monoténicas de traccion, tiene zonas definidas de comportamiento. La Figura
2.31 muestra una curva adimensional tipica para el acero corrugado, en la que
se identifica tres zonas, la primera de comportamiento elastico con pendiente
constante, la segunda donde se presentan las deformaciones plasticas y una
tercera zona donde se desarrolla el endurecimiento por deformacion inelastica
del acero. En la determinacion de esta curva esfuerzo deformacién se ha
considerado la definicion "ingenieril" de las coordenadas que definen la
deformacioén unitaria y el esfuerzo, lo cual significa que la seccién transversal de
la barra de acero ensayada se ha supuesto constante y que la distribucién de la
deformacioén unitaria es constante en toda la longitud de la barra. Estas hipotesis
no son estrictamente correctas debido a que la seccién de la barra no
permanece constante y la deformacién unitaria tiene una distribucién no uniforme
en la longitud de la barra; con estas consideraciones las coordenadas definidas
asi para el esfuerzo y la deformacién se denominan espacio de coordenadas

"naturales".
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Figura 2. 31
Curva esfuerzo deformacién experimental adimensional, del acero.
2
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Nota: fuente adaptada de Torres (2013),

Generalmente la curva del acero es descrita con la curva en traccién de
la misma, sin mencionarse la definicion empleada para su determinacion.
Ademas se considera que la curva en compresiéon es igual a la descrita para
cargas monotonicas en traccion, lo cual no es estrictamente correcto si se
emplea la definicion en el espacio de coordenadas del tipo "ingenieril". Sin
embargo, si se emplea la definicibn mas estrictamente cercana a lo observado
de forma experimental, el espacio de coordenadas "naturales", la curva de
compresion y de traccion deben ser iguales. Con esta premisa es posible
relacionar la curva de traccidén con la curva en compresion en el espacio de

coordenadas de tipo "ingenieril".

La Figura 2.32 muestra la descripcion de la curva virgen en compresion y
traccion para el acero de refuerzo corrugado, descrita en coordenadas de tipo
"ingenieril".

En la etapa elastica los esfuerzos, fs, puede ser calculado mediante una

relacion lineal con las deformaciones del material, s, y el médulo de Young, Es.
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f,=E, &, (2.50)
0< ¢, <¢, (en traccién)

€,. < €, <0 (en compresion)

En la etapa plastica el esfuerzo, fs, es igual al esfuerzo de fluencia del
material

f, = fy (en traccion) (2.51)
€, S &, &,
f, = fyc (en compresion) (2.52)

Figura 2.32
Curva esfuerzo deformacion del acero, en tracciéon y compresion, en
coordenadas de tipo “ingenieril’.

fs
(feurd

(Sshll fshl)

1
1
|
|
|
: : 8y Esh Esy

™

Nota: fuente adaptada de Mander (1984),

El modelo propuesto por Mander (1984) para describir el comportamiento
del acero en la etapa de endurecimiento por deformacién es descrito en términos

de los parametros que describen el comportamiento en traccién del acero, el
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esfuerzo de fluencia, fy, la resistencia a traccion, fs, la deformacion ultima, &gy, la

deformacion al inicio del endurecimiento, esn, €l parametro P.

fo=tut (= L) 7 — (2.53)

P
gsu B gS
gsu - gsh

< ¢

85/7 < 85 - su

El médulo al inicio del endurecimiento por deformacion, Esn, fue definido

mediante la expresion siguiente.

f
£, =%

4 (2.54)

Mander (1984) propuso el calculo del parametro P en funciéon del médulo
al inicio del endurecimiento por deformacion, Esn; sin embargo, los valores que
se obtienen mediante esta expresién muestran una gran variabilidad, por lo que

no es recomendable su empleo.

E —&
P = Esh > -
S =1,

Alternativamente, es posible calcular el parametro P en funcion a valores

(2.55)

experimentales en la zona de endurecimiento por deformacién de esfuerzo y
deformacion, fsh1 Y &sh1; respectivamente. El valor del parametro P se obtendria

mediante la expresién siguiente:

Ll’l .fsu - f;hl

pe NSuohy) (2.56)

Ln Eu ~ Ean

Eu ~Ean
La curva esfuerzo-deformacién del acero en compresiéon se puede
calcular en términos de los datos de la curva en traccion del acero, propuesto por
Dodd y Restrepo (1995). La Figura 2.33 muestra en el cuadrante positivo la
curva en traccion del acero, en coordenadas de tipo "ingenieril", propuesta por
Mander (1984) y la curva correspondiente en compresion, en el tercer cuadrante

con las ecuaciones propuestas por Dodd y Restrepo (1995).
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Los esfuerzos en compresion del acero se calculan mediante la

expresion:
fse = fs(1+&5)? (2.57)
y las deformaciones correspondientes en compresioén mediante:
&sc =&/(1+&) (2.58)

Figura 2. 33
Curva esfuerzo deformacion experimental del acero (1-1/47), en traccion y
compresion.
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Nota: fuente adaptada de Rodriguez y Botero (1996),

Dodd y Restrepo (1995) propusieron un modelo para predecir el
comportamiento ciclico del acero de refuerzo, a partir de la curva monotdnica en
traccion, calibrada para los aceros fabricados en Nueva Zelanda de los grados
300 y 430. El acero de grado 300, es un acero producido en Nueva Zelanda de
esfuerzo de fluencia nominal igual a 300 MPa, mientras que el acero de grado
430 es de esfuerzo de fluencia nominal igual a 430 MPa, es similar al acero

A615 de grado 60 producido en el pais.

Se ha demostrado que este modelo proporciona una buena prediccién

para pruebas experimentales con estos dos grados de acero.
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Los resultados analiticos que utilizaron para compararlos con este
modelo, se contrastan con las curvas esqueletales monoténicas desplazadas,
ver la Figura 2.34, donde se puede ver que el comportamiento esfuerzo-
deformaciéon ciclico se corresponde estrechamente con la curva monoténica

desplazada sobre la region de traccion (positiva).

Como la curva de esfuerzo-deformacion monotdnica en compresion se
toma como igual y opuesta a la curva esfuerzo-deformacién por traccion, la
diferencia entre la respuesta ciclica y la curva monoténica desplazada es algo

mayor.

Un analisis pseudociclico consiste en desplazar la curva monotoénica para
considerar, aproximadamente, la sobreresistencia por efecto de la accion de tipo
ciclica, descrita anteriormente.

Figura 2. 34

Curvas analiticas esfuerzo-deformacién, monotdnicas con desplazamiento y
ciclicas, del acero de refuerzo HD16.

2 800 T Esfuerzo
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Nota: fuente adaptada de Watson (1989).
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2.7 Diagramas momento-curvatura

Los diagramas momento curvatura permiten comprender el
comportamiento no lineal a nivel de seccion de los elementos de concreto
armado. A distintos niveles de curvatura se asocian momentos que
corresponden, por ejemplo, al agrietamiento de la seccion, la primera fluencia del
acero de refuerzo, el aplastamiento del concreto de recubrimiento, la
deformaciéon asociada al pandeo del refuerzo longitudinal, la fractura del acero

de confinamiento, o el aplastamiento del concreto confinado.

Los diagramas momento-curvatura son empleados en el analisis no lineal
para calcular las rotaciones y desplazamientos de los elementos asociados a
ciertos niveles de carga. Para el caso de cargas incrementales estaticas es
suficiente calcular el diagrama para cargas monoténicas; sin embargo, es de
interés que las deformaciones estén asociadas, ademas de las acciones
estaticas, a demandas de tipo sismicas y por consiguiente las limitaciones en la
capacidad de deformacion debe ser relacionada con la capacidad de
deformacién ante solicitaciones ciclicas. La Figura 2.35 muestra un diagrama
momento - curvatura tipico para una columna con relacién de carga axial
(P/Agf'’c) menor que 0.1, que es semejante al de una viga. El criterio para
determinar la curvatura ultima de la seccidén esta asociado principalmente al
pandeo del refuerzo principal de la seccion. Dicho criterio se establece con base
en la demanda de carga, la cual es de tipo ciclico cuando se consideran
acciones sismicas; sin embargo, existen otros criterios como el propuesto por
Paulay y Priestley (1992) de la deformacién ultima del concreto confinado, que

esta asociado a la fractura del refuerzo transversal.

La resistencia nominal a flexion esta generalmente asociada a una
deformacién del concreto igual a 0.003, para la fibra extrema en compresién de
la seccion. Se puede notar que las secciones tienen una capacidad de
deformacién de curvatura mayor que la asociada a la resistencia nominal,
siempre y cuando la seccién tenga suficiente confinamiento. Esta observacion da
indicio para considerar que es posible una redistribucion de momentos mayor

que la permitida por algunos reglamentos de disefio, como es el caso de la
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NTE EO060, que limita la redistribucién de momentos a un maximo de 20%. Como
se sabe, la redistribucion de momentos depende en gran medida de la
capacidad de deformacion inelastica de las secciones, en términos de ductilidad
de curvatura; entre mas ductilidad tenga la seccion podra haber una mayor
redistribucion de momento. La redistribucién estaria limitada por la condicion de
equilibrio estable del sistema en el intervalo de comportamiento inelastico.

Figura 2.35
Diagrama momento-curvatura adimensional de una seccion confinada de

concreto armado.
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La llamada hipétesis de Bernoulli simplifica el analisis y proporciona una
distribucion lineal de la deformacion longitudinal a lo alto de la secciéon con
deformacién nula en el eje neutro. La ubicacion del eje neutro de la seccién esta
determinada por el equilibrio de la fuerza axial que actua en la seccion. El
analisis se realiza bajo el sistema de coordenadas centroidales. La Figura 2.36

muestra la relacion entre la deformacién unitaria "¢" a una distancia "y" del
centroide para una curvatura determinada ¢.

La deformacién unitaria "¢" a una distancia "y" del centroide de la seccién
es escrita de la siguiente forma.

=g tyg (2.59)
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Figura 2.36
Relacion entre la distribucion de deformaciones unitarias y la curvatura.

g &Y

El momento y la fuerza axial resistente de la seccion en funcién de la
curvatura, ¢, y la deformacion centroidal, €o, escrita en términos de los esfuerzos
del concreto y el acero de refuerzo de la seccion, se basan en establecer el
equilibrio en la seccion. Teniendo en cuenta las coordenadas centroidales es
posible obtener las ecuaciones siguientes, para el momento y la fuerza axial,

respectivamente.

M(p,e,) = Lg SydA+ Y (1, = L)yl (2.60)

N(¢,€0)=IAgﬂdA+Z(ﬂi—fa)Asi (2.61)

En forma matricial, se establece la relacion entre las fuerzas
incrementales asociadas a los incrementos de deformaciones y curvaturas,

correspondientes a cada paso, de la siguiente forma.

oM (¢.e,) OM(4.¢,)

MM e | od oo |(ag
AN, (¢.¢,) - ON(¢,e,) ON(p.¢,) ||As,, (2.62)
o¢ og,

Las deformaciones y curvaturas, correspondientes del sucesivo paso, se
calculan mediante la ecuacion siguiente.

¢i+l ¢1 A¢z
. e + Ag (2.63)

0 i+l oi oi

Modelo de Elementos Discretos de Barras para el Analisis No-lineal de Estructuras de Concreto Armado
Miguel Angel Torres Matos 49



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
Facultad de Ingenieria Civil Capitulo Il. Marco teérico y conceptual

Las ecuaciones anteriores son una forma general de los desarrollos de
modelos de fibras y similares. Se describe el caso plano uUnicamente; sin

embargo, es posible su generalizacion para el caso de flexion biaxial.

2.7.1 Limitaciones para la capacidad de curvatura

Para establecer las limitaciones de la capacidad de curvatura de una
seccion, con fines de limitar el diagrama momento-curvatura, se ha tomado en
cuenta el criterio del pandeo de las barras longitudinales bajo acciones ciclicas,
de acuerdo con las investigaciones realizadas por Rodriguez et al. (1999) y las
de Kowalsky et al. (2015). En concordancia con esas investigaciones, basandose
en la deformacién asociada con el inicio del pandeo de la barra longitudinal,

Rodriguez sugiere emplear las expresiones siguientes:

0.06 si L Py
b
11— =
£ = —db sio 2<| 2 |<8 2 64
r 150 \d, ) (2.64)
0.02 si Sls8
b

Donde: s/dy es la relacion de esbeltez de la barra de acero, en términos
del espaciamiento entre centro de estribos, s, y el didametro de la barra principal,

db.

De acuerdo con la propuesta de Rodriguez et al. (1999) la deformacion

.
de pandeo, ¢,, con las deformaciones del acero en traccion y compresion se

calcula con la ecuacion siguiente.

£, =&y F|é

st

(2.65)
De acuerdo con la distribuciéon de deformaciones, ver Figura 2.37, la

curvatura maxima, ¢p , estaria dada por
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gst + |gsc
vh

9, = (2.66)

Con base en lo anterior, la curvatura estaria limitada a un valor maximo,

¢p, asociada a la deformacion de pandeo,¢,. La relacién entre estos

parametros seria de acuerdo a la expresion siguiente.
¢, =—" (2.67)

Figura 2. 37
Relacion entre la distribucién de deformaciones unitarias y la curvatura maxima
asociada al pandeo del acero longitudinal.
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st
Otro criterio a seguir es la consideracién de la maxima deformacion del
concreto confinado propuesta por Paulay y Priestley (1992) asociada a la
fractura de los estribos que confinan la seccion, como descrito anteriormente, ver

la Ecuacion 2.49.

Un limite superior practico es considerar la maxima deformacion de
pandeo igual a 0.06, como sugiere la Ecuacion 2.64. Este limite practico puede
relacionarse como la mitad de la deformacion ultima, Y2 es, para varillas con

deformacion ultima, &g, igual a 0.12.

2.7.2 Relaciones momento-curvatura de tipo ciclica y pseudo-ciclica

La carga ciclica-reversible en una seccidon rectangular de concreto
armado, bajo comportamiento predominante a flexién, puede conducir a
esfuerzos en el acero de refuerzo longitudinal mayores que los que se tendrian
en pruebas experimentales monotonicas de traccion o compresién. Debido al

efecto Bauschinger y al endurecimiento por deformacion, la traccién desarrollada
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en el acero a una deformacién dada, en una seccion cargada ciclicamente,
puede ser mayor que la traccion dada por la respuesta esfuerzo-deformacion
monotdnica a la misma deformacién, si el eje neutro estd a una profundidad
cercana al eje centroidal de la seccion. La carga ciclica también influye en el
comportamiento esfuerzo-deformacion del concreto confinado, aunque es
razonable suponer que la curva monotdnica formara una envolvente a la

respuesta esfuerzo-deformacién de la carga ciclica.

También se puede suponer que la curva monotdnica, esfuerzo-
deformacién, del acero es una curva esqueletal para la respuesta de la carga
ciclica. Al cambiar el origen de la curva monotdnica para que se tenga en cuenta

el historial de carga ciclica.

Los analisis ciclicos momento-curvatura pueden realizarse incorporando
las relaciones ciclicas esfuerzo-deformacion tanto para el concreto como para el
acero. El analisis momento-curvatura se realiza de manera similar al especificar
el historial de deformacién para la fibra de compresién extrema, estableciendo el
equilibrio de las fuerzas internas y externas mediante la determinacién de las
tensiones en el concreto y el acero a partir de sus respectivas relaciones

esfuerzo-deformacion, de tipo ciclicas.

Para modelar los efectos de la carga ciclica, en la mejora de la
resistencia a la flexion de una seccion, se puede considerar los resultados de un

analisis momento-curvatura pseudociclico.

La relacién tension-deformacion del acero propuesta por Mander (1984),
por simplicidad, se puede utilizar suponiendo que el comportamiento en

compresion es igual y opuesto al comportamiento a la traccion.

Para tener en cuenta el aumento de la tensién debido al efecto
Bauschinger y el endurecimiento por deformacion, el origen de la relacion
monotdnica tension-deformacion se puede desplazar en una cantidad

correspondiente a la deformacion plastica residual que queda en la barra.
Bajo inversiones de carga ciclica, el acero del extremo a traccion esta
sujeto a tensiones de compresion durante el ciclo invertido. Al suponer que en el

ciclo inverso es el mismo esfuerzo del acero en compresiéon que el del ciclo
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original, el acero en traccién se descargara del esfuerzo alcanzado durante el
ciclo original y estara sujeto al esfuerzo de compresion resultante del perfil de
esfuerzo del ciclo inverso. Esto se ilustra en la Figura 2.38.a con el perfil de

deformacién para el ciclo original e inverso que se muestra.

Se supone que la descarga de la traccion es lineal, con una pendiente
equivalente al médulo elastico inicial del acero. La curva monoténica solo cambia
si las tensiones en el acero, por la carga durante el primer ciclo, han excedido la
tension de fluencia. Una vez que se ha excedido el limite elastico, se evalua el
limite residual restante en el acero y se agrega al limite resultante de un ciclo
equivalente en la direccion inversa. Luego, el acero se somete a una tensién de
compresion que se alcanza siguiendo la relacion monotdnica de compresion del
acero, que se ha compensado por la cantidad de tensién residual que queda en

el acero después del primer ciclo.

El desplazamiento del origen de las curvas monotdnicas, de tensién-
deformacion, en una cantidad equivalente a la deformacion plastica residual en
el acero, después de la descarga, determina la deformacion pseudociclica. Esta
es una aproximacion de las deformaciones logradas en el refuerzo como

resultado de la carga ciclica.

Al incorporar relaciones esfuerzo-deformacién pseudociclicas, para el
refuerzo longitudinal en una seccion de columna, los efectos de la respuesta
ciclica del acero longitudinal se pueden incluir en un analisis de momento-
curvatura. Este analisis de momento-curvatura, pseudociclico, que evalua los
esfuerzos en el refuerzo longitudinal utilizando las tensiones pseudociclicas,
proporciona una buena aproximacion del aumento de la resistencia a la flexion

que resulta de la carga ciclica de la seccion.
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Figura 2. 38

Capitulo Il. Marco teérico y conceptual

Distribucion de deformaciones de una seccion y la curva esfuerzo-deformacion

monotdnica y pseudociclica.
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(b) Curvas esfuerzo-deformacién monotdénicas y pseudo ciclicas del acero

Nota: fuente adaptada de Restrepo y Rodriguez (2013).
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Capitulo Ill. Analisis estatico no lineal con cargas

monotonicas

3.1. Procedimiento numérico para el analisis no lineal estatico incremental

El procedimiento numérico para el analisis estatico incremental no lineal
es similar al empleado en los procedimientos convencionales de analisis
estructural para el caso lineal, en el que se ensambla una matriz de rigidez de
toda la estructura y un vector de fuerzas. Sin embargo, para el caso no lineal se
emplean incrementos del vector de fuerzas, lo que lleva a obtener los
correspondientes incrementos de desplazamiento. Es posible emplear distintos
esquemas para la solucion numérica del problema no-lineal. En esta
investigacion se empled una variante del método de Newton-Raphson.

El método planteado para realizar el analisis no-lineal se basa en el
empleo de elementos discretos de barras. Una opcidon consiste en que los
elementos de barras de la estructura se subdividen por dovelas. Estas dovelas
tienen comportamiento no-lineal definido a nivel de la seccién. Es posible definir
otras instancias de la seccién, lo cual consiste en subdividirla por fibras.
Finalmente, las fibras tienen descritas las propiedades de los materiales, ver
Figura 3.1. A partir de las curvas esfuerzo-deformacion, estas se integran sobre
la seccion de las dovelas y se obtiene la respuesta a nivel de seccion. La
respuesta de la seccion se integra, sobre la longitud de la dovela, mediante el
método de Gauss-Legendre, con puntos de integracion apropiados. Se
recomienda al menos tres puntos de integracién. Las fuerzas internas en
desequilibrio con las fuerzas externas producen los incrementos de
desplazamiento de la estructura. La respuesta a nivel de los desplazamientos
externos, en los extremos de vigas o columnas, se obtienen mediante la
condensacion estatica de los desplazamientos internos a nivel de cada dovela.

El proceso iterativo se realiza hasta que la fuerza en desequilibrio sea
suficientemente pequefa para finalizar la etapa de carga externa. Luego se
incrementa la carga externa y se vuelve a realizar las iteraciones con las fuerzas
en desequilibrio. Las fuerzas externas se incrementan en cada etapa de carga,
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se repite el proceso iterativo anterior en cada una de las etapas de carga.
Aunque este proceso podria desarrollarse manteniendo la rigidez inicial como
constante en todas las iteraciones y en cada etapa de carga, esto en general es
inconveniente, porque podrian requerirse muchas iteraciones para lograr el
equilibrio en cada incremento de carga y en algunos casos podria no lograrse la
convergencia.

Figura 3.1

Esquema de la jerarquia de los elementos empleados a distintos niveles del
modelo de la estructura.
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Otra opcion, es subdividir la estructura en elementos de barras con la
matriz de rigidez constante o variable, sin considerar dovelas, ver la Figura 3.2.
Con la diferencia que en este modelo se emplean mas grados de libertad para
ensamblar las matrices de rigidez y-de fuerzas de la estructura. El proceso de
solucién se realiza con el método de Newton-Raphson modificado, para el que
en cada incremento de carga se considera rigidez tangente constante; sin
embargo, es posible actualizar la rigidez en cada etapa de carga, de manera que
las iteraciones en cada etapa se realicen con una rigidez constante actualizada,
lo que hace el proceso mas eficiente.
Figura 3.2

Esquema de la jerarquia de los elementos empleados a distintos niveles del
modelo de la estructura, sin dovelas.
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3.2. Descripcion del esquema general del programa

El programa de computo inicia con la lectura de datos. Se ingresan las
propiedades geométricas de la estructura, tales como las longitudes de los
elementos, y las caracteristicas geométricas de las secciones, rectangulares y se
definen las propiedades elasticas de los materiales. Luego se describen, para
cada punto de integracion, los parametros de la ecuacion tipo Ramberg-Osgood
para definir las curvas momento-curvatura correspondientes a la seccion.

En la opcion con elementos interiores, tipo dovela, el ensamble de la
matriz de rigidez de la estructura se realiza luego de la condensacién estatica de
los grados de libertad internos, con las matrices de rigidez reducidas asociadas a
los grados de libertad de los extremos de los elementos.

Se inicia las etapas de carga. En cada etapa se leen los incrementos de
las fuerzas y se suma a la carga previa sobre las dovelas de cada elemento, se
realiza la condensacion estatica del vector de fuerzas y se procede con el
ensamble del vector de fuerzas de toda la estructura.

En el siguiente proceso se resuelve el sistema de ecuaciones, de donde
se obtiene los incrementos de desplazamiento. Se actualizan los
desplazamientos totales de la estructura, con los desplazamientos se evaluan las
fuerzas internas y se obtienen las fuerzas desequilibradas. Este proceso
continuo hasta que la norma de la fuerza desequilibrada sea menor que una

cierta tolerancia prefijada.

Estos procesos continuan hasta completar todas las etapas de carga

consideradas. Ver Figura 3.3.
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Figura 3.3
Diagrama de flujo para el analisis no lineal.
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3.2.1 Matriz de rigidez de los elementos

La matriz de rigidez de un elemento de viga, con los grados de libertad

considerados segun la Figura 3.4, tiene la forma siguiente, ver Ecuacién 3.2.

Figura 3.4
Esquema de numeracion de viga continua.

ui?lh ui[:a%
uif2] ui[4] ¥
[

k k k, k
£ = ks ks ks
ké k9

kg (3.2)

En el caso general, la rigidez tangente, Ek, es variable y equivalente a
(dM/d¢), de donde los términos de la matriz de rigidez, k', se calculan por

integracién numeérica, mediante el procedimiento de Gauss-Legendre, en el que

se hace un cambio de variable, z = x/L, definido en el intervalo [0,1].

1 r [ dM
K = jo(%L) [B(2)] (d—¢j [B(2)] dz (3.2.1)
Donde la matriz B(z) es la siguiente:

5(2){%(22_1) %(32_2) %(1_22) %(&4)}

El término general de la matriz de rigidez variable, con la integracion

Gauss-Legendre, se puede obtener de la siguiente manera.

. d
k - Z(%L)w(zk)b,(zk)b,.(zk)%z") (3.22)
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Donde:
w(z,) : son los pesos de integracion Gauss-Legendre correspondientes a

los puntos de integracion, Z; .

b(z;): son las segundas derivadas de las funciones de interpolacién
evaluadas en los puntos de integracion, Z; .

dM(z,)
d¢

integracion, Z; .

: es la rigidez tangente por flexion evaluada en el punto de

3.2.2 Esquema de ensamble de la matriz de la estructura

La matriz de rigidez de la estructura se obtiene por el ensamble de las
submatrices de cada elemento, obtenidas con el procedimiento descrito
anteriormente. La contribucion de cada elemento de la estructura genera una
matriz rigidez total de forma simétrica. Se aprovecha la simetria de la matriz de
rigidez. Dado que los términos por fuera del ancho de banda de la matriz son
iguales a cero, solamente se almacenan los términos de la diagonal y
codiagonales del semiancho de banda.

El esquema siguiente, ver Figura 3.5, muestra la forma en que se
almacenan los términos de la matriz de la estructura.

La contribucion de cada elemento se indica en bloques sombreados de
distinto tono.

En el caso de porticos, las submatrices de vigas son submatrices de
orden cuatro y las de columnas son de orden seis. Donde el ancho de banda de
la matriz de la estructura dependera del numero de pisos.

En el caso de vigas continuas, la contribucion de las submatrices, de
orden dos, producen matrices banda tridiagonales.

La matriz de la estructura se almacena en un arreglo unidimensional, K[*],
de dimension igual a nx*m, donde nx es numero de grados de libertad de la

estructura, m es el semiancho, de la matriz simétrica, mas uno.
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Figura 3.5
Esquema de numeracion de la matriz de rigidez de la estructura con ancho de
banda constante.
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3.2.3 Factorizacién de la matriz de rigidez

Luego de realizar el ensamble de la matriz de rigidez, se realiza la
factorizacion o solucién parcial del sistema de ecuaciones, que se obtiene por el
equilibrio de las fuerzas entre elementos o equivalentemente a partir del principio
variacional. Este procedimiento es conveniente cuando se resuelve muchas
veces un sistema de ecuaciones, con el vector de términos independientes
variable. En este caso es el vector de fuerzas el que cambia en cada etapa de
carga. Para el andlisis estatico no lineal, este vector se va incrementando
sucesivamente. Se puede mantener constante la matriz de rigidez de la
estructura durante todo el proceso o hacerla variable. Sin embargo, existe una
notable ventaja en emplear la matriz de rigidez variable, porque permite un
ahorro considerable de iteraciones durante el proceso de solucién, en cada
etapa de carga. Donde se pueden reducir, en cada etapa, decenas de miles de

iteraciones a drdenes de algunas decenas de iteraciones.
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3.2.4 Vector de fuerzas

En cada etapa de carga, se actualiza el vector de carga de manera
incremental, el cual se va acumulando hasta llegar a la resistencia de la
estructura. En el programa desarrollado en esta tesis las cargas son
uniformemente distribuidas, en cada tramo de viga. Las cargas distribuidas en
todos los tramos son incrementadas en cada paso de analisis.

Las fuerzas externas actuantes, incluyendo el incremento de carga en la
n-ésima etapa de carga se calcula con base en la Ecuacion 2.19. Es posible
obtener estas fuerzas empleando un esquema de integracion Gauss-Legendre;

en su defecto se pueden emplear las fuerzas de empotramiento de barras.

L= [,L N (Gn+ dqn)dz (3.3)

Las fuerzas internas en desequilibrio se calculan con base en la Ecuacion

2.20. Es posible emplear el esquema de integracion numérica de Gauss-
Legendre, con un cambio de variable, z = x/L, sobre el intervalo [0,1].

R, = j;L BT M,dz (3.4)

En términos del esquema de integracion Gauss-Legendre se tiene:

ro= S Wb ()M, (z,) 3.5)

Los términos del esquema de integracion evaluados en el punto zk, para
n puntos de integracién, el peso de integracion, W(Zk), la segunda derivada de
las funciones de interpolacion, b(z,), el momento para alguna etapa de carga,
M, (z,).

Las fuerzas desequilibradas, f:D , Se obtienen de la forma siguiente.

Io=tuwi- R, (3.6)

Las fuerzas desequilibradas, pr, se calculan en cada paso de iteracion,

hasta que estas fuerzas sean suficientemente pequefas. Para lo cual se define
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el error relativo, en términos de la norma euclidiana, de las fuerzas

desequilibradas con respecto a la norma de las fuerzas totales, f .

La norma euclidiana de las fuerzas desequilibradas se calcula con la

expresion siguiente.

lzol= |25 @64

La norma euclidiana de las fuerzas totales, se calcula de igual manera,

mediante.

(3.6.5)

El error relativo de la fuerza desequilibrada respecto de las fuerzas

totales, es calculado en cada iteracion, con la expresion siguiente.

€ = H (3.7)

La condicion de convergencia de las fuerzas internas se estable con
respecto al error relativo, de manera que las iteraciones se realizaran hasta que

el error relativo, e, sea menor que una tolerancia prefijada, tol.

En cada elemento se realiza la integracion numérica para calcular las
fuerzas internas, con el esquema de integracién Gauss-Legendre. El nimero de
puntos de integraciéon puede definirse de forma general. El programa emplea por

defecto tres puntos de integracion.

El calculo del momento flector, con el que se estima la respuesta de la
estructura, emplea un modelo tipo Ramberg-Osgood. Mas adelante, se comenta
con mas detalle algunos aspectos relativos al modelo Ramberg-Osgood

empleado en el programa.
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Por otro lado, para obtener el momento flector con el modelo de tipo
Ramberg-Osgood se requiere resolver una ecuacion no lineal, dada una
curvatura conocida. Lo cual es resuelto con el algoritmo de Newton-Rapson. Mas
adelante se comenta la implementacién del procedimiento empleado en el

programa.

3.2.5 Vector de desplazamientos

El vector de desplazamiento es obtenido en cada paso por solucién del
sistema de ecuaciones resultante, luego se obtienen las fuerzas internas en

funcién al desplazamiento actualizado, en cada paso.

3.2.6 Esquema de solucidn del analisis no lineal

El procedimiento de solucién para el analisis no lineal de la estructura,
bajo carga monotonica incremental, fue el método de Newton Rapson
modificado, en el que la matriz de rigidez se cambia en cada etapa de carga, y
se mantiene constante durante las iteraciones de la etapa de carga, ver Figura
3.6. La otra opcion es considerar la matriz constante en todas las etapas de
carga. Este esquema, aunque no es el mas eficiente, compensa el hecho de no
recalcular la matriz de rigidez en cada paso de analisis, como lo realiza el
método original. Pero, tiene la desventaja que el procedimiento no converja en
caso que exista un deterioro de la resistencia. Este procedimiento es suficiente

para el caso de analisis no lineales con cargas monoténica creciente.

3.3. Diagrama momento-curvatura para secciones tipicas de concreto

armado

Los tipos de estructuras para realizar el analisis no-lineal, son de tipo
poértico plano con elementos ortogonales de vigas y columnas, de concreto
armado. Un caso particular es realizar analisis de vigas continuas, que es la
aplicacién practica que se desarroll6. En el modelo de vigas continuas, se
emplea las curvas momento-curvatura asociada a cada seccion. Tipicamente,

las vigas no tienen carga axial externa y es posible obtener curvas paramétricas
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para definir el diagrama momento-curvatura tipo Ramberg-Osgood a partir de
diagramas calculados con base en modelos de comportamiento de los
materiales. Para la esta tesis se empleé el modelo de Mander (1988) para el
concreto confinado, parcialmente confinado y no confinado.

Figura 3.6
Esquemas de solucion mediante el método de Newton-Raphson.
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3.4. Diagrama momento-curvatura paramétrico de tipo Ramberg-Osgood

Es posible realizar el analisis a partir de la informacion a nivel de seccién,

de manera que el diagrama momento curvatura sea un dato predefinido. El cual
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puede ser obtenido por integracion de las curvas esfuerzo-deformacion de los
materiales, de manera externa, con la ventaja que se necesitaria menos
parametros para definir las propiedades de la seccion. Para definir la curva
momento-curvatura, para el programa, se emplea una funcién paramétrica de
tipo Ramberg-Osgood, en términos de la resistencia a flexion, la curvatura
correspondiente a la resistencia a flexion, los parametros adimensionales a vy v,

para la flexion positiva y negativa.

La ecuacion 3.8 representa el diagrama momento-curvatura, donde y
y a son los parametros empiricos en funcion a parametros con significado fisico
y con ello obtener una ecuaciéon momento curvatura que pueda representar el
comportamiento de las secciones de vigas de concreto armado, en este caso

particular.

M
(2)-(20)|
KU Mu 1+«

La Figura 3.7.a muestra la variacion de la curva tipo Ramberg-Osgood
para un valor constante del parametro o igual a 10 y valores para el parametro y
entre 1 y 250. El parametro vy influye en la forma de la curva; la tangente con
respecto al origen es constante, excepto para y igual a 1 correspondiente a una
linea recta, los demas casos comparten la misma pendiente inicial; sin embargo,
la curva denota comportamiento cuasi elastoplastico para valores de y mayores

que 50.

Por otra parte, si se mantiene y constante e igual, por ejemplo, a 50 la
curva tiene la forma de una recta cuando o es igual a 0. Para los demas casos
en el que avaria entre 5 y 200 la tangente con respecto al origen varia en
funcion a la variacion de este parametro, manteniendo la forma cuasi
elastoplastica de la curva dado por el parametro y igual 50. Ver Figura 3.7.b.

La forma de la curva tipo Ramberg-Osgood, se aproxima a la forma
observada de las curvas de comportamiento de secciones de concreto armado,

propiamente de los diagramas momento-curvatura. La ventaja de emplear este
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tipo de aproximacién es la de representar el comportamiento a flexiéon con una

sola ecuacion, para las que hay que determinar los valores apropiados para los

parametros o y y. Ademas se muestra mas adelante que este tipo de modelos

presentan una buena convergencia para la aplicacién de métodos de solucién

del tipo Newton-Rapson.

Figura 3.7

Curvas de tipo Ramberg-Osgood para distintos valores de los parametros a y .
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Para obtener las ecuaciones para los parametros o y yse realizaron
algunas manipulaciones algebraicas a la ecuacion de tipo Ramberg-Osgood, de
manera que se pueda relacionar con las propiedades fisicas de los materiales
que forman el concreto armado, principalmente representados por la resistencia
a compresion del concreto, f'c, el esfuerzo de fluencia del acero de refuerzo, f,
las cuantias de refuerzo longitudinal en traccién, p, y en compresion, p‘. La
relacion de carga axial, en el caso de columnas, es un parametro relevante; sin
embargo, en el caso de vigas de concreto armado este parametro no es
considerado en el analisis de la seccidén. Debido a que la carga axial en vigas de
concreto armado suele ser en la mayor parte de casos poco importante. Sin
embargo, esta suposicion no es necesariamente cierta en todos los casos, por
ejemplo para la transferencia de acciones de tipo sismicas por medio de las
losas, hacia las vigas y luego hacia las columnas y muros, las losas introducen
fuerzas axiales de magnitud variable en las vigas, lo que lleva a tener un
comportamiento en flexo-traccion o en flexo- compresion, que usualmente se ha
ignorado, pero actualmente se han empezado a introducir para el disefio de

diafragmas en algunos reglamentos del mundo.
Para el analisis generalizado de las secciones empleando un analisis no
lineal, es conveniente emplear una forma adimensional de la ecuacién 3.8, con

los cambios de variables siguientes:

g{%) y M:(M%j (3.9)

De acuerdo con la hipétesis que las cargas sean monotonicas vy

crecientes, es posible suponer que M sea mayor que cero; entonces la

ecuacion de tipo Ramberg — Osgood, puede escribirse en la forma siguiente:

_ (1+aM”!
K:M(TJ (3.10)

La Figura 3.8 muestra la curva paramétrica adimensional de tipo

Ramberg-Osgood, para la que se deducen los parametros que describen la
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forma de la curva, la pendiente en el intervalo elastico, kef, y la pendiente

poselastica, rky en términos de los parametros que describen la curva, a y v.

Figura 3.8
Curva adimensional parameétrica de tipo Ramberg-Osgood.
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La derivada implicita respecto de &, en la ecuacion anterior, es:

1(1eabt’™) - (a(y 10" (an
l_dM(1+aM }LM a(y-1) [de

_E l+a l+a E (3.11)

Para obtener los parametros de la ecuacion de tipo Ramberg-Osgood, se
consider6 que la pendiente de la etapa inicial, es decir en el intervalo de
comportamiento elastico lineal, es una constante igual a la rigidez efectiva a
flexion, adimensional, Ker.

dﬂA=k€, (3.12)
dx ‘
Y en el intervalo poselastico la pendiente es rke, donde r es un factor

adimensional menor que uno, respecto de la pendiente elastica.

dM
%Zi’kef (3.13)
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El parametro® se obtiene a partir de la condicidon con la pendiente
elastica, Ecuacion 3.12, sustituyendo la Ecuacién 3.12 en la Ecuacién 3.11 y
evaluada en el origen se obtiene lo siguiente.

a=ky—1 (3.14)

Ademas, el parametro 7 se obtiene de manera andloga en el intervalo

poselastico, se sustituye la Ecuacion 3.13 en la Ecuacion 3.11 y se evalla para

un punto conocido de dicho intervalo, (iEp ,A7[p ), de donde se obtiene la ecuacién

3.15.
Lk
rk, Mp
r=1+ I?p—l (3.15)
M, l+a

En esta ultima ecuacion, a medida que el factor r tiende a cero o es muy
pequefio, entonces el parametro 7 crece y se convierte en un nimero muy
grande lo que lleva a cierta inestabilidad de dicho parametro. Sin embargo, en
ese caso es posible obtener este parametro a partir de la ecuacion 3.10, en el

que se sustituye los datos correspondientes a un punto conocido de la curva,

(Ep ,Mp ) de donde se obtiene la expresion siguiente.

%(Pra)—l

Ln P
o (3.16)

T L)

Sin embargo, una mejor forma de calcular el parametro 7 es buscar una

curva de igual area que la aproximacion bilineal o la curva deseada.
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3.4.1 Algoritmo de soluciéon de las ecuaciones para el modelo de tipo

Ramberg-Osgood

Dada la curvatura x, mediante el algoritmo de Newton se calcula el
correspondiente momento, M. El método de Newton tiene en general una rapida

convergencia, requiriendo apenas entre 5 a 20 iteraciones.

Se define la funcién F(x.M)de la siguiente manera:

F(M,&)=aM’ +M —(1+a)k (3.17)
La derivada respecto a la variable M es:
OF (M ,k)/ oM =1+ayM"™ (3.18)
De acuerdo con el algoritmo de Newton, cada iteracion se calcula con:
M, =M, - F(M,.&,)/(oF(M,.&,)/ M, (3.19)

Sustituyendo las expresiones correspondientes se obtiene

M., =M, —(aM/ +A7Ii—(1+a)z20/(1+a7Mf")) (3.20)

i+

3.5. Analisis paramétrico para obtener la rigidez efectiva de las secciones

de vigas continuas de concreto armado

El procedimiento consiste en realizar el calculo de los diagramas
momento-curvatura a nivel de seccion de una viga de concreto armado a la que
se le ha variado la resistencia a compresion especificada del concreto, fc, la
cuantia de refuerzo longitudinal del lecho en traccién, que se supone es el lecho
inferior, p, finalmente la relacion de cuantias de refuerzo longitudinal del lecho en
compresion, p’, que se supone es el lecho superior, entre la cuantia de refuerzo

longitudinal del lecho inferior, p'/p.

3.5.1 Limitaciones para las expresiones obtenidas

Las ecuaciones obtenidas son validas para la resistencia a compresion

del concreto, ', entre 17 a 56 MPa. Ademas, la cuantia de refuerzo longitudinal,
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p, del lecho en traccion de vigas en el intervalo comprendido entre 0.0023 a
0.009. También, la relacién de cuantia de lecho en compresion entre lecho en

traccion, p'/p, entre 0.0 a 2.0

Para el analisis paramétrico se ha tomado en cuenta el modelo de
Mander, para el comportamiento del concreto confinado y no confinado, el cual
considera el aporte de los estribos en la resistencia y capacidad de deformacion
del concreto. Ademas del modelo para el acero, que toma en cuenta el
endurecimiento por deformacion, descrito anteriormente. En el modelo no se

considero el aporte de traccidn del concreto.

Una vez obtenidos los resultados, se calcularon el promedio de los
resultados en funcién a los parametros relevantes, los cuales fueron
principalmente la resistencia del concreto, f;, la razén de cuantias, p'/p, y la

cuantia de refuerzo del lecho en traccion, p.

La rigidez efectiva a flexion se obtiene con base en la pendiente del
diagrama momento-curvatura de la seccion. La etapa elastica muestra un
comportamiento lineal hasta la primera fluencia. La rigidez efectiva es definida
por la pendiente de la recta que une el punto de primera fluencia de la seccién
con el origen de la curva. Este procedimiento se realiza para todos los casos y

en funcion a los parametros explicados anteriormente.

La ecuacion obtenida con base en el andlisis paramétrico es la siguiente.

EI '
E;f =53.905p + 0.0565 — (0.2848p+0.0007) /. (3.21)

g

La Figura 3.9 muestra resultados para la relacion de la rigidez efectiva
respecto de la rigidez bruta, Eles /Elg, en funcién a la resistencia del concreto, f,
y la cuantia de refuerzo longitudinal, del lecho en traccion, p. Los resultados
obtenidos mediante calculos, se indican como datos con simbolo circular, por
cada cuantia de refuerzo del lecho en traccién, p, se calculan las
correspondientes rigideces con respecto a la relacion de cuantias, p'/p. Se puede
concluir que la relacién de cuantias, p'/p, no es relevante para el calculo de la

rigidez efectiva. Con los datos mencionados se calcula el valor promedio de la
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rigidez y esta se compara con la ecuacion propuesta. Se puede observar que la

ecuacién propuesta tiene similitud con los datos y valores promedio de la

relacion de rigideces, p' /p.

Figura 3.9
Rigidez efectiva, adimensional, contra la resistencia a compresion del concreto.
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La aproximacién de la rigidez efectiva muestra errores, entre el promedio
del calculo riguroso y la aproximacion propuesta, menores que +/- 6%, La Figura
3.10 muestra con varios simbolos los valores correspondientes a las distintas
cuantias de refuerzo. La linea horizontal punteada indica la igualdad entre el

valor promedio calculado y la aproximacion propuesta.
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Figura 3.10
Relacion entre el calculo riguroso y el aproximado, de la rigidez efectiva a flexién

contra la resistencia a compresion del

concreto.
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3.6. Analisis paramétrico para obtener la curvatura de fluencia aparente

Para obtener una relacion de la curvatura de fluencia en funcién a los
parametros mas relevantes, se procedid de manera similar que en el caso
anterior. Los parametros relevantes en este caso son: la relacion de cuantias de
refuerzo, p'/ p, y la resistencia a compresién del concreto, f¢, en MPa, La
resistencia nominal, M, , calculada con las expresiones del ACI318-19 o en su
defecto la E060. La expresion que se muestra a continuacioén indica la relacion

adimensional de la curvatura de fluencia.

h ' ' &£
2 = Menor| | 0.0052 - 0.0008| £- f'-0.0324 L +1.5679; M, [e (3.22)
£ yo, Yol EI \ h

y

La aproximacioén propuesta se comparo con el promedio de los resultados
calculados rigurosamente. La Figura 3.11 muestra, con linea discontinua, el
promedio de calculos rigurosos. La aproximacion propuesta, con linea continua

oscura, para distintas relaciones de cuantias, p’/p, se superpone
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aceptablemente sobre las curvas promedio. La escala vertical; de la Figura 3.11,
se indica entre 1.2 y 2.0, de forma que se distinga las curvas promedio y la
aproximacioén propuesta.

Figura 3.11

Curvatura de fluencia, adimensional, contra la resistencia a compresion del
concreto.
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La aproximacion de la curvatura muestra errores, entre el calculo riguroso
y la aproximacién propuesta, menores que 1.14%. La Figura 3.12 muestra con
distintos simbolos, asociados a distintas relaciones de cuantias, p’/p, la
comparacion de los valores obtenidos con el célculo riguroso entre la

aproximacion.
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Figura 3.12
Relacién entre el calculo riguroso y aproximado, de la curvatura de fluencia

contra la resistencia a compresion del concreto.
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Se ha obtenido, de manera similar a los casos anteriores, una
aproximacién para calcular la profundidad de la resultante de la fuerza en
compresion, X, del concreto. Este parametro se hace adimensional con respecto
al peralte, h, de la seccidon. La expresién obtenida para estimar la relaciéon

descrita, x¢/h, es la siguiente.

% = (8.0375-0.1169f )p +0.02518 (3.23)

La Figura 3.13 muestra la comparacion entre el promedio de los valores
calculados rigurosamente y la aproximacion propuesta, para distintas cuantias

del lecho en traccion, p.
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Figura 3.13
Profundidad de la resultante en compresion del concreto, adimensional, contra la
resistencia a compresion del concreto.
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La aproximacion de la profundidad de la resultante de fuerzas en
compresion del concreto, muestra errores, entre el calculo riguroso y la
aproximacion propuesta, menores que 17%. La Figura 3.14 muestra con distintos
simbolos, asociados a distintas cuantias del lecho en traccion, p, la comparacion
de los valores obtenidos con el calculo riguroso entre la aproximacion.

Figura 3.14
Relacion entre el calculo riguroso y aproximado, de la profundidad de la

resultante en compresion del concreto, contra la resistencia a compresion del
concreto.
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3.7. Analisis paramétrico para obtener la resistencia probable a flexion de

secciones rectangulares

Para calcular la resistencia probable a flexion de vigas rectangulares, fue
tomada como base la investigacion de Restrepo y Rodriguez (2013), donde se
refieren a la resistencia probable de columnas rectangulares y circulares de
concreto armado, con armado simétrico. En dicha investigacion se explica la
diferencia entre la resistencia probable calculada con las recomendaciones del
ACI318 y los resultados observados en distintos ensayos de columnas, bajo
acciones de tipo ciclicas reversibles. Restrepo y Rodriguez (2013) muestran, en
esa investigacion, que la resistencia probable a flexién, calculada con el
procedimiento sugerido por el ACI318, puede estar del lado de la inseguridad,
cuando la carga axial es mayor que 0.3A¢f'.. Ademas, propusieron expresiones
para el calculo de la resistencia probable, las que muestran errores menores que
15%, con una media del error del orden de 1%, respecto de los resultados
experimentales estudiados. La Figura 3.15 muestra el modelo empleado por los
autores mencionados, en el que se destacan las barras en traccion, A, las barras
en compresion, B, las barras en el lecho intermedio o centroidal, C, el peralte de
la seccidn, h, la distancia entre centros de las barras de refuerzo en traccion y
compresion, ych, la profundidad de la fuerza resultante en compresion del
concreto, Xc, la fuerza axial, P, el momento flector de la seccidn, Mmax, la fuerza
de las barras en traccién, Ts, la fuerza de las barras en compresion, Cs, la fuerza
de las barras del lecho intermedio en traccion, T;, la fuerza resultante en

compresion del concreto, Ce.

La hipotesis mas relevante de esa investigacion sugiere que, bajo
acciones de tipo ciclicas reversibles, el acero en compresién desarrolla
esfuerzos mayores que los esfuerzos de fluencia, en el intervalo de
endurecimiento por deformacion inelastica, lo que lleva a considerar, en el caso
de columnas con refuerzo simétrico, que la fuerza desarrollada por el refuerzo en
compresion, Cs, es aproximadamente igual que la fuerza que desarrolla el

refuerzo en traccion, Ts.

Modelo de Elementos Discretos de Barras para el Analisis No-lineal de Estructuras de Concreto Armado
Miguel Angel Torres Matos 79



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
Facultad de Ingenieria Civil Capitulo Ill. Anélisis estatico no lineal con cargas monoténicas

Figura 3.15
Modelo de fuerzas internas resistentes y fuerzas aplicadas en columnas con
refuerzo simétrico, Restrepo y Rodriguez (2013).
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La expresion obtenida por Restrepo y Rodriguez (2013), con base en las
hipétesis mencionadas, las que se explican con mayor detalle en la publicacién,
en un escenario ideal, en el que la resistencia a flexion maxima, Mmax, €s igual a

la resistencia a flexiéon creible, Mcg.
NS/
M, ZTS,]/eh-i-(P-i-Tl)(E—XCj (3.24)

Con base en lo descrito, se formuld una expresion para el caso de una
seccion rectangular, con refuerzo no simétrico, lo que implica que Cs es diferente
a Ts. Sin embargo, el esfuerzo en compresién del acero puede suponerse que es
mayor que el esfuerzo de fluencia, lo que significa esfuerzos en el intervalo de
endurecimiento por deformacion. A partir del equilibrio y tomando momentos

respecto del punto R, se puede obtener la expresion siguiente.

A h v,h h
Mcd=CS(xC—%(h—;/eh))JrTz(E—xcijTs(z—xc+ 3 J+P(E—xcj

(3.25)
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La expresion anterior, con las fuerzas en las barras de refuerzo, se

puede reescribir en términos de las propiedades medidas, del esfuerzo de

fluencia, f,, la resistencia a compresion del concreto, f., el factor de

sobreresistencia por endurecimiento, A, la cuantia de refuerzo longitudinal en

traccion, p, la cuantia de refuerzo longitudinal en compresién, p', la cuantia

longitudinal del lecho intermedio, p,, en la forma siguiente.

M, _[*], r AN AN
| [(ps+pu)2+(p+ps,- p)(2 hDJ{bth(z h] (3.26)

Para el caso de vigas con refuerzo en doble lecho, se elimina la carga

<

axial, P, de donde se obtiene.

M, (4], ANV AN A A
g o

Cabe hacer énfasis en que la resistencia a flexibn maxima, Mmax, se

obtiene de forma experimental. La resistencia creible a flexiéon, M., se calcula
con los valores experimentales de las propiedades de los materiales y la
resistencia probable a flexién, M, se calcula con las propiedades nominales de

los materiales.

3.7.1 Diagrama momento curvatura simplificado

Se compararon diagramas momento curvatura, un primer caso calculado
de forma rigurosa mediante el modelo de Mander, sin considerar la traccion, su
correspondiente aproximacion tipo Ramberg-Osgood; una aproximacién bilineal
en la que se emplearon las expresiones mencionadas anteriormente. Se estudié
una seccion de 200 mm por 240 mm, con una cuantia de refuerzo en traccion
igual a 0.0031 y en compresion de 0.0021, lo que da una razén de cuantias, p'/p,
igual a 0.669, separacion de estribos igual a 150mm. La resistencia a
compresion del concreto de 36.4 MPa, esfuerzo de fluencia, fy, igual a 557 MPa.

Para el factor de sobreresistencia del acero A, se empleé un valor igual a 1.15.
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La Figura 3.16 muestra los diagramas momento curvatura calculados. La
curva obtenida con el modelo de Mander se indica con linea continua y simbolo
de triangulo, el modelo tipo Ramberg-Osgood con linea continua y simbolo

circular oscuro y la aproximacion bilineal, con linea continua y simbolo de rombo.

Los resultados muestran una resistencia a flexion creible, Mcd, con el
modelo de Mander y con la aproximacién bilineal de 19.6 kN-m y 19.7 kN-m,
respectivamente. Cabe notar que el modelo Ramberg-osgood, muestra una
curva muy similar a la obtenida con el modelo de Mander, con los parametros «

y y iguales a 8.5 y 12, respectivamente, ademas de emplear la misma

resistencia creible, Mqq, y la curvatura correspondiente, ¢ cq.

Por otro lado, la curvatura asociada a la resistencia creible, ¢ .4, obtenida

con el modelo de Mander es igual a 0.195 m™', mientras que en el caso de la
aproximacion bilineal es 0.25 m™'. Esta diferencia se debe a que la aproximacion
bilineal emplea un limite superior para la deformacion del acero en traccion, el

cual esta asociado a la maxima deformacion por pandeo inelastico de la barra,

/&, , mientras que, en el caso del modelo riguroso de Mander, este emplea el

criterio general, mas restrictivo, expuesto en el capitulo Il seccion 2.6.1., el cual

presenta tres posibles limites: la deformacion por aplastamiento del concreto

confinado, ¢

ccu ?

asociado a la fractura del estribo, el pandeo de la barra, g;, y el

deterioro de la resistencia, 0.8Mcg.

En el intervalo de comportamiento elastico, en todos los casos, los
diagramas muestran una superposicion que indica una buena aproximacion
entre los modelos. Mientras que, en el intervalo inelastico, hay diferencias en la
resistencia, menores que 6 %, y en la curvatura maxima calculada, menores que
30 %; sin embargo, para propdsitos practicos pueden ser utiles.

La aproximacién bilineal muestra resultados aceptables para calculos
practicos. Posiblemente se pueda modificar la curvatura asociada a la resistencia

creible a flexion,g,,, en funcion a los criterios generales anteriormente

mencionados.
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Figura 3.16

Comparacién de diagramas momento curvatura calculados con el modelo de
Mander, Ramberg-Osgood y una aproximacion bilineal.

—2— Mander_sin traccién —— Ramberg-Osgood —O— Aproximacidn_bilineal
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3.7.2 Influencia de las propiedades de los materiales en el diagrama
momento-curvatura

Se estudiaron algunos casos para una seccion de 300mm por 600mm,
que podria ser una seccion de viga convencional, elegida arbitrariamente, para
la que se calcularon diagramas momento curvatura, con distintas propiedades de
los materiales. Se calculd el diagrama momento curvatura con las propiedades

nominales de los materiales y sin considerar el efecto de confinamiento de los
estribos.

La Figura 3.17 muestra un diagrama momento curvatura para una
seccion de 300mm por 600mm, con 4 varillas de 5/8” de refuerzo en lecho
inferior, con propiedades nominales del acero, de esfuerzo de fluencia igual a

412 MPa (4200 kgf/lcm?) y resistencia del concreto, f'c, igual a 20.6 MPa (210
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kgf/cm?). La curvatura maxima se obtiene cuando la fibra extrema del concreto
alcanza la deformacion de aplastamiento del concreto no confinado, ¢, igual a
0.003, lo que lleva a obtener, también, la resistencia nominal a flexion. Se
analizan dos casos, en el primero no se considera la traccién de concreto,
indicado con linea continua y marcador circular, mientras que en el segundo
caso es considerada la traccion del concreto, indicado con linea continua y
marcador cuadrado. No se considera el efecto del confinamiento del concreto en

ningun caso de los anteriormente mencionados.

El caso con traccién del concreto, muestra mayor rigidez en la etapa
elastica del comportamiento con respecto al caso sin traccibn. Ambos casos
muestran la misma resistencia nominal, M,, cuando se produce el aplastamiento

del concreto del recubrimiento, concreto no confinado.

El diagrama momento curvatura, sin traccién del concreto, en adelante
VM, tiene una forma muy similar a un modelo elastoplastico. Esta curva sera
comparada con otros casos analizados, en los que se considerd el efecto del
concreto confinado.
Figura 3.17

Diagrama momento curvatura de una seccion rectangular, sin considerar el
efecto de confinamiento de los estribos.

£ —o— sin traccion
§ 100 - - i4
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El diagrama momento curvatura de referencia, VM, antes mencionado se
compara con diagramas momento curvatura para distintos valores de la

resistencia a compresion del concreto, entre 20.6 MPa a 54.9 MPa.

La Figura 3.18 muestra diagramas momento curvatura para distintos
valores de la resistencia a compresién del concreto, fc. Se ha empleado el
modelo de Mander para el concreto confinado, que incrementa la resistencia y
deformacién del concreto no confinado por efecto del confinamiento, y también
para el acero; donde toma en cuenta el endurecimiento por deformacién.
También, se ha considerado el aporte de la traccion del concreto. El diagrama
con linea continua es para fc igual a 20.6 MPa (210 kgf/cm?), con linea
discontinua 34.3 MPa (350 kgf/cm?) y con linea y punto discontinuo 54.9 MPa
(560 kgf/cm?).

Para obtener la maxima curvatura se tuvo en cuenta el criterio de Paulay
y Priestley (1992) referido al aplastamiento del concreto confinado, el mismo que
esta relacionado con la fractura de los estribos y el criterio del pandeo de la barra
de acero longitudinal dado por Rodriguez et al. (1999), el que ocurra primero de

ambos criterios.

Se puede observar que la curva de referencia, VM, calculada con datos
nominales, sin traccion del concreto y sin considerar el confinamiento de los
estribos, muestra menor resistencia y menor capacidad de curvatura, con
respecto a los calculados con el modelo de Mander, en los que se considero el
efecto del confinamiento, la traccion del concreto y el endurecimiento por

deformacién del acero de refuerzo longitudinal.

A mayor resistencia a compresion del concreto, fc, los diagramas
muestran mayor pendiente pos elastica y mayor resistencia a flexion. Sin
embargo, a mayor resistencia del concreto muestran una relativa menor
capacidad de curvatura, aunque la diferencia es poco relevante. La capacidad de
curvatura inelastica de estos modelos es tres veces mayor que la capacidad del

caso de referencia, VM.
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Figura 3.18

Diagrama momento curvatura de una seccion rectangular, comparacion del
diagrama de referencia, VM, versus diagramas con distinta resistencia a
compresion del concreto y con aporte de la traccién del concreto.
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De manera similar y con el mismo procedimiento, se compara el
diagrama de referencia, VM, con diagramas momento curvatura para distintos
valores del esfuerzo de fluencia, fy, con linea continua para esfuerzo de fluencia
de 417 MPa (4254 kgf/cm?), con linea discontinua 449 MPa (4577 kgf/cm?) y con
linea discontinua y punto 481 MPa (4900 kgf/cm?).

La Figura 3.19 muestra diagramas momento curvatura para distintos
valores del esfuerzo de fluencia, fy. A mayor esfuerzo de fluencia se obtiene
mayor resistencia a flexién, pero la rigidez pos elastica se mantiene casi
inalterada. Por otra parte, a mayor esfuerzo de fluencia se observa una menor

curvatura, pero con diferencias poco relevantes.

Las capacidades de curvatura inelastica, de los casos calculados con el
modelo de Mander, son tres veces la capacidad de curvatura inelastica del caso

de referencia, VM.
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Figura 3.19

Diagrama momento curvatura de una seccion rectangular, comparacion del
diagrama de referencia, VM, versus diagramas con distinto esfuerzo de fluencia
del acero, fy, y y con aporte de la traccion del concreto.

350

300 A

0 T T T T T T T
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

¢ (m™)

El caso de referencia, VM, muestra resultados que pueden significar
menor capacidad resistente y de deformacién. Lo que lleva a suponer que existe
un margen de seguridad. Sin embargo, en el caso de la resistencia a flexion la
sobreresistencia no siempre representa un margen de seguridad. Desde el punto
de vista de la demanda de fuerza cortante, puede significar una demanda
excesiva de cortante por capacidad a flexion, dado que las secciones criticas
pueden desarrollar cortante en funcién a la capacidad por flexion de las

secciones correspondientes, bajo comportamiento inelastico.

Se compararon los mismos diagramas momento curvatura anteriores,
para los que se consideraron los casos con traccion del concreto y sin traccion

del concreto.
La Figura 3.20 muestra la comparacion de diagramas momento curvatura

para distintas resistencias a compresion del concreto, ademas de considerar los

sub casos con traccion y sin traccion del concreto. En todos los casos, cuando
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es considerada la traccién del concreto, la rigidez es mayor en el intervalo de
comportamiento elastico. Los casos sin traccién, muestran una curva con
pendiente uniforme en dicho intervalo, secante a la curva en la que se considera
la traccién del concreto. EI momento asociado al limite de comportamiento
elastico, en el caso de considerar la traccién el concreto, es mayor que el caso

que no se considera la traccion.

El incremento de la resistencia a compresion del concreto, fc, influye en
el incremento de la rigidez a flexién, en el intervalo de comportamiento elastico e
inelastico. A mayor resistencia a compresién del concreto, f'c, se incrementa la
rigidez en ambos intervalos de comportamiento. A mayor resistencia del

concreto, se obtiene menor capacidad de curvatura.

Cuando el acero incursiona en el intervalo de comportamiento inelastico,
con endurecimiento por deformacion, se presenta un incremento de la
resistencia a flexion, hasta que se produce el desprendimiento del concreto de
recubrimiento, a 5000us. Es cuando ocurre una reduccion de la resistencia a
flexion, sin embargo, a medida que se incrementa la curvatura, se sigue
incrementando la resistencia a flexion hasta recuperar y en algunos casos
superar la resistencia alcanzada antes del desprendimiento del concreto de

recubrimiento.

En los casos en que la resistencia nominal del concreto es mayor que 21
MPa, la resistencia creible a flexion, M, ocurre cuando se desprende el
concreto de recubrimiento. En los otros casos, la seccién desarrolla una mayor
resistencia creible a flexion, limitada por los criterios indicados en el Capitulo Il

seccion 2.7.1.
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Figura 3.20
Diagrama momento curvatura de una seccion rectangular, con distinta
resistencia a compresion del concreto, con traccion y sin traccion del concreto.
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La Figura 3.21 muestra la comparacién de diagramas momento curvatura
para distintos esfuerzos de fluencia del acero, ademas de considerar los sub
casos con traccién y sin traccién del concreto.

El incremento del esfuerzo de fluencia del acero de refuerzo, fy, influye
principalmente en el intervalo de comportamiento ineléstico. En el intervalo de
comportamiento elastico, la pendiente de la curva o rigidez a flexién, para
efectos practicos es igual en todos los casos.

La resistencia creible a flexion, M, en estos casos esta directamente
relacionada con la sobre resistencia que alcanza el acero de refuerzo, Afy, la cual
esta relacionada con la resistencia del acero, fs..

El incremento del esfuerzo de fluencia del acero, f,, no influye en el

incremento de la rigidez en el intervalo de comportamiento elastico e inelastico.
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La curvatura asociada a la resistencia creible a flexion, ¢ .4, disminuye con el

incremento del esfuerzo de fluencia, f,.

Figura 3.21
Diagrama momento curvatura de una seccion rectangular, con distinto esfuerzo
de fluencia del acero y con traccion y sin traccién del concrceto.
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Los resultados muestran que considerar la traccion del concreto influye
principalmente en el intervalo de comportamiento elastico, mientras que en el

intervalo inelastico no se aprecia una diferencia significativa.

En estudios donde se tiene informaciéon de los valores medios de las
propiedades de los materiales, resistencia a compresion del concreto, f., el
esfuerzo de fluencia del acero de refuerzo, fy, entre otras propiedades, es posible
que existan diferencias entre los diagramas momento curvatura medidos y los
calculados con los valores medios de las propiedades de los materiales. De
acuerdo a los calculos realizados, existe diferencia en la resistencia creible a
flexion, Mcd, del orden de 30%. Mientras que en la curvatura asociada a la

resistencia creible a flexion, ¢ ¢4, pueden tenerse diferencias del orden de 20%.
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3.8. Analisis no lineal de viga en voladizo

En este acapite se realiza el andlisis no lineal de una viga en voladizo, de
1m de longitud, para estudiar el efecto del tamafio y subdivision de los elementos

de la viga en la respuesta de desplazamientos y fuerzas.

Para la viga en voladizo, se supondra la misma seccién en toda la
longitud del elemento, asi también, el empotramiento se supondra perfecto. Esto
ultimo implica que no se tendra en cuenta el desplazamiento por efecto de la
rotacion fija del apoyo, el cual existe debido a la deformacién por deslizamiento
de las barras ancladas en el interior del empotramiento. La relacion de esbeltez
efectiva, 2L/h, igual a 8.3, implica un comportamiento predominante a flexion, lo
que lleva a ignorar las deformaciones de cortante y la interaccion flexion-

cortante.

Se realizaron analisis con modelos que emplean 3 y 5 puntos de
integracion de Gauss-Legendre. Ademas, fueron considerados distintos tipos de
subdivisiones, con un solo elemento en voladizo, varios segmentos de igual
longitud (2, 3 y 5 segmentos) y el caso con varios segmentos de longitud
variable. Se consideraron analisis con la matriz de rigidez variable y constante, a

fin de ver la ventaja numérica de ambos modelos.

Se considerd una seccion de 200mmx 240mm, que fue la empleada en la
investigacion de Bagge et al. (2014), la resistencia a compresion del concreto, f',
igual a 36.4 MPa, el esfuerzo de fluencia del acero, f,, igual a 536 MPa, area del
acero de lecho superior 151mm? y del lecho inferior 101mm?2, espaciamiento de
estribos de 75mm, el modulo de elasticidad del concreto 2.69x107 kN/m2. Con los
datos indicados se calcul6é el diagrama momento curvatura de la seccion, tipo
Ramberg-Osgood, sin considerar la traccién del concreto, ver Figura 3.22. El
diagrama momento curvatura obtenido es asimétrico, tiene momento creible
positivo, 14kN-m, menor que el momento creible negativo, 19.6kN-m. La
capacidad de curvatura a momento negativo, 0.195m", que es menor que la
capacidad de curvatura a momento positivo, 0.24 m-', aunque esta diferencia es

poco significativa.
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Figura 3.22
Diagrama momento curvatura con modelo de tipo Ramberg-Osgood, de una
seccion rectangular, de 200mmx240mm.
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Los resultados muestran una ventaja considerable respecto del niumero
de iteraciones, con el método de la rigidez variable. El nimero de iteraciones es
mucho menor que el empleado por el método de la rigidez constante. Los
resultados mostrados son solamente para la ultima etapa de carga; si se tomara
el numero de iteraciones totales realizadas en cada etapa de carga la diferencia

del numero total de iteraciones seria aun mayor. Ver tablas 3.1y 3.2.

Por otra parte, los resultados en fuerzas y desplazamientos
esencialmente son los mismos en ambos métodos. La diferencia de resultados
principalmente se da por el numero de subdivisiones de elementos del mismo
tamano y en la relacién de longitudes de los elementos con tamarios distinto. Se
observaron menores diferencias en los resultados, con el nimero de puntos de
integracién, estos convergen a los mismos resultados cuando se aumenta el
namero de elementos de igual tamanio, ver Figura 3.23; sin embargo, cuando se

emplean elementos de distinto tamafo con dimensiones menores, donde hay un
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mayor incremento de fuerzas internas, los resultados convergen a los mismos

valores independientemente del numero de puntos de integracion.

Tabla 3.1
Analisis no lineal de viga en voladizo con rigidez variable y carga distribuida
incremental constante.

voladizo w I

# elementos  # ptos int. ratio Vapoyo M empotrado 3 ] error V error M iteraciones
1 3 1 67.2 -33.6 -5.56E-02 7.50E-02 71% 71% 18
2 3 0.5/0.5 48 -24 -2.65E-02 3.18E-02 22% 22% 20
3 3 0.34]|0.33|033 45.98 -22.762 -2.84E-02 3.27E-02 17% 16% 29
5 3 0.2]0.2]0.2]0.2]0.2 39.2 -19.6 -1.23E-02 1.44E-02 0% 0% 27
1 5 1 63.2 -31.6 -4.15E-02 5.21E-02 61% 61% 20
2 5 0.5|0.5 48 -24 -2.37E-02 2.84E-02 22% 22% 28
3 5 0.34]0.33]033 45.98 -22.762 -2.64E-02 3.06E-02 17% 16% 27
5 5 0.2]0.2]0.2|0.2]0.2 39.2 -19.6 -1.22E-02 1.43E-02 0% 0% 26
2 3 0.88]0.12 39.2 -19.6 -1.25E-02 1.45E-02 0% 0% 28
0.64|0.24]0.12 39.2 -19.6 -1.28E-02 1.49E-02 0% 0% 28
5 3 0.294]0.293|0.293|0.06|0.06 39.2 -19.6 -1.29E-02 1.50E-02 0% 0% 28
2 5 0.88]0.12 39.2 -19.6 -1.25E-02 1.45E-02 0% 0% 27
3 5 0.64]0.24]0.12 39.2 -19.6 -1.28E-02 1.49E-02 0% 0% 27
5 5 0.294]0.293|0.293|0.06|0.06 39.2 -19.6 -1.29E-02 1.50E-02 0% 0% 28
Tabla 3.2

Analisis no lineal de viga en voladizo con rigidez constante y carga distribuida
incremental constante.

voladizo w I

# elementos  # ptosint. ratio V apoyo M empotrado 5] ] error V error M iteraciones
1 3 1 67.2 -33.6 -5.56E-02  7.50E-02 71% 71% 5113
2 3 0.5]0.5 48 -24 -2.65E-02  3.18E-02 22% 22% 4192
3 3 0.34|0.33|033 45.98 -22.762 -2.84E-02  3.27E-02 17% 16% 6602
5 3 0.2|0.2]0.2]0.2]0.2 39.2 -19.6 -1.23E-02  1.44E-02 0% 0% 3721
1 5 1 63.2 -31.6 -4.15E-02  5.21E-02 61% 61% 4050
2 5 0.5]0.5 48 -24 -2.37E-02  2.84E-02 22% 22% 3201
3 5 0.34|0.33|033 45.98 -22.762 -2.64E-02  3.06E-02 17% 16% 5623
5 5 0.2|0.2]0.2]0.2]0.2 39.2 -19.6 -1.22E-02  1.43E-02 0% 0% 3450
2 3 0.88]|0.12 39.2 -19.6 -1.25E-02  1.45E-02 0% 0% 5628
3 3 0.64]0.24|0.12 39.2 -19.6 -1.28E-02  1.49E-02 0% 0% 5678
5 3 0.294|0.293|0.293]0.06|0.06  39.2 -19.6 -1.29E-02  1.50E-02 0% 0% 8043
2 5 0.88|0.12 39.2 -19.6 -1.25E-02  1.45E-02 0% 0% 5483
3 5 0.64|0.24|0.12 39.2 -19.6 -1.28E-02  1.49E-02 0% 0% 5531
5 5 0.294|0.293]0.293|0.06]0.06  39.2 -19.6 -1.29E-02  1.50E-02 0% 0% 8022
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Figura 3.23
Desplazamiento vs numero de elementos.
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Capitulo IV. Redistribucién de momentos en vigas

continuas de concreto armado
4.1 Proposito de la redistribucion de momentos

El propdsito de la redistribucion de momentos en vigas de concreto
armado esta referido a la reduccion de momentos de disefio a lo largo de toda la
viga; sin que esta condicién signifique una reduccion en el margen de seguridad.
Lo que lleva a que la mayor parte de las secciones a lo largo de la viga
desarrollen comportamiento inelastico, cuando las vigas desarrollan una
capacidad de carga cercana al colapso. Sin embargo, si se disefaran las
secciones con los valores de momentos obtenidos de un analisis lineal elastico
estas tendrian una resistencia en exceso que no se aprovecharia, en términos
de cantidad de acero de refuerzo seria menos eficiente no emplear dicha

reduccion.

Dada la naturaleza de la redistribucion de momentos, es posible reducir
la cantidad de acero de refuerzo en las secciones de vigas, lo que lleva a
obtener secciones con el acero de lecho inferior y superior de cuantias similares.
Realizar una redistribucion de momentos flectores de forma rigurosa, mediante
analisis no lineal, implica una inversion de tiempo que no se realiza en la practica
comun; sin embargo, los cédigos de disefio permiten realizar la redistribucion de
los momentos flectores a partir de los momentos obtenidos del analisis elastico

lineal, para lo cual establecen limitaciones en dicha redistribucién.

Para realizar la redistribucion de los momentos flectores, se supone que
las secciones tienen suficiente resistencia a cortante, como para que no se
produzca falla a cortante antes que la falla a flexién. Ademas, las secciones
deben tener capacidad suficiente de rotacion inelastica para que se desarrolle la
redistribucion, cuando las secciones criticas estén cercanas a la resistencia de
colapso. Lo cual supondria un comportamiento ductil, principalmente para las
secciones criticas. Lo contrario supondria una falla de tipo fragil y con la

consecuencia de que no ocurra una redistribucion.
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4.2 Limitaciones establecidas en los cédigos de diseino

El cédigo ACI318, desde su version de 1971, ha establecido limitaciones
que tienen implicitamente un enfoque conservador, del lado de la seguridad,
para la redistribucion de momentos, el cual limitaba la cuantia a valores menores
que 0.5pp. En las versiones recientes, del ACI318-19, se permite la redistribucion
de momentos siempre que la deformacion neta en traccién del acero de refuerzo
sea mayor que 1000s¢, sin exceder una redistribucion del 20%. Este ultimo
requisito se ha mantenido desde las primeras versiones en que se admite una

redistribucidon de momentos.

4.3 Casos estudiados

Los casos estudiados fueron referidos a los trabajos experimentales
realizados por Noriega (2018) y Bagge et al. (2014). El primero de los casos,
consiste en una viga de un tramo con un extremo empotrado y otro articulado,
con carga puntual, desarrollado por Noriega (2018). Mientras que el segundo
caso, fue una viga continua de dos tramos, con apoyos simples y carga puntual
en cada tramo, desarrollado por Bagge et al. (2014).

Los estudios realizados consistieron en obtener resultados de modelos
numéricos, basados en los modelos ensayados por los autores antes
mencionados. Se realizd una comparacién de los resultados experimentales,
obtenidos por los autores referidos, contra los resultados obtenidos con el
programa desarrollado en esta investigacion. A continuacién, se detallan los

estudios realizados.

4.3.1. Viga de un tramo, caso experimental

Se estudiaron los resultados de la redistribucion de momentos, obtenidos
experimentalmente por Noriega (2018), para el caso de una viga de un tramo,
con un extremo empotrado y el otro articulado. La Figura 4.1 muestra el
esquema del ensayo de una viga tipica. Del total de cuatro casos investigados
por este autor, se analizé uno de ellos, denominado espécimen VA-03. La
longitud de la viga es 2900mm, la seccion tipica es de 200mm de base por
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300mm de peralte. En el lecho inferior emplearon tres varillas y en el lecho
superior dos varillas, en ambos casos el diametro de las varillas es de 5/8”. Los
estribos son varillas de 6mm de diametro, espaciadas a cada100mm, en
promedio.

La carga actuante es de tipo puntual, aplicada sobre una placa metalica
de apoyo, que tiene un ancho aproximado de 100mm. Esta dimension es

supuesta, al no tener el dato preciso.

Figura 4.1
Esquema de ensayo de viga de un tramo empotrado-articulado.
1200 2900 ‘ 490
q ! ]
FL 300 kN (30 Ton) L3oo kN (30 Ton) |
e ==y ——— Y\ Gato Hidraulico
\
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t=0.20m LVOT 9 LVDT1y2
300 50
4l =200 ) Celda de carga 200 kN (20Ton) 3
0.65 ® §
250

Losa de reaccion

Nota: fuente adaptada de Noriega (2018)

La Figura 4.2 muestra el diagrama momento-curvatura de la seccion VA-
03. Con linea continua oscura y marcador de triangulo, se indica la curva
obtenida con el modelo de Mander, para el que se considerd adicionalmente la
traccion del concreto, y una aproximacion bilineal se indica con linea continua de
color azul y marcador de cuadrado. Se observa una buena aproximacion en la
region de comportamiento elastico lineal. Con linea roja continua, se indica la
aproximacién de tipo Ramberg-Osgood, la cual se obtuvo con base en la curva
obtenida con el modelo de Mander. Por otra parte, la curva experimental se
muestra con linea discontinua verde, que muestra una resistencia del orden de

90 KN-m, que difiere de los modelos numéricos en un orden de 8%.
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Figura 4.2
Diagrama momento-curvatura de la seccion VA-03, para el momento positivo.
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La Figura 4.3 muestra el diagrama momento-curvatura de la seccién VA-
03, para el momento negativo, las lineas y marcadores son iguales al diagrama
anterior, con la diferencia que en el caso del modelo tipo Ramberg-Osgood se
agregaron marcadores circulares oscuros. Por otra parte, la curva experimental,
con linea discontinua verde, muestra una resistencia del orden de 62 KN-m, que

difiere de los modelos numéricos en un orden de 1.4%.
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Figura 4.3
Diagrama momento-curvatura de la seccion VA-03, para el momento negativo.
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La Figura 4.4 muestra el diagrama momento-curvatura de tipo Ramberg-
Osgood de la seccidon VA-03, para el momento negativo y positivo, indicado con
linea continua de color rojo. El diagrama obtenido es asimétrico, en momento y

en curvatura.
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Figura 4.4
Diagrama momento-curvatura de la seccion VA-03, tipo Ramberg-Osgood.

100
30 o /:ms Materiales
tr f'.=27.1 MPa
285/8"
60 f, =461 MPa
ses/e” ) = 1.4
40 I ﬁ?::o.uzs p,: 0.0099 | Ramberg-Osgood
- 0.037 0.037 p /p =0.667 Mcd =83.2 kN-m
£ VA-03 (30%) s =96 mm _
z 2 i e =0.243 1/m
5 a=12.43
2 y=14.10
[ 0 1 1 _ —|—
£ ' ' Mcg'=61.3 kN-m
2 $eg =0.197 1/m
-20 i o =13.22
y =7.56
-40 T
-60 T
-80
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

curvatura (m'l)

4.3.2. Viga continua de dos tramos, caso experimental

Los resultados obtenidos por Bagge et al. (2014), quienes estudiaron
vigas continuas de dos tramos, reportan resultados de redistribucion de
momentos mayores que los admitidos por algunas normas de disefio, tales como
el ACI318 y la E060. La Figura 4.5 muestra un esquema de vigas de dos tramos,
con carga puntual aplicada en el centro de cada tramo de viga. Las secciones de
vigas son de 200mm de base y 240mm de peralte. El caso de referencia que se
estudio fue el B1. La Tabla 4.1 muestra las areas del refuerzo empleado en el
refuerzo longitudinal y transversal, ademas de los diametros de varillas,

correspondientes.
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Tabla 4.1
Propiedades del refuerzo de la viga B1.

CaSO As1 AsZ As3 As4 Asw/S fcm ( M Pa)
B1  151(328mm) 101 101(2¢8mm) 942(3220mm) 1.34 36.4
Figura 4.5

Esquema y secciones de viga continua, de dos tramos, con carga puntual.

[mm]

250 1550 250 700 700 250 L 1550 250|r

(a) Viga de dos tramos
20 20
—HL A_n'
A5

240 A, 240

| 200 |:f20

Section B-B Section A-A
(b) Secciones

Nota: fuente adaptada de Bagge et al. (2014)

Las propiedades de los materiales empleados en el analisis son valores
medios reportados en el articulo de Bagge et al. (2014). La Tabla 4.3 muestra las
propiedades medidas del acero de refuerzo para distintos diametros.
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Tabla 4.2
Caracteristicas del acero de refuerzo Bagge et al. (2014)

i fy bt Esu
(mm) (MPa) (MPa) (%)
8 236 637 9.5
10 545 663 11.0
12 265 Bo6 11.6
16 260 656 11.1
20 337 662 126

Nota: fuente adaptada de Bagge et al. (2014)

Los diagramas momento-curvatura de las secciones A-A y B-B se
calcularon con base en los valores medios de las propiedades medidas de los
materiales empleados en el ensayo, mencionadas anteriormente. La Figura 4.6
muestra el diagrama momento-curvatura de la seccion A-A, para el momento
positivo de la seccion. La curva correspondiente al diagrama momento-curvatura,
para el que se uso el modelo de Mander y se considero la traccion del concreto,
es indicada con linea continua y con marcador cuadrado. El caso sin traccién del
concreto, se indica con linea continua y marcador de triangulo. Una
aproximacién de tipo Ramberg-Osgood es la que se indica con linea continua
oscura. El caso con traccion del concreto presenta una mayor rigidez vy
resistencia, en la etapa de comportamiento elastico. En la etapa inelastica, el
aporte de la resistencia en traccion del concreto es poco apreciable; la
aproximacion Ramberg—Osgood no detecta el deterioro de la rigidez y
resistencia. En la leyenda se indica, ademas de las propiedades de los
materiales, la resistencia creible a flexion, Mg, igual a 86.9 kN-n, calculada con
datos experimentales a diferencia de la resistencia probable, My, que se calcula

con valores nominales de los materiales.
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Figura 4.6
Diagrama momento-curvatura de la seccion A-A para el momento positivo.
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La Figura 4.7 muestra el diagrama momento-curvatura para la seccién B-
B, para el momento positivo, en el que se consideré en un caso el aporte de
traccion del concreto y en otro caso sin aporte de la traccion del concreto. El
caso con traccion del concreto se indica con linea continua, de color rojo, con
simbolo de triangulo. Mientras que el caso sin traccion se indica con linea
continua, de color azul, con simbolo cuadrado. Las correspondientes curvas
aproximadas, de tipo Ramberg-Osgood, se indican con linea continua, de color

negro, y linea discontinua, de color rojo; respectivamente.
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Figura 4.7
Diagrama momento-curvatura de la seccion B-B para el momento positivo.
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De forma analoga, la Figura 4.8 muestra el diagrama momento-curvatura
para la seccion B-B, para el momento negativo, en el que se considerd en un
caso el aporte de traccion del concreto y en otro caso sin aporte de la traccion
del concreto. El caso con traccion del concreto se indica con linea continua, de
color rojo, con simbolo de triangulo. Mientras que el caso sin traccion se indica
con linea continua, de color azul, con simbolo cuadrado. Las correspondientes
curvas aproximadas, de tipo Ramberg-Osgood, se indican con linea continua, de

color negro, y linea discontinua, de color rojo; respectivamente.
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Figura 4.8
Diagrama momento-curvatura de la seccion B-B, para el momento negativo.
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La Figura 4.9 muestra una comparacion del diagrama momento curvatura
experimental y calculado. Las curvas calculadas con los modelos de Mander,
fueron realizadas con base en la media de los datos experimentales reportados
por Bagge et al. (2014). La curva calculada, considerando la traccién del
concreto, con el modelo de Mander e indicada con linea continua y marcador de
triangulo, muestra similitud con los resultados experimentales, indicados con
linea continua gris, en la etapa de comportamiento elastico. Mientras que, en la
etapa de comportamiento inelastico, la curva muestra una menor pendiente y
menor resistencia, respecto de la curva experimental. Ademas, la curva
calculada, sin considerar la traccion del concreto, e indicada con linea continua y
marcador circular, muestra una recta secante en el intervalo de comportamiento
elastico, mientras que en la etapa inelastica la pendiente y la resistencia son
similares al caso en el que se considera la traccion del concreto. Sin embargo,
ambos casos coinciden con el diagrama momento curvatura tedrico, calculado

por Bagge et al. (2014) e indicado con linea discontinua.
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Figura 4.9
Diagrama momento-curvatura de la seccion B-B, para el momento negativo,
comparacion con resultados experimentales, Bagge et al (2014), y calculados.

30

25 1

f'c=36.4 MPa

E 15 —o—Mander_sin traccion fy =557 MPa
= —
v ——Mander_ con traccion p=0.0037
= p’=0.0025
10 - Experimental responce, 2d/tang(35) | M. =19.6 kN-m
) teg =0.195 m-1
Experimental responce, 1.2H s=75mm
5
— Theoretical model
Section B-B
0= T T T T
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20

¢ (m™)

La Figura 4.10 muestra la comparacion de los resultados experimentales
obtenido por Bagge et al. (2014), indicado con linea continua gris, contra un
modelo de Mander, en el que se considera la traccion del concreto. En este
caso, se ha considerado una resistencia a compresion del concreto mayor que la
media sefalada en la publicacién, debido a que la resistencia en compresion del
concreto con que se fabrico el espécimen pudo ser mayor que el valor promedio
que se consigna en el reporte, se ha supuesto arbitrariamente un incremento de
la resistencia del concreto, del orden del 32%, lo que lleva a obtener una
resistencia a compresion del concreto igual a 48 MPa. Este incremento de la
resistencia del concreto lleva a un incremento de la rigidez poselastica v,
también, de la resistencia a flexion. Se sabe que la traccion del concreto sélo
influye en la etapa de comportamiento elastico, en la etapa de comportamiento
inelastico la inclusién de la traccion del concreto no influye. La curva calculada
con el modelo de Mander y con la traccion del concreto, tiende a la forma de la

curva experimental. Sin embargo, no se tienen la informacién precisa sobre la
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resistencia del concreto del espécimen correspondiente, para el dia en que se
realizo el ensayo.
Figura 4.10

Diagrama momento-curvatura de la seccion B-B, para el momento negativo,
comparacion con resultados experimentales, Bagge et al. (2014), y calculados.
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Las propiedades reales del concreto no necesariamente son iguales a los
valores medios reportados por Bagge et al. (2014)

La Figura 4.11 muestra la aproximacion Ramberg-Osgood para el
diagrama momento-curvatura de la misma seccion A-A, para el momento
positivo y negativo, sin considerar la traccion del concreto. El diagrama momento
curvatura, de la seccidbn para momento positivo y negativo, resulta ser
asimétrico.

La figura 4.12 muestra el diagrama momento-curvatura de la seccién B-B,

para el momento positivo y negativo, sin considerar la traccién del concreto.
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Figura 4. 11

Modelo Ramberg-Osgood del diagrama momento curvatura de la seccion A-A
para el momento positivo y negativo, sin traccion del concreto.
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Figura 4. 12

Modelo Ramberg-Osgood del diagrama momento curvatura de la seccion B-B
para el momento positivo y negativo, sin traccion del concreto.
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Con la finalidad de estudiar el efecto de la sobreresistencia de los
materiales, los diagramas momento curvatura, anteriormente mostrados, fueron
calculados con valores para las propiedades de los materiales mayores que la

media reportada por Bagge et al. (2014).

4.4 Modelos numéricos empleados para el analisis no lineal

La Figura 4.13.a muestra la viga de dos tramos, de longitud igual a
2500mm por tramo, con subdivisién en dovelas de tamafo variable. Cada tramo
tiene dos zonas, con seccion A y B, las que estan referidas al tipo de seccioén,
con armado distinto. En color gris claro esta la zona con seccion tipo A 'y en color
gris oscuro la seccién tipo B. La zona definida con la seccién tipo A tiene 6
elementos de tamano variable y la zona tipo B tiene 5 elementos de tamafio
variable, en ambos tramos de la viga continua. La mayor subdivisién se

concentra en las regiones donde las fuerzas internas tienen una mayor variacion.

La carga puntual, representada por una carga distribuida, Ag, en un
ancho relativamente pequefo, de 75mm, que viene a ser la dimension de la
placa con que se aplica la carga. El centro de la carga aplicada esta ubicado en

el centro de cada tramo, a 1250mm respecto del extremo de apoyo simple.

Los apoyos se modelan como puntuales. La Figura 4.13.b, muestra la

longitud de cada dovela o subdivisiones de las vigas en cada tramo.

Ademas del modelo de dos tramos, se ha realizado un modelo de tres
tramos, donde el tramo central representa el ancho del apoyo, de 75mm de
ancho, idealizado como dos apoyos simples, ver Figura 4.13.c. El tramo central
tiene seis elementos, con seccion B, y los tramos adyacentes tienen 6 elementos

de seccidén Ay 2 elementos de seccion B.
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Figura 4.13

Capitulo IV. Redistribucién de momentos en vigas continuas de concreto armado

Modelos de la viga continua de dos tramos.

Seccion A
6 elementos

4q

Seccion B——=
5 elementos

|—’?5

t=——=38eccion B
5 elementos

Aq

Seccion A
6 elementos

’—’75

1250 550 700 700 =t=——550 1250
2500 2500
(a) Dimensiones generales del modelo de dos tramos
Seccion A Seccion B Seccion B Seccion A
6 elementos EE 5 elementos 5 elementos 5‘1 6 elementos
362, 5 T3 ] 20{44 550 =t B0 580~ mfm—— 550 a1 20{m 730 = 3625
825 825
a75 375 25 25 375 375
65 65
6 4= 6
(b) Dimensiones de dovelas en cada tramo
1250 12125 l. 12125 1250
~—Seccion B
6 elementos
Seccion A—22 Seccion B l<—Seccion B M seccion A
6 elementos 2 lementos 2 elementos 6 elementos

(c) Modelo de tres tramos

4.5 Redistribucion calculada y experimental

La redistribucién de momento, 77, se define como la relacion:

77% — elastico ineldstico X 100 (41 )
eldastico
Donde:
M,.... €S el momento elastico en la seccion de referencia
M, isico » €S €l momento inelastico en la misma seccion
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El momento inelastico, M. calculado se obtiene mediante el analisis

ineldstico ?
no lineal. En este caso se emplearon dos modelos para el analisis no lineal, con
dos tramos y otro con tres tramos. De forma similar el momento

elastico, M se obtiene mediante analisis lineal elastico. Analogamente, se

ineldstico ?
emplearon dos modelos elasticos con dos y tres tramos.

La Figura 4.14 muestra la redistribucion experimental para el momento
negativo, en la seccién del apoyo central, caso B1, con linea continua y negra.
La redistribucion experimental, para este caso, es del orden del 70%. La misma

que fue comparada contra resultados de modelos de dos tramos.

En el modelo numérico fueron considerados, para el diagrama momento
curvatura de las secciones, dos casos: uno con aporte de la resistencia en
traccion del concreto, indicado en linea continua y simbolo de triangulo, y otro sin
el aporte de la resistencia a traccion, indicado con linea continua y simbolo de
rombo. Ademas, se emplearon en ambos casos, los valores medios de las
propiedades de materiales, reportados por Bagge et al. (2014). Los resultados
calculados, con y sin traccion del concreto, muestran menor redistribucion de
momentos, del orden del 60% en ambos casos, con respecto a los resultados

experimentales, del orden de 70%.

El considerar la resistencia a traccion del concreto, desplaza la curva
calculada de redistribucion hacia la derecha; aun que el desplazamiento
mencionado es aparentemente poco significativo, en ambos casos la
redistribucion final llega a ser del mismo orden, 60%; sin embargo, para valores
anteriores cercanos a la carga ultima, la redistribucion de momentos, con el
modelo sin traccion del concreto es del orden de 12% mayores que el caso con

traccion.

Para el analisis no lineal, también se emplearon modelos de tres tramos.
Sin embargo, para calcular el coeficiente de redistribucion de momento, esta se
calculd con respecto al momento obtenido mediante dos modelos elasticos, uno
de dos tramos y el otro de tres tramos. Ademas, para el modelo de tres tramos

se considerd la resistencia a traccion del concreto.
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Figura 4.14

Redistribuciéon de momentos con modelo de vigas de dos tramos vs

experimental.

20 - Experimental
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172

S B3

g 30

z 20 B4

L F i

s 10 O
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Nota: fuente adaptada de Bagge et al. (2014)

La Figura 4.15 muestra la redistribucion de momento negativo, en el
apoyo central, para el caso B1. Los resultados experimentales muestran una
mayor redistribucién, antes indicada, que los casos calculados, de orden del
60%.

La redistribucion de momento negativo, en la seccion del apoyo central,
con respecto al momento elastico de una viga de dos tramos, 61%, es mayor
que en el caso de considerar el momento elastico de una viga de tres tramos,
56%. Sin embargo, esta diferencia no es significativa. Incluso, en el modelo no
lineal de tres tramos, la seccion del apoyo central llega a desarrollar un momento
negativo, 26.6kN-m, similar al reportado en el ensayo, por Bagge et al. (2014),

igual a 25.1 kN-m, que representa un error menor que 6%.
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Figura 4.15
Redistribucion de momentos con modelo de vigas de tres tramos vs
experimental.
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Nota: fuente adaptada de Bagge et al. (2014)

En los casos estudiados, la redistribucion de momentos es siempre
menor que lo obtenido de forma experimental, menor que 14%, lo que
representan resultados del lado de la seguridad. Por otro lado, en el caso B1, los
resultados calculados y experimentales muestran redistribucién de momentos
mayores que la redistribucién permitida por el ACI318 y la E060, de 20% como
maximo. Sin embargo, hay casos en los que la redistribucion puede ser menor
que 20%.

4.5.1. Redistribucion de momentos segun el tipo de carga

Se realiza la redistribucion de momento por carga puntual y carga
distribuida constante. Se ha considerado como referencia los ensayos realizados
por Noriega (2018); los resultados validados con la carga puntual se extendieron

a resultados numéricos con carga distribuida.
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4.511. Viga de un tramo empotrada-articulada con carga puntual.

Los cuatro especimenes investigados por Noriega (2018) fueron vigas de
seccién constante, de un tramo, con un extremo empotrado y el otro articulado.
El area de acero de refuerzo de las vigas se mantuvo constante en toda la
longitud de las mismas.

La viga de referencia, VA-01, fue disefiada para soportar una carga
puntual en el claro central de la viga, sin considerar la redistribucion. El acero de
refuerzo de la seccion de esta viga tenia en el lecho superior tres varillas de 5/8”
y en el lecho inferior dos varillas de 5/8” mas una varilla de 1/2”.

La viga disefiada con 20% de redistribucion, VA-02, en el lecho superior
tenia dos varillas de 5/8” mas una de 3/8” y en el lecho inferior tres varillas de
5/8”.

La viga disefada con 30% de redistribucion, VA-03, en el lecho superior
tenia dos varillas de 5/8” y en el lecho inferior tres varillas de 5/8”.

La viga disefiada con -20% de redistribucion, para el momento positivo de
la seccion en central, VA-04, en el lecho superior tenia tres varillas de 3/4” y en
el lecho inferior tres varillas de 1/2”. Ver Figura 4.16.

Figura 4.16
Secciones de vigas de un tramo.

P — 193/4"
205/8°+183/8 205/8 CiL,

205/8"+181/2" 305/8" 385/8"

P / i Y i
K (K i A 7 7 A A
0 ( 0087 0037 0.037 o.057 0.037 0.037

)
/A-01(Base 0% s IA_03 130%) A nL 1 e
VA-01(Base,  0%) VA-02 (20%) VA-03 (30%) VB-04 (-20%)

Nota: fuente adatada de Noriega (2018)

Los diagramas momento-curvatura para cada seccion fueron calculados
con el modelo de Mander, para el concreto confinado y no confinado. Se empled

el modelo de Dodd-Restrepo para representar el comportamiento del acero de
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refuerzo. Las propiedades basicas empleadas, la resistencia a compresion del
concreto, f'¢, el esfuerzo de fluencia del acero, fy, para modelar el acero y el
concreto; respectivamente, fueron adaptadas de la investigacion de Noriega
(2018). Se considero el aporte de la traccion del concreto.

La curva obtenida se aproximé a un modelo tipo Ramberg-Osgood, el
cual se emplea en el programa de analisis no lineal. A continuacion, se muestran
los diagramas momento-curvatura de las secciones antes mencionadas.

La Figura 4.17 muestra el diagrama momento-curvatura, para el
momento positivo y negativo; se ha considerado el aporte de traccion del
concreto. EI momento positivo, indicado con linea discontinua, de color azul, y su
correspondiente aproximacion de tipo Ramberg-Osgood, indicada con linea
continua, de color rojo. Ademas, el momento negativo, indicado con linea
discontinua, de color azul, y su correspondiente aproximacion, tipo Ramberg-

Osgood, indicada con linea continua, de color verde oscuro.

Figura 4.17
Diagrama momento-curvatura seccion de viga VA-01.
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La Figura 4.18 muestra diagramas momento-curvatura para la viga VA-
02. Para el momento positivo y negativo, se ha considerado el aporte de traccion
del concreto. El momento positivo, indicado con linea discontinua, de color azul,
y su correspondiente aproximacion de tipo Ramberg-Osgood, indicada con linea
continua, de color rojo. Ademas, el momento negativo, indicado con linea
discontinua, de color azul, y su correspondiente aproximacion, tipo Ramberg-
Osgood, indicada con linea continua, de color, verde oscuro. El momento creible
positivo, Mcd, es igual a 84.4 kN-m y la curvatura correspondiente es 0.193 1/m.
El momento creible negativo, Mcd, es igual a 74.4 kN-m y la curvatura
correspondiente es 0.328 1/m. Cabe notar que la capacidad de curvatura
inelastica para el momento negativo es mayor que para el caso de momento
positivo.

Figura 4.18
Diagrama momento-curvatura seccion de viga VA-02

90
80 +
70 +
— 60 +
£
g 50 + Ramberg-Osgood
o 0.20 Je . = -
= . — I Materiales Mcq=84.4 kN-m
o 4 —7a |+ _
E 40 ) flc =271 ¢cd =0.193 1/m
o 205/8"+183/8" a=12
3 30 + 030 MPa vy =10.7
305/8" fy =461 MPa _
0,005 M,y'=74.4 kN-m
20 ~ D — p=5 e = 0.328 1/m
I p’/p =0.787 B
10 - o s =96 mm a_ -
VA-02 (20%) Y =8.87
0 f f f f f f
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

curvatura (m™)

Modelo de Elementos Discretos de Barras para el Analisis No-lineal de Estructuras de Concreto Armado
Miguel Angel Torres Matos 116



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
Facultad de Ingenieria Civil Capitulo IV. Redistribucién de momentos en vigas continuas de concreto armado

La Figura 4.19 muestra diagramas momento-curvatura para la viga VA-
03. Para el momento positivo y negativo se ha considerado el aporte de traccion
del concreto. El momento positivo, indicado con linea discontinua, de color azul,
y su correspondiente aproximacion de tipo Ramberg-Osgood, indicada con linea
continua, de color rojo. Ademas, el momento negativo, indicado con linea
discontinua, de color azul, y su correspondiente aproximacion, tipo Ramberg-
Osgood, indicada con linea continua, de color, verde oscuro. El momento creible
positivo, Mcd, es igual a 83.2 kN-m y la curvatura correspondiente es 0.243 1/m.
El momento creible negativo, Mcd, es igual a 63.1 kN-m y la curvatura
correspondiente es 0.339 1/m. Cabe notar que la capacidad de curvatura

inelastica para el momento negativo es mayor que para el caso de momento

positivo.
Figura 4.19
Diagrama momento-curvatura seccion de viga VA-03.
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La Figura 4.20 muestra diagramas momento-curvatura para la viga VA-
04. Para el momento positivo y negativo se ha considerado el aporte de traccion
del concreto. El momento positivo, indicado con linea discontinua, de color azul,
y su correspondiente aproximacion de tipo Ramberg-Osgood, indicada con linea
continua, de color rojo. Ademas, el momento negativo, indicado con linea
discontinua, de color azul, y su correspondiente aproximacion, tipo Ramberg-
Osgood, indicada con linea continua, de color, verde oscuro. El momento
creible positivo, Mcd, es igual a 61 kN-m y la curvatura correspondiente es
0.2981/m. El momento creible negativo, Mcd, es igual a 101.5 kN-m vy la
curvatura correspondiente es 0.134 1/m. Cabe notar que la capacidad de
curvatura inelastica para el momento positivo es mayor que para el caso de

momento negativo, contrario a los casos anteriores.

Figura 4.20
Diagrama momento-curvatura seccion de viga VA-03.
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Se realizé la comparacién de las curvas de capacidad, carga —
desplazamiento, de las vigas en estudio, con carga puntual. Los resultados
mostraron que las vigas con redistribucion de momento, VA02 y VAO3, tienen
igual capacidad de carga que la viga original, VAO1, sin redistribucion. La Figura
4.21, muestra la comparacion de las curvas de capacidad de las vigas en
estudio. Hasta el nivel de carga de servicio, 67.6KN, se tiene igual rigidez en
todos los casos. Para el nivel de carga ultima, 101 kN, las vigas muestran un
nivel de desplazamiento similar, sin que se aprecie diferencias de
desplazamiento notables. Para el caso en el que las secciones alcanzan un nivel
de carga, denominada previo al colapso, 15.25 kN, la diferencia de
desplazamientos es apreciable. Las vigas con redistribucién de momentos, VA02
y VAO3, muestran desplazamientos menores que 60% y 30% del desplazamiento
de la viga VAO1 (0.031m), respectivamente. La viga VA0O4, muestra una carga
previa al colapso igual a 140 kN, menor que 153.25 kN; sin embargo, este caso
no sigue una redistribucion de momento similar a los casos anteriores,
contrariamente busca una redistribucion del momento positivo. En todos los
casos la capacidad de carga previa al colapso es mayor que la capacidad

asociada a la resistencia nominal por flexion, del orden de 112.2 kN.

Figura 4.21
Diagrama carga-desplazamiento para las vigas de un tramo.
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La Figura 4.22 muestra el estado del comportamiento de la viga VAO1,
para el nivel de carga de servicio, 67.6 kN. La seccién critica, ubicada en la zona
de empotramiento, presenta un comportamiento de seccion elastica agrietada,
con deformaciones del concreto de recubrimiento del orden de -643ue, la
deformaciéon del acero en traccion es 1159ue, menor que la deformacion de
fluencia, 2300 ue. Para el estado de carga ultima, 101 kN, el concreto en
compresion tiene comportamiento no lineal, sin llegar al aplastamiento, -937 e,
el acero en traccion tiene una deformacion igual a 1792ue, menor que el de
fluencia. Para el nivel de carga previo al colapso, 153.25 kN, ocurre la fractura de
los estribos asociada al aplastamiento del concreto confinado; la deformacion del
concreto en compresion llegd a -15000 ue, el acero en traccion tiene una

deformacion de traccion igual a 67118 pe.

Figura 4.22
Diagrama carga-desplazamiento para las vigas de un tramo.
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La Figura 4.23 muestra el estado del comportamiento de la viga VAO2,
para el nivel de carga de servicio, 67.6 kN. La seccién critica, ubicada en la zona
de empotramiento, presenta un comportamiento de seccion elastica agrietada,
con deformaciones del concreto de recubrimiento del orden de -622pe, la
deformaciéon del acero en traccion es 1303ue, menor que la deformacion de
fluencia, 2300 ue. Para el estado de carga ultima, 101 kN, el concreto en
compresion tiene comportamiento no lineal, sin llegar al aplastamiento, -901pe,
el acero en traccion tiene una deformacion igual a 2031ue, menor que la de
fluencia. Para el nivel de carga previo al colapso, 153.25 kN, ocurre la fractura de
los estribos asociada al aplastamiento del concreto confinado; la deformacion del
concreto en compresion llegd a -13000 pe, el acero en traccion tiene una

deformacion de traccion igual a 74517 pe.

Figura 4.23
Diagrama carga-desplazamiento para la viga de un tramo VA-02.
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La Figura 4.24 muestra el estado del comportamiento de la viga VAO3,
para el nivel de carga de servicio, 67.6 kN. La seccion critica, ubicada en la zona
de empotramiento, presenta un comportamiento de seccion elastica agrietada,
con deformaciones del concreto de recubrimiento del orden de -643ue, la
deformaciéon del acero en traccion es 1159ue, menor que la deformacion de
fluencia, 2300 ue. Para el estado de carga ultima, 101 kN, el concreto en
compresion tiene comportamiento no lineal, sin llegar al aplastamiento, -937 e,
el acero en traccion tiene una deformacion igual a 1792ue, menor que el de
fluencia. Para el nivel de carga previo al colapso, 153.25 kN, ocurre la fractura de
los estribos asociada al aplastamiento del concreto confinado; la deformacion del
concreto en compresion llegd a -15000 pe, el acero en traccion tiene una

deformacion de traccion igual a 67118 pe.

Figura 4.24
Diagrama carga-desplazamiento para la viga de un tramo VA-03.
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La Figura 4.25 compara dos curvas momento-carga actuante para la viga

VA-01. Con linea continua, color azul, y simbolo de rombo, se indica la curva
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asociada a la seccion adjunta al empotramiento. En linea continua, color rosado,
y simbolo cuadrado, se indica la asociada a la seccién central debajo de la carga
actuante.

Al nivel de la carga de servicio 67.6 kN, ambas secciones tienen
comportamiento elastico agrietado, con deformaciones del concreto en
compresion menores que 643 pe.

A nivel de la carga ultima, 101 kN, ambas secciones tiene deformacion
del concreto en compresion en el intervalo no lineal, mayor que 756 pne, y
deformaciones del acero en traccion menores que el de la fluencia, 1792 pe.

A nivel de la carga previa al colapso, 153.25 kN, la seccion con
empotramiento presenta fractura de estribos a una deformacion del acero en

traccion igual a 67118 pe.

Figura 4.25
Diagrama momento-carga para la viga de un tramo VA-01.
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La Figura 4.26 muestra de forma andloga a los casos anteriores la
comparacion de dos curvas momento-carga actuante para la viga VA-02. La
curva asociada a la seccién adjunta al empotramiento y la asociada a la seccion
central debajo de la carga actuante.

Al nivel de la carga de servicio 67.6 kN, ambas secciones tienen
comportamiento elastico agrietado, con deformaciones del concreto en
compresion menores que 622 pue.

A nivel de la carga ultima, 101 kN, ambas secciones tiene deformacion
del concreto en compresion en el intervalo no lineal, mayor que 791 pne, y
deformaciones del acero en traccion menores que el de la fluencia, 2031 e,
para la seccion del empotramiento. Mientras que en la seccion central el acero
sigue elastico. A nivel de la carga previa al colapso, 153.25 kN, la seccion
empotrada presenta fractura de estribos a una deformacion del acero en traccién
igual a 74517 ue. Por otra parte, la seccidon central presenta aplastamiento del

concreto de recubrimiento y fluencia del acero.

Figura 4.26
Diagrama momento-carga para la viga de un tramo VA-02.
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La Figura 4.27 muestra de forma andloga a los casos anteriores la
comparacion de dos curvas momento-carga actuante para la viga VA-03, la
curva asociada a la seccién adjunta al empotramiento y la asociada a la seccion
central debajo de la carga actuante.

Al nivel de la carga de servicio 67.6 kN, la secciébn empotrada tiene

comportamiento elastico agrietado, con deformaciones del concreto en
compresion del orden de 628ue, mientras que la seccidon en la zona central,
muestra deformaciones del orden de 520p.

A nivel de la carga ultima, 101 kN, ambas secciones tiene deformacion
del concreto en compresién en el intervalo no lineal, mayor que 849ue, y
deformaciones del acero en traccion menores que la de la fluencia, 2031 e,
para la seccion del empotramiento. Mientras que en la seccion central el acero
sigue elastico. A nivel de la carga previa al colapso, 153.25 kN, la seccién
empotrada presenta fractura de estribos a una deformacion del acero en traccion
igual a 77527ue. Por otra parte, la seccion central presenta aplastamiento del

concreto de recubrimiento y fluencia del acero.

Figura 4. 27
Diagrama momento-carga para la viga de un tramo VA-02.
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4.5.1.2. Viga de un tramo empotrada-articulada con carga distribuida.

Se realizd para la viga de un tramo estudiada por Noriega (2018) una
extension a su estudio, que consistid en realizar una redistribucién de momentos
flectores para el que se consideré una carga distribuida constante en toda la
longitud. La Figura 4.28 muestra las secciones con el acero de refuerzo
correspondiente a los casos de redistribucion considerados. La seccion DA-01 es
el caso sin redistribucion, DA-02 es el caso con 20% de redistribucion y DA-03
es el caso con 30% de redistribucion.

Figura 4.28

Secciones de vigas de un tramo con redistribucién de momentos para el caso de
carga distribuida constante.

A 3@ | 203+1e g 203"
S S| 2o ey e £ A 2ied
DA-01 DA-02 DA-03

La Figura 4.29 muestra el diagrama momento-curvatura para seccion DA-
01. Se calculé el diagrama con el modelo de Mander y su aproximacion
Ramberg-Osgood correspondiente, al momento positivo, con linea de color

verde, y negativo, con linea de color rojo.

De forma similar el caso anterior, las Figuras 4.30 y 4.31 muestran los
diagramas momento curvatura para las vigas DA-02 y DA-03. Cabe notar que la
capacidad de resistencia a flexibn a momento negativo disminuye con respecto a

la capacidad mostrada por la viga DA-01.
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Figura 4.29
Diagrama momento-curvatura para la viga de un tramo DA-01.
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Figura 4.30
Diagrama momento-curvatura para la viga de un tramo DA-02.
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Figura 4.31
Diagrama momento-curvatura para la viga de un tramo DA-03.
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Se va a mostrar nuevamente que con la redistribucion de momentos
realizada es posible mantener el mismo orden del nivel de carga previa al
colapso, para las vigas con redistribucién, con respecto a la viga de referencia
DA-01. Lo que lleva a considerar que estas vigas tienen un mismo nivel en el
orden de seguridad, a nivel previo al colapso, ver Figura 4.32. La viga DA-01
tiene una capacidad de carga maxima previa al colapso del orden de 70 kN/m vy
las vigas DA-02 y DA-03 alcanzan una capacidad de carga del orden de 76.5
kN/m, lo que representa un 9.3% de incremento de capacidad a flexion, que no
es mucha diferencia. Sin embargo, cabe resaltar que las vigas con redistribucion
de momento tienen un mismo nivel de seguridad que la viga sin redistribucion.
En la misma figura, se puede observar que las curvas de comportamiento carga-

desplazamiento de las tres vigas analizadas son similares.
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Figura 4.32
Diagrama carga-desplazamiento para las vigas de un tramo con carga
distribuida.
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La Figura 4.33 muestra el comportamiento de la viga DA-01 para la
seccidn empotrada, indicada con signo de rombo, y la seccion central, indicada
con signo cuadrado. El comportamiento que se espera a nivel previo al colapso
muestra que la seccidbn empotrada presentaria fractura de estribos vy
aplastamiento del concreto confinado a una deformacién del acero en traccién
de 28124us. Mientras que la seccidn central aun no alcanza la fluencia del

acero, con una deformacion unitaria del orden de 1423 pe.
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Figura 4.33

Capitulo IV. Redistribucién de momentos en vigas continuas de concreto armado

Diagrama momento-carga para la viga de un tramo DA-01 con carga distribuida.
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La Figura 4.34 muestra el comportamiento de la viga DA-02 para la
seccion empotrada, indicada con signo de rombo, y la seccion central, indicada
son signo cuadrado. El comportamiento que se espera a nivel previo al colapso
muestra que la seccidn empotrada presentaria fractura de estribos vy
aplastamiento del concreto confinado a una deformacion del acero en traccion
de 44938ue. Mientras que la seccion central aun no alcanza la fluencia del

acero, con una deformacion unitaria del orden de 1660 pe.

Finalmente, la Figura 4.35 muestra el comportamiento de la viga DA-03,
de manera similar que los casos anteriores. El comportamiento que se espera a
nivel previo al colapso muestra que la seccion empotrada presentaria fractura de
estribos y aplastamiento del concreto confinado a una deformacion del acero en
traccion de 42224uc. Mientras que la seccidn central el acero de refuerzo tiene
una deformacién mayor que la de fluencia, 4822 pe, el concreto de recubrimiento
apenas esta incursionando en el intervalo de comportamiento no lineal, sin llegar

al aplastamiento, con una deformacién unitaria del orden de 1446p¢.
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Figura 4.34
Diagrama momento-carga para la viga de un tramo DA-02 con carga distribuida.
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Figura 4.35

Diagrama Momento-carga para la viga de un tramo DA-03 con carga distribuida.
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Conclusiones

Las conclusiones obtenidas de los aspectos numéricos del analisis son

los siguientes:

1. Las matrices de rigidez de los elementos con comportamiento no lineal se
determinan mas eficientemente cuando los elementos se subdividen en dovelas
de tamafio variable, con longitudes menores en las regiones en las zonas en las
que las fuerzas internas varian mas rapidamente. Si se consideran dovelas todas
de igual tamano, se requiere un mayor numero de dovelas y en consecuencia la

consideracion de un mayor numero de grados de libertad.

2. Como resultado de la no linealidad, las integrales para determinar
rigideces y fuerzas deben ser realizadas en forma numérica. Al trabajar con
dovelas de tamano variable, emplear tres puntos de integracién en cada dovela
son suficientes para obtener resultados con una precision aceptable. Aumentar

el numero de puntos de integracion tiene poca influencia en los resultados.

3. Para cada incremento de cargas, se requiere iterar para equilibrar las
fuerzas externas e internas. En analisis no lineales con cargas monotonicas
crecientes, el proceso podria realizarse manteniendo una matriz de rigidez
constante. Sin embargo, esto puede requerir un elevado numero de iteraciones
y, en el caso en que se tenga degradacion en la rigidez, podria no tenerse

convergencia.

4. La ventaja en emplear una matriz de rigidez variable en cada etapa de
carga es que permite un ahorro considerable en el numero de iteraciones
durante el proceso de solucion, por lo que, a pesar del trabajo requerido para
reformar y factorizar la matriz de rigidez, se puede desarrollar el analisis en un

tiempo mucho menor.
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Con respecto a los resultados obtenidos a nivel de secciéon se han

obtenido las conclusiones siguientes:

5. Los diagramas momento curvatura se pueden aproximar de forma

aceptable mediante modelos paramétricos de tipo Ramberg-Osgood.

6. El diagrama momento curvatura de la seccion de referencia, sin
considerar la traccion del concreto, VM, tiene una forma muy similar a la de un

modelo elastoplastico.

7. Los resultados muestran que considerar la traccidon en el concreto influye
principalmente sobre la rigidez a flexion en el intervalo de comportamiento
elastico. Sin embargo, al ignorar los esfuerzos de traccién en el concreto se

obtiene la misma resistencia nominal, M.

8. La curva de referencia, VM, calculada con datos nominales, sin traccion
del concreto y sin considerar el confinamiento de los estribos, muestra menor
resistencia y menor capacidad de curvatura, con respecto a las calculadas con el
modelo de Mander, en las que se considerd el efecto del confinamiento, la
traccion del concreto y el endurecimiento por deformacién del acero de refuerzo

longitudinal.

9. La capacidad de curvatura inelastica de las secciones calculadas con el
modelo de Mander es del orden de tres veces mayor que la capacidad del caso

de referencia, VM.

10. El incremento de la resistencia a compresién del concreto, f'c, influye en
el incremento de la rigidez a flexion, en el intervalo de comportamiento elastico e

inelastico, pero se reduce la ductilidad.

11. El incremento del esfuerzo de fluencia del acero de refuerzo, fy, influye
principalmente en el intervalo de comportamiento inelastico, incrementa la
resistencia a flexion, pero no influye en el intervalo elastico. La rigidez pos elastica

se mantiene casi inalterada.
12. Cuando el acero incursiona en el intervalo de comportamiento inelastico,

con endurecimiento por deformacion, se presenta un incremento de la resistencia

a flexion, hasta que se produce el desprendimiento del concreto de recubrimiento,
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a 5000ue. Es cuando ocurre una reduccion de la resistencia a flexiéon. Sin
embargo, a medida que se incrementa la curvatura, se sigue incrementando la
resistencia a flexiébn hasta recuperar y en algunos casos superar la resistencia

alcanzada antes del desprendimiento del concreto de recubrimiento.

13. La resistencia creible a flexién, Mg, esta directamente relacionada con la

sobre resistencia por deformacién que alcanza el acero de refuerzo, Afy.

14. El incremento del esfuerzo de fluencia, fy, no influye en la curvatura

asociada a la resistencia creible a flexion, Mcg.

15. La rigidez efectiva a flexion depende principalmente de la cuantia de

refuerzo del lecho en traccién y en la resistencia a compresién del concreto.

16. La curvatura de fluencia depende principalmente de la relacion de
cuantias del lecho en compresion y el lecho en traccién, de la deformacion unitaria
de fluencia del acero, el peralte de la seccion, de la resistencia en compresion del

concreto.

17. La profundidad de la resultante de los esfuerzos en compresion es un
parametro que depende principalmente de la cuantia de refuerzo del lecho en

traccion y de la resistencia a compresion del concreto.

Conclusiones respecto de la redistribucion de momentos en vigas

continuas son las siguientes.

18. Algunos resultados experimentales muestran redistribuciones de
momentos del orden de 60% antes de que el acero de refuerzo haya desarrollado
la fluencia. En ese mismo intervalo con los modelos numéricos es posible lograr

redistribucion de momentos de hasta un 40%.

19. De acuerdo con los resultados del espécimen B1, es posible una
redistribucion real de momentos, para la etapa de carga ultima, del orden de 70%,
pero con dafios significativos cercanos al nivel previo al colapso de la seccion. Sin

embargo, para la carga de disefio la redistribucién observada esta en el orden de
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60%, sin un nivel de dafo significativo, excepto por el aplastamiento del concreto

de recubrimiento en las fibras a compresion.

20. De acuerdo con el modelo de dos tramos para el espécimen B1, la
redistribucion de momentos tedrica estaria entre 40% a 45%, para el nivel de
carga de disefio. Mientras que, para la etapa de carga ultima, previa al colapso,

seria del orden de 60%.

21. Para el caso del espécimen B1, con el modelo de dos tramos, la
redistribucion tedrica a nivel de carga de disefio seria como maximo del orden de
45%, lo cual estaria del lado de la seguridad puesto que la redistribucion real

observada es del orden de 60%.

22. Para el caso del espécimen B1, el modelo de tres tramos resulta ser mas
conservador que el modelo de dos tramos. La redistribucion de momentos para la
carga de disefio es del orden de 30%, mientras que, para la carga ultima previa al

colapso es del orden de 60%.

23. Para los casos de las vigas ensayadas por Noriega (2018) se verifico que
los disefios con redistribucion de momentos para el caso de carga puntual logran
redistribuciones hasta de 30%, sin que disminuya la capacidad de carga ni se

incremente la flecha de las vigas, para el nivel de demanda de carga ultima.

24. Las vigas con redistribucion de momento en la seccién de momento
negativo del apoyo empotrado desarrollan una capacidad similar de carga, de tipo

puntual, previa al colapso.

25. La capacidad de deflexion resulta 100% mayor en el elemento, VAO1,
disefado sin redistribucién de momentos en comparacion con el elemento, VA02
disenado con la menor redistribucion, del 20%. Comparativamente con el caso de
la viga con 30% de redistribucion, VAO3, la capacidad de deflexion fue 30% menor
que la de la viga VAO1. Estos resultados muestran ser conservadores respecto a

los resultados experimentales obtenidos por Noriega (2018).

26. Para la etapa de carga ultima no hay diferencia apreciable entre la
capacidad de carga y deflexion de las vigas analizadas, esto también fue
observado en los resultados experimentales obtenidos por Noriega (2018).

Ademas, en ningun caso el acero llega a la fluencia; sin embargo, el concreto de
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recubriendo inicia el comportamiento en el intervalo no lineal. Lo que lleva a
concluir que las vigas con redistribucién de 30% tienen un comportamiento
adecuado a nivel de la carga de disefio, sin pérdida de capacidad de carga ni

deflexidon excesiva.

27. La viga VAO3, con redistribucion de momento de 30%, llega al nivel de
carga tedrica previa al colapso, con fractura de los estribos a una carga del orden
de 153 kN, lo cual es menor a la carga medida en el ensayo de Noriega (2018)
igual a 180 kN, lo que supone una reserva de capacidad de carga del orden de
15%.

28. Ademas de lo anterior, la deflexiéon de la viga VAO3, a nivel de carga
previa al colapso es de 15.9mm, lo que es menor a lo medido por Noriega (2018),

igual a 80mm. Esto supone una reserva de capacidad de deformacién del 80%.

29. La viga sin redistribucion, VAO1, para la condicidon con carga puntual, en
la seccion de empotramiento desarrolla la resistencia a momento negativo de 80
kNm, llega al nivel de la carga previa al colapso, por la fractura de los estribos,
mientras que en la seccion central de la viga, esta todavia tiene reserva de
resistencia y capacidad de deformacién en el nucleo confinado, aunque el acero
del lecho inferior incurre a un nivel de deformacién de la zona de endurecimiento

por deformacion y ocurre el aplastamiento del concreto de recubrimiento.

30. En el caso de la VA-02, ocurre algo similar. La seccion del empotramiento
alcanza primero la resistencia a flexion, con la diferencia que la resistencia a
flexion, previo al colapso, que se desarrolla en la seccién del empotramiento es
14% menor que la que ocurre simultdneamente en la seccién central. Aunque esta
diferencia es poco significativa, la seccion central todavia tiene reserva de

resistencia y deformacion, analogamente para el caso de la viga VAO1.

31. En el caso de la VA-03, también ocurre un comportamiento similar a los
casos anteriores. Sin embargo, la resistencia a flexion que se desarrolla en la
seccion de empotramiento es 33% mayor que el momento que ocurre
simultaneamente en la seccion central. De la misma manera que en los casos

anteriores la seccion central todavia tiene reserva de resistencia y deformacion.
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32. La viga VA-03 con menor cuantia de refuerzo que las otras vigas logra
desarrollar una redistribucion del orden de 30% en la etapa previa al colapso,
logra sostener la misma carga que las vigas VA-01 y VA-02, lo cual supone un
ahorro en acero longitudinal sin una disminucion de la capacidad de carga de la
viga.

33. Para el caso de carga distribuida las vigas muestran un comportamiento
similar, en carga y deformacion, hasta antes de llegar a la carga ultima.
Posteriormente la viga DAO1, sin redistribucion, muestra menor capacidad de
carga, 9.3% menos que las otras vigas. Aunque la diferencia de capacidad de

carga no es significativa.

34. Las vigas, DAO2 y DAO3, muestran un el mismo nivel de capacidad de
carga, e incluso muestran mayor capacidad de deformacién, 39% y 17%;
respectivamente, mas capacidad de deformacion que la viga sin redistribucion,
DAO1.

35. Las vigas con redistribucion tienen la misma cuantia de refuerzo total en

la seccion, sin embargo, la viga DA-02 muestra mayor ductilidad que la DA-03.

36. La redistribucion de momentos permite algun ahorro en la cantidad de
acero de refuerzo longitudinal, al poder ser mayor que 20%, también se podria
disminuir o incrementar acero de refuerzo en ese orden. Pero principalmente
permite lograr descongestionar el acomodo de las varillas sin la pérdida de
capacidad de carga de la viga y manteniendo un comportamiento ductil a nivel de

seccion y a nivel de la viga.
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Recomendaciones

Con respecto al andlisis no lineal se realizan las recomendaciones siguientes:

1. Se recomienda emplear modelos de barras con propiedades de no
linealidad distribuida en la longitud, en contraste con modelos de plasticidad
concentrada, ya que ademas de no requerir definir parametros empiricos como
la longitud de rotula plastica, en el calculo se-toma en cuenta la variacion de la

rigidez a flexion de las secciones.

2. Al subdividir cada elemento en dovelas, se recomienda hacer
subdivisiones de menor longitud en las regiones en las que se espera una
variacion mayor de los momentos flectores, con lo que se obtienen mejores

resultados con menos grados de libertad.

3. Las integrales para determinar las matrices de rigidez y de fuerzas
pueden ser hechas numéricamente. Aun teniendo en cuenta la no linealidad, al
realizar la integracion con el método de Gauss Legendre es suficiente trabajar

con tres puntos de integracion en cada dovela.

4. Aunque en algunos casos las iteraciones para lograr el equilibrio en
cada etapa de cargas podrian ser realizadas manteniendo una matriz de rigidez
constante, se recomienda recalcular la matriz en cada etapa de carga, lo que es
de facil implementacion y en general resulta en un proceso de computo mas

eficiente, que requiere mucho menos iteraciones.

Con respecto al comportamiento de seccioén:

5. Se recomienda emplear el modelo de Mander para el concreto
confinado al calcular los diagramas momento curvatura de las secciones, debido
a que representa la sobreresistencia y capacidad de curvatura por efecto del

confinamiento de manera realista.

6. En el caso de analisis no lineales estaticos incrementales se

recomienda emplear modelos de tipo Ramberg-Osgood, por su facil
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implementacién y debido a que pueden representar el comportamiento, a nivel
de seccion con solo tres parametros, el momento creible, Mqqy, los parametros de

Ramberg Osgood,a.,y.

Con respecto a la redistribuciéon de momentos:

7. Se puede realizar la redistribucion de momentos, hasta un 30% o mas,
como se ha concluido; sin embargo, es necesario verificar que las secciones
tengan comportamiento ductil y que la capacidad de carga sea al menos igual

que el caso correspondiente sin redistribucion.

8. Para evaluar la redistribucion de momentos se recomienda emplear
modelos para el concreto confinado como el de propuesto por Mander, para

representar de forma mas realista el comportamiento del concreto.

9. Para realizar la redistribucion, puede ignorarse la traccion en el
concreto, debido a que no influye de manera relevante en la respuesta inelastica

de la estructura.

10. Para desarrollar la mayor redistribucion de momentos es importante
evitar cualquier tipo de falla fragil. Por lo tanto, es necesario que las secciones
criticas donde se desarrollan las mayores demandas de rotacion plastica tengan
estribos de confinamiento. Se recomienda emplear estribos espaciados a un
maximo de 6 veces el diametro de la varilla longitudinal, lo que protege del

pandeo prematuro al acero longitudinal.
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